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Resumo

Em 1958, Gomory propds uma desigualdade valida ou corte a partir do tableau do método sim-
plex para programacao linear, que foi utilizado no primeiro método genérico para resolug¢do de pro-
blemas de programacao inteira. Em 1960, o corte foi estendido para problemas de programacdo
inteira mista. Em 1973, Chvital sugeriu um corte derivado da formulacao original do problema de
programacdo inteira, e devido a equivaléncia com o corte de Gomory, este passou a ser chamado de
corte de Chvatal-Gomory. A importancia do corte de Gomory sé foi reconhecida em 1996 dentro do
contexto do método branch-and-cut para resolu¢do de problemas de programacgao inteira e progra-
macao inteira mista. Desde entdo, este corte € utilizado em resolvedores comerciais de otimizacao.
Recentemente, diversos cortes novos derivados do corte de Chvatal-Gomory foram propostos na li-
teratura para programacao inteira. Este trabalho trata do desenvolvimento de algoritmos para alguns
destes cortes, e implementagdo computacional em um contexto de branch-and-cut, no ambiente do
resolvedor CPLEX. A eficdcia dos cortes é testada em instancias dos problemas da mochila multi-
dimensional, designagdo generalizada e da biblioteca MIPLIB.

Palavras-chave: programacdo inteira, desigualdades vélidas, cortes, Chvatal-Gomory, branch-
and-cut.

Abstract

In 1958, Gomory proposed a valid inequality or cut from the tableau of the simplex method for
linear programming, which was used in the first generic method for solving integer programming
problems. In 1960, the cut was extended to handle mixed integer programming problems. In 1973,
Chvatal suggested a cut that is generated from the original formulation of an integer programming
problem, and due to the equivalence with the Gomory cut, it was named Chvatal-Gomory cut. The
importance of the Gomory cut was recognized only in 1996 in the context of the branch-and-cut
method for solving (mixed) integer programming problems. Today, such a cut is utilized in optimi-
zation commercial solvers. Recently, several new cuts derived from the Chvétal-Gomory cut have
been proposed in the literature for integer programming. This work deals with the development of
algorithms and computational implementations for some of the new proposed cuts, in a context of
the branch-and-cut method, by using the CPLEX solver. The efficiency of the cuts is tested on ins-
tances of the multi-dimensional knapsack, generalized assignment problems, and instances from the
MIPLIB library.

Keywords: integer programming, valid inequalities, cuts, Chvétal-Gomory, branch-and-cut.
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Introducao

No artigo “Early Integer Programming” (Gomory, 2002), Ralph E. Gomory relata suas experién-
cias pioneiras na drea de programagdo inteira, ainda ndo nascida. Gomory obteve o titulo de PhD
em Matemdtica na universidade de Princeton em 1954, com trabalho em equagdes diferenciais ndao
lineares, sob a orienta¢do do renomado Prof. Solomon Lefschtez.

Em 1955, passou a trabalhar no Physics Branch of the Office of Naval Research em Washing-
ton e, neste ano, conheceu pessoas do Operations Research Group, iniciando seu conhecimento em
pesquisa operacional. No outono de 1957, tornou-se professor do departamento de Matematica da
universidade de Princeton, onde era dirigido por A. W. Tucker e contava com Harold Kuhn e Martin
Beale, pesquisadores que tiveram uma contribui¢c@o expressiva na area de otimizagao.

Gomory permaneceu como consultor da marinha em Washington, e, em uma dessas visitas, assis-
tiu a uma apresentacdo de um modelo de programacao linear. Um dos apresentadores destacou que
seria interessante ter um ndmero inteiro em lugar de 1,3 avides, que ndo tinha significado.

Gomory colocou entdo, como objetivo, inventar um método que produzisse resultados inteiros.
Passou uma semana tentando combinar métodos de solucdo de equacdes lineares com varidveis intei-
ras (equagOes diofantinas) e programacao linear, sem sucesso. No oitavo dia, raciocinou da seguinte
forma em relagdo a um problema de programacao inteira com coeficientes inteiros na fungdo objetivo:
se tivesse que obter uma solugdo inteira, entdo o primeiro passo seria obter o valor 6timo da funcdo
objetivo a ser maximizada através de programacio linear, por exemplo, 71, e daf concluir que o valor
maximo inteiro € 7.

A partir dessas idéias, Gomory chegou a duas conclusdes importantes. Em primeiro lugar o
valor 6timo dado por programacao linear € um limitante superior para o valor 6timo de uma solugao
inteira. Em segundo lugar, se os coeficientes da fun¢do objetivo sdo inteiros, entdo € valido adicionar
a desigualdade linear impondo que a fung¢do objetivo < 7.

Esta desigualdade em que um ndmero real € > ao maior inteiro contido neste nimero (ou < ao
menor inteiro que contém este numero) foi a base para Gomory inventar o método dos cortes fra-
ciondrios (Gomory, 1958) e sua demonstracdo de finitude (Gomory, 1963a). Este corte é construido
a partir do tableau 6timo da solu¢@o do problema linear, correspondente a relaxacdo de integralidade.

Depois de mais de um més de trabalho, Gomory produziu um cédigo do algoritmo em Fortran
e passou a testar problemas de grande porte para a época, envolvendo dez a quinze varidveis. A
maioria das instancias eram resolvidas rapidamente, mas em uma delas um grande nimero de cortes
foi adicionado sem chegar a solucdo inteira 6tima. No verdo de 1959, Gomory passa a trabalhar na
IBM Research e, com maior suporte computacional, passa a experimentar a imprevisibilidade dos
resultados computacionais que constantemente ocorriam. Em 1960, o corte fraciondrio € estendido
para programacao inteira mista, que gerou um corte fraciondrio mais forte para programacao inteira.

Xvii



xviii Introducao

Em 1963, Gomory apresentou um algoritmo para programagao inteira que envolve somente nu-
meros inteiros (Gomory, 1963b). Desigualdades validas foram adicionadas ao método dual simplex
de modo que sempre existe um elemento pivot igual a 1 pelas regras normais de escolha do pivot.
Infelizmente, os tempos computacionais eram superiores aos do método fraciondrio, além de gerar
valores inteiros muito grandes no tableau.

Estes experimentos computacionais ndo bem sucedidos foram o primeiro sinal de que o corte
fraciondrio de Gomory “ndo funcionava”. Nas décadas de 70 e 80 ndo foram publicados artigos re-
portando experimentos computacionais abrangentes com os cortes fraciondrios. Padberg e Rinaldi
(1991) fizeram as seguintes afirmacdes sobre os cortes de Gomory: “Estes planos de corte t€ém pro-
priedades de convergéncia fraca...planos de corte cldssicos geram cortes fracos”. “Um casamento de
planos de corte e busca em arvore esta fora de questao como uma forma de solu¢do de problemas de
otimizacao combinatdria de grande porte”.

Estas afirmacdes refletiam um pensamento unanime da comunidade cientifica (Cornuéjols, 2007)
no inicio da década de 90, em que para resolver problemas de programagao inteira de tamanho signi-
ficativo tinha-se que explorar a estrutura do problema combinatério. Os cortes de Gomory geraram
uma teoria elegante, mas nao tinham utilidade na prética, porque eram cortes genéricos e nao explora-
vam a estrutura. Algoritmos de branch-and-cut para problemas estruturados tiveram grande impacto.
Padberg e Rinaldi (1991) obtiveram excelentes resultados para o problema do caixeiro viajante. O
sucesso do branch-and-cut em um grande nimero de classes de problemas neste periodo era atribuido
a abordagem de resolugdo estruturada, que envolvia a identificagdo de facetas da envoltdria convexa
(convex hull), algoritmos exatos ou heuristicos de separagdo e resultados computacionais.

No inicio dos anos 90, Balas, Céria e Cornuéjols (1993, 1996a) propuseram outra categoria de
cortes genéricos denominados lift-and-project para problemas mistos com varidveis bindrias, e de-
monstraram que tais cortes dominam os cortes de Gomory. Estes cortes mostraram-se fortes em
instancias dificeis, contrariando a visdo convencional que cortes fortes teriam que ser projetados para
explorar a estrutura do problema. Estes resultados provocaram grande curiosidade em Cornuéjols
(2007), que solicitou a Céria, entdo seu orientado de doutorado, que implementasse os cortes de
Gomory, que, embora mais fracos, eram mais rapidamente computados.

Os resultados computacionais obtidos com a implementagdao de Céria foram surpreendentes. A
apresentacdo de Céria em uma conferéncia em 1994 deixou véarios pesquisadores renomados da drea
perplexos. Os bons resultados obtidos com os cortes lift-and-project também foram obtidos com os
cortes de Gomory. Além disso, o0 método branch-and-cut baseado em cortes de Gomory era mais
rapido e robusto que o método branch-and-bound.

Em 1996, Balas, Ceria, Cornuéjols e Natraj (Balas et al., 1996b) demonstraram que os cortes
de Gomory para problemas mistos com varidveis bindrias sdo vélidos em todos os nds da drvore
de enumeracdo, permitindo que cortes gerados em nds distintos possam ser compartilhados. Os
resultados obtidos com instancias da MIPLIB foram novamente surpreendentes em termos de nimero
de instancias resolvidas e rapidez em relacdo ao branch-and-bound.

Os autores destacam trés razdes para o bom funcionamento dos cortes de Gomory: resolvedores
de programacdo linear mais robustos, adicdo de todos os cortes do tableau (em lugar de um corte,
como tentado por Gomory) e uso na estrutura branch-and-cut (em lugar de um enfoque de cortes
puro). Este tipo de resultado, certamente teve grande influéncia para a inclusao de cortes de Gomory
nos pacotes comerciais de otimizagdo CPLEX, XPRESS e LINDO, e também para renovar o interesse
de pesquisadores por cortes baseados em cortes de Gomory.



Xix

Em um artigo importante, Chvétal (1973) propds um procedimento que, aplicado por um niimero
finito de vezes (denominado rank), gera todas as desigualdades vdlidas da envoltdéria convexa das
solu¢des de um problema de programacao inteira. Estas desigualdades sdo obtidas por combinacdo
linear ponderada das linhas da matriz da formulacdo original e arredondamento de coeficientes das
linhas. Chvatal também mostrou implicitamente que qualquer corte fracionario de Gomory € equiva-
lente a aplicacdo de uma vez do procedimento de Chvatal (rank um). Devido a esta equivaléncia o
corte passou a ser chamado de Chvatal-Gomory.

O texto acima € o pano de fundo para esta dissertacdo cujo objetivo é implementar computacio-
nalmente trés tipos de cortes propostos recentemente para programacao inteira que t€m como base os
cortes de Chvétal-Gomory.

O primeiro corte foi proposto por Lechtford e Lodi (2002) e envolve o fortalecimento do corte
Chvétal-Gomory, podendo originar cortes de rank dois. Neste artigo, testes computacionais limitados
sdo apresentados para este corte e outro derivado do corte fraciondrio de Gomory.

O segundo corte (Cornuéjols, Li e Vandenbussche, 2003) envolve a multiplicagdo de uma linha
do tableau por um ndmero inteiro seguido pelo procedimento de Gomory para obtencdo do corte
fraciondrio inteiro forte derivado do corte fraciondrio para programacao inteira mista. Neste trabalho
sdo apresentados resultados tedricos de dominadncia em relagdo ao corte fraciondrio ordindrio e ao
corte forte de Gomory, e testes computacionais limitados.

Finalmente, Glover e Sherali (2005) propuseram uma nova classe de cortes denominada Chvatal-
Gomory com niveis (Chvdtal-Gomory-tier). Estes cortes sdao obtidos pela aplica¢ido do procedimento
Chvatal-Gomory a partir de uma linha da matriz da formulacdo original que € escalada por um pa-
rametro d. O mesmo processo de geracdo do corte € entdo repetido p vezes (incluindo a primeira
aplicagdo), enquanto o parametro de escalamento € reduzido de uma unidade em cada aplicacdo, de
forma que 1 < p < d. O nivel de camada p pode ser especificado através de restricdes impostas aos
coeficientes do corte, e, para cada camada p, € possivel determinar o corte mais forte de acordo com
um certo critério. Este enfoque gera uma variedade de cortes fortes, incluindo cortes que nao podem
ser gerados por cortes de Chvatal-Gomory de rank um.

A dissertacdo esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo sdo apresentadas as derivacdes
dos cortes fraciondrios de Gomory para programacao inteira e programagao inteira mista, e dos cortes
de Chvatal-Gomory. A conexao entre estes cortes também € exposta. O capitulo 2 descreve a deri-
vacao dos trés tipos de cortes acima mencionados, envolvendo demonstragcdo de validade e exemplos
ilustrativos da forca destes cortes. Finalmente, o capitulo 3 contém os experimentos computacionais
com os trés tipos de corte. Estes experimentos envolvem a programacgao dos cortes e da conexdo com
o método branch-and-bound (sem cortes e heuristicas) do pacote CPLEX 10.0, além de estratégias
de escolha de cortes.



Capitulo 1

Planos de Corte para Programacao Inteira

Neste capitulo s@o apresentados defini¢des e conceitos basicos de programacdo inteira mista
(PIM), programacao inteira (PI) e cortes. Sdo apresentados os planos de corte de Gomory e Chvatal-
Gomory, bem como a relagdo entre eles. Ao final, apresenta-se o método branch-and-cut e medidas
de qualidade de cortes.

1.1 Conceitos Basicos

Um programa inteiro misto com n varidveis inteiras, p varidveis reais e m restricdes € definido
como

(PIM) max cxr + dy
sujeitoa  Arxr+ Gy <b
reZlye R,
em que R’} é o espaco dos vetores de dimensdo p com componentes reais nao negativas, Z é o
espaco dos vetores de dimensdo n com componentes inteiras néo negativas, A é uma matriz (m x n),

G é uma matriz (m x p), b é um vetor (m x 1), ¢ € um vetor (1 x n) e d é um vetor (1 X p).
Se todas as varidveis sdo reais, tem-se o programa linear dado por

(PL) max dy
sujeito a Gy <b
y € R

Se todas as varidveis sdo inteiras, define-se o programa inteiro

(PI) max cx
sujeitoa  Ax <b
re .

O problema inteiro com varidveis bindrias é um caso especial dos problemas acima, definido sobre
B™, o espaco dos vetores de dimensao n com componentes bindrios ou 0-1.



2 Planos de Corte para Programacao Inteira

O conjunto de restricdes lineares de PL define em /2P um conjunto convexo, como colocado a
seguir.

Definicdo 1.1. O subconjunto de R? descrito por um conjunto de desigualdades lineares P = {Gy <
b,y € RP} éum poliedro. [

A seguir é formalizada a defini¢do de uma formulacdo para um problema com varidveis inteiras
que se baseia no fato de que a regido factivel deve conter todos os pontos inteiros factiveis.

Defini¢do 1.2. Um poliedro P C R™? é uma formulacdo para um conjunto X C Z™ X RP, se e
somente se X = PN (Z" x RP). O

Métodos de solugao para programacao inteira, como branch-and-bound, resolvem problemas do
tipo PI ou PIM através da resolugdo de sub-problemas em que sdo desconsideradas as restricoes de
integralidade sobre as varidveis. Portanto, estes métodos atuam na resolucao de relaxacoes lineares
do problema original.

Definicdo 1.3. Seja o problema inteiro misto com formulagdo P, dado por max{cz + dy : = €
PNZ%,y € PNRY}. A relaxagdo linear correspondente é dada pelo programa linear, max{cz+dy :
(r.y) € PA(RTP)). O

Formulagdes distintas de PI ou PIM podem definir diferentes relaxacoes lineares. Considere o se-
guinte conjunto de pontos X = {(1,1),(2,1),(3,1),(1,2),(2,2),(3,2),(2,3)}. AFigura 1.1 mostra
trés possiveis formulacdes para este conjunto. Apesar de ambas conterem todos os pontos inteiros
vélidos, a formulagdo P; define um espaco de solucdes factiveis menor que P e Ps.

A formulacdo P; tem como pontos extremos, apenas pontos inteiros. Ela constitui a envoltdria
convexa do conjunto X, como definido a seguir.

Definicdo 1.4. Dado um conjunto X C R", a envoltéria convexa de X é o conjunto conv(X) = {x :
=3 Na',3°F A, =1, A € R*, para todos os subconjuntos finitos {z', ..., z*} € X}. O

A proposicao a seguir € demonstrada em (Nemhauser e Wolsey, 1988).

Proposicdo 1.1. Seja o conjunto X = {(z,y) € Z7 x R : Az + Gy < b}, em que A, G,b sdo
racionais. A envoltdria convexa do conjunto X, representada por conv(X) = {(z,y) : Az + Gy <
b, (x,y) € RT” }, é um poliedro e os pontos extremos de conv(X) estdo contidos em X. [J

Portanto, em teoria, o problema PIM pode ser reformulado como um problema linear
(P) = max{cz: Az + Gy < b, (x,y) € R},

Entretanto, em geral, a determinagdo da envoltdria convexa de X é um problema de dificil solugao,
e uma aproximacao da mesma pode ser buscada através da derivacdo de desigualdades vélidas para
X. Desigualdades validas sdao aquelas que, quando adicionadas a formulagdo original, ndo eliminam
nenhum ponto da regido factivel de PIM e t€ém a fun¢do de diminuir a regido factivel dada pela
relaxacdo linear de PIM.

Definicao 1.5. Uma desigualdade mx < 7y € uma desigualdade vélida para X C R" se mx < 7 para
todor € X. [0
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4+ * « * *
3¢ *
o *
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% 4

Figura 1.1: Trés diferentes formulacdes para o conjunto X.

Desigualdades validas utilizam, freqiientemente, o arredondamento de valores reais. Portanto sdao
definidos a seguir os operadores de piso e teto de um ndmero real.

Definicao 1.6. Para qualquer nimero » € R, define-se o maior inteiro menor ou igual a r como
| 7] (piso de r). Analogamente, define-se o menor inteiro maior ou igual a r como [r]|(teto de ). A
parte fraciondria de r é definida como a funcdo f(r) =r — |r]. O

A defini¢do acima € estendida para um vetor ao se considerar o piso e o teto para todos os com-
ponentes deste vetor.

Duas desigualdades validas cldssicas sdo mostradas a seguir. Elas se baseiam unicamente no fato
de que uma varidvel inteira ndo pode assumir valores reais.

Proposicio 1.2. Seja X' = {y € Z : y < b} e X? = {y € Z : y > b}. Entdo a desigualdade
y < |b] € vdlida para X', e a desigualdade y > [b] é vélida para X2, [J

As desigualdades acima sdo a base para a geracdo de cortes de Gomory, descritos na préxima
secdo. Planos de corte sdo desigualdades vélidas que t€m a func¢do de diminuir a regido factivel da
relaxagdo linear de um PIM. Dado que X = {(z,y) € Z7 x R : Az 4+ Gy < b}, um corte relativo
a um ponto ndo pertencente a conv(X ) mas pertencente a relaxagdo linear de X é uma desigualdade
valida que elimina este ponto.

O exemplo a seguir ilustra o uso de desigualdades validas que possibilitam a constru¢do da en-
voltdria convexa a partir da formulacdo inicial. Neste exemplo fica claro que a introducao de desi-
gualdades vilidas acarreta diminuicao da regido factivel e do valor da func@o objetivo. Como regra
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geral, se denominarmos Xp;, Xpsy € Xpp, 0s conjuntos de solucdes factiveis de PI, PIM e PL,
entdo, como Z! C R, temos Xpr C Xpry € Xpryy C Xpr. Portanto, o valor 6timo da fungdo
objetivo z* serd tal que 25, < zp; < 2pp-

Exemplo 1.1. Considere o problema de maximizagdo a seguir (Garfinkel e Nemhauser, 1972).

max 2x1 + 19

s.a. T+ 19 <5
—x1+22 <0
61 + 229 < 21
T € Zi.

A regido que representa a relaxacdo linear deste problema estd na Figura 1.2. Os pontos em
destaque sdo as solucdes possiveis para este PI. As retas pontilhadas representam os pontos em que a
func¢ao objetivo assume valores constantes.

\ \
2 37 \\ \\
\ \
\ \
\ \
N \\ \\
250 R R .
\ N N Otimo PL
N N S - ()il Xz) =(2,75 2,25)
AN N N z =175
2 \ \ \ PL
I~ \
\ \\ \\
\ Ay \
A\ \ \
\ \ \
\\ \ \\
= \ \ \
L5 \ \ 2X +x_ =7
\ \ 1 2 \
\ \ \
\ \ AY
\ \
\ \ \\
17 \ \q \q
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
N \2x1+x =3 N R
050 N R % %
\ \ \ \
\ \ \
\ \ AY A\
\
\ \\ \\ \\
0 A ~ S ~ N ~
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 1.2: Regido factivel para o exemplo 1.1

As restricdes de integralidade sobre z; e x5 podem ser utilizadas na geracdo de desigualdades
vdlidas. Por exemplo, a Proposi¢@o 1.2 pode ser aplicada. Como z; < 3,5 e xy € Z,, adesigualdade
r1 < 3 ¢ imediatamente derivada. Se adicionarmos ao problema inicial uma segunda desigualdade
dada por x; + z2 < 4, construimos a envoltéria convexa deste problema, representada na Figura 1.3.
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Esta desigualdade € derivada por observagdo da regido factivel. Para problemas de maior dimensao,
€ necessdrio adotar um método sistemdtico de derivacdo de desigualdades.

Observe que a solucdo 6tima do problema linear da Figura 1.3 é um ponto inteiro, pois as restri-
¢oes lineares representam a envoltdria convexa dos pontos inteiros factiveis. Assim, temos, na Figura
1.2, o ponto 6timo fraciondrio (x1, z2) = (2, 75; 2, 25), com valor de fungdo objetivo 25, = 7,75, en-
quanto que a Figura 1.3 mostra o ponto 6timo inteiro (xy, z5) = (3, 1), com valor de fung@o objetivo
zpp=7. U

23 N .
N |
|
\\ |
|
2.5 N .
> . : Otimo PL
\\\ <« ()fkl X2)=(2,75 2,25)
. | ZPL=7,75
2 |
|
X +x2S4 :
|
1.5¢ |
|
: Otimo PI
1 . . x,x)=@ D
\\ ZPI=7
0.5- N
x1S3 \\\
0 3 . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Figura 1.3: Adicao de desigualdades validas ao exemplo 1.1.

Faces e Facetas

Algumas desigualdades podem constituir faces ou facetas do poliedro P. Considere que o po-
liedro P € R" possui n dire¢des linearmente independentes, ou seja, tem dimensdo completa. As
definigdes a seguir sdo baseadas em (Wolsey, 1998).

Definicfio 1.7. O conjunto de pontos z', ..., 2% € R" é afim independente se as k — 1 direcdes dadas

por z2 — !, ..., x* — x! sdo linearmente independentes.  [J

Definicao 1.8. A dimensdo do poliedro P, dim(P) é o maximo de pontos afim independentes em P
menos um. U]

Portanto, o poliedro P € R" tem dimensdo completa se e somente se dim/(P) = n.
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Definicdo 1.9. F' define uma face do poliedro P se F' = {x € P : mx = my} para uma desigualdade
vdlida de P, mx < my. F' é uma faceta do poliedro P se F' é uma face de P de dimensdo dim/(F) =
dim(P)—1. O

No exemplo 1.1, o poliedro definido no R? é de dimenséo completa, pois os pontos (2,0), (2, 1)
e (3,1) sdo afim independentes, e portanto dim(P) = 2. As desigualdades z; < 3 ez + xo < 4
definem facetas do problema inteiro, pois constituem faces de P de dimensdo n — 1 = 1. Facetas sdo
necessdrias para a descri¢ao de um poliedro (Nemhauser e Wolsey, 1988).

Comparacao de Desigualdades

Outra desigualdade vélida para o exemplo 1.1 € x; < 3,5. Neste caso, fica claro que esta desi-
gualdade € menos restritiva que a desigualdade z; < 3. Entretanto, em geral esta comparagcdo nao
é direta. E necessdrio definir uma regra de comparacdo de desigualdades, de forma a determinar se
uma delas € mais restritiva, ou mais forte. Para tanto, define-se sob que condi¢des diz-se que uma
desigualdade, ou um corte, domina outro.

Definicdao 1.10. As desigualdades validas 7z < 7y e v < ~, sdo equivalentes se (7, vy) = A(m, 1),
para um dado A > 0. Se elas ndo forem equivalentes e existir x4 > 0 tal que v > um e v9 < umo,
entdo {z € RY :yx < Y} C {x € RY :mx < mo}. Neste caso, yx < 7y domina ou é mais forte
que mx < 7. De forma equivalente, pode-se dizer que a desigualdade mx < 7y € dominada por, ou é
mais fraca que yxr < 5. U

Note que a relacdo C implica que um conjunto esté estritamente contido no outro. Note ainda que
se existe > 0 tal que v > pme vy < pumo, entdo yx < vy implica que purz < vy < pmg, que implica
mr < m.

Exemplo 1.2. Considere duas desigualdades 41 + 4z, < 15 e 10z; + 5z9 < 16. Seja (v,7) =
(10,5,16) e (m,m) = (4,4,15). Note que (10,5) > p(4,4), para qualquer u < 5/4, e 16 < 154,
para qualquer p > 16/15. Entdo, para = 16/15, v > um e vy < pume. A Figura 1.4 mostra que a
primeira inequagdo € dominada pela segunda.

Considere, agora, as desigualdades —2z1 + 22 < 1e —x1 + 22 < 1. Seja (v,7%) = (—1,1,1) e
(m,mo) = (—=2,1,1). Parap =1, (—1,1) > p(—2,1) e 1 < 1u. A Figura 1.5 mostra que a primeira
inequacdo € dominada pela segunda. [

1.2 Cortes de Gomory

Em 1958, Gomory introduz os cortes fraciondrios para resolucdo de problemas de programacao
inteira (Gomory, 1958) e (Gomory, 1960b). Estes dois trabalhos introduzem seu método de solu¢ao
de problemas com varidveis inteiras, formalizado posteriormente em 1963 (Gomory, 1963a). Neste
trabalho, Gomory mostra que € possivel resolver um problema de programagao inteira apenas adicio-
nando cortes fraciondrios, reotimizando o programa linear e repetindo este processo por um nimero
finito de vezes, até que a solucdo inteira 6tima seja encontrada. O método € denominado método de
formas inteiras (The Method of Integer Forms). Para demonstrar que a inserc¢ao de suas desigualdades



1.2 Cortes de Gomory 7
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Figura 1.4: Relacdo de dominéncia: coeficientes positivos.

pode ser iterativa, o autor mostra que as varidveis de folga provenientes da insercdo de seus cortes
também sao inteiras. Este corte é detalhadado na secdo 1.2.1.

Em 1960, Gomory estende seu trabalho para programacao inteira mista (Gomory, 1960a). O corte
de Gomory para PIM pode ser particularizado para PI. Este novo corte fraciondrio € mais forte que o
original. A secdo 1.2.2 apresenta a deducao destes cortes.

Em 1963, Gomory propde um método para solucdo de problemas com varidveis inteiras que
utiliza apenas coeficientes inteiros durante todo o processo de otimizagdo (Gomory, 1963b). Este
método ficou conhecido como All-Integer Algorithm (algoritmo apenas com inteiros). Neste método,
o elemento escolhido para pivoteamento (pelas regras padroes) é sempre igual a 1. Os cortes sdao
adicionados ao método dual simplex de modo a viabilizar este pivoteamento. Valores muito grandes
no tableau resultante sdo um efeito colateral ndo desejado. Resultados computacionais mostram que
este método € inferior ao que utiliza os cortes fraciondrios.

Os cortes de Gomory foram considerados ineficientes na pratica até os meados dos anos 90,
quando foram associados com sucesso ao método branch-and-bound por Balas et al. (1996b). Até
entdo, apenas duas publicacdes reportavam sucesso na aplica¢do dos cortes de Gomory, mas envol-
viam uso de informagdes a respeito da estrutura do problema 0-1. Martin (1963) utiliza cortes fra-
cionarios em seu Algoritmo Euclideano para programacao inteira. Miliotis (1978) resolve o problema
do caixeiro viajante aplicando cortes fraciondrios de Gomory em um processo iterativo em que sao
adicionadas também restricdes de sub-rota. Cortes sdo adicionados ao problema linear de designacdo
repetidamente até que uma solucao inteira seja obtida. Se esta solu¢do for uma solugdo factivel para
o problema do caixeiro viajante, o processo termina com a solu¢@o 6tima inteira. Caso contrario, sao
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Figura 1.5: Relacdo de dominéncia entre desigualdades.

geradas restricdes de sub-rota que eliminem a solu¢do atual e o processo € repetido. Um algoritmo
andlogo € proposto tal que a ordem de uso de restri¢des de sub-rota e cortes de Gomory € trocada.

O sucesso obtido por Balas et al. (1996b) € atribuido ao fato de que os resolvedores da década
de noventa ja eram numericamente mais estaveis do que aqueles utilizados nos primeiros testes dos
cortes de Gomory. Esta ndo é, porém, a tnica razao apontada como causa do sucesso da aplicacao
dos cortes.

ApOs a reotimizagdo, sdo removidos do PL cortes que apresentam varidveis de folga bdsicas. A
varidvel de folga basica indica que este corte ndo esta ativo na solucao atual. Desta forma, o problema
linear mantém-se em um tamanho razodvel e, além de propiciar uma maior estabilidade numérica,
pode ser resolvido mais rapidamente.

Outro fator importante € a validade global dos cortes de Gomory. Os autores demonstram como
os cortes gerados em um determinado né da drvore de branch-and-bound podem ser utilizados em
qualquer outro n6 da arvore e destacam que a utilizagdo dos cortes apenas localmente gera piores
resultados. Na secdo 1.2.2, a validade global do corte de Gomory para programacao inteira mista é
demonstrada.

1.2.1 Corte de Gomory para Programacao Inteira

Os cortes de Gomory sdo construidos a partir de linhas do tableau resultante da resolucido da
relaxacdo linear do programa inteiro.
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Seja o problema de programagao inteira apos a inclusdo de variaveis de folga, se necessdrio:

(PI) max cx
sujeito a Ar =b
ESAS

Seja J o conjunto das varidveis ndo-bdsicas e I o conjunto das varidveis bdsicas associadas a
solu¢do 6tima do problema de programacao linear relativo a relaxacdo linear de PI. A i-ésima linha
do tableau 6timo € representada por

vy =+ Y ay(—z;), Vi€l (1.1)

jeJ
Os coeficientes de (1.1) podem ser reescritos como

ai = ay) + fij,VieleVjelJ,
aio = |aio] + fio, Vi€ I,

talque 0 < f;; <1le0 < fio < L.

Para facilitar a notacdo, o indice ¢ na equagdo (1.1), relativa a i-ésima linha do tableau, € supri-
mido. Assim temos a;; = a; € fi; = fj.

Admita que a solucdo 6tima nio € inteira. Entdo existe uma linha ¢ do tableau associado a solucao
6tima x; + Y ajzr; = ao tal que a, € ndo inteiro.

jeJ
A desigualdade x; + ) |a;|z; < ap é vélida em PI, pois x; > 0. Como o lado esquerdo da
jeJ
desigualdade anterior € inteiro, segue-se que
jeJ

também € valida em PI. Eliminando z; através de (1.1), tem-se:

ou
> fiwi = fo, (1.3)
jed

que corresponde ao corte fraciondrio de Gomory (GI),em que 0 < f; < 1e 0 < f; < 1. Como
x; = 0 paratodo j € J, a desigualdade acima corta a solugdo bésica x; = dy.
Adicionando-se a variavel de folga, o corte de Gomory pode ser reescrito como

S:—fo—i-ijl‘j, s > 0.

jeJ
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Como
zi=—(—fo+ Z fiz;) + ([ao]) — Z@‘J%‘)’

segue-se que a varidvel de folga s € inteira. Este fato fica claro também através da desigualdade (1.2).
Como todos os coeficientes sdo inteiros, assim como todas as varidveis x; € x;, entdo a varidvel de
folga deve ser inteira.

Duas diferentes formas de representar o corte fraciondrio de Gomory sdo expostas nas equagoes
(1.2) e (1.3). Observe que todos os coeficientes presentes em (1.2) sdo inteiros. Erros de arredonda-
mento sdo evitados quando se utiliza esta forma (Letchford e Lodi, 2002).

Pré-Multiplicacao por um Inteiro

Garfinkel e Nemhauser (1972) discutem a multiplica¢do da linha do tableau por um inteiro £,
antes da geracdo do corte de Gomory. Dado um critério especifico, como maximizar o lado direito, €
possivel determinar o melhor valor de k.

A proposicao abaixo € citada em (Letchford e Lodi, 2002), mas seu resultado nao € demonstrado.

Proposicao 1.3. Para qualquer inteiro k, o corte

> f(kay)z; > f(kao) (1.4)
jeJ
é vélido para PI. Se f(ag) < 3., k positivo e 3 < kf(ag) < 1, entdo o corte (1.4) é no minimo tdo

forte quanto o corte fraciondrio de Gomory (1.3).

Demonstracao: Para demonstrar a validade, note que o corte consiste na multiplicacio da linha do
tableau (1.1) por £ e posterior derivacao do corte de Gomory (1.3). Para demonstrar a segunda parte
da proposi¢ao, multiplicamos este corte por k, obtendo

> kf(ay)z; > kf(ao). (1.5)

jed
e comparamos os coeficientes com o corte em questdo. Fazendo ka; = k(|a;| + f(a;)), temos
f(ka;) = f(k|a;] + kf(a))

= f(kf(ay))
= kf(a;) — [kf(a;)].

Para o lado direito, temos que kf(ag) < 1, por defini¢do. Portanto a equagdo anterior, para j = 0
implica que

f(kao) = k f(ao).
Como |k f(a;)] > 0, entdo

f(kay) < kf(a;),¥ j € J.



1.2 Cortes de Gomory 11

Assim, os coeficientes do lado esquerdo de (1.4) sdo menores ou iguais aos de (1.5), enquanto o
lado direito € igual, e, portanto, o corte (1.4) € no minimo tao forte quanto o corte (1.5).

Note ainda que como k£ € Z, e k > 1, entdo k£ > 2. Para que o corte gerado seja o mais forte
possivel, é necessdrio garantir que a parte fraciondria do novo corte seja tal que f(ag) = kf(ap) >
1/2, implicando que # & tal que o procedimento possa ser reaplicado. [

1.2.2 Corte de Gomory para Programacao Inteira Mista
Considere um sistema linear inteiro misto com uma Unica restri¢do dado por
n p
S={(z,y) € ZL x R 2 Y aa;+ Y gjy; =b}. (1.6)
j=1 j=1

Sejab = |b] + fo,talque 0 < fy < lea; = |a;| + f;, talque 0 < f; < 1. A restricao pode ser
reescrita como

n P n
S fiws+ > gy = Jo=—y_lasla;+ [b]. (1.7)
j=1 j=1 j=1

Considere a particdo {j : f; < fotU{j : f; > fo}, esubtraia > x; de ambos os lados da

fi>fo
equagao (1.7). Desta forma, temos
p

Moofmi+ > (f=Vzi+Y gy~ fo=k, (1.8)
fi<fo fi>fo j=1

n
emquek=—> |a;|+|b] — > x;éinteiro.
Jj=1 fi>fo
Isto implica que o lado esquerdo de (1.8) também € inteiro, e portanto uma das condicdes a seguir

¢é verdadeira,

p
S i+ D> (i =Dz + > g5 — fo >0, 0u (1.9)
fi<fo fi>fo j=1

p
Z fiz; + Z(fj—l)ijngjyj—fo <-L (1.10)
fi<fo fi>fo j=1

Dividindo (1.9) por fy e (1.10) por —(1 — f), temos

Z g 1L—f; g S
f_xj — Z f €T + f—y] = 1, ou (111)
fi<fo 0 fi>fo 0 j=1 70
. 1 — f, P .
-y J; T+ Yy f]xj - Gy > 1. (1.12)
Py — 1—fo — 11— fo
7=J0 f]>f0 J=1
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As expressdes acima tém a forma a'z > 1 ou a*z > 1. Isto implica que Zj max(a]l, aj)z] > 1,
para z > (. Para cada varidvel, o coeficiente em (1.11) tem o sinal oposto ao coeficiente em (1.12), e
portanto a determinacio do coeficiente maximo em (1.11) e (1.12) é trivial.

Portanto, o corte de Gomory (GIM) para PIM € dado por

Z J+Zl_f]% Zg” g] ;> 1 (1.13)

f]<fo fi>fo 9j <0

Observe que o corte GIM foi deduzido a partir de uma restricdo genérica. Quando o corte €
derivado a partir de uma linha do tableau, as varidveis em (1.13) sdo ndo basicas.
No caso de programagdo inteira pura, o corte acima reduz-se a

Z—% Zi:ﬁ =1 (1.14)

f_7<f0 f_7>f

denominado corte forte de Gomory (GIF). Como (1 — f;)/(1 — fo) < f;/fo quando f; > f, fica
claro que, de acordo com a Defini¢do 1.10, o corte GIF domina o corte fraciondrio (GI). Esta mesma
observacao pode ser utilizada para reduzir GIF a GI. O corte acima pode ser reescrito como um corte
mais fraco,

> ot Y Hayz ow Y g2 o

f]<f fi>fo Jjed

que corresponde ao corte fracionario (GI) da equagao (1.3).
O corte GIM, dado pela desigualdade (1.13), pode ser escrito de outra forma equivalente. Para
tanto, considere a i-ésima linha do tableau 6timo da relaxagdo linear de um problema inteiro misto

zi=ao+ Y _aj(—z;)+ > gi(—y).Viel, (1.15)
JEJ1 JEJ2

em que J; € o conjunto das varidveis ndo basicas inteiras e .Jo € o conjunto das varidveis ndo basicas
ndo inteiras.
Multiplicando (1.13) por — f; e somando o resultado a (1.15), chegamos a desigualdade

T + Z la;| x; + Z (L% f]_ f0> T+ Z yj < |aop] - (1.16)

fi<fo fi>fo a; <0

A desigualdade acima fornece uma maneira alternativa de escrever o corte misto em termos de
varidveis basicas e ndo bdsicas, e tem um nimero menor de coeficientes fraciondrios que a sua forma
equivalente (1.13). A presenca de coeficientes inteiros evita erros de arredondamento (Letchford e
Lodi, 2002). Portanto, para uma eventual implementagao, esta forma deve ser priorizada.

Este fato também € valido para o corte GIF. Neste caso, a equacdo acima, sem varidveis reais,
torna-se

vt Y lagzi+ Y (Laj

fi<fo fi>fo

- 0
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A varidvel de folga de ambos os cortes ndo € necessariamente inteira. Adicionando a varidvel de
folga, s, a equacgdo (1.16), ela pode ser reescrita como

s = |ao] — (z + Z ;] ;) — Z (Lajj +_J§:J{;0) Tj = Z e fffoyj.

fi<fo fi>fo a;<0

Portanto, tanto o corte GIM quanto o corte GIF geram varidveis de folga reais quando inseridos
em um PL. Este € um fato que afeta diretamente a implementacdo de cortes para problemas apenas
com varidveis inteiras. Considere, como exemplo, um PI em que decida-se inserir cortes do tipo
GIF. A insercdo destes cortes requer a defini¢do de novas varidveis de folga, de forma a definir a
igualdade do tableau. Suponha um corte GIF € inserido na relaxacdo linear de um PI com varidveis
{x1,...,x,} € Z,. Efeita a reotimizagdo pelo método dual simplex e o processo é repetido: é inserida
novamente outra desigualdade do tipo GIF. Note que o conjunto de varidveis {z1, ..., x,, s} ¢ Z,,
pois s € R,. Sendo assim, deve-se adotar um procedimento de remocdo da varidvel s antes da
geracdo do corte GIF, ou aplicar o corte GIM. A remocao da varidvel s consiste em expressa-la como
fun¢do das varidveis {z1, ..., z, }.

Validade global de GIM

Balas et al. (1996b) demonstram como tornar cortes de Gomory gerados em um determinado
n6 da arvore de branch-and-bound validos para qualquer outro né. A validade global dos cortes €
demonstrada para PIM com varidveis 0-1, e se baseia em um procedimento de lifting.

Considere a i-ésima linha do tableau 6timo da relaxagdo linear de um problema inteiro misto
apenas com varidveis 0-1,

v =do+ »_ aj(—x;)+ > gi(—y;)Viel,
je1 JE€J2
em que .J; € o conjunto das varidveis ndo bdsicas bindrias e .J; é o conjunto das varidveis ndo bésicas
reais.

Sejam [y e F7, os conjuntos de varidveis bindrias ndo bésicas fixas em 0 e em 1, respectivamente,
em um determinado né da drvore. Um corte gerado neste nd s6 é valido em outro né em que as
varidveis em Fy U F; permanecem fixas. A proxima proposi¢do demonstra como € possivel tornar
véalido globalmente o corte GIM.

Proposicao 1.4. Seja a i-é€sima linha do PL em um determinado né da arvore de branch-and-bound
dada por

wi=ao+ Y aj(—z) + > gi(—y).Viel
jeJ1 JE€J2
Ty >0 VEkelUJ,

.Z'kSO VkeFo,
T > 1 VkGFl,

em que Fy e Fi sdo as varidveis bindrias ndo bésicas fixas em 0 e em 1. Aplicando-se o lifting das
variaveis em £, o corte GIM (1.13) € valido globalmente.



14 Planos de Corte para Programacao Inteira

Demonstracao: Aplica-se lifting a todas as varidveis em [7. Ou seja, substituem-se todas as varia-
veis xj em Fj por 1 — xp, de forma a obter um novo problema em que estas varidveis estdo fixas em
0. Portanto F; = ().

Suponha, a principio, que Fy = (). O corte GIM é derivado na se¢do anterior aplicando-se o pro-
cedimento que obtém a equacdo (1.13) a partir da (1.6). Demonstra-se que o procedimento continua
valido se Iy # 0.

n
A equagdo (1.8) permanece valida para F, # (), pois — > |a;| + |b] — > x; permanece
Jj=1 fi>fo
inteiro, e, portanto, as desigualdades (1.9) e (1.10) continuam vélidas. A desigualdajlde do corte (1.13)
é derivada obtendo-se o maximo entre os coeficientes das varidveis x; e y; em (1.11) e (1.12). O
resultado do procedimento é o mesmo, se F, # 0. Assim, a desigualdade (1.13) é vélida se um
subconjunto qualquer de varidveis bindrias estiverem fixas em 0. Portanto, o corte € valido para
qualquer n6 da arvore de branch-and-cut. ]

Exemplo 1.3. Considere o seguinte problema inteiro misto

max 311 + 629 + 13 + 4

s.a. 2@ + 319 + 23 + 14 = 4,
x; € {0,1},i=1,...,3,
xs > 0.

A solugdo 6tima da relaxagdo linear é x1 = 1/2, 25 = 1, x3 = x4 = 0. Considere que a varidvel
x1 € escolhida para efetuar ramificagdo. Se fixarmos z; = 1, ou seja, F; = {1}, o novo n6 é dado por

max 6x9 + x3 + 14

s.a. xo + 1/3x3 4+ 1/324 = 2/3, (1.18)
0 <wy,x3 <1,
x4 > 0,

cuja solugdo 6tima é x; = 1, o = 2/3, 23 = x4 = 0. O corte GIM calculado para a linha deste
tableau é

T3+ x4 > 2.

Note que este corte ndo é valido para o né raiz, pois ndo satisfaz a todas as solucdes factiveis do
problema inicial. Por exemplo, o ponto (z1,x2,23,24) = (0,1,0,1) é vdlido para o né raiz e é
excluido por este corte no novo no.

Para que o corte seja vdlido globalmente, as varidveis sdo fixadas em 0 ou 1 através da alteragdo de
seu limitante superior e inferior, respectivamente e estas varidveis devem permanecer na formulagao
em todos os nds da arvore. Portanto, a varidvel z; deve ser mantida na formulagdo e deve ser aplicado
o procedimento de /ifting desta varidvel. Assim, se mantivermos x1, o novo PL é dado por

max 3r1 + 629 + 3+ 24
s.a. 2x1 + 3x9 + 13 + 4 = 4,
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0<x9,w3 <1,
1 S T S 17
T4 2 0.
Seja )y, = 1 — x4, de forma que a nova varidvel estd fixa em 0. Assim, a nova linha do tableau é
dada por
, 1 1 2
To — gxl + 523+ 524 = 7,

3 3 3

cujos coeficientes sdo iguais aos da linha do tableau (1.18), a ndo ser pelo coeficiente de x. Assim,
0 novo corte GIM ¢é

Tyt a3+ x> 2,

que pode ser colocado em fungdo da varidvel x, originado o corte valido para o né raiz e qualquer
outro no da arvore,

—$1+ZE3+$421. O

1.3 Cortes Chvatal-Gomory

Em um artigo marcante, Chvatal (1973) prop6s uma forma de construgdo de desigualdades vélidas
paraoconjunto X = PNZ",emque P = {z € R" : Ax < b} é um poliedro em que os elementos de
A e b sdo racionais, A é uma matriz m X n, com colunas {a', a?, ..., a"}, € u é um vetor linha tal que
u € RY'. Essa forma de constru¢do € denominada procedimento de Chvatal-Gomory (Nemhauser e
Wolsey, 1988) e contém trés passos:

(1) A desigualdade
Z ua’ x; < ub
j=1

n
¢ valida para P, poisu > 0e > a’x; < b;
j=1

(i) A desigualdade
Z |ua’ |z; < ub
j=1

¢ vdlida para P, pois = > 0;

(iii) A desigualdade

Z |ua’ | z; < |ub]

n
¢ valida para X, pois x € inteiro, e portanto » | ua’ |x; € inteiro.
i=1
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A desigualdade

n

> lua’ |a; < [ub), (1.19)

j=1

ou |uA]x < |ub|, chamada desigualdade Chvétal-Gomory (CG), pode ser adicionada ao sistema
Az < b, e o procedimento pode ser repetido. O teorema a seguir é devido a Chvatal (1973).

Teorema 1.1. Toda desigualdade valida para X pode ser obtida pela aplicagao do procedimento de
Chvatal-Gomory por um nimero finito de vezes. [J

O ndmero de aplica¢des do procedimento CG para obter qualquer desigualdade vélida ¢ denomi-
nado rank (Chvatal, 1973), como explicitado na defini¢do a seguir.

Defini¢do 1.11. Uma desigualdade mz < 7y para X € de rank k com relagdo a P C R} se mx < m
nao é equivalente ou dominada por qualquer combinagdo linear de desigualdades CG, cada desigual-
dade determinada pela aplica¢do de no maximo k — 1 aplica¢des do procedimento CG, mas € equiva-
lente ou dominada por uma combinagdo linear de desigualdades CG, cada desigualdade determinada
pela aplicacdo de no maximo £ aplicacdes do procedimento CG. [

O teorema anterior mostra que, para um poliedro racional, toda desigualdade valida para X € de
rank finito.

A proposicdo a seguir, correspondente ao teorema 6.34 em (Cook et al., 1998), mostra que os
elementos do vetor u da desigualdade CG podem ser limitados entre os valores O e 1.

Proposicao 1.5. Qualquer desigualdade CG pode ser escrita como |uA |z < |ub], em que 0 < u; <
Li=1,...,m.

Demonstracdo: Como o poliedro P = {z : Ax < b} é racional, pode-se assumir, sem perda de
generalidade, que os elementos de A e b sdo inteiros. Seja wx < ¢ uma desigualdade CG, em que
w = |uAl,t = |ub|. Seja @ = @ — || a parte fracionaria de @. Entdo, w' = |4’ A| = w — |u]A
é um vetor inteiro, e t' = |@ b| = t — | @b difere de ¢ por um valor inteiro. Portanto, a adicdo da
desigualdade CG w'x < t' a desigualdade CG || Az < |@]b (uma combinacio linear niio negativa
de Az < b) gera a desigualdade CG wx < t. Isto implica que qualquer desigualdade distinta daquelas
geradas por [uA |z < |ub],emque 0 < w; < 1,i=1,...,m, éredundante. [J

1.3.1 Equivaléncia entre o Corte de Chvatal-Gomory e o Corte Fracionario de
Gomory

Cornuéjols e Li (2001) comparam diversas familias de cortes propostas na literatura através do
conceito de fecho elementar, associado com todos os cortes da familia. Este conceito foi introduzido
por Chvatal (1973), e é definido a seguir.

Definiciio 1.12. Seja X = PN (Z} x RY), e uma familia F' de desigualdades 7z + vy geradas de
P ={(z,y) € R : Ar+Gy < b} e vdlidas para X. O fecho elementar P é um conjunto convexo
obtido pela intersec@o de todas as desigualdades de F'. [
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A seguir, compara-se o fecho elementar Fio da familia de cortes CG com o fecho elementar Fi;
da familia de cortes de fraciondrios de Gomory.

Considere o poliedro P = {z € R’ : Az < b} e assuma, sem perda de generalidade, que os
elementos de A e b sio inteiros. Note que P é equivalente a P' = {(v,s) € R'™™ : Az + s = b}.

Seja P, = {(v,s) € Z"*™ : Ax + s = b}. Para o vetor u € R™, a seguinte desigualdade pode
ser obtida:

ulA ] [i} — [u[A 1] [ﬂ > ub — |ub].

Substituindo s = b — Ax nesta desigualdade, obtém-se o corte fraciondrio |uA |z — |u]Az <
|ub| — |u]bno espago das varidveis x.

A proposic¢ao a seguir € devida a Cornuéjols e Li (2001).

Proposicao 1.6. Poq = Pp.

Demonstracdo: Seja Ar < b, € Z. Pela desigualdade (1.19), qualquer corte CG tem a forma
luA]z < [b], tal que 0 < w; < 1, parai = 1,...,m. Como |u| = 0, obtém-se entdo o corte
fraciondrio de Gomory |uA |z — |u|Ax < |ub| — |u|b. Por outro lado, qualquer corte fracionério de
Gomory |uA|x— |u|Ax < |ub| — |u|bpode ser escrito como |uA—|u] Az < |ub— |u]b], pois os
elementos de A e b sdo inteiros. Esta desigualdade é um corte CG |[AA| < [A\b], tal que A = u — |u].
0

1.4 Algoritmo branch-and-cut

Métodos branch-and-cut sdo algoritmos exatos que combinam algoritmos de planos de corte com
o método branch-and-bound. Este Gltimo consiste na sucessiva resolucao de relaxacdes lineares que
constituem sub-problemas do PIM inicial.

O Algoritmo 1 a seguir descreve o método branch-and-cut. O algoritmo € aplicado sobre um PIM
de maximizac@o cuja formulagdo é P. Assim, temos z = max {cz : z € X }, em que X € o conjunto
de pontos factiveis dado por X = P N (Z7 x RY).

Uma lista L de nds ativos mantém os nds da arvore ainda ndo processados. Quando o i-ésimo
no, correspondente a P¢, é removido desta lista, a relaxacio linear correspondente é resolvida. Se
for infactivel, o n6 € eliminado e o processo reinicia-se com o préximo né de L. Caso contrdrio
pode haver ou ndo a adigdo de cortes. A inser¢do de cortes em P° na iteragdo k, gera Py. E feita
reotimizacdo do PL e o contador de iteracdes k € incrementado. O processo se repete até que o
problema se torne infactivel ou opte-se por ndo inserir mais cortes.

Se o n6 ndo € infactivel sdo aplicados os critérios padrdes de elimina¢dao de né do método branch-
and-bound. Se z"* < z, ou seja, o limitante superior do né atual é menor ou igual 3 melhor solucdo
inteira encontrada, entdo este né pode ser eliminado. Se a solugdo for inteira, o limitante inferior
global e a solucdo incumbente sdo atualizados. Se a solu¢@o ndo for inteira € feita ramificacao.

O procedimento de ramificagdo, ou branching, consiste em particionar o problema atual em dois
ou mais problemas. Em geral a parti¢do € feita criando-se dois novos problemas em que sdo adi-
cionadas restricdes sobre uma varidvel inteira com valor fraciondrio. O préximo exemplo ilustra a
aplicacao do método branch-and-cut.
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Algoritmo 1: Algoritmo branch-and-cut

1 Inicio: Seja P uma formulagfo para o problema z = max {cz : z € X}, em que
X =PnN(Z7 x RY). Seja L o conjunto de nés ativos na drvore de branch-and-cut. Resolva o
problema inicial e insira-o em L. Faga z = —oo e a solugdo incumbente z* = ().

2 Selecdo de Né: Se L = (), entdo vé para Término. Sendo, selecione e remova o n6 i de L. Seja
P a formulagdo relativa ao conjunto X* deste né. Faga k = 1 e P*! = P,

3 Relaxacdo do PL atual: Resolva 2% = max {cz : + € P"*}. Se o problema for infactivel,
elimine o n6 atual e vé para Sele¢iio de N6. Sendo, faga 2** a solugio atual.

4 Adicao de cortes: Se optar-se pela ndo geracdo de cortes ou se ndo for possivel gerd-los, va
para Eliminacfio. Caso contrrio, adicione cortes a P**, gerando P***!. Incremente o valor de
k e volte ao passo Relaxac¢ao do PL atual.

s Eliminacdo: Se 7 < z va para Selecdo de Né. Se € X, faca z = z"*, atualize solu¢do
incumbente, z* = 2"* e v4 para Seleciio de Né. Caso contrario, vd para Ramificacio.

¢ Ramificacio: Crie dois ou mais novos problemas X, com formulagdes P;. Adicione-os 2 lista
L e va para Selecao de N6.

7 Término: Retorne a solu¢do incumbente x* e seu valor 6timo correspondente, z.

Exemplo 1.4. Considere o PI de maximizacdo a ser resolvido pelo método branch-and-cut,

max 1 + 279

s.a. 3r; + 19 <11
—T1 + 229 <5
T € Zi.

A resolucdo deste problema através do método branch-and-cut esta representada na Figura 1.6.
Adicionando-se varidveis de folga, sy € Z, e s, € Z,, e resolvendo a relaxacdo linear correspon-
dente ao né raiz, n6 0, obtém-se o tableau correspondente a solugdo 6tima,

ma 69 4 )
X — — =8 — =S
7Tt T
. 2 1 17
s.a. Ty + =8 — =Sy = —
A A
N 1 N 26
To+ =$1+ =Sy = —
R A S
(z,s) € RL.
A solugdo Gtima € o ponto fraciondrio (z1,22) = (*,2%). A partir da primeira igualdade do

tableau acima é gerado o corte forte de Gomory (GIF). De acordo com a desigualdade (1.14), este
corte é dado por 8s; 4+ 3s, > 12, e pode ser colocado em fungdo das varidveis originais, gerando
3r; + 2x9 < 13. Adicionando esta desigualdade ao PL anterior e reotimizando, obtém-se o novo
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tableau 6timo

1
max 9—582—583
1 +1 9
s.a. — = —83 =
T 482 483
Ty + 58 +—3—z
2T TR T 2
+3 7 3
S —89 — —8§3 = —
PTg™2 87 9
(:E,S)GR5,

em que s3 € Z, € a varidvel de folga associada ao corte GIF.

Note que a solugdo 6tima (1, z2) = (2, 1) continua fraciondria em x. Esta varidvel é escolhida
para ramificacdo, gerando os nds 1 e 2. Ao PL do n6 1 € adicionada a restri¢do x5 > 4 e ao n6 2 é
adicionada a restri¢do x5 < 3. Como mostra a Figura 1.7, a regido factivel do problema do n6 1 é
vazia, e, portanto, este n6 € eliminado por infactibilidade.

A solucao 6tima do né 2, adicionada a varidvel de folga s, € Z, € dada por

max 25/3—533—554
1 2 7
s.a. x1+533—§s4 = §
1’2—1-84:3
1 8 4
82+§83—§84:§
§$1—S3+s4=1
(z,8) € RS .

O corte fraciondrio gerado a partir da primeira equacdo do tableau € x; — s4 < 2, e pode ser
colocada em funcdo das varidveis originais, gerando a faceta x; + x5 < 5. Como mostra a Figura
1.7, a adicao desta desigualdade ao né 2, seguida de reotimizagdo, d4 origem ao ponto 6timo inteiro
(2,3), e 0 n6 é eliminado por otimalidade. [

1.5 Medidas de Qualidade de Cortes

Em um algoritmo de plano de cortes, o nimero de cortes disponiveis para insercdo pode ser
excessivo. A inser¢do de novos cortes em um nd leva a um tempo maior de solucdo da relaxacdo
linear correspondente. Se estes cortes ndo sao bem selecionados, o tempo total de resolucao do né
pode exceder o beneficio gerado pela insercao do corte.

Este fato cria a necessidade de definir critérios de classificacdo dos cortes que estdo disponiveis
para insercdo, de forma a dar prioridade para os cortes mais fortes. A literatura de cortes cita duas
medidas bastante utilizadas. Ambas as medidas sdo usadas no contexto do algoritmo de branch-and-
cut por Balas et al. (1996a,b) e procuram quantificar a nocao de profundidade de um corte.
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N6 0
x*=(17/7,26/7), z*= 69/7
Corte GIF adicionado,
x*=(2,7/2), z*=9

X2 >=4 X2 <=3
N6 2
N6 1 x* = (7/3, 3), z*=25/3
Infactivel Corte GI adicionado,
x*=(2,3), z*=8

Figura 1.6: Arvore gerada pela aplicacdo do método branch-and-cut ao exemplo 1.4

Figura 1.7: Aplicacdo de branch-and-cut ao exemplo 1.4

A primeira delas € a violagdo do corte em relagdo a solu¢do do né. Dado um corte ax < v, €
um ponto z*, a violagdo deste corte em relacdo a este ponto € dada por ax™ — . Se a violagdo for
positiva, o corte elimina o ponto z*.

A normaliza¢do desta medida foi proposta em (Balas et al., 1996a), de duas maneiras diferentes.
Para cortes com lado direito diferente de zero, esta normalizac@o pode ser relativa ao lado direito do
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corte, ou seja, todos os coeficientes sdo divididos por . O outro tipo de normalizac¢do € relativo aos
coeficientes do lado esquerdo e consiste em dividir a desigualdade do corte pela soma dos coeficientes
do lado esquerdo (em mddulo) gerando um corte em que a soma dos coeficientes em modulo € igual
al.

Definicao 1.13. Dado um corte ax < «g, a correspondente violacdo normalizada em relacdo ao
ponto x* serd dada por

viol(z*, a, ag) = 2 05T~ Qo (1.20)

> ol
e um corte viola a solugdo z* se viol(z*, o, g) > 0. [

A segunda medida € a distancia euclidiana entre a solu¢do 6tima do né atual e o plano de corte.
Andreello et al. (2007) propdem novamente o uso da distancia euclidiana como medida de eficiéncia
dos cortes.

Definicao 1.14. Dado um corte ax < «p, € um ponto z*, a distdncia euclidiana entre o plano de
corte dado por ax = g e o ponto z* € dada por

dist(z*, a, ) = , (1.21)

em que ||«|| € a norma euclidiana do vetor .  [J

Como ja era apontado em (Balas et al., 1996a), a presenca de componentes nulas na solucio z*
pode distorcer esta medida. Suponha, como exemplo, um corte com trés componentes, ;X1 + Qos +
asrs < o, em que a; > 0 e solucdo 6tima 7 > 0, 25 > 0 e x5 = 0. A distancia euclidiana segundo
a equacao (1.21) € dada por

|1} + asxs — oy
Vai+ a3+ ol

Se considerarmos agora o mesmo corte, mas com a3z = 0, temos a;r1 + asrs < g, que é

claramente dominado pelo corte anterior. Entretanto, se calcularmos sua distancia euclidiana em
relacdo a mesma solugdo, temos

* *
lonz} + aexy — ap
Vai+ a3

que denota que este novo corte seria mais profundo que o corte anterior. Esta € uma caracteristica
de distor¢do inerente a esta medida de qualidade. Ao mesmo tempo, é uma medida que pode ser
usada como guia na comparagdo de cortes. Desta forma, define-se a efici€éncia de um corte como a
distancia euclidiana, sem que seja tomado o médulo. Assim, uma eficiéncia negativa indica que nao
ha violacdo da desigualdade em relacdo a solucdo atual e pode ser definida uma eficiéncia minima
para que o corte seja utilizado.
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Definicao 1.15. Dado um corte ax < ayp, € um ponto x*, a eficiéncia com que o plano de corte dado
por ax = oy elimina o ponto z* € dada por

: (1.22)

¢ a norma euclidiana do vetor . [

em que ||«

Outro aspecto importante em algoritmos de planos de corte € a definicdo de uma medida de se-
melhanca entre cortes. Em (Balas et al., 1996a), os autores propdem o descarte de cortes duplicados
gerados no mesmo round (um round de cortes € obtido gerando-se um corte para cada linha do tableau
com lado direito fracionério) através da medida do cosseno do angulo entre os vetores normais a dois
planos de corte. Se chamarmos de § o angulo entre estes dois vetores, eles serdo paralelos quando
0 = 0, e, portanto, cos(d) = 1. No trabalho citado, um corte ¢ adicionado ao PL se cos(6) < 0.999
entre o novo corte e todos aqueles ja adicionados.

Definicao 1.16. O paralelismo entre dois cortes, ax < ap e fr < (3, é a medida do cosseno do
angulo entre os dois vetores normais a cada plano e é dado por

a3 5
_ ’ 23
par(e, ) = 13TA (1.23)

de forma que dois vetores paralelos tém par(a, 5) =1. O

Esta medida de paralelismo entre dois cortes também foi utilizada em (Andreello et al., 2007).
Neste trabalho os autores propdem a defini¢do de um pardmetro maz,,, € [0, 1), que é o maximo
valor para cos(f). Um corte ax < ag € descartado quando tem uma eficiéncia menor que outro corte
Bx < [, tal que par (o, ) > maxpq,.



Capitulo 2

Descricao dos Cortes Implementados

Neste capitulo sdo apresentados os trés planos de corte para programacao inteira implementados
neste trabalho: Cortes Fraciondrios Fortes propostos por Letchford e Lodi (2002), K-cortes, propostos
por Cornuéjols et al. (2003) e cortes Chvéatal-Gomory-Nivel, propostos por Glover e Sherali (2005).
Para cada corte € apresentada a sua derivacdo, andlise de pardmetros e resultados obtidos pelos seus
autores.

2.1 Cortes Genéricos em Programacao Inteira

Desigualdades vélidas podem ser divididas entre aquelas desenvolvidas para problemas especi-
ficos e que utilizam, portanto, informagdes a respeito da estrutura destes problemas, e aquelas que
sdo genéricas, ou seja, sdo derivadas por técnicas algébricas aplicdveis a quaisquer problemas de
programacdo inteira ou programacao inteira mista.

O uso de desigualdades vélidas genéricas para resolucdo de problemas de programacio inteira
teve inicio com os cortes fraciondrios de Gomory (1958), quando introduziu o método de formas
inteiras (The Method of Integer Forms).

Chviétal (1973) introduziu os cortes posteriormente denominados Chvéatal-Gomory, por serem
equivalentes aos cortes fraciondrios. Os cortes disjuntivos foram introduzidos por Balas (1979). Nem-
hauser e Wolsey (1990) propuseram o corte mixed integer rounding (MIR) que € motivado pelo corte
de Gomory para programacao inteira mista. Os cortes [ift-and-project para problemas inteiros mistos
0-1 foram propostos por Balas et al. (1993).

Padberg e Rinaldi (1991) introduziram o método branch-and-cut, para resolu¢cdo do problema do
caixeiro viajante. Balas et al. (1996b) demonstraram a validade global dos cortes de Gomory para
problemas inteiros mistos 0-1 e obtiveram resultados satisfatérios com a adi¢ao de mais de um corte
aos nos da arvore de branch-and-cut.

Letchford e Lodi (2002) apresentam uma nova classe de cortes derivados dos cortes fraciona-
rios de Gomory e do corte de Chvatal-Gomory, denominados Corte Fracionario Forte (CFF) e corte
Chvatal-Gomory Forte (CGF) que dominam os cortes originais. A derivag¢do destes cortes € apre-
sentada na Secdo 2.2, juntamente com resultados computacionais obtidos pelos autores, exemplo de
aplicacdo e algoritmo usado para testes.

Os K-cortes foram propostos por Cornuéjols et al. (2003) e consistem em uma varia¢ao do corte

23
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de Gomory para programacao inteira mista aplicado a problemas de programagao inteira. As linhas
do tableau sdo multiplicadas por um inteiro k antes da geracdo do corte. A Secdo 2.3 apresenta o
procedimento de derivacdo deste corte, resultados computacionais obtidos pelos autores, exemplo de
aplicagdo e algoritmo para determinacao do parametro k.

Glover e Sherali (2005) propuseram uma nova classe de cortes derivados do corte de Chvatal-
Gomory, denominada CG-Nivel (CG-Tier). O corte consiste na determina¢dao de dois parametros.
O nivel do corte, p, denota o nimero de vezes que o procedimento bésico de derivacdo do corte é
aplicado, enquanto que o parametro d € usado na divisdo dos coeficientes da equagdo original. A
derivacdo deste corte, analise de parametros e exemplos estdo na Secdo 2.4.

2.2 Corte Chvatal-Gomory Forte e Corte Fracionario Forte

Seja X = PNZ", emque P = {z € R": Ax = b}. Como visto na Sec¢éo 1.3, o corte de
Chvatal-Gomory é calculado sobre a combinagio linear das equacgdes de P. Seja N = {1,...,n} ea
equagdo resultante desta combinagdo dada por

Zaﬂi = Qo. 2.1

iEN

A desigualdade de Chvatal-Gomory € dada por (1.19) e pode ser reescrita como

> lai) @i < |ao] - 2.2)

ieN
Para o teorema a seguir define-se a nota¢do a; = |a;| + f;.
Teorema 2.1. Considere a igualdade (2.1) em que f, > 0, e seja k£ > 1 o dnico inteiro tal que
1/(k+1) < fo <1/E. (2.3)

Seja N particionado em £ + 1 conjuntos da seguinte forma:

Ngz{iEN:fi§f0},e,parap:1,...,k,

(p—1DA = fo)
k

Np={z’eN:fo+ <ﬁ~s15+@}.

O corte Chvatal-Gomory Forte (CGF) € definido como a desigualdade

S (k41 (a2 +> > ((k+1) [ai] +p)a; < (k+1) |ao) (2.4)

i€Np p=1ieN,

e domina o corte classico de Chvatal-Gomory (2.2).
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Demonstracdo: Multiplicando (2.1) por k, o corte de Chvatal-Gomory resulta
> lkai) x; < | kao) .
ieN
Dado que |ka;| = k |a;| + |k f;|, podemos reescrever a inequagdo anterior como
> " (klai) + [kfi)) 2 < k Lao) + [k fo] - (2.5)
iEN
Por definicdo, k fy < 1, e entdo, | kfy| = 0. Define-se o inteiro p tal que

p<kfi<(p+1), (2.6)

e portanto, |kf;|] = p. Como 0 < f; < 1,entdo 0 < p < k — 1 e, assim, a inequagdo (2.5) pode ser
reescrita como

k-1
Z Z (k lai] +p)x; <k lao]. 2.7)

p=0ieN:p/k<fi<(p+1)/k

Seja € > 0 um ndmero real pequeno e tal que
1—62f0/f2‘, VlEN\NO

Para obter o corte € feita a combinagao linear da equacdo (2.1) e da desigualdade (2.7) utilizando
dois multiplicadores positivos, de forma a garantir a validade da desigualdade originada. Seja M; =
(1—¢€)/ fo. Note que M; > 0, pois 1 —e > O e fy > 0. O segundo multiplicador, M, é definido como

1 1 —e€ 1 1
My=1+—(1- >1+-(1—-—).
? k( fo )— k( fo)

Mas, pela expressdo (2.3), 1/k > fo, e, portanto, My > 1+ fo (1 —1/fy) > fo.
Para facilitar a notacdo, define-se o conjunto S, = {i € N : p/k < f; < (p+1)/k}. Multipli-
cando (2.1) por M, e (2.7) por M, obtemos

dYoai(l=e)/fo)zi=ao((1—e¢)/fo).e

D
=

N

-1

So| k1) Lai) +p+p/k = (1= €) [fo) (k |ai) +p)] @

< (k+1) [ao] = (1 =€) /fo) lao] -

Somando as duas expressoes, temos

i
o

ZZ [(kz+1) Laij+p+(1_€)(;:_p/k)+p/4 T

< (k+1)]ao] + (1 —¢).
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A partir de (2.6), f; > p/k, e, por defini¢do, fo < 1/k. Entdo, p > 1 implica f; > fy. O conjunto
Sp € dividido em dois: ¢ € Sy tal que f; < foei € Sy tal que f; > fo. Assim, o lado esquerdo da
expressao anterior pode ser reescrito como

3 [(kﬂ)tau sa-g L],
1€50:fi<fo
k—1
D D kk+nm4+p+u—d£%%%+§ z; 2.8)

p=01€Sp:fi>fo

O corte CGF ¢ obtido aplicando o piso a todos os coeficientes da desigualdade acima. Na primeira
somatoria f;/fo < 1implica que [ (1 —€)f;/fo] = 0. Assim o conjunto N, da desigualdade final do
corte (2.4) esta determinado.

Na segunda somatdria observe que, como f; > fo,

fi—p/k p/k  p

p
+o <l
fo k fi k

Como p/k > 0 e a partir da definicdo de S, temos que p/k < 1,

fi—p/k p
fo Tk

Note ainda que a imposicao

< 2.

fi—p/k p
fo Tk

implica que

> 1 (2.9)

fi>Jfo+ M»
e portanto, o piso de (2.9) € 1. Este € o limitante inferior do conjunto N,,.

O conjunto N, tem limitante inferior f; > fy + (p + 1)(1 — fo)/k. Portanto, o conjunto N, é
definido por todo f; tal que fo + p(1 — fo)/k < fi < fo+ (p+ 1)(1 — fo)/k. Para determinar a
expressao final do corte (2.4), toma-se o piso dos coeficientes de (2.8) e substitui-se p por p — 1, de
forma que as expressoes anteriores podem ser reescritas, e a segunda somatoéria de (2.8) € limitada
entrep=1lep==k.

Para demonstrar a relagdo de dominancia utiliza-se a Definicdo 1.10. Dividindo a desigualdade
(2.4) por k + 1, o lado direito torna-se igual ao de (2.2), enquanto que, do lado esquerdo os coefi-
cientes sao maiores ou iguais aos de (2.2) e sempre existe um coeficiente estritamente maior para a

mesma varidvel, pois £ > 1. [

O corte do Teorema 2.1 pode ser derivado a partir de uma linha do tableau (1.1), gerando uma
versao mais forte do corte fraciondrio de Gomory (1.3).
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Teorema 2.2. Considere da i-ésima linha do tableau representada pela equagdo (1.1), em que fo > 0
e seja k > 1 o unico inteiro tal que

1/(k+1) < fo < 1/k. (2.10)

Seja J particionado em k + 1 conjuntos da seguinte forma:

J():{jeJifjSfo},e,Parap:L---ak9
(p—l)]il—f(J) <

i< fot—7—

Jp:{jeJ:fo+ p<1;f0)}.

O corte Corte Fraciondrio Forte (CFF) € definido como a desigualdade

S+ > Y (fi—p/k+ 1)z = fo, (2.11)

j€Jo p=1 jeJp
e domina o corte fracionario (1.3).

Demonstracao: A partir da i-ésima linha do tableau,

€Z; + Zdjxj = a(), (212)

jed

o corte (2.4) é obtido. Note que a varidvel bdsica, z;, tem coeficiente unitdrio, ou seja, f; = 0.
Portanto, f; < fo, e entdo, : € Ny. As demais variaveis com coeficientes nao nulos sdo ndo basicas.
Portanto, Ny = {i} U{Jp} e N, = J,,. Assim, a desigualdade do corte CGF (2.4) pode ser reescrita
como

(k+ D+ Y (k+1) [ag]a;+ > > ((k+1) a;] +p)a; < (k+1) [ao] . (2.13)

jedo p=1 jeJ,

A expressdo do corte CFF é obtida dividindo-se a expressdao acima por k£ + 1 e subtraindo do
resultado a equacao do tableau (2.12).
Este corte domina o corte fraciondrio. O lado direito de (1.3) € igual ao de (2.11), e, como k > 1,

entdo p > 1, e portanto existe um coeficiente para uma variavel x; que € estritamente menor em
(2.11)queem (1.3). U

2.2.1 Testes Computacionais

O corte CFF foi testado por Letchford e Lodi (2002) utilizando a expressdo (2.13). Esta forma
foi escolhida porque gera menos erros de arredondamento que a sua forma final (2.11), pois possui
coeficientes inteiros.

O procedimento de geracdo dos cortes proposto pelos autores pode ser dividido em dois passos.
No primeiro passo, se a linha do tableau correspondente a uma varidvel bésica fraciondria tem lado
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direito < 1/2, ela é multiplicada por —1, de forma que a parte fracionaria do lado direito torne-se
> 1/2. No segundo passo, o corte (2.13) é calculado com k = 1.

Cortes resultantes deste procedimento sdo comparados com os cortes fraciondrios de Gomory
(1.2) e com os cortes fraciondrios pré-multiplicados por —1, como descrito anteriormente. Note
que a pré-multiplicacdo por —1 ndo gera necessariamente um corte mais forte, ou seja, este € um
procedimento heuristico.

Os testes sdo feitos com um conjunto de 50 instancias do problema da mochila multidimensional
gerados pelos préprios autores. O ndmero de varidveis, n, é tal que n € {5,10,15,20,25}, e o
nimero de mochilas é m € {5, 10}.

Os autores utilizam o CPLEX 7.0 para testar os planos de corte. Sdo aplicados 1, 10 e 25 rounds de
cortes ao no raiz do método branch-and-bound. Os resultados mostram que os cortes CFF e os cortes
de Gomory pré-multiplicados por —1 sdo mais eficientes no fechamento do gap de integralidade.

E reportado o niimero de nds necessarios para encontrar a solugdo 6tima quando esta ndo é obtida
através da aplicacao dos rounds ao né raiz. Em geral, a aplicacdo dos cortes CFF resulta em um
menor nimero de nds e o nimero de instancias resolvidas no né raiz também € maior.

Em um dltimo experimento, € testado o algoritmo proposto originalmente por Gomory, em que é
inserido apenas um plano de corte antes da reotimizacdo. E selecionada a linha do tableau que tem
o menor valor absoluto do lado direito para evitar erros numéricos. O uso dos cortes CFF possibilita
um maior fechamento do gap de integralidade.

Entretanto, nao ha relagao de dominancia entre um corte CFF gerado a partir da pré-multiplicacao
da linha do tableau por —1 e o corte CFF gerado diretamente. Portanto, propde-se a utilizagdo do
parametro CFF-Kmax. Este parametro determina o mdximo valor de %k considerado na geracdo de
cortes CFF. Se o valor de £ obtido pela aplicagcdo das desigualdades (2.10) for maior que CFF-Kmacx,
entdo a linha do tableau € multiplicada por -1 antes da aplicac¢do do corte fazendo com que £ = 1.

Algoritmo 2: ALG-CFF
Dados: z; = g + ), ; a;(—x;) e CFF-Kmax
Resultado: Corte CFF (2.13)

1 inicio
2 facak = [1/fy] — 1
3 se k > CFF-Kmax entao
4 Multiplicar a linha do tableau por —1.
5 L k = 1, por construgdo.
Calcular o corte CFF segundo expressao (2.13).
7 fim

Considere a linha do tableau cujo lado direito seja fy. O parametro CFF-Kmax é limitado em
funcdo dos valores minimo e maximo que deve ter f, para que o lado direito seja considerado fra-
ciondrio. Se denominarmos este valor de frac_rhs, temos frac_rhs < fy < 1 — frac_rhs, entdo, como

k=1[1/fo] =1,
1 <k <[1/frac_rhs] — 1.

Por exemplo, se frac_rhs = 0,1, entdo 1 < k < 9. Se frac_rhs = 0,05, 1 < k < 19.
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2.2.2 Exemplo

Exemplo 2.1. Considere o problema inteiro X = P N ZJQr em que P = {x € Ri 2 6y 4+ 4y <
9}. Para obter a desigualdade de Chvatal-Gomory (1.19), multiplica-se a inequagdo por u = 4/7
originando
3 2 1

3= 2-x9 < 5=

AR SR
A desigualdade CG ¢ dada pelo piso dos coeficientes da inequagdo anterior, 3z; + 2x5 < 5. Para o
corte CGF (2.4),

k=1/fo] —1=6.
Portantop = 1,...6,e No ={i € N : f € [0,1]}, i ={i e N: fi € (},2]}, N> =
{ieN:fie (22]},....Ns={ie N:f e (1]} Osconjuntos ndo vazios sdo, portanto,

Ny = {2} e Ny = {1}. A partir destes conjuntos calcula-se o corte CGF

Considere agora, u = 2/7. A nova inequacéo é dada por

5 1 - 4

Note que a parte fraciondria do lado direito desta expressdo ¢ > 1/2 e isto implica em k = 1.
Assim, tem-se apenas os dois conjuntos No = {i € N : f; € [0,2]}e Ny ={i € N: f; € (3,1]}.
Portanto, o corte CGF € 3x1 + 229 < 4. A Figura 2.1 mostra as des1gualdades no 2. Note que, neste
exemplo, a desigualdade CGF gerada para k = 1 domina as demais. [J

2.3 K-cortes

Um k-corte corresponde a multiplicacdo de uma linha do tableau (1.1) por um parametro k posi-
tivo antes da geragdo do corte de Gomory GIM (1.13) para problemas de programacao inteira mista
ou dos cortes de Gomory GI (1.3) e GIF (1.14) para programacio inteira. Garfinkel e Nemhauser
(1972) apresentam k-cortes associados a GI em que k£ pode assumir valores inteiros € nao inteiros,
e discutem como determinar o melhor valor de £ de modo a maximizar o lado direito do corte, e,
portanto, torna-lo mais forte. Cornuéjols et al. (2003) analisam k-cortes associados a GIF, em que k é
inteiro e apresentam resultados probabilisticos de dominéncia destes cortes em relagdo ao corte GIF.
A proposicao a seguir € devida a Cornuéjols et al. (2003).

Proposicao 2.1. O k-corte, dado pelo corte GIF aplicado a linha do tableau (1.1) multiplicada por um
k € vélido para PI e dado por

3 fj Y —Jiamj_ (2.14)

f]<f0 fj>f

emquefj:dj— LELjJ,VjGJ,fOIdO— LdoJ >O,€Lj:k6_lj,Vj€J,eC~L0:kC_L0.
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X, RN <
S 6x1+4x2_9
T ~ — CGparah=4/7:3x +2x <5
. N CGF, k = 6: 23x, + 15x, <35
Y L ~ — -CGF.k=1:3x +2x,<4
15 R T
h ~N
1 > A N N ‘\ ~ N
0.5F TN N
0 I I I I I o I o I
0 0.2 0.4 0.6 1 1.2 14 1.6 1.8 X,
Figura 2.1: Comparacdo entre desigualdades CGF e CG.
Demonstracao: Multiplicando-se ambos os lados da linha do tableau por k # 0, temos kz; =

ao + Y ey @j(—x;). Substituindo-se kz; por z;, temos z; = dg + Y. ; G;(—x;), que tem a mesma
forma da linha do tableau original. Portanto, o processo de derivacao do corte GIF pode ser aplicado,

gerando o corte (2.14). [

Exemplo 2.2. Considere o seguinte problema bindrio de maximizagao,

max

S.a.

T, + X

10z + 225 < 11,
2x1 4+ 10z < 11,
z; € {0,1},i=1,2.

Adicionando-se as varidveis de folga inteiras x3, x4, este problema pode ser reescrito como

max Xy + Zo

sa. 10z + 2x9 + 23 = 11,
2x1 + 10zy + 24 = 11,
x; € {0,1},i=1,2,
x; € Zo,1=3,4.
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O tableau 6timo correspondente a relaxacgdo linear deste problema é dado por

max xj + x9

L0 1 11
S.a. —_— —_ — = —
TR T g™~ 12
11

Ty — —T3+ —Ty = —

48 487 T 1
2, € Ryyi=1,2,34.

Os cortes GIF calculados a partir destas linhas, se colocados em fungdo das varidveis originais,
sdo dados por

T2x1 + 12029 < 132,
1202y 4+ 7229 < 132.

Os k-cortes para k = 9 sdo obtidos a partir da multiplicacdo das linhas do tableau por 9 seguida
do célculo do corte GIF. Aplicando este procedimento e novamente substituindo as varidveis de folga
pelas varidveis originais, temos os dois cortes

Ty + 2we < 2,
21‘1 + X9 S 2.

A Figura 2.2 mostra os cortes no 122, O primeiro corte GIF intercepta a fronteira da regido factivel
nos pontos (1,1/2) e (1/6, 1), enquanto que o k-corte correspondente intercepta em (1,1/2) e (0,1).
Portanto, o k-corte consegue restringir a regido factivel de forma mais eficiente. O mesmo pode ser
observado para a segunda linha do tableau, pois o corte GIF intercepta a fronteira da regido factivel
nos pontos (1,1/6) e (1/2, 1), enquanto que a intersec¢do do k-corte com a regido factivel ocorre nos
pontos (1,0) e (1/2,1). O

No exemplo anterior € ilustrada a relagdo entre os cortes GIF e os k-cortes. Para comparar estes
dois cortes e também o corte fraciondrio GI, considere que qualquer um destes trés cortes € descrito
genericamente pela desigualdade y» > -, em que 7y > 0. Cornuéjols et al. (2003) definem a
comparacao entre cada coeficiente do corte como a seguir.

Defini¢do 2.1. Sejam yx > 7y e mx > m, dois cortes vélidos para PI ou PIM, onde v, 7 € R,
Yo > 0emy > 0. O corte yx > 7y € tdo forte quanto o corte mx > 7, em relacdo a varidvel z;, se
v;/Yo = m;/mo. Este corte é mais forte em x; se ;/vo < m;/mo. O corte yx > o é estritamente mais
forte em x; que o corte Tz > Ty, se Y /Yo < m;/mp. O

A Figura 2.3 ilustra a relagdo 7; /v, em funcdo de f; para os trés cortes mencionados, para k = 5
e fo = 0, 15. Através desta figura € possivel observar os intervalos em que ha dominancia de um corte
em relag¢@o ao outro, para a varidvel x;. Tais relacdes estdao resumidas no Teorema 2.3.

Teorema 2.3. Seja a linha do tableau dada por
v =g+ »_ a;(—z;), (2.15)
jeJ

emque ay = |ag| + foea; = |a;| + f;.e 1 < fo < 1/2. Entao,
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N 10x1+2x2£11

GIF

— — = k—cortes

2x1 + 10x2£ 11

Figura 2.2: Comparacdo entre k-cortes e GIF no exemplo 2.2

(i) Quando 1 < k < |1/fy], o k-corte gerado a partir desta linha é mais forte que o corte fraciona-
rio correspondente.

(ii) Admita que f; é uniformemente distribuido no intervalo [0,1). Quando 2 < k < |1/fy], a
probabilidade de que o k-corte gerado a partir desta linha seja estritamente mais forte que o
corte GIF correspondente em relacdo a varidvel z; € (1 — f)/2, que € igual a probabilidade
de que o corte GIF gerado a partir desta linha seja estritamente mais forte que o k-corte para a
varidvel z;. U

Note que no caso de (ii), o teorema implica que a probabilidade de que nao se possa determinar
qual dos dois cortes é mais forte é fy. O teorema a seguir compara o conjunto de k-cortes (2 < k <

L%j) com o corte GIF.

Teorema 2.4. Admita que 15 < fo < 3 para algum inteiro K > 2 e que f; ¢ uniformemente

distribuido em [0, 1). A probabilidade que algum k-corte, (2 < k < K), gerado de alguma linha
seja estritamente mais forte em x; do que o GIF gerado a partir da mesma linha € W, ea
probabilidade de que o GIF gerado de alguma linha seja estritamente mais forte em x; do que todos

os k-cortes (2 < k < K) gerados da mesma linha é % O

Note que, pelo teorema anterior, para qualquer valor de fy < 1/2, a probabilidade de gerar um
k-corte mais forte que um corte GIF € sempre maior que a probabilidade de gerar um corte GIF mais
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/Y,

i k—corte

\GIF |
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f f f f
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0 0.150.2 0.350.4 0.550.6 0.750.8 095 1 f

Figura 2.3: 7/~ em funcdo de f; para GI, GIF e 5-corte

forte. Os teoremas 2.3 e 2.4 foram enunciados em (Cornuéjols et al., 2003) e estendidos para k-cortes
emque k > 1/ f.

2.3.1 Testes Computacionais

Em (Cornuéjols et al., 2003), testes computacionais sdo apresentados nos problemas da mochila
com varidveis 0-1 e da mochila com varidveis inteiras limitada com uma restri¢cao ou multiplas restri-
¢coes. Quatorze instancias de cada problema sdo geradas com nimero de varidveis na faixa de 10 a
10.000. O critério de avaliacdo da qualidade dos cortes € a fracdo do gap de integralidade (diferenca
entre o valor do problema de programacao inteira e o valor da relaxacdo linear) que é fechado ao se
apertar a formulacdo com a inclusdo de cortes.

No caso de uma restri¢cdo sdao aplicados o corte GIF e os k-cortes, tal que 1 < k& < 5, sem
dominancia por qualquer tipo de corte. A seguir, compara-se 0 GIF com a adic@o de todos os cortes
com 1 < k < 10 e todos os cortes com 1 < k& < 50. Os resultados mostram que a adi¢do de vdrios
k-cortes fecha uma fracdo muito maior do gap em relagdo a um unico k corte.

No caso de multiplas restricdes foram geradas oito instancias com 500 varidveis e com nimero de
restri¢des igual a 5, 10, 50, e 100. Compara-se o GIF com a adi¢do de todos os cortescom 1 < £ < 10
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e todos os cortes com 1 < k < 50. Os resultados sdo, na palavra dos autores, desapontadores: os
gaps fechados diminuem com o aumento das restricdes e melhoria da adi¢dao de grupos de k-corte é
marginal em relacdo ao GIF. Os autores ressaltam que a utilidade de k-cortes deve ser verificada ao
se resolver um problema até a solu¢do 6tima, por exemplo, em combinacdo com o método branch-
and-bound.

Para testar os k-cortes neste trabalho utiliza-se o algoritmo ALG-K, a seguir. Neste algoritmo
sdo utilizados valores de k tais que & < |1/fy]|. De acordo com o Teorema 2.3, para estes valores
de £, o k-corte € mais forte que o corte fraciondrio (GI). Pelo Teorema 2.4 a probabilidade de que
o k-corte seja mais forte que o corte GIF em z; € maior do que o contrério, quando sdo levados em
consideragdo todos os valores de 2 < k < K. Portanto, o intervalo de valores possiveis para k é
amostrado segundo o parametro MAXCL, que determina o maximo de k-cortes calculados para a
mesma linha do tableau. Dentre os cortes calculados para a mesma linha com diferentes valores de k
apenas um ¢ selecionado para inser¢ao no tableau.

Algoritmo 3: ALG-K
Dados: z; = ao + >, ; a;(—2;) e MAXCL
Resultado: k-corte, desigualdade (2.14)
inicio
faca ko = |1/ 10
facak =1
Ak = max {1, | ko /MAXCL] }
enquanto £ < k.. faca
Multiplicar a linha do tableau por k.
Calcular o k-corte segundo (2.14).
Armazenar em LK.
k=k+ Ak.

10 Retornar o melhor corte em LK segundo critério de violacdo normalizada ou eficiéncia.
u fim

e X N N BT R W N -

2.4 Cortes Chvatal-Gomory-Nivel

Os cortes CG-Nivel (CG-Tier, na lingua inglesa) sdao obtidos pela aplica¢do consecutiva do proce-
dimento de derivacdo do corte Chvatal-Gomory para um problema de programacao inteira. Suponha
X € 7, obedecendo a seguinte restri¢do associada a fonte do corte:

n

> ax; = ap. (2.16)
i=1
Para obter o corte de Chvatal-Gomory, a equagdo fonte do corte € dividida por A # 0 para obter

n

Z(a,/)\) r; = CL()/)\.

i=1
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Em seguida, toma-se o piso dos coeficientes do lado esquerdo originando

n

Z Lai/A] 2 < ag/ A

i=1
Como tem-se apenas varidveis inteiras, podemos escrever:

n

> lai/A @i < ao/A] .

=1

Como os coeficientes e varidveis da desigualdade anterior sdo inteiros, entdo a diferenca entre os
lados direito e esquerdo da equacdo também € inteira, e associada a varidvel de folga z € Z, . Desta
forma,

2+ > lai/A xi = [ao/A]. 2.17)
i=1
Sejad = —\, e,como | —a| = — [a], a equagdo acima torna-se

Z—i(ai/cﬂ x; = —lag/d]. (2.18)

Dividindo-se a equagdo (2.16) por ¢ # 0, obtém-se a igualdade
> (ai/q) xi = ao/q,
i=1
que somada a equacdo (2.18) resulta em

n

Z [a;/d] xﬁ—z (a;/q) x; = — [ag/d] + ao/q, ou

=1

z+ Z (a;/q — [a;/d)) x; = ap/q — [ao/d] . (2.19)

Os coeficientes ¢ e d na equagdo (2.19) podem ser combinados de forma a dar origem a cortes
cldssicos de programagao inteira. Com g = oo e d < 0, sdo obtidos os cortes associados a0 método
apenas com inteiros de Gomory e com 1/q = 1/d € Z obtém-se os cortes fraciondrios associados ao
método de formas inteiras de Gomory.

Para ¢ = 1, obtém-se a equagdo do corte CG-Nivel de nivel 1 dada por

z+ Z — [a;/d]) z; = ag — [ap/d] . (2.20)

O corte CG-Nivel consiste em aplicar o procedimento que parte da equagdo (2.16) e leva a equacao
(2.20) p vezes, dando origem a um corte de nivel p. A cada nivel, o pardmetro d é decrementado em
uma unidade. A préxima proposi¢do formaliza esta defini¢do, e estabelece a forma geral a que este
corte obedece.
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Proposicao 2.2. O corte CG-Nivel de nivel p € Z,, é definido parad > p > 1 e tem a forma
24> alw; = af, (2.21)
i=1

se observadas as seguintes defini¢des recursivas para a’:

al = a;, (2.22)
d"=d—kvVke{01,..,p—1}e (2.23)
k k-1 al™!

a¥ =alt — [dz_lw  Vke{l, .. p}. (2.24)

Demonstraciao: As expressoes (2.22) e (2.24) decorrem do desenvolvimento aplicado a equagdo
(2.16) que leva a equacdo (2.20). J4 a equagdo (2.23) determina o decremento de d em uma unidade
a cada nivel. Para o corte de nivel 1, d° = d. Para o corte de nivel p, &' =d— (p—1) =d —p+ 1.
Por definic¢ao,

d>p>1. (2.25)

Desta forma, d’~! > 1. Assim, temos que d*~!, que aparece como divisor de a! na equagio (2.24), é
o resultado de sucessivos decrementos do parAmetro d, de forma que d*~!' > 1,V k € {1,...,p}.

Demonstra-se, por indu¢do, que o corte CG-Nivel tem a forma indicada pela equagdo (2.21) para
1 < k < p. Para k = 1, basta observar a equacao (2.20). Suponha que a expressao seja valida para
k = n. Entao,

n
Z+ E a;r; = ag.
i=1

Para obter o corte de nivel n + 1, o procedimento que leva da equagdo (2.16) a equacgao (2.20)
deve ser reaplicado, tomando como equagdo original a do corte de nivel n, e decrementando d. Isto é
equivalente a aplicacdo das expressdes (2.23) e (2.24).

Seja a’, o coeficiente de z no corte de nivel n (a, = 1) e 2’ a varidvel de folga que surge na
derivacao do corte Chvéatal-Gomory. O corte do nivel n + 1 €

n+1
! !
z +a,z+ g al M, = agtt,
i=1
tal que
n+l _ n n/n
a;" =ai —[ai/d"].

. ., . , / 2z .
Em especial, para a varidvel z, o novo coeficiente serd a, = 1 — [1/d"]. Além disso, d" = d — n.
Desta forma, a equagdo do novo corte torna-se

[t B o e i)
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Por defini¢do, temos d > p > 1. Como p > n+ 1, d > n+ 1. Portanto, a; =0,jAqued—n > 1,
e [1/(d —n)] = 1. Ou seja, o coeficiente da varidvel de folga adicionada no nivel n é zero no nivel
n + 1, desde que d > p. Permanece, entdo, apenas a variavel de folga 2’ correspondente ao corte de
nivel n + 1. A nova equacdo do corte é

n+1 n n
2+ a’ — % T, = an — %o
— \ —n t0 d—n|’

! .
Fazendo z = 2 , O corte pode Ser reescrito como

n+1

24D (o = [a}/d"]) i = ag — [aj/d"] , ou

n+1
z+ E atly, =al™. O
i=1

Para facilitar o desenvolvimento a seguir, o indice ¢ é suprimido das equagdes (2.22) e (2.24).
Considere ainda que a” = a, um dos coeficientes da equacdo fonte do corte. A proposi¢io a seguir
expressa o calculo de a”.

Proposicdo 2.3. Sejar = [d — (], em que 5 = [a/d] d — a. Entdo,
WP a—pla/d], sel <p<r,
a—pla/dl+(p—r), sep>r+1.

Demonstracao: A demonstracao desta proposi¢cdo estd na secdo A.1 do Apéndice A. [

A proposicao a seguir mostra o comportamento dos coeficientes de corte em fungao de d > p.

Proposicao 2.4. Seja p € Z, fixo e tal que d > p > 1. Entdo, para qualquer coeficiente a, o
coeficiente correspondente, a”, em (2.21), é funcdo de d e varia como mostrado a seguir.

(i) Sea > 0, entdo

B a—p,  sep<[al,
a—[a] <ad? < {a— ], sep> fal 4L, (2.26)

em que a? € uma funcdo ndo-decrescente de d e o limitante superior de a” € atingido para
qualquer d > a.

(i1) Sea <0, entdo
a<d <a-lal, (2.27)

em que a” € uma funcao nao-crescente de d e o limitante inferior de a” € atingido para qualquer
d>p—a—1.
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| a—p, se p<lal } .,
a—al, se p>Jal+1

a-lal

Figura 2.4: a” em func¢do de d para a > 0

Demonstraciao: A demonstracao desta proposicao estd na na se¢ao A.2 do Apéndice A. [

As figuras 2.4 e 2.5 ilustram o comportamento determinado pela proposi¢do em questdo para
coeficientes positivos e negativos.

Note que a”, na Proposicao 2.3, assume valores discretos. Basta notar que qualquer variagdo no
parimetro d pode acarretar varia¢do no termo |a/d| e no termo r, ambos inteiros. Portanto, a variagdo
final € sempre inteira. Isto explica o grafico em forma de escada nas figuras 2.4 e 2.5.

Os resultados ja obtidos permitem vislumbrar um método para sintese de cortes do tipo CG-Nivel.
Pode-se determinar o valor almejado para o lado direito da equagdo do corte, por exemplo, af = y.
O parametro d deve, entdo, ser escolhido de forma a maximizar os coeficientes do lado esquerdo da
equacdo (2.21). Se a; > 0 para todo 7, na equagdo original, entdo, para qualquer p, a Proposi¢do 2.4
deixa claro que o corte mais forte serd obtido para o maior valor possivel de d > p, tal que af = y.
Analogamente, se a; < 0 para todo ¢, na equagdo original, entdo, o menor valor de d > p origina o
corte mais forte. A proposi¢@o a seguir determina os valores de d > p, de forma que af, = y. Assim é
possivel escolher o melhor valor de d para os casos citados, bem como tentar direcionar a escolha de
d em casos em que os coeficientes a; assumem valores negativos e positivos a0 mesmo tempo.

Proposicdo 2.5. Sejap > 1 € Zeytalquea —y € Z. Sejam o = [(a—y)/p| —1ed =
p(a+ 1) — (a — y). Entdo, a? = y se e somente se d > p, satisfazendo as seguintes condigdes:

Para a > 0:
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a—|—a-|’

Figura 2.5: a” em fun¢do de d paraa < 0

(i) d>a/(a+1),

() d<p+(y+1)/a,sea#0,e

(i) d>p+y/a,sea#0ed > 0.
Para ¢ <0:

A d>p+y+1)/ae
() d<p+y/a,sed > 0.

Demonstracao: A demonstracio desta proposicao estd na se¢ao A.3 do Apéndice A, onde mostra-se
também que a condic¢do (iii) é sempre mais restritiva que (i), para a > 0.
Substituindo « na expressdo de ¢ e dividindo a expressao resultante por p, obtém-se

60/p=T[(a—y)/p] —(a—y)/p=0.

Portanto, ¢ € p vezes a diferenga entre o teto de um nimero e ele mesmo, e entdo, 6 > 0. Observe
que p > 4, pois 0/p < 1. Portanto, conclui-se que p > ¢ > 0. Pela Proposicado 2.3, a? = y implica
a — y € Z, e portanto, ¢ também € inteiro, de formaquep — 1> > 0. 0O

A préxima proposi¢do mostra a variagdo no coeficiente do corte, a”, quando d assume um valor
arbitrariamente proximo de um limitante superior ou inferior que ndo pode ser atingido. Ela sera
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aplicada no o cdlculo do coeficiente a” quando d estiver restrito ao limitante (i¢), para a; > 0, ou ()
para a; < 0.

Proposicao 2.6. Dado d*, se d = d* — ¢, para € > 0 e suficientemente pequeno, entdo
() [a/d] = |la/d*] +1er=|a—d"|a/d*]|] + 1, paraa > 0;
() [a/d] =Ta/d*]er =[a—d"([a/d"] —1)], paraa < 0.
Se d = d* + €, entdo a condi¢do (i) € vélida para a < 0 e a condicdo (ii) é vdlida para a > 0.

Demonstracao: Os resultados desta proposicao decorrem de que, para € > 0 suficientemente pe-
queno, tem-se [z — €] = [z] e [z + €] = | z|+1, paraum nimero z qualquer. Suponha, por exemplo,
d=d"—eez=a/d. Destaforma, [a/d] = [a/(d* —€)]. Paraa > 0, [a/(d* —€)] = [a/d* + €]
=[a/d*] + 1. Paraa < 0, [a/(d"* —€)] = [a/d" — €'] = [a/d"]. O mesmo raciocinio é vélido para
os demais casos. [

Na préxima secdo € analisada a geracdo de cortes CG-Nivel, que s@o determinados por um par de
parametros p e d. A forma geral a qual obedecem os coeficientes do corte e sua variagdo maxima estao
na Proposicao 2.3 e na Proposi¢do 2.4, respectivamente. Esta tltima proposicdo mostra a variagao
do coeficiente a” em relagdo ao parametro d. Entretanto, na geracdo de cortes pode ser necessario
comparar dois conjuntos de parametros em que ambos variam ao mesmo tempo. A proposi¢do a
seguir fornece argumentos para comparacao de cortes quando ocorre variagdo simultdnea em p e d.

Proposicao 2.7. Se p e d sdo incrementados de forma que se mantenha d > p e o incremento de p é
no minimo igual ao incremento de d, entdo

(i) O termo a” diminui ou permanece o mesmo para a > 0;

(i) O termo a” aumenta ou permanece o mesmo para a < (.

Demonstracao: A demonstragdo desta proposi¢cdo estd na secdo A.4 do Apéndice A. [

2.4.1 Variacao de Parametros

A partir da Proposicao 2.5 € possivel desenvolver uma estratégia de escolha de parimetros p e d
de forma a gerar cortes CG-Nivel mais fortes.

O passo inicial para geracdo de um corte CG-Nivel € a determinagdo do valor y que o lado direito
deste corte deve assumir. Tal definicdo é detalhada mais adiante e estd ligada a determinacdo do
parametro p. Supde-se, por hora, que o valor de p e do lado direito do corte sd@o dados. Entdo, com o
lado direito do corte, aj, fixado em um determinado valor y, o corte serd mais forte quanto maiores
forem os coeficientes positivos e negativos do lado esquerdo deste corte.
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Parametro d

Mesmo dado o valor de y e p, ndo € possivel de determinar para o corte CG-Nivel um parametro
6timo d, para uma linha qualquer do tableau, a ndo ser que os coeficientes sejam de um Unico sinal.
Para um dado valor de p e y, a Proposicdo 2.4 mostra que, se a; > 0, para todo 7, o corte mais forte é
determinado pelo maior valor de d > p tal que a” = y. De modo andlogo, se a; < 0, para todo i, 0
corte mais forte ¢ dado pelo menor valor de d > p tal que a”? = y.

Isto acontece porque coeficientes positivos se comportam de forma oposta a coeficientes negativos
em relacdo a variacdo de d, como mostra a Proposi¢do 2.4, ilustrada nas figuras 2.4 e 2.5. O aumento
de d implica na diminuic¢ao do coeficiente a” para os coeficientes negativos (tornam-se mais negativos
Ou permanecem iguais) € no seu aumento para os coeficientes positivos (tornam-se mais positivos ou
permanecem iguais).

Esta € a principal motivacdo para a definicao de trés diferentes estratégias de escolha do parame-
tro d. Em todas elas € levado em conta o fato de o lado direito da linha original, ag, ser positivo nas
linhas do tableau.

Maximizar coeficientes positivos. Como ja foi observado, o coeficiente a? que aparece na equa-
¢do do corte ¢ uma funcdo nio-decrescente de d, se a; > 0. Portanto, é desejado o maior valor de d
possivel. Desta forma, é desenvolvido um algoritmo para encontrar este valor maximo, d,, .-

Denomina-se d; a varidvel utilizada para expressar as restrigdes sobre o parametro d impostas pelo
i-ésimo coeficiente da linha do tableau. Para um determinado par (p,y), e ag > 0, a Proposi¢do 2.5
determina os intervalos validos para dy. Se a = 0, existe apenas um limitante inferior dy > ag, e todos
os coeficientes positivos do lado esquerdo sdo considerados. Pela Proposicao 2.4, cada coeficiente
atinge seu valor maximo para d; > a;. Portanto, d; = a; € d,na, = max{d;},i =0, ..., n.

Observe que poderia ser usado qualquer valor de d; tal que d; > a;. Como deseja-se maximizar
os coeficientes positivos afetando minimamente os coeficientes negativos, d; ¢ o minimo valor tal que
d; > a;, ou seja, d; = a;.

Se a # 0, existe um limitante superior dy < p + (y + 1)/a. Assim, tomamos um valor de d mais
préximo deste limitante: d,,.. = p+ (y+1)/a—e€. A partir da aplica¢do da Proposicao 2.6 é possivel
calcular os coeficientes da desigualdade do corte. O algoritmo ALGDmax resume estes passos.

Maximizar coeficientes negativos. O lado direito da equacdo original é sempre positivo, pois
supde-se que esta seja uma linha do tableau. Portanto, da mesma forma que foi feito para os coefi-
cientes positivos, para um determinado par (p,y), e ap > 0, a Proposi¢do 2.5 determina os intervalos
validos para dy. Portanto, dg = p + y/a,sea #0ed > 0e dy = ag/(a + 1), caso contrario.

Este € o valor minimo para o parametro d, d,,;, = dy. Como este limitante deve ser respeitado
nao € necessario considerar os demais coeficientes, pois ndo € possivel encontrar um valor menor que
dmin que gere af) = y. O algoritmo ALGDmin resume estes passos.

Estratégias de duas fases. As estratégias anteriores levam em consideragdo coeficientes de um
tnico sinal. Uma estratégia alternativa € dividir o cdlculo do parametro d em duas fases. Na primeira
fase, a escolha do parAmetro d € feita de modo a maximizar coeficientes de um tnico sinal. Se a linha
do tableau contém um nimero maior de coeficientes negativos, aplica-se o algoritmo ALGDmin, caso
contrério, aplica-se o algoritmo ALGDmax, calculando d,,;, ou d,,.., respectivamente.
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Algoritmo 4: ALGDMax

N=T- I - U I N S

11
12
13

14

Dados: o par (p,y), e ag > 0
Resultado: d,,,,
inicio

fim

faca d,,,, = —00
faca af, = y na Proposi¢@o 2.5 .Entdo,
a=[(ao —y)/p] -1
se a = 0 entao
para todo i = 0..n faca
Pela Proposi¢do 2.4, temos 0 médximo de @ para d; > a;
faca d; = q;
se d; > d, .. entao
L faca d,,q, = d;

senao
do<p+(y+1)/a
| facad,u =p+(y+1)/a—e

Algoritmo 5: ALGDMin

N BT AW N =

10

Dados: o par (p,y), e ag > 0
Resultado: d,,,;,,
inicio

fim

faca af, = y na Proposic@o 2.5. Entdo,
a=[(ag—y)/p—1]
6 =pla+1)—(ap—y)
se a# 0ed > 0 entao
| do=p+y/a
senao
L do :CLQ/(Oé+1)

faca d,.;, = dj
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Uma vez determinado o valor de d, e como af, = y e p sdo conhecidos, basta aplicar a Proposicao
2.3 e obter a?, parai = 1, ...,n. Como o ponto de partida foi o coeficiente do lado direito, este ja estd
previamente determinado: afj = y.

Na segunda fase € estudada a possibilidade de modifica¢do do valor de d. O objetivo é aumentar
o valor dos coeficientes negativos sem modificar os positivos ou aumentar o valor dos coeficientes
positivos sem modificar os negativos.

Inicialmente € analisada a possibilidade de aumento dos coeficientes negativos. O procedimento
estd representado no algoritmo ALGDmaxmin. A Proposicdo 2.5 deve ser aplicada sobre todos os
coeficientes positivos da linha original (a; > 0), determinando os intervalos a que deve obedecer o
pardmetro d;, de forma a manter o} inalterados. Este procedimento retorna D;,, que é o menor
d que mantém os coeficientes positivos inalterados e pode gerar os maiores valores de a! para os
coeficientes negativos. Se este valor for igual a d,,4.., obtido por ALGDmax na primeira fase, entao
ndo houve melhoria no valor de d na segunda fase. Observe que se o = 0 no algoritmo ALGDmax,
entdo d,,q, ja € o minimo d que maximiza todos os coeficientes positivos e torna-se desnecessdria a
aplicacao do algoritmo ALGDmaxmin.

Os coeficientes negativos sdo calculados a partir da Proposi¢do 2.3, utilizando d = D;,,y. Como
o algoritmo foi projetado para manter inalterados os coeficientes positivos, estes ndo precisam ser
recalculados. O novo corte obtido a partir de D;,, s € no minimo tdo forte quanto aquele obtido pelo
parametro d,,,, obtido a partir de ALGDmax na primeira fase.

Algoritmo 6: ALGDmaxmin (estratégia de duas fases para a; > 0)

Dados: o par (p, d;,q.), obtido a partir de ALGDmax
Resultado: D;,, ¢

1 inicio

2 faca D;,,; = —o0

3 para todo i = 0..n faca

4 se a; > 0 entao

5 calcule o}, para d = d,,4., aplicando a Proposi¢do 2.3
6 faca y = a¥ na Proposigdo 2.5
. o = [(a; - a?)/p— 1]

s 5= pla+1) - (a; —a?)

9 se o« # 0 e ¢ # 0 entao

10 ‘ dinf =p+d? ]

1 senao

12 L dmf:az/(oz—l—l)

13 Atualizar o intervalo valido:

14 se dins > Dy entdo

15 L Dm f= dm f

16 fim

O mesmo pode ser feito considerando os coeficientes negativos fixos e prosseguindo com o ajuste
dos coeficientes positivos (maximizag¢ao). A Proposicdo 2.5 deve ser aplicada sobre todos os coefi-
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cientes negativos da linha original, determinando os intervalos a que deve obedecer o parametro d;,
de forma a manter a! inalterados.

No Algoritmo ALGDminmax, a seguir, d,, ¢ determinado para cada coeficiente negativo (a; < 0).
O minimo deste valor para todo ¢ € acumulado em Dy, e representa o valor de d que maximiza 0s
coeficientes positivos mantendo os negativos inalterados. Se este valor for igual a d,,,;,,, retornado por
ALGDmin, entdao ndao houve melhoria no valor de d.

Os coeficientes positivos do corte podem ser calculados, sem alteracdo dos negativos. O novo
corte € no minimo tdo forte quanto o corte gerado por ALGDmin.

Algoritmo 7: ALGDminmax (estratégia de duas fases para a; < 0)

Dados: o par (p, d,,n), obtido a partir de ALGDmin
Resultado: D,,,

1 inicio

2 Faca D, = +o0

3 para todo i = 0..n faca

4 se a; < 0 entao

5 Calcule o?, para d = d,,,;, aplicando a Proposi¢do 2.3
6 Faca y = a! na Proposigdo 2.5
7 a=[(a; —aj)/p—1]

8 d=pla+1)—(a; —ab)

9 se 0 > ( entdo

10 ‘ dsup = p + a¥ Jx

1 senao

12 L dgyp = +00

13 Atualizar o intervalo vélido:

14 se dg,p < Dsy, entao

15 L Dy = dsup

16 fim

Parametros p e y

Até aqui foi discutida a obtencdo do pardmetro d, supondo p e y previamente determinados. E
necessdrio esclarecer a relacdo existente entre estes dois parametros para determinar uma estratégia
de escolha.

Os parametros p e y (nivel e lado direito do corte) estdao diretamente ligados pela Proposigao 2.4.
Nesta proposicao fica clara a relacdo entre a variacdo mdxima de p e o coeficiente do corte a”. Se
p > [ag] + 1, entdo y = ah = ag — [ag]. Portanto y estd fixo em em seu valor minimo. Para evitar
esta situacdo devemos ter p < [ag|, e, portanto, 1 < p < [ag].

Assim temos y < ag — p. Portanto, dado o nivel do corte, p, y estard limitado por

ap — [ag] <y < ag—p. (2.28)
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Pela Proposicéo 2.5, ag — y € Z. Pelas inequagdes (2.28), ap — y < [ag] e ap — y > p. Assim,
dado o nivel do corte p;,,

ao—y=Ap,,pe +1,...,[ao]}- (2.29)

O parametro p;, determina, portanto, o nimero de valores que podem ser designados a y, dado
ag. Quanto maior p;, menor o nimero de valores que y pode assumir. Mas 1 < p; < [ag], e,
portanto, para definir uma busca por cortes mais fortes dentro deste intervalo de valores vélidos de py,
define-se Ppin € Prmaz. O parametro p,,q, € 0 maximo valor assumido por p;, € portanto, p,,,, = min
{Pmaz, [ao]}. O parAmetro p,,;,, € o minimo valor de p; utilizado na geragdo de cortes, e portanto,
Prmin = Max {1, pyint. O valor p,,., procura limitar a geragdo de cortes para valores muito grandes
de [ag]. J& piin pode ser usado para obrigar a geragdo de cortes de maior nivel.

Para cada p; contido no intervalo [pyin, Pmaz|, @ €quacdo (2.29) pode determinar muitos valores
possiveis para y, e, se for gerado um corte para cada um destes valores, o tempo total gasto na geracao
de cortes pode ser proibitivo. Assim, define-se o parametro MAXPY, que € o mdximo nimero de
cortes gerados por valor do pardmetro p;. O intervalo de valores possiveis € amostrado segundo o
incremento Ap, definido como

o pmaa:_pmin_l'l
Ap—max{l, L VAXPY J}

O algoritmo ALGpy, a seguir, formaliza os passos descritos acima. A saida deste algoritmo é um
conjunto de valores de p e y, acumulados em vec,,.

Algoritmo 8: ALGpy

Dados: [pminvpmaa:] ,€ap > 0
Resultado: vec,,

1 inicio

2 faca 0, = min {pyas, [ao]}

3 faca p, = max {1, pyin}

4 faca Ap = max {1, | ( prmaz — Pmin + 1 )/MAXPY |}
5 enquanto p; < p,,.. faca

6 faca p = p,

7 enquanto p < p,,.. faca

8 calcule o valor do lado direito:
9 facay =ap—p

10 armazene o par (p;, y) em vec,,
1 p=p+Ap

12 atualize o parametro p;:

13 | pe=pe+1

14 fim
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2.4.2 Geracao de Cortes Chvatal-Gomory-Nivel

A geracdo de um corte CG-Nivel dd-se através da escolha de um par de pardmetros (p, d). Dada
uma linha do tableau, os parametros p e y sdo obtidos a partir do algoritmo ALGpy, enquanto o valor
de d € obtido através de um algoritmo de uma ou duas fases. Na primeira fase € utilizado o algoritmo
ALGDmin ou ALGDmax. Se houver segunda fase, sao utilizados, respectivamente, ALGDminmax
e ALGDmaxmin.

O algoritmo ALG-CGN (Chvétal-Gomory-Nivel) descreve a geracdo do corte para uma determi-
nada linha do tableau. A lista de pardmetros (p, y) gerada por ALGpy é armazenada em vec,,. Cada
par de parametros (p;, y;) € considerado para a determinagdo do pardmetro d. Se a maioria dos coefi-
cientes a; for maior que zero, entéo aplica-se na primeira fase ALGDmax e o resultado (p;, ¥i, dimaz)
¢ armazenado em uma lista de parametros, LPD. Se a maioria dos coeficientes a; for menor que zero,
entdo aplica-se na primeira fase ALGDmin e o resultado (p;, y;, dpmin) € armazenado em LPD.

Em seguida, a Proposi¢do 2.7 € utilizada para descartar parte da lista LPD. A motivacdo principal
¢ evitar perda de tempo de processamento no calculo dos coeficientes de cortes para parametros que
indiquem um corte mais fraco. Observe ainda que, para os algoritmos de determinacdo de parametros
de duas fases, ALGDminmax e ALGDmaxmin, ha calculo de coeficientes de corte na segunda fase.
Esta é a motivacao para que o descarte seja feito antes de sua aplicacdo.

Para efetuar o descarte de parametros € necessario analisar a lista LPD. Este procedimento também
exige tempo de processamento. Entretanto, o tempo economizado no cédlculo de cortes supera o tempo
gasto no descarte de parametros.

A Proposicao 2.7 indica a evolugdo oposta dos coeficientes negativos e positivos, com a variacao
dos pardmetros p e d. Suponha dois conjuntos de parametros, encontrados nas iteracdes ¢; e to do
algoritmo ALGpy, para o mesmo valor de y: (py,, dy,) € (pe,, di, ), em que p;, < p;,. De acordo com a
Proposicao 2.4, se p., — py, > dy, — d;,, entdo, para os coeficientes positivos, af > af 2 Portanto, o
corte gerado a partir do segundo conjunto de pardmetros nunca € mais forte, podendo ser mais fraco
que aquele gerado pelo primeiro conjunto, em relacao aos coeficientes positivos. Entretanto, para os
coeficientes negativos, a andlise € contraria. E assim, apenas o balanco final dos coeficientes do corte
poderia indicar qual deles € mais forte.

Fica claro, portanto, que nao ha relacdo de dominancia entre o corte que seria gerado a partir dos
parametros descartados e os demais. Portanto, a motivagcdo principal para o descarte de parametros
¢ diminuir o tempo de processamento, evitando calculo de coeficientes para cortes que tendem a ser
mais fracos segundo a estratégia escolhida.

A comparacdo entre os cortes calculados segundo cada conjunto de parametros nao descartado
¢ feita segundo um de dois possiveis critérios: violagdo normalizada expressa na Defini¢ao 1.20 ou
eficiéncia, Defini¢do 1.22.

O algoritmo ALG-CGN, a seguir, resume todo o procedimento de geracdo de cortes para uma
linha do tableau.

2.4.3 Exemplos

Exemplo 2.3. Considere o exemplo proposto por Ben-Israel e Charnes (1962) com o objetivo de de-
monstrar a limitagdo dos cortes de Gomory. Seja (x1, 22) € Z3 tal que 3z1 + 7z2 < 26. Adicionando
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Algoritmo 9: ALG-CGN

o X T AN R W N =

10
11
12

13
14

15
16
17
18

19
20
21

22

23

Dados: )" a;z; = ag
Resultado: >  alz; < ab
inicio

=1 "1

VECpy = ALpr ([pmina pmar]a aO)
para todo (p;,y;) € vec,, faca
se Maioria dos coeficientes a; > 0 entao
Aplicar d,,,,, = AIGDmax (p;, y;, ao)
Armazenar (p;, Yi, dmas) €m LPD
senao
Aplicar dmzn = AIGDmin (p“ Yi, CLQ)
Armazenar (p;, y;, i) em LPD

Aplicar a Proposi¢do 2.7 para descartar parametros:
se Maioria dos coeficientes a; > (0 entao
Descartar todo (ps, y, d2) € LPD se existe um outro conjunto (py, y, d;) tal que
P2 — P > dy — dy.
senao
L Descartar todo (p1,y, d;) € LPD se existe um outro conjunto (ps, y, ds) tal que
P2 — p1 = do — dj.
Aplicar segunda fase:
se Maioria dos coeficientes a; > () entao
para todo (p;, d,,..) € LPD faca
L dymaz = AIGDmaxmin (p;, dpaz)

senao
para todo (p;, d,,...) € LPD faca
L dmin, = AIGDminmax (p;, din)

Para todos os pardmetros em LPD determinar ) ;" | a}x; < af) e escolher o melhor corte
segundo violagdo normalizada ou efici€ncia.

fim

a varidvel de folga inteira, s, temos

s+ 3x1 + Txy = 26.

Uma faceta da regido factivel da relaxagao linear deste problema é dada por

Z+ a1+ 3$2 = 10, (230)

em que z € Z, € varidvel de folga adicionada a desigualdade.

A tal que

2+ [1/A] s+ |3/A] 1 + [7/A] 22 = |26/

Note que ndo € possivel gerar esta faceta através dos cortes de Gomory, pois ndo existe valor de
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gere a faceta mencionada. Aplicando os cortes CG-Nivel, entretanto, € possivel gerar esta faceta.
Para tanto, obtém-se o corte em que o coeficiente de z; e x5 é positivo, e que tenha afj = 10. Para
todos os coeficientes, a Proposi¢do 2.4 mostra 0 maximo e minimo valores assumidos por a. Note
que os coeficientes da equacao original estdo limitados por

O§a€§3_p7p§37
O§a129§7_pap§7a
0<af <26—p,p<26.

Portanto, qualquer valor de p > 3 implica em af = 0, e entéo, os possiveis valores de p sdo p = 1
ep=2.

O corte CG-Nivel (2.21) corresponde ao corte de Gomory parap = 1 e d > 1. Para tentar obter a
faceta mencionada com estes pardmetros, faz-se y = aj = 10 na Proposi¢do 2.5. Portanto, v = 15,
9 = 0, e as condigdes (i) e (ii) implicam que 26/16 < d < 26/15. O corte mais forte é obtido para
o maior valor de d, como mostra a Proposi¢do 2.4, e entdo, d = 26/15 — €. Assim, a Proposi¢do 2.3
pode ser aplicada no cdlculo dos coeficientes de z; e z2. Note que a Proposicao 2.6 deve ser utilizada
para o célculo de r e do termo [a/d]. Desta forma, temos o corte z + 1 + 2x5 = 10. Note na Figura
2.6 que este corte € dominado pela propria equacdo original do problema.

Entretanto, para p = 2, a faceta z + x; + 3z2 = 10 pode ser encontrada. A partir da Proposicao
2.5, a3 = 10 implica 26/8 < d < 25/7. Para d = 25/7 — ¢, aplicando novamente as proposi¢des 2.3
e 2.6 e obtém-se a faceta z + x; 4+ 3z = 10, como mostra a Figura 2.6.

Para comparar o corte obtido com o corte GIF (1.14) utiliza-se um valor de d tal que 26/8 < d <
25/7, como no corte CG-Nivel.

Para d = 7/2, o corte GIF é (8/3)s + x1 > 4. Colocando este corte em funcdo das varidveis z; e
T9, temos 3x1 + 8xy < 28.

Observe na Figura 2.6 que, apesar de ndo haver relacao de dominancia entre o corte GIF e o corte
CG-Nivel (2.30), o corte GIF nao constitui faceta. [

Exemplo 2.4. Este exemplo ilustra a aplica¢do do algoritmo de duas fases ALGDMaxmin, que maxi-
miza os coeficientes positivos na primeira fase e aplica a segunda fase objetivando maximizar os
negativos. Suponha o seguinte problema inteiro

max Ty + X9

s.a. —4x + by <9,
rp <1,
T € Zi.

O corte CG-Nivel € calculado para a primeira desigualdade para p = 3. Pela Proposicdo 2.4, o
lado direito do corte, y = ag estd limitado a 0 < y < 6. Escolhe-se o valor y = 3.

Para obter o valor do pardmetro d que maximiza os coeficientes positivos, aplica-se o algoritmo
ALGDMax. A Proposigdo 2.5 implicaque o = 1,6 = 0, e, portanto, d e = p+(y+1)/a—e = T—e.

Suponha que nao seja aplicada a segunda fase. Entdo prossegue-se com o cdlculo dos demais
coeficientes com o valor de d encontrado. Para calcular o coeficiente das varidveis x; e x5 aplica-se a
Proposi¢do 2.3, observando-se que d,,., = d* — ¢, e portanto, a Proposicao 2.6 deve ser utilizada.
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Figura 2.6: Desigualdades CG-Nivel e corte GIF

Assim, para 1, a = —4 e d = 7 — e implicam que r = [a — d* ([a/d*| — 1)] = 3. Portanto,
p=3<reai=a—pla/d| = -4

Analogamente, o coeficiente da varidvel x, pode ser calculado, obtendo-se a% = 2. Portanto,
temos o corte

—433'1 + 2.1'2 S 3.

Suponha que a segunda fase seja aplicada. O algoritmo ALDMaxmin determina o intervalo valido
de d para que o lado direito e o coeficiente de =2 se mantenham inalterados. Pela Proposi¢do 2.5, para
que a3 = 2 e aj = 3, devemos ter

ayg=3=45<d<T7—c¢
as=2=d>5

Portanto, D;,,; = 5 mantém os coeficientes positivos inalterados. Utilizando este valor de d para
recalcular o coeficiente negativo, temos azl,, = —2, € 0 novVo corte

—21‘1 + ZZL’Q S 3.

A Figura 2.7 mostra os dois cortes no R22. Note que o corte calculado na segunda fase domina o
primeiro. [J
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3F —4x +5%,<9
CG-Nivel, fase 1: —4x1 + 2x2 < 3/ 7 /

1507 CG-Nivel, fase 2: —2x, +2x, <3
x <1
1
1 —
0.5
0 |
0 0.5 1

Figura 2.7: Aplicagdo do algoritmo de 2 fases.

2.5 Exemplo Ilustrativo para os Trés Cortes

Exemplo 2.5. Considere o mesmo PI do exemplo 1.4. Renomeando-se as varidveis s; € s, a primeira
restricdo do tableau corresponde a relaxacdo do no raiz deste exemplo é

T
T 71‘3 7.754— 7

Portanto, fo = 3/7, f3 = 2/7, f4 = 6/7. Para o corte CFF (2.11),
k=[1/fo] —1=2.

Assim, temos p = {1,2}, e Jo = {i € J: fy € [0,2]}, h={ie J: fie (&2]}e
Jy ={i € J: fi € (2,1]}. Os conjuntos ndo vazios sdo, portanto, Jo = {3} e Jo = {4}. A
partir destes conjuntos calcula-se o corte CFF, 6x3 4+ 4x4 > 9, que pode ser colocado em funcio das
varidveis originais, gerando o corte

2r1 + 2z9 < 11.

Um novo corte CFF pode ser gerado a partir da aplicacdo do procedimento de multiplicacdo por
—1 da linha do tableau, como descrito pelos autores no artigo original. Neste caso, temos a equacao
1 3

Ty — Sxy+ —wg = —22,
I 71’3 + 71’4 Z
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Note que fy = 4/7, fs = 5/7, f1 = 1/7. A parte fraciondria do lado direito tornou-se > 1/2, e
portanto,

k=[7/4]—1=1.

Assim, tem-se apenas os dois conjuntos Jo = {j € J : f; € [0,2]|}e s ={j € J: [ €
(2,1]}, ouseja, Jo = {4} e J; = {3}. Portanto, o corte CFF ¢ a faceta

[L’1—|—l’2§5.

A Figura 2.8 mostra as desigualdades no 2. Note que, neste exemplo, o corte calculado a partir
da pré-multiplicacdo domina o corte obtido a partir do procedimento padrdo de derivacao.

Para a mesma linha tableau € derivado o k-corte para k = 2. Para este valor de &, a nova linha do
tableau é dada por

2 6
2 —x3— -xy =4-.
Ty + 75(73 7[)34 7

O corte (2.14) para esta equacdo € dado por 4x3 + 5x4 > 6. Substituindo-se as varidveis de folga

pelas varidveis originais, temos
xr, + QZEQ S 9.

Observe na Figura 2.9, que o corte GIF consegue limitar de forma mais eficiente a regido factivel
neste exemplo.

Considere, agora, o corte CG-Nivel (2.3) para p = 2, calculado sobre a primeira restri¢do do
modelo, 3z; + x5 < 11. Note que, pela Proposicao 2.4, o coeficiente do corte correspondente a
varidvel x, estd fixo em 0 para qualquer valor de d.

Para encontrar a faceta z; < 3, supde-se y = a7 = 1, e a Proposicdo 2.5 € aplicada. Desta forma,
temos

a=[(a—y)/p] -1=[B-1)/2[-1=0.

Analogamente, § = 0. Portanto a condi¢@o (i) implica que d > 3. Supondo, agora, a2 = 3, temos
a=3ed = 0. A condigdo (i) impde que d > 11/4, enquanto que a condi¢@o (ii) impde d < 10/3.
Portanto, para d = 3 temos a faceta z; < 3, representada na Figura 2.9.
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CG-Nivel, X, <3 S S

0.5

Figura 2.9:

Comparacdo entre cortes CFF, CG-Nivel e K-cortes.



Capitulo 3

Implementacao Computacional e Resultados

Este capitulo descreve os testes computacionais propostos para o Corte Fracionario Forte (CFF),
K-corte e CG-Nivel. E feita uma analise sobre a melhor estratégia de insercio de cortes no contexto do
método branch-and-cut, utilizando a biblioteca do software CPLEX 10.1. Para cada corte sdo testados
diferentes valores de seus respectivos parametros. Resultados comparativos mostram o desempenho
de cada corte em instancias de problemas da mochila multidimensional, problemas de designacao
generalizada e problemas inteiros da MIPLIB.

3.1 Meétodo branch-and-cut

Uma descri¢do geral do método branch-and-cut foi apresentada na Secdo 1.4. Este capitulo ob-
jetiva detalhar a implementacdo computacional deste trabalho, baseada no software CPLEX 10.1
(ILOG, 2006a). Um maior detalhamento do uso da biblioteca do CPLEX ¢ feito na Secdo 3.4.

A implementacdo computacional envolve decisdes a respeito de como os cortes sdo usados no
contexto do método branch-and-cut. Na Sec¢ao 3.2 sdo descritos os parametros testados para carac-
teristicas inerentes ao método. Em um determinando né da arvore, € feito um round de cortes, que
consiste em gerar cortes a partir de todas as linhas do tableau com lado direito fraciondario. Portanto,
define-se o parametro frac_rhs que determina a que distancia minima de um valor inteiro deve estar
o lado direito de uma linha do tableau para que esta seja utilizada na geracdo de cortes. O tamanho
do round, max_round_perc, é o parametro que define a porcentagem dos cortes gerados a partir das
linhas com lado direito fracionario que sao inseridos no PL.

Critérios de descarte de corte sdo aplicados a este round gerado com o objetivo de evitar a inser¢ao
de cortes que ndo violem a solugdo atual ou introduzam instabilidade numérica ao PL. Em seguida é
aplicado o critério de eficiéncia ou de violagdo normalizada, definidos na Se¢do 1.5 para ordenacdo
e escolha dos cortes a serem inseridos. A relaxacdo do lado direito do corte antes de sua inser¢ao
também € considerada através do parametro rhs_relax.

As instancias utilizadas para testes e o ambiente computacional utilizado estdo descritos nas se-
coes 3.3 e 3.4, respectivamente.

A Secdo 3.5 apresenta testes comparativos de duas estratégias de insercdo de cortes nos nds. Na
primeira, o round de cortes € aplicado segundo o procedimento descrito acima. Na segunda, € feita
reotimizacdo do PL apds a insercdo dos cortes e sao removidos aqueles que possuirem varidvel de

53
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folga basica. Sdo apresentados também testes relativos aos parametros definidos na Se¢do 3.2, como
tamanho do round, uso de descarte por paralelismo, e critério de selecio de cortes. Ao fim desta se¢do
s@o descritos os testes relativos aos parametros de cada plano de corte.

Na Secdo 3.6 sdo descritos os testes comparativos dos trés planos de corte segundo os melhores
parametros encontrados.

3.2 Geracao de Cortes a partir do Tableau

A cada n6 da arvore de enumeragdo € necessario definir que linhas do tableau sdo usadas para
gerar cortes e o numero de cortes a que cada linha dard origem (nimero de rounds). Como ja colocado
anteriormente, um round é definido como a geracdo de um corte para cada linha tableau cuja variavel
basica € inteira e tem valor fraciondrio.

Em (Letchford e Lodi, 2002), sdo gerados no né raiz da arvore, 1, 10 e 25 rounds de cortes
para cada um dos cortes implementados. Goycoolea (2006) observa que a maioria dos softwares
comerciais adicionam no maximo dois rounds de cortes do tipo GIM ao mesmo né. Para efetuar a
comparacdo entre os cortes neste trabalho, é gerado um round de cortes a cada né da arvore, e o
tamanho deste round € um parametro testado.

Lado Direito Fracionario

Apenas as linhas do tableau com varidvel bésica inteira cujo valor é fracionario sao usadas para
geragdo de cortes. Apesar de considerar-se problemas de programacao inteira, varidveis reais de folga
sdo inseridas ao problema com a aplica¢do de cortes GIM, por exemplo.

Na biblioteca COIN-OR (http://www.coin-or.org), fica definido para os cortes de Gomory e Reduce-
and-Split, que qualquer nimero que se afaste mais que “away” de um numero inteiro € conside-
rado fraciondrio. O valor deste parametro € 0,05 e pode ser alterado. Define-se abaixo o parametro
frac_rhs, que tem a fungdo de descartar linhas cuja varidvel basica tenha valor praticamente inteiro.

* Parte fracionaria minima (frac_rhs): Este parametro define o0 minimo e o maximo valor que
deve ter a parte fraciondria do lado direito para que seja aplicado o corte. A principal
motivacdo € ndo gerar cortes sobre linhas cujo lado direito seja inteiro. Assim, dado um
lado direito do tableau, ay, devemos ter

frac_rhs < ag — |ao| <1 — frac_rhs.

Tamanho do Round

A inser¢do de um determinado nimero fixo de cortes pode estar dividida em rounds parciais de
tamanhos diferentes. Em (Balas et al., 1996a) € ressaltado que, em geral, o tempo total para se inserir
um dado numero cortes € maior quanto menor o tamanho do round. Isto porque, entre cada round
parcial deve haver reotimizacdo do novo PL. E feita uma comparagio em relacio ao melhoramento
do gap de integralidade em um PL quando se varia o tamanho do round. Para tanto, sdo gerados
inicialmente 5 rounds completos de cortes, e o tempo total € armazenado. Em seguida, € feito um
teste em que o mesmo tempo total € dispensado na geracdo de consecutivos rounds parciais: sao
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calculados cortes para as linhas cuja varidvel bésica tém parte fraciondria mais proxima de 1/2. Os
rounds parciais testados pelos autores t€ém tamanho 50% e 10% do total de linhas.

Os resultados demonstram que nenhuma das trés abordagens € melhor para todas as instancias.
Entretanto, o gap de integralidade é menor para a primeira estratégia em 9 das 16 instincias testa-
das. Baseados nestes experimentos, os autores definem o pardimetro MAXROUND. Desta forma,
o tamanho do round é o minimo entre o nimero de linhas com varidvel bésica fraciondria e MAX-
ROUND. Na implementacio, o tamanho médximo do round € 40 para instancias com até 400 varidveis
bindrias, e 80 para problemas com mais varidveis.

Além disso, quanto maior o nimero de cortes inseridos, maior a chance de gerar erros de precisao
durante a reotimizagdo. Portanto, propde-se a geracdo do round completo de cortes e a selecdo do
subconjunto de melhor qualidade (Goycoolea, 2006), como definido a seguir.

* Tamanho maximo do round (max_round_perc): Para todas as linhas que nio foram descar-
tadas pelo critério frac_rhs, o corte é calculado. Seja C' este nimero de cortes. O miximo
de cortes a serem inseridos é I = [max_round_perc x C'|. Sdo aplicados critérios de
descarte aos C cortes, restando C’. Os C” cortes sdo ordenados por valores decrescentes
de violag¢ao normalizada ou eficiéncia, e s@o inseridos o minimo entre / e C’ cortes.

Selecido de Cortes Gerados

Quando apenas um subconjunto dos cortes gerados em um no serd inserido, € necessario definir
um critério de classificacdo dos cortes. Assim como foi observado no Capitulo 1, dois critérios sdo
comumente utilizados na literatura.

* Critério de selecio de cortes (crit_sel): Define qual critério de classificagdo de cortes € utili-
zado: eficiéncia ou viola¢do normalizada.

Descarte de Cortes Gerados

Ap6s gerado o round completo de cortes, é necessario analisar a qualidade de cada corte ge-
rado, de modo a descartar aqueles que pouco violam a solugdo atual ou tendem a gerar instabilidade
numérica. Assim, cortes que forem incluidos em algum dos critérios abaixo ndo sdo inseridos no PL.

* Viola¢ao minima (viol_min): Violacdo minima requerida para que o corte seja inserido no PL.

Cornuéjols (2008) explicita a necessidade de evitar erros por instabilidade numérica através do
descarte de cortes cuja razao entre o maior € o menor coeficiente ¢ muito grande. Em (Goycoolea,
2006), este parametro fica definido a priori como 10°.

+ Razao maxima entre coeficientes (max_razao): Razido maxima entre o valor absoluto do maior
e do menor coeficiente do corte.

A insercdo de um corte muito denso em um determinado né também € uma fonte de erros nu-
méricos (Cornuéjols, 2008). Durante a reotimizacgdo, os coeficientes do novo corte se propagam pela
inversa da base, e estas operagdes acarretam erros. Goycoolea (2006) define um valor constante para
o numero maximo de coeficientes diferentes de zero na linha do corte (maximo de 500).

Entretanto, as instancias aqui utilizadas sio bastante heterogéneas, e, portanto, a limitacio maxima
deve estar relacionada ao tamanho da instancia.
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« Numero maximo de coeficientes (max_nao_nulos): Percentual maximo de coeficientes dife-
rentes de zero na linha do corte.

A adi¢do de cortes semelhantes ao mesmo problema linear deve ser evitada através da definicao
de um critério de eliminagdo de cortes semelhantes. O paralelismo entre dois cortes estd definido em
(1.23). O parAmetro max_par € [0, 1), é o mdximo valor para este parimetro.

* Paralelimo entre cortes (max_par): Méaximo paralelismo entre dois cortes. Um corte ax <
ap € descartado quando tem uma efici€éncia menor que outro corte Sx < [, tal que par
(o, B) > max_par.

Relaxacao de Cortes Inseridos

Para evitar que solu¢des inteiras sejam descartadas por erros numéricos, € comumente utilizado na
literatura a adi¢@o de uma “folga” ao lado direito do corte. Andersen et al. (2005) utilizam a subtragdo
de um valor € para enfraquecer os seus cortes Reduce-and-Split para PIM. Dada uma desigualdade
do tipo ax > «y, a nova desigualdade enfraquecida € dada por ax > g — €. Os autores utilizam um
valor fixo 1071°. Este valor mostra-se suficiente para garantir que a solucdo 6tima ndo seja excluida.
Seus cortes sdo testados utilizando-se 0 CPLEX, versdo 8.0 e aplicando o método cut-and-branch.

Na biblioteca COIN-OR, a mesma técnica € utilizada para a implementagdo dos cortes de Gomory
(GIM) e Reduce-and-Split. No segundo caso, ao final da geracdo do corte € aplicada uma correcdo
constante, cujo valor padrdo é 10~® e pode ser alterado. Também no corte GIM o lado direito é
relaxado em um valor fixo (10~®) para cortes com poucos elementos. Entretanto, quando o ndimero
de elementos excede uma determinada constante, a corre¢ao € proporcional ao niimero de elementos
da linha.

Baseando-se nas observagdes anteriores, define-se o parametro rhs_relax, ou relaxacdo do lado
direito, que € um valor constante adicionado ao lado direito da equacdo do corte, ao final de sua
geracao.

* Relaxacio do lado direito (rhs_relax): Relaxacio adicionada ao lado direito do corte. Todos
os corte gerados sdo desigualdades do tipo “<”. Sendo assim, para um corte ax < ay,
temos o novo corte dado por ax < «q + rhs_relax.

Critérios de Parada

A implementacao visa prioritariamente a comparacao entre os diversos cortes e cada um deles
necessita de intervalos de tempo diferentes para ser calculado. Os cortes CG-Nivel e K-corte, por
exemplo, devem gerar, para cada linha, cortes para diversos valores de seus respectivos parametros,
inserindo apenas o melhor entre eles. Portanto, levam mais tempo na geragdo de cortes que os demais.

Além disso, os critérios de eliminacdo de cortes podem atingir mais a um corte que a outro, e
o tamanho final do round vai variar para cada algoritmo. Como resultado, um numero diferente de
cortes € inserido para cada algoritmo.

Assim, fica claro que uma comparacdo por nimero de nds ndo seria justa. Como critério de
parada, usamos, portanto, o tempo maximo de execugado ou até que a solu¢do 6tima seja encontrada.
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3.3 Instancias

3.3.1 Mochila Muldimensional

O problema da mochila muldimensional (multidimensional knapsack problem) é um problema
NP-completo tratado por diferentes abordagens (exatas e heuristicas) na literatura.

O problema da mochila cldssico consiste em armazenar n itens em uma mochila de capacidade b.
A cadaitem j estd associado um “lucro” p;. No problema da mochila multimensional, sdo considera-
das m mochilas, e a inser¢do do item x; deve respeitar a capacidade de cada uma elas. Desta forma,
temos a formulacdo abaixo.

(MKP) max ijxj
j=1

n

sujeitoa Zrijxj sz, 1= 1,...,m
j=1
z; €{0,1}, j=1,.,n

As instancias utilizadas foram retiradas da OR-Library (Beasley, 1990), e foram originalmente
propostas por Chu e Beasley (1998). Os problemas t¢ém ndimero de restricdes m = {5,10,30}. O
nimero de itens varia entre os valores n = {100, 250,500}. Para cada par (m,n), sdo geradas 30
instancias, totalizando 270.

As 30 instancias sdo separadas em 3 grupos, de acordo com a forma como as restricdes sdo
geradas. Para cada par (m,n), o lado direitos das restricdes de mochila sdo gerados a partir da
equacdo

n
bi = E Tijs
=1

onde o« = 0,25 para os primeiras 10 instancias, « = 0,5 para os proximas 10 instincias e o =
0,75 para as demais. Os coeficientes r;; foram gerados segundo uma distribui¢do uniforme discreta
variando entre 0 e 1000, e os coeficientes p; sdo correlacionados a r;;.

Note que, quanto menor o valor de «, mais forte se torna a restricdo resultante. Os resultados
computacionais de Chu e Beasley (1998) confirmam uma maior dificuldade no fechamento do gap
para estas instancias.

As instancias sdo referenciadas como a seguir. A instancia mkp5.100-17 corresponde a décima
sétima instancia de mochila multidimensional com 5 restricdes de mochila e 100 itens, ou seja,
(m,n) = (5,100). A melhor solugdo inteira encontrada na literatura estd disponivel na OR-Library.

3.3.2 Mochila Multidimensional com Restricoes de Demanda

O problema da mochila multidimensional com restrigdes de demanda (multi-demand multidi-
mensional knapsack problem) € uma extensdo do problema descrito na se¢do anterior em que sao
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adicionadas ¢ restri¢des de demanda além das restricoes de mochila. A formulacdo deste problema é

(MDMKP) max > pia;
7j=1

n
sujeito a E rijx; < by, i=1,...,m
=1

Zri]‘x]‘Zbi, t=m+1,...m-+gq
j=1
z; €{0,1}, j=1,..,n

As instancias deste problema foram retiradas da OR-Library (Beasley, 1990) e sdo modificacdes
das instancias de mochila multidimensional descritas na secao anterior. Dada uma instancia da mo-
chila multidimensional com m restricdes do tipo <, sdo criadas 6 novas instincias que correspondem
a combinagdes dos valores de ¢ = 1, ¢ = m/2 e ¢ = m com valores de func¢do objetivo positivos ou
mistos.

As instancias recebem o nome m —n —q —r — s, em que m € o nimero de restri¢des de mochila,
n € o nimero de varidveis, ¢ € o nimero de restricdes de demanda e » = 1 se hd coeficientes negativos
na funcdo objetivo. O indice s = 0,1, ..., 14 é o nimero que identifica a instancia dentro do grupo
m —n — g — r (Arntzen et al., 2006).

3.3.3 Problema de Designacao Generalizada

O problema de designagdo generalizada (generalized assignment problem) consiste em associar
m agentes a n tarefas, de forma que cada tarefa seja designada a exatamente um agente. Para tanto,
define-se a varidvel bindria x;; que € igual a 1 caso ocorra a designac@o do agente 7 a tarefa j, e 0,
caso contrdrio. As restricdes consistem em respeitar a capacidade do agente, b;, dado que cada tarefa
J consome uma quantidade de recursos r;; do agente i. A designacio do agente i 2 tarefa j estd
associado um custo ¢;;. O objetivo € minimizar o custo total de designagao.

(GAP) min i zn: CijTij

i=1 j=1

m
sujeito a Z:z:ij =1, j=1,..n
=1

n

Zrijxij Sbi, 1= 1,..,m

j=1

Ti; € {0, 1}, 1= 1, ., m, ] = 17 ., n.

O primeiro conjunto de instancias foi retirado da OR-Library (Beasley, 1990) e € constituido de
12 grupos de 5 instincias. Cada grupo corresponde a um par (m, n). A instincia ¢515-1 corresponde
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ao problema niimero 1 das instancias com 5 agentes e 15 tarefas, enquanto a instancia c/060-5 cor-
responde a instancia de nimero 5 com 10 agentes e 60 tarefas. As instancias citadas correspondem,
respectivamente, a instancia com o menor € 0 maior nimero de varidveis deste conjunto. A solucdo
6tima de cada instancia estd disponivel na OR-Library.

As demais instancias estdo divididas em 5 grupos: A, B, C, D e E. Estio disponiveis na OR-
Library, 6 instancias dos grupos A,B,C e D, com n < 200. Estas instancias também estdo disponiveis
através do endereco eletronico http://www.al.cm.is.nagoya-u.ac.jp/~yagiura/gap. Neste endereco,
além de outras 6 instancias com n < 200, pertencentes ao grupo E, estdo disponiveis instancias
maiores, geradas por Yagiura et al. (2006), para os grupos C, D e E. Sa0 9 instancias para cada grupo,
com n < 1600. Neste mesmo trabalho os autores disponibilizam a solu¢c@o 6tima ou melhor solugdo
encontrada para instancias do tipo B,C,D e E. Instancias do grupo A sdo de resolu¢do mais ficil e a
solucdo 6tima pode ser encontrada em um tempo computacional pequeno.

A notagdo adotada para as instancias é simples. A instancia b20200, por exemplo, corresponde a
uma instancia do tipo B, com 20 agentes e 200 tarefas.

3.3.4 MIPLIB 3.0 e MIPLIB 2003

A biblioteca eletronica de problemas inteiros e problemas inteiros mistos, MIPLIB, pode ser en-
contrada em duas versdes. A primeira delas foi disponibilizada eletronicamente em 1996 (Bixby
et al., 1996) e é conhecida como MIPLIB 3.0. A segunda corresponde a quarta versdo e ficou conhe-
cida como MIPLIB 2003 (Achterberg et al., 2003). Foram selecionadas para testes as instancias de
programacao inteira pura presentes nas duas bibliotecas.

34 CPLEX10.1

A implementacdo computacional utilizou a linguagem C e a biblioteca CPLEX denominada cal-
lable library. Ao contrario da outra biblioteca disponivel (Concert Technology, para C++), esta bi-
blioteca permite que o usudrio acesse diretamente as fun¢des avancadas do CPLEX, que incluem, por
exemplo, aquelas necessdrias para a recuperagdo das linhas do tableau.

Os algoritmos de planos de corte foram implementados no software CPLEX versao 9.0, e pos-
teriormente portados para o CPLEX versdo 10.1 (ILOG, 2006a). Dentro do subconjunto de funcdes
utilizadas, a biblioteca do CPLEX € a mesma para estas duas versoes do software. Como uma das
vantagens, a nova versao traz um novo parametro, numericalemphasis, que aumenta a precisao dos
calculos internos (ILOG, 2006b).

O método branch-and-cut foi utilizado segundo as configuracdes padrdes. Entretanto, o pacote
CPLEX pode aplicar, por padriao, uma variedade de planos de corte durante a resolucio dos proble-
mas. Estdo inclusos os cortes clique, covers, disjunctive cuts, flow cover cuts, flow path cuts, gomory
fractional cuts, gub covers, implied cuts, e MIR cuts. Para evitar possiveis interacdes indesejadas com
os cortes aqui implementados, todos estes cortes nativos do CPLEX foram desabilitados, assim como
as heuristicas. O pré-processamento também foi totalmente desabilitado.
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3.4.1 Insercao de Cortes

O software CPLEX prové vdrias formas de se adicionar cortes a0 modelo. Em todas elas, o usudrio
€ responsavel por desenvolver rotinas que sdo usadas convenientemente pelo CPLEX ao longo da
execucdo do método branch-and-cut. Tais funcdes sao conhecidas como callbacks.

A forma mais simples de adicionar cortes € através da funcdo CPXaddusercuts, que adiciona
cortes globais, e pode ser chamada antes que se inicie a resolucdo do problema. Contudo, além
da limitacdo de so inserir cortes globais, esta fungdo ndo pode ser usada ao longo do branch-and-
bound. A funcido CPXcutcallbackaddlocal, por outro lado, permite que sejam adicionados cortes
locais durante o processo de branch-and-bound. Da mesma forma, a rotina CPXcutcallbackaddglobal
permite a insercao de cortes com validade global.

Além da adicdo de cortes, também pode ser desejada a remog¢ao local daqueles ndo ativos. Neste
caso, o PL do né atual € duplicado e os cortes gerados sdo inseridos nesta cépia. O novo PL ¢é
resolvido, e entdo somente aqueles cortes que ndo possuirem sua respectiva varidvel de folga basica
sdo inseridos no PL original do no.

3.4.2 Plataforma de Testes

Todos os resultados apresentados nas se¢Oes a seguir foram obtidos a partir da execuciao do
CPLEX 10.1 em uma mdaquina Intel Pentium 4, com clock de 2,80GHz, e 512Mbytes de memdria
RAM. O cédigo foi compilado e executado no sistema operacional Red Hat Linux 3.3.3-7, usando o
compilador GCC versao 3.3.3, com a opcao “-O2”. As medidas de tempo foram calculadas a partir
de chamadas do sistema operacional que contabilizam apenas o tempo de processamento do processo
(descontando atrasos por acesso a disco ou tempo gasto por outros processos, por exemplo).

3.5 Resultados Computacionais

Os testes computacionais envolvem a comparacao dos cortes fraciondrios, corte de Gomory para
programacao inteira mista (GIM), Corte Fracionario Forte (CFF), k-cortes e cortes CG-Nivel. Apesar
de serem usadas para testes apenas instancias com varidveis bindrias ou inteiras, os cortes GIM devem
ser utilizados em detrimento dos cortes GIF porque as varidveis de folga adicionadas ao problema pela
insercdo destes cortes sdo reais. O mesmo € valido para os k-cortes.

Os testes computacionais envolvem o cdlculo do percentual do gap de integralidade fechado ao
final da execugdo. Seja PI um problema inteiro de minimiza¢do, P a sua corresponde relaxacdo
linear e P, a relaxagdo correspondente ao limitante inferior da drvore de branch-and-cut. Assim, o
percentual de gap fechado é dado por

6timo(P;) — 6timo(P)
6timo(PI) — 6timo(P)

% Gap fechado = 100 x

3.5.1 Uso de Reotimizacao

Este teste tem o objetivo de comparar duas técnicas de insercao de cortes. A diferenca entre elas
€ o uso ou ndo de reotimizacdo apds a insercao de cortes. Na primeira, chamada insercao completa
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(IC), os cortes sao inseridos localmente nos nds da arvore e segue-se o procedimento padrdo de
reotimiza¢do do PL e continuacdo do branch-and-cut.

A segunda estratégia baseia-se na criagdo de um PL adicional onde € feita a inser¢do de cortes.
E aplicada a reotimizacdo deste PL e sdo adicionados ao PL original apenas os cortes que ndo apre-
sentam varidvel de folga basica. Este procedimento € usado em (Balas et al., 1996b). Esta técnica de
inser¢do com reotimizagdo e remocao dos cortes € aqui denominada IR.

Foram utilizadas para testes as instancias c515-1, c¢515-2, b05100 e b05200, correspondentes a
problemas de designacdo generalizada, as instancias p0033, p0201, da MIPLIB 3.0 e as instancias
de mochila multidimensional mkp5.100-00 e mkp5.100-01. A Tabela 3.1 contém os valores dos
parametros utilizados. A Tabela 3.2 mostra os valores médios obtidos para este conjunto de instancias
com um tempo computacional maximo de 1200 segundos.

Parametro ‘ Valor
frac_rhs 0,05
max_round_percent 100%
viol_min 1074
max._razao 10°
max_nao_nulos 100%
max_par 100%
rhs_relax 0
crit_sel eficiéncia

Tabela 3.1: Pardmetros usados no teste de comparacgdo entre IC e IR

Note que o percentual de gap fechado € maior para todos os cortes quando € aplicada reotimizacao
seguida de remocao de cortes com varidvel de folga bésica. Apesar disso, a razdo gap fechado por
nd pode ser menor para esta técnica, devido ao maior nimero de nds avaliados. O tempo médio
de execucdo é menor quando a remog¢do de cortes € efetuada, indicando que solu¢des 6timas sdao
encontradas em um tempo menor para esta técnica. O tempo médio gasto por n6é também € menor,
pois a insercao excessiva de cortes acarretada pela técnica IC faz com que o problema linear de cada
no torne-se mais dificil de resolver. Note que o nimero de cortes gerados é maior para IR, pois mais
nos sdo avaliados, mas um grande percentual destes cortes € removido.

As figuras a seguir ilustram o comportamento indicado para a instancia b05100 e o corte GIM. A
Figura 3.1 indica que o nimero de nds avaliados em um mesmo intervalo de tempo € maior quando
sdo removidos cortes apds a reotimizacdo. A Figura 3.2 mostra o nimero de cortes em funcdo do
numero de nds, e evidencia a maior inserc¢ao de cortes pela técnica IC.

A Figura 3.3 apresenta o percentual do gap de integralidade fechado para as duas técnicas. Note
que o gap fechado € sempre maior para qualquer instante de tempo quando a técnica IR € utilizada,
chegando a 100% antes de 400 segundos, enquanto o nao uso de remocao implica no ndo fechamento
total do gap.



Média Gomory GIM CFF k-corte CG-Nivel

IC IR IC IR IC IR IC IR IC IR
Gap fechado(%) 20,63 74,54 79,66 94,43 | 33,56 75,06 83,05 88,40 22,67 70,53
Numero de nds 38,25 | 7340,38 | 5078,00 | 10120,88 | 74,13 | 8387,13 | 7641,13 | 11404,00 77,00 | 6196,88
Cortes Gerados (x107%) 9,9 140,1 19,3 35,2 7,5 138,8 14,9 22,8 5,5 99,1
Cortes Descartados 89% 73% 89% 61% 83%
Tempo(s) 1050,00 | 562,25 | 615,00 367,75 | 996,38 | 559,25 | 492,63 358,00 | 1050,25 | 629,13
Gap fechado por n6é 045% | 027% | 0,37% 0,40% | 0,35% | 0,21% | 0,35% 041% | 032% | 0,43%
Tempo por nd(s) 64,42 1,02 1,16 0,07 | 46,29 0,93 0,68 0,32 56,70 2,61

Tabela 3.2: Comparacdo entre as técnicas IC e IR
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3.5.2 Testes de Parametros

A secdo anterior indica claramente dominéncia da técnica de inser¢do com reotimizagdo (IR)
em detrimento da inser¢do completa (IC). Portanto esta técnica é adotada nesta fase de ajuste de
parametros e em todos os testes que se seguem. Para todos os parametros citados na Secdo 3.2 € feito
o ajuste de valores na presente se¢do, utilizando um subconjunto das instancias disponiveis.

O parametro frac_rhs, que define a parte fraciondria minima que deve ter o lado direito da linha
do tableau para que seja considerada na geracao de cortes, foi mantido fixo em 0,05 na se¢do anterior.
Este valor mostrou-se adequado pois ndo foram gerados erros de precisdo em nenhuma instancia.
Portanto, para os demais testes, este valor € mantido.

A relaxacdo do lado direito, rsh_relax, foi mantida em 0 para todos os cortes na se¢do anterior.
Como nenhum erro de precisao foi gerado, este valor foi mantido nos demais testes.

Critérios de Descarte

Alguns dos critérios de descarte de corte também foram calibrados segundo os testes da secao
anterior. O parametro viol_min define a minima violacdo em relac@o a solugdo atual que deve ter um
plano de corte para que considere-se que ele viola de fato a solucdo atual. O valor adotado para este
parametro ¢ 10~*, assim como em (Goycoolea, 2006).

Da mesma forma, a razio maxima entre os coeficientes foi mantida em 10°. O nimero maximo
de coeficientes ndo nulos ¢é fixado em 100%, ou seja, ndo é necessdrio limitar este coeficiente, pois
utilizando-se seu valor maximo, nenhum erro de precisao foi gerado para nenhuma das instancias dos
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testes da secao anterior.

Instancias

Para os testes de pardmetros das proximas secdes foram consideradas as instancias da mochila
multidimensional, mkp10.100-00, mkp10.100-10, mkp10.250-00, mkp10.250-10, mkp10.250-20, ins-
tancias da MIPLIB, harp2, air04, airO5 e p2756, e instancias de GAP, b05200, c10100 e d05200.

Tamanho Maximo do Round

Os parametros usados para este teste sdo os mesmos da Tabela 3.1, a ndo ser pelo parametro de
paralelismo que € mantido em max_par = 99%.

Foram considerados trés valores para o tamanho maximo do round: 10%, 50% e 100%. A Tabela
3.3 mostra o gap de integralidade fechado para os cortes GIM, CFF e CG-Nivel, em um tempo
maximo de execu¢do de 1800 segundos.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia 10% 50% 100% 10% 50% 100% 10%  50% 100%

mkpl0.100-00 58,96 59,37 5791 49,65 44,48 43775 54,48 52,57 53,07
mkpl10.100-10 67,51 72,29 73,20 57,06 54,38 50,51 60,78 63,32 60,94
mkp10.250-00 27,88 28,16 25,75 21,02 20,56 20,52 24,50 22,29 24,76
mkp10.250-10 34,83 32,90 32,99 2841 26,09 2440 31,07 30,15 30,95
mkpl10.250-20 37,86 34,04 35,78 22,34 23,27 30,76 31,62 31,75 30,48

air04 2544 11,54 21,02 29,63 14,67 10,30 26,29 23,64 23,61
air05 58,69 34,42 2097 47,67 3493 31,69 48,05 32,67 31,12
harp2 53,69 68,57 55,34 70,38 61,46 6390 68,53 33,86 42,87
p2756 307 355 355 2,13 295 2,13 324 2,13 227

b05200 31,72 44,60 40,42 54,62 2648 52,40 100,00 43,14 49,88
c10100 66,05 61,80 68,80 56,24 54,42 4536 41,62 4791 21,86
d05200 14,38 15,33 16,50 2,48 590 6,69 9,55 12,20 12,13

Média 40,01 38,88 37,69 36,80 30,80 31,87 41,64 32,97 32,00

Tabela 3.3: % Gap fechado com variagdo tamanho do round

Note que para os trés cortes a maior média € obtida para o tamanho do round 10%. O ganho no
fechamento do gap para este tamanho de round é de aproximadamente 8% em relagdo aos demais,
para o corte CG-Nivel. Para os cortes CFF este ganho é de aproximadamente 5%. Para os cortes
GIM, o ganho € menor e em torno de apenas 2% em relacdo ao round completo.

A Tabela 3.4 mostra as médias de nds avaliados, cortes gerados, e cortes inseridos apds a reoti-
mizacdo. E possivel notar a tendéncia de diminui¢io de nés avaliados quando o tamanho do round
¢ aumentado, pois a adicdo de mais cortes aumenta o tempo gasto na reotimizacdo. Este efeito da
diminui¢cdo da quantidade de nés pode contrabalancear o ganho obtido pela inser¢dao de mais cortes.

Nota-se que o nimero de cortes que sao inseridos no PL apds a reotimizacdo € semelhante para
os trés tamanhos de rounds. Isto pode ser explicado pelo fato de que a utilizagdo de um round maior
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GIM CFF CG-Nivel
Médias 10% 50%  100% 10% 50% 100% 10% 50%  100%
Nos 34793 32.381 31.682 20.890 15929 16.760 33.242 30.302 29.770

Cortes gerados  53.168 78.322 85.169 77.737 258.641 310.867 48.568 76.603 66.217
Cortes inseridos  30.504 29.536 30.230 29.347  28.039  28.704 28.660 27.993 26.792

Tabela 3.4: Variacdo do tamanho do round

também implica na inserc@o de cortes possivelmente menos eficazes, ja que os cortes sdo ordenados
pelo critério de eficiéncia. Assim, um round menor pode ja concentrar a maioria dos cortes que sao
inseridos no PL apds a reotimizacao.

Critérios de Selecao

Este teste busca averiguar a eficiéncia dos dois possiveis critérios para a selecao de cortes expostos
na Secao 1.5. Goycoolea (2006) sugere que a selecdo por eficiéncia produz melhores resultados, mas
que por outro lado € computacionalmente mais custosa.

Todos os parametros do teste, com exce¢ao do critério de sele¢do, sdo os mesmos do teste anterior,
e € utilizado o tamanho do round 10%, que apresentou melhores resultados.

A Tabela 3.5 resume os resultados obtidos. Pode-se observar, no conjunto de instincias proposto,
que o critério de selecdo por eficiéncia obteve melhores resultados do que o critério de selec@o por
violacdo, o que sugere que o seu maior custo computacional € recompensado.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia viol. efic.  viol. efic.  viol. efic.

mkpl10.100-00 60,44 58,96 49,53 49,65 54,65 54,48
mkpl10.100-10 61,53 67,51 56,07 57,06 61,68 60,78
mkp10.250-00 27,98 27,88 22,35 21,02 24,777 24,50
mkp10.250-10 34,03 34,83 23,35 2841 30,65 31,07
mkp10.250-20 38,45 37,86 29,28 22,34 33,39 31,62

air04 33,08 25,44 9,05 29,63 10,66 26,29
air05 45,54 58,69 35,25 47,67 31,26 48,05
harp2 46,48 53,69 6047 70,38 5544 6853
p2756 3,19 3,07 338 2,13 452 3,24

b05200 43,88 31,72 22,93 54,62 52,55 100,00
c10100 63,28 66,05 37,63 56,24 5488 41,62
d05200 19,11 1438 247 2,48 10,19 9,55

Média 39,75 40,01 29,31 36,80 35,39 41,64

Tabela 3.5: % Gap fechado para os critérios de selecao violagdo normalizada e eficiéncia
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Uso de Descarte por Paralelismo

Este teste verifica a eficacia do descarte por paralelismo. A verificagdo de paralelismo requer um
grande nimero de operacdes, pois € feita entre o corte gerado e todos os outros cortes jd inseridos. Por
outro lado, a insercdo de um corte paralelo a outro ja existente acarreta um aumento desnecessario
do problema. O paralelismo entre cortes € medido segundo (1.23) e, entre cortes semelhantes, €
descartado o de menor eficiéncia.

A Tabela 3.6 mostra os resultados obtidos para os mesmos parametros do teste de round (10%),
com e sem uso de descarte por paralelismo. Nesta tabela, max_par = 1, ou seja, 100% de paralelismo
€ aceito e nenhum corte € excluido. Para max_par = 0,99, cortes semelhantes sdo descartados. Os
resultados demonstram que o descarte de cortes por paralelismo € eficaz, aumentando significativa-
mente o gap fechado para a maioria das instancias.

A Tabela 3.7 mostra que a checagem de paralelismo gera um grande aumento da quantidade de
noés avaliados, e ainda assim, diminui a quantidade total de cortes inseridos antes da reotimizagao.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia max_par=1 max_par=0.99 max_par=1 max_par=0.99 max_par=1 max_par=0.99
mkp10.100-00 54,47 58,96 45,36 49,65 46,02 54,48
mkp10.100-10 67,57 67,51 52,87 57,06 53,45 60,78
mkp10.250-00 20,00 27,88 16,85 21,02 13,90 24,50
mkp10.250-10 27,14 34,83 19,83 28,41 18,95 31,07
mkp10.250-20 27,48 37,86 20,95 22,34 23,01 31,62
air04 12,39 25,44 49,37 29,63 32,69 26,29
air05 41,07 58,69 57,55 47,67 50,56 48,05
harp2 68,65 53,69 48,24 70,37 75,99 68,53
p2756 1,77 3,07 3,38 2,13 2,13 3,24
b05200 22,70 31,72 11,33 54,62 18,17 100,00
c10100 60,48 66,05 50,31 56,24 67,76 41,62
d05200 10,74 14,38 2,48 2,48 5,85 9,55
Média 34,54 40,01 31,54 36,80 34,04 41,64

Tabela 3.6: % Gap fechado com e sem uso de descarte por paralelismo

GIM CFF CG-Nivel
Médias par=1 par=0.99 Var. par=1 par=0.99 Var. par=1 par=0.99 Var.
Noés 12816 20890 63% 14400 34793 142% 13368 33242 149%

Cortes gerados 89288 77737 -13% 83872 53168 -37% 80695 48568 -40%
Cortes inseridos 27354 29347 7% 27034 30504 13% 27165 28660 6%

Tabela 3.7: Uso de descarte por paralelismo
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3.5.3 Parametros Relativos a Cortes

No Capitulo 2 sdo descritos os parametros relativos aos cortes CFF, k-cortes e CG-Nivel. Nesta
secdo propde-se testes relativos ao uso destes parametros utilizando-se 0 mesmo conjunto de instan-
cias da se¢do anterior.

3.5.4 Corte Fracionario Forte

O algoritmo ALG-CFF, apresentado na Se¢ao 2.2.1 é usado para analisar a variagao de parametros
do corte CFF.

O primeiro teste € feito multiplicando-se as linhas por —1 antes da geracao do corte, sempre que a
parte fraciondria do lado direito for < 1/2 para obter uma nova linha cujo k = 1, ou seja CFF-Kmax
=1.

No segundo teste, propde-se a limitagdo de k& tomando a metade do méximo valor possivel para
k. Como ja definido na Se¢do 3.5.2, frac_rhs = 0,05, e portanto, 1 < k < [1/frac_rhs| — 1, ou
seja, 1 < k < 19. Desta forma, CFF-Kmax = |19/2| = 9. Assim, para todo k£ > 9 é aplicada a
pré-multiplicacio por —1, de forma que o novo corte € obtido com k£ = 1, e para as demais linhas que
apresentarem k£ < 9, o corte € aplicado sem modificacdes.

O terceiro teste consiste em usar o parametro CFF-Kmax = 400, ou seja, k nao estd limitado e
nao ¢ aplicada nenhuma modificac@o a linha do tableau antes da geracao do corte CFF.

A Tabela 3.8 mostra os resultados obtidos para este teste. Nota-se que o parametro CFF-Kmax =
1, que equivale a forma como Letchford e Lodi (2002) aplicaram o corte, gera os melhores resultados.
Note que o gap médio fechado é menor para a estratégia que limita k parcialmente, de onde conclui-se
que a imposicao de uma limitagdo deste parametro ndo € interessante.

Instancia CFF-Kmax=1 CFF-Kmax=9 CFF-Kmax=+oco

mkp10.100-00 49,65 47,3 46,9
mkp10.100-10 57,06 51,68 53,57
mkp10.250-00 21,02 15,57 16,78
mkp10.250-10 28,41 22,4 20,13
mkp10.250-20 22,34 21,69 22,18
air04 29,63 9,05 26,6
air05 47,67 47,79 52,15
harp2 70,38 40,75 55,46
p2756 2,13 1,77 2,303
b05200 54,62 52,3 52,9
c10100 56,24 61,7 62,24
d05200 2,48 5,85 5,86
Média 36,80 31,49 34,76

Tabela 3.8: Variagao do maximo k para o corte CFF
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3.5.5 K-cortes

O algoritmo ALG-K, apresentado na Sec¢ao 2.3, € usado para analisar a variacdo de parametros
dos k-cortes. Sdo usados trés valores de MAXCL. Este parametro determina o miaximo de k-cortes
gerados por linha do tableau, sendo o melhor corte escolhido para inser¢do. A Tabela 3.9 mostra os
resultados obtidos para este teste. O valor de MAXCL = 3 gerou os melhores resultados, o que indica
que € mais interessante testar menos valores de £ por linha do tableau.

Instancia MAXCL=3 MAXCL=5 MAXCL=10

mkp10.100-00 71,00 72,31 71,36
mkp10.100-10 86,53 85,08 83,37
mkp10.250-00 30,19 29,61 33,01
mkp10.250-10 37,52 36,60 35,00
mkp10.250-20 39,93 39,90 42,18
air04 18,73 28,05 15,50
air05 40,75 34,38 34,38
harp2 52,08 48,05 53,97
p2756 5,35 7,77 4,39
b05200 100,00 100,00 100,00
c10100 79,97 52,94 64,70
d05200 14,76 15,68 14,24
Média 48,07 45,86 46,01

Tabela 3.9: Variagcdes do maximo de cortes por linha para o k-corte

3.5.6 Corte Chvatal-Gomory-Nivel

A geracdo do corte CG-Nivel implica na determinacdo dos parametros p e d. O algoritmo ALG-
CGN define, na Segdo 2.4.2, o nimero de conjuntos de parimetros (p, d) utilizados na geragdo de
cortes para uma mesma linha do tableau. Para tanto, recebe como parametro, além da linha do
tableau, os valores de P,.in » Pmaz € MAXPY. O valor de MAXPY determina o maximo de valores
atribuidos a y, dado um parametro p. Para testar o impacto da variacdo destes parametros foram
utilizados os valores da Tabela 3.10, € p,,,;, = 1.

(Pmazs MAXPY) | Ap

3, 1) 3
(3,3) 1
@8, 1) 8
8, 4) 2
(8, 8) 1

Tabela 3.10: Parametros de teste para ALG-CGN
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A Tabela 3.11 apresenta o resultado da variacdo destes parametros para o conjunto de 12 instancias
utilizados nos testes anteriores, utilizando o algoritmo de duas fases. E esperado que uma faixa mais
ampla de parametros permita a geracio de cortes mais fortes, mas que também aumente o tempo gasto
na geracao de cortes. Neste teste, o conjunto de parametros [8, 4] apresentou o melhor resultado.

Instancia 3,11 [8,1] [3.3] 1[8,8] [8.4]

mkp10.100-00 56,09 56,06 54,41 51,05 53,88
mkp10.100-10 65,65 65,62 60,78 62,23 64,66
mkp10.250-00 23,21 23,16 24,23 22,60 24,71
mkp10.250-10 29,62 29,58 31,04 29,06 30,51
mkp10.250-20 33,16 33,1 31,61 31,3 32,33

air04 29,71 29,7 263 29,7 304
air05 45,77 45,77 48,05 43,71 39,52
harp2 70,98 70,98 68,773 61,74 71,97
p2756 2,77 244 4 181 1,82
b05200 100 100 100 100 100

c10100 39,49 3994 4243 29,62 57,13
d05200 12,41 12,39 9,74 9,52 9,57

Média 42,41 42,40 41,78 39,36 43,04

Tabela 3.11: Resultados de teste para ALG-CGN

O préximo teste tem a fungdo de medir o ganho proporcionado pela aplicacdo dos algoritmos de
duas fases do corte CG-Nivel. A Tabela 3.12 apresenta o gap de integralidade fechado para o0 mesmo
conjunto de instancias e parametros do teste de round (10%) que utiliza segunda fase.

Note que a aplicacdo dos algoritmos de duas fases ndo provocaram grande diferenca no gap fe-
chado para estas instancias. Isto pode ser explicado pelo fato de que o ganho proporcionado pela
segunda fase ndao é compensado pelo tempo gasto para recalcular os pardmetros do corte. O fato de os
problemas testados possuirem muitas varidveis torna mais dificil encontrar um parametro que atenda
as condi¢des de todos os coeficientes de um dado sinal, e a0 mesmo tempo possibilite a modificacdo
de uma parte dos coeficientes do sinal oposto.

3.6 Testes Comparativos

Esta secdo apresenta a comparagdo entre os planos de corte citados para um conjunto de 40 ins-
tancias. A partir dos resultados das secdes anteriores, o conjunto de parametros usados é mostrado
na Tabela 3.13. O tempo maximo de execugdo € de 300 segundos. O pré-processamento do CPLEX
¢ habilitado, assim como a opg¢ao strong branching.

A insercdo dos cortes GIM e k-cortes exige a adi¢cdo de uma nova varidvel de folga real. Para
aplicar estes cortes utilizando-se apenas varidveis inteiras, propde-se a substituicao das varidveis de
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Instancia 2 fases 1 fase

mkp10.100-00 54,48 54,38
mkp10.100-10 60,78 60,72
mkp10.250-00 24,50 24,22
mkp10.250-10 31,06 31,15
mkp10.250-20 31,62 31,67

air04 26,29 23,29
air05 48,05 48,05
harp2 68,53 68,53
p2756 324 34
505200 100 100
10100 41,62 42,44
d05200 9,55 9,48
Média 41,64 4144

Tabela 3.12: Comparagdo entre o uso de 1 ou 2 fases (pu: = 3, MAXPY = 3)

folga reais antes da derivagdo do corte. Desta forma, tem-se os cortes GIF e k-cortes (GIF), respecti-

vamente.
Parametro Valor
frac_rhs 0,05
max_round_percent 10%
viol_min 10~
max_razao 10°
max_nao_nulos 100%
max_par 99%
rhs_relax 0
crit_sel eficiéncia
CFF
CFF-Kmax 1
k-corte
MAXCL 3
CG-Nivel
pmax 8
MAXPY 4
duas fases sim

Tabela 3.13: Parametros utilizados nos testes da Secao 3.6

As relacdes de dominancia existentes entre os cortes sdo do corte GIF, k-cortes (GIF) e CFF em
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relacdo ao corte fracionario (GI). Portanto € esperado que estes cortes superem o corte GI em relagao
ao gap de integralidade fechado.

Note que ndo hd como comparar o corte GIM com os cortes para programagao inteira pura, pois o
corte GIM ¢é aplicado sobre varidveis reais. Ainda assim, quando este corte (GIM) é aplicado apenas
sobre varidveis inteiras, ele € equivalente a GIF e, portanto, domina GI. O mesmo vale para os k-
cortes. Portanto, é esperado que o gap fechado por GIM e k-cortes com varidveis reais também seja
superior ao gap fechado pelos cortes fracionarios.

A Tabela 3.14 mostra o gap de integralidade fechado pela aplicacdo dos planos de corte a cada
instancia, enquanto a Tabela 3.15 mostra o gap de integralidade fechado para cada grupo de instancia
e a Tabela 3.16 mostra a quantidade de nds avaliados e cortes inseridos. A Tabela 3.17 mostra a
relacdo de cortes por no.

Como esperado, a Tabela 3.14 mostra que os cortes GIM, k-cortes e CFF possibilitam um maior
fechamento do gap que o corte fraciondario (GI). Dentre estes trés cortes, o k-corte possibilitou o maior
gap médio fechado para este conjunto de instancias. Os cortes GIF e k-cortes (GIF) apresentam gap
médio fechado maior do que os cortes equivalentes para programacao inteira mista.

O corte CG-Nivel supera os cortes CFF e os cortes fraciondrios no fechamento do gap de inte-
gralidade. Note que ndo ha relacdo de dominancia entre o corte CG-Nivel e os demais. Mas o corte
CG-Nivel possibilita o uso de variacdo de parametros através da aplicacdo do algoritmo ALG-CGN,
de modo a selecionar cortes mais fortes a partir da mesma linha. Os cortes CFF também apresen-
tam gap médio fechado maior que os cortes fraciondrios, o que € esperado por serem teoricamente
superiores.

O comportamento dos planos de corte em relagdo ao gap fechado € semelhante para as instancias
da mochila multidimensional, da mochila multidimensional com restricoes de demanda e da MIPLIB.
Os cortes GIF e k-cortes (GIF) superam os cortes mistos correspondentes, GIM e k-cortes, no fecha-
mento do gap médio de integralidade. Os demais cortes apresentam resultados inferiores aos cortes
mistos. Esta mesma relacdo pode ser observada para instancias de designacdo generalizada, mas a
diferenca entre os cortes GIF e k-cortes (GIF) e os demais é mais acentuada.

Observe ainda que a razdo de cortes por né exibida na Tabela 3.17 € menor para os cortes GIF e
k-cortes (GIF), para todos os tipos de instancia. Estes cortes sdo seguidos pelos cortes mistos, GIM e
k-cortes. O fato de que os cortes cuja razao de cortes por né € menor apresentam, em geral, maior gap
médio fechado indica que, para os demais cortes, o problema linear de cada n6 pode ter se tornado de
dificil solucdo, e o beneficio proveniente da inser¢ao de cortes pode ter sido diminuido pelo tempo
gasto na resolucao do PL.

Observe na Tabela 3.16 que para problemas da mochila multidimensional, a quantidade média de
cortes € semelhante. Entretanto, a média de nds avaliados € menor para os cortes cujo fechamento do
gap € menor (Tabela 3.15). Este fato € refletido na razdo de cortes por n6 da Tabela 3.17, indicando
que a inser¢ao de cortes sem grande ganho no fechamento do gap de integralidade leva a um resultado
final inferior.

3.7 Conclusoes

A partir dos testes apresentados na Secdo 3.5.1, fica claro que o uso da técnica IC gera melhores
resultados do que a aplicac@o da técnica IR. Esta técnica possibilita que cortes cuja varidvel de folga
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¢ bdasica, e que, portanto, ndo estdo ativos, ndo sejam inseridos no PL da arvore de branch-and-
cut. Desta forma, o problema linear resultante torna-se mais ficil de ser resolvido, e mais nds sdao
avaliados em um mesmo intervalo de tempo. O percentual de gap fechado ao final € sempre maior
para IR, indicando que a insercdo de cortes acarretada pela técnica IC € excessiva.

Ainda observando os resultados da comparacao entre IC e IR, conclui-se que os valores adotados
na literatura para os parametros relacionados a erros de precisdo, max_razao € viol_min sdo adequa-
dos, pois estes mesmos valores foram usados no teste indicado sem gerar erros de precisao numérica.
Além disso, o parametro que procura adicionar folga ao corte, rhs_relax, mostrou-se desnecessario
para todos os cortes, inclusive aqueles com varidvel de folga real.

Os testes também demonstram que o uso do critério de descarte por paralelismo aumenta o per-
centual de gap fechado para todos os planos de corte, ao evitar a adi¢do de cortes redundantes.

Entre os dois critérios de selecao utilizados, o critério de eficiéncia mostrou os melhores resulta-
dos. Apesar de apresentar maior custo computacional do que o critério de violacdo normalizada, o
percentual de gap fechado ao final da execug@o € maior para este critério.

Balas et al. (1996b) mostram resultados relativos ao tamanho do round de cortes, utilizando os
mesmos valores deste trabalho: 10%, 50% e 100%. Os autores concluem que o round completo gera
melhores resultados. Entretanto, os testes feitos pelos autores referem-se apenas ao no raiz. Neste
trabalho, os resultados apontam para o uso do tamanho de round 10%.

Testes de parametros foram executados para o corte fraciondrio forte (CFF), K-cortes e para o
corte CG-Nivel. O corte CFF apresentou melhores resultados quando implementado segundo pro-
puseram os autores em (Letchford e Lodi, 2002). A pré-multiplicagdo por —1 antes da geracdo do
corte € um procedimento heuristico que mostra resultados satisfatorios experimentalmente. Para os
K-cortes, a geracao de no maximo trés cortes por linha apresentou melhores resultados em relacao ao
gap fechado.

Para o corte CG-Nivel, o teste relativo aos paradmetros p € d mostraram que uma faixa mais ampla
de parametros permite a geracao de cortes mais fortes, proporcionando um maior fechamento do gap
médio. A aplicacdo das estratégias de duas fases mostrou uma pequena melhoria no gap médio final,
indicando pequeno ganho proporcionado pela segunda fase ao se reajustar coeficientes de um dado
sinal.

Os teste comparativos realizados mostram um maior fechamento do gap médio para os cortes
GIM, GIF, K-cortes e K-cortes (GIF). Os cortes calculados apenas sobre varidveis inteiras, GIF e
K-cortes (GIF), mostram o maior gap médio fechado. Estes cortes superaram o corte fracionario GI.
Este resultado j4 era esperado, pois os cortes GIF e K-cortes (GIF) dominam o corte GI. O mesmo
resultado também se confirmou a partir da aplicagc@o dos cortes andlogos, com varidveis reais, GIM e
K-cortes, que dominam os cortes fraciondrios quando aplicados apenas sobre varidveis inteiras.

Os cortes CFF dominam os cortes fraciondrios, € o gap médio fechado também é maior para este
corte. Ja o corte CG-Nivel ndo apresenta relacdo de dominancia em relagdo aos demais cortes, mas
o seu desempenho € superior ao dos corte fraciondrio e do corte CFF. Tal comportamento pode ser
explicado por ser um corte mais maledvel em relagc@o a variacao de parametros.

Os resultados apontam que a introdugdo de qualquer corte deve ser criteriosa. O tempo gasto na
resolucdo do PL de cada n6 pode superar o ganho proporcionado pela inser¢ao de novos cortes.
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Gap fechado(%)

Instancia GI GIM GIF CFF  K-corte K-corte(GIF) CG-Nivel
5-250-1-0-1 1495 3422 3509 12,87 31,56 33,01 22,69
5-250-1-0-3 15,66 38,50 35,89 15,11 28,80 29,82 16,28

5-250-1-0-11 12,98 31,27 34,04 12,15 34,01 28,94 14,18
5-250-1-1-0 21,46 36,63 41,37 2097 42,12 40,55 20,94
5-250-1-1-2 14,02 31,98 3047 1544 33,32 28,65 14,07
5-250-1-1-6 20,25 35,75 35777 1994 30,09 34,57 17,90
10-100-1-0-0 36,83 41,14 47,53 29,46 41,52 49,28 38,88
10-100-1-0-1 3191 4048 47,06 32,25 39,08 44,66 33,01
10-100-1-1-14 52,63 61,73 70,05 56,69 67,45 82,60 60,22
10-100-5-0-10 31,29 38,20 46,59 33,00 38,37 47,01 30,73
10-100-5-1-14 34,45 49,80 51,49 37,88 49,72 50,84 32,43
10-100-10-0-0 41,23 51,09 54,61 8693 49,19 69,81 39,30
cap6000 63,55 63,55 63,55 63,55 67,05 63,55 63,55
fast0507 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59
harp2 22,69 60,98 75,16 40,46 53,30 76,39 43,50
manna§1 2293 2293 2293 2293 2293 22,93 24,06
p2756 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 95,35
mkp5.500-06 14,84 22,83 2248 16,57 22,69 21,56 24,58
mkp5.500-16 13,34 28,31 25,84 10,74 3438 19,54 25,14
mkp5.500-26 22,83 36,30 40,70 24,02 43,04 31,41 34,51
mkp10.100-07 74,84 100,00 100,00 76,00 100,00 100,00 87,86
mkp10.100-17 67,49 79,76 100,00 67,22 81,61 100,00 72,77
mkp10.250-05 16,45 23,93 27,80 16,30 24,33 27,42 18,39
mkp10.250-15 23,21 27,63 32,60 20,84 2781 32,05 24,75
mkp10.250-25 16,95 3748 41,79 2645 3745 41,02 31,06
mkp10.500-00 1,70 10,02 11,29 423 10,73 10,91 6,25
mkp10.500-11 4,62 12,07 13,47 3,00 12,18 13,08 8,75
mkp10.500-21 3,82 12,75 13,44 3,06 12,92 13,17 7,54
b10200 3,22 3,22 38,70 3,22 3,22 36,94 20,07
b20100 100,00 100,00 100,00 34,45 100,00 100,00 58,57
b20200 2,42 52,70 81,51 2,42 38,58 100,00 2,42
c05200 15,39 2,24 100,00 2,24 31,90 100,00 28,51
c10200 4,32 17,40 38,43 4,32 4,32 37,52 4,32
c20200 2,75 2,75 32,82 2,75 2,75 34,96 2,75
d05100 14,42 24,52 41,70 13,40 20,07 43,99 19,22
d10200 1,62 1,62 11,12 1,62 1,62 11,07 1,62
e05100 3397 67,19 100,00 31,29 67,99 100,00 47,43
e05200 22,10 32,03 100,00 32,06 40,01 100,00 22,10
e10100 3,75 13,29 39,15 31,08 12,82 42,50 3,75
e10200 5,99 5,08 25,86 5,99 5,08 27,61 5,99
Média 25,36 36,47 48,45 26,01 36,79 48,87 28,33

Tabela 3.14: % Gap fechado



3.7 Conclusoes

Média de gap (%)
Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 27,31 23,64 4335 17,49
GIM 40,90 35,55 51,01 26,84
GIF 44,16 39,04 53,85 59,11
CFF 31,06 24,40 46,91 13,74
K-corte 40,44 37,01 50,17 27,36
K-corte (GIF) 4498 37,29 54,09 61,22
CG-Nivel 28,39 31,05 46,81 18,06

Tabela 3.15: Média do gap fechado por tipo de instancia

Média de nds

Média de cortes

Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 5581 6446 182 393 11563 8195 392 869
GIM 14018 16978 192 1092 14834 8874 388 1245
GIF 35847 25704 1453 8132 13982 7768 818 1676
CFF 5654 6266 229 419 11463 8674 367 837
K-corte 13298 17653 183 1088 14456 9488 372 1236
K-corte (GIF) 31154 22345 1202 8124 13457 7634 686 1916
CG-Nivel 5561 13140 201 567 8662 8204 525 757

Tabela 3.16: Médias para cada plano de corte

Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 2,07 1,27 2,16 2,21
GIM 1,06 0,52 2,02 1,14

GIF 0,39 0,30 0,56 0,21
CFF 2,03 1,38 1,60 2,00
K-corte 1,09 0,54 2,04 1,14
K-corte (GIF) 0,43 0,34 0,57 0,24
CG-Nivel 1,56 0,62 2,61 1,34

Tabela 3.17: Razdo de cortes por n6
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Apéndice A
Complementacao do Capitulo 2

Este apéndice detalha algumas passagens do Capitulo 2.

A.1 Proposicao 2.3

A prova desta proposicao ¢ facilitada pela defini¢do dos conceitos e lemas colocados a seguir.
Seja a® o termo a¥ na equagdo recursiva (2.24), suprimido o indice i. Nos lemas a seguir,
considera-se que

k _ a e k

/6 = _dk d —a ,¢€ (Al)
k— ok A" i

’}/ — /6 — dkf+1 d . (Az)

Ambas as defini¢cdes acima sdo sempre positivas. Dividindo-se a expressdo de 3* por d¥, obtém-se
B /dr = (ak/d’ﬂ —ak/d".

Observe que 3% /d* é a diferenca entre o teto de um nimero e ele mesmo, e, portanto, 3*/d* > 0.
Como d* > 0, entdo 3* > 0. Analogamente, sabendo que d**! > 0, obtém-se

,.)/k:/dk’Jrl — Bk/dk+1 _ Lﬁk/dk+lj ,

e, portanto, v¥ > 0.
Também é possivel mostrar que d* > 5% e d**! > ~*. Observe que d* > 3* é equivalente a

d* > [a*/d*] Jd* — a".
Dividindo-se esta equacdo por d*, obtém-se
1> [a*/d"] —d"/d",
e, portanto, d* > 3*. De maneira andloga, d**' > ~* implica que

dk+1 > 61{ _ Lﬁk/korlJ dk+1’ ou

81
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1> ﬂk/dk—H o Lﬁk/dk+1J ,

e, portanto, d**1 >~
Em suma, 3* e * sdo definidos de forma que

d* > gk >0 (A.3)

4 > Ak >, (A4)
Lema A.1. [a"T/d**Y| = [a/d¥] — | BF /" ].
Demonstracio: Dividindo a equagio (2.24) por d**!, obtemos

aF 1 A = g L — (ak/dkw (l/dkz-l-l) .

A partir da defini¢do de 5* (equagdio A.1), tem-se a* = [a*/d"| d* — B* que, se divido por d*
resulta em

a* Jd+ = (ak/dk" (dk/dk+1) — gk,
Substituindo este termo na expressdo de a**! /d**1, temos:
b1 /gl = (ak/dk" (dk/dk+1) — Bk /dE — (ak/dk" (1/dk+1)
— "ak/dk" [(dk o 1) /dk+1j| o Bk/dk+1.
Mas, pela equacio (2.23), d**! = d¥ — 1 e, entdio, a equaciio acima torna-se
b1 /gl = (ak/dk“ — B%/d*1 ou
ak—f—l/d/ﬂ—i—l + ﬁk/dk—l—l — "ak/dk" )

Na equagdo acima, um nimero inteiro ([a*/d*|) ¢ igual a soma de outros dois fraciondrios. Isto
acontece se e somente se a parte fraciondria das parcelas (a'““ Jd* e gk )/ d"’“) sdao complementares,
ou seja, tém soma unitdria. Sendo assim, podemos escrever que

a1/ 4 [0 = o]
ou, escrevendo de outra forma,

a1/ = [ab/d] = [84/d1] . O
Lema A.2. v% = g++1,

Demonstracdo: Pela defini¢do de 3% (equagdo A.1), sabe-se que §5*! = [a**! /dFT1] @Fh — b2,
Utilizando o resultado do Lema A.1, podemos substituir (ak“ / dk“w nesta equagao, gerando

g+t — ((ak/dk“ _ Wk/dkﬂj) N
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— "ak/dk" dk+1 o Lﬁk/dk-‘rlj dk—f—l o (lk—H.
Como d"™ = d* — 1 e a*™' = a; — [a*/d¥], temos
ﬁk’-i—l "ak/d"‘ )_ Lﬁk’/dk’-‘rlj dk—i—l_(ak_ "ak/dk")

= a
([ k/dk" dF — ) Wk/dkﬂj L ([ak/dﬂ _ (ak/dk")
ﬁ Wk/korlJ dF — k. ]

Lema A.3. Se d"™' > (% entdo [a**!/d*] = [aF/d¥] e pFTT = p*.

Demonstragdo: Se d*™' > g%, entdo |3*/d**!| = 0. Neste caso, pela defini¢do de +* (equagdo
A.2), v* = B*. Mas, pelo lema (A.2), v¥ = 3**+1. Portanto, 3**! = *.

A segunda parte deste lema deriva diretamente do Lema A.1, que diz que [a*™ /d"*!]| = [a/d¥] -
| 3% /d*|. Dado que | 8% /d*™| = 0, conclui-se que [a*™ /@] = [a*/dF]. O

Lema A4. . Sejar = [d — (3], onde § = °. Entdo 5* = e [a*/d"] = [a/d] parak <r —1,¢
a* =a—kla/d] parak <r.

Demonstracdo: Note quer = [d — | = |[d — ] +1 < d — + 1. Portanto, d — (r — 1) > /3, ou,
d"~! > 3. Como d* é funcdo decrescente de k, podemos concluir que

d* > B,parak =0,1,....,r — 1.
Pelo Lema A.3, d**! > 3% implica 3**! = 3*. Aplica-se recursivamente este lema. Inicialmente,
d' > /3, que implica 3 = 3. Portanto,
d*> > ', que implica 5% = 3' = 3,
-1 >HBT_2, que implica 7! = f3.
E, portanto, podemos concluir que
B* =B, parak =0,1,....,r — 1.
Também pelo Lema A.3 podemos concluir de forma andloga que
[a*/d*] = [a/d] ,parak =0,1,.,r —1.
Observando a equacio (2.24), que define a* recursivamente, podemos escrever que

a' =a—[a/d],
a’*=da" —[a'/d"] =a—2[a/d],

o' =a—(r—2)[a/d] - [a/d] =a—(r—1)[a/d],
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a =a' =[N d T =a—r[a/d].
A generalizagdo deste procedimento d4 origem ao dltimo resultado desta proposicao,

a* =a—kl[d"/d"] parak =0,1,...,r. O

O ultimo lema define o termo 7, muito importante na defini¢do do corte CG-Nivel. O termo 7 é
uma medida da diferenga entre d e 3, e portanto, é fun¢do do coeficiente a® da equagdo original e
do parametro d. Este lema consegue definir uma expressao fechada para o coeficiente a”, desde que
p < r. Os préximos lemas t€m a fung@o de encontrar a expressdo fechada para a” quando p > r,
completando a base para a prova da Proposicao 2.3.

Lema A.5. Se 0 < d*' < g*, entdo fF! < 1.
Demonstracdo: Pela defini¢io de * na equacio (A.2), podemos escrever que
(ﬁkz _719) JdFH = Wk/dkHJ ‘
Mas, pela premissa do lema, 0 < d**! < ", e portanto, | 3*/d"**| > 1, originando
(ﬁk _ ,yk) JdH > 1,
que pode ser reescrita como
A< gE it
Considerando que dFH = gk — 1, temos
< - (d -1 =1 (d" - 5.

Pela equagio (A.3), d* > [*. Portanto, v* < 1. Como o lema A.2 diz que v* = 3%, temos
gl <1. O

Lema A.6. Seja r 0 mesmo definido no Lema A.4. Entdo, [a*/d*| = [a”/d"] parar <k <p— 1.

Demonstra¢io: Por defini¢io r = [d — 3]. Portanto, d — r < 3. Mas, pelo Lema A.4, 57! = 3.
Entdo podemos concluir que d — r < 31, ou, pela equagio (2.23), d” < "!. Aplicando o Lema
A.5, conclui-se que 5" < 1.
Mas, por defini¢ao na equacao (2.25), dF > 1, para k < p — 1. Entdo dk > g, parak <p— 1.
Assim como foi feito no Lema A.4, utilizamos o lema A.3 para analisar que

d™™ > ", que implica 5" = 5" Portanto,
d™? > " que implica 372 = gt = 37,

dP~' > P72, que implica 57 = ",
E, portanto, podemos concluir que
B =" parak =r,r+1,...,p—1.
Também pelo Lema A.3 podemos concluir de forma andloga que

[a*/d*] = [a"/d"] ,parak =r,r+1,..,p—1. O
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Lema A.7. Sep > r + 1, entdo |51 /d"| < 1.

Demonstracdo: Note que se r = [d — (](Lema A.4) e d > [ (equagdo A.3), entdo r > 1.
Também pelo Lema A.4, foi provado que d"~! > e 37! = 3. Portanto, d"~! > 37~!. Como
d—' =d" + 1, temos d” + 1 > $"~1. Dividindo-se esta inequacdo por d”, obtemos

67’—1 d +1 1
< =14+ —.
@ @ T

Pela equacdo (2.25), d” > 1, jaque r < p — 1 (premissa do lema). Entao, ﬁr_l/dr <2 e
portanto, Lﬁr_l/drj <1. O

A partir dos lemas anteriores € possivel provar a Proposi¢do 2.3, referente a forma fechada do
termo a®.

Demonstracao da Proposi¢ao 2.3. Para 0 < p < r, o Lema A.4 apresenta o resultado desta proposi-
¢do. Japarap > r+ 1 é necessdrio encontrar a expressao de a”. Através dos lemas A.4 e A.6, sabe-se
que

~Jla/d], se0<k<r-—1,
(ak/dﬂ - {I’ar/dr"’ ser <k<p-—1.

Associando este resultado ao Lema A.1, temos [a"/d"] = [a/d] — |5""'/d"|. Pelo Lema A.7,
|5771/d"| = 1. Entdo temos [a”/d"] = [a/d] — 1. A partir destas observacdes [a*/d*] pode ser
reescrito como

ko ) la/dl, se0<k<r—1,
[a/dw_{(a/d}—l, ser <k<p-—1.

Utilizando os resultados acima e observando a forma recursiva do termo a” na equacdo (2.24),
podemos deduzir que

p

a’ =a— Z [a'/d"]

=a—) [a/d] = ([a/d] - 1)

—a—rfa/d] - (p—r) (Ta/d] - 1)
=a—pla/d+(p—r). O

A.2 Proposicao 2.4
A Proposicao 2.4 define os limites do termo a”, para a positivo ou negativo. Nesta secao, 0s

resultados desta proposi¢ao sdo demonstrados. Incialmente sido descritos os lemas que formam base
para a demonstracao.
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Lema A.8. [a/d] = [(a — a?)/p].

Demonstracao: Como r > 1, pela Proposicao 2.3, sabe-se que
a—pla/dl <d’ <a—pla/d] +(p—1),

e, portanto,
pla/d] = (p—1) <a—d” <pla/d].

Dividindo-se a expressdo acima por p obtém-se [a/d]| — 1+ 1/p < (a — a”)/p < [a/d]. Como
1/p — 1 > —1, podemos reescrever a expressio acima como

[a/d] =1 < (a—a”)/p <Ta/d].
A partir desta expressdo, conclui-se que [(a — a?)/p| = [a/d]. O

Lema A.9. Seja p > 1, um ndmero inteiro fixo. Seja d tal que d > p. Entdo, com o aumento do
parimetro d,

(i) a? aumenta ou permanece o mesmo para a > 0, e

(11) a” diminui ou permanece o mesmo para a < 0.
Demonstracao: Note que [a/d| > 1, paraa > 0,e, [a/d] < 0, para a < 0. Suponha, primeira-
mente, que o termo [a/d| continue constante, com o aumento de d. Neste caso, é necessdrio observar

o comportamento de a” com a varia¢do de r. Dado que r = [d — | e f = [a/d] d — a, podemos
reescrever r como

r=a=d(Ja/d] - 1)]. (A3

Se ocorrer o diminui¢do de 7 a partir de um valor infinito, a” permanece constante até que p > r
e af passe a agregar o termo (p — r) (observe a Proposigdo 2.3). Neste caso a” aumenta com a
diminuicdo de r. A andlise € andloga para o aumento de r. Assim, podemos concluir que

* Para a > 0, observe na equacao (A.5) que o aumento de d implica que r diminui ou permanece
constante, ja que [a/d] > 1. Assim, a” aumenta ou permanece constante.

» Para a < 0, observe na equacio (A.5) que o aumento de d implica que r aumenta ou permanece
constante, ja que [a/d] < 0. Assim, a” diminui ou permanece constante.

Suponha, agora que o termo [a/d] varie com o aumento do pardmetro d. Entdo, [a/d] diminui
para a > 0, e aumenta para a < 0. Aplicando o Lema A.8, para p constante, pode-se concluir que

e Paraa > 0, [a/d] diminui,e, portanto, a” deve aumentar para que a igualdade do Lema A.8 se
mantenha.

 Paraa < 0, [a/d]| aumenta,e, portanto, a” deve diminuir para que a igualdade do Lema A.8 se
mantenha. [
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Lema A.10. ¢ — [a] é o valor minimo de a” se a > 0 e o valor maximo de a” se a < 0. Isto ocorre
parad = p.

Demonstracao: Por defini¢do do corte CG-Nivel, d > p > 1. Portanto d = p é o valor minimo de
d. Pelo Lema A.9, para o valor minimo de d, a” assume seu valor minimo, para a > 0 e seu valor
maximo, para a < (. Neste caso, a equacdo (A.5) pode ser reescrita como

r={[a—p(la/p] =1)].

Comop € Z,,r=p—[a/p|p+|a],ou,p—1r = [a/p| p— [a]. Vamos demonstrar que p — r > 0.
Primeiramente, note que [a/p| p —a > 0. Como [a/p]| p € Z, podemos concluir que [a/p|p > [a].
Logo,p—7r > 0.

Portanto, se d = p, entdo p > r, e a” assume seu valor minimo, se a > 0, e seu valor maximo
para a < 0. Substituindo d = p na Proposicdo 2.3, tem-se

a’=a—pla/pl+(p—r)
=a—pla/p]+([a/plp—[a])
=a—[a]. O

O lema anterior define os limites minimo e maximo para a”, quando a > 0 e a < 0, respectiva-
mente. O proximo lema afirma que € possivel encontrar os outros limites para a”, atingidos com a
variacdo crescente do parametro d.

Lema A.11. O valor minimo para a”, para a < 0 € a, e é obtido para d > p — a — 1. O valor maximo
al,paraa > 0&a—p,parap < [a] ea— [a]| parap > [a] + 1. Este mdximo é obtido para qualquer
d > a.

Demonstracdo: Demonstra-se, inicialmente, os resultados do lema para ¢ < 0. Considerando
d > p—a— 1, e dividindo esta inequagdo por d, temos 1 > (p—1)/d—a/doua/d > (p—1)/d— 1.
Como d > p > 1, temos a/d > —1. Portanto, [a/d] =0e

r=[d—Tla/d]d+a]
=[d+al.

Como [d+ a| > p, tem-se p — r < 0, e, pela Posposi¢do 2.4, a’? = a — p[a/d] = a. Como a” é
independente de d para todo d > p — a, através do Lema A.9 conclui-se que a” estd no minimo.
Suponha, agora, que a > 0. Para d > a, temos

r=[d—[a/d]d+ a
= [a].

Desta forma, a segunda parte do lema decorre analogamente a primeira. [
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Os lemas anteriores instituem premissas para a demonstragdo da Proposicdo 2.4, que trata dos
limites do termo a” em funcao de d.

Demonstracao da Proposicao 2.4: Esta proposicdo decorre diretamente dos lemas A.9, A.10 e
A.ll.

Para a > O:

(1) Pelo Lema A.9, a? é uma funcao nao-decrescente de d.

(ii) Pelo Lema A.10, a” > a — [a].

D a—p, p§|—a-|7
(iii) Pelo Lema A.11, a —{ a—T[a], p>[a]+1; ,Vd>a.

Para a < O0:

(i) Pelo Lema A.9, a? é uma funcao nao-crescente de d.
(ii) Pelo Lema A.10, a” < a — [a].
(iii)) Pelo Lema A.11,a? =a,Vd > p — a.

Os resultados da proposi¢cao decorrem diretamente. [

A.3 Proposicao 2.5

Esta proposi¢ao mostra quais as restri¢des sobre p, d e y, para que a” = y. Pela propria definicao
do corte CG-Nivel, temos p € Z. Pela equagdo (2.25) ,temos d > p > 1.
Pela defini¢c@o de a” na Proposi¢do 2.3, se a” = y, entdo tem-se

» pla/d], sel<p<r,
a — :a—y:
pla/dl+(p—r), sep=r+1.

Portanto a — y € Z, ja que p, [a/d] e r sdo inteiros. Como ji definido na Proposicdo 2.5, temos:
a=[(a—y)/p] -1 (A.6)

Esta definicdo facilita a determinacao dos intervalos vélidos para d, bem como a presente demons-
tracdo. Pelo Lema A.8, se a” = y, entdo tem-se

[a/d] = [(a —y)/p] . ou,
fa/d] = a+ 1. (A7)

Portanto temos o < a/d < o+ 1, ou

da <a<d(a+1). (A.8)
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Observando a defini¢do do termo a” na Proposi¢do 2.3, nota-se que a diferenca entre as duas
possiveis equacdes € o termo (p — ). Assim, podemos reescrever y como

y=a—pla/dl+(p-r)*. (A.9)

Esta equacdo motiva a definicdo de ¢, de modo que

o= (p—r)"=pla/d] - (a—y).

Pelo Lema A.8,

6 =plla—y)/p] = (a—y).

Observando a definicdo de « na equagado (A.6) , é possivel chegar a defini¢do de ¢ que é colocada
no enunciado desta proposi¢do. Assim, temos

§=pla+1)—(a—y). (A.10)

A equagdo (A.9) pode ser reescrita de forma mais conveniente como y = a — p [a/d]| + 0, dado
que existe um d que satisfaca (A.8). Assim, a”? = y, se e somente se

p—r=9, 6>0,
p—r<9, 6=0.

Em ambos os casos, p—r < §. Masr = [d — | <d— [+ 1. Portanto,p — 0 <r < d— [ +1,
e, assim, p— 0 < d— [+ 1. Pela defini¢do de (3 na equagdo (A.1),temos d — § = d — ([a/d] d — a).
Substituindo (A.7), temos d — f = d — ((a + 1)d — a) = a — da. Assim, temos

do<a+6—p+1. (A.11)

Quando 6 = 0, as equacdes (A.8) e (A.11) sdo condi¢cdes necessdrias e suficientes para garantir
que a? = y. Para 9 > 0, deve ser adicionada a condi¢do p — r > ¢, para que se tenhap — r = 4.

Sep—r>d,entiop—9 > r > [d— [F]. Masp—0 > [d — 3], se e somente se,p—9 > d—[3, jd
que p e J sdo inteiros. A mesma andlise aplicada a equacdo (A.11) pode ser repetida aqui, originando

da >a — p+ 0. (A.12)

O limitante superior para do dado pela equacdo (A.8) é maior que aquele imposto por (A.11),
pois o < p— 1.

O limitante inferior para da € dado apenas pela equagdo (A.8), se 6 = 0. Se d > 0, o limitante
inferior € o méximo entre (A.8) e (A.12). Para que o limitante dado por (A.8) seja maior que o dado
por (A.12), devemos ter d + § — p > 0, que segue diretamente d > pe d > 0.

Nas equacoes (A.11) e (A.12), o termo 0 pode ser substituido segundo a equagao (A.10). Assim,
estas equagdes podem ser reescritas como

dao < pa+y+1, (A.13)
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da > pa+y. (A.14)
Portanto, as condi¢des para que a” = y podem ser resumidas como

ap:yﬁ{pa+y§da<poz+y+1, se d > 0,

dla+1)>a,e,do<pa+y+1, sed=0.

Note que, se a > 0, entdo [a/d| > 1, e portanto, pela equagdo (A.7),

a>0. (A.15)
Para a < 0, [a/d] < 0, e portanto, pela equagio (A.7),

a < —1. (A.16)

Os resultados da proposi¢cdo decorrem diretamente destas observagdes.

A.4 Proposicao 2.7

Para esta demonstracdo sdo definidos, dado quaisquer p e d, tais que d > p, 0s novos parametros
p’ e d’ dados por

p/:p+Ap7 e’
d =d+ Ay,

onde A, > Ay > 0e A, € inteiro. Para manter a coeréncia do corte CG-Nivel, as variagdes em p e d
devem respeitar a restricao de que d’ > p'.
Sejam « e 9 definidos segundo as equacdes (A.6) e (A.10). Substituindo y por a”, temos

a=a—pla+1)+4.
Sejam o/ e ¢’, definidos analogamente, relativos a p/, d’ e a’’ . Assim, temos

' =a—p+1)+7. (A.17)
Definindo A’ = o — o e subtraindo as duas equagdes anteriores, temos

8 =0 —pA + Ap(d +1) 4 a” — a”. (A.18)

Inicialmente é provada por contradi¢do a condic@o (i), para a > 0. Para tanto, suponha a’ —aP >
0. Como esta diferenca € inteira, a? — a? > 1. Pelas defini¢des de o e o’ e observando o resultado
do Lema A.8, temos

A =a—d =Ta/d] —[a/d] >0, (A.19)
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jaque d’ > d. Além disso, com § > O(Proposicdo 2.5) e o’ > O(equagao (A.15)), a partir da expressao
de &' (A.18) é possivel concluir que A’ = 0 implica em ¢’ > 0, j& que supomos que a” — a? > 1.

Pela inequagdo (A.13), substituindo y = a?, tem-se da < pa+a” + 1. Mas pa = (p' — Ap) (A’ +
o) =p'd 4+ p A" —alAp. Analogamente, do = d'o/ + d' A" — aAd. Assim, a inequagio (A.13) pode
ser reescrita como

pa +a(dg—Ay) —(d —p)A +a?+1>dd. (A.20)

Suponha que & > 0. Entio, pela expressio (A.14), temos d'o/ > p'a’ + a”, que pode ser
substituida em (A.20), originando

/

a(Ag—Ay) > (a® —a? — 1)+ (d —p")A". (A.21)

Por hipétese a” — a” > 1. Mas, como j4 colocado, A’ > 0, (d—-p)>0,a>0eA;—A, <0.
Portanto, a inequagio acima resulta em 0 > 0 e fica provado por contradi¢do que (i) é verdadeiro
para ¢’ > 0.

Suponha, agora, que ' = 0. A partir da inequagdo (A.8) temos d'a’ > a — d’. Como ¢’ = 0,
a inequacdo (A.17) pode ser reescrita como a? = a — p/(a’ + 1), e, portanto, a = a” + p'a/ + 7.
Substituindo esta expressdo em d’'«’ > a — d' e aplicando (A.20), obtém-se

a(Ag—Ay) > (a¥ —a? — 1) + (A = 1)(d —p). (A.22)

Pela equagdo (A.19), A’ > 0. Mas A’ = 0 implica ¢’ > 0, como mostrado anteriormente a partir
da andlise de (A.18). Como estamos supondo ¢’ = 0, temos A’ > 1. Analogamente a deducdo feita
para a expressdo (A.21), estas hipdteses, se aplicadas a inequagdo acima, levam a contradi¢cdo 0 > 0.
Desta forma, (i) fica demonstrado.

A demonstracio de (i) também é feita por contradicdo. Portanto, assume-se que a” — a? > 1.
Da mesma forma que foi feito para a > 0, pode-se derivar que

a(A, — Ag) > (aP —a?” — 1) — (d' + p)A/, parad’ > 0, (A.23)

(a+1)(A, — Ag) > (P —a” — 1) — (A +1)(d —p), parad’ = 0. (A.24)

Pela inequagdo (A.16), para a < 0, « < —1. Como Ap > Ad, o lado esquerdo de (A.23) e
(A.24) ¢ < 0. Aplicando a mesma andlise feita a partir de (A.18) e (A.19), conclui-se que A’ < 0
e que A’ = 0 implica &' > 0, e entdo & = 0 implica A’ < —1. Substituindo estes valores nas
duas inequagdes acima, sdao geradas contradi¢cdes do tipo 0 > 0, e o resultado da proposi¢ao segue
diretamente.



