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RESUMO

Néste trabalho € proposto um método recorrente para o es-
tudo do comportamento de um sistema dinBmico degenerado, através da
exploragao das propriedades da fungao forgante.

Mostramos que o motor de inducao, pode ser descrito por
um modélo degenerado, de segunda ordem a coeficientes COﬂStanteé,cqﬁ
siderando a maquina em operacao normal e com velocidade constante ,
e a hipotese de acoplamento magnético perfeito entre estator e rotor.
fste modelo nos permitiu obter correntes instantaneas de estator,bem

como uma expressao para o torque instantaneo, como funcao destas cor

rentes.
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CAPTTULO |

METODO RECORRENTE PARA ESTUDO DE UM SISTEMA DEGENERADG

1.1 - INTRODUGAO

Um sistema linear continuo, nao autdnomo, com parametros
concentrados e invariantes no tempo, contendo n variaveis linear-
mente independentes, pode em geral ser descrito por um modelo mata-

matico, da forma:

(.1 K (p) . X (e} = £ (t)

onde
. - K ()_1 |
K (p) Ky ) I T
Ky | (p) Ko (p) ....;.;.;.;.;...K2n {p}
K (p) =
K., () Koo (Pl ceoivinievincns Koo {p)
L i
X, ()
Xy ()
X ()= |
i X (£} |
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Sendo, para (0 = 1, 2 veivvvwesen e (G=1,2 iviieveanna n)

Kij {p} : polinOmios de primeiro grau no operador p,
np 2
dt
X, (e : variaveis linearmente independentes
£, (1) : fungoes de entrada do sistema

”Este mqgéio tem solucao bastante simples, se as compongﬁ
tes do vetor f sao fungdes pertencentes a classe C,» por ‘exemplo ,
fungoes constantes, exponenciais, senoidais etc.

Podem surgir dificuldades, ao considerarmos fungoes nao
pertancentes a esta classe. |

Néste trabalho vamos utilizar uma classe de funcoes ?igé
que além de serem periddicas e n3o pertencentes a classe €/, gozam
da sequinte propriedade.

Sendo T o periodo de %i (t), temos
(1.2) Fleta)= & F (1)

onda



1.3

T = T/n 4 n, sene par
comn =
2n, se n € impar

® i € uma matriz quadrade de ordem n da forma.

o -1 o)
®3x3 " ° o -
~1 0 o
o) -] 0 o
. e} o) -1 O
R =
—(b x k) o o o -1
-1 o o} o
. J

. - _
0 —1 0l'!'l.'..‘.‘."ﬂ:‘ﬁ“‘.o
o 0 “] O.ll.'.......'..’. o
o] 0 o -1 O sensvsnenss O
R = l.l‘."'l‘ﬁ..--.h...'l....--..'..‘I""
=(n x n}

RN R RTINS B A N RS N I I A N N B )

8] o] O weessensvesssssen O _1

-1 o O secenssrvesssanss O o}

L

Ghservamos que a propriedade,

it
—

(1.3)

|
=

garante a periodicidade de perfodo T, do vetor f. Esta propriedade,




1.4
permite ainda afirmarmos que a matriz R €& uma raiz de ordemn da ma
triz identidade.

A interpretacao da propriedade (1.2) nos mostra que exis-

tem sub-periodos T, com,
T = (t ,t +‘£‘) (K=1,2 sas e s eney n)

contidos em f, ao fim dos quais, haverd uma rotagao completa, sdbre -

as componentes déste vetor, Portanto vamos, arbitrariamente, denomi--

nar Ymatriz de rotacao inversall, a matriz R e por, Hgub-perfiodo  de
rotagao' aos sub-perfodos T . |

Vamos ainda considerar que no interior de cada sub-periodo
de rotacao, as componentes do vetor‘i sao fungOes pertencentes a clas
se €, de maneira que a solugao de (1.1) nesta regiao seja facilmente

encont rada.
1.2 - SISTEMA DEGENERADD

Se a matriz K (p) definida em {1.1) pode ser expressa pela

soma de outras duas matrizes, guadradas e de ordemn :

(1.5) K = Ky (o) +K

onde
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D [_ﬁ {p, Mo )} - m<n

o sistema tera, para e nulo, a ordem reduzida para m. Dizemos que -
se trata, neste caso, de um sistema degenerado, A sua solugao envol-
vera problemas de condicoes iniciais, uma vez que as variaveis X -
ndo sao mals linearmente independentes,

Uma maneira de contornar &ste problema [ 1 ].consiste em
decompor a evolugao do sistema em dois tipos de transitorios: o bﬁi

seiro, de curta duracao, e que vamos considerar no caso limite, como

descontinuidades da solugac, ao fim do qual se inicia o segundo com
malor duracao e que vamos considerar, ser a resposta do sistema de
ordem reduzida, com condigoes iniciais dadas pelos valores da solu-
c3o ao final das descontinuidades.

Chamando de 5_(0") as condicoes iniciais pertencentes a0
espago de dimensao n, e 5'(o+) as pertencentes ao sub-espaco de di-

mensao m, vem
(1.5) X (Y)Y =x (01 + ax (o)

onde
A {0) : & o vetor das amplitudes das descontinuidades

ocorridas no instante t = .
1.3 - RECORRENCIA

Seja f. (t') & C,, para t'e T, a solugdo do sub-periodo
Fe T jr P K &
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¢ conhecida e dada por

o
(1.6) X (¢') =1 c, exp hi.t'] o+ Xp (&)
i .

onde

[ - g [ 5.(to+) , g'(to+) , Ep (to™) ]

Ay ot satisfazendo, det [K (Ai) 1 —

EP (t') : solucao particular de (1.1)

com

Como se trata de um sistema linear, existira uma relagao

linear entre X e a sua derivada, dada por

(1.7) X (e =AX () +38F (£

e a fungao g; sera também linear. Com isso o vetor L. sera da farma

' . + +
(1.8) -E—i —“-(}-il X (to) +£T2 *-)-{-;) (to)
Calculando X {(t*) no instante t' - t; + T, vem
e g™ -0 4y +
(1.9) xie + 1) =?. UGy X () +L, X (x)T

=1
. exp i (to +1)] + Ep (t; + 1)

Vamos procurar uma solugao permanente X (t), resposta do

sistema a uma entrada do tipo f (t), satisfazendo tambem proprieda-



1.7
de (1.2): '

(1.10) X (to" +1) = ®RX (to’)

o

A expressao (1.5) escrita para o sub-periodo T,» Juntamen

te com (1.10) fornecem

(1.11) X (to +1) = & X (£3) - ax (to)]

ent3o {1.9) se torna

]
+ +
{?;1 (L X (¢0) + Gy X (x0) ].

(1.12) X (td) = &

cexp (to + )] } + X (to + ©) + 4X (to)
Denotando por,

Y =X (£
Y, =X

IK—H

a condicdo de periodicidade (1.10) exige que,

it | —

A expressao (1.12) pode ser escrita na forma:
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(1.131 Y - = AY +Bu
Y AY +B

K+ K

Uma vez que os vetores Ep e AX podem ser interpretados co
mo fungoes de entrada,

A recorréncia fica entdo estabelecida por esta equagao, -

com
-1 n
A=® Kz C,
- = = {1
P=]
. “} n +
Bu = R {31 C.,X (to).exp [A. (to-l-'f;)] +
e e ‘
+ X (to +t) } + aX (¢
A 8] T) A 0)
Se f.e Cy s3o funcdes constantes, satisfazendo (1.2)
poderemos propor uma mudanga de variaveis para o vetor X, tal que

a recorréncia seja entao dada por

isto &, seja autdnoma e linear. [ 2 ]

A determinagdo da matriz A nos permite estudar a estabill
dade local do ponto duplo. Determinando as amplitudes das desconti--
nuidades, podemos calcular o ponto duplo e a solugao estara determi-

nada.



CAPTTULO 2

MODELO DEGENERADO DE UM MOTOR DE I%NDUCAOQ

2.1 - INTRODUCAQ

0 nosso cbjetivo néste capitulo & mostrar que o motor de
indugdo trifasico, pode ser estudado por um modélo degenerado, quan-

do consideramos a hipdtese de acoplamento magnético perfeito entre

os enrolamentos de estator e rotor.
2.1.1 - MODELO ORIGINAL

0 modélo originalmente proposto para o métor de indugao,

[3] € descrito por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias,
de quarta ordem a coeficientes variavels.

Este sistema de equacdes é deduzido sob certas hipoteses

simplificadoras apresentadas a seguir:

- entreferro uniforme

- ¢ircuito magnético linear

- parametros constantes

- enrolamentos 1dénticos no estator produzindo forga mag
hetomotriz espacial senoidal

- enrolamentos de rotor com o mesmo numero de polos  do
estator produzindo também forgca magneto motriz senoi--

dal

- fluxo de dispersao nulo
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- relagdo de espiras entre fases estator/rotor, unitaria,

e com o sequinte conjunto de parametros.

L : indutancia por fase de estator

R : resistencia por fase de estator

r 1 resistencia por fase de rotor

n : coeficiente de acoplamento entre enrolamentos de esta

tor e rotor

6 : posicao angular do rotor relativo ao estator

e sera em forma matricial

(2.1) V() =p. L(8) 0 () +R1(r)
onde:
- d
P = dt
_— A
v (t) = | Vs com Vs = | Va Vr= | Va
Jr wb* Vb
vt Ve

v {t) : vetor de entradas
vs (t) : vetor de entradas do estator

vr (t) : vetor de entradas do rotor



i (t) : vetor
is (t) : vetor

ir {(t)} : vetor

com g = ia ir =

das correntes
das correntes de estator -

das correntes de rotor

L {8} = Li Lrs (6)
_.E;rsT ()  Li
con _ -
y -1 -1
Li =-»%—-— « i -1
-1 -] 2
i |
cos 8 cos (8 + 2 %)
Lrs (e)¥ nl cos (8-2 %) cos 8

R13

9(3x3)

!

cos {6+2 %—) cos (8 -2 EBL)

2-3

. r ]
ia
ib"
. U
ic
i
cos (H=2 =
( 3

cos (042 1;;-)

cos 6

A matriz L (8) & de sexta ordem, porém com caracteristi=
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ca quatro, donde o sistema € de quarta ordem, tendo guatro correntes
linearmente indpendentes, as outras duas sendo combfnagBes lineares-
destas quatro, obtidas pelas duas equagoes algebricas.

Em operagao normal vamos considerar o rotor curto circui-

tado, entao

Yro=Ze3x1)

0 comportamento dinamico pode ser descrito por

(2.2) puw ¥-_%m (Te ~ Tc ~ Du)
onde:

o = pd : velocidade angular do rotor

J : momento de inercia

Tc : torque de carga

D : coaficiente de amortecimento
Te : torqué eletromagneético

2.2 - MODELO DEGENERADO

Com a finalidade de obter expressces mais simples para as
corrantes de estator e consegquentemente para o torque instantaneo ’
que pode ser obtido em termos destas correntes, uma modificagao do

modé lo original foi proposta por exemplo em [h] e [5] . Esta modifi-

cagao permite obter um sistema de equacoes diferenciais com coefici-
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entes constantes, para a maquina trabalhando com velocidade constan-

te.
Utilizando a matriz de transformagao,
2. Ta | I | 0
(2.3) u 3 2(3x3)
0
% (5x3) Ir
cndes
I 7 ™
2+cos 6 2+cos (8+2§J 2+cos (8 -2§J
Tr %-% 2+cos (8 "Z%) 2+4cos 8 2+cos (8 +Z§)
2+cos (8 +2%J 2+cos (6-2%) 24cos 8

L. -
obtemos um vetor de correntes modificado, denotado por

i (t) = is

— ——

e dado pela transformacao

~

(2.5) Tt =T

(t)

Com esta transformacao teremos o modelo modificado, des-

crito pela equagao.

(2.5) v (t) ‘=;E._p _11 (¢) + _%I_ (t)

onde
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R=TRI +1pLT
S I
e [ 53

's

i

.

L.. .

Sendo
ir : vetor das ''correntes ficticias" de rotor
j;; Li n Li
n-Ei Li
N Rl 0
R = 3 —3x3
bJ 1. + bl
nbJ 13+ bJ
i T
com o i -1
{“ =1 -] o 1
1 -1 o
b = {i' L w
2

A equagao (2.5) nos permite observar que as correntes de

estator e as tensoes aplicadas aos seus terminais permanecem as mes-
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mas do modelos original, sendo que as correntes da rotoraparecem na
forma de "'correntes ficticias'.
Com a hipotese de acoplamento perfeito entre os enrolamen
N ™ . o -
tos de estator e rotor {n unitario), a matriz L terd sua caracteris

tica reduzida de quatro para dois e o sistema sera descrito por um

modé 1o degenerado de segunda ordem.

2.3. - EQUAGAO CARACTERTSTICA

Sendo o modélo degenerado, linear e com coeficientes cons
tantes, para velocidade constante, a resposta a entrada nula sera ob
tida por métodos classicos, através da homogenea associada a (2.5) ,
desde que seja possivel determinar as condicoes Iniciais.‘A resposta
s uma entrada constante serd identica a resposta a entrada nula, se
considerarmos uma mudanca de varidveis para o vetor das correntes.

A equag3o caracteristica do modélo degenerado sera

~ A

(2.6) det [AL + R | = o

resol vendo, vem

= =g k]
‘ AI,Z o k]9



onde
o g‘Rr
3L2R+ri
Q- w R

2.8

Faremos em geral a hipotese de ser a relutancia do nucleo

desprezivel, levando 3 hipGtese de L muito grande. Nestas condigoes-

~ o .o
as raizes da equagao caracteristica se tovrnam

A =% 0
(2.7) 1,2 J
indicando que as solugGes transitérias naoc devem se anular, com

sistema permanecendo em regime oscilatério.

2.4 - CORRENTES DE ESTATOR

A solugio completa da equagdo (2.5) sera

(2.8) P =i, (o +_{p (t)

com

n

ih (t) : solucao geral da homogénea (solucao natural)

L)

ip (t) : solugao particular (solugao forcada)

Para a determinacao da solugao transitoria com L finito te

remas
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(2.9) ih (t) = {Eq cos @t + EQ sen t}exp[ -q t]
onde
=L N -ip (M)
P
L=gtgx R
o+
t=o0

e para b> =, ven

4
T
L35 T3

Nosso problema fica resumido, em determinar as condicoes

iniciais e as solugoes particulares,

A solugao completa sera

(2.10) i_(t) = ip (t) + { L cos@t+C senntdex o t]

2.4%.1 - CORRENTES DE ROTOR

As correntes de rotor, no sistema degenerado, sao ficti~-

cias, Vamos, portanto, procurar evita-las,

tal
Sendo L uma matriz de caracteristica dois, existira pelo

menos uma matriz g (4 x 6) [ 4 ] , que satisfaz a igualdade:

-

(2.11) g_ﬂlzéo



2,10

Escothendo q convenientemente, vem

1 i ] o) o s}

1 0 0 -1 o o
-§-=

o} ] o) o} -1 o

o o) ] o o -1

Pré multiplicando q por (2.5) obtemos,

(2.12) gVv{t) =gRI(t)
que permite exprimir as '"correntes ficticias'" de rotor em térmos das

de estator.

Desenvolvendo (2.2}, vem

Va + Vb + V¢

R

R' I ir Vs

onde

R!' = RI - bhd

A 3 -

r' = =~rI. - bJ

L 3 s

As trés Gltimas equacdes do sistema acima nos permite es
crever,

(2.13)  ir ;[r.Jq[ SR is] .
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Resolvendo, vem

Po(t) = - ____.%__,,,f._. U (r2462) + Wb (b=r) + Z b (b+r)

& r (r"+3p°)

. ' 1 I N PR 7

IB(t)“'mebCb‘F'rL“PNCr"‘bl."i‘Zb(b”f)A.

r (r"+3b°) ' :

R e T | 2 2.

t () = s Ub (b=r) +W b (b+r) + Z {r“+p°)

¥ r (r"+3b°) © ' .
onde

U= Va - Ria+b (ic - ib)

W= Vb~ Rib+b (ia - ic)

Z= Ve~ Ric+b (ib~ ia)

2.5 - TORQUE INSTANTANEO

0 torque instantdneo, em regime permanente, em teérmos das-

varidveis do modélo normal, do motor de indugao, pode ser dado [ & ]

por,
(218 Tmc= 5 1" -5~ L(e) I

~ - -

Como vamos trabalhar com as variaveis do modélo modi fica
do, devemos deduzir uma expressao para o torque em termos destes,An
tes disso uma simplificacao da expressac acima pode ser feita se

considerarmos que,



Tmec=2

2,12

0 [~%é-"!;rs (e)]
4L ) =
d9
[ Lrs @]T o
de

Com isso a expressao (2.14) se torna

o

[-—-g-és Lrs (81] T 0 "ier

Efetuando o produto de matrizes, vem

lsT L’j’? Lrs (e)] ir +~i_'rT [—'3'@' Lrs (6)] T is 1

Por algebra de matrizes podemos afirmar que os dois ter-

mos da expressao acima, sao idénticos e podemos escrevé~la na forma

teremos

LT .
Tmec = is [%‘__L_rs (e)] ir

Utilizando a matriz de transformagao definida em (2.3) ,

e a expressac, para o torque instantaneo em termos das correntes mo-



di ficadas, sera

Trec = is' | d_Lrs () 1177 ir

Resolvendo o produto ‘ d Lrs (8)] . fr 5 VEem
ds -

e

[ s (o) D7) == AL
de 2

Levando em conta a equagao (2.13) que da as correntes fic

tfcias de rotor em térmos das correntes de estator, podemos escrever

(2.15)  Tmec = —m/g_z;{i_g.g_. [y]"‘ Vs - R'is])



CAPTTULD 3

ESTUDO DA ESTABILIDADE

3.1 - VETOR DAS ENTRADAS

0 vetor das entradas de um motor de indugao trifasico, com
rotor curto ¢ircuitado, tem seis componentes, correspondendo cada uma

delas a uma fase de estator e rotor respectivamente, sendo nulas para

o rotor.

As componentes relativas ao estator, que vamos utilizar -
nesta analise, serao tensces, em forma guadrada, com frequéncia varia
vel e defazadas de 120° eldtricos. Este tipo de entrada tem sido lar-
gamente utilizado com o objetivo de se controlar a velocidade da mA-
quina, evitando as desvantagens apresentadas pelos outros métodos de
controle. 0 controle da velocidade pela variacao da resisténcia, por
fase, de rotor, utilizando reostatos externos, e de realizagéo bag~
tante simples, porém o pre¢o que se paga pelas perdas em calor € na
maioria das vezes indesejavel. Como éste existem ainda outros métodos
de controle, cuja realizagao € também pouco economica [6 ] P41, is-
to torna o motor de indugao, um equipamento, de aplicacao relativamen
te limitada, aspesar do seu baixo custo de fébricagéo, e simplicidade~
de projeto,

0s resultados que se tem obtido pela variagao da frequen--
cia, do vetor das entradas com utilizagao de thiristores, sao bastan-

te satisfatorios, [ 8 ] [ 9 1 entretanto a literatura tem mostrado =~

que ainda ha uma grande Laréncia, de métodos analfticos, para o estu-




3.2

do do problema. Sendo éstes resultados, encontrados, na maioria das
-~ - o, . + .
vezes, por metodos empiricos, fica, o engenheiro, privado de fazer -
previsoces guanto ao comportamento do sistema, bem como, estudo da es
tabilidade, obtencao de pontos de operacgac, etc.

Nosso estudo visa obter expressoes analiticas para as cor-
rentes instantaneas de estator, possibilitando uma contribuicao ao es
tudo do controle de maquinas de indug3o.

Estas expressoes serao obtidas, por recorrdncia, através -

da exploracao de certas propriedades do vetor das entradas, ou ‘seja,
a simetria e a sub-periodicidade de sgis passos, no caso especifico ~
do estator. A utilizac3o do mod&lo modificado & de importancié funda-
mental, uma vez que se trata de um modelo de segunda ordem, desde que
lembremos que & este um modélo degenerado e temos que resolver o pro
blema das condigoes iniciais. Porém, como é sugerido no capftulo 1,po
demos supor um transitorio de certa duragao, traduzido por desconti--
nuidades das correntes, nos instantes de comutacdo de uma das  fases
do vetor das entradas. 0 valor das correntes ao final destas descont]_
nuidades, serao as condigoes iniciais do mod@lo degenerado.

A Tigura 3.1 mostra um vetor de tensoes, obtido por thiris
tores, com sub periodicidade de seis passos. Estas formas de ondas re
presentam ume sproximagao do que se consegue na pratica. Um inversor
cons trufdo com thiristores, gera ondas quadradas, da forma das apre--
sentadas na figura, porém, nos instantes de comutag3o, haveré_ zZonas
mortas com duracao At, [ 10 1 Estamos supondo em nossc estudo  que
este intervalo de tempo possa ser desprezivel, sem afetar a validade,

do metodo gue propomos para a recorrancia.



3.3

Fase a

P

wo

Fase b

Fase c

Fig. 3) - Vetor das entradas de estator

Por inspecao desta figura vemos que

()

(3.1)

onde
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Vs {t) = Va
Vb
Ve
T = —
3wo

e Vs {t) € periddica com perfodo

27
0o

T =

portanto satisfaz

(3.2) Vs (t +7T) = Vs (t)

As equagoes (3.1} e {3.2) mos tram que as componentes de
Vs (t) pertencem a classe de funcdes € definida no capitulo 1, permi
tindo portanto, um tratamento semelhante ao mostrado naquéle capitu-
lo.

0 comportamento do motor, em regime permanente e com Vé[g
cidade constante, sob estas condicoes, pode ser traduzido ﬁor uma se
quéncia peridodica de transitGrios, com condicdes iniciais de um  sis
tema de segunda ordem, apds a ocorrgncia das descontinuidades.

A integracao do modélo se resume ent3o, em calcularmos as
amplitudes das descontinuidades, para obtermos a resposta a uma en
trada constante, num {nico sub-periodo de rotac3o.

£ importante observar ainda que uma mudanca de variavel -

ho vetor das correntes, nos permite estudar o sistema como sendo au-

tonomo,
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3.2 - VETOR DAS CORRENTES

0 vetor das correntes tera, tambem, componentes periodicas

de perfodo 7, ou seja,

(3.3) io(ew) =i (t)

Ly

e como i, deve ter as mesmas propriedades de V, esta condicao de pe-
riodicidade pode ser expressa em termos da matriz de rotagao inversa,

e do sub-periodo de rotacao. Para o sistema regime permanente vem
¢ ’ s

(3.%) is {t + 1) =R 1is (t)

Através- desta propriedade vamos estabelecer a recorréncia.
Inicialmente devemos procurar um método para a determinagao das con-
digoes iniciais do sistema degenerado,

Denotado por:

Fal
A + P
| {ta) : o valor inicial das correntes, num sub-perfiodo de rota-

gao, apds a ocorréncia das descontinuidades.

(to) : o valor final das correntes, no sub-periodo anterior, an

g....

tes da ocorrencia das descontinuidades,

21 (to) : as amplitudes das descontinuidades, ocorridas no instan-

te to .
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As condicoes iniciais do sistema degenerado serao dadas

pela relagao,

. “+ ' . - ) .
(3.5) i(to) = i (to) = AQ (to)
através da qual podemos distinguir duas regides para a determinagao,
das solugtes. A primeira sendo a regiao das descontinuidades, e a
segunda a regia@o das solugoes do sistems degenerado, que serd repre-

sentada pelos intervalos fechados <i, da forma

onde

3wo

A solugao na regiao das descontinuidades pode ser encon~

. + - .
trada como segue. Substituindo t por to e to respectivamente, na
equagao (2.5) e subtraindo membro a membro as duas equacgoes obtidas,

vem

p Al (to) +RAT {to)

i
iros

(3.6) . v (to)

cnde

i -

by (to) = v (td) - v (to)

Pre multiplicando esta equacao pela matriz q (& x 6), de-
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finida em {2.11), resulta

-

(3.7) g Av (to) =g R4l { to)

A equagac acima fomece sdmente quatro condicdes, que de
vem ser satisfeitas pelo vetor Ai, que contém seis componentes, deve
mos portanto, procurar mais duas. Como ja vimos, as compmnentes de
Al representandescontanuadades de fungoes no tempo, vamos entao, su

por que as derivadas destas fungoes, calculadas nos instantes de comu

tagao, possam ser expressas em térmos de funcoes impulsivas, como se

gue:

(.8 _4Li(0)

H]
[
P ¥
e
M
42
_———
re
g

Desta forma, o balanceamento dos impulsos, na equacac -
(3.6) com t; = to exige que,

~

(3.9) Al (to) = o

P>

As duas condigoes procuradas para completar o shstema -
{3.7) s3o fornecidas por (3.9), ficando determinada a solugao na re
" giao das descontinuidades.

A figura (3.2) & uma representagio qualitativa do compor-
tamento do motor, em regime permanente, onde if € a corrente de uma
das fases de estator, e t' = 0 & o instante inicial da regiao de re-

gime permanente,
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i
i ﬂ L 'il /’ f (t )
f Regi ao
Transitoria : ipf (t') Regiao Permanente
. =l % ™ ’("\ .
5o ‘Y S SRR RN
X RS - ';’
14 i -~ N ' . ] ] -
[ T e
! o \‘3‘ SN
. . + Wl Y A -
ai o) i (oM T

Fig. 3.2 - Representagao de uma fase de estator em regime

permanente.

{ }
R ‘ | /\
RegtaU . i f Al . } 3 -
Transitoria ! ' A §oor .
! . ' i ‘\ PE if(t0++’f)=
i ¥ A .
¢ ! |i%(ta »- b pfji.(to )
4 Ai (tO) | ! ! 5 J
’ TF i i
7 * : - * -
f / \ .
b T t,t
! " 0
I If(tb-Sj r~‘At
| to  to
|
(3.3a)
Vf(th
- | fo-:C]
- l b
— — -
i 'l 1 ]
A . |
A ¢
ot ] T *
- 0
(3.3b)

Fig. 3.3 - Representacao de um sub-periodo do vetor

Correntes

das
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Uma ampliacao de um sub-perfodo de rotacao, pode ser vis
ta através da figura (3.3), onde 085 sao os elementos da matriz ®

A regizo das solucOes pertencentes ao sistema degeneradd,
¢ representada nesta figura, pelo sub-perfodo 7o. Através da figura~
(3.3b) vemos que nesta regiao as componantes da entrada, sao funcoes
pertencentes 3 classe C,» portanto a solugao de (2.5) para t'evo po-
de ser dada pela equacao (2.10).

Calculando o vetor das correntes no instante {to + §), e

.S
considerando que _t_p (t) € sempre a mesma ¥te to, vem

(3.10) i {to +1) = ip(tg) + [ L) Cos 0 (to + 1) + ¢, sen(to + 1) ].

. EXD [—oc (tc + ‘z)]

ou simbolicamente

. . A A d 1
i {to + 1) u_i_‘p (tg)l + fl i (ta™) , _lp (to™) TT
' t=to™

Se existe g, tal que,

di | . A
T = g [L D, i ("]

T
t=to

sendo g e f lineares, a equacao (3.10) pode ser escrita na forma:

”

+ ~ +
K. i t + K i (t
_"__Mp(o) Ki (to)

-

(3.11) i (to + ) 1

por outro lado sabemos que
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i_(ta + 1) =1 (tg+ + 1) - ﬁ£ (to + 1)

(3.12) is (tc+ + 1) =§3¢£5 (to+)

As condi¢oes iniciais do sub-perfodo T.,s Para as corren-~

tes de estator, seraoc da forma:

(3.13)  Is (o)) = I - &

— ——c

K] - { G{-I K} lﬁp (t0+) + Ais (to}}

3.3 - RECORRENCIA

Vamos agora estabelecer uma relag3o recorrente para o ve
tor das correntes, que permitira o estudo da estabi lidade.

A equagao (3.13) pode ser escrita de outra Fofma,
(3.14) _i_s (t0+) ;g{“,-] {E Ls (to+) +_E§] j_sp (to+)} +A_T__5 (to)

Podemos verificar que esta equacao € analoga a2 (};12), -

portanto, como fizemos no capitulo 15 vamos denotar por:

n -

is (to+)

:1’><

G}*I _i_s (to+ + T)

-

Para que (3.12) seja satisfeita devemos ter:
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A equacao (3.14) escrita na forma:

(315 X mA%, *2Y,
[stein!
A=) K
Bu =& K is (to?) + Ais (to)

representa a recorrencia, procurada,
Observamos que, o vetor das entradas, no interior dos sub
periodos T tem compeonentes constantes, lsto nos permitiria uma mu-

danca de variaveis que colocasse (3.15) na forma:

3.4 - OUTRAS FUNGOES DE ENTRADA

0 algori tmo desenvolvido neste capitulo, para obtengao das
expressoes analiticas das correntes de estator, pode servir como base
para obtencao de outros algoritmos, quando considerarmos outros tipos
de entradas, com propriedades semelhantes as do vetor utilizado n3ste
trabalho.

Como exemplo vamos mostrar alguns vetores de tensdo, abti-
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dos com thiristores, e que podem ser empregados, para controle de‘ve-
Jocidade dos motores dé.indugéo.

Uma das formas utilizadas, € a chamada, onda de 12 pulsos,

como mostrada na figura 3.4, ou a chamada onda de multiplos pulsos,co

mo mostrada na figura 3.5. [ll ]

Va |
o i ¥ r
b N | 1
W o e , .
2y i ' i :
L -
v i
- 4 i L_......_..: :____4
¥
H : -
T ) i ;—-——--: 2n 1
i ] r......_._.....l.
i : b ' : !
| S
1 1 I -
1 ] ; \
| ] | \
Vb Jl : ) : | i
|
! f \ |
i ¢ . : {
oo — ey |
] ]
| : [P— ; | S ) i
i 1
:’ 1 i ¥ T ; -
A ! b—
i . )
e : —
; !
R ——————— | 1
] b ! "-"""
I t [
1 I i t
Ve ) : . | !
3
o ~ —
......._.._; 1 ! s ;........
. ] I e i
. ' | | ¢ i .
: ' 7 ; i t
! [ i I f !
! | r I 1 !
| i ‘ .._t.l |
] ] I |

Fig. 3.4 - Onda de 12 pulsos
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Va ¢
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1
— 1
I

Wwo
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Fig. 3.5 - Ondas de miltiplos pulsos

|
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3.5 - ESTABILIDADE LOCAL DO PONTO DUPLO

A estabi lidade local do ponto duplo fica garantida, se os
modulos dos auto-valores da matriz A, definida por (3.15), forem in-
feriores a unidade.

A equacao caracteristica da recorréncia, sera
(3.6) det [pI-A]= o

Devemos entao calcular a matriz A




De {3.15), vem

A=® 'k

A matriz K pode ser obtida a partir da solugdo da equagdo

homogenea associada a (2.5), por exemplo, no instante t B

=0 4+ T.
(3.17) -:-h (0" + 1) = LEI cosB +£2 sen 8 lexp (—¢O)
onde

by = O
©= 3wo
e
B __m_ 8
°© T30 *
como
G=iGh-1 6"
2
&= L6L (") +a[ 1 (o) - _,_p (1

devemos calcular i {o') e pi (o).
e L ) p1

3.5.1 ~ SOLUCAO PARTICULAR
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A solucao particular de (2.5) no sub-pericdo,

sera constante, uma vez que © vetor das entradas tem componentes cons

tantes no interior destes intervalos. Entao,

L op ip (t') =0, VYt'e T,
o que nos leva ao sistema de equagoes
R e} o o o o Vv
e} R o} o o} s -~y
‘ o o] A 0 0 o | . . vV
(3.18) i (t) =
o b ~b r b -b | P o
-b e} b -b r b o]
b -b o b -b r o)
L i i L J

considerando que

Vs {(e") ={my

Vi, Ver ¢ ¢

o]

As trés primeiras equacoes dao imediatamente as solugoes

particulares para as correntes de estator.
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: by LV
ipa (tf) = R
- I ——
(3.19) lop &1 =V
R
i t') =V
“pc (e") 7 , Yt' e T,
Denotando por ip {0} ; ip (t); ip {21) 3 veereennnnnen, as

solugoes particulares dos sub-perfodos Tos T1 5 T2 esvesesessasress

pectivamente, podemos obter estas solucdes qualquer que seja o sub-

perfodo Tj» quando consideramos. -
fe Wi+ D) el = ®ips ic]

As solugoes particulares das correntes ficticias de rotor
seraoc obtidas pelas tres Gltimas equacdes de (3.18)., Fazendo os cil-
culos, vem

Eal

Tpe (O+) : 2Vh {r-bh)

R (r2+352)

Il

C:)+L = ' t{V bz'

(3.20) ipg -
B R (r243b%)

it

AL (r+bl”

ipy (o™
R C;2+3b21

0 vetor ipr também satisfaz (3.4), portanto;



Lir ]

i LG+ e ;-gf_g_i_pr

3.5.2 - DERIVADA DO VETOR DAS CORRENTES

A equagao (2.7) mostra que o vetor C,, depende da deriva-
da do vetor das correntes no instante inicial, devemos entao encon--
trar uma relagzo entre €ste vetor e o das correntes.

Derivando membro a membro a equagao (2.12), vem

- 7 r y
R R R 0 o o . plVa + Vb + Vc)
R ~-b b -r -b b - pVa
(3.21) pi =
b R =-b b -r =-b pVb
~b b R -b b -r pVc

Como sao necessarias seis equagCes e este sistema fornece
somente quatro, tomamos as trés primeiras equacoes de (2.5) e atra--

vés de operacoes elementares obtemos:

I ‘ i i |
0 ] -1 o 1 -1 R{ic-ib) - 2V
(3.22) |1 o 1 -1 o 1 |pi=%]RGa-ic)
3L
1 -1 o 1 -1 o] R{ib-ia) + 2V
Multiplicando (3.23) por b, somando o resultado com as
tres Ultimas equacdes de (3.21) e finalmente juntando a esta soma

duas equagoes quaisquer de (3.23) completamos o sistema de seis equa
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cSes. Como o segundo membro de (3.21) contém derivadas das entradas,
devemos lembrar que estas serao nulas, uma vez que vamos calcular -

pi somente no interior de 1. .
e Q

Temos: Yer ¢ T,
R R R ro o © o
R 0 o - o o wR (ic - ib) = EE.V
V3 /3
o R o o -r o wR {ia - ic)
- Y3
o o R o o -r wR {ib - ia) + 2wV
V3 V3
[8] 1 -] (o] 1 -1 Z_ (iC - ib) - E\i
3L L
-1 o 1 -1 o 1 2_ {(ia - ic)
3L
Resolvendo (3.24) para t' = 0+, & -denotando por
ia =ia.(o")
)
ih =1b (o'}
o
ic =ic (oD
(o]

vem,
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pia (o) =0 (icG - ib - %_\{) + oa(ibo + icO)
3
pib (o+) =0 (ia - ic) +alia +ic - 2V)
S o o o o F
V3
pic (07) = o (ibo - ia_ + %3) + a(iao + ibo)
V3
(3.24)
+ . . . .
P (0') = %ﬁl(‘bo - dc ¥ %E_) + g% (sbo + eco)
3
pi Y =0 (ic ~ia) +aR (la +ic =2V
8 — Q 0 e o] o] ="
/3 r R
Pl (0") =g _(ia - ib - 2V) +aR (ia +ib)

L
J? R I
Este vetor podera ser calculado em qualquer sub-periodo de

rotagio, pois também satisfaz 3s propriedades:
pis (t +¢) =®pis (t)

(3*25) =
pir (t +1) =®pir (¢)

cuja verificagao € imediata,

3.5.3 - CALCULO DA MATRIZ A

Com as derivadas iniciais do sub-perfodo Ty expressa em
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termos das correntes iniciais e calculadas as solugoes particulares,

os vetores _C_1 e

(3.26) ¢, =

-92 serao respectivamente:
S
P (o) “}é
i (o) +V
b R
i (o™ -V
R
21 5 {b{Rer) (ic ~ib = 2V) ; (Rr-3b2) (ic +ib )}
r“+3b © ° T ° ©
} 2. .. .
{b{Rtr){ia = ic )-(Rr-3b")(ia +ic - 2V)}
r2+3b2 0 0 0 o T
] . . 24 ;. -
{b(R+r)(ib -ta +2V)-(Rr-3b)(ia +ib )}
r2+3b o 0 ~5 o] 0.~
Ic:c: uibo " %\-{
i ~i
ao  co
ibo h iao ""%‘9’_

i 2., . . .
r2+3b2 {{Rr~3b )(ECO Py _gg_‘i)»*—Bb(R-i-r)(zCO o bR;
| 2y .. : | C
r?%~3b2 {{(Rr-3b )(lao -Ico) +.3b(R+r)(tao+xco %\f_)}

L f(Re=3D) (i ~i .+ 243 (Rer) G 4 1. )}
r2+3b2 bo ao ao bo
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As correntes de estator sao calculadas no final do sub-pe

riodoc e temos:

i (") = {{cosBo)ialo")-(_1 senso)ib(o™)+(_Isengo) ic(o™}-
3wo /3 /3
-V (-1+cosgo + 2 senBo)}.exp (-@0)
R 3
ib (m i) = {1 sango)Ia(o+)+(cosﬂo)Ib(o+)—(__]msen50')Ec‘(o+)+
3wo .
(3.28) /3 Y3

+V (~1 + cosBa)l . exp (-2 )
-R-v Q

i {r ) ¥{ - senBo)ia(o+)+(_l_sen80)ib(0+)+(cbsso)ic(o+)-

3w 3

L -‘y’“ {(~1 + cospo - g_' senBo)}. exp (*<I>O)
R

3
1_senBo - -]___' senfo - cosBo
/3 /3
(3.29) A = exp (-@0) . - cosfBo _1 senBo -1 senBo
/3 /3
- _1 sengo - cosfo ___i_ senfo
/3 V3

e a equagao caracteristica da recorrencia definida em (3.16) serd ex~

pressa pelo polinomio,
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: - ¢
s(u) = - (/327% sengo)uz + Iz 270 sen’ g -

o
L 29
- R cosg  sen Bo]u+ 3730 cos® g+
ey
#3730 cosg sen” 8
0 .G

onde, os auto valores de A devem satisfazer

(3.30) & () =o

Como se trata de um polinomio de terceiro grau a determi-
nacio das ralzes ndo € imediata. Entretanto, podemos fatorar uma das

ralzes, fazendo

. 0 ot _
() = u(uz-ﬁ 270 605280) + e % (B2 Osenso) p e
_¢ b L
4y ° cosBO @ %0 —(J§£ ¢Osen80.) u]
ou de outra Torma
N ' ~To 2 "(bo
5 () = (u+2a %cosg) -2 O (cosg + V3 seng) +
0 o o'u

+ g"2¢°]

0s valores de  que satisfazem (3.30), serao:
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(3.31) By =T oexp (-¢O) COSBO
e
(3.32) = exp2(~¢o) [ (cosg_ + /3 seng_+

Rl

i (V3 cosB - SenBO) }
A condicao de estébilidade sera dada por
o e
os modulos de . sao respectivamente:
byl = exp (¢ | cosg_ |
by 5 o (5,

a condigao de estabilidade € satisfeita se

ou, levando em conta a expressao de ¢O,

27 r R ¥ o)

9:;_)0 (R+ry L
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a hipotese de L muito grande, levando a

nao deve afetar a estabilidade pois corresponde ao limite

Lim luz 3[ = 1
e

Lo o

pela esquerda.

3.5.4 - YROOT LOCUS"

0 lugar das rafzes s com variacao de alguns parametros,
pode ser construido sem di ficuldade. Levando em conta as expressoes=-

(3.31) e {3.32), bem como

¢o = 2w r R
Yo (RH+r}L
e
BO = 17 w R

300 (R+r)

teremos, respectivamente, com w e L crescentes os lugares das raf-
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zes representadas nas figuras (3.6 a) e (3.6 b).

por il \ pr, i)

Fig. 3.6 - "Root Locus"

A estabilidade local do ponto duplo nao sera afetada pe-
la variagao da frequencia do vetor das entradas mesmo quando conside

ramos a hipOtese de L muito grande,



CAPTTULO &

PONTQ DUPLO E. TORQUE MEDIO

k.1 INTRODUCAO

A determinagao do ponto duplo da recorréncia, como ja vi-
mos, farnece as condigoes iniciais do sistema degenerado, em regime-

nermanente, Com isto podemos determinar as correntes instantaneas de

estator, no interior de um sub-perfodo de rotacac. As correntes fic-
ticias de rotor obtidas através de (2.13)

Uma expressao para o torque instantaneo sera obtida, em
térmos destas correntes com a utilizagac da equagao (2.15). Como es~

tamos interessados no cadlculo do toraue médio, em funcao da velocida

de da maquina teremos:

T
. t
(4.1) Tree (w) = 1 Tmec (t) dt
T
t o
onde
T, " e o periodo da funcao Tmec (t)

A integral a direita da equacao (4.1) exige que o perfodo
do torgue seja conhecido e portanto, devemos determind-lo. Por outro

lado podemos observar gue esta funcao satisfaz a propriedade:

(4.2) Trec (t + 1) = Tmec (t)
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entao o torque médio poderd ser calculado, através de um inico sub -

periodo de rotacao e teremos

(5,3) Trec (u) = lﬂ}Jﬁ Tmec (t) d t

Para mostrarmos que Tmec (t) satisfaz a propriedade (4.2}

vaimos primeiramente escrever (4.2) na forma

(&) Tmec (¢) =-/3L is'

sl-ris]
2

Calculando no instante t + T , vem
Tmee {(t + 1) = - /3L iﬁT (t+r) Jr '@@(t+¢)iﬂ' ig(t+r)]
2

como Vs e is satisfazem as propriedades (3.1) e (3.4} resﬁectivamen-

te, temos
(4.5) Tnec(t4t) = - /AL is' (1) ®' Jr& [Us(t) - R' is (1) ]
2
Sendo, Jr uma matriz dada por
-2b (b - r) (b + r)
(4.6) Jr =_] (b +r) - 2b (b ~ r)
2. ,,.2 _
F+3b b-r) (b+r) ~2b

tera as mesmas caracteristicas da matriz B definida no apendicel;en-
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tac, a proposicao Ay ¢ satisfeita por Jr e temos

L1

Substituindo &ste resultado em (4.5), temos que (4.2)
satisfeita.
0 ponto duplo serd ent3o calculado no sub-periodo

= [tg , to + T com £ = o, pela equacac (3.12) e temos

(4.7) i s r-al ik G +Ais.'fb)}
para isso, devemos calcular as descontinuidades,
4,2 - REGIAQ DAS DESCONTINUIDADES
No capf{tulo trés vimos que a solugao na regiao desconti--

nuidade fica determinada através das equagdes (3.7) e (3.9). A pri-

rmelira fornece:

R R R fo) o o yAY,
R -b b i - b ) 2V
{4, 8) Ai (o) =
b R -b b -r ~-b o
~b b R -b b ~r o

e a segunda:



b

(%.9) 1o 1 o 1| aifo) =0

Multiplicando (4.9) pela constante b, e somando o produto

cotido 3s trds Ultimas equacoes de (4.8), resulta

R R R o} o o] 2V

R 0 0 -r 0 o] 2V
Al {o) =

o R o) (o] -r o 0

0 0 R o o - o]

Juntando a éste sistema mais duas equagoes quaisquer de

("4»9) y Vem

R R R le) o o yAY)
R O o -r o ) 2y
o] R 0 o -r o . o}
(%.10) AL (o) =
o 0 R o . 0 -y o
o i -1 o ] -1 o)
-1 o} i -1 o i o

As descontinuidades, dadas por (4.10), serac

pia (o) = 2(3R + r)V
3R (R xr)
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Al = AT (o) = 2 rv

3R (R+r)
(4.11) ai (o) = - kv
o 3TR*r)
ai, (o) = aiy (0) = 2V
’ TITRE

A solugao na regiao das descontinuidades, fica também de

terminada, em qualquer outro sub-periodo Tos pela propriedade

(h.12) Al (t ) = ® Af_(1)

4.3 - CALCULO DO PONTO DUPLO
Podemos agora calcular o ponto duplo, utilizando (4.7) .
Antes, porém, sera necessario que fagamos algumas consideragoes a

respeito da inversdo da matriz [ I - A] .

Por definigao temos:

{(4,13) [IT-aA 1~1 - MY

onde

M: € a matriz dos cofatdres de [I - A |



h.6

0 determinante do denominador do segundo membro desta ex
pressao, € o mesmo polindmio que representa a equagao caracteristica
da recorréncia, com p = 1, Como 1 nao € ralz da equacao caracteristi

ca, este denominador nao € nulo.

- T
[(1-50)2-CoS0 ] [co?=(1-50)s0] 502~ (1-50)Co ]

Lijﬁ]ulé ET%T' @oz-(1"50)00] KI“SO)Z-COSO] [ﬁoz-(1~So)So 1

@oz"(I-So)So] ﬁaz"(I—Solﬂo] [(1-5012~C050 ]

onde
So = 1 £ "a sen Bo
V3
Co =1 0 cos 8
)
e -
a(1) = (1-Co) [1-Co - 3 So ~ £7%%]
Be (3.28) obtemos a matriz_ﬁl:
1- Co ~ 2 So o o
KI= o} 1 - €Co o)
o o 1 - Co 42 So
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Finalmente, a solugao de (4,4} serd

ia(a”’) =V~ aic (o)
R

ib(o+) =‘% + Aigg?) [i+(cosBO - /33enBO)exp(—¢o)]
ic(o+) =’% + Aig(?) [1—(2 COSBO) exp (-@O)]

As condicoes iniciais das correntes ficticias de rotor

sao obtidas de (2.13), com

it

is (t) =1is (o™

Vs (o+)

-

Vs (t)

Loh - TORQUE MEDIO

0 torque instantaneo calculado no sub-periodo T,s com -

to = 0, seral

‘ 2 . . . ' . .
(4.15) Tmec(t)=- %b - { v (Z;b - ;C) - _g_i (;C 1a)
w{r®+3b7)
.2 .2 ,2 . . . -
+(R+r) (!a LT A R PR U Ibic)}

Sendo o motor descrito por um modelo de 2a. ordem, somen-
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te duas correntes serao linearmente independentes, portanto vamos -
exprimir uma delas como combinagao linear das outras duas. A equa--

cao (2,12) fornece:
R (ia + ib+ic) =V

escrevendo ib em termos de ia e ic, e substituindo em (4.15), vem

(4,15) Tmec(t) - 2b2 {}_\_{ (2R+r) (ia +ic) = -\LE(iC*-ia)
2 2 R b
wlr +3b%)

- 3(R+r)(ia2+i c:2+iaic) - (3R+r) _\[i}

RZ

No caso de L» =, as correntes ia e ic sao dadas na forma

i$V+C cos £t + C sen £ t
a = la 2a
i =V +C cos 2 t + C sen Q¢
C 'R' ic 2a
com
Cla = - Ajc (o)
(517 CZa = -1 Aic (o)_ 3cosBo ~ V3senge
/§ 2)-<:0560 - ¥3senBo
C}c = pic (o}, 1-2cos80

2-cosfo = V3sengo



1‘*‘9

Aic {8} 3~ 2/3 senBo

C, =1
/3 2-cosBo - V?éenﬁo

2c

e O torque instant3neo sera

{(4£.18) Tmec(t) = - 8\4'2 P - 2 Alc (o) {

SwRZ 3w {2-cosBo-¥3senBo)

3(R+r) aiclo) +V (R#2r) [(-1-cosgo +/3sengo)cosqt
R

+ 1 (3-3 cosgo~ /3 sengo) sen @ t]}*
3 _

A integral no sub-per{odo 1, fornece o torque medio que
serd a expressao acima, substituindo cos 0 t e sen Q t por

sengo e {I-cosBo) , respectivamente,
go Bo :



APENDICE 1

PROPOS | CAO A, 1

Seja B uma matriz quadrada, de ordemn, cujos elementos =

bij’ satisfazem as condicoes:

(A1) bis = P g
com

(A.2) brn = Piar
bnj = b? j+l

entao
T .

(a3) & BR-D
onde

® € a matriz de rotagao dada por (1.2).

Prova:

Seja C a matriz produto dada por:

c-R B

-

os elementos de C serao da forma



A2

- bnj na primeira linha de €

' - bij has demais linhas de _Q

Pré multiplicando C por R, vem

bln b]i s s s 4P ERE s ESET RS L b

C R"" RN N N N N N N NN AN R ERE]
e

NN I I A R RN B I RN AN B BRI B BN BN L L BN L

Como bi_j satisfaz (A.1) e (A.2}, podemos dizer que:

CR=8
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