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RESUMO

Neste trabalho apresentamos algumas relacoes existentes entre codigos ciclicos e a trans-
formada discreta de Fourier ambos sobre anéis locais. Para isso, é necessario a identificacao
do grupo das unidades associado a cada um dos anéis considerados. Como conseqiiéncia,
cédigos ciclicos sobre tais anéis podem ser construidos. Em seguida, construimos geradores
de sequiéncias através dos registros de deslocamento com realimentagao linear (LFSR), a
partir dos polinomios geradores, cujos coeficientes pertencem a um corpo finito e a um anel
comutativo finito local com identidade. Finalmente, realizamos a transformada discreta de

Fourier por meio do polinomio gerador dos cédigos ciclicos sobre anéis locais.

X



ABSTRACT

In this research we present some existing relationships between cyclic codes and discrete
Fourier transform both local rings. For this, it is necessary to identify the groups of unit
associated with each corresponding local ring. As a consequence, cyclic codes over these rings
may be constructed. Next, we construct sequence generators by use of linear feedback shift
register (LFSR), from generator polynomials whose coefficients belong either to finite field
or to a local finite commutative ring with identity. Finally, the discrete Fourier transform is

realized by use of the generator polynomial of cyclic codes over local rings.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Apresentacao do Problema

Os codigos ciclicos formam uma ampla classe de codigos corretores de erros de grande
importancia tedrica e pratica. A importancia tedrica vem do fato de que varios resultados da
algebra abstrata, em particular corpos finitos, mostram-se bastante 1teis para caracterizar as
propriedades algébricas desta classe de cédigos. J& a importancia na préatica vem do fato de
que os circuitos que realizam a codificacao sao menos complexos do que aqueles para codigos
lineares em geral. Entretanto, os cédigos ciclicos nao apresentam, na maioria das vezes,
propriedades 6timas com relacao a distancia minima e taxa, isto é, valores de distancias
minimas grandes sao obtidas ao custo de “baixas”taxas.

Os cédigos BCH formam uma classe importante de codigos ciclicos. Uma caracteristica
desta importancia esta relacionada com a simplicidade de geracao de cédigos, tornando-os
candidatos a serem utilizados em aplicagoes praticas. Os codigos bindrios foram descobertos
por R. C. Bose e D. K. Chaudhuri em 1960 e independentemente por A. Hocquenghem
em 1959 e representam uma generalizagao dos cédigos de Hamming, permitindo multipla
correcao de erros. A generalizacao dos cddigos BCH binarios, a subclasse mais importante é
formada pelos cédigos Reed-Solomon, os quais foram introduzidos por Reed e Solomon em

1960, independentemente dos trabalhos de Hocquenghem, Bose e Chaudhuri.
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Interlando em [3] descreve sobre as principais classes de cddigos corretores de erros
definidos sobre anéis de inteiros residuais Z,, onde g ¢ uma poténcia de primo. Abordando a
importancia dos cédigos ciclicos, de Hamming, BCH e Reed-Solomon, onde grande parte dos
cddigos conhecidos na literatura estao definidos sobre corpos, estrutura algébrica mais com-
plexa que anéis. Portanto, cédigos sobre anéis podem ser mais apropriado a determinadas
aplicagoes.

Vamos agora descrever mais precisamente o problema que serd tratado neste trabalho
partindo do trabalho desenvolvido encontrado nas referéncias [1],[2], [3], [4] e [15].

E sabido que a transformada discreta de Fourier estd intimamente ligada a construgao
de codigos. Entao, nosso objetivo, o qual atingimos, é mostrar que é possivel desenvolver
técnicas por meio da transformada discreta de Fourier sobre anéis locais onde utilizamos o
mesmo procedimento que ¢é feito sobre corpos finitos, através do uso dos cédigos ciclicos.
Sabendo que, a estrutura sobre anéis embute um grau de dificuldade para a determinacao
do grupo das unidades, por este motivo, podemos dizer que existe uma forte possibilidade
de aplicagao desta técnica em criptografia.

Portanto, apresentamos duas aplicacoes das extensoes de Galois sobre anéis locais. A

partir da cardinalidade do grupo das unidades dos anéis locais, iremos:

e identificar o polinomio gerador para a construgao de um circuito linear de deslocamento

com realimentacao (LFSR), gerando seqiiéncias pseudo-aleatérias;

e mostrar que a transformada discreta de Fourier pode ser obtida através do polinomio

gerador dos cédigos ciclicos sobre anéis locais;

Os suportes computacionais utilizados foram o Maple, Matlab, X-fig e o Gimp.

1.2 Descricao do Trabalho

Esta dissertacao esta organizada em seis capitulos, sendo que o contetido dos préximos

cinco capitulos é como se segue:
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Capitulo 2: Fazemos uma breve revisao dos principais conceitos basicos relacionados a
algebra abstrata e aos cddigos corretores de erros, os quais serao primordiais para a funda-
mentacao deste trabalho;

Capitulo 3: Apresentamos alguns dos principais conceitos da transformada discreta de
Fourier sobre corpos finitos. Em seguida, uma revisao de cédigos de bloco lineares sobre cor-
pos finitos, teoria esta necessaria para o desenvolvimento deste trabalho, descrevendo espec-
tralmente os cddigos ciclicos sobre corpos finitos. Finalmente, apresentamos procedimentos
de como sao feitas as extensoes Galoisianas sobre corpos dos cédigos BCH, Reed-Solomon e
Alternantes.

Capitulo 4: Neste capitulo revisamos a construcao de cédigos ciclicos sobre anéis lo-
cais. De particular interesse, consideramos os codigos BCH e Alternantes provenientes de

m

extensoes Galoisianas de dimensao 7 sobre anéis de inteiros médulo ¢ = p™, m > 2, p primo.

Capitulo 5: Apresentamos a cardinalidade de alguns dos grupos das unidades sobre
anéis locais e, através dos polinomios geradores, construimos geradores de seqiiéncias sobre
corpos finitos bem como para o caso em que a seqiiéncia pertence a um anel comutativo
finito local com identidade por meio dos registros de deslocamento com realimentagao linear
(LFSR), gerando cédigos ciclicos. E, finalmente, realizamos a transformada discreta de
Fourier através do polinomio gerador do cédigo ciclico sobre anéis locais.

Capitulo 6: Apresentamos as conclusoes do trabalho bem como propomos alguns tépicos

para serem abordados em pesquisas futuras.



CAPITULO 2

CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos preliminares sobre estruturas algébricas e
codigos que servirao de base para o desenvolvimento deste trabalho. Estes conceitos podem
ser encontrados nas referéncias [3],[4] e [6].

Na Secao 2.1 apresentamos as principais defini¢oes e propriedades das estruturas de
grupo, anel, corpo e espago vetorial, as quais sao de fundamental importancia na teoria de
cédigos corretores de erros, pois facilitam o processo de codificagao. Na Secao 2.2 apresen-

tamos uma breve introducao dos conceitos de cédigos corretores de erros.

2.1 Algebra Abstrata e Algebra Linear

2.1.1 Grupo

Definigao 1 (Operagao Bindria). Uma operagao bindria * sobre um conjunto S € uma regra
que associa algum elemento de S a cada par ordenado (a,b) de elementos de S(a*b denotard

o elemento associado a (a,b) através de *).

Esta implicito na Definicao 1 a exigéncia que S seja fechado sob a operacao binaria, e

que apenas um unico elemento é associado a cada par ordenado de S.
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Definigao 2 (Grupo). Um grupo (G,*) é um conjunto nao vazio G, com uma opera¢ao

bindria * sobre G, tal que as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(i) A operagdo bindria x € associativa, isto €, (axb) *c = a* (bx c), para todo a,b,c € G;

(1i) Eziste um elemento e em G tal que e xx = x x e = x para todo x € G.(Este elemento é

um elemento identidade para * sobre G);

(111) Para cada a em G, existe um elemento a’ em G com a propriedade de que ' * a =

axa =e. (O elemento a’ € um inverso de a com respeito a operagdao *).

Definicao 3 (Grupo Abeliano). Um grupo G ¢é abeliano se a sua operagao bindria x for

comutativa, isto €, a x b = b x a, para todo a,b € G.

Definicao 4. Seja n um inteiro positivo e sejam s e t inteiros quaisquer. O resto r quando
s+t é dwidido por n sequndo o algoritmo da divisao de Fuclides é a soma de s e t mddulo

n. Assim, temos que Z, = {0,1,2,....n — 1}.
Teorema 1. [4] O conjunto Z,, é um grupo sob a operac¢ao de adi¢do modulo n.

Definigao 5. Se G ¢ um grupo finito, entio a ordem de G, |G|, é o numero de elementos de

G.

Defini¢ao 6 (Subgrupo). Se um subconjunto H de um grupo G € fechado sob a operagao
binaria de G e se H forma um grupo sob esta operagao bindria, entdo H é um subgrupo de

G. Denotamos por H < G.
Teorema 2. [3] Seja G um grupo e seja a € G. Entdo
H={d"|nelZ} (2.1)

€ um subgrupo de G e € o menor subgrupo de G que contém a, isto €, todo subgrupo contendo

a, contém H. Este grupo H é o subgrupo ciclico (a) de G gerado por a.
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Definicao 7. Seja H um subgrupo de um grupo G. O subconjunto de G

aH = {ah | h € H} (2.2)
€ a classe lateral a esquerda de H contendo a. Analogamente,

Ha={ha| he H} (2.3)
€ a classe lateral a direita de H contendo a.

Teorema 3 (Teorema de Lagrange). [4/ Seja H um subgrupo de um grupo finito G. Entao
a ordem de H é um divisor da ordem de G, ou seja, |H|- (nimero de classes laterais de G

com relagdo a H) = |G|.

Definicao 8 (Grupo Quociente). Seja H um subgrupo normal de G. Entao, o conjunto

das classes laterais de H formam um grupo, denotado por G/H, sob uma operagdo bindria

(aH)(bH) = (ab)H. O grupo G/H é chamado grupo quociente de G médulo H.
Corolério 1. [/] Todo grupo cuja ordem é um nimero primo € ciclico.

Definicao 9. A ordem n de um elemento g pertencente a um grupo G é o menor inteiro

positivo tal que g™ = e, onde e é a identidade do grupo.
Teorema 4. [4] A ordem de qualquer elemento de um grupo finito divide a ordem do grupo.

Definicao 10 (Isomorfismo de Grupos). Seja um homomorfismo onde a fun¢io ¢ : G — H

€ bigetora. Dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos G = H.

2.1.2 Anel

Definigao 11 (Anel Comutativo com Unidade). Um anel (A,+,-) € um conjunto A com

duas operacoes bindrias, que denotaremos por + e -, tais que:
(i) (A, +) é um grupo abeliano;

(11) (A\{0},-) € um grupo abeliano;
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(1) - € associativa, ou seja, (x-y)-z=x-(y-2) YV z,y,z € A

(v) - é distributiva relativamente a +, ou seja,

r-(y+z2)=zc-y+z-z

(y+z2)-x=y-x+z-xVuaxyzeA
(v)31€A l-a=a-1=a YacA

Definigao 12 (Subanel). Seja (A,+,-) um anel. Dizemos que um subconjunto L C A, L #

(0, € um subanel de A, se e somente se:

(1) L € fechado para ambas as operagoes de A, isto é, ¥ x,y, v,y € A—z+y € Lex-y¢€
L;

(i) (L,+,-) também € um anel.

Definigao 13 (Homomorfismo de Anéis). Sejam A e B anéis. Uma fun¢do (mapeamento)

¢: A— B é um homomorfismo se as condi¢oes abairo sao satisfeitas, para x,y € A :
(i) o(z +y) = o(x) + ¢(y);
(i) ¢(x - y) = d(z) - D(y);

Definigao 14 (Isomorfismo de Anéis). Um isomorfismo de A e B é um homomorfismo

¢ : A — B bijetor. Dizemos entdo que A e B sao isomorfos.

Proposicao 1 (Teorema do Isomorfismo). [6/ Dado um homomorfismo sobrejetor h : A —

B. Euiste um isomorfismo h : A/N(h) — B tal que h =ho

Teorema 5. [}/ Se A é um anel com unidade, entio esta unidade 1 é a unica identidade

multiplicativa do anel.

Definigao 15. Seja A um anel:



SECAO 2.1 ALGEBRA ABSTRATA E ALGEBRA LINEAR 8

(1) Um elemento nao nulo x de A € chamado um divisor de zero se existe um elemento nao

nuloy em A tal que v -y =0 ouy -z =0;

(1i) Seja A um anel com unidade. Um elemento x de A é chamado invertivel em A se existe

-1

x ! em A tal que x - x71

=z . x=1.

Definigao 16 (Ideal num Anel Comutativo). Seja A um anel comutativo. Dizemos que um

subcongunto I C A, I # 0, é um ideal em A se, e somente se,:
OVryel —=z—yel
(i) VacAexel = ar el

Proposicao 2. [6] Seja I um ideal num anel comutativo A. Entao:
(1) 0 € I;
(ii))Vaecl = —acl,
(1)) ¥V a,be ] = a+beI;

(iv) Se o anel A possui unidade e se existe um elemento inversivel u € A tal que u € I

entao I = A.

Definigao 17 (Ideal a direita(a esquerda)). Um subanel L de um anel A é um ideal a direita
(a esquerda) em A se bL C N(Lb C N) para todo b € A. Se L é simultaneamente um ideal

a direita e a esquerda em A, dizemos que L € um ideal em A.

Sejam A um anel e L um ideal de A. Entao, N determina uma relagao de equivaléncia
em A dada por:

r~r = ac~a €L (2.4)
Estas classes de equivaléncia sao os conjuntos
T=xz+L={x+1|leL} (2.5)

com x € A, e sao chamadas de classes laterais aditivas de L em A. Todo elemento de A esta

contido em exatamente uma classe lateral . Denotaremos por A/L o conjunto dessas classes
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laterais. Define-se em A/L duas operagoes, a partir das operagoes de adigdo e multiplicac¢ao

em A, da seguinte forma:

T+y=@+L)+y+L)=rv+y=(+y)+L (2.6)

Foy=(r+L)-(y+L) =T =(a-y)+L (2.7)

Pode-se verificar que estas definicoes das operacoes nao dependem da escolha de rep-
resentantes em T e y. Mais ainda, mostra-se que A/L é um anel em relagdo as operagoes

introduzidas, conhecido como anel quociente de A médulo L.

Definicao 18 (A-mddulo). Seja A um anel. Um A-mddulo(a esquerda) consiste de um
grupo abeliano N junto com uma operacao de multiplicacao externa de cada elemento de
N por cada elemento de A(a esquerda) tal que para todo N, € N e k,t € A, as sequintes

condicdes sdo satisfeitas:
(i) (k-\) €N
(ii) k- (A + B) = kA + k§
(i) (k+t) - A=k-A+t-\
(i) (k-)A=k-(t-))

Um A-médulo assemelha-se com um espaco vetorial exceto que os escalares precisam
somente formar um anel. Se A é um anel com unidade e 1 - A = X para todo A € N, entao

N é um A-médulo unitério.

Definicao 19 (A-médulo Ciclico). Um A-mddulo N € ciclico se existe X € N tal que N =
{k-\| ke A}

Portanto, um A-mdédulo ciclico é gerado por um tnico elemento. A idéia de um conjunto
de geradores para um A-mddulo é a generalizacao natural da idéia de um conjunto de vetores

geradores de um espago vetorial.
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Definigao 20 (Ideal Primo). Seja P um ideal num anel comutativo A. Dizemos que P € um

ideal primo se P # A e se € verdade a sequinte frase:
Ve,yeA v-yeP=—=x€PouyeP (2.8)

Definigao 21 (Ideal Maximal). Um ideal M # A chama-se mazximal se, para qualquer ideal
I de A, a propriedade M C I implica I = M ou I = A.

Teorema 6. [6] Seja A um anel comutativo com identidade e I um ideal de A com I # A.

Entao:
(1) A/I é um dominio de integridade se e somente se I € primo;
(i) AJI € um corpo se e somente se I € ideal mazximal
(111) todo ideal mazimal de A é primo,

Definigao 22 (Anel Local). Um anel R é chamado um anel local se R possui somente um

ideal mazximal.

2.1.3 Corpo

Definicao 23 (Corpo). Um anel F, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo se todo

elemento nao nulo de F admite simétrico multiplicativo. Ou seja,
VaeF, a#0=3beF|a-b=1 (2.9)
Podemos também falar que um corpo F é um anel de divisdo comutativo.

Portanto, dizemos que F é um corpo sob as operacoes binarias + e - se, e somente se,
F constutui um grupo abeliano sob estas operacoes e, para a operacao -, € valida a lei
distributiva. Assim, podemos dizer que um corpo apresenta no minimo dois elementos: as
identidades das operagoes + e -. O ntimero de elementos num corpo é a ordem do mesmo e

um corpo onde este nimero ¢ finito é chamado corpo finito.
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Exemplo 1. Sdo exemplos de corpos: o conjunto dos nimeros racionais e dos numeros
reais sob adi¢do e multiplicagdo usuais e o conjunto Z, = {0,1,2,...,p—1} para p primo sob

adigao e multiplicagao modulo p.

Definicao 24 (Subcorpo). Um subcorpo é um subconjunto de um corpo que tem estrutura

de corpo sob as operacoes herdadas do mesmo.

Nosso trabalho sera desenvolvido assumindo que os corpos sao finitos, pois estes sao usa-
dos na maioria das construcoes dos codigos conhecidos. Estes corpos sao também conhecidos
como corpos algébricos de Galois ou corpos de Galois e sao denotados por GF(q) ou F,, onde

g > 2 é o numero de elementos do corpo.
Definicao 25 (Polindmio). Um polinémio de grau n — 1 sobre um corpo F, € escrito como:

p(x) = pu1a™ "+ pu2a”? + .+ P17 + po, (2.10)
onde x € uma varidvel e os coeficientes pis, 0 <i <mn—1, i € Z, sdo elementos de IF,.
Definigao 26 (Polinémio Moénico). Um polinémio monico € aquele cujo coeficiente lider(coeficiente
da varidvel de maior expoente) p,_1 € igual a 1, a identidade multiplicativa de GF(q).

Definigao 27 (Polinémio Irredutivel). Seja F um corpo. Dizemos que um polinémio p €

F[X](anel de polinémios) € irredutivel em F[X| ou irredutivel sobre F se:
(i) p € F (ou seja, p ndo € polinémio constante);
(i1) Dado f € F[X], se f | p entdao ou f € F* ou existe ¢ € F* tal que f = cp.

Sabemos que o conjunto de todos os polinomios sobre F, forma um anel sob as operacoes

usuais de soma e multiplicagdo de polinomios. Este anel é donotado por GF(q)[z] ou F|x].

Definicao 28. Um elemento § € F, € uma raiz ou zero do polinomio p(x) € F,lx] se

p(B) = 0.

Teorema 7. [}] Se G € um subgrupo multiplicativo do grupo (F*,-) de elementos nao nulos

de um corpo F, entao G ¢ ciclico.
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Corolario 2. [4] O grupo multiplicativo de todos os elementos nao nulos de um corpo finito

sob a operacao multiplicacao deste corpo € ciclico.

Corolario 3. [4] Uma extensdao (corpo de extensio) E de grau v de um corpo finito F, € o

conjunto dos polinomios sobre F, mddulo um polinémio irredutivel de grau r.

Teorema 8. [4] Considere uma extensao finita de grau r sobre o corpo F,. Entao esta

extensao tem q" elementos.
Teorema 9. [4] Todos os corpos de ordem p™ sao isomorfos.

Definicao 29 (Polinémio Primo). Dizemos que um polinémio p(x) sobre F, é primo se ele

for monico e irredutivel sobre IF,.

Teorema 10. [4] O anel de polinémios mddulo um polinémio p(x) sobre F, é um corpo se,

e somente se, p(x) € um polinémio primo.

Definicao 30 (Elemento Primitivo). Um gerador do grupo multiplicativo de F, é denomi-

nado um elemento primitivo de IFy.
Corolario 4. [/] Todo corpo finito F contém um elemento primitivo.

Teorema 11. [3] Seja F* o conjunto dos q—1 elementos nao-nulos de GF(q), onde ¢ = p™.

Entao, F* ¢ um grupo ciclico multiplicativo de ordem p™ — 1.

Teorema 12 (Garantia da Unicidade de GF(p™)). [3] Todos os corpos finitos de ordem p™
sao isomorfos (diz-se que dois corpos F e G sdo isomorfos se existe uma bijecao de F em G

a qual preserva adigao e multiplicagao).

Portanto, todo corpo de Galois contém um elemento 3, tal que todo elemento pertencente

ao grupo multiplicativo do corpo finito pode ser expresso como uma poténcia de [3.

Defini¢ao 31 (Polinomio Minimal). /3] Seja GF(q') um corpo finito e GF(q) um subcorpo
de GF(q'). Seja 6 € GF(q'). O polinémio primo p(x) de menor grau sobre GF(q), tal que
p(B) =0, € chamado polinomio minimal de 3 sobre GF(q).
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Teorema 13. [}/ Considere os corpos GF(q') e GF(q) como definidos acima. Cada elemento
B de GF(q") tem um dnico polindmio minimal sobre GF(q). Mais do que isso, se 3 tem p(z)

como seu polinomio minimal e um polinomio g(x) tem [ como um zero, entdo p(x) divide

g(z).

2.1.4 Espaco Vetorial

Definicao 32 (Espago Vetorial). Seja F um corpo. Um espago vetorial sobre F consiste de
um grupo abeliano V' sob adi¢cao junto com uma operacao de multiplicagao por escalar de
cada elemento de V' por cada elemento de F a esquerda, tal que para todo a,b € F e \,3 €V,

valem as seguintes propriedades:
(i)a-\eV;
(i) a-(b-\) = (a-b)- X
(iii) (a+b) - A= (a-X)+ (b N);
(iv) a-(A+8) = (a-A) + (a- B);

(v) 1- X=X, onde 1 é a unidade multiplicativa d e K;

Os elementos de V' sdo vetores e os elementos de K sao escalares.

Definicao 33 (Combinacao Linear). Seja V' um espago vetorial sobre K. Os vetores em um
subconjunto S = {\; | i € I} (onde I é um conjunto de indices) de V geram V se para todo
G eV tem-se que:

ﬂ:al-)\i1+a2-/\i2+...—|—an-)\ (211)

in

para algum congunto de a; € K e \;; € 5,7 = 1,...,n. Um vetor

> a- (2.12)
j=1

¢ chamado de combinagao linear dos A;,.
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Definigao 34 (Dimensao Finita). Um espago vetorial sobre um corpo K tem dimensao finita

se existe um subconjunto finito de V' cujos vetores geram V.

Definigao 35 (Linearmente Independentes). Os vetores em um subconjunto S = {\; | i € I'}
de um espaco vetorial V' sobre um corpo K sao linearmente independentes sobre K se

n
D aj- N, =0 (2.13)
j=1
implica que a; = 0 para j = 1,...,n. Se os vetores nao sao linearmente independentes sobre

K, dizemos que eles sao linearmente dependentes sobre K.

Definicao 36 (Base e Dimensao). Se V' € um espago vetorial sobre um corpo F, os vetores
em um subconjunto B = {f; | i € I} de V' formam uma base para V sobre F se eles geram V
e sao linearmente independentes. O numero de elementos de B € conhecido como a dimensao

de V sobre F.

2.1.5 Algebra

Definicao 37 (Algebra). Uma dlgebra consiste de um espaco vetorial V' sobre um corpo I,
Junto com uma operacao bindria de multiplicacdo sobre o conjunto V' de vetores, tal que para

todoa € F e\, 3,0 €V, as sequintes condigoes sao satisfeitas:
(i) (a-A)-B=a-(A-5)=A-(a-f);
(i) A+ 5)-p=A-o+ 0
(iit) A (B+@) =A- B+ A
Dizemos que V' é uma dalgebra associativa sobre ' se além das trés condigoes acima,
(1v) (A-0B)-p=X-(B-p), para todo X\, 3, € V.

Teorema 14. [3] As classes residuais de polindmios mddulo um polinomio f(x) de grau n

formam uma dlgebra de dimensao n sobre o corpo dos coeficientes.
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Teorema 15. [3] Seja p(x) um polinomio com coeficientes em um corpo F. Se p(x) for
irredutivel em T, isto €, se p(x) nao possuir fatores com coeficientes em F, entao a dlgebra

de polinomios sobre F mddulo p(x) serd um corpo.

O corpo de extensao de grau m sobre F é formado tomando-se polinomios sobre F,
moédulo um polindmio irredutivel p(x) de grau m. As classes residuais médulo um dado
inteiro n formam um anel sob adicao e multiplicacao moédulo n, denotado por Z,,. Portanto,
quando n é um primo p, entao estas classes residuais formam um corpo de p elementos,
chamado corpo de Galois e denotado por GF'(p).

Um resultado da algebra nos diz que o anel de polindomios sobre qualquer corpo finito
tem pelo menos um polindémio irredutivel de todo grau. O corpo de polinémios sobre GF'(p)
modulo um polinomio irredutivel de grau m é chamado corpo de Galois de ordem p™ e é
denotado por GF(p™). Com isso concluimos que é sempre possivel encontrar um corpo de
q = p™ elementos, onde p é um primo. Pelo Teorema 14, o corpo GF(p™) é um espago

vetorial de dimensao m sobre GF'(p), logo, tem p™ elementos.

2.2 (Cddigos Corretores de Erros

Estaremos considerando somente alfabetos finitos. Inicialmente, o alfabeto A pode ser
qualquer conjunto de simbolos. Entretanto, muitas vezes é conveniente que o mesmo seja
“estruturado”para que a codificacao e a decodificacao sejam simplificadas. Entendemos por
alfabetos “estruturados”aqueles que apresentam alguma estrutura algébrica, tal como grupo,

anel ou corpo.

Definigao 38 (Espaco de Sequéncias). Um espaco de sequéncias Al é o conjunto de todas
as sequéncias ¢ = {¢; | i € I} de elementos ¢; sobre algum alfabeto A, onde I € um conjunto

de indices.

Definicao 39 (Cddigo). Um cddigo C sobre um conjunto A € qualquer subconjunto nao-vazio

do espaco de sequéncias A”.
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Definicao 40 (Cdédigo de Bloco). Um cddigo de bloco C de comprimento n(nimero natural)
¢ qualquer subconjunto nao-vazio do conjunto A™ de todas as sequéncias c = {c; | 1 <i < n},

onde ¢; é denominada palavra-codigo.

Um cédigo de bloco é caracterizado por trés parametros principais: seu comprimento,

sua dimensao e sua distancia minima.

Definicao 41. Seja C um cddigo sobre um alfabeto A :
(i) As coordenadas de uma palavra-cédigo sao chamadas de simbolos;
(i1) A cardinalidade de um cddigo finito é chamado tamanho do cédigo;

(111) Quando o conjunto de indices I é finito temos um cddigo de bloco. Neste caso, a

cardinalidade de I, denotada por n, é denominada comprimento do cddigo,
(iv) Quando I é infinito temos um codigo convolucional ou um codigo de trelica.

Definicao 42 (Distancia de Hamming). Sejam u e v dois elementos pertencentes a A", a

distancia de Hamming serd d(u,v) = #{i | u; # v;,1 <i < n}.

Definig¢ao 43 (Distancia de Hamming Minima). Seja C um cddigo de bloco. A distancia de

Hamming minima do cédigo C € definida como o nimero d = min{d(u,v)| u,v € C e u # v}.

Sabendo que a métrica utilizada serd a de Hamming, representaremos um cédigo de bloco

pela terna ordenada (n, k, dpy), onde valerd o teorema abaixo:
Teorema 16. [}/ Para qualquer cddigo de bloco (n, k, dpmin), vale a sequinte desigualdade:
d<n—Fk+1 (2.14)

Um outro parametro primordial na caracterizagao de um cédigo de bloco, ¢ a taxa do

c6digo, definida pela razao entre a dimensao k do cédigo e seu comprimento n, ou seja,

k
r=—.

(2.15)
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Cédigos de bloco podem ser usados como codigos corretores de erros. A capacidade de
correcao de erros de um cédigo (n, k, d), denotada por ¢, esta relacionada a distancia minima

deste codigo da seguinte forma:

Logo, quanto maior a distancia minima do cédigo, maior é a capacidade deste de corrigir
erros.

A maioria dos codigos de interesse pratico pertencem a classe dos codigos lineares. Um
codigo (n,k,d) é dito linear se, e somente se, todas as suas palavras cédigos formam um
subespago vetorial de dimensao k do espago vetorial Fy/, o conjunto das n—uplas de GF’ (q).

Portanto, podemos representar este cédigo matricialmente como:

g11 912 - Gin
= 9.21 9.22 s g?n ’ (2'17)
i k1 Gk2 - Gkn ]

conhecida como matriz geradora do cdigo (n, k, d), cujas linhas formam uma base do espago
vetorial. Portanto, combinacoes lineares das linhas de GG sao palavras-cédigo de C. Dessa

forma, o processo de codificacao pode ser escrito como:
v=u-G, (2.18)

onde u ¢é a seqiiéncia de informacao a ser codificada e v é a palavra-cédigo correspondente.

Para toda palavra-cédigo v vale a relagao,

vHT =0, (2.19)

onde a matriz (n — k) X n, denotada por H, é chamada matriz verificagdo de paridade e
qualquer vetor ortogonal as suas linhas pertence ao espaco vetorial das linhas da matriz
geradora GG associada e vice-versa. O cdédigo gerado pela matriz H é chamado cédigo dual

do codigo C.



CAPITULO 3

TRANSFORMADA DISCRETA DE
FOURIER SOBRE CORPOS FINITOS

Neste capitulo, apresentamos alguns dos principais conceitos da transformada discreta
de Fourier sobre corpos finitos que sao fundamentais para a compreensao e comparagao com
o desenvolvimento a ser realizado no Capitulo 4 porém, sobre anéis comutativos finitos com
identidade. Estes conceitos, inclusive os Teoremas e suas demonstragoes que serviram de
base teorica para as aplicagoes que serao feitas no Capitulo 5, podem ser encontrados nas

referéncias [1] e [2].

Desenvolvemos este capitulo da seguinte maneira. A Secao 3.1, apresenta uma introducao
da transformada discreta de Fourier assumindo que o corpo em questao é dos complexos. Na
Secao 3.2, apresentamos uma revisao de codigos de bloco lineares sobre corpos finitos, teoria
esta necessaria para o desenvolvimento deste trabalho. Na Secao 3.3, descrevemos espectral-
mente os codigos ciclicos sobre corpos finitos. Ja na Secao 3.4, veremos o procedimento de
como ¢ feita uma extensao Galoisiana sobre corpos. Nas Secoes 3.5, 3.6 e 3.7 apresentamos
procedimentos para obtermos as extensoes dos cddigos Reed-Solomon, BCH e Alternantes,

respectivamente.

18
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3.1 Introducao

Assumiremos que o corpo em questao é o dos complexos. A definicao da transformada

discreta de Fourier de p = (po, p1 ,-.., Pn—1), um vetor de nimeros complexos, é um vetor

P = (P, P,..., Py_1) dado por:

N-1
Po=Y" e Ny k=0, N~ 1. (3.1)
=0

onde j = y/—1. O niicleo da transformada de Fourier, exp(—j2rN~1), é a raiz N-ésima da
unidade no corpo de nimeros complexos. No corpo finito GF(¢™), um elemento o de ordem

n é uma n-ésima raiz da unidade. Da analogia entre exp(—j2rN~') e a, temos:

Definicao 44. Seja v = (vg, vy, ..., v,—1) um vetor sobre GF(q)" onde n divide g™ — 1 para
algum m, e seja o um elemento de GF(q™) de ordem n. A transformada de Fourier do vetor

v € o vetor V.= {Vo,Vi,...,V,_1} dado por:

n—1
V= alv, j=0,...,n—1 (3.2)
=0

O indice i é definido como o tempo, e v como uma fun¢cao no dominio do tempo ou
sinal. Também definimos o indice j como a freqiiéncia, e V como a func¢ao no dominio da
freqiiéncia ou o espectro e « é o nicleo da transformada.

Qualquer fator de ¢™ — 1 pode ser usado como o comprimento de uma transformada de
Fourier, mas o valor mais importante para n é o de comprimento primitivo, n = ¢ — 1.
Com isso, o é um elemento primitivo de GF(¢™). Diferentemente do que ocorre no corpo
dos complexos, a transformada de Fourier para qualquer valor do comprimento nao existe
no corpo de Galois porque nao existem elementos com toda e qualquer ordem no corpo de
Galois. Se m é o menor inteiro resultante da divisao de ¢™ — 1 por n, entao existe um corpo
de Galois na transformada de Fourier sobre GF(q) de comprimento n, e as componentes da
transformada de Fourier estdo em GF(qg™).

No caso da transformada discreta de Fourier, embora a fun¢ao no dominio do tempo p

seja real, a transformada P é complexa. Analogamente, a transformada de Fourier sobre o
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corpo de Galois, embora a fungdo no dominio do tempo v seja sobre GF(q), o espectro V
é sobre o corpo de extensdo GF'(¢™). Em aplicagoes onde seja exigido o controle de erro, o

processo de decodificacao é realizado sobre GF'(q™).

Teorema 17. Seja GF(q) um corpo de caracteristica p, entdo os elementos do par de trans-

formada v = (vg, vy, ..., 0p_1) «— V ={Vo,V1,...,V,_1} sdo dados por:

n—1 n—1
V= E av; vi = E a "V, (3.3)
=0 =0

onde n € interpretado como um numero inteiro do corpo maodulo p.

A transformada de Fourier apresenta algumas propriedades importantes que sao facil-

mente transportadas para o caso do corpo finito. Um exemplo é a propriedade de convolucao.
Teorema 18 (Teorema da Convolugao). Se e; = fig;, para todo i =0,1,...,n — 1, entao

nE;=> FieGr j=01,.,n—1, (3.4)
onde j — k — 1 € interpretado mddulo n e o produto nkE; é interpretado maodulo p.

Teorema 19 (Propriedade de Translagao). Se {v;} < {V;} é um par de transformada de

Fourier, entao os sequintes pares de transformadas de Fourier sao obtidos:

{a'v;} = {Vig} (3.5)

{v-1} = {15} (3.6)
Podemos representar um vetor v por um polindémio v(z). O polindémio
v(z) = v 2™ v

pode ser transformado em um polinémio,

V(z)=Voaz" '+ .+ Viz+ 1 (3.7)

por meio da transformada de Fourier sobre o corpo de Galois. Este ultimo polinémio é
chamado polinémio espectral ou o polinémio associado a v(z). Propriedades do espectro

estao relacionadas com os zeros do polinomio, como mostrado no teorema a seguir.
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Teorema 20.

(i) O polinémio v(x) tem um zero o se, e somente se, a j-ésima componente da freqiiéncia

V; € igual a zero;

(ii) O polinomio V(x) tem um zero a™" se, e somente se, a i-ésima componente no tempo

v; € igual a zero.
Assim, em corpos finitos, quando falamos dos zeros do polindomio ou da componente
espectral igual a zero, estamos falando a mesma coisa. Mas na verdade, em relagao aos

zeros do polinomio nos referimos a fatoracao de polinomios, enquanto que em relacao a

componente espectral estamos relacionando com a transformada de Fourier.

3.2 Coddigos sobre Corpos Finitos

Nesta segao, faremos uma breve revisao de cédigos sobre corpos finitos necessarios para o

desenvolvimento deste trabalho. A teoria apresentada nesta se¢ao segue de [14].

Definicao 45. Se o alfabeto A for um corpo finito F, = GF(q), onde ¢ = p™, com p um
nimero primo e m um inteiro positivo, dizemos que um cédigo de bloco C sobre F, é linear

se for um subespago vetorial de Fy.

A seguir definiremos dimensao e taxa, sendo estes dois parametros importantes para um

cédigo de bloco.
Definigao 46. Seja C um coédigo de bloco linear:

1. A dimensdo do cidigo C € definida como k = loga||C| simbolos por bloco, onde | - |

denota a cardinalidade do conjunto.

2. A taxa do cédigo C é definida como Re = k/n, onde k € a dimensao do espago vetorial

en € o comprimento da palavra-codigo.

3. Um codigo de bloco C de comprimento n, dimensao k e distancia minima de Hamming

d € denotado por (n,k,d)— cddigo.
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Quando k ¢ inteiro, dizemos que a palavra-cédigo contém k digitos de informacao e
n — k digitos de redundancia.

H& varias formas de descrever um codigo. Uma delas é considerar que um cddigo é
derivado de uma estrutura de espaco vetorial. Nesta dire¢dao, é necesséario identificar um
conjunto k de vetores em GF(q)" que sejam linearmente independentes (base do espago
vetorial). Assim, é possivel gerar ¢* vetores distintos, e que a dimensao do cédigo é dada
por log4|C| = log,q" = k. Consequentemente, k vetores linearmente independentes de F "

geram um (n, k)—cédigo de bloco linear sobre F,, onde ¢ é uma poténcia de primo.

Se g1,82,-.,8 sao vetores de Fy que geram um (n, k)—cédigo linear C, onde g; =
(i1, Gizy - -+ Gin), © = 1,2,... k, entéo a aplica(;zio [« FF — F? definida por f(u) =
fluy,ug, ..., up EzuzgZ = Zulgzl, . Zuzgm é um “codificador”, isto é, se Fk

for visto como o conjunto das palavras numa hnguagem ‘natural”, a funcao f nos diz como

codificd-las. Deste modo, qualquer palavra-cédigo v € C pode ser expressa na forma v = uG,

onde u = (uy,up, ..., ux) € Fi e
g1 g1 G912 - Gin
G- 82 _ g21 Gg22 "+ Gon (3.8)
| Sk i | k1 Gk2 " Gkn ]

A matriz G = [g;;], que descreve a aplicacao linear f, é chamada matriz geradora do
c6digo C. Dizemos que G esta na forma sistematica se G = [Ij|Pyxn—x] para alguma matriz
P, isto é, g;j = 0;; para i,j = 1,2,...,k (onde §;; =0sei # je d;; =1sei=j). Neste
caso, dizemos que o codigo ¢é sistematico, e que os primeiros k£ simbolos ou coordenadas de
c € C sao os simbolos de informacgao, e os demais simbolos de paridade.

Os simbolos de controle ou de paridade tém a seguinte finalidade. Dado um vetor x =
(z1,72,...,7,) em F, para determinar se x € C basta verificar se x = f(u) para algum

u e IF’;. Neste caso (estamos supondo C na forma sistemadtica), z; = u;, parai < k, e x; =
k

Zuigij = ingij, para j > k. Logo, para verificar se x € C basta verificar se z; =
i i=1
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k
ingij, para j=k+1,...,n.
i=1

Note que a matriz G nao é univocamente determinanada por C, pois ela depende da
escolha da base. Duas matrizes geradoras de um mesmo codigo C podem ser obtidas uma
da outra por uma seqiiéncia de operagoes elementares do tipo: 1) troca de duas linhas; 2)
multiplicagdo de uma linha por um elemento ndo nulo do corpo Fy; 3) adigao de qualquer
multiplo de uma linha a outra.

Se além disso, efetuarmos seqiiéncias de operagdes sobre G do tipo: 1) permutagoes de
duas colunas; 2) multiplicagdo de uma coluna por um escalar nao nulo. Entdo, obteremos
uma matriz G’ de um cédigo equivalente a C. Reciprocamente, podemos construir cédigos
a partir de matrizes geradoras G. Para isto, basta considerar uma matriz cujas linhas sao
linearmente independentes.

Note que pelo fato de G ter posto k é sempre possivel reduzi-la a forma escalonada através
das operacoes elementares sobre as suas linhas. Dessa forma, dizemos que dois codigos sao
equivalentes se um puder ser obtido do outro através de permutacoes de suas coordenadas.

De acordo com o que vimos anteriormente, podemos afirmar que a informagao contida
numa palavra-cédigo ¢ € C depende de k de suas coordenadas e as demais coordenadas
representam a redundancia usada para a verificagao da paridade. A taxa do cédigo C,
denotada por Re = . ¢ a razao entre o numero de coordenadas “informativas”e o nimero
total de coordenadas.

Uma outra maneira de descrever um codigo ¢é estabelecer uma aplicagao linear sobrejetora

h:F, — IF’; tal que o nicleo de h é o cédigo C. Neste caso, x = (x1,%2,...,2,) € C se, e

somente se, H(x1,xs,...,2,) = 0. Se temos uma matriz H de posto k e ordem n — k por n
n

dada por H = [h;j], entao esta tltima equacao se escreve como Z hijz; =0, i=1,2,...,k,

i—1
isto é, xHT = 0, onde HT denota a transposta da matriz H. A matriz H é chamada matriz

verificacao de paridade do cddigo C e gera um (n, n—k)— cédigo sobre F, chamado c6digo
dual de C.
Note que um cédigo C com matriz geradora G, para verificar se um determinado vetor

¢ € [Fy pertence ou nao a C, é preciso verificar se o sistema de equagoes com k incognitas
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dado por xG = c, admite solu¢ao. Em geral, o custo computacional associado é elevado.
No entanto, trabalhando com uma matriz verificagao de paridade H, a questao pode ser
respondida bem mais rapidamente. Basta verificar se é nulo o vetor cH”, o que é ficil de
realizar computacionalmente.

Dados um cédigo C com matriz verificagao de paridade H e um vetor ¢ € [y, chamamos

o vetor cH” de sindrome de c.

3.3 Descricao Espectral de Cédigos Ciclicos sobre
Corpos Finitos

Em um cédigo ciclico cada palavra-cédigo c(z) é representada pelo produto do polinémio
gerador por um polinémio de grau k — 1, isto é, ¢(z) = g(x)d(zx), onde d(z) é um polindémio

de grau k — 1. A convolugao ciclica no dominio do tempo é definida, para todo ¢, como

—_

3

Ci =) 9(i—k)dk- (3.9)
0

B
Il

Portanto, no dominio da freqiiéncia, a componente C; é dada por
C; = G;D;. (3.10)

Qualquer espectro que satisfaca esta expressao ¢ uma palavra-codigo no dominio da
freqiiéncia, se todas as componentes no dominio do tempo estdao em GF'(q). Como o espectro
¢ arbitrario, o tnico papel significativo de G; ¢ especificar as freqiiéncias onde o espectro da
palavra-cédigo C; é zero. Assim, podemos definir um cédigo ciclico como: Dado um conjunto
de componentes espectrais ji, . .., j,—r chamado freqiiéncia de paridade, o cédigo ciclico n

é o conjunto de palavras-cédigo em G F'(q) cujo espectro é zero nas componentes ji, . . ., jn_k-

Teorema 21. [2] Seja V um vetor de dimensio n com elementos em GF(q™), onde n é
um divisor de ¢ — 1. Entao, a transformada de Fourier inversa v € um vetor de elementos

sobre GF(q) se, e somente se, as sequintes equagdes sao satisfeitas:

V}q:‘/((qj)), ij,...,n—l. (3.11)
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DEMONSTRACAO: Por defini¢ao,
n—1
V=) o j=0,....n-1 (3.12)
i=0

Para um corpo de caracteristica p, sabemos que (a+b)" = a?" + 0" para qualquer inteiro

r. Entao, se v; é um elemento de GF(q), para todo i, entao v{ = v;. Consequentemente,

n—1 n—1 n—1
V= ()t =3 0l =B ot =Vig). (313)
i=0 i=0 =0
Reciprocamente, suponha que para todo j, V}q = Vi(gj))- Entao
n—1 n—1
Za"qjvf’:Za"qjvi j=0,...,n—1 (3.14)
i=0 =0

Seja k = qj. Dado que q € relativamente primo an = q" — 1, e como j abrange todos os

valores entre 0 e n — 1, k também assume todos os valores entre 0 e n — 1. Portanto,

atkyd = o*v,  k=0,...,n—1, (3.15)

e por unicidade da transformada de Fourier, v} = v;, para todo i. Assim, v; € um zero de

x9 — x para todo i, e tais zeros sao elementos de GF(q). [ ]

Para aplicar o Teorema 21, o modulo dos n inteiros é dividido em uma cole¢ao de con-

juntos, conhecida como classes conjugadas, conforme segue:

Aj={j.da.id% - gq™ '}, (3.16)

onde m; é o menor inteiro positvo que satisfaz j¢™ ' = j mod n. Como o corpo é finito,
deve existir um m;. Embora cada palavra-cédigo no cédigo ciclico seja um vetor em GF(q),
o espectro da palavra-cdédigo é um vetor em GF'(q™). Portanto, um cddigo ciclico pode
ser descrito como o conjunto de transformadas de Fourier inversa do conjunto de todos
os vetores espectrais que sao restritos a zero em muitas componentes prescritas, dado que
estas transformadas inversas de Fourier estao em GF(q). Nao é possivel escolher qualquer

espectro que seja zero nas componentes prescritas; algumas destas pode ter transformada
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inversa com componentes que nao estao em GF'(q). Para obter palavras-cédigos em GF(q)
devemos escolher somente espectros que satisfaca as restrigoes conjugadas do Teorema 21.
Os cédigos BCH sao cédigos ciclicos em que as freqiiéncias de paridade sao escolhidas
consecutivamente. Um coédigo BCH corrigindo ¢ erros, com comprimento n = ¢ — 1 é o
conjunto de todas as palavras-cédigo em GF(q) cujo espectro é zero em um bloco especifico
de 2t componentes consecutivas. O limitante da distancia minima de um cédigo no dominio

da freqiiéncia é estabelecido através do seguinte resultado.

Teorema 22. [2] Seja n um fator de ¢™ — 1 para algum m. O unico vetor em GF(q)"com
peso menor ou tqual a d — 1, resultando em d — 1 wvalores seqiiénciais de seu espectro iguais
a zero ¢ o vetor todo nulo.

DEMONSTRAGAO: Sejam iy, ..., 1, os indices das v componentes diferentes de zero do vetor
c, v < d—1. Defina um vetor no dominio da fregiiéncia cuja transformada inversa de Fourier
€ zero quando ¢; # 0. Existem muitos vetores no dominio da freqiéncia que poderiam ser

usados. Uma escolha é baseada no polinémio localizador A(z) :

v

Alz) = [J(1 = wa™) = Apa” + Ap12” ™' + ..+ Az + Ao (3.17)

k=1
Como um wvetor, A € um espectro de freqiiéncia arbitrariamente definido, tal que sua
transformada inversa X\ = {\;} € igual a zero para todo i em que ¢; # 0. O produto no
dominio do tempo € zero (\ic; =0 para i = 0,...,n — 1); portanto, a convolugao ciclica no
dominio da fregiiéncia € zero:

Ax C=0, (3.18)

pois, \o=1 e A =0 se k>d— 1. Esta convolugcao pode ser escrita como

d—1
Cj == MCy-ny). (3.19)
k=1

Mas C' € zero no comprimento do bloco d — 1. Consegiientemente, a recursao implica que

C € zero em toda componente e que ¢ deve ser o vetor todo nulo. ]

Quando n = ¢ — 1, o cédigo BCH ¢é um cédigo Reed-Solomon, a palavra-cédigo e o

espectro estao no mesmo corpo. Pode-se codificar diretamente no dominio da freqiiéncia por
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estar ultilizando a informagcao de simbolos para especificar as componentes espectrais. Cada
espectro, consistente com as restrigoes de paridade, produz uma palavra-cédigo. Qualquer
conjunto de 2t freqiiéncias consecutivas é escolhido como simbolos restritos a zero. As n — 2t
componentes nao restritas do espectro sao preeenchidas com simbolos de informagcao sobre
GF(q).

Para c6digos BCH mais gerais, a codificagao é mais complexa. Existem dois corpos: o
corpo de simbolos GF'(q) e o corpo localizador GF(¢™) usado para o espectro. Novamente,
2t componentes consecutivas do espectro sao escolhidas como nulas. Os simbolos restantes
devem ser escolhidos de GF'(¢™) para representar as k informacoes de simbolos somente nas
q" possiveis formas que tem a transformada inversa de Fourier sobre valores g-drios.

Para o caso geral, os inteiros modulo n sao divididos em classes conjugadas:
Aj = {j7jq7jq27"'7qujil}- (320)

Se a componente espectral C; é especificada, entao cada componente espectral cujo indice
estd na classe conjugada de j, deve ser uma poténcia de C; e, portanto, nao pode ser es-
pecificada separadamente. Além disso, se a classe conjugada tem r membros, entdao devemos

ter

C? = (3.21)

T =1, (3.22)

Consequentemente, ndo estamos livres para escolher qualquer elemento de GF'(¢™) para
C;, porém, somente aqueles cuja ordem divide ¢" — 1 ou o elemento zero. Cada elemento
de GF(¢™) tem ordem que divide ¢"™ — 1. Portanto, ¢" — 1 divide ¢™ — 1, e é claro que a
cardinalidade de cada classe conjugada divide m.

Para especificar uma codificagao, particionamos os ¢™ — 1 primeiros inteiros nas classes
conjugadas, e selecionamos um inteiro para representar cada classe. Esta representatividade
especifica a unicidade dos simbolos assinalaveis. Para formar um cédigo BCH, um bloco de

2t componentes espectrais sao escolhidas como freqiiéncias de paridade e igualadas a zero.
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Os simbolos restantes sao simbolos de informacao arbitrarios com excegao das restricoes
ocasionais na ordem. Todos os outros simbolos indexados na mesma classe conjugada nao

sao livres, sao freqiiéncias obrigatorias.

3.4 Extensao Galoisiana sobre Corpos Finitos

A Teoria de Galois é uma forma fascinante de conectar a matemética moderna a cldssica.

Seu objetivo é estudar as solugoes da equacao polinomial.
f(@)=2"+ap 12" "+ ...+ a1z +ag =0, (3.23)

considerando o polinémio f(x) com coeficientes em um corpo k. Os zeros deste polindmio
determinam outro corpo L o qual contém k. Se ay,...,q, sao raizes de f(x), entdo L =
k(aq, ..., ), e este corpo é chamado corpo de decomposicao de f sobre k ou extensao

Galoisiana de k.

Veremos, a seguir, o procedimento geral de como construir um cédigo sobre corpos de
Galois. Inicialmente deve-se determinar o polinomio gerador de um codigo de bloco ciclico
g-ario. Sabendo que ¢ = p™, o corpo de Galois GF(p™) é formado pelas classes residuais
de polinémios em GF(p)[z] médulo um ideal primitivo de grau m, também pertencente a
GF(p)[z]. Suponha que « seja um elemento primitivo no corpo em questao. Portanto, «
é uma raiz do polinomio gerador desse ideal. Consequentemente, é possivel expressar uma
dada poténcia de a em funcao de outras menores, ferramenta essencial para se determinar os
elementos do corpo GF(p™). Ressalta-se que as operagoes devem ser realizadas em GF(p).
Determinados os polinomios minimais associados a cada um dos p™ — 1 elementos do grupo

multiplicativo de GF(p™), pode-se definir o polinémio gerador do cédigo de bloco ciclico.

Considere os cddigos sobre GF'(q) construidos usando o corpo localizador GF'(¢™). Uma
extensao do cédigo Reed-Solomon sobre GF'(¢™) pode ser usado para criar um codigo sobre

G F(q) tomando o subcorpo-subcddigo da extensao do cédigo Reed-Solomon no corpo GF(q).
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3.5 Cdbdigos Reed-Solomon sobre Corpos Finitos

A classe de c6digos Reed-Solomon, um dos casos particulares mais simples de cdigos BCH
sobre [F,, encontra na pratica aplicagoes bastante importante, isto é, gravacao magnética,
transmissao via satélite e muitas outras. Uma das caracteristicas importantes desta classe
de codigos ¢ a eficiéncia na correcao de erros que ocorrem em surtos.

E possivel, em geral, adicionar duas componentes extras no cédigo Reed-Solomon, sem-
pre colocaremos um novo simbolo no inicio e um no final do cédigo. Cddigos obtidos pela
adicao de uma ou ambas componentes extras sao chamados cédigos Reed-Solomon estendi-
dos. Cada uma dessas componentes extras pode ser usada tanto como informagao ou como
paridade, isto é, expandir o cédigo aumentando a taxa ou alongar o cédigo aumentando a
distancia minima. Usamos o termo menos especifico, codigo Reed-Solomon estendido, porque
os codigos podem ser considerados como cédigos construidos por ser codigo Reed-Solomon ex-
pandido de distancia minima d* ou pelo cédigo Reed-Solomon alongado de distancia minima
d* — 2. O mesmo cédigo Reed-Solomon é obtido no outro caso.

As duas novas localizagoes devem ser identificadas. Para isso, varias notacoes podem
ser utilizadas. Se as componentes originais sao rotuladas por elementos do corpo, entao o
elemento zero pode ser usado para identificar uma nova componente, e um simbolo adicional
é necessario para identificar o outro. Geralmente, utiliza-se o simbolo infinito. Se as com-
ponentes originais sao rotuladas por representantes de um elemento primitivo, entao o zero
nao esta disponivel para identificar um novo simbolo, e dois novos simbolos sao necessarios.

Utilizaremos — e + para estes. Assim um codigo aumentado é
(c_,co,€1,Cay. ., Cqm_3, Cqm_2,C) (3.24)

en =q"+ 1. O vetor obtido, por exclusao de c_ e ¢y, serd chamado de interior. Devemos
estudar codigos estendidos por meio de propriedades da transformada de Fourier, junto
com propriedades adicionais do espago vetorial estendido. Quando falamos de espectro de

palavras-cédigo, queremos dizer espectro do interior.

Definicao 47. Um cddigo ciclico estendido (n,k) sobre GF(q) € um cddigo linear de di-

mensao n = q™ + 1 consistindo do conjunto de palavras com as propriedades que cada
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palavra-cédigo (c—, co,c1,Ca, ..., Ch3,cq) tem um espectro (Cy,Ch,...,Ch_3) que € igual a
zero no conjunto especificado de n — k — 2 componentes com indiceS ji, ..., Jjn_k_2, € que

duas outras componentes espectrais satisfazem c;, = c_,¢j,—p—1 = C4.
Um cdédigo ciclico estendido geralmente nao é ciclico.

Definicao 48. Sejam jy et inteiros arbitrdrios. Um cédigo Reed-Solomon estendido é um
cddigo linear em GF(q) de dimensdon = q+1 cujas palavras-cédigo (c—, ¢y, c1, ¢, . . ., Cq2,C4)

tém espectro que satisfazem:
1. C;=0 j=jo+1,...,50+2t =2
2. C, = c_
3. Clytat—1 = C4.

O inteiro 2t + 1 é a distancia projetada do codigo Reed-Solomon estendido. A definigao
restringe a 2t —2 sucessivas componentes espectrais iguais a zero, e as componentes espectrais
em ambos os lados destas 2t — 2 componentes sao iguais a ¢_ e ¢, respectivamente. As duas
freqiiéncias espectrais sao chamadas de freqiiéncias de borda.

Comparados ao cédigo Reed-Solomon obtido por eliminacao de c_ e ¢ e ajuste C}, =
Cjy+2t-1 = 0, 0 cédigo Reed-Solomon estendido sempre resulta em duas componentes extras
de informacao sem mudar a distancia minima.

Disso segue que:

Teorema 23. [2] Um cddigo Reed-Solomon estendido em GF(q) é um cédigo (q+1,k) com
distancia minima 2t +1=n—k+1=q—k+ 2.

3.6 Cobdigos BCH sobre Corpos Finitos

Um c6digo BCH ciclico de comprimento s, com mde(p,s) = 1, e distancia projetada d

sobre corpos finitos é um codigo cujo polinomio gerador tem como raizes os elementos

b, bt abt2 onde o € GF(p™) é uma raiz primitiva de z° — 1, b é um inteiro
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nao negativo e m é tal que s divide p™ — 1. Quando s = p™ — 1 o cédigo é chamado BCH
primitivo. Agora, considere cédigos sobre GF(q) construidos usando o corpo localizador
GF(q™). Um cédigo Reed-Solomon estendido em GF(¢™) pode ser utilizado para gerar um
c6digo sobre GF(q) tomando o subcorpo-subcédigo do cédigo Reed-Solomon sobre GF(q).
As vezes, devido as restrigoes no subcorpo GF(q), as componentes estendidas nao podem ser
utilizadas como locais de informacao. Isto é, elas podem conter o mesmo simbolo em cada
palavra-codigo e podem ser omitidas.

Considerando uma aproximagao diferente para construir um codigo sobre GF'(¢q) de um
c6digo estendido sobre GF(¢™), esta aproximacao é tomada do cidigo estendido Reed-
Solomon cujas palavras tém componentes somente em GF'(q) nos ¢™ — 1 simbolos interi-
ores. Os dois simbolos estendidos sdo arbitrarios em GF(¢™), porém, sao representados na
palavra-codigo por m simbolos g-arios.

Por ser um processo um pouco trabalhoso, os cédigos resultantes sao decodificaveis e
muitos podem ser obtidos desta forma, o qual chamamos de cédigos BCH estendidos. Pode-
se obter codigos originais BCH do cddigo estendido relacionando todos os cddigos cujas
caudas sao iguais a zero.

Um vetor C sobre GF(¢™) de comprimento ¢™ — 1 é um espectro valido para o interior

de uma palavra-codigo ¢-aria se as restricoes conjugadas

Cf = Cliy), (3.25)

J

sao satisfeitas. Para obter codigos BCH estendidos de distancia d, procedemos como no caso
dos codigos Reed-Solomon estendidos. Escolhemos freqiiéncias contiguas comecando em j

como freqiiéncias de paridade, e fazemos
1. Cjy = c_
2.Cj=0 j=go+1,...,50+d—3
3. Cjotd—2 = Cy

onde ¢_ e ¢, sado elementos arbitrarios de GF(¢™), dado que nao violem as restrigoes con-

jugadas. As componentes espectrais restantes sao escolhidas, de forma arbitraria, porém,
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satisfazendo as restricoes. O interior é precedido por uma parte final consistindo de no
maximo m simbolos ¢-arios representando c_, e é seguido por uma parte semelhante rep-
resentando c;. Pode ser que as restricoes em Cj, ou Cj,44—2 forcem uma ordem menor que
¢ —1 em que c_ ou c; representa menos que m simbolos g-arios de informacao. Neste caso,
o comprimento final é um divisor de m.

Quando estudamos coédigos BCH, geralmente escolhemos j, = 1 pois, em geral resulta

em codigos melhores.

3.7 Cdbdigos Alternantes sobre Corpos Finitos

Um c6digo BCH sobre GF(q) de comprimento n = ¢"™ — 1 é um subcorpo-subcddigo de
um codigo Reed-Solomon sobre GF'(¢™). Isto é, o c6digo BCH consiste de todas as palavras-
c6digo do cédigo Reed-Solomon que sao valores de GF'(q), tais que o c6digo BCH tem pelo
menos uma distancia minima como a do cédigo Reed-Solomon. Infelizmente, os codigos BCH
de comprimento grande e distancia minima grande nao contém palavras-cédigo em nimero
suficiente. Mais precisamente, em qualquer seqiiéncia de cédigos BCH de comprimento
crescente e taxa limite (para algum R’ fixado, todos os cédigos na sequéncia satisfazem
k/n > R') a distancia minima normalizada d*/n se aproxima de zero com o crescimento de
n. O cédigo original Reed-Solomon tem muitas palavras-codigo, porém o subcorpo-subcédigo
utiliza poucas delas ou tem estrutura de distancia pobre. Nesta secao estudaremos formas
de aumentar a distancia minima reduzindo o c6digo Reed-Solomon para um cédigo subcorpo
em outra forma.

Cédigos alternantes formam uma classe dos codigos lineares que sao uma variagao dos
c6digos BCH tais que para taxas fixas, uma maior distancia minima pode ser obtida (pelo
menos em principio). Seja n = ¢™ — 1, escolha h, um vetor n—dimensional fixo de compo-
nentes diferente de zero sobre GF(¢™), que serd chamada de dominio do tempo e escolha um
c6digo Reed-Solomon em G'F(¢™) com distancia projetada 2t + 1. O cédigo alternante con-
siste de todos os vetores ¢ cujos valores estao em GF'(q) tal que c; = hic;, parai =0,...,n—1,

é uma palavra-cédigo no cédigo Reed-Solomon.
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Equivalentemente, suponha que h; é sempre diferente de zero e g; = h;l. Entao, para
cada palavra-cédigo ¢’ no cédigo Reed-Solomon, forme o vetor ¢; = gz-c;, parat=0,...,n—1.
Se o vetor ¢ assume valores em G'F(q), entao c esta contido no cédigo alternante. O c6digo
alternante é o conjunto de todas as palavras-cédigo com valores em GF'(q) que podem ser
obtidas desta maneira.

Normalmente, selecionamos h no dominio do tempo com todas as componentes diferentes
de zero, porém se no dominio do tempo algum elemento nulo for escolhido, o cédigo deve ser
zero naqueles elementos. Os elementos nulos nao contém informagao e simplesmente nao sao
transmitidos. O decodificador pode reinseri-los se necessario para ajustar as necessidades de
um algoritmo decodificador.

Codigos alternantes atingem grandes distancias minimas se os dominios no tempo sao
selecionados apropriadamente. Para valores grandes do comprimento tais c6digos apresentam
0 mesmo comportamento que quaisquer outros bons codigos conhecidos. Infelizmente, uma
regra pratica para a escolha de um dominio no tempo de comprimento n nao é conhecida,
embora bons dominios do tempo existam em abundancia.

A definicao de codigo alternante é facilmente traduzida no dominio da freqiiéncia. Suponha
que h ¢é diferente de zero. Seja H a transformada de h, a qual serd chamada de molde no
dominio da freqiiéncia. Dado h;c;, para i = 0,...,n — 1, resulta uma palavra-cédigo Reed-
Solomon, a convolucao ciclica HxC resulta em um espectro da palavra-cédigo Reed-Solomon.

Isto é,
n—1

Y HGwpCr =0 j=Jjo,-rjo+2t—1. (3.26)
k=0

Dado que h é nao nulo, H é invertivel, isto é, existe uma matriz G (a transformagcao
do vetor g; = h;', parai = 0,...,n — 1) tal que H * G é a funcio delta de Dirac. (Se
j =0, (H+xG); = 1, caso contrario (H*G); = 0.) Em linguagem polinomial, esta convolucao
se torna

H(z)G(x) =1 (mod z™ —1). (3.27)

Se H(z) é um polinomio em GF(q), entao G(x) também serd um polindémio em GF(q).

O argumento é como segue para n primitivo. H(x) ndo tem nenhum zero em GF(¢™) pois
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H(a™") = nh; # 0. Portanto, H(x) é primo relativo a 2" — 1 = 29" ~! — 1 e pelo algoritmo

de Euclides existem os polinomios G(x) e F(z) em GF(q) tais que
H(z)G(z) 4+ (2" — 1)F(z) = 1. (3.28)

Isto é,

H(z)G(z) =1 (mod 2" —1). (3.29)
Os cédigos alternantes podem ser definidos no dominio da freqiiéncia como segue:
Definicao 49. Seja H um vetor n—dimensional fizado no dominio da freqiiéncia e sejam jg e

t inteiros fixos. O codigo alternante ¢ € o conjunto que contém todo vetor cuja transformacao

C satisfaz as duas condicoes:

3
—_

1Y HiGapCe=0 j=Jo,--  jo+2t =1
0

i

2. Cf = C(gry)-

A primeira destas condicoes é uma convolucao. A segunda condicao garante que as

palavras-cdigo no dominio do tempo estdo em GF(q). O vetor

n—1

Tj = Z H((j,k))Ck, ] = O, e, — 1 (330)

k=0
sera chamado espectro filtrado da palavra-cédigo.

Dado que os cédigos alternantes estao relacionados com os cédigos Reed-Solomon, é
aparente que a distancia minima seja pelo menos tao grande quanto a distancia projetada

2t + 1. O préximo teorema diz que a dimensao também satisfaz k > n — 2tm.

Teorema 24. [2] Seja ¢ um cédigo linear (n, K, D) em GF(¢™) e seja ' um subcorpo-
subcddigo (n, k,d) de s em GF(q). Entao

D<d<n e (n—K)<(n—k)<m(n-K). (3.31)
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Corolario 5. [2] Um cddigo alternante de distancia projetada 2t + 1 tem dimensao k satis-
fazendo

k>mn—2tm (3.32)

Podemos estender o limitante do cédigo BCH a uma derivacao instrutiva no dominio
da freqiiéncia de uma estrutura da distancia herdada por cédigos alternantes de codigos

Reed-Solomon.

Teorema 25. [2] Se um vetor ¢ tem pelo menos d elementos nao nulos e, se o espectro
filtrado € zero em quaisquer d — 1 elementos sucessivos (T, = 0, k = ko,..., ko +d — 2),
entao ¢; = 0 para todo v, onde T = Hx C e H é um filtro invertivel.

DEMONSTRAGAO: O polinémio localizador A(x) é definido de tal forma que sua transfor-
mada N;, € zero quando ¢; # 0. Entao \ic; = 0, o que implica que A x C = 0. Portanto,
Ax(H+«C)=Hx (A*xC) =0. Porém, A é nao nula somente no bloco de comprimento
de no mdximo d, e Hx C € nulo em um bloco de comprimento d — 1. Consequentemente,

HxC =0 e C=0. Portanto, c € um vetor nulo. [ ]



CAPITULO 4

TRANSFORMADA DISCRETA DE
FOURIER SOBRE ANEIS LOCAIS

Neste capitulo, apresentamos a importancia do grupo das unidades para a realizacao
da transformada discreta de Fourier sobre anéis locais com a utilizacao de codigos ciclicos
BCH, Alternante e Reed-Solomon provenientes de extensoes de Galois de dimensao r, onde
faremos uso desses cédigos no Capitulo 5. Dada a similaridade do procedimento de geragao
tanto via codigos ciclicos BCH quanto os codigos alternantes este trabalho tera como foco
a classe dos c6digos BCH. Estes conceitos podem ser encontrados nas referéncias [1,[3],[4] e
[10].

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. A Secao 4.1, apresenta a transformada
discreta de Fourier sobre Anéis de Galois mostrando a similaridade com o que foi desenvolvido
no Capitulo 3 sobre corpos. Na Secao 4.2, apresentamos codigos ciclicos sobre anéis de
inteiros residuais, onde sao estabelecidas defini¢oes e teoremas que estao relacionados com
estes codigos sobre anéis Z,. Na Secao 4.3, abordamos a extensao galoisiana de anéis sendo
esta uma forma de mostrar a sua estrutura e também suas aplicacoes em codigos. Na
Secao 4.4, desenvolvemos os codigos BCH sobre anéis locais comparando-os e mostrando a sua
importancia por meio de exemplos. Na Secao 4.5, apresentamos propriedades importantes

de extensao de Galois sobre anéis, e o processo de construcao de cédigos alternantes sobre

36
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anéis locais. Finalmente, na Secao 4.6 apresentamos a construgao de codigos Reed-Solomon
sobre anéis locais, bem como mostramos, através de um exemplo, que em geral os codigos

Reed-Solomon sobre anéis nao sao ciclicos.

Dada a similaridade do procedimento de geragao da transformada discreta de Fourier
sobre anéis locais tanto via codigos ciclicos BCH como os cédigos alternantes este trabalho

terd como foco a classe dos codigos ciclicos tipo BCH.

4.1 Transformada Discreta de Fourier sobre Anéis de

Galois

A transformada discreta de Fourier sobre anéis de Galois é muito similar a desenvolvida no
Capitulo 3 referente a transformada discreta de Fourier sobre corpos finitos. Iremos assumir
que A é um anel comutativo finito com identidade, com ideal maximal M e corpo de residuo
K = i >~ GF(p™), onde m é um inteiro positivo e p primo. Seja f(z) um polindémio
monico de grau h em Alx], tal que u(f(x)) é irredutivel em Klz|, onde pu é a projecao
natural. Entdo f(z) também é irredutivel em A[x]. Seja R o anel A[z]/{f(z)). Entao R é
um anel local comutativo finito com identidade chamado extensao de Galois de A de grau
h. Seu corpo de residuo é K; = % =~ GF(p™), onde M, é o ideal maximal de R, e K}
é o grupo multiplicativo de K, cuja ordem é p™* — 1. Seja R* o grupo multiplicativo das
unidades de R. Segue que R* é um grupo abeliano, e, portanto, pode ser expresso como o
produto direto de grupos ciclicos. Estamos interessados no grupo ciclico maximal de R*,
denotado por G, cujos elementos sao as raizes de x* — 1 para algum ntmero inteiro positivo

s tal que o mdc(s,p) = 1. Existe somente um subgrupo ciclico maximal de R* tendo ordem

prima para p, este grupo ciclico tem ordem s = p™" — 1.

Defini¢ao 50. Seja v = (vg,v1,...,0,_1) um vetor sobre A onde n divide s, e seja «

um elemento de G4 de ordem n. A transformada de Fourier do vetor v é o vetor V. =
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{Vo, Vi, ..., Va_1} definido por:
n—1
Vi=> oty j=0,... n—1 (4.1)
i=0

O indice ¢ denota tempo-discreto, e v a funcao dominio-tempo ou o sinal, o indice j
denota freqiiéncia, e V a funcao dominio-freqiiéncia ou o espectro.

Decorre da Definicao 50 que qualquer fator de s pode ser usado como comprimento do
bloco de uma transformada de Fourier. Todavia, a transformada de Fourier pode nao existir
em um anel de Galois para qualquer valor do comprimento de bloco uma vez que estes
devem corresponder a ordem de cada um dos elementos do anel. A transformada de Fourier
sobre A com comprimento de bloco n assume valores em um anel de extensao R. Podemos
representar um vetor v por um polinémio v(z). O polinémio v(z) = v,_ 12" +...+v12+vp.

O polinémio v(x) pode ser transformado no seguinte polinomio.
V(z)=Ve 2" .+ Vi + V, (4.2)

por meio da transformada de Fourier no anel de Galois, V(x) é chamado polindémio es-
pectral ou o polindémio associado a v(x).

Lema 1. /1] Se a € Gy € um elemento de ordem n, entdo:

n—

. 0, se a#1l
a = 7 (4.3)

1
i=0 n, se a=1

onde n € interpretado como um numero inteiro modulo p.

Lema 2. [1] Sejaa € G, um elemento de ordem n. Se v(x) = vo+viz+. . .+v, 12" € Alz],

entao
n—1
nv; = Z v( a0 =01, n—1 (4.4)
i=0
onde o produto nv;, parai=0,1,... n—1, € interpretado modulo p.

Relembrando que a partir da Secao 4.2 desenvolveremos codigos ciclicos sobre anéis que

vao ser uteis para a transformada Discreta discreta de Fourier sobre anéis.
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4.2 Cobdigos Ciclicos sobre Anéis de Inteiros Residuais

Nesta secao apresentaremos definigoes e teoremas que estao relacionados com os codigos
ciclicos sobre anéis Z, (¢ > 4 e inteiro). Estes conceitos e resultados servirdao de suporte

para o desenvolvimento dos cédigos BCH, que faremos na Secao 4.4.

Definicao 51 (Médulo Livre). Seja R um anel. Um mddulo livre é um R—mddulo gerado

por um conjunto de vetores linearmente independentes.

Definigao 52 (Cédigo Linear). Um cédigo linear (n, k) sobre Z, é definido como um mddulo

livre de dimensao k no espago de todas as n-uplas de Z.

Definigao 53. Um cddigo linear C com parametros (n,k) sobre Z, € ciclico se, para v =
(vo, V1, V2, ..., Un_1) € C, todo deslocamento ciclico vV = (v,_1, v, V1, Vo, ..., Un_g) €

C,comv, €Z,0<i<n-—1.

Teorema 26. [3] Um conjunto S de elementos em R, corresponde a um cédigo ciclico se,

e somente se, S € um ideal em R,,.

DEMONSTRAGAO: Se S corresponde a um c6digo ciclico linear entao para vq(z) e va(x) € S,
temos que vy (x) £va(x) € S. Se v(z) € S, entdo x-v(x) € S (de acordo com a Defini¢ao 53).
Logo, se w(x) = wy + w1z + wex?® + ... + w, 12" ' € R, e v(z) € S, entao w(z) - v(z) =
wov(x) + wyv(x)x + wev(z)z? + ... + w,_yv(x)z"t € S, sabendo que cada termo pertence
a S. Estas duas operagoes caracterizam S como um ideal de R,,.

Por outro lado, se S é um ideal em R,,, entdo: 1) A soma de dois elementos em S é um
elemento de S; 2) Se v(x) € S, entdao = - v(x) € S. Logo, por 1) e 2) concluimos que S é um

codigo ciclico. n

Os codigos ciclicos sao, geralmente, representados na forma polinomial. Assim, considere
a palavra-cédigo v = (vg, v1, vg,...,v,_1) de um cédigo ciclico C. Podemos representé-la
pelo polinomio:

v(zr) = vo + v + Vo + . vzl (4.5)
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O produto de = por v(xz) médulo 2™ — 1 é dado por:
V(1) = vpy + v + 0122 F vz 4 A vy (4.6)
que corresponde a palavra-cédigo:
v = (Un_1, Vo, V1, Vo, ..., Un_2), (4.7)
a qual é um deslocamento ciclico da palavra-cédigo:
v = (vg, V1, V2y...y Up_1). (4.8)
Portanto, v!(z) é obtido através do produto z - v(z) mod(xz™ — 1) no anel quociente

_ Zq[x]
T

palavras-cédigo é feita em Z,[z]. Observe que o conjunto de todas as palavras pertencentes

, onde (z™ — 1) representa o ideal gerado por 2" — 1. A adi¢ao de duas

a um codigo ciclico C formam um subconjunto do anel R, isto é, o conjunto de todos os

polinomios cujo grau é menor que n.
ZLy[]

(zn — 1)
menor grau em C. Portanto, C = (g(z)) . Logo, o cddigo C consiste de todos os multiplos de

Teorema 27. [3] Seja C um ideal em R, = e g(x) um polinémio ménico com o

g(x). Dizemos entao que C é um ideal principal.

DEMONSTRACAO:

Suponha que g(x) seja monico. Seja v(z) um polindomio em C. Entao:
v(x) =g(x) - b(z)+r(x), Or<ag (4.9)
onde dp denota o grau do polinomio p(z). Pela defini¢ao de ideal, r(z) € C. Isto contradiz a
escolha de g(z), a menos que r(x) = 0. Portanto, v(x) = g(z) - b(z). Ou seja, todo polinémio

em C é multiplo de g(z). Provaremos agora a unicidade de g(z). Suponha h(z) um polinémio

de menor grau em C e monico. Entdo k(z) = g(x) — h(z) é um polinomio em C de grau

menor que o de g(z) e h(x), o que é um absurdo. Logo, g(x) é tnico. [ ]

. . . Zylx] ., o .

Proposicao 3. [}/ Seja C um ideal em R,, = ﬁ’ 1sto €, um codigo ciclico de compri-
xn R

mento n. Se existir um polinomio de grau minimo em C, cujo coeficiente dominante é um

elemento invertivel em Z,, entao o polinomio monico de grau minimo em C € unico.
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Teorema 28. [}/ Seja C um ideal principal em R,,. Se o coeficiente dominante do polinémio
de menor grau em C, g(x) é um elemento invertivel, entao g(x) divide (™ —1). Observe que
se este polinomio for monico, entdo g(x) divide (™ — 1).

DEMONSTRAGAO: Suponha que g(x) seja um polindmio de menor grau em C. Entao existem

e $ao unicos os polinomios a(x) e r(z) tais que:
" —1=g(x) alz)+r(x), Or<ag. (4.10)
Portanto, seque que:
—g(z)-a(x) = —(2" = 1) +r(x). (4.11)

Logo, r(x) estd em (g(x)) e tem grau menor do que g(x). Isto € uma contradi¢ao (sendo

que o polinomio de menor grau em C é g(x)) a menos que r(x) = 0. Isto implica que

g(x) | (z" =1). m

Teorema 29. [3] Se g(z) € C e g(z) divide (" — 1), entdao g(x) tem grau minimo em
C = (g(x)).
DEMONSTRAGAO: Suponha a ezisténcia de um polinomio b(x) pertencente a (g(z)) tal que

b < dg. Como b(x) € (g(x)), entdo:
a(z) - g(z) = (a" — 1) - d(x) + b(x). (4.12)
Portanto, seque que :
b(z) = a(z) - g(z) — (2" — 1) - d(x) + b(z). (4.13)

Como g(z) | (™ — 1), entdo g(z) | (a(z) - g(z) — (™ — 1) - d(x)), o que implica que
g(x) | b(x). Isto é uma contradi¢ao, pois assumimos que Ob < 0g. Logo, se g(x) | (z"—1), g(z)

¢ o polinémio de menor grau em (g(z)) . ]

Os Teoremas 28 e 29 nos fornecem um método de construcao de cédigos ciclicos sobre
anéis de inteiros residuais, que é exatamente analogo ao da construcao dos codigos ciclicos
sobre corpos finitos, ou seja, por meio da fatoracdo do polindémio (z™ — 1) sobre o anel de
interesse por considerar um fator (ou produto de fatores) como polindémio gerador do cédigo

a ser desenvolvido.
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Teorema 30. [3] Se g(x) | (z" — 1) e dg = n — k, entdo a dimensao de C = (g(x)) é k. Se
9(z) =go+qw + ... + 2" F (4.14)

entao uma matriz geradora de C € dada por:

go g1 Go - ]_ 0 O v O
0 g0 91 "+ Gn-k— 1 0O --- 0
G=10 0 g “* k2 Gnk1 1 -+ 0. (4.15)
0000 - g g g 1]
DEMONSTRAGAO: Os vetores g(z), z-g(x), x2-g(x), ..., 2*71-g(z) sdo linearmente indepen-

dentes. Do contrario, existiriam elementos a;, 0 <1 < k — 1, nao todos nulos, pertencentes

a Z, tais que:

ap-g(x) + ay-x-g(x) + ag-2*-g(x) + - + apq-2"

= (ap + a1-x + ag-2*+ - + ap_ -2 g(x) =0.

Como g(x) € monico e este produto tem grau menor que n, esta ultima igualdade sd se verifica
seay = a, = ay = --- = ar_1 = 0. Portanto, estes vetores sao linearmente independentes.
Vamos agora mostrar que eles geram C. Seja entao um polinémio v(x) em C. Sabemos que

v(z) = c(x)g(z), onde dc < k — 1. Disso seque que:

c)g(x) = (co + c1-x + 22> + -+ + g1 -2" g()
— 00‘9(95) _|_ Cl.g(x).gj _I_ Cz.g(a’;).ajz _|_ e _|_ Ck_l‘g(gj)‘xk_l.
Logo, as linhas de G geram o (n, k) cddigo ciclico sobre o anel Z,. ]

Uma extensao natural do processo de construcao de cédigos ciclicos é como estabelecido

a seguir:
Proposicao 4. [}/ Se C é um cdédigo ciclico sobre Z, onde q = plflp’§2--~p§q, entao
C = @], Ci, onde C; é um cédigo ciclico sobre pfi, 1 <1 < q, e ® denota sua soma

direta.
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4.3 Extensao Galoisiana de Anéis

A motivacao para utilizacao do conceito de extensao de Galois em teoria da codificacao
estd diretamente relacionada com a construcao de codigos ciclicos sobre anéis locais Z,, onde
¢ ¢ uma poteéncia de um primo ¢ = p™, m > 2.

A principal diferenca na construcao de codigos ciclicos sobre anéis e sobre corpos esta
no fato de que as raizes do polinomio gerador dos cédigos ciclicos sobre anéis encontram-se
na extensao do anel Z,, ao invés de serem encontradas na extensao do corpo F, = GF(p").

Neste caso, temos a seguinte definicao:

Definicao 54 (Cddigo Ciclico Primitivo). Um cédigo ciclico sobre Z, com comprimento
n=¢q —1, onde g =p™ er é o grau de extensao de Galois, é chamado codigo ciclico

primitivo.

Definicao 55 (Comprimento de bloco Primitivo). Um comprimento de bloco n da forma
n = q¢™ — 1 onde q € uma poténcia de primo € denomianado comprimento de bloco

primaitivo.

Considerando o caso em que p e n sao relativamente primos, isto é, que o mde(n, p) = 1,
podemos garantir que 2" — 1 nao apresenta fatores quadraticos. De acordo com a Sec¢ao 4.2
sabemos que um cdédigo ciclico de comprimento n sobre Z, ¢ o ideal principal no anel de
polinémios Z, médulo (z" — 1) e que este ideal é gerado por qualquer polinémio g(z) que
divide (z" —1).

Seja Z,|x] o anel de polindémios na varidvel x sobre Z,, e p(x) um polinémio primitivo de
grau r, irredutivel sobre GF'(q) e conseqiientemente também sobre Z,. Representamos por

GR(p™,r), o quociente Z,[x] pelo ideal gerado por p(x), ou seja,

R~ GR(p™,r) 2 —. (4.16)

{p(x))

Além disso, R é um anel comutativo com identidade denominado extensao de Galois
de dimensao r de Z,. Esta extensao ¢ unica a menos de isomorfismo. Dizemos que o anel

R = GR(p™,r) é um anel local, isto é, seus elementos divisores de zero formam um grupo



SECAO 4.3 EXTENSAO GALOISIANA DE ANEIS 44

abeliano aditivo e consistem dos polinomios de grau menor ou igual a r — 1 cujos coeficientes
sao divisores de zero em Z,. R* ¢ o grupo dos elementos invertiveis ou grupo das unidades
de R e a sua ordem é p™~1"(p" — 1). Portanto, um polindémio p(z) € R com pelo menos
um coeficiente invertivel em Z, nao ¢ divisor de zero em R e, logo, pertence a R*, ou seja,
é sempre possivel encontrar um polindémio ¢(z) € R, tal que p(x) - ¢(x) = 1. A partir disto,

podemos enunciar o seguinte resultado.

Teorema 31. [3] Seja 3 um elemento primitivo de G, (o subgrupo ciclico de R* contendo
todas as raizes de 2™ — 1), onde n = p™ — 1. Entdo, o elemento v = 3" — B2 ¢ invertivel em

Rseogll,lggs—lell#lg.

Neste sentido, apresentaremos, de forma geral, um procedimento de construcao de um
codigo sobre um anel de Galois. Dado um anel Z,, onde ¢ = p™, inicialmente determinamos
o polinomio gerador de um cédigo de bloco ciclico ¢"—ario. O anel de Galois em Z,m|[x],
consiste do conjunto dos polinomios de grau menor ou igual a r — 1 pertencentes a Zym[z],
cujas operagoes bindrias de adigdo e multiplicagao sao tomadas médulo p(z).

Com o objetivo de determinar um grupo multiplicativo dentro de GR(p™,r), suponha
que « é uma raiz de p(x). Portanto, é possivel expressar uma dada poténcia de o em fungao
de outras menores, ferramenta essencial para se determinar os elementos desse grupo mul-
tiplicativo. Ressalta-se que as operagoes devem ser realizadas em Z,m. Caso a ordem ¢ do
grupo multiplicativo seja par, o termo 2/ — 1 nao pode ser fatorado de maneira tinica. Logo,
deve-se determinar, nesse grupo multiplicativo, um elemento 3 (poténcia de «), cuja ordem
d seja uma multiplicidade impar da ordem de a no corpo GF(p"). Desta maneira, o termo
2% — 1 pode ser fatorado de forma tinica. Determinados os polindémios minimais associados
a cada um dos elementos do grupo multiplicativo gerado por 3, pode-se definir o polinomio

gerador do codigo de bloco ciclico.

Definicao 56. Um polinémio p(x) em Zg|x] é uma unidade se existe um polinémio a(x) €

Zg|x] tal que a(z)p(z) = 1.

Definicao 57 (Polinomio Divisor de Zero). Um polinémio ndao nulo p(x) é um divisor de

zero em Lq|x] se existe um polinomio q(x) € Zg|x], q(x) # 0, tal que p(z) - g(x) = 0.
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Definigao 58 (Polinomio Regular). Um polinémio p(x) € dito regqular se ele nao é divisor

de zero no anel Z,[z].

Definicao 59 (Polinoémio Regular Local). Um polinomio reqular p(z) é chamado local se

¢ uma extensao local de 7Z,.

(p(z))

A garantia da irredutibilidade do polinémio p(z) sobre Z, é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 32. [}/ Seja p(x) um polinomio reqular em Z,. Se existe uma aplicagao p, chamada
projecao natural, tal que p(p(x)) seja diferente de zero e irredutivel em GF(p), ent ao p(z)

¢ irredutivel em Z.

Nosso interesse reside na classe dos codigos ciclicos, pois temos como objetivo encontrar
um procedimento para a construgao de tais cédigos. O primeiro passo estd relacionado
com a fatoracao de (z" — 1). Como R*, o grupo das unidades de R, é um grupo abeliano
multiplicativo, ele pode ser expresso como um produto direto de grupos ciclicos. Uma vez
identificado este grupo, o problema da construcao de cédigos ciclicos se reduz a escolha de
determinados elementos deste grupo que sejam raizes do polinémio gerador g(x), que divide
(x™ —1).

A seguir enunciaremos um conjunto de teoremas fornecendo os elementos necessérios
para a construcao do subgrupo ciclico G, grupo das unidades R*, contendo todas as raizes

de (2" —1).

Teorema 33. [4] Eziste um unico subgrupo ciclico de R* cuja ordem € relativamente prima

a p. Este subgrupo tem ordem p™ — 1.

O Teorema 33 estabelece que R* tem um e somente um subgrupo ciclico cuja ordem

m

p™ — 1 é relativamente prima a p. O teorema a seguir fornece um método de obtencao do

subgrupo ciclico.

Teorema 34. [4] Suponha que f € R gere um subgrupo de ordem n em R*, onde mdc(n,p) =
1. Entao o polinémio (z™ — 1) pode ser fatorado como z" —1 = (x — f)-(x — f?) ... (x — ")
se, e somente se, R,(f) tem ordem n em F* (grupo multiplicativo de GF(p™)), onde R,(f)
¢ o resto da divisao de f por p (redugdo de f mddulo p).
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Corolario 6. [}/ Um polinémio h(x), que divide (x™ — 1) e tem coeficientes em Z,, pode ser

fatorado sobre G5 como:
h(z) = (z = ) (z = 5%) ... (x = 59), (4.17)

se, e somente se, R,(h(x)) pode ser fatorado sobre GF(p™) como:

onde 3 € um elemento primitivo de G e e; € Z.

Teorema 35. [3] Suponha que f = R,(f) gere um subgrupo ciclico de ordem n em F*. Entdo
f gera um subgrupo ciclico de ordem nd em R*, onde d € um inteiro maior ou igual a um,

e f¢ gera o subgrupo ciclico G, de R*.

O Teorema 35 é 1til na determinacao do gerador. Do Coroldrio 6 segue que M;(x), o
polindmio minimal de 3° sobre R* (onde ( é primitivo em G,), terd como raizes todos os

elementos distintos na sequéncia
B, (B, (B (B (4.19)

Portanto, M;(x) pode ser construido de maneira idéntica a construgdo de m;(x), o

polindomio minimal de R,(3") sobre GF(p).

4.4 Cbdigos BCH sobre Anéis Locais

Nesta secao iremos descrever a construcao de cédigos BCH sobre anéis comutativos finitos
locais A com identidade. Esta construcao é bastante semelhante a construcao de cédigos
BCH sobre corpos finitos. A diferenca é que os elementos da matriz verificacao de paridade
estao num anel conveniente.

Os cédigos BCH sao uma generalizagao dos codigos de Hamming para miltipla corregao
de erros e formam a classe dos melhores codigos construtivos para canais em que os erros

afetam simbolos de maneira independente.
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Os codigos BCH foram descobertos por R. C. Bose e D. K. Ray-Chaudhuri, e indepen-
dentemente por A. Hocquenghem, os quais levam as iniciais de seus nomes.

Os cédigos BCH sao definidos a partir da matriz verificagao de paridade e projetados
para corrigir até t erros, para um ¢ qualquer.

O estudo dos codigos BCH ¢é importante nos seguintes aspectos:

e As taxas dos cddigos BCH sao assintoticamente ruins, ou seja, quando o comprimento
da palavra-codigo nao é grande, existem bons cddigos nesta classe, caso contrario, o

desempenho destes é prejudicado devido as baixas taxas de transmissao ;

e A real importancia dos cédigos BCH vem da facilidade de implementacao do algoritmo

de correcao de erros denominado algoritmo de Berlekamp-Massey modificado;
e As técnicas de codificacao e decodificagao sao relativamente simples;

e A subclasse nao binaria dos codigos Reed-Solomon tem certas propriedades de otimal-

idade e uma estrutura de distancia bem definida;

e O conhecimento destes codigos, é, provavelmente, o ponto inicial para estudar outras

classes de cédigos ciclicos;

Definigao 60. Um cddigo ciclico de comprimento n sobre GF(p) é denominado um cddigo
BCH com distancia de projeto d se o seu gerador g(zx) for o minimo mdltiplo comum dos

polinomios minimais de
ﬁr7 ﬁT—H, 57"—1—2’ o 76T+d_2 (420)

para algum r inteiro nao negativo, onde 3 é uma raiz primitiva (elemento primitivo) de

(™ — 1), em alguma extensao GF(p™) de GF(p).
Da Definicao 60, temos:

Definicao 61. Se n = p™ — 1, ou seja, se 3 for um elemento primitivo em [y, entao o

codigo BCH é chamado primativo.
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Normalmente, consideramos r = 1, o que nos fornece o chamado cédigo BCH no sentido
estrito.

Os cédigos BCH no sentido estrito definidos sobre anéis de inteiros, com distancia de
projeto d e comprimento n, apresentam 3, 32, 33, ..., 3* e seus conjugados como raizes de
cada um de seus polinomios. Esta propriedade, juntamente com a Definicao 53 de codigos

ciclicos sobre anéis Z,, nos permite especificar a seguinte matriz:

1 6 52 . ﬁn_l

N N (O o)

L@ (g2 - ()

A matriz H é a matriz verificagdo de paridade para um cédigo BCH. Observe que os
elementos 3%, 1 < i < 2t de H pertencem a G, e portanto, os coeficientes de 3 sdo tomados
médulo s. Substituindo os elementos 3 pelos vetores linha de comprimento r(r—uplas)
correspondentes, temos a matriz H sobre Z,.

O nosso interesse é a construcao de cédigos BCH sobre anéis Z,, para ¢ = p™ e m > 2,
a qual é andloga a construcao de codigos BCH sobre corpos. A diferenca entre essas duas
construcoes estd no fato de que, na primeira, as raizes do polinomio gerador do cédigo BCH
encontram-se na extensao do anel Z,, ao invés de serem encontradas na extensao do corpo
[F,. Vale lembrar também que iremos considerar o caso no qual mdc(n,p) = 1.

Vamos agora especificar um cédigo BCH de comprimento n sobre Z, (onde n|p™ —1) em
termos das raizes do polinémio gerador g(z) em Gy. Seja f um elemento primitivo de G;. Se

B 32, ..., 3% sao raizes de g(z), entao podemos gerar um c6digo tipo BCH com simbolos

de Z, se escolhermos g(x) como: polindmios minimais de
g(x) = mme(Me, (v), Me,(x), ..., M, (x)), (4.22)
onde M., (z) é o polindmio minimal de 3%. Além disso,
g(z) = Ry(g(x)) = mme(me, (7)), me,(2), ..., me, (), (4.23)

onde me,(z) é o polinémio minimal de R,(5%), gera um cédigo BCH com simbolos sobre

GF(p).
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Logo, a construcao de cédigos BCH ciclicos sobre o anel Z, reduz-se a escolha de elementos

do subgrupo ciclico G para serem raizes do polinémio gerador g(z).

Observacao 1. O método sistematico para o cdlculo do minimo mailtiplo comum de um con-
gunto de polinomios {p1(z),p2(x),...,pu(x)} € computar o mdzimo divisor comum, através

do Algoritmo de Fuclides e entdo utilizar a sequinte rela¢dao:

H?:l pl(x) (424>

mmc(py(x), p2(x), ..., pu(x)) = mdc(py (), p2(), ..., pn())

Os Teoremas 31 e 32 estabelecem um limitante inferior para a distancia de Hamming do

cddigo BCH construido:

Teorema 36. [4/ Seja g(x) o polinomio gerador de um cédigo ciclico de comprimento n
com simbolos sobre Z, e sejam também [, 3%, ..., 3% as raizes de g(x) em G, onde 5 tem
ordem s. Entao, a distancia minima do codigo é maior que o numero mdximo de inteiros

consecutivos modulo n no conjunto E = {e1,es,...,¢e;}.

Lema 3. Seja a um elemento de G, de ordem s. Entdo as diferencas o' — o2 sdo unidades

em R se 0 <1y #1ly<s—1.
Teorema 37. [}] A distancia minima de Hamming de um cédigo BCH satisfaz a relagao:
d>2t+1, (4.25)

onde t € a capacidade de correcao do codigo.

Observe que os polindmios geradores dos cédigos BCH ciclicos sao construidos de acordo

com o limitante para a distancia minima indicada nos Teoremas 36 e 37.

4.4.1 Exemplos de construgao de cédigos BCH sobre anéis locais

Nesta subsecao, apresentaremos a construcgao de cédigos BCH sobre anéis locais Z, de ordem

n=p" —1,onde g =p™, er éo grau da extensao de Galois.
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Exemplo 2. Cddigo BCH sobre Z,4

Apresenta-se aqui a construcao de codigos BCH sobre o anel Z, através de extensoes de
Galois de graus 2 e 3.

Primeiramente, considere o anel GR(p™,r) = GR(4,2) dada pela extensao de Galois de grau

2.
L[]
GR(4,2 y = br;a,b € Zy}. 4.26
(1.2 = oy = et briab € 2 (1.26)
Considere, agora, o corpo GF(p") = GF(4), onde
Fy 2]
GF4)x|=TF & - = "+ Vrd b ETF
(O] *Fafe] = 527 = {4 Vmal ¥ € Fy)
= {0,1,z,1+x}. (4.27)
Seja o um elemento primitivo em F,. Logo, o é uma raiz de 2% + x + 1 = 0, ou seja,
a? = —a — 1 em Zsy teremos a? = 1 + . Assim, o grupo multiplicativo de F, apresenta os

seguintes elementos:

1=a" — | (1 0)
a=ao' | —](0 1)
Z=1+a|— |1 1)
ad=a" | — | (1 0)

Tabela 4.1: Grupo Multiplicativo de GF'(4)

Seja f = (0 1) € GR*(4,2), onde GR*(4,2) denota o grupo das unidades de GR(4,2).
Portanto, f = Ry(f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (p" —1) = 3 em Fy,
lembrando que Ry(f) é a redugao moédulo 2 do elemento f. Logo, pelo Teorema 35, temos
que f deve gerar um grupo de ordem nd = 3d em GR*(4,2), onde d > 1 € Z e f¢ gera o
subgrupo ciclico G3 de GR*(4, 2).

As operagoes em G R*(4,2) sao realizadas médulo z? + z + 1. Logo, 2? = —z — 1; porém,

como os coeficientes de GR*(4,2) estao em Zy4, temos que 2% = 3x + 3. Assim, considerando
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(f) = (0 1) = z, a representagao dos elementos do grupo das unidades de GR(4,2) é como

mostrado abaixo:

1=2° — | (1 0)
r =z — | (0 1)
? =343z | — | (3 3)
3= 20 — | (1 0)

Tabela 4.2: Grupo das Unidades de GR(4,2)

Portanto, nd = 3, assim, d = 1. Logo, f = z = (0 1) gera um grupo de ordem 1
em GR*(4,2) e também um grupo de ordem 3 em GR*(4,2). Logo, = = é um elemento
primitivo em G3. Podemos agora construir um cédigo BCH de comprimento n = 3 sobre Z,.
Considere que a distancia minima de projeto (distancia de Hamming) do cédigo seja d > 3.

O polinémio gerador g(z) do cédigo tem como rafzes 3 e 3?. Assim,
g(x) = mme(My(z), My(z)) = 1 + 2 + 2° (4.28)
onde M;(z) é o polindmio minimal de 3,7 = 1, 2.
O polinomio minimal de 3 é dado por:
Miy(x) = Ma(x) = (x — B)(x — B°) =1 + x + 2> (4.29)
Note que os polindomios minimais de 3 e 3? sao iguais, isto ¢,
Ms(z) = My (z). (4.30)

Assim, g(x) = 14+z+2? gera o cédigo BCH desejado. Este polinomio gerador corresponde

a seguinte matriz geradora:
G:[1 1 1}. (4.31)

A matriz verificagao de paridade correspondente é dada por:

1 2 100133
H = L . (4.32)
1 32 B 103301
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Considere, agora, o anel GR(p™,r) = GR(4,3) dado pela extensao de grau 3, isto é,
ZLy[x]

(3 4+ 2+ 1)

Considere, agora, o corpo GF(p") = GF(8), onde

GR(4,3)[z] = = {a+bx + cx?;a,b,c € Zy}. (4.33)

FQ[.I]
(3 4+ 2+ 1)

2

GF(8)[z] = Fg[z] = {d +Vz+2*d b, € Fy} (4.34)
= {0,1,z, 2% 14+, 1 +2% z+2° 1 +z+2°}.

Analogamente a extensao de Galois de grau 2, a Tabela 4.3 apresenta os elementos do

grupo multiplicativo de Fg.

1=a" — | (1 0 0) a=al — | (0 1 0)

a? = a? — | 00| a*=1+a |— | (1 10
al=1+a? — | (10 |a>=a+a®*|— | (0 11)
ad=1l+a+a®| — | (1 11) a’ =al — | (1 0 0)

Tabela 4.3: Grupo Multiplicativo de GF'(8)

Seja f = (0 1 0) € GR*(4,3). Entdo, f = Rao(f) = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico
de ordem n = (p" — 1) = 7 em Fg, lembrando que Ry(f) é a reducao médulo 2 do elemento f.
Logo, pelo Teorema 35, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 7d em GR*(4,3),
onde d > 1€ Z e f? gera o subgrupo ciclico G; de GR*(4, 3).

As operacoes em G'R*(4, 3) sao feitas médulo 23+ x + 1. Logo, 2* = 3z + 3, porém, como
os coeficientes de GR*(4,3) estdao em Z,. Assim, considerando (f) = (0 1 0) = x, a Tabela
4.4 mostra representagao dos elementos do grupo das unidades de GR(4, 3).

Portanto, nd = 14, implicando que d = 2. Logo, f gera um grupo de ordem 14 em
GR*(4,3). Conseqiientemente, f2 = 22 = (0 0 1) gera também um grupo de ordem 7 em
GR*(4,3). Logo, # = x? é um elemento primitivo em G7.

Passamos agora a construcao de um coédigo BCH de comprimento n = 7 sobre Z,. Con-
siderando que a distancia minima de projeto do c6digo seja d > 3, o polindémio gerador g(z)

do cédigo tem como rafzes 3 e 32.
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1 =20 — | (1 0 0) r =z — | (0 1 0)
7?2 = 22 — | (0 0 1) =3+ 3z — 1 (3 3 0)
ri= 3z + 322 — (0 33)|2°=1+2+32* | — | (1 13)
=142z +2% | — | (1 2 1) z'= 3+ 222 — | (3 0 2)
=2+ — (2 1 0) 9= 2x + x? — 1 (0 2 1)
0=3+3r+222 | — | (33 2) |2M=242+322| — | (2 1 3)
r2=1+4+3r+22 | — [ (1 3 1) 28=3+32> |— | (3 0 3)

= 20 — | (1 0 0)

Tabela 4.4: Grupo das Unidades de GR(4, 3)
Os polindémios minimais de 3 e 3% sao dados por:
Mi(z) = My(z) = My(w) = (v = B)(w — %) (2 — B*) = 3+ 2 + 22" + 2”. (4.35)

O polinémio gerador deste c6digo é dado por g(x) = mme(M;(x), Ma(z)). Este polinémio

gera o codigo BCH desejado, correspondente a seguinte matriz geradora:

3121000
0312100
G = . (4.36)
00312710

0003121

A matriz verificacao de paridade correspondente, é dada por:

R N
i |

100001033121210332131
_ . (4.37)
10003321013100112133?2

Exemplo 3. Cddigo BCH sobre Zqg
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Apresentamos a seguir construcao de cédigos BCH sobre o anel Zgy através da extensao
de Galois de graus 2 e 3.
Inicialmente, considere o anel GR(p™,r) = GR(9,2) dado pela extensdo de Galois de

grau 2:
/
Considere, agora, o corpo GF(p") = GF(9), onde
F
GF(9)[z] = Fy[z] = sl = {d' +Vz;d b € F3} (4.39)

(2 + 2+ 2)
= {0,1,2,1+ 22,2+ 2x,2,22,2 4+ x,1 + x}.

Seja o um elemento primitivo em Fy. Logo, a é uma raiz de 2?> + = + 2 = 0, ou seja,

a? = —a — 2. Em Zs teremos o? = 2a + 1. Assim, Fy apresenta os seguintes elementos do

grupo multiplicativo, como mostramos na Tabela 4.5.

1=a° — | (1 0) ’=2a | —| (0 2)
a=al — (0 |a®=24+a]—|(21)
?=1+2a|— | (12)||a"=1+a|— |1 1)
P=2+42a | — | (2 2)| a®=a | — | (1 0)
at =2 — | (2 0)

Tabela 4.5: Grupo Multiplicativo de GF(9)

Seja f = (0 1) € GR*(9,2), onde GR*(9,2) denota o grupo das unidades de GR(9,2).
Portanto, f = R3(f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (p” —1) = 8 em Fy,
lembrando que R3(f) é a reducdo mddulo 3 do elemento f. Logo, pelo Teorema 35, temos
que f deve gerar um grupo de ordem nd = 8d em GR*(9,2), onde d > 1 € Z e f¢ gera o
subgrupo ciclico Gg de GR*(9, 2).

As operagoes em GR*(9,2) sao realizadas médulo (22 +z+2). Logo, x* = —x —2; porém,
como os coeficientes de GR*(9,2) estdao em Zg, temos que 2% = 8z + 7. Assim, considerando
(f) = (0 1) = x, a representagao dos elementos do grupo das unidades de GR(9,2) é como

mostrado na Tabela 4.6.
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1=2a° — | (1 0) =8 | — | (0 8)

r=x! — (0| 2" =2+2 | —|(21)
?=T4+8c | — | (T 8) | 2 =742 | — | (T 1)
=248 | — | (2 8)|[29=T+6x| — | (7 6)
=243z | — | (2 3)| 2'"=6+x | — | (6 1)
=348 | — | (3 8) |[2®¥=T+5z| — | (7T 5)
=244 | — | (2 4) | 2¥9=8+422 | — | (8 2)
=147z | — |1 7)|2®°=5+6x| — | (5 6)
=443z | — | (4 3) |2 =6+8x| — | (6 8)
P=3+z | — | B 1|22 =24+T2| — | (27
?0=742 | — | (7T 2) | 2@ =4+4x | — | (4 4)
' =5+5x | — | (5 5) =2 | —|(10)

2=8 | — | (8 0)

Tabela 4.6: Grupo das Unidades de GR(9, 2)

Como o numero de elementos desse grupo das unidades é par, a fatoracao do termo
2?4 — 1 nao é unica. Neste caso, devemos buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem

seja fmpar. Definindo 8 = o®

, obtém-se um grupo multiplicativo com 3 elementos, como
desejado. Consequentemente, a fatoracao do termo 23 — 1 ¢ Unica.

Analogamente, para o grau 3, teremos:

Considere o anel GR(p™,r) = GR(9,3) dado pela extensao de Galois de grau 3:
Loz

GR(9,3)[z] = W2t D)

={a+bx+cx;a,b,c € Zy}. (4.40)

Considerando, agora, o corpo GF(p") = GF(27) :

F3lx]
(23 422+ 1)

Seja o um elemento primitivo em Fo7. Logo, o é uma raiz de 2% + 2x + 1 = 0, ou seja,

12

GF(27)[z] = For|x] = {d +bx+da%d ¥, € Fs}. (4.41)

3

a® = —2a — 1. Em Z; teremos o?

= «a + 2. Assim, Fy; apresenta os seguintes elementos do
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grupo multiplicativo, como na Tabela 4.7.

1=a? (@ oo aM=2a (0 20
a=a' — | (0 1 0) a®=2a? — 1 (0 0 2)
a?=a? — | (0 0 1) atf=1+ 2a — | (1 2 0)
a?=2+ a — (2 1 0) al’=a + 202 — 1 (0 1 2)
a'=2a+a® | — (20 1) a®=14+2a+a® | — | (1 2 1)
P=2+a+22% | — | (21 2)|aP=2+2a+2a%| — | (2 2 2)
adl=l+a+a? | — | (1 11| a®=14a+2a% | — | (1 1 2)
a’=2+2a+a* | — | (2 2 1) a*l=1+a? — (1 0 1)
ab=2 + 2a* — (2 0 2) a®=2 + 2a — (2 2 0)
=1+« — | (1 1 0) a®B=2a + 2a* — 1 (0 2 2)
a®=a + a? — (01 1) | a*M=14+2a+2a%| — | (1 2 2)
al'=2+a+a? | — | (21 1) a®=1+2a? — | (1 0 2)
a'?=2 + o? — (2 0 1) a®6=a’ — | (1 0 0)
al3=2 — (2 0 0)

Tabela 4.7: Grupo Multiplicativo de GF'(27)

Seja f = (010) € GR*(9,3), onde GR*(9,3) denota o grupo das unidades de GR(9, 3).
Portanto, f = R3(f) = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (p" — 1) = 26
em Fy, lembrando que R3(f) é a reducao médulo 3 do elemento f. Logo, pelo Teorema 35,
temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 26d em GR*(9,3), onded > 1 € Z e f¢
gera o subgrupo ciclico Gog de GR*(9, 3).

As operagoes em GR*(9,3) sdo realizadas médulo (22 + 2z + 1). Logo, 2° = —2x — 1.
Como os coeficientes de GR*(9, 3) estdo em Zg, temos que z° = 8z + 7. Assim, considerando
(f) = (0 1) = x, a representagao dos elementos do grupo das unidades de GR(9, 3) é como

mostrado na Tabela 4.8.
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1=2° (1 00) r=x! (0 1 0)

r? = 22 (0 0 1) =8+ Tx (8 70)

zt = 8z + Ta? (0 8 7) | 2°=2+ 4z + 82 (2 4 8)
2% = 1+ 4z + 422 (1 4 4) | 27 =5+ 2z + 422 (5 2 4)
2% =5+ 6z + 22° (5 6 2)| 22 =7+ 1z + 622 (7 1 6)
7%= 3 + 4z + 22 (34 1) | o' =8+ux+4a? (8 1 4)
2= 5+ a? 501) | «¥=8+3 (8 3 0)
1t = 8z + 322 (0 8 3) || 2 =6+ 3z + 822 (6 3 8)
2% =1+ 8z + 322 (1 8 3) || z'"= 6+ 4x + 822 (6 4 8)
18 =14 8z + 4a? (1 8 4) || 2= 5+ 22 + 822 (5 2 8)
2?0 =1+ To + 222 (17 2)| 2 =7+ 6z + 722 (76 7)
r? = 2 4 2x + 622 (2 2 6) || 2% =3+ 8z + 222 (3 8 2)
r? =7+ 8x + 82 (7 8 8) % =1+ 822 (1 0 8)
%=1+ 3z (1 3 0) % = x + 32? (0 1 3)
=6+ 3z + 22 (6 3 1) | z* =8+ 4z + 322 (8 4 3)
230 = 6+ 2z + 42 (6 2 4) || % =5+ Tz + 222 (5 7 2)
3% =741+ Ta? (717 | 2%=2+2x+2? (2 2 1)
3 = 8 + 222 (8 0 2) =T+ 4x (7 4 0)
230 = Tx + 422 (07 4)| 2" =5+z+ 7a? 517
3 =2+ 22 (2 0 1) % =38 (8 0 0)
= 8z 0 8 0) 74 = 842 (0 0 8)

2 =142 (120)| o%=z+2:2 01 2)
et =7+ bx + x? (7 5 1) | 2% = 8+ bz + 5z? (8 5 5)
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% = 4+ Tz + 522 (4 75) |2 =4+3x+72? (4 37)
z*® = 2 + 8z + 322 (2 8 3) | 2%%= 6+ 5z + 822 (6 5 8)
2 =1+ 8z + 5a? (1 8 5) o= 4 + 8x? (4 0 8)

%% =1+ 6z (1 6 0) % = x + 622 (0 1 6)
2 = 3+ 6x + x? (3 6 1) | 2% =8+ x+ 622 (8 1 6)
2= 3 + bz + (35 1) | 2" =8+ z+ ba? (8 1 5)
8= 4 + Tz + 2* (4 7 1) | 259 =8+2r+T7x? (8 2 7)
2% = 2 + 3z + 222 (2 3 2) || 2% =7+ 7o+ 322 (77 3)
292 =6+ 2 + Ta? (6 17)| 28=2+x+2? (2 11)

2% = 8 + 22 (8 0 1) %= 8 + 6z (8 6 0)
2% — 87 + 6x2 (0 8 6) | 25 =3+ 62 + 842 (3 6 8)
% =1+ 5z + 622 (15 6) | 2% =3+7Tr+ 522 (3 7 5)
20= 4 + 2z + T2? (427 | 2™=2+8z+ 222 (2 8 2)
T =7+ Tx + 822 (7 7 8) ™ =1+ Ta? (107

™ =2+52x (2 5 0) ™ = 2z + 5z? (0 2 5)
2™ = 4+ 8z + 227 (48 2) | a7=7+82 (7 0 8)

7™ = gY (1 00)

Tabela 4.8: Grupo das Unidades de GR(9, 3)

Sendo o nimero de elementos do grupo das unidades par, a fatoracao do termo z™ —

1 nao é tunica. Neste caso, existirda outro grupo multiplicativo, cuja ordem sera impar.
Definindo 3 = a?, obtém-se um grupo multiplicativo com 39 elementos, como desejado.

Consequentemente, a fatoracao do termo 23 — 1 ¢ tnica.
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4.5 Cobdigos Alternantes sobre Anéis Locais

Nesta secao apresentamos um processo de construgao de codigos alternantes sobre anéis
comutativos finitos com identidade, classe esta de cédigos que pode ser obtida através dos
cédigos BCH. Nesta direcao, precisamos rever algumas propriedades importantes de extensao
de Galois sobre anéis, as quais caracterizam os cddigos alternantes.

Assumimos que A é um anel comutativo finito com identidade, com ideal maximal M e
corpo residual K = % >~ GF(p™), onde m é um inteiro positivo e p primo. Seja A[z] o anel
de polinémio na varidvel x sobre A. Denotamos a projecao natural Alx] — Klz] por p. Seja
f(z) um polinomio moénico de grau h sobre o anel A, tal que p(f(z)) seja irredutivel em K|z].
Entao pelo Teorema 4.3.2 temos que f(x) também é irredutivel em A[z]. Seja A[z]/ (f(x)) o
conjunto das classes residuais de polinomios em z sobre A médulo f(x). Este anel, denotado

por R, é um anel comutativo finito local com identidade chamado extensao de Galois de A

e R Alz]/ (f(x)) Alx]
de grau h. Seu corpo de residuo é dado por K1 = — = = =
e M (M f@) /(@) (M, f(z))
(4/ )[x], o qual tem ordem p™", onde M, = —1, ¢é o ideal maximal de R, sendo que

(u(f(2))) (f(x))

M, = (M, f(x)). O corpo residual K; serd denotado por GF(p™") e K} o correspondente
grupo multiplicativo, cuja ordem é p™* — 1. Seja R* o grupo multiplicativo das unidades de
R. Segue que R* é um grupo abeliano e, portanto, pode ser expresso como produto direto
de grupos ciclicos. Estamos interessados no grupo ciclico maximal de R*, denotado por
G, cujos elementos sao as raizes de x° — 1 para algum numero inteiro positivo s tal que o
mdc(s,p) = 1. Existe somente um subgrupo ciclico maximal de R* tendo ordem prima para

p, este grupo ciclico tem ordem s = p™* — 1.

Definicao 62 (Cédigo Alternante). Sejan = (aq, ag, ..., ) 0 vetor localizador, consistindo
de elementos distintos de G, e seja w = (wy, W, ..., w,) um vetor que consiste de quaisquer

elementos de G,. Seja H a matriz verificagao de paridade definida como:



SECAO 4.5

CODIGOS ALTERNANTES SOBRE ANEIS LOCAIS

60

w1 W2
w10 Worg
wiad  wea
wia ™ wyah

(4.42)

para algum r > 1, onde r € um inteiro positivo. Fsta matriz define um codigo alternante de

comprimento n < s sobre A, e serd denotado por C(n,n, w).

Observacao 2. Os codigos alternantes foram definidos e estudados por Helgert. O nome

codigo alternante estd baseado no fato de que a matriz ou determinante da forma

é chamado alternante.

fo(fﬂo)
f0(371)

fl(lﬂo)
fi(z1)

fo(zr—1)  filzr—1)

fn—l(ﬂfo)
fnfl (331)

fn—l(xr—l)

(4.43)

A matriz H mencionada na Definicao 62 pode ser decomposta como produto de duas

matrizes, isto €,

1 1

651 Qg

_ 2 2
H = a7 Qg
0/1”1 &5’1

Observe que se considerarmos o vetor w = (aq, ag, .. .

tomando a; = 371,

1 <17 < n, temos:

1 ] _wl 0 0
(0 7%) 0 wy O
Oé% 0 0 W3
b o 0 0
7&n)7
1 5 ﬁ2 ﬁnfl
Lop2 ()2 ok
1 51"71 (ﬁrfl)Z (ﬁrfl)nfl

= XY.

(4.45)
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Uma palavra ¢ = (¢, ¢a,...¢,) € A" estd em C(n,n, w) se, e somente se, satisfaz as 2t

equacoes de verificacao de paridade sobre R, ou seja, cHT = 0. Isto ¢,
Y cop=0, 1=12,...,2t, (4.46)
i=1

para [ > 1, cada uma dessas equacoes de verificacao de paridade pode ser reescrita em h
equagoes sobre A. O peso de Hamming de uma palavra ¢ em A" serd donotado por wg(c). O

mh 1 serd chamado primitivo. Neste caso, 1 é tinico,

codigo C'(n,n, w) para o qual n = p
a menos de permutacgao de suas coordenadas.

Uma matriz verificacao de paridade H; com elementos sobre A pode ser obtida substi-
tuindo cada elemento em H pelo correspondente vetor coluna de comprimento h sobre A. E

possivel obter uma estimativa da distancia de Hamming minima, d, diretamente da matriz

verificacao de paridade. Tomando o teorema abaixo como suporte para isto, temos
Teorema 38. [11] C(n,n, w) tem distancia de Hamming minima d > r + 1.

Portanto, é facil notar que r no Teorema 36 é equivalente a 2t utilizado no Teorema 32.
fazendo esta substituicdo na matriz em (4.45), obtemos a matriz verificagdo de paridade de
um codigo BCH como definida em (4.21). Ou seja, através de uma escolha apropriada do
vetor localizador e do vetor w, a Definicao 62 nos fornece a matriz verificacao de paridade

de um cédigo BCH ou de um cédigo alternante.

4.5.1 Exemplo de construgcao de cédigos alternantes sobre anéis

locais

Cédigos alternantes sobre Zg

Seja C um codigo alternante de comprimento 3. Para distancia de projeto igual a 3, temos
que r = 2. Sendo assim, considere 3 um elemento primitivo em G3. Logo, n = (1 8 3?), onde
1=/ Da Tabela 5.1, f=1z=f=(01). Fazendo w = (1 1 1), temos a seguinte matriz

verificacao de paridade:
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11 1 101010
H = = . (4.47)
1 B B 100177
Da mesma maneira, podemos construir um codigo alternante de comprimento 7 e distancia
3 considerando os vetores n = (1 8 32 3 3* 3 ) ew=(1111111), onde 1 = 3". Pela

Tabela 5.2, 3=ax%= f*=(077). Logo, temos a seguinte matriz verificagao de paridade:

111 1 1 1 1
H = . (4.48)
1L g g g pt s

Fazendo as substitui¢oes dos respectivos valores dos elementos de G7, temos:

100100100100100100100
H = . (4.49)
1000776500575 441521372

Para a distancia de projeto 4 (r = 3) e comprimento 7, temos a matriz verificagdo de

paridade dada por:
11 1 1 1 1 1

H=\|1p p> @ p* 3 5°| (4.50)
L g opt g g
Portanto,
1001001001 0O01O0O01O0O01O00O0

H=110007T7¢6250575441521372]. (4.51)
1006 5044137 2077575521

Finalmente, o codigo alternante de comprimento 7 e distancia 5 (r = 4) apresenta a

seguinte matriz verificagao de paridade

11 1 1 1 1 1

2 23 24 25 36
A 2
1Bt s

18 P s s

Logo,
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100100100100100100100
1000776500575 4415 21372

"o (4.53)
10065044137207757552°1
10057537265052107744.1

4.6 Cobdigos Reed-Solomon sobre Anéis Locais

Neste secao vamos apresentar a construcao de codigos Reed-Solomon sobre anéis locais
da forma Z, onde ¢ = p”, com p um primo impar. Esta construgao ¢ muito semelhante a
dos cédigos Reed-Solomon sobre GF(q).

Seja a € Z, um elemento primitivo dos inteiros mddulo p tal que a?~* = 1(mod p) e
o 2 1(mod p)se 1 < i< p—2. Sejam s =p—1, G, = {l,a,a% ...,a* 1}, o vetor
localizador n = (a1, s, . .., ay,) consistindo de elementos distintos de Gy e m um inteiro nao

negativo. Com isso, a matriz H pode ser definida como:

ol oy’ at
s artl o gt
H = . (4.54)
a71n+d—2 am+d—2 azl+d72

Teorema 39. [3] O espago nulo da matriz H sobre Z, é um cédigo de comprimento (p—1),

distancia minima igual a d e dimensao (p — d).

4.6.1 Exemplo de construcao de codigos Reed-Solomon sobre

anéis locais

Vamos construir um cédigo Reed-Solomon sobre Zy9 com d,,;,, = 5. Temos: p =7, r =

2, q=p" =49,k =p—2=05, a =3 (elemento primitivo de Z,), D = p — d = 2 (dimensao
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do c6digo) e supor que m = 1. Portanto,

1 a o2 & ot o 1 3 9 27 32 47
1 a2 a* o ao® o' 1 9 32 43 44 4

H— _ | (4.55)
1 o o o o' o 1 27 43 34 36 41

1 o a® a'? ol o 32 44 36 25 16

—_

Da teoria apresentada anteriormente, concluimos que H descreve um (6,2, 5)—codigo

linear sobre Z, com capacidade de correcao de (d,,, — 1)/2 = 2 erros aleatérios.

Observagao 3. FEsta classe de codigos Reed-Solomon sobre anéis nao € formada por cédigos
ciclicos. Por inspe¢ao direta podemos comprovar que v = (4 44 31 27 1 0) é uma palavra-
cédigo do exemplo considerado, pois v.HT = 0, onde H € a matriz verificacdo de paridade.
Entretanto, a palavra v® = (1 04 44 31 27) ndo pertence a este codigo, jd que v@ HT £ 0.
Portanto, em geral, os codigos Reed-Solomon sobre anéis mao sao ciclicos. Entretanto,
podemos afirmar que todo polinémio v(x) de um cddigo Reed-Solomon € multiplo de um
determinado polinomio monico g(x), também pertencente ao cédigo. Isto € justificado da

sequinte maneira: pelo fato de que v.HT = 0 (onde H é a matriz verificagio de paridade),

+1 m+2 am+d—2

entao ™ oMt oMt sao raizes de v(x). Além disso, os coeficientes de v(x)

pertencem ao anel Z, (que possui identidade multiplicativa), o que nos leva a concluir que:

fil) =2 —a™, folx) =2 —a™, f3(z) =2 —a™ ... foii(z) =2 — ™% (4.56)

g(x) = mme{ fi(2), fa(2), f3(2), .-, far(2)}, (4.57)

sao fatores de v(x). Isto implica que todo polinémio cddigo v(x) € miltiplo de g(x). Por outro

lado, nem todo mailtiplo de g(x) é um polindmio cddigo.
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APLICACOES DAS EXTENSOES
GALOISIANAS SOBRE ANEIS LOCAIS

Neste capitulo, apresentamos duas aplicagoes das extensoes de Galois sobre anéis locais.

Estes conceitos podem ser encontrados nas referéncias [3],[4] e [15].

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secao 5.1, apresentamos a cardi-
nalidade de alguns dos grupos das unidades de anéis locais Z,, ¢ = p™, através dos conceitos
desenvolvidos no Capitulo 4. As Tabelas 5.9 e 5.10 relacionam as cardinalidades do grupo
das unidades correspondentes as extensoes de graus 2 e 3. Na Secao 5.2, apresentamos os
geradores de seqiiéncias sobre corpos finitos bem como para o caso em que a seqiiéncia per-
tence a um anel comutativo finito local com identidade. Através do polinomio gerador obtido
no grupo das unidades, concluimos que a sua cardinalidade estd associada ao comprimento
da seqiiéncia. Mostramos que os registros de deslocamento com realimentacao linear geram
os codigos ciclicos. Na Secao 5.3, mostramos que através do polinomio gerador dos cédigos
ciclicos sobre anéis locais realizamos a transformada discreta de Fourier. Estas aplicacoes

levariam a uma provavel aplicacao em Criptografia.

65
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5.1 Determinacao do Grupo das Unidades de certos
Anéis Locais
Nesta se¢ao, determinamos o grupo das unidades de alguns anéis locais com graus 2 e 3.
Exemplo 4. Determina¢ao do grupo das unidades de GR(8,2) e GR(8,3)

Sejam o anel R e o corpo GF(4) gerados pelas seguintes extensoes de grau 2:

R = GR(8,2)[x] = @2?8—:[:1_1) ={a+br;a,b € Zs}. (5.1)
GF(4)[z] = Fylz] = % = {d +bz;d b € Fy}

= {0,1,2,1+x}. (5.2)

Observe que o corpo GF(4) é igual ao estabelecido em (4.27) pois o polindémio utilizado
em ambas extensoes é o mesmo. Logo, para a primitivo em GF'(4), os elementos deste corpo
sao mostrados na Tabela 4.1.

Seja f = (0 1) € GR*(8,2). Entdo, f = Ry(f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de
ordem n = 3. Assim, pelo Teorema 35, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 3d
em GR*(8,2),onde d > 1€ Z e f? gera o subgrupo ciclico G3 de GR*(8,2).

Em GR*(8,2), temos 12 = Tz + 7. Logo, considerando (f) = (0 1) = x, a representacao do

grupo das unidades dos elementos de GR(8,2) é como mostrada na Tabela 5.1.

1 =2° — | (1 0)
r =z — | (0 1)
?=T4+Tr | — | (T 7)
3= 20 — | (1 0)

Tabela 5.1: Grupo das Unidades de GR(8,2)
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Portanto, nd = 3, assim, d = 1. Logo, f = x = (0 1) gera um grupo de ordem 3 em
GR*(8,2). Logo, f = = é um elemento primitivo em Gj.
Para a extensao de Galois de grau 3 sobre o anel Zg, temos:

Zg [JI]

R= GR(8,3)[x] = B ot " {a+bx + cx®;a,b, c € Zg}. (5.3)
F
GF(8)[x] = Fglz] = % = {d +bx+d2*d,V,d €Fy} (5.4)

= {0,1,z, 2% 14+, 1 +2% 2> + 2,1 +z+2°}.

O corpo GF(8) apresenta os elementos contidos na Tabela 4.3.

Seja f = (01 0) € GR*(8,3). Entdo, f = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico de ordem
n =7 em GF(8). Pelo Teorema 35, f deve gerar um grupo de ordem nd = 7d em GR*(8,3).

Em GR*(8,3), temos 2° = Tz+T7 (coeficientes em Zg). Logo, considerando (f) = (010) =
x, a representacao dos elementos do grupo das unidades de GR(8,3) é como mostrada na

Tabela 5.2.

1=2° — | (1 0 0) P =z + 422 — | (0 1 4)

r =zt — (0 10)| 2%=4+4x+2*> | — | (44 1)

r? = 2? — (00 1) | a"=7T+3x+42* | — | (7 3 4)
=T+ Tz — | (770 |2¥=4+3x+32>| — | (4 3 3)
ot = Tz + 7a? — | (07T 2¥=54+2+32> | — | (5 1 3)
=1+z+72> | — |1 17| 22=5+2z+2> | — | (52 1)
P =1+2z+2* | — | (1 2 1) |22 =T+40+22* | — | (7T 4 2)
7 =T+ 22° — (7T 02) |22 =6+bx+42* | — | (6 5 4)
% =6+ bz — | (6 50) | 2®=4422+522 | — | (4 2 5)

2 = 6z + Ha? — | (06 5)|2*=3+Te+22 | — | (37 2)
20=3+3r4+62> | — | (33 6)| 2P =6+z+72> | — | (6 1 7)
e =24524+322 | — | (25 3)| 2¥=1+T7x+2*> | — | (1 7 1)
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B =3+722| — | B3 07)|[2®¥=2" — | (1 00)
DM =144z | — | (1 4 0)

Tabela 5.2: Grupo das Unidades de GR(8, 3)

Portanto, nd = 28, implicando que d = 4. Logo, f gera um grupo de ordem 28 em
GR*(8,3) e, conseqiientemente, f* = z* = (0 7 7) gera também um grupo de ordem 7 em

GR*(8,3). Logo, 3 = x* é um elemento primitivo em G7.
Exemplo 5. Determinagio do grupo das unidades de GR(16,2) e GR(16,3)

Inicialmente, considere o anel GR(p™,r) = GR(16,2) dado pela extensao de Galois de

grau 2 :
GR ~  Lulr] :
(16, 2)[.T] = m = {CL + bl’, a, be Zlﬁ}. (55)
Considere agora o corpo GF(p") = GF(4), onde
F
GF(4)[z] = Fyz] = ﬁ = {d +Vz;d b € Fy} (5.6)
= {0,1,z,1+x}.

Seja o um elemento primitivo em Fy, logo o é uma raiz de 22 + x + 1 = 0, ou seja,
a? = —a— 1 em Fy, teremos o = 1 + . Assim,o grupo multiplicativo de F, sdo os mesmos
elementos da Tabela 4.1.

Seja f = (0 1) € GR*(16,2), onde GR*(16,2) denota o grupo das unidades de GR(16,2).
Portanto, f = Ry(f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (p" —1) = 3 em F,,
lembrando que Ry(f) é a reducdo mddulo 2 do elemento f. Logo, pelo Teorema 35, temos
que f deve gerar um grupo de ordem nd = 3d em GR*(16,2), onde d > 1 € Z e f? gera o
subgrupo ciclico G3 de GR*(16,2).

As operagoes em GR*(16,2) sao realizadas médulo z? + x + 1. Logo, 22 = —z — 1;
porém, como os coeficientes de GR*(16,2) estao em Zig, temos que 2 = 15z + 15. Assim,

considerando (f) = (0 1) = x, a representacao dos elementos de GR*(16,2), ou seja, os

elementos do grupo das unidades é como mostrado abaixo:
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1 =2 — | (1 0)

r=2x — | (0 1)

22 = 154 15z | — | (15 15)

3= 20 — | (1 0)

Tabela 5.3: Grupo das Unidades de GR(16,2)

Portanto, nd = 3, assim, d = 1. Logo, f = = = (0 1) gera um grupo de ordem 3 em
GR*(16,2). Logo, # = = é um elemento primitivo em Gj.
Considere o anel GR(p™,r) = GR(16,3) dado pela extensao de Galois de grau 3:

Zygx]

GRO6, )l = 2=

= {a+bx +cx?;a,b,c € Ly} (5.7)

Considerando agora o corpo GF(p") = GF(8) :

Fy ]
(3 4+ 2+ 1)

I

GF(8)[x] = Fg[z] = {d +Vx+da%d b, eFy} (5.8)

= {0,1,z, 2% 14+ 1 +2% z+2° 1 +z+2°}

Seja o um elemento primitivo em Fg, logo a é uma raiz de 23 +  + 1 = 0, ou seja,

3

a® = —a—1 em Fy teremos o

= a+ 1. Assim, Fg apresenta os mesmos elementos do grupo
multiplicativo visto na Tabela 4.3.

Seja f = (0 1 0) € GR*(16,3), onde GR*(16,3) denota o grupo das unidades de
GR(16,3). Portanto, f = Ry(f) = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico de ordem
n = (pf —1) = 7 em Fg, lembrando que Ry(f) ¢é a reducdo médulo 2 do elemento f.
Logo, pelo Teorema 35, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 7d em GR*(16, 3),
onde d > 1€ Z e f% gera o subgrupo ciclico G; de GR*(16, 3).

As operagoes em GR*(16,3) sdo realizadas médulo 2® + x + 1. Logo, 23 = —z — 1;
porém, como os coeficientes de GR*(16,3) estao em Zyq, temos que x? = 15x + 15. Assim,
considerando (f) = (0 1 0) = z, a representagao dos elementos de GR*(16,3), ou seja, os

elementos do grupo das unidades é como mostrado abaixo:
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1 =2° (1 0 0) % =z + 822 (0 1 8)
r =z (0 1 0) 3 = 8+ 8z + 2 (8 8 1)
r? = 22 (0 0 1) 3 =15+ Tz + 82 (15 7 8)
3= 15 + 15z (15 15 0) | 2% =8+ 72 + 722 877
z* = 15z + 1522 (0 15 15) eB= 9+ x + Ta? 917
2= 1+ 2 + 1522 (1115) | o™ =9+20+a2 9 2 1)
26 =142z + 22 (121) | 2%=15+8z+ 222 (15 8 2)
27 = 15 + 222 (15 0 2) | 2% = 14 + 13z + 822 (14 13 8)
o = 14 4 13z (14 13 0) || 2% = 8+ 62 + 1322 (8 6 13)
2 = 14z + 1322 (0 14 13) | 2% =3+ 11z + 622 (3 11 6)
%= 3 + 3z + 1422 (3 3 14) || 2% =10 + 13z + 1122 (10 13 11)
2L = 2 + bz + 322 (2 5 3) | 2%=5+ 150 + 1322 (5 15 13)
212 = 13 + 152 + 522 (13 15 5) | 2% =3+ 8z + 15 (3 8 15)
13 =11 4 8z + 1522 (11 8 15) =1+ 4z + 822 (1 4 8)
o' =1+ 12z + 822 (1 12 8) ¥ = 8 + 9x + 422 (8 9 4)
' = 8 + 9z + 1222 (8 9 12) ot =12 + 4z + 922 (12 4 9)
1% =4 4 122 + 922 (4 12 9) % = 7+ 3z + 422 (7 3 4)
27 = 7+ 11z + 1227 (7 11 12) || 2% =12+ 3z + 322 (12 3 3)
o' =4+ 11z + 1122 (4 11 11) | 2'" =13+ 9z + 322 (13 9 3)
9= 5+ 9z + 1122 (5 9 11) || z*® =13 + 10z + 922 (13 10 9)
2% =5+ 10z + 922 (5 10 9) || 2% =7+ 4z + 1022 (7 4 10)
e =7+ 12z + 1022 (7 12 10) | 2°° =6 + 13z + 42? (6 13 4)
% = 6+ 13z + 1222 (6 13 12) | 2°'= 12+ 2z + 1322 (12 2 13)
2?3 =4+ 10z + 1322 (4 10 13) | 2° = 3+ 15z + 222 (3 15 2)
e = 3+ Tz + 1022 (3 7 10) || 2% =14+ 2z + 1522 (14 1 15)
% =64 9z + Ta? 6 9 7) % =1+ 15z + 22 (1 15 1)
2%= 9 4 15z + 927 9 15 9) 2% = 15 + 1507 (15 0 15)
¥ = 7+ 1522 (7 0 15) 250= 20 (1 0 0)
=1+ 8z (1 8 0)

Tabela 5.4: Grupo das Unidades de GR(16.3)
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Como o numero de elementos desse grupo das unidades é par, a fatoracao do termo
%% — 1 nao é tinica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem
seja impar. Definindo 8 = a®, obtém-se um grupo multiplicativo com 7 elementos, como

desejado. Consequentemente, a fatoracao do termo z” — 1 ¢ Unica.
Exemplo 6. Determinagio do grupo das unidades de GR(27,2) e GR(27,3)

Inicialmente, considere o anel GR(p™,r) = GR(27,2) dado pela extensao de Galois de
grau 2:

ZQ7[IE]

GR(27,2)[z] = Eratd)

={a+bx;a,be Zy}. (5.9)

Considere agora o corpo GF(p") = GF(9), onde

Fs[x]
(2 +2+2)

1

GF(9)[x] = Fy[z] = {d' +Vz;d,b € F3} (5.10)

= {0,1,z,1+ 22,2+ 22,2,22,2 4+ z,1 + x}.

Seja o um elemento primitivo em Fy7, logo o é uma raiz de 22 + 2 + 2 = 0, ou seja,
a? = —a — 2 em Zg teremos o = 2a + 1. Assim, Fy; apresenta os mesmos elementos do
grupo multiplicativo da Tabela 4.7.

Seja f = (0 1) € GR*(27,2), onde GR*(27,2) denota o grupo das unidades de GR(27,2).
Portanto, f = Rs(f) = (0 1) = f gera um subgrupo ciclico de ordem n = (p" — 1) = 8
em Fy7, lembrando que R3(f) é a reducao médulo 3 do elemento f. Logo, pelo Teorema 35,
temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 8d em GR*(27,2), onded > 1 € Z e f
gera o subgrupo ciclico Gg de GR*(27,2).

As operagoes em GR*(27,2) sao realizadas médulo (2? + z + 2). Logo, 2 = —x — 2;
porém, como os coeficientes de GR*(27,2) estao em Zyy, temos que x? = 26x + 25. Assim,

considerando (f) = (0 1) = =, a representacao dos elementos do grupo das unidades de

GR(27,2) é como mostrado abaixo:
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1=2° (1 0) | 2* =12+ 26z (12 26)
r =1z 0 1) | 2%°=2+13z (2 13)
x? = 25 + 26z (25 26) | %' =1+ 162 (1 16)
3= 2+ 26z (2 26) || 232 =22+ 122 (22 12)
=243z (2 3) 3= 3+ 10z (3 10)
5= 21 + 26z (21 26) | 2% =7+ 20z (7 20)
20 = 2422z (2 22) | 2%= 14+ 14z (14 14)
2T =10+ Tz (10 7) 2% = 26 (26 0)
8 =13+ 3z (13 3) 37 = 267 (0 26)
¥ = 21 + 10z (21 10) | 2% =2+2 2 1)
=7+ 11z (7 11) | 23 =25+x (25 1)
z't =5+ 23z (5 23) || 2% =25+ 24x (25 24)
=8+ 9z (8 9) M =6+zx 6 1)
23 = 9+ 262 9 26) | 22 =25+ 5z (25 5)
oM =2+ 102 (2 10) || 2% = 17 + 202 (17 20)
2= 7+ 19z (7 19) || 2 = 14 + 242 (14 24)
216 = 16 + 152 (16 15) | 2%=6+ 17z 6 17)
r''=24+x (24 1) || 2 =20+ 162 (20 16)
218 = 25 4 23 (25 23) || 2%7= 22 + 4 (22 4)
2% =8+ 22 8 2) | 2% =19+ 182 (19 18)
7?0 = 23 + 6z (23 6) | ¥ =18+ (18 1)
22 =15+ 17z (15 17) | 27 = 25+ 172 (25 17)
22= 20 + 25z (20 25) || 2™ =20 + 8z (20 8)
3 =4+ 22r (4 22) | 22 =11+ 12z (11 12)
2= 10 + 9z (10 9) | 2% = 3+ 26z (3 26)
® =9+ (9 1) %= 2+ 4z (2 4)
2% = 25 + 8 (25 8) | 2% = 19 + 25z (19 25)
2 =11+ 17z (11 17) | 2% =4+ 212 (4 21)
2% =15 + 17z (15 17) | 2% = 12 + 10z (12 10)
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2 =742 (7 2) | 2% =25+ 14z (25 14)
2% = 23 1 5z (23 5) | 5 = 26+ 11z (26 11)
2% = 17+ 18z (17 18) || 2% =5+ 15z (5 15)
251= 18 + 26z (18 26) | 2% = 24 + 17z (24 17)

2 =24+192 | — | (2 19) | 2™=20+7x | — | (20 7)

2= 16410z | — | (16 10) || 2™ =13+ 13z | — | (13 13)

% =7+6x | — | (7 6) 1= 2" — | (1 0)

2% =15+2 | — | (15 1)

Tabela 5.5: Grupo das Unidades de GR(27,2)

Como o numero de elementos desse grupo das unidades é par, a fatoracao do termo
2™ — 1 nao é tinica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem
seja fmpar. Definindo 3 = a®, obtém-se um grupo multiplicativo com 9 elementos, como
desejado. Consequentemente, a fatoracao do termo x° — 1 é tinica. Note que poderiamos
definir 3 = a®* conduzindo a um grupo multiplicativo com 3 elementos.

Considere o anel GR(p™,r) = GR(27,3) dado pela extensao de Galois de grau 3:

227[33]

~ — 2,
GR(27,3)[x] = oz 1) {a+bx + cx*a,b,c € Loz} (5.11)
Seja o corpo GF(p") = GF(27) :
o~ ~ F3[I] _
GF(27)[z] = Forlx] = s (5.12)

= {d +bx+d2*d,V,c €Fs}.

Seja o um elemento primitivo em Fy7, logo @ é uma raiz de 23 + 2z + 1 = 0, isto é,

a’ = —2a — 1 em F3 temos a® = a + 2. Assim, Fy; apresenta os elementos do grupo

multiplicativo da Tabela 4.7.
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Seja f = (01 0) € GR*(27,3), onde GR*(27,3) denota o grupo das unidades de
GR(27,3). Portanto, f = R3(f) = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico de ordem
n = (p" —1) =26 em Fy;, lembrando que R3(f) é a redugao médulo 3 do elemento f. Logo,
pelo Teorema 35, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 26d em GR*(27,3), onde
d>1€Ze f¢gera o subgrupo ciclico Gog de GR*(27,3).

As operagoes em GR*(27,3) sdo realizadas médulo (z? + 2z 4+ 1). Logo, z* = —2z — 1,
porém, como os coeficientes de GR*(27,3) estao em Zyy, temos que x3 = 25z + 26. Assim,
considerando (f) = (0 1 0) = x, a representacao dos elementos do grupo das unidades de
GR(27,3) é como mostrado na Tabela C.1 do Apéndice.

Como o nimero de elementos desse grupo das unidades é par, a fatoracao do termo
223 — 1 nao é unica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem
seja fmpar. Definindo 3 = a?, obtém-se um grupo multiplicativo com 117 elementos, como

HT _ 1 ¢ tnica. Note que poderiamos

desejado. Consequentemente, a fatoragao do termo x
ter escolhido 3 = a'®, 8 =a? e 8 = a™ conduzindo a grupos multiplicativos com ordens

13,9 e 3, respectivamente.
Exemplo 7. Determinag¢do do grupo das unidades de GR(25,2) e GR(25,3)

Inicialmente, considere o anel GR(p™,r) = GR(25,2) dado pela extensao de Galois de
grau 2:

Z25 [ZL’]

GR(25,2)[x] & (@ + 4z +2)

={a+bx;a,b e Zy}. (5.13)

Considere agora o corpo GF(p") = GF(25), onde

IF5[?L’]
(2 4+ 4x +2)

I

GF(25)[z] = Fos[z] = {d +bz;d 0 € Fs5} (5.14)

Seja o um elemento primitivo em Fos, logo a é uma raiz de 22 + 4z + 2 = 0, ou seja,

a? = —4a — 2 em Zs temos o? = « + 3. Assim, o5 apresenta seguintes os elementos do

grupo multiplicativo como mostrado na Tabela 5.6.
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1 =2 — | (1 0) 1= 4z — | (0 4)
r=x! — (01| ¥ =2+4z | — | (2 4)
=34z | — |3 1| 2¥5=2+2 |—| (2 1)
P=3+4r | — | (34| 2°=3+3x | — | (3 3)
=242z | — | (2 2) =4+x |—| (4 1)
P=1+4z | — | (1 4) ' =3 — | (3 0)
25 =2 — | (2 0) 9= 3z — | (0 3)
" = 2x — (0 2) 22 =443z |— | (4 3)
P =142 | — |12 @=4+2 | —| (42
=143z | — | (1 3)| 2a®2=14+z |—| (1 1)
=4 +d4e | — | (4 4| 2B =3+22 |—| (3 2)
M =243z | — | (2 3) || e®=12+26z | — | (12 26)
ri?=4 — | (4 0)

Tabela 5.6: Grupo Multiplicativo de GF(25)

Seja f = (0 1) € GR*(25,2). Portanto, f gera um subgrupo ciclico de ordem n =
(p" — 1) = 24 em Fy5, lembrando que Rs(f) é a redugao médulo 5 do elemento f. Logo,
pelo Teorema 35 temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 24d em G R*(25,2), onde
d>1¢€Ze f¢gera o subgrupo ciclico Goy de GR*(25,2). As operacoes em GR*(25,2) sao
realizadas médulo (2? + 4z + 2). Logo, como os coeficientes de GR*(25,2) estao em Zys,
temos que x* = 21x + 23. Assim, considerando (f) = z, a representacao dos elementos do

grupo das unidades de GR(25,2) é como mostrado na Tabela 5.7.
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1=2° (1 0) r¥= 1149z (11 9)
r=ux! (0 1) 0 =7 (7 0)

r? =23+ 2lx (23 21) =Tz (0 7)
3= 8+ l4x (8 14) || 23 =11+ 22z (11 22)
ot =224 2 (22 2) | 2% =6+ 23z (6 23)
5= 21 + l4x (21 14) | 2¥=4+ 142 (4 14)
28 = 22 + 152 (22 15) || 2% = 22 + 232 (22 23)
27 = 20 + 12z (20 12) | 2%=4+ 5z 4 5)
28 =1+ 22 (1 22) | 2% =15+ 9z (15 9)
9 =6+ 13z (6 13) | 2% =T7+4x (7 4)
210= 24 + 4o (24 4) || 2% = 17 + 162 (17 16)
2 =17 + 8z (17 8) | 2 =18 + 3z (18 3)
212= 9 4 10z 9 10) | 2™ =19+ 6z (19 6)
2B =54 19z (5 19) || #%2 = 13 + 20z (13 20)
=12+ 4z (12 4) || 2 =10+ 8z (10 8)
=17+ 21z (17 21) | 2" =9+ 3w (9 3)
210 =8+ 8z (8 8) | 2%=19+ 222 (19 22)
rT=9+z (9 1) %= 6 + 6z (6 6)
218= 23 + 5z (23 5) | 2Y =13+ Tz (13 7)
2 =15+ 32 (15 3) | 2% =11+ 102 (11 10)
2 =19 + 3z (19 3) || 2% =5+ 21z (5 21)
' =19+ Tx (19 7) || 2°° =8+ 2lx (8 21)
r*2 =11+ 16z (11 16) | z°' =8+ 24x (8 24)
3 =18 + 22z (18 22) | z°* =2+ 12z (2 12)
=6+ 5z (6 5) r3=1+4x (1 4)
2 =15+ 11z (15 11) | 27 = 17 + 102 (17 10)
% =3+ 21z (3 21) =5+ 2 (5 2)
2 =8+ 19z (8 19) || 2% = 21 + 222 (21 22)
2= 12+ Tz 12 7) | 257 =6+8z 6 8)
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2 =94 2Ur | —— | (9 24) 20— 18 (18 0)
r¥=2+13z | — | (2 13) 9! = 18« (0 18)
0 =24 || (24 0) | 22 =14+3 (14 3)
2% = 24z — | (0 24) | 2% =19+2z (19 2)
22 =244z | — | (2 4) || 2M=21+ 11z (21 11)
23 =174 1l | — | (17 11) | 2% =3+ 2 3 2)
4 =3+23 | — | (3 23) | 2%=21+20x (21 20)
2% =411z | — | (4 11) | 2% =10 + 162 (10 16)
2= 34 10r | — | (3 10) | 2%= 18+ 21z (18 21)
T =5413z | — | (5 13) | 2% =8+ 9 (8 9)
% =24+43z | — | (24 3) | 2!=7+422¢ (7 22)
299 =19+ 120 | — | (19 12) | 2" = 6+ 192 (6 19)
20 =1+421z | — | (1 21) | 22 =12+ 52 (12 5)
=8+ 17x | — | (8 17) | 2! =15+ 17z (15 17)
2™ =16+ 15z | — | (16 15) || 2! = 16 + 22z (16 22)
rB=20+6x | — | (20 6) | z'% =6+ 3z (6 3)
™ =13+21z | — | (13 21) || 2! = 19 + 19z (19 19)
P =8+4r | — | (8 4) |2"=12+18z (12 18)
=17+ 17z | — | (17 17) | 2'%® = 14 + 152 (14 15)
27 =16+ 24z | — | (16 24) | 2'9= 20 + 4z (20 4)
r®=2+20r | — | (2 20) || 2'0=17+4z (17 4)
2= 10422z | — | (10 22) | 2™ =174z (17 1)
= 64220 | — | (6 22) | 2" =23+ 132 (23 13)
2 =64+ 18z | — | (6 18) |« =24 + 21z (24 21)
2= 1449z | — | (14 9) | 2 =8+ 152 (8 15)
3 =7+3x | — | (7 3) | 2 =20+23x (20 23)
2 =19+20x | — | (19 20) | 2Y® =4+ 3z (4 3)
25 =10+ 14z | — | (10 14) || 7= 19+ 17z (19 17)
220 =22 440 | — | (22 4) o8 =16+ (16 1)
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BT= 17460 | — | (17 6) | 29 =23 1122 | — | (23 12)
% =13+ 18z | — | (13 18) 21?0 = 20 — | (1 0)
9 =14+ 162 | — | (14 16)

Tabela 5.7: Grupo das Unidades de GR(25,2)

Como o numero de elementos desse grupo das unidades é par, a fatoracao do termo
'Y — 1 ndo é tnica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo multiplicativo, cuja ordem
seja fmpar. Definindo 3 = a8, obtém-se um grupo multiplicativo com 15 elementos, como
desejado. Consequentemente, a fatoracao do termo z'® — 1 é tinica. Note que poderiamos
ter escolhido B = a?* e 3 = a* conduzindo a grupos multiplicativos com ordens 5 e 3,

respectivamente.

Considere o anel GR(p™,r) = GR(25,3) dado pela extensao de Galois de grau 3:

Z
GR(25, 3)[1’] = % = {Cl + bQJ + Cx2; a, b, Cc & 225}. (515)
Seja o corpo GF(p") = GF(125) :
~ ~ F5[‘T] / / 120 1l
GF(125)[z] = Fig5(z] = Ty ={d +bz+x%d V0, € Fs}. (5.16)

Seja o um elemento primitivo em Fas, logo o é uma raiz de 2® + 3z + 2 = 0, ou seja,

a® = —3a — 2. Em F5 temos a® = 2a + 3. Assim, Fy5 apresenta os seguintes elementos do

grupo multiplicativo:

1=2° — (100 | 2¥=3+3x+2>—|(331)
r=x! — (0 1 0) 2 =3+322 | — | (30 3)
r? = 2? — (0 0 1) o =44 4x — | (4 4 0)
¥=3+2r | — (3 20)| a2=4dx+42* | — | (0 4 4)
zt=3x+222 | — | (0 3 2) || 2®¥=2+3z+42? | — | (2 3 4)
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=1+ dz + 32 (143)| 2"=2432 2 0 3)
2% = 4 + 22 + 422 4 2 4) %= 4+ 3z (4 3 0)
7 =2+ 2x + 227 (2 2 2) | 2%=4r+ 322 (0 4 3)
28 =1+ 2+ 2 (112 | a9 =4+a+422 (41 4)
¥ =1+ 2? (10 1) 2®=2+2x+2a? (2 2 1)
%= 3+ 3z (3 3 0) | 2* =3+ 4z + 222 (3 4 2)
! = 3z + 322 (0 3 3) || %=1+ 2z + 422 (1 2 4)
%= 4+ 1 + 322 (4 1 3)| 2°" =2+ 4z + 22 (2 4 2)
13 =44 2? (4 0 1) | z2%=1+x+42? (11 4)
=3+ (3 10)| 27 =2+4r+ 2? (2 4 1)
' = 3z + 2? (0 3 1) || °* = 3+ 4z + 422 (3 4 4)
2% = 3 4 2z + 32?2 (3 2 3)| 2% =2+x+4a? (2 1 4)
217= 4 + 4z + 222 (4 4 2) %0 =2 4 22 (2 01)
21 =1+ 3x + 422 (1 3 4) 257 = 3+ 4x (3 4 0)
9= 2+ 4x + 322 (2 4 3) % = 3 + 42? (0 3 4)
2 = 4+ 3z + 42 (4 3 4) | 2= 2+ 3¢+ 322 2 3 3)
e =2+ 2z + 32? (2 2 3) || 2% =4+ 3z + 322 (4 3 3)
22 = 4 + 3z + 22 (4 32) | =443 (4 0 3)
a? =1+ 3z + 322 (1 3 3) 192 =4 (4 0 0)
v =4 4 21 + 32 (4 2 3) 1% = 4x (0 4 0)
2% = 4+ 227 (4 0 2) 25 = 447 0 0 4)
2= 1 3z (130 «5=2+3 2 3 0)
¥ = x + 322 (0 1 3) 1%0= 27 + 322 (0 2 3)
2B= 4+ 1z + 22 41 1) | 25 =442+ 2 41 2)
t¥=3+ 1 +2? (31 1) 2% =1+ 37+ 2? (13 1)
30 =3+ 22 (3 0 1) | 2%= 3+ 3z + 322 (3 3 3)
3t =3 (30 0)| 2™ =4+ 4z + 32? (4 4 3)

3 = 3x (0 3 0) ™ =4+ 4a2? (4 0 4)

2% = 347 003 | 2?2=2+2 2 2 0)
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=4+ — | (4 1 0) ™ = 2 + 227 — | (0 2 2)
3 = 4w + 2 — (04 1) | 2™ =1+4+40+22> | — | (1 4 2)
=3+ 2r+42% | — | (3 2 4) 2™ =1+ 42? — | (1 0 4)
T =2+4+z+222 | — (21 2) 270= 2+ 4x — (2 4 0)
¥ =1+z+2> |—|[(1 1 1) 7 = 2 + 227 — | (0 2 2)
r®=243r+222 | — | (2 3 2) 210%= 2 4 227 — 1 (2 0 2)
e =14z+322 | — | (11 3) 1% =1+x — | (1 1 0)
a0 =442 +22 | — | (4 2 1) ot =z 4 22 — (0 1 1)
Pl =3+x+22> | — |3 12| 2®=3+2x+22 | — | (32 1)
P=1+2r+2*> | — | (1 2 1) 2100 = 3 + 222 — (3 0 2)
23 =3+4+3x+222 | — | (3 3 2) 1= 1+ 2% — | (12 0)
M=1+4+20+322 | — | (1 2 3) 1% = 1 + 222 — 1 (0 1 2)
e =4+420+222 | — | (4 2 2)| 2P=1+4x+2* | — | (1 4 1)
% =143r+222 | — | (1 3 2) || 2" =3+3x+42> | — | (3 3 4)
287 = 1+ 322 — | (1 03)| z2M=242+32> | — | (2 1 3)
% =44 2z — | (420 | 2™ =443x+2*> | — | (4 3 1)
= 4z + 22? — (04 2)| 2™ =34+2+322 | — | (3 1 3)
0 =1+4r+42? | — | (1 4 4) | a2'M=4+4x+2*> | — | (4 4 1)
=24+ 4r+42* | — | (2 4 4)| 2P =34+x+42> | — | (3 1 4)
9% = 2 + 4a? — (204 | aM=242+2> |—|(211)
9 =2 — (200 | 2""=3+4x+2* | — | (3 4 1)
9 = 2z — | (0 2 0) M8 = 3+ 422 — 1 (3 0 4)
% = 222 — 1 (0 0 2) M =241 — | (2 1 0)
9= 1+4x — | (1 4 0) 120 = 2p + 22 — | (0 2 1)
297 = x + 422 — | (01 4) |2 =3+20+22% — | (3 2 2)
pB=24+3r+22 | — | (23 1) |22 =14+20+22| — | (1 2 2)
¥ =3+4r+322 | — | (3 4 3) r1B=1+ 22° — | (1 0 2)
=444 +42% | — | (4 4 4) 12t =20 — | (1 0 0)
e =242 +42% | — | (2 2 4)

Tabela 5.8: Gruno Multinlicativo de G E(125)
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Seja f = (01 0) € GR*(25,3), onde GR*(25,3) denota o grupo das unidades de
GR(25,3). Portanto, f = Rs(f) = (0 1 0) = f gera um subgrupo ciclico de ordem
n = (p"—1) =124 em Fy5, lembrando que R5(f) é a redu¢do médulo 5 do elemento f. Logo,
pelo Teorema 35, temos que f deve gerar um grupo de ordem nd = 124d em GR*(25,3),
onde d > 1€ Z e f? gera o subgrupo ciclico Gog de GR*(27,3).

As operagoes em GR*(25,3) sdo realizadas médulo (2% + 3z + 2). Logo, * = —3z — 2;
porém, como os coeficientes de GR*(25,3) estao em Zys, temos que x3 = 22x + 23. Assim,
considerando (f) = (0 1 0) = x, a representacao dos elementos do grupo das unidades de
GR(25,3) é como mostrado na Tabela B.1 do Apéndice.

Como o ntimero de elementos do grupo das unidades de GR(25,3) é de 620 e, portanto,

620 _ 1 nao é tnica. Neste caso, deve-se buscar outro grupo

par, a fatoragao do termo x
multiplicativo, cuja ordem seja impar. Definindo 8 = o*, obtém-se um grupo multiplicativo
com 155 elementos, como desejado. Consequentemente, a fatoracao do termo x'%° —1 é tinica.
Note que poderiamos ter escolhido 3 = a® e 3 = a'?* conduzindo a grupos multiplicativos

com ordens 31 e 5, respectivamente.

Em resumo, por meio dos resultados obtidos nos Capitulos 4 e 5 podemos afirmar que:

Cardinalidade do Grupo das Unidades
GR(4,2) 3
GR(8,2) 3
GR(16,2) 3
GR(9,2) 24
GR(27,2) 72
GR(25,2) 120

Tabela 5.9: Cardinalidade do Grupo das Unidades
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Cardinalidade do Grupo das Unidades
GR(4,3) 14
GR(8,3) 28
GR(16,3) 56
GR(9,3) 78
GR(27,3) 234
GR(25,3) 620

Tabela 5.10: Cardinalidade do Grupo das Unidades

Analisando as tabelas observamos que:

Os anéis de base 2 com grau 2 suas cardinalidades sao iguais;

Os anéis de base 3 com grau 2 a cardinalidade do sucessor é o triplo do antecessor;

Os anéis de base 2 com grau 3 a cardinalidade do sucessor é o dobro do antecessor;

Os anéis de base 3 com grau 3 a cardinalidade do sucessor é o triplo do antecessor;

Utilizando anéis com cardinalidade pequenas, através da extensao podemos conseguir

valores de n grandes.

5.2 Construcao de Geradores de Seqiiéncias através
de Polinomios Geradores

O objetivo desta segao é apresentar uma aplicacao que ¢ a sintese de circuitos lineares de
deslocamentos com realimentacao, ou seja, LFSR, que geram uma dada seqiiéncia finita de
digitos pertencentes a um corpo finito F. Consequentemente, através da aplicacao estendida
em [3] para o caso de anéis locais da forma Z,m, veremos, na Subsec@o 5.2.2, uma extensao
deste mesmo problema para o caso em que a seqiiéncia pertence a um anel comutativo finito

local com identidade.
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5.2.1 Circuitos lineares com seqiuiéncias pertencentes a um corpo
finito
Um LFSR de comprimento L, mostrado na Figura 5.1, consiste de uma cascata de

L atrasadores (registros de deslocamento) e alguns multiplicadores e somadores capazes de

gerar uma combinagao linear dos contetidos destes registros.

P=—@=— oo D

-1 |g2 | oo GL [ siL-L siL2 ... sl

5]

Figura 5.1: LFSR de comprimento L.

A saida do LFSR ¢é o contetido do tltimo registro. Os conteudos iniciais sg, S1, Sa, ..., S_1
dos L atrasadores coincidem com os L primeiros digitos de saida e os digitos seguintes de

saida sao determinados através da relagao de recorréncia

L
S; = — ZCZ‘ © Sj—iy (517)
i=1

para j = L+ 1, L+ 2,... . Os digitos de saida e os coeficientes de realimentacao
c1,Co, ..., cp pertencem ao mesmo anel R. Quando c¢;, = 0, dizemos que o LFSR é singular.
Diz-se que um LFSR gera uma seqiiéncia finita de digitos sp,ss,...,sy quando esta

seqiiéncia coincide com os N primeiros digitos de saida do mesmo, para algum contetdo
inicial. Se L > N, o LFSR sempre gera a seqiiéncia, e se L < N, o LFSR gera a seqiiéncia
se, e somente se,

Sj + Sj—1-C1 + ...+ Sj—L+1 " CL—1 + Sj—L*CL = O, (518)
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para L+ 1 < j < N. Assim, é 6bvio que qualquer LFSR de comprimento L > N gera uma
seqiiéncia de comprimento N. Entretanto, o objetivo maior é encontrar aquele(s) LFSR(s)
de minimo comprimento possivel que é (sdo) capaz(es) de gerar uma dada seqiiéncia de
comprimento N.

Quando comparamos o sistema linear
Sj+ll + Sj+y_10-1 + ..+ Sj+10',,_1 + SjO’V = 0, (519)

[15] pagina 96, sobre a decodificagao dos cédigos BCH, com (5.18), temos que em ambos os
casos 0 objetivo comum é encontrar a menor quantidade de varidveis (v, L) que satisfagam
os respectivos conjuntos de equagoes. Portanto, as equagoes de (5.18) podem também ser
resolvidas pelo algoritmo de Berlekamp-Massey. Neste caso, as entradas para o mesmo
deverdo ser os elementos s1, S, . .., Sy que formam a seqiiéncia dada (a qual se deseja gerar).

O algoritmo produz entao como saida um polinémio
CX)=14+cX+...+e X (5.20)

na indeterminada X, cujos coeficientes de realimentagao do(s) LFSR(s) minimal (minimais)

de comprimento L que gera(m) sq, So, ..., SN-
Teorema 40. [15] Se um LFSR de comprimento L gera uma seqiiéncia de digitos {s1, sa,...,SN-1},
mas nao a seqiéncia {s1, S, ...,Sn_1,Sn}, entao qualquer LFSR que gera a ultima seqiiéncia

. ’ .
tem comprimento L satisfazendo

L >N+1-1L. (5.21)

Seja s = {s1, S2, ..., Sk} uma seqiiéncia finita de digitos. Definindo Ly(s) como sendo o

minimo dos comprimentos de todos os LESR’s que geram {si, ss,...,sx}, N < K, temos
entao do Teorema 40 que

Lyy1(8) > max{Ly.1(s), N +1— Ly(s)}. (5.22)

Mais ainda, é possivel de se mostrar que

Lyy1(s) = max{Lyy1(s), N +1— Ly(s)}. (5.23)
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Assim sendo, quando algum LSFR de comprimento Ly(s) gera {s1, sa, ..., Sy}, mas nao
gera {1, S2,...,8N,SN+1}, 1sto é, dy # 0, entdo ocorre uma mudanga de comprimento (do
passo N para o passo N + 1) se, e somente se, 2Ly (s) < N. E, portanto, a conclusio é a de
que o LFSR de comprimento minimo que gera s = {s, sq,..., Sk} € nico se, e somente se,

5.2.2 Circuitos lineares com sequéncias pertencentes a um anel
comutativo finito local com identidade.
Um circuito linear de deslocamento ou LFSR de comprimento L, mostrado na Figura 5.2,

consiste de uma cascata de L atrasadores (registros de deslocamento) e alguns multiplicadores

e somadores capazes de gerar uma combinacao linear dos contetidos destes registros.

sji-1 |sj2 | TTTTTTTooo gL [ sL-L §L2 .., sl

5J

Figura 5.2: LFSR de comprimento L.

A saida do LFSR é o contetudo do ultimo registro. Os conteudos iniciais 1, So, . .., Sz, dos
L atrasadores coincidem com os L primeiros digitos de saida, e os digitos subsequentes da

saida sao determinados através da relacao de recorréncia

L
Sj = — ZCZ' *Sj—iy (524)
i=1

para j = L+ 1, L+ 2,... . Os digitos de saida e os coeficientes de realimentacao

c1,Ca, ..., cp pertencem ao mesmo anel R. Quando ¢;, = 0, dizemos que o LFSR ¢é singular.
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Um LFSR gera uma seqiiéncia finita de digitos si,ss,..., Sy quando esta seqiiéncia
coincide com os N primeiros digitos de saida do mesmo, para algum conteido inicial. Se
L > N, o LFSR sempre gera a seqiiéncia e se L < N, o LSFR gera a seqiiéncia se, e somente
se,

Sj + Sji—1:C1 + ...+ Sj—L+1 " CL-1 + Sj—L*CL = 0, (525)

para L+1 <57 < N.

Em [15] foi mostrado que o algoritmo usado para a decodificacao de cédigos BCH também
pode ser usado para sintetizar um LFSR de comprimento minimo L que gera uma seqiiéncia
prescrita. Isto é, o problema de geracao de um LFSR e a decodificacao de um cédigo BCH
sao equivalentes.

De uma maneira bem semelhante, o algoritmo pode ser aplicado para sintetizar um LFSR
de comprimento minimo que gera uma seqiiéncia $i, sg, ..., Sy de elementos do anel R, em
3] isto foi mostrado para o anel Zym.

Deste modo, temos que as entradas do algoritmo serao os elementos s, So,...,Sy que
formam a seqiiéncia dada e a saida do mesmo serd o polinoémio c(z) = 1+ cjz + ... + cpat
na variavel z, onde os coeficientes sao os coeficientes de realimentacao do LFSR minimo
de comprimento L que gera sq, Ss,...,Sy. Este LEFSR minimo serd tinico se, e somente se,
2L < N e em cada estagio do algoritmo a equacao linear d,, — yd,, = 0 na varidvel y tiver
solucao unica, onde d, e d,, sao as n-ésima e m-ésima discrepancias, respectivamente. Caso

contrario, havera mais de um LFSR minimo de comprimento L que gera si, So,...,Sy.

Exemplo 8. Encontrar o LFSR minimal que gere a seqiiéncia s; = 6,59 = 3,53 = 1,84 =
5, € s5 =6 sobre o anel Zg. Aplicando o algoritmo de Berlekamp Massey modificado, encon-

tramos:
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n o"(X) do | 1 | 2 —1,
-1 1 1 (0] -1
0 1 6 |0 0
1 1+ 3X 311 0
2 147X 4 |1 1
3 1+ 7X +5X3 6 | 3 0
4 |1 +X+3X2+5X3| 2|3 1
51 +X+7X2+6X3| - |3 2

Portanto, C(X) =1+ X +7X?+6X? e o LFSR minimal (veja Figura 5.3) que gera a

sequéncia dada tem as suas saidas relacionadas através de:
SptSp1+T7 Sy 0+6-5,3=0 (mod9), n >4

Logo, o objetivo € gerar a seqiéncia S = (6, 3, 1, 5, 6).

——> 6,3,1,5,6,7,2,3,4,...

A4
—_
w
(@)

Figura 5.3: Gerador da seqiiéncia S= (6, 3, 1, 5, 6), complexidade linear=3
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5.3 Transformada Discreta de Fourier
Seja {x,} uma seqiiéncia cujo periodo é de N amostras, isto é,
z(n) =z(n+ N). (5.26)

Entao o k—ésimo coeficiente de Fourier (k) é dado por

N—1
2kmn
(k) = —9q k=0,1.2..... N—1 2
(k) nzzoxm)exp(jN), 01,2, N—1, (5.27)

onde j = v/—1 e a transformada inversa é dada por

1= 2kmn
= — ' =0,1,2,...,N - 1. 2
o) = 3y 2o (37 m=012 (5.28)
Note que |0(k)| fornece o espectro de amplitude, |§(k)|? fornece o espectro de energia

e tan™? [5{2{{3((2)); ] fornece o espectro de fase. Note também que (k) fornece N linhas es-

pectrais periédicas com relagao as amostras {x(n)}.

Uma transformada mais geral, pode ser escrita como
N-1
(k) =Y z(n)a(k,n), k=0,1,2,...,N -1, (5.29)
n=0

onde a(k,n) denota o nicleo da transformada geral.

De (5.27) notamos que o nucleo a(k,n) é dado por

2%
a(k,n):exp{—j jzfm} k=0,1,2,...,N —1. (5.30)
Note que o termo
c=e 2kmn (5.31)
=expq — .
P—i T

¢ um elemento primitivo e uma das N raizes da unidade, isto é, eV —1 = 0. Equivalentemente,
eV =1, mas com e* # 1 para 1 < k < N. Com isso, vemos que € = exp{—j27n/N} pertence
ao corpo dos numeros complexos.

Como exemplo de um corpo finito, considere o 7, corpo dos inteiros médulo 7. Seja
e=2,entdo 2 =4 e e =1, o que implica que N = 3, isto é, 2 é a raiz ctibica da unidade,

isto é, €3 = 1.
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Note que os zeros de 2V — 1 sao dados por ¢/, 0 <1i < N — 1, pois para um &’ temos
VN -1=(E")Y-1=(1)~-1=0. (5.32)

Logo, ' é um zero de 2V — 1. Isto implica que

N —l=(@-1)(z—e)(v—¢c?).. (z—V). (5.33)

A transformada discreta de Fourier de comprimento N gerada por e sobre um corpo F é

0 mapeamento

TFD.(.):FN — F". (5.34)

Sejam b = (b(0),b(1),...,b(N —1)) e B=(B(0),B(1),...,B(N —1)). Entao, B denota
a transformada discreta de Fourier de b, isto é, B = TFD.(b). Com isso, b representa a
seqiiéncia no dominio do tempo e B a seqiiéncia no dominio da freqiiéncia,

N-1

B(i) =Y b(n)e™, (5.35)

n=

1 -\ _—in
2 Bl (5.36)

i=0

Agora, iremos identificar b = (b(0),b(1),...,b(N—1)) = (by, by, . ..,bn—_1) com o polinémio
b(x) = by + bz + ... +by_jz¥ (5.37)

Com isso, a equacgao da transformada discreta de Fourier pode ser escrita como

B(i) =b(s"), i=0,1,2,...,N —1. (5.38)

Como exemplo, considere o vetor b= (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1), como a seqliéncia
no dominio do tempo. A Figura 5.4 ilustra este “sinal.”
Através da equacao (5.35) notamos que B(0)=10 e B(i)=0, parai=1,2,...,9. Dessa forma,

a transformada discreta de Fourier é como mostrada na Figura 5.5.
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09

08}

07fF

06

05

0.4

03

0.2

01

Figura 5.4: Dominio do Tempo (b)

o - v w s o o N o © =

Figura 5.5: Dominio da Freqiiéncia (B)

Exemplo 9. Considere e =2 em F; tal que N = 3. Se b= (0,0,3) entio b(z) = 32* tal que

Assim, B = (3,5,6).

As Figuras 5.6 e 5.7 mostram b e B.
Um cédigo ciclico de comprimento N sobre o corpo finito F, com polinémio gerador g(z),

onde g(x) divide ¥ — 1, é o conjunto de todas as palavras-cédigo b tal que g(z) divide b(x).
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Figura 5.6: Dominio do Tempo (b)

Figura 5.7: Dominio da Freqiiéncia (B)

Por outro lado, os zeros de #%V — 1 s@o todos os & para os quais 0 < i < N — 1. Assim, g(x)
¢ unicamente caracterizado pelos i's para os quais €' é um zero, digamos i € I, de g(z). Isto
implica que b é uma palavra-codigo se, e somente se, B; = 0 para ¢ € [I.

A complexidade linear de uma seqiiéncia s, s1, S, .. ., S,—1 (onde n pode ser infinito) é
o menor registro de deslocamento com realimentacao linear que quando “carregado” inicial-
mente com Sy, S1, So, . . ., 5,1 produz a seqiiéncia toda como saida. A Figura 5.2 ilustra um

registro de deslocamento com realimentacgao linear.

Teorema 41. [2] Se B = TFD.(b) € a transformada discreta em qualquer corpo F, entao

o peso de Hamming de b € igual a complexidade linear da seqiiéncia (repetida) periddica

B, B,.... B
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A Figura 5.8 ilustra o registro de deslocamento com realimentagao linear com B = (3,5, 6)

em [F;, tal que a complexidade linear vale 1.

¥ ;

3,5,6,3,5,6, ..... , 3,5,6 - 3

Figura 5.8: LFSR de comprimento 1.

Toda seqiiéncia corrida com d — 1 zeros consecutivos seguida de um digito nao nulo tem
complexidade linear pelo menos d.

Note que g(z) tem d — 1 poténcias consecutivas de & com zero, digamos &' para i =
0,1,2,...,d—1. Com isso, By = By = ... = By 1 = 0 para toda palavra-cédigo b. Todavia,
toda palavra-cédigo de um codigo ciclico tem peso de Hamming pelo menos d. Com isso,
dpmin > d, o limitante inferior da distancia de projeto do codigo ciclico BCH.

Iremos agora estabelecer as condigoes sob as quais a transformada discreta de Fourier e
sua inversa podem ser aplicadas as seqiiéncias cujas componentes estao em um anel comu-
tativo R ao invés de estarem em um corpo.

Iremos denotar a N—ésima raiz primitiva da unidade por ¢ em R. Como vimos no
Capitulo 2 o anel dos inteiros médulo m, 7Z,,, é um anel comutativo. Este anel é o mais
importante dos anéis com interesses em teoria da codificacao e criptografia.

Quando m é um nimero primo, Z,, ¢ isomorfo ao corpo de Galois [F,,. Com isso, o caso
de interesse serd quando m for composto.

A equagao da transformada discreta de Fourier pode ser escrita como

B = M.b, (5.39)
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onde M, é uma matriz N x N dada por

| 1 1 1 1 ]
L@ (&) (")
M.=|1 (g)? (2)2 ... (N2 | (5.40)
] 1 (a)N_l (52)1\/—1 (8N—1)N—1 |

Como M. é uma matriz do tipo Vandermonde, entao o determinante vale

A(M,.) = H | (&8 — ') = H Hgi(gﬂ‘*i —1). (5.41)

Mas o produto de elementos em um anel é uma unidade se, e somente se, cada elemento
é uma unidade. Note que € é sempre uma unidade pois eV~ = 1. Disto segue que A(M,) é

uma unidade se, e somente se, ¥ — 1 é uma unidade para 1 < k < N.

Teorema 42. [15] Se ¢ é uma N—ésima raiz primitiva da unidade em um anel comutativo
R, entdo B = M.b define um mapeamento inversivel de RN em RN cujo mapeamento inverso
¢ dado pela inversa da transformada discreta de Fourier usual se, e somente se, ¥ — 1 é

uma unidade para 1 < k < N.
Um elemento ¢ de Z,, ¢ uma unidade se, e somente se, mdc(i,m) = 1.

Observacao 4. Nao existe a transformada discreta de Fourier em Z,, para qualquer m > 2

quando m € composto e par. As razoes para este resultado sdo:

1. Porque € deve ser uma unidade e, portanto impar. Com isso, € — 1 € par, logo nao €

uma unidade;

2. Para todo miumero composto impar mod m, €= m — 1 é uma sequnda raiz primitiva
da unidade e gera uma transformada discreta de Fourier de comprimento N = 2 em

Lo, pois € —1=m—2 e mdce(m,m—2) = mdc(m,2) =1 tal que e — 1 € uma unidade.

Exemplo 10. Seja € = 2 uma raiz quadrada primitiva da unidade em Zqs, porém nao gera
uma transformada discreta de Fourier de comprimento N = 4 neste anel, embora ¢ —1 =1

seja uma unidade. Isto se deve ao fato de que € —1 = 3 ndo é uma unidade em Zs.
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Neste ponto, faremos a seguinte pergunta: Pode-se encontrar uma transformada discreta
de Fourier de comprimento N > 2 em qualquer anel Z,,, para um m composto? A resposta
é sim.

Exemplo 11. Seja ¢ = 8 uma raiz quarta primitiva da unidade em Zgs que gera uma

transformada discreta de Fourier com comprimento N = 4, poise —1 =7, e —1 =

63 e e —1 = 56 sao unidades em Zgs.

Existem valores de m para os quais Z,, pode ser considerado de interesse pratico? A seguir
apresentamos na Tabela 5.3 alguns valores de m (Z,,) para os quais existem a transformada

discreta de Fourier.

m N

91 2,3,6
169 | 2, 3, 4, 6, 12
121 2,5, 10
217 2,3,6

Tabela 5.11: Valores de m para os quais existem as correspondentes transformada discreta de Fourier

Teorema 43. [15] Se p é um primo (impar) e o é um elemento primitivo de [F,, entdo
com « considerado como um elemento de Zyn, para qualquer n > 2, € = o gera uma

transformada discreta de Fourier com comprimento N =p —1 em Zyn.
Exemplo 12.

1. Transformada discreta de Fourier com N = 256 em Zsos; tem componentes limitadas a

resolugao de 8 bits;

2. Transformada discreta de Fourier com N = 256 em Zosr2 tem componentes limitadas

a resolucao de 16 bits;

3. Transformada discreta de Fourier com N = 256 em Zoss tem componentes limitadas

a resolucao de 24 bits.
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Agora iremos apresentar um exemplo onde faremos uso do elemento primitivo do grupo
multiplicativo de um determinado corpo no processo de geracao da transformada discreta
de Fourier com o maior comprimento possivel, porém sobre o anel Z,2, com p primo, vide
Teorema 43.

Considere o corpo algébrico de Galois com 11 elementos, isto é, GF(11). Seja o 0 elemento
primitivo deste corpo. Entao a serd considerado um elemento de Z;;2 = Z12,. Note que
e = a'! gera um vetor com o maior comprimento possivel, isto é, equivalente a dizer que
e = a!! gera uma transformada discreta de Fourier com o maior comprimento possivel. Com

isso, é possivel determinar a matriz M. tal que

B = M.b,

onde B = (B(0), B(1),...,B(N — 1)) (“dominio da freqiiéncia”), b = (b(0),b(1),...,b(N —
1))(“dominio do tempo”).

i 1 1 1 1 ]
1 () (%) (%)
M.= 1|1 (¢)? (€22 ... (N2 | (5.42)
I 1 (Z‘:)N*l (82)]\/'71 (ENfl)Nfl |

O circuito linear de deslocamento com realimentacao (LFSR) que gera a seqiiéncia com
o maior comprimento possivel é facilmente obtida uma vez que tenhamos o conhecimento do
polinomio gerador do cédigo ciclico associado.

De modo a explicitar os procedimentos, considere o corpo de Galois GF'(11) dado por

GF(11)={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. (5.43)

Tomemos o elemento primitivo o = 2 do grupo multiplicativo de GF(11). Este elemento
gera todos os elementos nao nulos de GF'(11), isto é,

Como a = 2 é primitivo em Z;, entao a também é primitivo em Zq12 = Zq2;.



SECAO 5.3

TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

96

Tabela 5.12: Elementos do corpo GF(11) gerados por o = 2

Consideremos agora, ¢ = a!

grupo das unidades de Z9;, gerados por a'!.

Tabela 5.13: Elementos do grupo das unidades de Zi9;

e=all =112

e? = (a!!)? =81

e = (a'l)® = 118

et = (M)t =27

e = (a'l)’ = 120

b= (a1 =09

£7 = (a)7 = 40

&8 = (all)8 =3

£ = (all)? = 04

el = (o!)10 = 1

L' = 112 em Zj21, a Tabela 5.3 apresenta os elementos do

Utilizando o Teorema 43, temos que € = a'!, com o = 2, gera uma transformada discreta

de Fourier de comprimento N = 10 em Zjs;.

Assim, a matriz M, equacao (5.42) com ¢ = 21 = 112, é dada por
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1 112 81 118 27 120 9 40 3 94
1 8 2 9 3 1 8 27 9 3
1 118 9 94 81 120 3 112 27 40
M. — 1 2r 3 8 9 1 2r 3 8 9 . (5.44)
1 120 1 120 1 120 1 120 1 120
19 8 3 27 1 9 8 3 27
40 27 112 3 120 81 94 9 118
13 9 27 8 1 3 9 27 81

949 3 40 9 120 27 118 81 112

—_

—_

Como esta matriz é uma matriz de Vandermonde, seu determinante pode ser calculado

da seguinte forma

det(M.) = | G :HH(ej—gi) (5.45)

det(M,) = (e — &%) - (69— &™) - (62— &%) - (2 — &) - (&% — &) - (&% —&3) (¥ — &%) - (&% —
) (68 = €7) - (68 = ) (68— ) (68 — ) (67 — ) (6 — D) — ) (T — ) (-
) (eT—et) - (6"—e%) (6T —&?) - (" —¢e)- (8 —&®) - (¥ — &%) - (5 —&3) - (5 —&?) - (&b —
£ (65— 1) (£ - (£ —e)- () =) (9 =) (1 ) (£ 2): () ().

det(M.) =91-54-85-(—26)-67-(—24)-13-(—=18) - (—=37) - (—6) - (—117) - (—24)(—115) -
(—78)-(—109)-31-(—80)-13-(=78) - (—41)- (=72) - (—111) - (—18) - (—109) - (=72) - (—103) -
93-2-39-8-(—91)-(—54) - (—85)-37-6-(—31) =T78.

Portanto, como o determinante de M, # 0, concluimos que a matriz M, é invertivel, e
isto implica que M_ ! realiza a transformada inversa discreta de Fourier.

Como M, é uma matriz simétrica e hermitiana a sua inversa, M, é ela mesma.

Por fim, chamamos a atencao ao fato de que se 2! é a raiz décima da unidade, entao 222

¢ a raiz quinta da unidade e 2% é a raiz quadrada da unidade.
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Com base no procedimento de decodificagao dos codigos Reed-Solomon e BCH, [3], so-
bre anéis de inteiros residuais Z,=, para p um primo e m um inteiro maior ou igual a 1,
iremos considerar um exemplo que ilustra a aplicagao do procedimento de decodificagao dos
cddigos Reed-Solomon e BCH, respectivamente, para a geracao do circuito LESR que realiza
a geracao de seqiiéncias.

No exemplo a seguir, iremos mostrar que através do segundo passo do algoritmo de
Berlekamp-Massey obtemos o polinomio que serd utilizado no processo de realimentacgao e

com isso gerar seqiiéncia prescrita.

Exemplo 13. Considere o codigo do Exemplo 4.6.1, Secao 4.6. Recordando os seus parametros
temos que ¢ = 49 (o cddigo € sobre Zyg), p =7, n =6, r=2, k=p—2=5 D =2

(dimensao do cddigo) e dpim = 5. A matriz verificagao de paridade € dada por:

[ ad ot b (1 3 9 27 32 47
oo ab af 10 1 9 32 43 44 4 (5.46)
ol a'? al? 1 27 43 34 36 41
al? alt o 1 32 44 36 25 16

Suponha agora que a palavra toda nula v = (0 0 0 0 0 0) seja transmitida através do
canal e que o mesmo introduza o vetor erro e = (0 0 7 0 14 0). O receptor terd como vetor
recebido r = v + ¢, onde + indica a adi¢gdo médulo 49. Portanto, e = (0 0 7 0 14 0). O
procedimento de decodificagao é:

1) Calculo do vetor sindrome:

s =rH' onde H ¢ a matriz dada acima. Portanto,

s=(2172121).

2) Célculo das variaveis o1, 09, . . ., 0, que satisfazem o Sistema (5.19). Para tanto, vamos

aplicar o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado com as entradas s; = 21, s, =7, s3 =

21, s4 = 21.
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n 0" (Z) do | 1 | 2 —1,
-1 1 1 (0] -1
0 1 211 0 0
1 1+ 287 711 0
2 1+ 447 35| 1 1
31 +39Z2+722| 7|2 1
4|1 +29Z +822%| - | 2 2

Portanto, o polinomio C(X) = 1+ ;X + caX? = 1 + 29X + 8X? serd utilizado para a

construgao do gerador de seqiiéncias, no caso em particular, da seqiiéncia S = (21, 7, 21, 21).

———>21,7,21,21,7,21,21.7,...

Figura 5.9: Gerador da seqiiéncia S = (21, 7, 21, 21), complexidade linear=2



CAPITULO 6

CONCLUSOES

Este trabalho teve como principal motivacao a insercao das extensoes Galoisianas de
anéis locais como sendo uma alternativa de estrutura algébrica na utilizacao da transformada
discreta de Fourier.

Apresentamos, na transformada discreta de Fourier sobre corpos finitos, procedimentos
para obtermos as extensoes de Galois sobre corpos finitos dos codigos BCH, Alternante e
Reed-Solomon. Fizemos da mesma forma para a transformada sobre anéis locais e, através
de exemplos, constatamos que em geral os codigos Reed-Solomon nao sao ciclicos. Contudo,
diante da dificuldade para encontrarmos o grupo das unidades dos anéis locais desenvolve-
mos algoritmos para a determinagao do mesmo. Observamos que, conhecida a cardinalidade
de um determinado anel Z,~, consequentemente a base p sera conhecida, logo, podemos de-
terminar a cardinalidade dos correspondentes anéis para subsequentes valores de m. Através
do polindmio gerador obtido no grupo das unidades, concluimos que a sua cardinalidade
esta associada com o comprimento da palavra-cédigo e que a realizacao da transformada
discreta de Fourier estd relacionada com a geracao e codificacao dos codigos ciclicos sobre
anéis locais.

Portanto, para a decodificacao dos codigos precisamos da sindrome para utilizacao do al-
goritmo de Berlekamp-Massey. Entao, em primeiro lugar, é necessario identificar o polinomio

gerador para geracao da seqiiéncia e por meio dos registros de deslocamento com reali-

100
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mentacao linear ou LFSR, obtemos os cédigos ciclicos. Finalmente, realizamos a transfor-
mada discreta de Fourier através do polinomio gerador dos cédigos ciclicos sobre anéis locais,

polinomio este que indica quantas moédulos terao no circuito.

6.1 Contribuicoes

e Observamos que os conceitos e elementos bésicos para realizacao da transformada
discreta de Fourier estd relacionado com a geragao de cédigos ciclicos sobre anéis locais;

e Mostramos que o comprimento da transformada discreta de Fourier depende da ordem
do elemento considerado no grupo das unidades;

e Mostramos que os registros de deslocamento com realimentagao linear ou LFSR, geram
seqiiéncias pré-especificadas;

e Apresentamos a transformada discreta de Fourier através do:

1. polinomio gerador do cédigo ciclico sobre anéis locais;
2. polinomio localizador de erros sobre anéis locais;

3. e na forma matricial(cédigo alternante).

6.2 Propostas para Pesquisas Futuras
Como sugestao para futuras pesquisas, propomos os seguintes tépicos:

e Considerando as extensoes Galoisianas desenvolvidas nos Capitulos 4 e 5, onde nas
tabelas 5.9 e 5.10 fizemos uma analise e comparacao da cardinalidade dos anéis de base
e grau iguais e também para anéis de base e grau diferentes sao dados que servirao de

suporte para o desenvolver no caso geral ou a generalizagao, considerando as extensoes;

e Analisar e fazer o estudo da possibilidade de uma provavel aplicacao em criptografia.



APENDICE A

ALGORITMOS

Estes foram os algoritmos utilizados para encontrarmos os grupos das unidades desen-
volvidos neste trabalho.
Algoritmo para anéis com grau 2 :
function[A]=ingrid1(a2,m);
A=[1 0;a2];
al=a2(1);
a2=a2(2);
1=2;
while(A(i,1) # 0 — A(3,2)# 1) e i < 200
i=i+1;
s=al;
al=al*A(2,1)+a2;
a2=A(2,2)*s;
al=mod(al,m);
a2=mod(a2,m);
A=[A;al a2];
end;
disp(A);
disp(i);
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Algoritmo para anéis com grau 3 :
function[A]=ingrid2(a3,m);
A=[100;01 0; a3];
a=a3(2);

b=a3(3);

bl=a3(1);

b2=a;

b3=b

i=3;

while (A(,1)# 0 — A(1,2)# 0 — A(i,3)# 1) e i < 5000
i=it1;

e=bl;

bl=b2;

b2=b3+e*a;

b3=e*b; bl=mod(b1,m);
b2=mod(b2,m);
b3=mod(b3,m);

A=[A;b1 b2 b3

end;

disp(A);

disp(i);



APENDICE B

ELEMENTOS DO GRUPO DAS
UNIDADES DO ANEL GR(25,3)

Apresentamos a Tabela B.1 que corresponde aos elementos do grupo das unidades
de GR(25,3). As operacoes em GR*(25,3) sao realizadas médulo (22 + 3z + 2). Logo,
13 = =3z — 2; porém, como os coeficientes de GR*(25,3) estao em Zys, temos que z° =
22x + 23. Portanto, através da ultima igualdade encontrada, por intermédio do programa

Matlab pudemos obter todos os elementos do grupo das unidades.

1 =2 — | (1 0 0) r=zx! — | (01 0)
2? = a? — | 0o 2= 23 + 221 — | (23 22 0)
zt = 237 + 2222 — 1 (0 23 22) || 2°=6+9x+23z> | — | (6 9 23)
0 =4+120+92> | — | 4 129) | 2" =T+20+122> | — | (7 2 12)
28 =1+ 21z + 222 (1 21 2) | 2° =21 + 20z + 2122 (21 20 21)
210= 8 + 8z + 2027 (8 8 20) || #' = 10 + 23 + 822 (10 23 8)
21?= 9 + 11z + 2322 (9 11 23) | 23 =4+ 15z + 1122 (4 15 11)
' =34 21x + 1522 (3 21 15) | 2% =20+ 8z + 2122 (20 8 21)
2t = 8+ Tx + 822 (8 7 8) ' =9+ 9z + Ta? 9 9 7)
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' =11 + 13z + 922 (11 13 9) | 29 =7+92+1322 | — | (7 9 13)
2% = 24 + 18z + 922 (24 18 9) 2% = 23+ 22z — | (@23 22 0)
2 = 74227 + 1822 (7 22 18) | 22=14+32+222> | — | (14 3 22)
2% = 6+ 23z + 322 (6 23 3) || 2M=19+220+232% | — | (4 3 0)
% = 4 + 2222 (4 0 22) 2% =6+ 13z — | (6 13 0)
¥ = 6z + 1322 (06 13) | 22 =24+ 11z +62> | — | (24 11 6)
r¥= 13 + 6z + 112* (13 6 11) 0 =3+5rx+622 | — | (35 6)
3= 13 4+ 10z + 522 (13 10 5) || %% =15+ 23z + 102* | — | (15 23 10)
¥ =5+ 10z + 2322 (5 10 23) || 23 =4+ 11z +102* | — | (4 11 10)
#¥ = 5+ 24z + 1122 (5 24 11) || 2% = 3+220 + 2422 | — | (3 22 24)
3 = 2 4 6 + 2222 (2 6 22) ¥ =6+ 1lr+62> | — | (6 11 6)
3 =13 + 13z + 1122 (13 13 11) || 2*=3+5x+132* | — | (3 5 13)
zt = 24 + 14z + 52? (24 14 5) | 22=15+9x+ 142% | — | (15 9 14)
% = 22 + 23z + 922 (22 23 9) || 2 =7+ 20z +232% | — | (7 20 23)
% =4 + 13z + 2022 (4 13 20) || 2 =10+ 192 + 1322 | — | (10 19 13)
2= 24 + 21z + 1922 (24 21 19) || 2% = 12+ 172 + 2122 | — | (12 17 21)
219= 8 + 24z + 1722 (8 24 17) || 2° =16+ Tz +242? | — | (16 7 24)
2 =2+ 19z + Ta? 2197 | 22?=11+6z+192% | — | (11 6 19)
2% = 12 + 4z + 622 (12 4 6) =13+ 19z +42% | — | (13 19 4)
2 =17+ z + 1922 (17 1 19) =12+ 10z +2*> | — | (12 10 1)
285 = 24 + T + 222 (24 7 22) | 277 =234 92 +102% | — | (23 9 10)
8= 5+ 18z + 9z° (5 18 9) ¥ =T7+3r+182% | — | (2 2 4)
2% = 14 + 32 + 322 (14 3 3) | 2 =19+50+322 | — | (19 5 3)
2% =1+ 19z + 4a? (119 4) | 22 =19+10x+52% | — | (19 10 5)
%= 15+ 42 + 1022 (15 4 10) % =5+ 100+ 422 | — | (5 10 4)
%= 17 + 18z + 10z? (17 18 10) || 2% =5+ 120+ 182* | — | (5 12 18)
25 = 14 + x4+ 1222 (14 1 12) % =1+ 32+ 2? — | (1 3 1)
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2% =234+ 23z + 322 | — | (23 23 3) 0= 19 + 14z + 232> | — | (19 14 23)
™ =4 + 1422 — | (4 0 14) =22+ 12z — | (22 12 0)
™ = 227 + 1222 — | (0 22 12) | 2™ =1+ 14z +222%2 | — | (1 14 22)
2 =6+ 100 + 1422 | — | (6 10 14) | 2™ =22+ 14z + 1022 | — | (22 14 10)
=5+ 1Tr+ 142 | — | (5 17 14) | 2™® =22+ 132+ 172? | — | (22 13 17)
2= 16+ 21z + 1322 | — | (16 21 13) | 2% =24+ 20 +21a® | — | (3 4 1)
Pl=8+ e +202 | — | 811 2) | a®=214+20+1122 | — | (21 2 11)
28 =34 130 +202 | — | (313 2) | 2™ =21+220+ 1322 | — | (21 22 13)
% =24+ 70 +222% | — | (24 7 22) %= 6 + 8x + T2? — | (6 87)
T =11+10z +82* | — | (11 10 8) | 2¥=9+ 12z +102*> | — | (9 12 10)
29 =54 4r 41202 | — | (54 12) | 2P =1+192+422 | — | (1 19 4)
20 =17+ 14z + 1927 | — | (17 14 19) || 2% = 12+ 10z + 142? | — | (12 10 14)
29 =22+ 202 + 1022 | — | (22 20 10) | 2® =5+ 17z +202% | — | (5 17 20)
2% =10+ 20z + 172% | — | (10 20 17) | 2% =16+ 92 + 202 | — | (16 9 20)
" =104+6x+92> | — | (10 6 9) %= T+ 8z + 622 — | (7 8 6)
9 =134+ 142 +82* | — | (13 14 8) | 2'P=9+14x+ 142® | — | (9 14 14)
200 =922 1 170 + 1422 | — | (22 17 14) | 2'2 =224 50+ 1722 | — | (22 5 17)
203 = 16+ 21z + 522 | — | (16 21 5) | 2™ =15+ 2 +21a? | — | (15 1 21)
r'®=8r+2x+2*2 | — | (82 1) 210 =23 +5r+222 | — | (23 5 2)
=21 +17r +52% | — | (21 17 5) | 2'® =15+ 62+ 172> | — | (15 6 17)
2199 = 16+ 14z + 622 | — | (16 14 6) | 210 = 13+ 23z + 1422 | — | (13 23 14)
o =224+ 21242327 | — | (22 21 23) | 2'P=4+3x+212® | — | (4 3 21)
213 =8 4162+ 322 | — | (8 16 3) | «'M=19+ 24z + 162> | — | (19 24 16)
215 = 18+ 20z + 24a? | — | (18 21 24) | 2'16= 24 21z + 212> | — | (2 21 21)
eV = 84 14z +212? | — | (8 14 21) | o' =8+ 20z + 142® | — | (8 20 14)
219 = 22 4 162 + 2022 | — | (22 16 20) | 2! = 10+ 120 + 1622 | — | (10 12 16)
=18+ 120 + 1222 | — | (18 12 12) 1?22 =1+Tzx+1222 | — | (1 7 12)




CAPITULO B

ELEMENTOS DO GRUPO DAS UNIDADES DO ANEL GR(25,3)

107

e B=14150472> |— | 115 7) | 22 =11+5z+152% | — | (11 5 15)
21 =20+ 162 +52% | — | (20 16 5) || 2 =15+5x + 162> | — | (15 5 16)
22T =18 + 17x + 522 | — | (18 17 5) | zB=15+324+ 172> | — | (15 3 17)
2% =16+ 1o +32° | — | (16 14 3) | 280= 19472+ 142® | — | (19 7 14)
Bl =224 20+ 722 | — | (22 27 B2 =1142+222 | — | (11 1 2)
213 =21 +5r4+22 | — | (21 5 1) | 23 =23+18z+522 | — | (23 18 5)
e'¥=15+8x+182> | — | (15 8 18) | z' =14+ 11z + 82> | — | (14 11 8)
e= 9+ 150+ 1122 | — | (9 15 11) | 2™ =34+2+1522 | — | (3 1 15)
2 =20 +8r+22 | — | (20 8 1) | 2M0 =234+ 17x+822 | — | (23 17 8)
oM =94 247 4 172% | — | (9 24 17) | 2™ =16+ 8z + 242> | — | (16 8 24)
2 =24192+82% | — | (2 19 8) eM=9+43x4+ 1922 | — | (9 3 19)
e = 124204322 | — | (11 10 8) | 2M6=194+3z+22> | — | (19 3 2)
oM =214 132 +32% | — | (21 13 3) || 2 =19+ 122 + 1322 | — | (19 12 13)
e =24 450 +122% | — | (24 5 12) | 20 =1+13z+52%2 | — | (1 13 5)
el =15+ 11z + 1322 | — | (156 11 13) | 22 =24+ 2+ 112> | — | (24 1 11)
2B =3+160+22 | — | (316 1) 2% = 23 4 1622 — | (23 0 16)
215 = 18 — | (18 0 0) 21%6= 18z — | (0 18 0)
o157 = 1822 — | (0 0 18) 1= 14 + 21z — | (14 21 0)
% =14z + 212> | — | (0 14 21) || 2! =8+ 12z + 142® | — | (8 12 14)
216 = 22 41654+ 122% | — | (4 13 20) || 2192 = 1+ 112+ 1622 | — | (1 11 16)
r193=18 4+ 3z + 1122 | — | (18 3 11) p1% =3 +10x +32% | — | (12 17 21)
2165= 19+ 19z + 1022 | — | (19 19 10) || 2'%6 =5+ 14z +192% | — | (5 14 19)
p7 =124+ 23r + 1422 | — | (12 23 14) | 2" =7+22+1522 | — | (7 2 15)
2108 =22 + 200 +232% | — | (22 20 23) | 2¥° =4+32+202® | — | (4 3 20)
e 0=10+192+32> | — | (10 19 3) | 2" =19+2+ 1922 | — | (19 1 19)
1 P=12+120+22 | — | (12 12 1) | 21 =23+92+ 1222 | — | (23 9 12)
PT= 141204922 | — | (1 12 9) | 2P =7+240+1222 | — | (7 24 12)
' =1+2lr+ 242" | — | (1 21 24) | 2/ =2+4+4o+212® | — | (2 4 21)
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17
21 = 8 + 14z + 422 (8
14 4
x180 — 9224 21x2 ) x179: 17 + 212 + 143;2
2152 _ 80+ 002 (22 0 21) R (17 21 14)
= or €T - X
184 089 183 890
z' =9 + 8z + 2322 ) o1 =7+ 23z + 822 )
186 (9 8 23) 2185 — (7 23 8)
= 9+ 5z + 152 = 4+ 15z + 82
188 (9 5 15) | 217 = (4 15 8)
= 15 + 50 + 142 = 20 + 14z + 5a°
L190 _ (15 5 14) | 2'® = (20 14 5)
= 15+ 7z + 2322 = 22 4+ 232 + 522
2192 — (15 7 23) 2191 — (22 23 5)
= 11 + 8z + 2122 =44 21z + T2?
2194 _ (11 8 21) | %= (4 21 7)
= 9+ 9z + 2327 = 8§ + 23x + 82
196 _ 9 9 23) | 29= (8 23 8)
=7+ 2u + 1527 = 4+ 152 + 92°
2198 (7 2 15) 2197 — (4 15 9)
= 21 + 14x + 1222 = 20 + 12z + 222
200 _ (21 14 12) | 2199 = (20 12 2)
= 22 4+ 9z + 1022 =14 10z + 1422
2202 (22 9 10) 2201 — (1 10 14)
=7+ 3x+ 1722 =5+ 17z 4 922
2175 — (7 3 17) L2203 _ (5 17 9)
=7+ 24z + 1247 = 16 + 6z + 32
2205 _ (7 24 12) 2204 (16 6 3)
=134z + 722 =19+ 7z + 622
207 _ (13 1 7) 206 _ (19 7 6)
= 23 + 8z + 1722 =11+ 17z + 22
2209 — (23 8 17) 2208 (11 17 1)
=9+ 17z + 2222 = 16 + 227 + 822
L2210 (9 17 22) | 2?0 = (16 22 )
= 16 + 52 + 1822 = 6+ 18z 4 1722
218 _ (16 5 18) | 2212 = (6 18 17)
= 15+ 24x + 1222 = 14 4+ 122 + 522
215 (15 24 12 214__ (14 12 5
2?5 = )| =
= 2 4+ 4x + 422 =1+ 4x + 2422
2217 (2 4 4 L216_ (1 4 24)
= 17 4 52 + 1522 = 17 + 15 + 4a°
219 _ (17 5 15) | 228 = (17 15 4)
= 15 + 52 + 2247 = 20 + 227 + 5a°
7= (15 5 22) | 220 = (20 22 5)
= 15 + 16z + 2422 = 6+ 24z + bHa?
2223 (15 16 24) 2222 (6 24 5)
= 18 + 4o + 184° = 2+ 18z + 162
2225 — (18 4 18) || 2?* = (2 18 16)
= 17+ 2z + 1427 = 14 + 14z + 4a?
2 (17 2 14) 2 (14 14 4)
2% = 21 + 16x 2% = 22 + 227
229 _ (21 16 0) % (22 0 2)
= 18 + 2z + 2122 = 21z + 1622
231 _ (18 2 21) || 2®0= (0 21 16)
= 21 + 2z + 5x? = 8+ 5x + 227
21 2 5) | a®= 85 2)
= 15 + 62 + 227
(15 6 2)
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2 =214+ 92462 | — | (21 9 6) | 2® =13+3x4+922 | — | (13 3 9)
2?5 =T+ 1le+32% | — | (7 11 3) | 2®0 =19+23z + 112? | — | (19 23 11)
PT=3 411542322 | — | (3 11 23) || 2®8 =4+ 9z +112% | — | (4 9 11)
a9 =34+ 21x+922 | — | (3 21 9) 0 =7+r+2122 | — | (7T 1 21)
2 =84 192422 | — | (819 1) | a2 =234+52+192% | — | (23 5 19)
B =12+ 160 +52% | — | (12 16 5) || 2* =15+ 22z + 1622 | — | (15 22 16)
a2 = 184+ 17242222 | — | (18 17 22) || 226 =642z + 1722 | — | (6 2 17)
e =16+52+22% | — | (16 5 2) | 2®® =214 102452 | — | (21 10 5)
2?9 =154+ 62 +102% | — | (15 6 10) | 2" =5+10x+62> | — | (5 10 6)
el =13+ 120+ 1022 | — | (13 12 10) | 2™ =5+8x+122° | — | (5 8 12)
e =1+4192+82* | — | (1 198) || #®*=9+22+192* | — | (9 2 19)
225 = 124204222 | — | (12 2°2) | 2 =214+6x+222 | — | (21 6 2)
2?7 =21 + 152 +62° | — | (21 15 6) | 2™ =13+ 3z + 152> | — | (13 3 15)
=20+ 18z +32z% | — | (20 18 3) [ 2¥° =19+ 11z + 182? | — | (19 11 18)
22'= 144+ 150+ 1122 | — | (14 15 11) | 2*2=3+6z+ 1522 | — | (3 6 15)
22 =204+ 82 +62% | — | (20 8 6) | 2™ =13+2x+82 | — | (13 2 8)
225 =94 1z +22% | — | (9 14 2) | 226=21+43z+142% | — | (21 3 14)
27 =22+ 42+ 322 | — | (22 4 3) p?8=19+ 13z + 42> | — | (19 13 4)
2209 = 174+ 7z +1322 | — | (17 7 13) | 22 =2443z+72% | — | (24 3 7)
22 =11+43z+32% | — | (11 3 3) | 222 =19+22+322 | — | (19 2 3)
2?B=19+10x + 222 | — | (19 10 2) | 2™ =21 + 13z + 102® | — | (21 13 10)
2?P=5+ 16041322 | — | (5 16 13) || 22 = 24 + 162 + 1622 | — | (24 16 16)
2T = 1841 +1622 | — | (18 1 16) | 2?™ =18+20z+2> | — | (18 20 1)
227 = 234+ 152 4+ 2022 | — | (23 15 20) || 220= 10+ 13z + 1522 | — | (10 13 15)
a? =20+ 150 4+ 1327 | — | (20 15 13) | 2®= 24+ 6z +152% | — | (24 6 15)
22 =204 4rx + 622 | — | (20 4 6) ¥ =13+ 2 +42* | — | (13 2 4)
e =1T4+2+22° | — | (171 2) | 2®=21+1lx 42> | — | (21 11 1)
2?7 =23 + 18z + 112 | — | (23 18 11) | 2™ =3+ 150+ 1822 | — | (3 15 18)
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229 = 14 4 242 + 152 | — —
T (14 24 15) || 2%° = 20 + 19z + 242? 20
e =24230+192% | — | (2 — e
(2 23 19) || 222 = 12 + 20z + 2322 12
2 =4+18x+ 202 | — | (4 — T
(4 18 20) || 2 =10+ 19z + 182? 10
2?9 =14+ 62 + 1922 | — — S
(14 6 19) || 2*° =12+ Tz + 622 12
T =13+ 192+ 72* | — | (13 1 298 — o
9 7) || 2% =11+ 17z + 192? 11
2?9 =12 + 4z + 1722 12 T
—
_ (12 4 17) 230 =16 + 11le +42® | — | (16 11 4
=174 4z + 112> | — | (17 4 11) 302 — |
2392 = 3 + 9z + 422 (39 4
pB=17+16x+92? | — | (17 16 9 304 o )
) || @3 =7+ 152 + 1622 7
3% = 18 + 9z + 1522 — e
—
(18 9 15) || %% = 20 + 23z + 922 20
2?7 = 7418 2 — — A
= T + 23z (7 18 23) | 23%® =3
- : = 3+ 13z + 1822 (3 13 18)
239 = 14 + 13z — | (14 0 13) 310
s 2310 = 24 — | (24 0 0)
= 24z — | (0 24 0) 312 = 2477
x>t =24
g T — | (0 0 24)
=2+ 3z — | (230 231 = 2 2
. =2x+ 3z — | (0 23
=19 + 16z +22% | — | (19 16 2 316 o |
) || 2316 = 21 + 132 + 1622 21
o 2 (21 13 16)
+ 23z + 1322 | — | (18 23 13) | %8 = —
Ly = 24 + 4z + 23z* (24 4 23)
= r +4x — -
s 2 (45 4) || #3° =17+ 17z + 522 (17 17 5)
= x4+ 17 — —
- x (15 2 17) | 232 = 16 + 14z + 222 16
3 =21+ 10z + 142% | — | (21 324 e e
10 14) | 23%= 22 + 42 + 1022 (22 4
% =5+ 17Tr +42° | — | (5 17 4 526 -
‘ ) | =17+ 18z +172% | — | (17
¥ =16 + 16z + 1822 | — | (1 — o
(16 16 18) || 2328 = 14 + 12z + 162> 14
3% =18 + 16x + 1222 | — | (1 — e
(18 16 12) || 2% =1+ 7x + 162> (17
=18+ 3r+722 | — | (18 3 7 332 — g
) | 232 = 11 + 222 + 322 (11 22
r3B=19 + 2x + 2222 | — — s
x (19 2 22) | 2% =6+3 2
e + 3z + 2z (63 2)
3 — | (21 0 3) 2336 =19 + 12z — | (19
23T =0+192+ 1222 | — | (0 1 33 — e
(0 19 12) || 2*%¥=1+ 14z + 1922 1
2339 =12+ 192 + 1422 | — | (12 1 34 — o
0
T : 9 14) || 2%1°= 22 + 20z + 192* (22 20 19)
= x + 20 — —
T (12 15 20) || 23*? = 10 + 2z + 152° 1
— 2 (10 2 15)
=20+ 15z +22% | — | (20 15 2) || 23 =21 +1 2
=21+ 14z + 152* | — | (21 14 15)
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e =20+x+142° | — | (20 1 14) | 2¥0 =2243z+2> | — | (22 3 1)
3= 23 4192 +322 | — | (23 19 3) || 238 =19+ 14z + 1922 | — | (19 14 19)
239= 12+ 122 + 1a? | — | (12 12 14) | 20 = 22+ 20z + 1222 | — | (22 20 12)
23 =14 11z +202% | — | (1 11 20) | 2%2 =10+ 16z + 1122 | — | (10 16 11)
¥ =3+ 20 +162° | — | (3 2 16) | 2 =18+52x+22% | — | (18 5 2)
2395 = 21+ 1224522 | — | (21 12 5) || 23 = 154+ 62+ 1222 | — | (15 6 12)
e =1+4x 4622 | — | (146) | 2 =134+8r+42> | — | (13 8 4)
PO=17+z+82% | — | (17 1 8) 30 =9+ 18r+2? | — | (9 18 1)
231=23 4+ 62+ 1822 | — | (23 6 18) || 2°2 =14+ 192 + 622 | — | (14 19 6)
238 = 13421z 4+ 1927 | — | (13 21 19) || 2% = 12462 +212* | — | (12 6 21)
290 =84 241 + 62 | — | (8 24 6) | 2°= 13+ 1520+ 242% | — | (13 15 24)
237 =2 4+ 162 + 1522 | — | (2 16 15) 3= 20+ Tx + 162> | — | (20 7 16)
2309 = 18 4227 4+ 722 | — | (18 22 7) || 257 = 114222 + 2222 | — | (11 22 22)
23 =6 +202 +222% | — | (6 20 22) || 2% =6+ 152 +202%2 | — | (6 15 20)
238= 10+ 21z + 1522 | — | (10 21 15) || 237 = 20 + 15z + 2122 | — | (20 15 21)
=84 Tr+152% | — | (8 7 15) | 23 =20+ 13z +72% | — | (20 13 7)
237= 11424z + 1322 | — | (11 24 13) || 237 = 24 + 222 + 2422 | — | (24 22 24)
B30 =2420 42227 | — | (2222 | 2 =6+11z+222 | — | (6 11 2)
¥ =214+ 1122 | — | (21 0 11) x¥? =3 + 13 — | (3 13 0)
2388 = 3z + 1322 — | (0 313) | 2®* =24+1lz+32> | — | (24 11 3)
2% =194 15z + 112* | — | (19 15 11) | 2%° =3+ 11z +152% | — | (3 11 15)
238 =34 1204822 | — | (312 8) | 23=944x+122% | — | (9 4 12)
30 =142z 4422 | — | (1 23 4) | 2¥=17+ 14z +232% | — | (17 14 23)
2392 = 44230+ 142% | — | (4 23 14) || 239 = 22+ 122+ 2322 | — | (22 12 23)
M =44+ 3041207 | — | (4312) | P =1+182+322 | — | (1 18 3)
=19+ 17r +182% | — | (19 17 18) || 297" = 14+ 15z + 172* | — | (14 15 17)
238= 16+ 13z + 1522 | — | (16 13 15) || 2399 = 20 + 21z + 1322 | — | (20 21 13)
2400 — 24 4 6 + 2122 | — | (24 6 21) % =8 + 11z +62> | — | (8 11 6)
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212 =134+ 1520+ 112° | — | (13 15 11) | 2 =3+50+ 1522 | — | (3 5 15)
2404 =204+ 8z + 52 | — | (20 8 B) 2'%= 15+ 52 + 822 | — | (15 5 8)
246 =94+ 16z +522 | — | (9 16 5) || #7=15+ 192+ 622 | — | (15 19 6)

o'® =18+ 17z + 192 | — | (18 17 19) | 2" =12+ 11z + 172° | — | (12 11 17)

g0 =16 + 11z + 112% | — | (16 11 11) | 2*™ =348z + 112> | — | (3 8 11)
M2 =3+200+822 | — | (3208) || 2™ =9+42+2022 | — | (9 4 20)
a4 = 104 24z 4+ 422 | — | (10 24 4) || 2¥® = 17+ 232+ 242% | — | (17 23 24)
26 = 2 420z + 2322 | — | (2 20 23) oM =4+ 8z +202* | — | (4 8 20)
M8 =10+ 1924822 | — | (10 19 8) | 0 =9+ 11z +1922 | — | (9 11 19)
P = 124241122 | — | (12 2 11) | 2 =3+4+42+22% | — | (3 4 2)
22 =921 4220+ 422 | — | (21 22 4) || o =17492+2222 | — | (17 9 22)

e =6+a+922 | — | (6 19) B =T+dz+a? | — | (T 41)
212 = 93 4 dx + 422 | — | (23 4 4) 2 =17+ 1le + 422 | — | (17 11 4)

2 =174+ bx+ 1122 | — | (17 5 11) | 2 =3492+52> | — | (3 9 5)
2¥30 =154+ 1324922 | — | (15 13 9) | 28! =7+ 13z + 1322 | — | (7 13 13)

2%2 = 24 4 182+ 1322 | — | (24 18 13) | ™3 = 24 4+ 10z + 1822 | — | (24 10 18)

2 =14 4+ 202 + 1022 | — | (14 20 10) || 2™ =5+92+202> | — | (5 9 20)
a®36 = 10420z 4927 | — | (10 20 9) || 27 =748z +202° | — | (7 8 20)
o8 =10+222x+82% | — | (10 22 8) || 2™ =9+ 11z +2222 | — | (9 11 22)
M0 =6+18z+112% | — | (6 18 11) || 2™ =3+232x +182% | — | (3 23 18)

2= 14 + 241 42322 | — | (14 24 23) | 2™ =44+ 200+ 242> | — | (4 20 24)
M =24 T 42002 | — | (27 20) || 2 =10+ 1724722 | — | (10 17 7)

246 = 11 4 14z + 1722 | — | (11 14 17) | 2™7=16 + 10z + 1422 | — | (16 10 14)

ot =22+ 24z +102° | — | (22 24 10) | 2™=5+17x+242® | — | (5 17 24)
a0 = 24 84+ 172% | — | (2 8 17) Pl =16+z+82% | — | (16 1 8)
a2 =94 1Te 422 | — | (917 1) | 2 =234+62+172% | — | (23 6 17)
a¥5 =16 + 220+ 622 | — | (16 22 6) | 2% = 13+ 232 + 2222 | — | (13 23 22)
20 = 64220 +2322 | — | (6 22 23) | 2®T =44+120+2222 | — | (4 12 22)
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g =6+ 13x + 1222 | — | (6 13 12) || 2™ =1+202+132> | — | (1 20 13)
2460 = 24 4 122 4+ 2022 | — | (24 12 20) | 296! = 10+ 1o + 1222 | — | (10 14 12)
242 = 14 24z + 1422 | — | (1 24 14) || 2683 = 224924+ 2422 | — | (22 9 24)
2464 = 2 4 9y2 — | (2009 7465 = 7 — | (700
21 = 7o — | (0 7 0) 2107 = 722 — | (007
2468 = 11 + 4 — | (11 4 0) 2469 = 117 + 422 — | (0 11 4)
i =17+ 18x+ 1122 | — | (17 13 11) | 2 =3+92+132> | — | (3 9 13)
2 =24 4 144+ 922 | — | (24 14 9) | 2B = 144222+ 722 | — | (14 22 7)
™ =22 4 150+ 2222 | — | (22 15 22) || ' =64+62+1522 | — | (6 6 15)
2476 =20+ 11z 4+ 622 | — | (20 11 6) || 27" =13+ 22 + 1122 | — | (13 2 11)
o =3450+2% | — | (352 | 2™ =21+22+52% | — | (21 22 5)
280 =154 62 +2222 | — | (15 6 22) || 2™ =6+24x+622 | — | (6 24 6)
e =13+ 13z +242° | — | (13 13 24) | 2™ =24 162 + 132> | — | (2 16 13)
23 =244+ 130+ 1622 | — | (24 13 16) | 2™ =184+ 2+ 1322 | — | (18 1 13)
a¥6 =24 4 dr 422 | — | (24 4 1) || 2% =23+ 21z +42? | — | (23 21 4)
¥ =17+ 11z + 2122 | — (17 11 21) 1 = 8 4 4z 4 1122 — | (8 4 11)
7190 = 3 4 422 — | (30 4) 249 = 17 + 162 — | (17 16 0)
2% = 17z + 1622 — | (0 17 16) | 2" =18+ 2x+172? | — | (18 2 17)
9 =16+ 170 +22% | — | (16 17 2) || 2% =21+ 100 + 1722 | — | (21 10 17)
24 = 16 4 20z + 1022 | — | (16 20 10) | 2%7 =5+ 11z +202% | — | (5 11 20)
24% =10 +20z + 1122 | — | (10 20 11) || 2% =3+22+202> | — | (3 2 20)
2?0=10+18z + 22 | — | (10 18 2) | 2™ =21 +4z+ 182" | — | (21 4 18)
9 =14+ 17+ 42% | — | (14 17 4) | 2% =174+ 22+ 172> | — | (17 2 17)
2504 = 164+ 16z 4+ 222 | — | (16 16 2) || 2°%= 21+ 10z + 1622 | — | (21 10 16)
270 =18 + 232 +102% | — | (18 23 10) | 2°"=5+ 13z +232* | — | (5 13 23)
2P =4+ 1o+ 132" | — | (4 11 13) | 2% =24+ 15z + 112 | — | (24 15 11)
2510 = 34162 + 1522 | — | (3 16 15) | 21 =20+ 8z + 1622 | — | (20 8 16)
2= 18 4222 4+ 822 | — | (18 22 8) || 2?8 =94+ 192 +2227 | — | (9 19 22)
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M= 6+ 187+ 1922 | — | (6 18 19) 1= 124+ 247 + 1822 | — | (12 24 18)
0 =14+8r+242% | — | (14 8 24) | 257" =24+ 1Tz +8* | — | (2 17 8)
B=94+3r+1722 | — | (9 3 17) 29 =16+ 8z + 322 | — | (16 8 3)
0 =19+7r+82% | — | (19 7 8) =94+ 200+ 722 | — | (9 20 7)

22 = 11 + 132 + 2022 | — | (11 13 20) B_104+2+ 1322 | — | (10 1 13)
=24+ 21x+2> | — | (24 21 1) % =923+ 21z + 212 | — | (23 21 21)
% =8+ 10x + 2122 | — | (8 10 21) 2T = 84207 + 1022 | — | (8 20 10)
B =5+3x+202% | — | (5 3 20) 2 =10+20z + 32 | — | (10 20 3)
0 =194+2+2022 | — | (19 1 20) 1 =10+9r+22 | — | (10 9 1)
2 =234+Tr+92% | — | (237 9) B=T74+2lz+72> | — | (7 21 7)

= 114 11z + 2122 | — | (11 11 21) P =84 23r + 1122 | — | (8 23 11)

36 = 3 + 2322 — | (3 0 23) T =449z — | (490
B = 4z + 9a? — | (0 49) ¥ =7+23z+42> | — | (7 23 4)

40 = 17 420z + 2322 | — | (17 20 23) M= 442324 202% | — | (4 23 20)

12 =104 19z + 2322 | — | (10 19 23) B =44+ 162 +1922 | — | (4 16 19)

M= 124220 + 1622 | — | (12 22 16) || 2°% = 18+ 14w + 2222 | — | (18 14 22)
6 =6+ 20+ 1422 | — | (6 2 14) T =22+ 1dx +22% | — | (22 14 2)

18 = 21 + 160 + 1422 | — | (21 16 14) 1 = 22 + 42 + 162? | — (22 4 16)
0 =18 + 24z +42? | — | (18 24 4) Sl = 174 62 + 242 | — | (17 6 24)
2 =24+20r+62% | — | (2 20 6) 5 = 13492 +2022 | — | (13 9 20)
M=10+3z+92 | — | (10 3 9) B =T7+8+4+32> | — | (7 8 3
6 = 19423z + 822 | — | (19 23 8) T =94+ 20r +2322 | — | (9 20 23)
98— 4 4+ 150 +202% | — | (4 15 20) % =104 19z + 1522 | — | (10 19 15)

60 =20+ 152 + 1922 | — | (20 15 19) || 2°%' = 124 132 + 1522 | — | (12 13 15)

02 = 20+ 17z + 1322 | — | (20 17 13) =24+ 61+ 1722 | — | (24 6 17)
64 = 16 4+ 23z + 622 | — | (16 23 6) | 2°%°= 13+ 23z +232% | — | (13 23 23)
06 = 44192 +232% | — | (4 19 23) 67 = 44100 +192% | — | (4 10 19)

08 = 124222 + 1022 | — | (12 22 10) =54+ Te+2222 | — | (57 22)
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=64 14z + 72 | — | (6 14 7) | 2° =11+ 10z + 142 | — | (11 10 14)
252= 22 4+ 192+ 1022 | — | (22 19 10) || 253 =5+ 170 +192% | — | (5 17 19)
™ =124+ 232+ 172% | — | (12 23 17) | 25 =16 + 11w + 2322 | — | (16 11 23)
2570 = 44220+ 1122 | — | (4 22 11) | 2577 =3+ 21x+222% | — | (3 21 22)
25 =6+ 122 +212% | — | (6 12 21) =8+ 18x + 1222 | — | (8 18 12)
290 = 14222 41822 | — | (1 22 18) || 2™ = 144+ 222 4+ 2227 | — | (14 22 22)
252 = 64230 +222% | — | (6 23 22) || 2% =6+ 150 +232% | — | (6 15 23)
2% = 441204+ 152% | — | (4 12 15) || 2% =204+ 92+ 1222 | — | (20 9 12)

296 =14+92+922 | — | (19 9) 2O =T+ 24x 4+ 922 | — | (7 24 9)

a8 = 7450 4+242% | — | (75 24) || 279 =2410x+522 | — | (2 10 5)
2% =15+ 122 +102% | — | (15 12 10) | 2™ =5+ 10+ 122> | — | (5 10 12)
22 =14192 4102 | — | (1 19 10) | 2 =54 21z +192> | — | (5 21 19)
299 =12+ 23x +212% | — | (12 23 21) || 2P =8+ 24x +232* | — | (3 4 2)
20 =44+ 1+ 242 | — | (4 14 24) | 2T =24 To+142® | — | (2 7 14)
9% =224 1004722 | — | (22 10 7) | 27 =114+ 2+ 102> | — | (11 1 10)

2000 — 5 4 61 + 22 — (5 6 1) 901 =234+ 22 + 622 | — | (23 2 6)

2902 = 13452 +222 | — | (135 2) || 28 =214+7zx+522 | — | (21 7 5)

29 = 15462+ 72> | — | (15 6 7) | 25 =114+ 192+ 62> | — | (11 19 6)
206 =13 4182 + 1922 | — | (13 18 19) | 257 =12+ 62 + 1822 | — | (12 6 18)

9% =14+ 8z +622 | — | (14 8 6) | 25 =134+21z+8? | — | (13 21 8)
260 = 94 14z 4+ 2122 | — | (9 14 21) || 281 = 8+ 21z + 1422 | — | (8 21 14)
2812 = 22 4 160 + 2122 | — | (22 16 21) | 28 =849z + 162> | — | (8 9 16)
2814 = 18 4102 4+ 922 | — | (18 10 9) || 2% = 7+ 162+ 1022 | — | (7 16 10)

p910=5+4+2z + 1622 | — | (5 2 16) 2T =18+ 7w+ 222 | — | (18 7 2)
2618 = 921 4122 4722 | — | (21 12 7) 2™ =11 + 1222 — | (11 0 12)

2620 _ 40 . (1 0 0)

Tabela B.1: Grupo das unidades de GR(25, 3)




APENDICE C

ELEMENTOS DO GRUPO DAS
UNIDADES DO ANEL GR(27,3)

Apresentamos a Tabela C.1 que corresponde aos elementos do grupo das unidades
de GR(27,3). As operacoes em GR*(27,3) sao realizadas médulo (2% + 2z + 1). Logo,
3 = =2z — 1, porém, como os coeficientes de GR*(27,3) estdao em Zy;, temos que z° =
2bx + 26. Portanto, através da ultima igualdade encontrada, por intermédio do programa

Matlab pudemos obter todos os elementos do grupo das unidades.

— | (1 0 0) r=ux! — | (010

r? = 2? — | (0 0 1) r3 = 26 + 25z — | (26 25 0)

ot =260 +2502 | — | (0 26 25) | aP=2+4x+2622 | — | (2 4 26)

2% =1+ 4x + 422 — | (1 44 27 =23+ 20x + 422 | — | (23 20 4)

% =23+ 150 +202? | — | (23 15 20) | 2 =7+ 10z + 152> | — | (7 10 15)

=12+ 42+ 1022 | — | (12 4 10) || 2" =17+ 192 +42® | — | (17 19 4)
2?=234+92+1922 | — | (23 9 19) | ¥ =8+122+92® | — | (8 12 9)
=18+ 17z + 1222 | — | (18 17 12) || 2! = 15+ 21z + 1722 (15 21 17)
26 =10+ 8z +212% | — | (10 8 21) | V7= 6+ 222 + 822 (6 22 8)

I

I
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18 _
'8 =19 + 172 + 2222 (19
. 17 22
%0 = 10 + 25z + 22° e
A = 25 + 6z + 2522
2 _ o5 e S
e = 21 + 17z + 222
= (25 17 17) | a% = i pRa
0+ 3z + 1822 (10 3 e iy |
- 10
- 4 31 — 9
o oHe ) || 7% = 26 + 227 + 322 —
52— 7 (24 20 22) | 2% = —torm
L = 5+ 7z + 2022
23— g (719 7) | 2® = e
T = 20 + 20x + 1922
3% = 18 (8 9 20) 0 = o
T 3 = 7+ 222 + 922
! (18 16 22) | % R
T ; 237 =5+ 2 + 1622 |
—
e (11 0 1) 0 =26+49 e
T
- (0 26 — 2
i g 9) r* = 18 + 9z + 262 (26 9 0)
= - — 18
' =7+ 5z + 1022 (7 5 9) || 2% =18+ 10z +202*> | — o
- : 18
T — o 0) || z* =17+ 14z + 52? | — T
- : 17
2% = 20 4 26z + 2122 4) || 27 =13+ 21z + 72 o
— (20 26 21) | % i
" 299= 6 + 5z + 2622 |
252 = 19 (18 5) = s
T x51= 22 + 18z + 822
25 = 21 (19 6 18) | 2% e
+ 247 + 1022 (21 24 e |
56_ |
%= 3 + 23z + 2? 3 10) | 2 =17+ + 24a° T
—
2= 4+ To + 22 (323 1) | 2 =264 z+ 2327 e
S o x — | (26
o ) % = 26 + 22 + T2? e
262 — 1 (20 12 2) | 2% = SR
5+ x + 1622 (15 1 R
- 25
2 = 26 + 9z + 1022 (2 16) || 2%=11+ 10z +2? T
= i — 11
2% = 18 + 262 + 622 (18 R P e
= - — 1
2% =1+ 23z + 622 6) | 2°7 =21+ 6x + 262 e
270 — 4 (1 23 6) || 2% = s
PRt = 21 + 16x + 2322
22— 95 (4 2 16) = i
e ™ = 11 + 26z + 222 |
(25 7 26) 2T =1 iy
=14 722 —
(107
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™= 20+ 14z e —
20 14 ® =
o ( 0) 2™ = 20z 4 142 (0 20 14)
T e —_—
% (13 26 20) 2" =T + 2627 (7 0 26)
= x — 19 -
o ( 0) 2=z + 9x? (0 109)
= T — —
- (18 9 1) || #%= 26+ 16z + 922 26
%2 = 18+ 8x + 1622 | — | (18 8 16 83 — ( o
- ) | 2® =11+ 13z + 822
' =19+4+222 +132% | — | (19 22 1 8 e
e 3) | 2% =14+ 20z +222% | — | (14 20 22)
= T T — 5)
Cotigh (5 24 20) | 2% =7+19z + 242> | — | (7 19 24)
= T X — —
. (3 13 19) 2% = 8 + 19z + 1322 8
0 =14492+1922 | — | (14 9 1 ol — S
. 9) a9 = 8 + 3z + 922
2 =184+ 1Tz + 32> | — | (18 17 3 9 —
29 =10+ 17z + 1222 N e A e P
= x 2?2 | — | (10 95—
T — (10 17 12) | 2%=15+ 13z +172* | — | (15 13 17)
= Xz X
- — | (10 8 13) =14+ 11z + 82 | —
2% =19+ 25z + 112? | — | (19 2 9 T
_ 5 11) | 2% =16 + 242 + 2522 | —
1% =24+ 20z + 2422 | — | (2 2 — e
_ 0 24) 1% = 3 + 8z + 2022 3
e'?=74+ 170 + 82 | — o -
x (7 17 8) || ' =19
e 2 = 19 + 18x + 1722 (19 18 17)
+ 122 +82* | — | (10 12 8) 1% = —
1 =942+ 1222
1% = 122 + 1522 — | (0 12 107 — —
- 15) || 27 = 26 + 13z + 1222
218 =15+ 22 4+ 1322 | — 15 — e
- (15 2 13) | 2'% = 14+ 162 + 222
2119 =25+ 10x + 1622 | — | (25 1 1 — e
- 0 16) | =" =11 4 20z + 1022
o2 =17+ 182 +202% | — | (17 1 ! — .
— 8 20) | '3 =7+ 4z + 1822
et =9+25 2 — — T
x + 4z (9 25 4) 15 =
S ' = 23+ + 2527 (23 1 25)
=2+ — | (201 27 = 26 —
oo = (26 0 0)
= 26z — | (0 26 0) 2119 = 2622 —
2120 =1+ 22 — | (1 2 . — T
1
x'? = 25 4 23z + 22 & o Y
= 2?2 | — | (25 123 —
e (25 23 1) | 2'% =26+ 23: 4232 | — | (26 23 23)
= X — —
- (4 7 23) 1% = 4 + 122 + Ta?
2120 =20+ 17z +122% | — | (20 17 1 127 — -
o 2 2) | 2?7 = 15 + 23x + 1722 (15 23 17)
=10+8z+2322 | — | (10 8 23) | 2 =4+418 2 | —
+ 18z + 8z (4 18 8)
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230 = 194 152+ 1822 | — | (19 15 18) | 2" =9+ 10z + 152% | — | (9 10 15)
32 =12+ 62+ 102 | — | (12 6 10) || 233 =17+ 192 +62% | — | (17 19 6)
B3 =21 450 +1922 | — | (21 5 19) | 2 =8+10z+52z2 | — | (8 10 5)
130 =22 4+ 250 + 1022 | — | (22 25 10) | 287 =17+ 22+ 2522 | — | (17 2 25)
218 =24212 4222 | — | (2 21 2) | 21 =254+ 25042122 | — | (25 25 21)
e =6+ 10z + 2527 | — | (6 10 25) | 2" =2+10x 4 102> | — | (2 10 10)
22 = 1749241022 | — | (17 9 10) || 23 = 17+ 2424+ 922 | — | (17 24 9)
M =18 + 260 + 2422 | — | (18 26 24) | 2™ =3+ 24w+ 262* | — | (3 24 26)
e =1 450 +242% | — | (1 5 24) e =3+Tr+52" | — | (375)
M8 =22 42004+ 722 | — | (22 20 7) | 2™ = 2048z +20a2 | — | (20 8 20)
0 =7+7r+82 | — | (7T 78) et =194 18z +72* | — | (19 18 7)
22 =204+ 52 +182% | — | (20 5 18) || 2 =9+ 11z +522 | — | (9 11 5)
2 =922 4260 + 1122 | — | (22 26 11) |  &'® =16+2622 | — | (16 0 26)
2156 = 1+ 182 — | (1 18 0) 217 = x + 1827 — | (0 1 18)
2198 =9 4+ 18z + 22 — | (9 18 1) 2% =26+ 7r +182% | — | (26 7 18)
260 =94 17x 4+ 722 | — | (9 17 7) | 2! =20+ 222+ 1722 | — | (20 22 17)
2192 = 104+ 137 4+ 2222 | — | (10 13 22) || 2! =5+202+132% | — | (5 20 13)
1% = 14 + 62 +202% | — | (14 6 20) 1% =7+ x + 622 — | (71 6)
216 =21+ 220+ 2% | — | (21 22 1) | 257 =26 + 192 + 2222 | — | (26 19 22)
218 = 549241922 | — | (59 19) | 2 =8+2lx+922 | — | (8 21 9)
2170 = 18 4+ 172 + 2122 | — | (18 17 21) P! =6+32x+177 | — | (6 3 17)
2! =10+ 262 +32° | — | (10 26 3) | 2'™ =24 +4x+262% | — | (24 4 26)
o™ = 14262 +422 | — | (1 26 4) || 2'™ =23 +202 + 2622 | — | (23 20 26)
2t = 14252 4-202° | — | (1 25 20) | 2’7" =74 152+ 252> | — | (7 15 25)
2 =24 11+ 1522 | — | (2 11 15) || 2™ = 124 262 + 1122 | — | (12 26 11)
2" = 16 + 172 + 262 | — | (16 17 26) | 2™ = 1+ 18z +172% | — | (1 18 17)
2182 = 104212+ 1822 | — | (10 21 18) | 2™ =942 +212® | — | (9 1 21)
2 =64 21x+22 | — | (6 21 1) | 2! =26+4z+212% | — | (26 4 21)
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2186 =6+ 11z +42% | — | (6 11 4) | 2 =234+ 252+ 1122 | — | (23 25 11)
18 =16+ 2 +252> | — | (16 1 25) p1® =24+200+2% | — | (2 20 1)
2190 = 26 + 2022 — | (26 0 20) 219 =74 132 — | (7 13 0)
2192 = Tz + 1322 — | (7 0 13) eP=14+2+72° | — | (14 1 7)
2194 — 90 & 42 — | (20 0 1) 9= 26 + 18z — | (26 18 0)
2% = 26z + 182 | — | (0 26 18) | #'" =9+ 1824262 | — | (9 18 20)
e =14+ 11x+182% | — | (1 11 18) | ' =9+ 19z +112* | — | (9 19 11)
220 = 16 + 142 +192% | — | (16 14 19) | 2™ =8 +bx+ 142> | — | (8 5 14)
?2= 134Tz + 52> | — | (13 7 5) o208 =224+ 32+ 722 | — | (223 7)
2 =204+ 8z +32% | — | (20 8 3) || 22 =244 140+ 82> | — | (24 14 8)
22 — 1948z + 1422 | — | (19 8 14) | 227 = 13+ 18z +82% | — | (13 18 8)
2208 = 19+ 242 + 1822 | — | (19 24 18) | 2% = 94+ 10z + 242> | — | (9 10 24)
220 =34 1504+ 102% | — | (3 15 10) | 22! = 17+ 10z + 1522 | — | (17 10 15)
2212 = 124 142+ 1022 | — | (12 14 10) | 223 = 17+ 192 + 1422 | — | (17 19 14)
22 =134+ 162+ 1922 | — | (13 16 19) | 22 =842z + 162> | — | (8 2 16)
226 =114+3z+22% | — | (11 32) | 227=25+72+322 | — | (25 7 3)
228 =244 192 +72% | — | (24 19 7) || 229 =20+ 10z 4 1922 | — | (20 10 19)
2220 =84 92 +102% | — | (8 9 10) | 22 =17+ 152+ 922 | — | (17 15 9)
2222 = 18 + 26z + 1522 | — | (18 26 15) | 222 = 12+ 152 + 2622 | — | (12 15 26)
2?2V =14 1e+ 1522 | — | (1 14 15) || 225 =12+ 250+ 1422 | — | (12 25 14)
2?6 =13+ 11w+ 2522 | — | (13 11 25) | 22" =2+ 17x + 1122 | — | (2 17 11)
B =16+T2+ 172> | — | (16 7 17) || 22 =10+92+ 72> | — | (10 9 7)
220 =204+ 232+ 922 | — | (20 23 9) | ¥ =18+ 2z +232> | — | (18 2 23)
22 =44 260 +22° | — | (4 26 2) 2 =25+262 | — | (25 0 26)
2234 _ 20 N (1 0 0)

Tabela C.1: Grupo das Unidades de GR(27, 3)
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