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Resumo

Esta tese apresenta o desenvolvimento de uma nova implementagdo do efeito
skin no modelo da linha de transmissdo de energia elétrica, e de sinal, para estudo e
andilise das perdas devido ao efeito skin no dominio da freqiiéncia. As perdas devido
ao efeito skin sdo levadas em conta através da formulacio e solugdo da equagio de
onda de Maxwell em fungdo do campo elétrico na diregio de propagagéo. A solugfo
da equagio de Maxwell apresenta a formulaciio para o cdlculo da corrente transitoria
na secio transversal do condutor sélido e cilindrico como fungéo do campo elétrico
na superficie. A formulacio matemitica das equacdes da nova implementacio é
obtida pela consideragio da formulacdo da corrente transitéria e aplicando a teoria
eletromagneética. A tese apresenta também o desenvolvimento da formulagdo mate-
mética das equagbes dos modelos de linha de transmisséo sem perdas e com perdas
{conceito da resisténcia da corrente continua} para efeito de comparaggo. A solugéo
no dominio da freqiiéncia para estes trés modelos € obtida a partir da aplicacéo
da transformada de Fourier. A conseqiiéncia do desenvolvimento da nova imple-
mentagao apresenta uma possibilidade para desenvolver uma nova técnica, exata e
bastante simples. Essa técnica pode ser usada para o célculo dos pardmetros do
efeito skin (resisténcia e induténcia interna do condutor sélido e cilindrico). Ana-
lise comparativa entre essa nova técnica e a técnica de Bessel (técnica muito usada
pesquisa para o mesmo objetivo) sdo apresentados. Os resultados obtidos mostram
que as vantagens dessa nova técnica sobre a técnica de Bessel sdo a simplicidade,
rapidez, precisio e adequacio para qualquer linguagem de computador. Finalizando
é apresentada uma anilise de comparacgéo matematica e grafica entre os parametros
do efeito skin e da corrente continua e sues efeito nas caracteristicas da linha de
transmissdo. A andlise mostra que, devido sa perdas do efeito skin, a resisténcia
aurnenta e indutancia interna diminui com aumento da freqiiéncia e a caracteristica
da linha de transmiss@o mais afetada & o coeficiente de atenuacio a. Além disso,
alguns exemplos s80 apresentados como aplicagtes dessa nova implementaggo in li-
nhas de transmissdo longas e curtas e comparar os resultados com aquelas obtidos
pelos modelos sem e com perdas. Nessas exemplos a anilise mostra que as tensoes e
correntes previstas no final de uma linha de transmissfio eram sub estimadas quando
usados os modelos sem e com perdas.






Abstract

This thesis presents the development of a new and quite simple implementa-
tion of skin-effect in electrical and signal transmission line model for skin-effect loss
analysis and study in frequency-domain. Skin-effect loss is taken into account by
formulating and solving Maxwell’s wave equation as a function of the electrical field
in the direction of propagation. Maxwell’s wave equation solution gives the transient
formulation for the current calculation in the transversal section of the solid cylin-
drical conductor as a function of the electrical field on the conductor surface. The
mathematical formulation of the model equations is obtained by considering the
transient formulation of the current and applying electromagnetic theory. It also
presents the development of the mathematical formulation equations of both the
lossless and the lossy (DC resistance concept) transmission line models for compari-
sons. The frequency-domain solution for these three models is obtained by applying
Fourier transform method. The consequence of the development of the new imple-
mentation gives a possibility to develop a new, exact and very simple technique.
This technique can be used to calculate the skin-effect parameters (resistance and
internal inductance of the solid cylindrical conductor). Comparison analysis between
this new technique and the Bessel technique (the most used technique in research
for the same objective) are presented. The results show that the advantages of
this new technique over the Bessel technique are the simplicity, quickness, accuracy .
and the suitability for any computer language. Finally mathematical and graphical
comparison analysis between skin-effect and DC parameters and their effects on the
transmission line characteristics is presented. The analysis shows that, due to the
skin-effect loss, the resistance increases and the internal inductance decreases with .
the increase of the frequency, and the most affected transmission line characteristic
is the attenuation coefficient a. In addition, some examples are presented as an
applications of the new implementation in long and short transmission lines and
compare the results with those obtained by the lossless and lossy models. In these
examples the analysis shows that the predicted voltages and currents at the end
of the transmission lines were under-estimated when using the lossless and lossy
models.
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Capitulo 1

Introducao

A polui¢dio inserida nos sistemas de poténcia devido aos sinais harménicos tem au-
mentado com o ntimero de aparelhos elétricos e eletrdnicos, residenciais e industriais.
O contetido harménico, introduzido na rede devido a estes equipamentos, produzem
um sumento da corrente e da tensdo no final da linha de transmissdo e também das
perdas devido ao efeito skin. Todos estes fatores agravam o quadro de operagio da
rede elétrica que precisa operar dentro de limites pre-estabelecidos.

O principal responsavel pela anilise matemética completa de propagacio de si-
nais em linhas de transmissio foi Oliver Heaviside [1]. Esta analise foi desenvolvida,
inicialmente, para descrever uma linha sem perdas e, em seguida, foi estendida para
descrever linhas com perdas. Assume-se que essas perdas sdo uma aproximagio ra-
zoével pois o condutor e o meio dielétrico so considerados ndo ideais.

O efeito skin, ou efeito pelicular, acontece sempre que um condutor é excitado por
uma corrente alternada. Essa excitagdo resulta em uma distribuigdo nio uniforme
de corrente elétrica na &rea da segio transversal do condutor. Essa distribuigdo ndo
uniforme da corrente causa aumento na resisténcia efetiva do condutor e dnmmngac.
na induténcis interna (ambos em funcio da freqiiéncia).

H4 vérias décadas, as perdas devido ao efeito skin tem sido analisadas e estu-
dadas por alguns pesquisadores. A maioria dessas pesquisas tem tratado as perdas
por efeito skin nas faixas de freqiiéncias altas. Historicamente, de acordo com Yen
et al. [4], as linhas de transmiss@o com perdas por efeito skin foram analisados por
Wigington e Nahman em 1957 usando o método de transformada de Laplace. Em
1964 Bertin realizou simulagbes, no dominio da freqiiéncia, utilizando computadores
digitais. Em 1967, dois modelos de circuitos foram propostos por Miesch e Ruehli
e também por Gruodis e Ho. Nessa proposta, as perdas por efeito skin de cada
se¢do de linha de transmissdo foram representadas por uma serie de combmagoes de
circuitos onde cada circuito é formado por resistores e indutores. :

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAQ

Em 1982, Yen et al. [4] apresentaram no seu trabalho um modelo de circuito
equivalente com M resistores e M — 1 indutores (derivados da equacio diferencial
do efeito skin). Esse modelo representa uma das secdes de uma linha de transmisséo
que € dividida em N segbes. De acordo com a opinido de Kim e Neikirk [5], essa
técnica falha precisamente no modelo do efeito skin nas faixas de altas freqiiéncias
e nao estabelece regras claras na escolha de valores de componentes do modelo.

Em 1996, Kim e Neikirk [5] publicaram um artigo onde foi apresentado uma
modificacdo na técnica apresentada por Yen et al. [4]. Na modificagdo foi usado um
método que permite aplicar algumas regras simples para selecionar os valores dos
resistores e indutores independentemente da freqiiéncia.

Matick [8] e Chipman [9] apresentam uma formulacio exata, que & baseada na
utilizagdo das equacdes de Bessel, para o efeito skin. Esta formulagiio & a mais
comumente utilizada no caleulo da impedéincia, devido ao efeito skin, em um sis-
tema genérico. Com base nesta formulacio, obtém-se a impedéancia interna de um
condutor, onde as componentes real e imaginaria correspondem, respectivamente,
a resisténcia {dominada resisténcia do condutor) e a reatancia indutiva devido ao
efeito skin. A partir da reaténcia calcula-se a induténcia interna do condutor devido
ao efeito skin. Os valores da resisténcia e da indutancia interna fornecidos por essa
técnica 530 exatos e sao vilidos de zero a altas freqiiéncias.

Este trabalho apresenta um novo modelo computacional simples com a finali-
dade de estudo e analise grafica das perdas por efeito skin em linhas de transmissio
no dominio da freqiiéncia. A formulacio das perdas por efeito skin no desenvolvi-
mento das equacGes deste modelo é obtida a partir da solugio da equacio de onda
de Maxwell para a se¢fo transversal de um condutor sélido e cilindrico em fungio-
do campo elétrico na diregdo de propagacio. A idéia é baseada no fato de que em
qualquer condutor carregado por uma corrente alternada existe um campo elétrico
na diregdo de propagagio. A existéncia desse campo elétrico & devida a corrente que
flui no condutor nio ideal. Assim, a formulacio da equagio de onda de Maxwell
para a se¢ao transversal de um condutor sélido e cilfndrico assumindo a simetria do
- campo elétrico em relagio ao eixo do condutor torna-se possivel.

A conseqiiéncia da formulagio das equagdes deste modelo possibilita o desenvol-
vimento de uma técnica nova, muito simples e exata para o célculo da resisténcia e
da induténcia interna de um condutor sélido e cilindrico em qualquer freqiiéncia (de
zero a freqiiéncia muito alta). Esta técnica, em coraparagio com a técnica de Bessel
(a técnica mais utilizada pelos pesquisadores para a mesma finalidade), apresentou
bons resultados. Além disso, este trabalho apresenta também o desenvolvimento



das equacoes tanto do modelo sem perdas (modelo ideal) quanto do modelo com
perdas (modelo do conceito da resisténcia de corrente continua) com o objetivo de
comparagao.

Utilizando a transformada de Fourier, o conjunto das equagdes de cada modelo
é transformado para o dominio da freqiiéncia. Em seguida usando o método de se-
paraco de varidveis o conjunto das equagtes de cada modelo é resolvido. Para cada
solugio de cada modelo um algoritmo computacional em linguagem C é elaborado
de um modo que possa ser utilizado nas simulagSes de tensdes e correntes no final
da linha de transmissio a partir da aplicacio de uma onda senoidal no inicio da
linha. A transformada de Fourier também é utilizada para desenvolver as equagses
da resisténcia e da induténcia interna.

Para comprovar a eficiéncia do novo modelo da linha, onde se considera o efeito
skin, sdo realizadas comparacbes entre os parametros calculados em duas situagdes
e 0s seus efeitos nas caracteristicas da linha de transmissio: na primeira situacéo os
parimetros sdo calculados em corrente continua enquanto que na segunda situago
os parametros sao calculados levando em conta o efeito skin. Também sdo mostrados
resultados de simulacGes onde se alimenta uma linha com tensfo senoidal, sendo que
a linha é representada através do modelo proposto (com e sem perdas), levando-se
em conta o efeito da variagéo do raio e do comprimento da linha.

Os capitulos 2 e 3 mostram o desenvolvimento das equagdes diferenciais do mo-
delo de linha de transmisséo sem e com perdas, respectivamente, bem como a solugao
destas equacgdes no dominio da fregiiéncia.

O capitulo 4 apresenta 0 desenvolvimento das equagdes diferenciais do novo mo-
delo de linha de transmissio considerando o efeito skin, e a sua solugio no dominio
da freqiiéncia.

O capitulo 5 apresenta uma técnica de formulagio simples e analise gréifica da
resisténcia e da induténcia interns do efeito skin para o condutor s6lido e cilindrico.
Além disso, apresenta também um estudo e anélise grifica para alguns materiais
condutores mais utilizados. :

O capitulo 6 mostra comparagoes matemésticas e grificas entre os parfmetros do
efeito skin e os parimetros de corrente continua além de seus efeitos nas caracteris-
ticas da linha de transmiss8o. Apresenta também dois exemplos com o objetivo de
verificar a influéncia do efeito skin em linhas de transmissgo no caso de variagéo do
raio do condutor e de variaggo do comprimento da Jinha.



4 CAPITULO 1. INTRODUCAQ

O capitulo 7 apresenta as conclusdes referentes aos resultados obtidos, bem como
sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelo da Linha de Transmissao
Sem Perdas

2.1 Introducao

Este capitulo apresenta o desenvolvimento das equacdes diferenciais do modelo de
linha de transmissao sem perdas e sua solugdo no dominio da freqiiéncia. Sera utili-
zada a representagdo mais simples da linha, onde os condutores e o meio (dielétrico)
s&o consideradas ideais.

Dos principios bésicos da teoria eletromagnética, pode-se dizer que a estrutura
fundamental dos campos elétrico e magnético na linha de transmissio consiste do
modo eletromagnético transverso "Transverse electromagpetic TEM". No modo
TEM, os vetores dos campos elétrico e magnético sdo ortogonais i diregio de propa-
gacdo. Em outros palavras, em qualquer ponto do espaco estes vetores néo possuem
componentes na direcdo de propagacio. Sendo assim e considerando a direcdo de
propagacao no eixo z, as consideragbes anteriores implicam que E, = H, = 0.

2.2 Desehvolvimento das Equac¢oes do Modelo

Considere uma linha de transmissio composta de um condutor sélido e cilindrico de
raio A, com altura k acima de um plano de terra considerado ideal. Nesta mesma
linha, como mostra a figura 2.1, o condutor e o meio sao considerados ideais.
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Terra Ideal

Figura 2.1: Linha de transmiss&o formada por um condutor ideal acima de wm plano
de terra também ideal, com os campos elétrico e magnético associados.

Assim, a primeira equagdo pode ser desenvolvida tomando a integral de linha do
vetor do campo elétrico E entre o condutor e o plano de terra. Essa integral fornece
a tensdo v(z,t) entre o condutor e o plano de terra na posi¢io z e no instante de
tempo ¢. Entdo, tem-se:

h - h :
w(z,8) = — fo E.dT =~ jo (Eqdz + E,dy). (2.1)
Derivando a equago (2.1) em relagdo a z, obtém-se:

et __ (08, |, OF,
8z /;(ﬁzdx+ 9z dy). (22)

Sabe-se que uma das equagdes de Maxwell vale, neste caso:

vE
VE = - (2.3)
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Expandindo a equacio (2.3) em coordenadas cartesianas retangulares, tem-se:

8E, OE, 2,
dy 08z

0B, 9B\ .
5z oz ) %Y

0E, OJE.\_, oB,_, ©8B,_, 0B,
(3:!: By ) @, =— [7} @, (2.4)

Como E, = 0, no modo TEM, a equagio (2.4) pode ser resolvida e reduzida
como abaixo:

OE, 8B, _ 0B, _ 0B,
Tow S o m @3)
Substituindo a equac@o (2.5) na equagdo (2.2), resulta em:
Ou(z,t) 8 b
o - /0 (-B,dz + B,dy). (2.6)

' h

Na equagéo (2.6), a integral, f (—Bydz 4+ B.dy), do termo do lado direito pos-

sui uma interpretacio fisica. Cozgsider&se uma trajetéria qualquer entre o plano
de terra e o centro da seqio transversal do condutor (ver a figura 2.1) e caminhe
no plano z um comprimento Az na diregio do eixo z. Tem-se, entdo, gerada uma
superficie arbitraria, delimitada pelo condutor e o plano de terra, que se estende
por um comprimento Az. O fluxo magnético que atravessa essa superficie dividido
pelo comprimento Az quando Az tende & zero é equivalente ao contetido da integral

[ ~Bydz + Bud).

De acordo com a definicio de induténeia, essa integral pode ser definida como o
produto das indutincias interna e externa pela corrente z(z, t} da linha. Deste modo

a equagdo (2.6) torna-se:

Ou(z,1) t) di(z,t) . iz 1)
T8z ~Lin at Lex ot

2.7)
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em que

o L;, H/m é a induténcia interna por unidade de comprimento;

e L., H/m é a induténcia externa por unidade de comprimento.

A equacdo (2.7) é a primeira equagio basica do modelo da linha de transmissao
sem perdas. A segunda equagio pode ser desenvolvida a partir da integral de linha
circular do vetor do campo magnético H em torno do condutor no plano z (ver a

figura 2.1). Essa integral fornece a corrente i(z,1) na posicdo z e no instante de
tempo ¢. Entdo, tem-se:

i(z,t) = f H.d7T = f (H,dz + H,dy). (2.8)

Derivando a equagio (2.8) em relagdo a direcio 2, obtém-se:

0z 0z il

Novamente, considere-se a seguinte equacao de Maxwell:

Bi(z,t) mf(aﬂzdz + g-%’-dy) ) (2.9)

vD
VH = = (2.10)

Representando a equagdo (2.10) nas coordenadas retangulares:

OH, OH,\_, . (0H, OH,)\_,
(ay az)“““(az az)“y“"

8H, 6H,\_, 8D, . 8D, 8D, '
(63: 3y) Qg = e @+ 5 ay+ 6taz. (2.11)

Como H, = 0, no modo TEM, a equacio (2.11) pode ser resolvida e reduzida a
seguinte forma:
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0H, 0D, 0H, 8D,
oz ot ° oz ot (212)
Substituindo a equacio (2.12) na equagdo (2.9), resulta em:
di(z,t) 0 3
o = ?f (Dady — D,dz). (2.13)

Na equagéo (2.13), como no caso anterior, ha uma interpretagio fisica. Considere-
se uma trajetéria qualquer entre o plano de terra e o centro da segfio transversal
do condutor da figura 2.1 e caminhe no planc z um comprimento Az na direcéo do
eixo z. Tem-se, entdo, uma superficie cilindrica que & delimitada por dois circulos
normais ao condutor e o plano de terra (superficie fechada). Entdo, o fluxo elétrico
que atravessa essa superficie dividido por Az, quando Az tende a zero, é apresen-

tado pela integral f {(Ddy — D,dz) da equagio (2.13).

De acordo com a definiciio de capacitincia, essa integral pode ser reescrita como
o produto da capacitancia pela tensao v(z,t) na linha. Deste modo a equagio (2.13)
torna-se:

Gi(z,t) _
8z

ov{z,t)

C"Bt

(2.14)

sendo

e C, F/m é a capaciténcia por unidade de comprimento.

A equagio (2.14) é a segunda equacgio que completa o conjunto das relagoes de
tensao e corrente numa linha de transmissio sem perdas.

E importante notar deste desenvolvimento que L;,, L., e C, usadas nas equagoes
(2.7) e (2.14) sio definidos como parimetros da linha de transmissdo sem perdas.
Estes parfmetros sao obtidos nas condigbes estéticas, isto é, em corrente continua.

Os mesmos parametros sao determinados em fungio das dimensSes da linha e das
caracteristicas do condutor e do meio dielétrico e sio representados pelas seguintes
expressoes:

L; Hjm (2.15)

el
B

a

B
|

H/m (2.16)

¥l=
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_ 2me,
T . 2h
In 2=
R

Co F/m (2.17)

em que
e i H/m é a permeabilidade do material do condutor;

s £, F/m é a permissividade do espago livre.

2.3 Solugao no Dominio da Freqiiéncia

Tomando as equagdes (2.7) e (2.14} que completam o conjunto das relacdes de tensio
e corrente numa linha de transmissdo sem perdas e que foram desenvolvidas na sessao
anterior. A seguir, é apresentada a solugfo das mesmas no dominio da fregiiéncia.
Essa solugio pode ser obtida aplicando, inicialmente, a transformada de Fourier.
Portanto, tem-se:

d‘;iz) = ~jw(Lin + Lez)I(2) (2.18)
e ) (2.19)

Essas duas equagOes descrevem um trecho, de comprimento infinitesimal dz, da
linha de transmissao conforme mostra a figura 2.2.

I(z) L L Kz+dz)

~RA__~EA

V2) ¢ V(z +dz)

fe dz >|
>z

Figura 2.2: Circuito equivalente de um trecho infinitesimal de comprimento dz da
linha de transmissao sem perdas.
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As equagdes (2.18) e (2.19) constituem em sistema diferencial de duas equacdes
e duas varidveis. Assim, derivando-se a equagao (2.18) em relagio a z obtém-se:

&V (z) ) dI{z)
7 ~—juwlLin + Lez) o (2.20)
Substituindo-se a equagio (2.19) na equagio (2.20), obtém-se:
d? V(z) 2
—a = ~w*(Lin + Lez)Co - V(2). (2.21)
Ou ainda:
d? V(z) 2
W = -—ﬁ V(Z) (2.22)

onde 3 (rad./m} é o coeficiente de fase definido por:

ﬁ = QJV (Lz'n + Le:z:)cm (223)

Usando o método de separagio de varidveis a solu¢do da equagdo (2.22) é dada
por:

V(2) = Vae ™5 4 Ve, (2.24)

Derivando a equagio (2.24) em relacio a 2, obtém-se:

dv(z)
dz
Isolando I(z) na equagdo (2.18), tem-se:

= —jBVae~8% 1 §8Vpeifz, (2.25)

1 dv{z)

&=t & (2:26)
Substituindo a equagio (2.25) na equacio (2.26), obtém-se:
I(Z) = JﬁVA —iBr _ jﬁVB ejﬁz. (2.27)

Jo(Lin + Lez) © Fo(Lin + Loa)
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Agora substituindo-se a equagio (2.23) na equacdo (2.27):

Va . oo _ VB,

I(z) = 7 7

&% (2.28)

onde

o 7, é a impedéncia caracteristica da linha definida por:

o Lip + Les
20_1/ o (2:29)

Para determinar os varidveis V, e Vi, supGe-se que existe uma linha de transmis-
sao qualquer composta de um condutor de comprimento { e situado na direcio da
coordenada z. Assume-se que esta linha est4 ligada a uma fonte qualquer caracteri-
zada por V; (que possui uma impedéncia interna caracterizada por Z,) de um lado
e conectada a uma carga de valor Z; na outra extremidade. Assim, as condicSes de
contorno desta linha, usualmente, sdo definidas por.

Para o inicio da linha 2z = (:

V)=V, -I()-Z, (2.30)
Para o final da linha z == [

vV
— = 4y 2.31
Portanto, para o inicio da linha, (z= 0), a tens8o e a corrente dadas pelas equa-
goes (2.24) e (2.28), respectivamente, podem ser escritas, em funcio das condicdes
de contorno da seguinte forma:

V(O) =Vi+Vp (232)
1(0) = % - %ﬁ ' (2.33)

Substituindo as equax;ﬁes. (2.32) e (2.33) na equagdo (2.30), tem-se:
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_ Va VB)
VA + VB - v; (Zo Zo ZS‘ (2.34)
Isola-se V4 e Vi na equagdo (2.34):
Zg zZ
Ve + (f) Va=V, + (2‘“) Vi — Vs. (2.35)
Multiplicando a equacdo (2.35) por Z, e evidenciando-se os termos:
(Zs -+ Zo)VA = V2o + (Zs - ZG)VB- (2'36)
Dividindo a equagio (2.36) por (Z;+Z,), tem-se:
Z Zs— 2,
Vm(mmi.,_)vs (s ")V. 2.37
a=\z7z) " \Z.vz,)"® (2:37)
Qu ainda:
vw( Zo )V+I‘V - (2.38)
A= Zs + Zo s t¥B .
em que
e I'; é o coeficiente de reflexdo no inicio da linha definido por:
2y — 2,
T = ——0r. 2.39
‘T Z,+ 7, (2:39)

No final da linha, (z= ), a tensio e a corrente dadas pelas equagdes (2.24) e
(2.28), respectivamente, podem ser escritas na seguinte forma:

V()= VAe"'?l + Vel | (2.40)
I = %i:. el %’3 e, (2.41)

Substituindo as equagGes (2.40) e (2.41) na equacéo (2.31), tem-se:
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VAB“jﬁZ-F Vgejﬁl

Va sl Ve sl
Z, ¢ "7°¢
A tltima equagio pode ser escrita na seguinte forma:

L.

VAe"jﬂl - VBejﬁl = (%) VAE”j'Gl - (%) VBej'Bl-

[+
Separando as varidveis, observa-se:

Zy
Zo o
Multiplicando por Z, e evidenciando-se os termos:

(Zy + Z,) Veel®! = (24 — Z,) Vye 98l
Dividindo-se por (ZL+ZO)ejﬁz, obtém-se:

Vg = (EP____.ES.) Ve~ 28l

ZL e Za
Ou ainda:
Va = [, Ve %8
em que
e I'. & o coeficiente de reflexdo no final de linha definido por:
I, = (ZL - Z") .
ZL “} Zo

Substituindo a equacio (2.47) na equacio (2.38), tem-se:

Z,

VA”(ZS-:-zo

) Vo + T, Ve 280,

Evidenciando-se:

(—) Vpe®l 4 Vgl = (%&) Vae 8l — v emisl

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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z 1
om () o ‘
AT\Z + Z, 1—TI,Te-%8l (2:50)

Substituindo a equacio (2.50) na equagio (2.47), tem-se:

Z, T8l
Zs+ Zo) s 1 Ftr,-e““zjﬁl‘

Substituindo as equaghes (2.50) e (2.51) nas equagOes (2.24) e (2.28), resulta-se
em:

Vg = ( (2.51)

Z, e~382 | T g=iB(2l-2)
)%

Viz) = ( T e (2.52)
‘/S e“jﬁz - Tre“']lg(zz"z}
I(Z) - (Zs + Zo) . 1— thre“zjﬁz - (253)

Essas duas equacdes representam as ondas positivas e negativas de tensdo e de
corrente em funcdo dos coeficientes de reflexdo. Estas ondas viajam ao longo da
linha de transmissio.

Assumir-se que Z, = 0, para evitar o efeito da impedéncia interna da fonte, e
considerar uma linha de transmissio casada (Z; = Z,) ou uma linha infinita para

evitar as reflexdes no final da linha, as equagbes (2.39) e (2.48) podem tomar a
seguinte forma:

T, =1 (2.54)
I,=0 (2.55)

e consegiientemente este resultado implica que as equagbes (2.50} e (2.51) assumem
o0s seguintes valores:

V,=V, (2.56)

Ve =0. (2.57)
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Com a determinacio das varidveis V, e Vp, as equacgBes de tensio e corrente,

(2.28) e (2.32), podem ser reescritas na seguinte forma:

V(z2) = Ve 75

I(z) = —gf-e”jﬁz.
[+]

Considerando que a V; é uma fonte de tensdo senoidal, tem-se:

V, = Vet
em que
e V.., é o amplitude de onda.

o wt =27 fti.

Substituindo a equagio (2.60) nas equagGes (2.58) e (2.59), obtém-se:

v(z,1) = V,eft=F2)
i Vin ;
1) = T pilwi—Bz)
i{z,1t) Zoe-’
Tomando a parte real das equacgdes (2.61) e (2.62), obtém-se:
v(z,wt — Bz) = Vi cos(wt — Bz)

i(z,wi — Bz) = %’3 cos(wt — G3z).

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

O termo (wt— Bz}, que aparece nas equagdes (2.63) e (2.64), representa a relacio
de fase, tanto de tensao quanto de corrente, em qualquer ponto z ao longo da linha.
O comportamento da relagiio de fase, tanto da tensdo como da corrente, em

‘qualquer ponto da linha é constante, ou seja:

wt — Bz = K = constante.

(2.65)
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Tomando a derivada da equagéo (2.65) em relagio ao tempo £, tem-se:

dz
w— ﬁg{ = 0. (2.66)
Dividindo a equagédo (2.66) por 8 e isolando, obtém-se:
dz w

Fri E (2.67)

dz
O termo = representa a velocidade de propagacio de fase de um ponto cons-

tante. Assim, substituindo a equacgéo (2.23) na equacédo (2.67), tem-se:

1
i, =
? \/(Lin + Lea:)oo

(2.68)

onde
s U, é a velocidade de propagacéo de fase.

As equagdes (2.63) e (2.64) representam as ondas positivas de tensdes e correntes
instantaneas em fungdo do 4ngulo de deslocamento e em qualquer ponto z ac longo
da linha de transmiss3o sem perdas. Essas equacdes podem ser utilizadas nas simu-
lagbes de ondas de tensdo e de corrente em qualquer posigio z ao longo da linha.
Um caso interessante € estudar e analisar tanto a tensio quanto a corrente previstas
no final de uma linha de transmissio sem perdas, para efeitos de comparacio, a
partir de uma onda de tensao senoidal aplicada no inicio da mesma. Portanto, para
o inicio da linha (z = 0} as equagdes (2.63) e (2.64) podem tomar a seguinte forma:

v(0, wt) = V;, cos(wt) (2.69)

3(0,wt) = Yé"-‘- cos(wt). (2.70)
Para o final da linha (z = [), as equagées (2.63) e (2.64) valem:

ol wt = 1) = Vi cos(wt — B (2.71)

i(wt— Bl = -g’f'; cos(wt — Gl). (2.72)
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Os resultados obtidos pela equagdo (2.69), como onda de tensdo senoidal apli-
cada no inicio da linha e pelas equagdes (2.71) e (2.72) como ondas de tensdo e
corrente previstas no final da linha, junto com os resultados obtidos pelas equagBes
(2.23), (2.29) e (2.68) que so coeficiente de fase, impedancia caracteristica e velo-
cidade de propagagdo de fase, respectivamente, vio ser apresentados para efeitos de
comparagao no capitulo 6.



Capitulo 3

Modelo da Linha de Transmissao
com Perdas da resisténcia da
corrente continua

3.1 Introdugao

Este capitulo apresenta ¢ desenvolvimento das equagdes do modelo da linha de
transmissdo com perdas minimas (perdas da resisténcia da corrente continua) e a
sua solugdo no dominio da fregiiéncia.

Se o condutor da linha de transmissio considerado nio & ideal e supondo que
este condutor estd situado ao longo da coordenada z, 0 modo TEM (Transverse
Electromagnetic) nfo pode existir. Isto porque a corrente que flui no condutor ndo
ideal est4 associada a um componente longitudinal do campo elétrico £,. Do ponto
de vista pratico, apesar de o condutor da linha ser nao ideal, ficars suficientemente
um bom condutor onde as perdas poderiam ser incluidos no desenvolvimento das
equacgbes do modelo da linha de transmissdo. Essas perdas aqui incorporadas séo
as perdas calculados nas condugbes estaticas, isto é em corrente continua. Assim,
quando o condutor da linha & considerado ndo ideal (com perdas), essencialmente, a
estrutura do campo, no desenvolvimento das equagdes do modelo, ¢ assumida como
o modo quase TEM.

Além disso, o meio dielétrico onde se encontra o condutor é assumido nfio ideal
(meio com perdas). Essas perdas, normalmente, sdo relacionadas & condutividade
do meio dielétrico ou consideradas como perdas de polarizacio do mesmo. Assim,
essas perdas podem ser consideradas no desenvolvimento das equagbes do modelo
da linha de transmissio. :

19
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No desenvolvimento das equagdes do modelo sem perdas (capitulo anterior), o
condutor e o meio dielétrico sdo considerados ideais o que implica na existéncia
do modo TEM. No desenvolvimento das equacbes deste modelo, ao contrario do
anterior, o condutor e o meio dielétrico sfo considerados nfo ideais. Mesmo assim, o
meio dielétrico ndo impede a existéncia do modo TEM. A coexisténcia entre o meio
dielétrico nao ideal e 0 modo TEM s6 é valida se o meio dielétrico for homogéneo.
A ltima consideragio implica em H, = 0.

3.2 Desenvolvimento das Equacoes
Considere uma linha de transmissio composta de um condutor sélido e cilindrico de

raio R, com altura h, localizado acima de um planc de terra ideal. Nesta linha, de
acordo com a figura 3.1, o condutor e o meio dielétrico ndo sio ideais.

Figura 3.1: Linha de transroissdo formada por condutor nio ideal acima de um
plano de terra ideal com os campos elétrico e magnético associados.

Assim, a primeira equacio pode ser desenvolvida tomando a integral de linha do
vetor do campo elétrico £ entre o condutor e o plano da terra. Essa integral fornece
a tensdo v(z,t) entre o condutor € o plano de terra na posicdo z e no instante do
tempo t. Entao:
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o(z,t) = — fo i [G }(Eodz + B,dy). (3.1)

Derivando a equacdo {3.1) em relagdo a z, obtém-se:

et [t (0E, | OE,
8z j:; (32 dz + dz dy). (32)

Sabe-se que uma das equagdes de Maxwell vale, neste caso:

VB
VE = -5 (3.3)
Expandindo a equagdo (3.3) em coordenadas cartesianas retangulares, tem-se:

08, 0B\ , (0B OB |
Ay 0z ‘ 0z Oz v

(aEy ~ BEz) 2o 0By 0By, 0B 5.4

“6?33;

Como E, # 0 no modo quase TEM, a equagido (3.4) pode ser resolvida e redu-
zida como abaixo:

8E, OFE, 8B, 0E, OE. 08B,
rraly ikl S P (3:5)
Substituindo a equagdo (3.5) na equagdo (3.2), tem-se:
dv(z,t)  ((BE. 8B,\, [*(OE, 8B,
e fo(ax at)dx fo(ay“‘“a: @. (36
Simplificando:
Sv(z,t) _

g rk 8 rh g rk :
2.2 Bz - - [ By~ 5 [[(-Bydo+Bod).  (37)
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h
Na equacéo (3.7), o primeiro termo, c% fo E.dz, do lado esquerdo é considerado

g rk . .
nulo. O segundo termo, 55 /0 E,dy, & interpretado fisicamente como a diferenga

entre o campo elétrico E,(z, h,t), existente ao longo do condutor, e o campo elé-
trico F.(z,0,%), existente ao longo da superficie do plano da terra. A integral,
h

(~Bydx + B.dy), do terceiro termo é interpretado fisicamente da seguinte ma-

neira. Considere-se uma trajetoria qualquer entre o plano da terra e o centro do
condutor e caminhe no planc z da figura 3.1 de um comprimento Az na diregio
2. Assim, gerada uma superficie arbitraria, apoiada no condutor e no plano da
terra e que se estende por um comprimento Az. O fluxo magnético que atravessa
essa superficie dividido por Az, quando Az tende a zero, que é dada pela integral

h
/a (—Bydz + Bidy).

De acordo com a definicio de indutancia, essa tltima integral pode ser escrita
como o produto das indutdncias da linha pela corrente i(z,1) que flui no condutor
da linha. Deste modo, a equacdo (3.7) torna-se:

Gi(z,t) 9i(z,t)
ot at
Na equacéo (3.8), o campo elétrico E,(z, h,t) é interpretado como o produto da
resisténcia do condutor da linha pela corrente #(z,£) que flui no mesmo. O campo
elétrico E,(z,0,t) é considerado nulo pois a condutividade do plano da terra, o,
é considerada nula (plano de terra ideal). Deste modo, a equagio- (3.8) pode ser
escrita da seguinte forma:

PEL) 1B (e b ) - Bl 0, - L2 g, (39)

Bu(zt) _ _

8i(z,t)
oz +

ot

Oi(z,t)

Lﬁat

(3.9)

em que

e R, }/m & a resisténcia do condutor da linha, por unidade de comprimento;

o L;, H/m é a indutancia interna da linha, por unidade de comprimento;

e L. H/m & a induténcia externa da linha, por unidade de comprimento.

A equaciio (3.9) é uma das equacbes basicas da linha de transmissio com perdas

da resisténcia da corrente continua. A segunda equacio pode ser desenvolvida to-
mando a integral da linba circular do vetor do campo magnético H. Essa integral
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fornece a corrente i(z,t) que flui no condutor da linha na posicao z e no instante de
tempo t. Entéo:

iz, ) = f B dT = f (Heodz + Hydy). (3.10)

Derivando a equagdo (3.10} em relagiio a 2, obtém-se:

9i(z,t) [ (0H, . OH,
= “J{(a dz + 2= dy). (3.11)

Considerando a seguinte equagao de Maxwell:

vD
ot
Expandindo a equacido (3.12) em coordenadas cartesianas retangulares, tem-se:

VHE=J+— (3.12)

OH, 0H,\ . , (0H. OH,\_ . (0H, BOH,\_ _ "
By 8z ) %* " "\ Bz "Bz )" \8z By ) 7

(J + 22 ) (Jy +6§y) ( 7o+ 00 ) I,

Como H, = 0, no modo TEM, a equacio (3.13) pode ser resolvida ¢ reduzida
como abaixo:

OH, aD, 0H, 8D,
-“""é-;- iy B € B Jy + pras (3.14)
Substituindo estes termos na equagio (3.11), obtém-se:
0i(z,t) 8D, D.,
“-gr—f(f +—a-z—)d$mf(z at)d’y. (3.15)

Isola-se 0s termos ern comum:

az(zt)m_”wf(dey sz),_m}g’(pdy D,dz). (3.16)



24 CAPITULO 3. MODELO DA LINHA DE TRANSMISSAO COM PERDAS

Na equaglo (3.16), como no caso anterior, existe uma interpretacio fisica. Ca-
minhe no plano z da figura 3.1 de um comprimento Az na direcio z. Tem-se, entéo,
uma superficie cilindrica que & delimitada por dois circulos nortmais ao condutor e o
plano da terra (superficie fechada). Nas laterais do cilindro a condutividade do meio
dielétrico implica na existéncia de uma corrente de fuga. De acordo com a definicio
de conduténcia a integral, f (Jzdy — Jydz), do primeiro termo pode ser escrita como

o produto da conduténcia do meio dielétrico pela tensdo v(z,t) na linha. Ao longo
do cilindro, o fluxo elétrico que atravessa a superficie dividido por Az quando Az

tende a zero, é dado pela integral, j{ (Dedy — Dydz), do segundo termo.

De acordo com a definigiio de capacitancia, essa tltima integral pode ser escrito
como o produto da capacitincia do meio dielétrico pela tensio v(z, t) na linha. Deste
modo a equagdo (3.16) torna-se:

Ov(z,t)
ot

%ilz.t) = — [Gov(z, t)+C,

= (3.17)

em que

® G, 8/m é a condutincia do meio dielétrico, por unidade de comprimento;

¢ C, F/m & a capacitancia do meio dielétrico, por unidade de comprimento.

A equacdo (3.17) é a segunda equacio que completa o conjunto das relagdes de
tensdo e corrente numa linha de transmissio com perdas da resisténcia da corrente
continua.

E importante notar que neste desenvolvimento, R,, G,, Lin, Ley € C, usados
nas equagfes (3.9) e (3.17) s8o definidos como parimetros da linha de transmissio
com perdas da resisténcia da corrente continua. Estes parametros sio obtidos nas
condigbes estéticas, isto é, em corrente continua.

Os mesmos parametros, usualmente, sio calculados em funcio das dimensdes da
linha de transmiss&o e das caracteristicas do condutor e do meio dielétrico. Assim,
os seus valores podem ser determinados utilizando as seguintes expressoes:

1
o R2

R,= Q/m (3.18)



3.3. SOLUCAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA 25

- 2rno,

G, S/m (3.19)

Lan=2  H/m (3.20)
Him (3.21)
F/m (3.22)

em que

s ¢ O 'm~? & a condutividade do material do condutor;
» 0, 27'm™? é a condutividade do plano da terra;
e u F/m é a permeabilidade do material do condutor;

® &, F/m é a permesividade do espago livre.

3.3 Solugao no Dominio da Freqiiéncia

Para a solucdo no dominio da freqiiéncia iremos utilizar as equagdes (3.9) e (3.17)
que completam o conjunto das relacdes de tensio e corrente na linha de transmissao
com perdas da resisténcia da corrente continua e que foram desenvolvidas na ses-
sao anterior. Essa solugdo pode ser obtida aplicando-se, inicialmente, o método da
transformada de Fourier. Portanto, tem-se:

= —[R, + ju{Lin + L)) I(2) (3.23)

= —[G, + jwC,]V (2). | (3:24)

As equacdes (3.23) e (3.24) descrevem um trech, de comprimento infinitesimal
dz, da linha de transmissdo conforme mostra a figura 3.2
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Im, R L L I(z+dz)
A
Viz) G -Lc V(z +dz)
o T 0
|« dz >
> 2

Figura 3.2: Circuito equivalente de wm trecho infinitesimal de comprimento dz da
linha de transmissdo com perdas da resisténcia da corrente continua

Este circuito equivalente é uma modificagdo do circuito equivalente apresentado
no capitulo anterior para a linha de transmissao sem perdas (ver a figura 2.2). As
modificagOes incluem as perdas do condutor representadas pela a resisténcia R, e as
perdas do meio dielétrico representadas pela condutancia G,.

As equagdes (3.23) e (3.24) constituem um sistema de equagdes diferencias de
duas equacOes e duas varidveis. Assim, para resolver este tipo de equacdes, inicial-
mente, deriva-se a equagéo (3.23) em relacio a z o que resulta em:

d*v ) dI
T = Rt ot LD (329)
Substituindo-se a equacio (3.24) na equacgio (3.25), tem-se:
*v
T8 v (3.26)

em que

& -y & uma quantidade complexa chamada coeficiente de propagagio ¢ é definida
por:

v = {[Bo+ jw(Lin + Lez)|[Go + jwCo). - (3.27)
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Pelo método de separagio de variaveis, a equagdo (3.26) apresenta a seguinte
solugio:

V(z) = Vae™ + Vge™. (3.28)

Derivando a equagdo (3.28) em relagéo a z, obtém-se:

dV'(z)
dz
Isolando I(z) na equacao (3.23) tem-se:

=~y Ve~ + yVpe™*. (3.29)

_ 1 dV{z)
1(e) = R+ jw(Lin + Leg)  dz (3.30)
Substituindo a equacdo (3.29) na equagao (3.30), obtém-se:
TVa - Ve
I(2) = e L™, 31
(Z) Ro + jw(Lin + Lez) e_ Ro + jw(Lz'n -+ Le_-n) ¢ (3 3 )
Agora, substituindo-se a equagdo (3.27) na equagdo (3.31), obtém-se:
Va4 Ve v
I{z) = A e A € (3.32)

em que

e Z, & uma quantidade complexa que representa a immpedéancia caracteristica da
linha e vale: :

- R, + jw(Lin + Lez)
Go+ jwC,
As equacdes (3.28) e (3.32) representam as ondas positivas e negativas de tensdo
e corrente em funcio das variaveis V), e Vp e essas ondas viajam ao longo da linha
de transmissdo com perdas da resisténcia da corrente continua.

Zo

(3.33)

Para determinar as varidveis V e Vg, supde-se que existe uma linha de trans-
missdo qualquer composta de um condutor de comprimento [ situada na direcao da
coordenada z. Assume-se que esta linha esta ligada a uma fonte qualquer caracte-
rizada por V, (que possui uma impedéncia interna Z,) de um lado e conectada a
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uma impedéncia de carga Z;, na outra extremidade. As condicdes de contorno desta
linha, sdo:

Para o inicio da linha z = O

V(0) =V, — I(0) - Z.. (3.34)
Para o final da linha z = &

YO _ g, (3.35)

Portanto, no inicio da linha (z = 0) a tens@o e a corrente, obtidas através das
equagdes (3.28) e (3.32) respectivamente, podem ser escritas em funcdo das condi-
¢oes de contorno da seguinte forma:

V(0)=Va+ Vg (3.36)
1(0) = ‘—;é - -‘Z/E (3.37)

Substituindo as equacdes (3.36) e (3.37) na equacdo (3.34), tem-se:

_ Vo Vi
Va+Ve =V, ( 5 z,,) z,. (3.38)
Separando os varigveis, obtém-se:
Vit (E__) V=V, + (5_) Vs — Va. . (3:39)
Z Z,

Multiplicando a equagdo (3.39) por Z, e fazendo as derivadas manipulacdes,
obtém-se:

| (Zs + Z)Va =V, Z,+ (Zs - ZO)VB. (3.40)-
Dividindo a equacio (3.39) por (Z,+Z,), tem-se:

Z, Z.-2Z,
Va= (Zs T Z.,) Vo + (z, T z,,) Vs. (3-41)
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Ou ainda:

Zo
Zs + o

v, m( )vs +T.Vs (3.42)

em que

o I'; é uma quantidade complexa gue representa o coeficiente de reflexdo no ini-
cio da linha e é definido por:

_Z,-7Z,
T Z 4+ Z,

Para o final da linha (2 = ), a tensfo e a corrente dadas pelas equagdes (3.28)
e (3.32), respectivamente, podem ser escritas na seguinte forma:

T,

(3.43)

V(D) = Vae™" + Vpet (3.44)
=1 Y 609

Substituindo as equagcdes (3.44) e (3.45) na equagdo (3.35):

l !
Vae™ " + Vge?*
Va _Ys =% (3.46)
Z, Zo
QOu ainda:
Vie " 4 Vgt = (Ef:) Vae " - (5-%) Vae. (3.47)
: z, Z,
Agrupando-se:
(g-l-’-) Vge"’l + Vge"i o= (é) VAe"'I — VAe"l. (3.48)
Zo Zo

Multiplicando a equagdo (3.48) por Z, e evidenciando, obtém-se:

(Zy + Z,) Vee™ = (Zy — Z,) Vae™. (3.49)
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Dividindo a equagdo (3.49) por (ZL—I—Z‘,)e"I, obtém-se:

_ (%= Z") =2l
%m(&+& Vae™ . (3.50)
Ou ainda:
Vg = I Ve (3.51)
em gue

¢ I', é uma quantidade complexa que representa o coeficiente de reflexio no final
de linha e & definido por:

7~ 2,
L= (3.52)

Substituindo a equagdo {3.51) na equacdo (3.42), tem-se:

Z,
v:( °
VA
Agrupando e evidenciando, obtém-se:

) V, + oL, Ve 27 (3.53)

Z, 1
Vy = ( o )”(/; . 3.54
4 Zy+ Z, 1-— I“J’,e‘hl ( )

Substituindo a equacio (3.54) na equagdo (3.51), obtém-se:

z I,e
v=(.°)m- r . 3.55
B Zs+ Z, 1— e~ (3.55)

Substituindo as equagGes (3.54) e (3.55) nas equagtes (3.28) e (3.32), obtém-se:

_ Z, e 4+ .Fre—'y(le—z)
V(z) - (Za + Za) 3 1 _ l"tl"re—?yf (3-56)
Vi e~ — I, e~12k2)
I ;( s). d . 3.57
(Z) Zs + Z, I~ I‘J‘,.e"z‘ﬂ ( )

As equagbes (3.56) e (3.57) representam as ondas positivas e negativas de tensdo
e de corrente em funcio dos coeficientes de reflex3o no inicio e no final da linha, e
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estas ondas viajam ao longo da linha.

Assumir-se que Z; = 0, para evitar o efeito da impedéncia interna da fonte, e
considerar uma linha de transmissio casada (Z; = Z,) ou uma linha infinita para
evitar as reflexSes no final da linha, as equagbes (3.43) e (3.52) podem tomar a
seguinte forma:

I, =-1 (3.58)

T.=0 (3.59)
e conseqiientemente este resultado implica em que as equagGes (3.54) e (3.55) valem:

Va=V, (3.60)

Ve = 0. (3.61)

Com a determinacio dos varidveis V e Vg, as equagbes da tensio e corrente
(3.28) e (3.32) podem ser reescritas na seguinte forma:

Viz) =Vee™ (3.62)

I(z) = %%e“”’". (3.63)

Introduzindo-se a variagdo senoidal na fonte para efeito de anilise, representada
por:

V, = Vet (3.64)
em que
e V,, & o amplitude de onda transmitida;
o wt=2rft.

Definindo-se as partes real e imaginaria da fun¢io + por:

y=a+iB | (3-65)
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em que
» o rad./m é o coeficiente de atenuacio;
¢ (3 rad./m é o coeficiente de fase.

Assim, as equagOes (3.63) e (3.64) podem tomar a seguinte forma;

v(z, ) = Ve~ % elwtP2) (3.66)
i(z,8) = (-gﬂ) ¢~0zedwt=02), (3.67)

Introduzindo a forma polar da fungdo Z, definida pela fungio (|Z,] ¢/¢) e to-
mando a parte real, tem-se:

v(z,wt — Bz) = Vyue™* cos{wt — B2) (3.68)
i{z,wt — ¢ — Bz) = lz;mi €™ cos(wt ~ ¢ — (3z) (3.69)

em que

¢ |Z,} e ¢ sdo, respectivamente, médulo e angulo da funcio Z, e sio definidos por:

AR \j Rot wjﬁfgf Lee) (3.70)
6= ~21- [tan—l (-‘f’«@-’%——‘r‘”)) - 12’-] . (3.71)

Para uma solugio geral, o e § séo definidos por:
o = |y|cos) (3.72)

B =ylsin¢ (3.73)
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em que

¢ || e ¢ sdo, respectivamente, médulo e dngulo da funcdo ~ e sio definidos por:

vl = VIR + w2(Lin + Lea)?30C, (3.74)
— l - W(Lin + Lea:) z =
Y = 2 [tan 1 (WRO ) -+ 2} . (3.75)

O angulo % que aparece nas equagbes (3.71) e (3.75) significa que o parametro
G, & desprezado por ser muito pequeno e também para facilitar o analise.

Os termos (wt — 3z) ou (wt — ¢ — Bz) que aparecem nas equagdes (3.68) e (3.69),
respectivamente, representam a relacio de fase tanto de tensdo quanto de corrente
em qualquer ponto z ac longo da linha e em qualquer tempo £.

Assumindo que a fase da onda tanto de tensfo como de corrente é constante,

obtém-se.

wt — Bz = K = constante. (3.76)

Tomando a derivada da equagdo (3.76) em relagio ao tempo ¢, teremos:

dz
Manipulando a equagdo (3.77), obtém-se:
dz w
i 'E (3.78)

Na equagdo (3.78) o termo dz representa a velocidade de fase de um ponto cons-
tante de fase e sera representada pelo simbolo v,. Portanto, tem-se:

(3.79)

VP =
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As equagOes (3.68) e (3.69), como solucio final, representam as ondas instants-
neas de tensdo e corrente propagando ao longo da linha de transmissio com perdas
da resisténcia da corrente continua. Essas equagbes podem ser utilizadas para obter
os valores da tensdo e de corrente em qualquer posicio z ao longo da linha. Um
caso interessante & estudar e analisar tanto a tensdo quanto a corrente previstas no
final da linha com perdas da resisténcia da corrente continua & partir de uma onda
de tensao aplicada no infcio da mesma. Portanto, para o inicio da linha (z = 0), as
equacdes (3.68) e (3.69) podem tomar a seguinte forma:

v(0, wt) = V;, cos(wt) (3.80)
. Vin
0, wt — @) = Z cos{wt — @). (3.81)

Para o final da linha (z = I}, as equagdes (3.68) e (3.69) valem:

ol wt — Bl) = Ve~ cos(wt ~ A1) (3.82)
. Vi ol
{wt—o¢~ B0 = Z le: cos{wt —~ ¢ — SI). (3.83)

Os resultados obtidos pela equacdo (3.80), como onda de tensdo senoidal apli-
cada no inicio da linha, e pelas equagdes (3.82) e (3.83), como ondas de tensdo e
corrente previstas no final da linha junto com os resultados obtidos das equagdes
(3.70), (3.71), (3.72), (3.73) e (3.79) que sio médulo da impedancia caracteristica,
dngulo da impedéncia caracteristica, coeficiente de atenuacio, coeficiente de fase e
velocidade de propagagio de fase, respectivamente, vio ser apresentados para efeitos
de comparagio no capitulo 6.



Capitulo 4

Modelo da Linha de Transmissao
considerando as Perdas do Efeito

Skin
(Uma Nova Implementagao)

4.1 Introdugao

Este capitulo apresenta o desenvolvimento de uma, formulagio alternativa do efeito
skin, bem como a implementacio deste efeito no modelo da linha de transmissao.
Este modelo em particular é apresentado como uma alternativa simaples aos mode-
los tradicionais. N3o obstante, a precis&c nos resultados é equivalente ou maior no
modelo aqui apresentado quando empregado em estudos e analises do efeito skin em
uma. linha de transmissdo no dominio da freqiiéncia.

Como mencionado no capftulo anterior, uma linha de transmissao que possui um
condutor ndo ideal situado ao longo da coordenada z terd ums componente longi-
tudinal do campo elétrico E, na direcio de propagagio. A componente do campo
elétrico existe devido ao fluxo de corrente no condutor nio ideal. Do ponto de vista
pratico o condutor da linha, apesar de ndo ser ideal, pode ser considerado como
um bom condutor em que as perdas poderiam ser incluidas no desenvolvimento das
equacdes do novo modelo. As perdas aqui incorporadas sio consideradas como per-
das devido ao efeito skin. ‘

A existéncia da componente do campo elétrico E, ao longo do condutor no sentido
de propagacao possibilita formular a equagfio de onda de Maxwell para o condutor
de geometria cilindrica em funcio da componente {E,). A solucdo exata da equagso
de onda para a secdo transversal do condutor cilindrico implica na obtengéo de uma

a5 :
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formulacéo também exata para o calculo da corrente que flui no condutor néo ideal.
Essa formulacio é obtida em funciio do campo elétrico na superficie do condutor
e da sua admiténcia interna. A admitincia representa as perdas do condutor nio
ideal que, no caso, sdo perdas devido ao efeito skin.

E importante notar que, essencialmente, quando o condutor da linha é conside-
rado n#o ideal {com perdas), a estrutura do campo no desenvolvimento das equagdes
do novo modelo é assumida quase TEM. Além disso, o meio dielétrico em que se
encontra o condutor é considerado nao ideal (com perdas). As perdas, normalmente,
sao relacionadas 4 condutividade do meio dielétrico ou sio consideradas como perdas
de polarizacao do mesmo. Assim, essas perdas podem ser consideradas no desenvol-
vimento das equacgdes do novo modelo.

4.2 Formulacao da Equagao de Onda para a Secdo
Transversal de um Condutor Cilindrico

Considere um condutor de uma linha de transmissdo cilindrico, uniforme, infinito e
ndo ideal. Assume-se que o condutor é situado ao longo do eixo da coordenada z, e
que a corrente flui no sentido positivo do eixo z. Devido a corrente o condutor terd
um componente de campo elétrico na diregiio de corrente como mostra a figura 4.1.

Figura 4.1: Geometria de um condutor cilindrico, uniforme, infinito e néo ideal
excitado por um campo elétrico na superficie

Assim, a formulagio maternatica da equagio de onda em funcéo do campo elé-
trico torna-se possivel. Lembrando-se que a equagio geral de Maxwell para uma
onda eletromagnética propagando no espaco livre é dada por: -
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V2E = uof?-g}— + ,ue%?.

Assumindo-se que a onda eletromagnética se propaga em um meio considerado

bom condutor, onde a condutividade ¢ & muito maior do que a permissividade ¢, 2
equagao (4.1) toma a seguinte forma:

(4.1)

V2E = ,ucr@. (4.2)
ot

A equagdo (4.2) é conhecida como equacio de difusfo devido a sua semelhanga
formal com as equagdes que surgem em problemas de difusdo de calor. A equagdo
pode ser usada para determinar a distribuicio de intensidade do campo elétrico na
secio transversal de condutores de qualquer estrutura geométrica, e, consegiiente-
mente, determinar a densidade de corrente. Portanto, para a geometria cilindrica,

a formulacio matemética da equacio (4.2) pode ser escrita da seguinte forma:

FEr¢,2,) | 10E(nd,5t) , 1 8B (0,51
or? r or r2 - a¢?

 PE(r,¢,2,t)  OE.(r,$,2,1)
a2 M Em
No caso da segdo transversal o campo elétrico E; ndo varia com o dngulo g e a
distancia z. Portanto, a equacdo (4.3) pode ser reduzida & seguinte forma:

(4.3)

&P E,(r,t) + 19E,(r,t) 1 8E,(rt)
or? r or v 8t

0 (4.4)

onde:

(4.5)

3

’Yz

Introduzindo-se as condigdes injciais (para ¢t = 0) como:

E.(r,0)=0 | (4.6)
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e as condigdes de contorno (para r = R) como:

E.(R,t) = E}(t) (4.7)
em que:
o EX(t) é a componente da intensidade do campo elétrico na superficie.

A solugio da equagdo (4.4) deve ser obtida para os seguintes intervalos:

r € (0,R) ; t € (0,00). (4.8)

4.3 Solucao da Equacgio de Onda para a Secao Trans-
versal de um Condutor Sélido e Cilindrico

Para resolver a equagéo de onda (4.4) é necessério introduzir a funcdo E,(r,%) como
sendo a solugdo geral da mesma. A fungfio pode ser definida por:

E.(r,t) = EF(t) + g(r, ). (4.9)

O objetivo da introdugdo da fung¢do é para fazer uma mudanca de variaveis pos-
sibilitando a determinacdo de novas condigBes iniciais e de contorno para a equagio
(4.4). Com as novas condigSes iniciais e de contorno a solugiio parcial da equacio
(4.4) pode se determinada.

4.3.1 Mudancga de Variaveis
Introduzindo a fungdo expressa pela equagio (4.9) na equagdo (4.4), obtém-se:

B + o)} + 22 (BR) + glr,1)} -

-j;;f; {ER®) +9(r )} =0. (4.10)

Substituindo a equacdo (4.9} na equagio (4.10), obtém-se:
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B%g(r,t)  18g(rt) 1 [Bg(r) OEF®)] _
e e U T (41)
Ou ainda:
ag('ra t) a2 829(7‘1 t) 139(7', t) - __aEf(t)
Agora, reescreve-se a equacdo (4.9) da seguinte forma:
9(r,8) = Ey(r,¢) — BX(¢). (413)

Assim, as condigfes iniciais da equagdo (4.12) podem ser determinadas através
da substituicio das condicdes iniciais da equacdo (4.4), que sdo dadas pela equagéo
{4.6), na equacdo (4.13):

g(r,0) = E,(r,0) — E}0) = 0. (4.14)

As condiges de contorno da equagdo (4.12) podem ser determinadas substi-
tuindo as condicBes de contorno da equacao (4.4), que sio dadas pela equagdo {4.7),
na equagdo (4.13):

4.3.2 Determinacao das Novas Condi¢oes Iniciais e de Con-
torno

Introduz-se a funcdo g(r, t) como uma solugdo para a equagio (4.12). Essa fungio é
definida por:

g(r,t) = /0 ‘ Ei(r,t —71)-x(r)dr (4.16)

em que:
s E;i(r,t) & uma funcio que representa a solugio parcial da equagdo (4.4).
o x(t) é definida como uma funcio qualquer.
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Define-se a fung¢do L(g;) como:

at o2 i ar (4.17)

As derivadas da equagdo (4.17) em relagdo a funcdo g(r,t) podem ser resolvidas
da seguinte maneira:

Loy < 28t {azgo-,t) 1ag(r,t)}.

dg(r,t)

2D = Bu(r,0) - xte) + [ 22BEZT)

sx(r)dr (4.18)

ag(r, 1) _ _/t OB (r,t — 1)

5 £ ~x(r)dr (4.19)

&g(r,t) - /* FE(r,t—T)
0

5 5 - x(7)dr. (4.20)

Substituindo-se as equagdes (4.18) 4 (4.20) na equagdo {4.17), obtém-se:

0F, ('r t— 'r)

L{g:) = Ey(r,0) - x(¢) -;-f - x(r)dr ~

f: . {3231(;; i~ D, aEl(a;: ~ 'r)} x(r)dr. a2

Ou ainda:

L{g1) = Eu(r,0) - x(£) + f [M“_l,,

2 { 3251g';2t—7’) + 9Bt =) }] x(r)dr. (4.22)
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Como Ej(r,t) é a fun¢do que representa a solugdo parcial da equagio (4.4} j4
definida anteriormente, entdo o valor da integral da equagdo (4.22) deve ser nulo
para qualquer valor dos parimetros. Assim, a equagdo (4.22) pode ser reduzida &
seguinte forma:

L{g1) = Ex(r,0) - x{t). (4.23)

Substituindo a equacio (4.23) na equagio (4.17), obtém-se:

: 2g(r T
agg;,t) . {a g}g £ ), -;[: Bgé; t}} = By(r,0)- x(t) (4.24)

Selecionando-se a seguinte funcgao:
Ei(r,0)= -1 (4.25).

para ¢ intervalo:

r € (0, R). (4.26)

Substituindo a fun¢io dada pela equagio (4.25) na equagio (4.24}, obtém-se:

Y g;’ By {82%(:;’ 9, ;1;8%’; ) } = —x(t)- (4.27)

Com esse resultado, a equagio (4.25) deve ser considerada como as novas con-
di¢es iniciais da equagdo (4.4). Logicamente, as novas condigdes de contorno que
poderiam ser aceitas pela mesma equagio séo: :

Ey(R,t) =0 (4.28)
para o intervalo:

t € (0, 0). (4.29)
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4.3.3 Determinagao da Solugao Parcial E;(r,t)

Com a determinagio das novas condigdes iniciais e de contorno, dadas pelas equacdes
(4.25) e (4.28), a solugdo parcial da equagio de onda (4.4) pode ser determinada. A
solugdo € apresentada no apéndice [A], e tendo como resultado final o seguinte:

o 2J, (Ek . 1) 2,2
2\ R &Y
Ei(r,t) = k; AT exp( L t). (4.30)
4.3.4 Determinagao da Funcio g(r,t)

Evidentemente a fungio x(t) pode ser determinada comparando a equacéo (4.12)
com a equagdo (4.27). A comparacio resulta em:

R
() = O (t)

Agora com a determinacio da solucio pa.rcxal Ey(r,t) (equagdo (4.30)) e a deter-
minacgo da fungdo x(t) (equacdo (4.31)) substituidas na equagio (4.16), obtém-se:

(4.31)

g ) (-4 0-n) E0 s
gine = &= Sull)ée o P\ TR dt .

4.3.5 Determinacao da Solugao Geral E,(r, )

Finalmente, a solugdo geral da equagéo de onda (4.4) pode ser determinada substi-
tuindo a equaggo (4.32), na equacdo (4.9). Assim, obtém-se:

oo 2J, [ &+
E(r,t) = E}t) - ;1 —Jl(—@fl x

j exp( g&r T)) : aE{;IZ(t) dr (4.33)
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para os intervalos:

re(0,R) ; te(0,00). (4.34)

Com o objetivo de fazer uma mudanca de varidveis, introduz-se a seguinte rela-
¢aor

z= % (4.35)
Assim, a equacdo (4.33), em funcéo de z, toma a seguinte forma:
20 -2)
E.(z,t) = EER(t)
o) = Z A
Y fnz OEF() '
fo exp( (- )) o (4.36)
para os intervalos:

ze(0,1) ; te(0,0) ' (4.37)

e £ é a k-ésima raiz da fungio de Bessel, J(z) =

A equacio (4.36), como a solugio geral da equagio de onda (4.4), representa a
distribuicio de intensidade do campo elétrico na se¢do transversal de um condutor
sélido de geometria cilindrica. Com essa solug8o, é possivel determinar uma formu-
lagdo transitéria do célculo da corrente na segao transversal de um condutor sélido
e de geometria cilindrica.

4.4 Formulacao Transitoria do Calculo da Corrente
na Secao Transversal de um Condutor Sélido e
Cilindrico

A formulacio transitéria do céleulo da corrente na se¢do transversal de um condu-
tor s6lido e cilindrico vai ser determinada considerando uma se¢do transversal como
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mostra a figura 4.2.

Figura 4.2: A Se¢fo Transversal do Condutor Cilindrico.

Se a freqiiéncia aplicada for assumida como suficientemente baixa, a corrente se
apresenta uniformemente distribuida na 4rea da secio transversal.

Na se¢do, assume-se um elemento de raio r e de espessura dr. A densidade de
corrente neste elemento é definida como J,(r,t). Assim, em termos de densidade, a
corrente nas paredes do elemento considerado pode ser definida por:

i(t) = 2nrJ,{r, t)dr. (4.38)

Integrando 2 equagio (4.38) de 0 a r obtém-se a corrente no cilindro de raio r.
Portanto, tem-se:

i(t) = 2 /; J,(r, tyrdr. (4.39)

Para o condutor inteiro {cilindro de raio R), a equag:io (4.39) pode tomar a se-
guinte forma:

. R
i(t) = 2n /0 J(r, t)rdr. (4.40)

Novamente introduzindo a relacio dada pela equacio (4.35), a equagio (4.40),
em fungio de z, toma a seguinte forma: S



4.4. FORMULAGAO DA CORRENTE 45

i(t) =27 R | ' (e, t)de. (aa)

De acordo com a lei de Ohm, se a condutividade especifica é definida por o, a
relagfio entre a densidade da corrente J,(xz,t) e o campo elétrico E, (x,t) é dada por:

Jo(z,t) = oE (z,1). (4.42)
Substituindo a equagéio (4.42) na equagio (4.41), obtém-se:

() = 27 R? jo 0B, (z,t)zds. (4.43)

Finalmente, a formulag3o transitéria do calculo da corrente na secio transversal
de um condutor so6lido e cilindrico pode ser obtida substituindo a equaggo (4.36) na
equagio (4.43). Portanto, obtém-se:

i(t) = 2mo R® _/: {E;R(t) - g:l %fj:)‘f?x

f;exp( ST )) BE(1) }mdx. (4.44)

Ou ainda:

i(t) = 2no R* [ ]0 ' EXt)zdz - [ { > 21%55?

fo exp( &Y o )) 9B (r) }xdx] (4.45)

Na equacdo (4.45), as duas partes da integral, em funcio da variével z, sio re-
solvidas separadamente.
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Evidentemente, a primeira parte da integral fornece o seguinte resultado:

/0 ' ER(t)zds = %Ef(t). (4.46)

A segunda parte da integral pode ser expandida e escrita na seguinte forma:

o

t 2 R
o Ju(&R) 8 ./0 P (_% (- 7)) : ?'%g“)'dr j{; 1 rdo(€x - x)dz.  (4.47)

A solugdo da integral em fungio da variavel z pode ser obtida usando a seguinte
propriedade da funcio de Bessel:

fuz zJp{0z)Jpe1 (Bz)dz = —&5—%-5-5 X
{2dn(Br)Imi1{az) — BIm(az) Im1(BT)}. (4.48)

Se m = o0, @ =&, 8 = 0 e integrando de 0 a 1, obtém-se:

[ 2l ayie = i’%—-ﬁl

Com o resultado da equacdo (4.49), a equaciio (4.47) pode tomar a seguinte
forma:

(4.49)

> zzg [ e (m%zf- (- 'r)) 6E£t(") dr. (4.50)

k=1
Substituindo as equagdes (4.46) e (4.50) na equagdo (4.45), tem-se:

i(t) = moR? [Ef(t) -3 ggx

k=1 Sk

| fo  exp (*% - 'r)) Qggtmdr] . (a5
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A equacéo (4.51) representa o resultado final da formulacio transitéria do calculo
da corrente na se¢io transversal de um condutor sélido e cilindrico de raio R € em
fungéo do campo elétrico EX(t) na superficie do condutor e localizado na direcio de

propagacao.

Para efeito de célculo e analise mais simples, a equagio (4.51) pode ser reduzida
para uma forma mais conveniente como mostra o seguinte procedimento.

Inicialmente, a equag8o (4.51) pode ser escrita na seguinte forma:

i(t) = o R? [Ef(t) - 'é “Fle-1)- %ﬂdr} (4.52)
onde a funcdo f(¢) é definida por:

f(t)—Z oo (-1 0). s

Em seguida aplicando-se a teorema de convolugdo, a equagio (4.52) toma a se-
guinte forma:

i(t) = o R? {ER(t) f(t)*mER(t)]. (@454

A partir das propriedades da teorema de convolugio, a equagio (4.54) pode ser
escrita na seguinte forma:

i(t) = mo R? [Ef(t) - % JOE: Ef(t)} . (4.55)

Resolvendo a derivada da fungiio f(t) em relacio a £, a equagdo (4.55) vale:

i(t) = o R? [ER(t) + h(t) + EX(t)] (4.56)

onde a funcdo h{t) & definida por:
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h{t} = %f {t) = "ijz g:lexp (-ui{z . (t)) ) (4.57)

Aplicando a transformada de Laplace & equagdo (4.56), obtém-se:

£{i(t)} = moR? [C{ER(W)} + L{R®)} - L {EF(t)}]. (4.58)

Qu ainda:

I(s) = oR® [EX(s) + H(s) - EX()] (4.59)
onde a funcio H(s) é a transformada de Laplace da funcio h(t) e & definida por:

4 = 1
H{s} = L{h(t)} = 4.60
()= L0} = o > —r— (460)
uoR?
ou reescrevendo a equagio (4.59), tem-se:
I(s) = moR:[1 + H(s)] - EX(s). (4.61)
Como H{s) >> 1, entao a equagéo (4.61) pode ser aproximada:
I(s) = noR? [H(s)] - EF(s). (4.62)
Simplificando a equagio (4.62):
I(s) = Y{(s)- ER(s), (463)
onde a funcdo Y'(s) é definida por:
4r & 1
Y{s)=—>" = (4.64)
M Sk .

,uarRz+3
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Aplicando a transformada inversa de Laplace 4 equagio (4.63), obtém-se:

L7HI(s)} = L7HY ()} - L7HET(5)}- (4.65)
Ou ainds:
i(t) = y(t) * EX(2). (4.66)
Aplicando a convolugio inversa & equagio (4.66), obtém-se:
it)= [ ‘Yt 1) ER(r)dr (467

onde a fungdo y(t) é definida por:

s (L&
y(t) = # %exp( = (t)). (4.68)

A equagido (4.67) representa a forma mais conveniente da formulagio transitoria
do céleulo da corrente na secBio transversal de um condutor sélido e cilindrico de
raio R e em funco do campo elétrico na superficie. A equacio pode ser usada em
vérios tipos de anélises elétricas e eletronicas levando em conta as perdas do efeito
skin. Uma das possibilidades é o desenvolvirnento de um novo modelo computacio-
nal para o estudo e anilise do efeito skin na linha de transmissdo tanto no domfnio
do tempo quanto no dominio da freqiiéncia. Uma outra possibilidade interessante é
o desenvolvimento de wm modelo computacional para o cilculo e anslise grafica da
resisténcia e induténcia interna do condutor sélido e cilindrico em qualquer freqiién-
cia. A possibilidade pode ser realizada através da aplicacio de transformadas de
Fourier e sers tratada tratada em detalhas no préximo capitulo.
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4.5 Formulagao da funcao de Bessel &;

A formulagdo da funcio de Bessel £, pode ser obtida através de uma aproximacio
equivalente a J,(z) = 0. Portanto tem-se:

cos (z — Zl:)
Jo(z) = _._....._5...,.4.., =0. {4.69)
57‘&“

Introduzindo & no lugar de z, obtém-se:

w
cos (& — Z)
Jo(&k) = T - (4.70)
Para que a igualdade seja satisfeita tem-se:
s
cos (6 — 7) = 0. (4.71)
Introduzindo a seguinte série:
cos (2k — 1)% =0=k=123,.. (4.72)
Da comparagio entre a equagdo (4.71) e (4.72), obtém-se:
€ — % = (2k — 1)% > k=1,23,.. (4.73)

Da equagdo (4.73), obtém-se:
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£ = (2k — 1)3,;- + % k=123, .. (4.74)

Assim, as raizes da fungdo de Bessel £, podem ser calculadas.

4.6 Desenvolvimento das Equagoes do Modelo

Considere uma linha de transmissio composta de um condutor solido e cilindrico
de raio R, com altura h acima de um plano de terra considerado ideal. Nessa linha
assume-se que o condutor da linha e o meio s&o néo ideais como mostra a figura 4.3.

Terra Ideal

Figura 4.3: Linha de transmissdo de um condutor nso ideal acima de um plano de
terra nao ideal com os campos elétrico € magnético associados. :

Assim, a primeira equacio pode ser desenvolvida & partir do uso das equagbes

(4.67) e (4.68). Portanto, com a aplicagio do teorema da convolugfio e da transfor-
mada de Fourier e reorganizando, a equagio (4.67) pode tomar a seguinte forma:

EB(z,t) — /: zZ(t—7)-i(z,7)dr =0 (4.75)
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onde a fungéo z(t) representa a impedéncia interna transitéria do condutor da linha
e € definida por:

1

e a funcéo y(t) j& foi definida pela equagiio (4.68).
Na equagio (4.75), a funglio ER(z,t) representa o campo elétrico na superficie
do condutor da linha de transmisséo.

4.6.1 Determinagio do Campo Elétrico EZ(z,t)

Este campo elétrico pode ser determinado tomando a integral de linha do vetor
do campo elétrico E da figura (4.3). Essa integral fornece a tensiio v(z,t) entre o
condutor e o plano da terra na posigéio z e no instante do tempo . Portanto, tem-se:

o(et) =~ [ "B.dT = - / " (Badz + B,dy). (477)

Derivando a equagéo (4.77) em relacio a z, obtém-se:

Oz oz Oz
Introduzindo uma das equagdes de Maxwell, neste caso, que é:

dv(z,t) _ _ /a" (aEzdz + Qf’.s.r.dy) . (4.78)

vEB
VE = = (4.79)

e expandindo a equagdo (4.79) em coordenadas cartesianas retangulares, tem-se:

(%—M‘)? B2, - Bz, B, (4.80)
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Como E; # 0 no modo quase TEM, a equacio (4.80) pode ser resolvida e redu-
zida como abaixo:

0E, O0E, 0B, 0E. OE. 08B,
dz By + 5 ¢ 8z bz ot (4.81)
Substituindo a equacdo (4.81) na equagdo {4.78), tem-se:
Bv(z t) h(0E, 0B,
___,f ( )dx—/;(ay+at)dy. (4.82)
Simplificando:
Bv(z,t)__“i h d rk 2 5_
ol = ]0 Eydz o ]0 Budy— o jo (—B,dz + B,dy).  (4.83)

Na equar;ao (4.83), primeiro termo — / E.dr é considerado nulo. Segundo

termo —— / E.dy ¢ interpretado ﬁszcamente como a diferenca entre ¢ campo elé-
trico E (z h, t) existente ao longo do condutor e o campo elétrico E,(z, 0,¢) existente

a0 longo da superficie do plano da terra. A integral f (—Bydz + B.dy) do terceiro

termo & interpretada fisicamente da seguinte maneira: Considere uma trajetéria
qualquer entre a superficie do plano da terra e a superficie do condutor e caminhe
no plano z (figura 4.3) de um comprimento Az na direcdo z. Assim, é gerada uma su-
perficie arbitraria, apoiada no condutor e no plano da terra e que se estende por um
comprimento Az. O fluxo magnético que atravessa essa superficie dividido por Az,

h
quando Az tende a zero, é a quantidade dada pela integragio /0 (~Bydz + B.dy).
De acordo com a defini¢do de induténcia, essa Giltima integral pode ser escrita

como o produto da indutancia externa pela corrente i(z,£) que flui no condutor da
linha. Deste modo, a equagio (4.83) torna-se:

@Y B t) = Bu(z,0,8)] — L, 288

< = (4.84)
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Na equacéo (4.84), o campo elétrico E,(z,h,t) é exatamente o campo elétrico
que se encontra na superficie do condutor E¥(z,1). O campo elétrico E,.{z,0,t) é
considerado nulo pois a condutividade do plano da terra, o, é zero (plano de terra
ideal). Deste modo, a equacdo (4.84) pode ser escrita da seguinte forma:

Bv(z t) R az(z, t)
5 —EMz,t) — 5t (4.85)
em que:
e L. é a induténcia externa da linha por unidade de comprimento.
Da equagao (4.85) pode se obter o seguinte:
Ov(z,1) 0i(z,1)
R — ) _ i
EX(z,t) = Ep Ler Frant (4.86) |

Substituindo a equagdo (4.86) na equacio (4.75) e reorganizando, obtém-se:

dv(z, ov(zt) _

el Mlamﬂwwﬂw+Lw

8i(z, 1)
— . (4.87)

A equagio (4.87) & uma das equagbes bésicas do novo modelo da linha de trans-
miss3o. considerando o efeito skin. A segunda equacio pode ser desenvolvida to-
mando a integral de linha circular do vetor do campo magnético H. Essa integral
fornece a corrente (2, ¢) que flui no condutor da linha na posi¢do z e no instante de
tempo ¢. Entado:

m@xfﬁdeﬂmm+%@y (4.89)
Derivando a equacio (4.88) em relagéio a z, obtém-se:

Bi(z, t) = OH, .
5. ( 5 —dz + e d; ) (4.89)
Considerando a seguinte equacdo de Maxwell:
vE=7+ YD (4.90)

ot
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FExpandindo a equacéo (4.90) em coordenadas cartesianas retangulares, tem-se:

OH, OHy\_  (0H: OH.\_ _(0H, OH.\_, _
8y 0z ) “* "\ 8z Bz )T\ ez By ) 4T

aD,\ _, aD,\ _, 8D, _,
(Ja;“l" at)ax+(Jy+“§t~—) a,y+(Jz+ at)az. (4.91)

Como H, = 0, no modo TEM, a equagio (4.91) pode ser resolvida e reduzida
como abaixo:

oH, 8D, 8H, ap,

it A -z =T =¥
Gi=ltmt e Sr=dit ot (4.92)
Substituindo estes termos na equagio (4.89), obtém-se:
di(z,1) aD, 8D,
- mf(Jy+W) d:s—f(Jz-E- — )d.y. (4.93)
Isclando os fermos em comum:
0i(z,t) a8
e f (Jody — Jydz) - = f (D,dy — D,dz). (4.94y

Na equag8o (4.94), como no caso anterior, existe uma, interpretacio fisica. Cami-
nhe no plano 2, da figura 4.3 de um comprimento Az, na direcdo z. Tem-se, entdo,
uma superficie cilindrica que é delimitada por dois cfrculos normais ap condutor e
o plano da terra (superficie fechada). Nas laterais do cilindro, a condutividade do
meio dielétrico implica na existéncia de uma corrente de fuga. Portanto, de acordo

com a definicio de conduténcia, no primeiro termo a integral f (Jody — Jydz) pode
- ser escrita como o produto de conduténcia pela tens8o v(z,¢) na linha. Ao longo do
cilindro o fluxo elétrico que atravessa a superficie dividido por Az quando Az tende

a zero, & dado pela integracio f (Dpdy ~ Dydz) no segundo termo.

De acordo com a defini¢io de capaciténcia, essa Gltima integracio pode ser es-
crito como o produto de uma capacitincia pela tensfio v(z, ¢} na linha. Deste modo,
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a equagio (4.94) torna-se:

di(z,t) dv(z,t)
5, = Gov(z,t) + C"Wat (4.95)
em que:

¢ G, S/m é a conduténcia do meio dielétrico, por unidade de comprimento;

¢ C, F/m & a capacitiancia do meio dielétrico, por unidade de comprimento.

A equacdo (4.95) é a segunda equagdo que completa o conjunto das relagbes de
tensdo e corrente numa linha de transmissdo com as perdas do efeito skin.

E importante notar que no desenvolvimento, G,, L., e C, usados nas equacdes
(4.87) e (4.95) s8o definidos como pardmetros da linha de transmissio com perdas.
Os parametros sao obtidos nas condicOes estéticas, isto é, em corrente continua.

Os mesmos parimetros, usualmente, sdo calculados em funcio das dimensdes da
linha de transmissdo e das caracteristicas do condutor e do meio dielétrico. Assim,
os seus valores podem ser determinados utilizando as seguintes expressdes:

_ 270, Sfm
1 2R
R

Go (4.96)

_ B, 2k -
Lep = 27{1;; = Him (4.97)

C, = 27e,

= —— Fim
w2

(4.98)
= |

em que:
e g, 1 'm™2 & a condutividade do plano da terra;
e 1 F/ma é a permeabilidade do material do condutor;

e £, F/m é a permissividade do espago livre.
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4.7 Solugao no Dominio da Freqiiéncia

Toma-se as equagdes (4.87) e (4.95) que completam ¢ conjunto das relagdes de tensio
e corrente na linha de transmisséo com perdas do efeito skin e que foram desenvol-
vidas na sessfio anterior. A seguir, é apresentada a solugdo das mesmas no dominio
da freqiiéncia. Essa solugdo pode ser obtida aplicando-se, inicialmente, o teorema
da convolucio e o método da transformada de Fourier, obtém-se. Portanto:

‘“;iz) = ~[R) + jo(Lin(w) + L)) I(2) (4.99)

dl;iz) = ~[G, + jwCo|V(2) (4.100)

onde R(w) e Lin{w) representam os parametros do efeito skin da linha de transmis-
sdo e vao ser determinados no capitulo 5.

Essas duas equagdes descrevem um trecho, de comprimento infinitesimal dz, da
linha de transmisséo conforme mostra figura 4.4.

I(Z)b R(®) Lln(m) Lex. I(z +612.’)
__E:}_/YW_NY\
| L Viz+d
V(z) Go - CO (z+dz)
e dz od
>z

Figura 4.4: Circuito equivalente de um trecho, de comprimento dz, da linha de
transmissdo com perdas do efeito skin. .

Este circuito equivalente é uma modificacio do circuito equivalente apresentado
no capftulo anterior para a linha de transmissio com perdas da resisténcia do con-
ceito da corrente continua (ver a figura 3.2). As modificagbes incluem as perdas do
efeito skin representadas pela a resisténcia R(w) e pela induténcia interna L;,(w).
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As equagbes (4.99) e (4.100) constituem um sistema de equagdes diferencias de
duas equagoes e duas varidveis. Assim, para resolver este tipo de equagbes, inicial-
mente, deriva-se a equag¢do (4.99) em relagio a z o que resulta em:

2V ) dI
“‘3% = —[R(w) + jw(Lin(w) + Lez)] df-j)' (4.101)
Substituindo-se a equagéo (4.100) na equagio (4.101), tem-se:
d?V
“‘3}% =7V (z) (4.102)

onde:

e v & uma quantidade complexa chamada coeficiente de propagacio e é definida
por:

v = {/[R(W) + jw(Lin(w) + Lea)){Go + jwCo). (4.103)

Usando o método de separagao de varidveis, a equagdo (4.102) apresenta a se-
guinte solugdo:

V(z) = Vae ™7 + Vge™. (4.104)
Derivando a equagio (4.104) em relagio a z, obtém-se:

dv(z)

T = —Vae T + AVpeT. (4.105)

Isolando I(z) na equagdo (4.99) tem-se:

— 1 _dV(z)
R(@) + j(Lon(@) + L) dz

I(z) = ~ (4.106)
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Substituindo a equaggo (4.105) na equagio (4.106), obtém-se:

- Va -
I(z) = R(@) + jollam(@) + L) ©

YVE oy
- . - e7%. 4.107
R(w) + jw(Lin(w) + Lez) ( )
Agora, substituindo-se a equagdo (4.103) na equagdo (4.107), obtém-se:
7 G -
I{z)= 7 e 7 e (4.108)

onde:

e Z, é uma quantidade complexa que representa a impedéncia caracteristica da
linha e vale: .

7, = \/ R(w) + jw(Lin(w) + Lez) .

Ao (4.109)

As equactes (4.104) e (4.108) representam as ondas positivas e negativas de ten-
si0 e corrente em funcdo das varidveis V4 e Vg € essas ondas viajam ao longo da
linha de transmissdo com perdas do efeito skin.

Para determinar as varidveis V) e Vp, supde-se que existe uma linha de trans-
missao qualquer composta de um condutor de comprimento [ situada na direciio da
coordenada 2. Assume-se que esta linha est4 ligada a uma fonte qualquer caracteri-
zada por V, (que possui uma impedéncia interna Z,) de um lado e conectada a uma
impedancia de carga Z; na outra extremidade. A seguir, as condi¢Ges de contorno
desta linha sio apresentadas.

Para o inicio da Linha z = 0:

V(G) =V, — I{0) - Z,. ' (4.110)
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Para o final da linha z = [

V() _
Tw =% (4.111)

Portanto, para o inicio da linha (z = 0} a tenso e a corrente dadas pelas equa-
goes (4.104) e (4.108), respectivamente, podem ser escritas em fungio das condicGes
de contorno da seguinte forma:

V(O) =Vs+Vp (4.112)
AR
10)=2-2. (4.113)

Substituindo as equagdes (4.112) e (4.113) na equagio (4.110), tem-se:

Va VB)
Vv, =Vi— (5 — =] Z,. 4.1
it Vo=Vi- (£ -72) 2 (4114)
Separando os varidveis, obtém-se:
Va+ (-"ZZ*{) Vi = V:.; + (é) VB - VB- (4"1'15)'
Z, 2,

Multiplicando a equagio (4.115) por Z, e evidenciando, tem-se:

(Zs+ Z,)Va = VoZ, + (25 — Z,)V5. {(4.116)
Dividindo a equagdo (4.116) por (Z, + Z,), tem-se:

o  Ze Zs - zo ;
Va= (Zs n Z) Vet (zs n Z,,) Va- (4.117)

Ou ainda:

Zo
Zs+ Z,

va=( JVetToVs (4.118)
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onde:

e I'; & uma quantidade complexa que representa o coeficiente de reflexio no ini-
cio da linha e é definido por:

Zy - Z,
T Z+Z,

Para o final da linha (z = [), a tensfo e a corrente dadas pelas equacdes (4.104)
e (4.108), respectivamente, podem ser escritas na. seguinte forma:

I, (4.119)

V() = Vae ' + Vger! (4.120)
() = -‘Zf:ﬁ e % et (4.121)
[+] o

Substituindo as equagtes (4.120) e (4.121) na equagdo (4.111):

VAeﬂql + Vge"'l _
‘_/‘i . e'*'ri —_ Yﬁ . e‘rl - ZL, (4'122)
Z, Zo
Ou ainda:
VAe"’l+ VBeql = (%é) Vae " - (%E) Vse"l- (4.123)
o o
Agrupando-se:
(%E) Vae + Vperl = (‘g&)vw ~ Ve, (4.124)
o o '

Multiplicando a equagéo (4.124) por Z, e evidenciando, obtém-se:

(Zy + Zo) Ve = (Zp — Z,) Ve ™. (4.125)
Dividindo a equagdo (4.125) por (Z'L+Zo)e"'l, obtém-se:

. ZL - Z —a4l _
Vg = ( = Zo) Vae 7. (4.126)
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QOn ainda:
Vp =T, Ve 2t (4.127)
onde:

o T', é uma quantidade complexa que representa o coeficiente de reflexio no final
de linha e é definido por:

Zr — Zs
L =25 (4.128)
Substituindo a equacgio (4.127) na equagio (4.118), tem-se:
V= ( Z, ) V, + [, Vae . (4.129)
Zs i Zo H tir . .
Agrupando e evidenciando, obtém-se:
Z 1
Va=(5=2 ) V- . 4.130
AT\Z+Z/ 7 1T (4.130)
Substituindo a equacgdo (4.130) na equacio (4.127), obtém-se:
Z T,e-2?
Vo= ( o ) A : 4131
B\Z 1% 1 -T2 (4.131)

Substituindo as equactes (4.130) e (4.131) nas equagBes (4.104) e (4.108), obtém-

Z, e~ 4 T,e~72k3)
Viz) = ) v, .
@) (Z, + Z, 1 - Tedt (4.132)
‘/8 e 7 — Fre“q(zz‘z)
10)=(527) e (4.133)

As equagies (4.132) e (4.133) representam as ondas positivas e negativas de ten-
sio e de corrente em funcio dos coeficientes de reflexfo no inicio e no final da linha
¢ que essas ondas viajam ao longo da linha de transmissfo com perdas do efeito skin. -
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Assumir-se que Z, = 0, para evitar o efeito da impedancia interna da fonte, e
considerar uma linha de transmissio casada (Z; = Z,) ou uma linha infinita para
evitar as reflexbes no final da linha, as equagbes (4.119) e (4.128) podem tomar a
seguinte forma:

I, =-1 (4.134)

I[,=0 (4.135)
e conseqiientemente, este resultado implica que as equagdes (4.130) e (4.131) valem:

V=V, (4.136)

Ve =0. (4.137)

Com a determinacdo das varidveis V4 e Vp, as equacdes de tensdo e corrente
(4.104) e (4.108) podem ser reescritas na seguinte forma:

V(z) = Vie ™ (4.138)

I(z) = agf-e""z. (4.139)

o

Considerando a fungéo V, (a fonte) como variagio senoidal, tem-se:
Ve = Vine!* (4.140)
em que: '
s V,, é o amplitude de onda transmitida;
o wt=2rfi.
e definindo as partes real e imaginaria da funcio « por:
y=a+j8 (4.141)
em que:
e arad./méo coeﬁcieﬁte de atenuacio;
¢ B rad./m é o coeficiente de fase.
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Assim, as equagdes (4.138) e (4.139) podem tomar a seguinte forma:
v(z,t) = Vg%l wt—52) (4.142)

i(2,8) = (gﬂ) g0 gilut=pz), (4.143)

Introduzindo a forma polar da fungdo Z, definida pela fungio (JZ,| /) e to-
mando a parte real, tem-se:

v(z,wt — B2) = Ve™* cos(wt — Bz) {4.144)}
. Vi _
(z,wt — o — B2) = Z ,e ** cos(wt — ¢ ~ Bz) (4.145)

onde

* |Z,| e ¢ sdo, respectivamente, médulo e angulo da funciio Z, e sdo definidos por:

|2} = J Bw)+ wigfgg(w) + Lea)” (4.146)
olfor (S e
Para uma solugio geral, o e 3 siio definidos por:
@ = |v|cosy (4.148)
B = |y|sing | @.149)

onde

* || e ¢ s8o, respectivamente, médulo e angulo da funcio « e sdo definidos por:

1 = VIR (W) + 2(Lin(@) + Lox)PC, (4.150)



4.7. SOLUCAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA 65

Y= % [tan"‘ (W(Li“g&;- LB”)) + g-] . (4.151)

O angulo "72: que aparece nas equagdes (4.147) e (4.151) significa que o parmetro
G, € desprezado por ser muito pequeno e também para facilitar o analise.

Os termos (wi — Bz) ou (wt — ¢ — Bz) que aparecem nas equagbes (4.144) e
(4.145), respectivamente, representam a relagio de fase tanto de tensio quanto de
corrente senoidal em qualquer ponto z ao longo da linha e em qualquer tempo ¢.

O comportamento da relagdo de fase, tanto da tensdio como da corrente, em
qualquer ponto da linha & constante, ou seja:

wt — Bz = K = constante. {4.152)
Tomando a derivada da equacéo (4.152) em relagio ao tempo £, tem-se:

W~ - =0, (4.153)

Isolando-se:

(4.154)

d
Na equagio (4.154) o termo «&% representa a velocidade de fase de um ponto
constante de fase e ser4 representada pelo simbolo v,. Portanto, tem-se:

(g

| %= g (4.155)
As equacbes (4.146) e (4.147), representam as ondas instantineas de tensdo e
corrente propagando ao longo da linha de transmissdo com perdas. Essas equagdes
podem ser utilizadas nas simulagdes de ondas de tensdo e de corrente em qualquer
posigao z a0 longo da linha. Um caso interessante é estudar e analisar tanto a tensio
quanto a corrente previstas no final da linha com perdas 3 partir de uma onda de
tensdo aplicada no inicio da mesma. Portanto, para o infcio da linha (2 = 0), as

equacGes (4.146) e (4.147) podem tomar a seguinte forma:

(0, wt) = Vi, cos(wt) (4.156)
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(0, wt — @) = == cos(wt — ¢). {4.157Y

! o
Para o final da linha (z = {), as equagbes (4.146) e (4.147) valem:

v(l,wt - Bl = Vme""icos(wt -3 {4.158)

i(lwt—¢— 80 = Em| "”lcos(wt—qﬁ Bh. {4.159)

Os resultados obtidos pela equagio (4.156), como onda de tensdo senoidal apli-
cada no inicio da linha, e pelas equagdes (4.158) e (4.159), como ondas de tensio
e corrente previstas no final da linha junto com os resultados obtidos das equagbes
(4.146), (4.147), (4.148), (4.149) e (4.155) que sdo médulo da impedéncia caracte-
ristica, Angulo da impedancia caracteristica, coeficiente de atenuacso, coeficiente de
fase ¢ a velocidade de propagacio de fase, respectivamente, vio ser apresentados
para efeitos de comparagdo no capitulo 6.



Capitulo 5

Aplicacao de uma Formulacao
Proposta para o Calculo da
Resisténcia e da Indutancia Interna
do condutor cilindrico

5.1 Introducao

Este capftulo apresenta a aplicagdo da formulagio de uma nova técnica proposta
para o calculo e andlise grafica da resisténcia e da indutéancia interna em um con-
dutor s6lido e cilindrico em ampla faixa de fregiiéncia {de zero a uma freqiiéncia de
10 Hz ou mais se necessério). Também & apresentado um estudo amplo com uma
analise grafica do efeito skin para alguns materiais condutores selecionados.

E necessério uma correta caracterizagio e simulacio do efeito skin pois o mesmo
estd presente em diversos aplicagdes. Dentre elas, pode-se citar a importancia em.
projetos de sistemas elétricos e eletronicos, sistemas que apresentam freqiiéncias ele-
vadas ou mesmo redes de transmissio de dados. Através de uma correta modelagem
do efeito skin, o desernpenho e precisio em sistemas pode ser melhorado. Afim de
tornar mais precisa a simulagao computacional do efeito skin, deve-se aperfeicoar os
modelos mateméticos dos componentes elétricos e eletronicos. Na pratica, os mo-
delos devem ser os mais realfsticos possiveis dentro das limitacbes computacionais.
Finalmente, o objetivo deste capitulo é demonstrar um célculo exato e preciso da
resisténcia e induténcia interna devido ao efeito skin.

A metodologia consiste em aplicar o teorema da convolucio e 0 método da trans-
formada de Fourier 4 formulagio transitéria do csleulo da corrente para a secio
transversal do condutor sélido e cilindrico desenvolvida no capitulo anterior. Assim,

67
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a formulacdo obtida & exata e representa a admitancia interna complexa do efeito
skin em um condutor sélido e cilindrico.

Como conseqiiéncia a impedéncia interna complexa do efeito skin para o0 mesmo
condutor pode ser obtida. A parte real dessa impedancia representa a resisténcia do
efeito skin e a parte imaginaria dividido por w representa a indutancia interna para
o mesmo efeito.

5.2 Aplicagao da Formulagao da Técnica de Bessel

Na técnica de Bessel, a impedancia interna complexa do condutor s6lido e cilindrico é
obtida como a razéao entre a queda de tens@o ao longo da superficie e a corrente total
num circuito fechado (Matick [8] and Chipman [9]). Assim, o valor da impedéancia
variando na fregiiéncia vale:

_ jwp ‘_u_ber(u)-é-jbeé’(u)
29 =5k (agi)(ber'(uwbef(u)} o

= R(w) + jwLlip(w) Q/m. (5.1)

Na equagdo (5.1), a variavel u é definido por:

u:ﬁg = 6=' (W;M)% (5.2}

em que:
e Rméo ré.io do condutor;
e f Hz é a freqgiiéncia;
e p H/m é a permeabilidade do material do condutor;

e o {}/m*¢ a condutividade do material do condutor.
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A permeabilidade é usualmente definida por:

H= ollr Him (5.3)

em que

e y, H/m & a permeabilidade do espago livre;

* L € a permeabilidade relativa do material do condutor.

As partes real e imaginéria da fungio Z(w) dada pela equagio (5.1) sdo definidas
por:

_ 1 [ uf Tber(u)bei (u) — bei(u)ber (u) o
Rw) = 5\ 2me [ {ber ()12 + {bei (w) ]2 ] & (54)
_ 1 juf [ber(u)bei (u) + bei(u)ber (u)
whin(w) = RY 270 [ {ber’ (w)}? + {bei’ (u)}2 } 2/m. (5.5)

A equagdo (5.4), como componente real da equagio (5.1), representa, a resistén-
cia do condutor devido ao efeito skin. A induténcia interna do condutor devido ao
efeito skin pode ser obtida dividindo a equacio (5.5), como componente reativa da
equagdo (5.1), por w. O resultado é dado por:

1 [ pf [ber(u)bei'(x) + bei(u)ber (u) ’
L =g R o] 69

As fungBes ber(u) e bei(u) e as suas derivadas ber'(u) e bei' (u) sdo funcdes de
Bessel usualmente definidas por:

oo (§)2k e '
ber(u) = ké:g k!T(’? Ty ( 1 ) (5.7)
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o = 2k(EPT (okn

ber (u) = ;ﬂ kII‘(2k+ ) cos ( 1 ) (5.8}
. _ Jo<] (H)Zk ' . Sk

bei(u) = ;;; k!}f‘(gk ) sin ( 1 ) (5.9)
S = (B ok

bei (u) = g k!I‘(zk gy sin ( y ) ) (5.10)

As razBes entre a resisténcia R(w) e Ry, entre a componente reativa wl(w) e
Ry, e entre a induténcia interna L;,(w) e Ly sdo formulados da seguinte maneira:

Rw) R {ber(u)bez"(u}w bei(u)ber’(u}} (5.11)
Ree  6v2[ {ber'(u)}? + {bei' (w)}? l

wlin(w) _ R [ ber (u)bei (u) + bei(u)ber'(u)»} (5.12)
R 8v2 | {ber' (u)}? + {beil (u)}? ’

Lin(w) 44 ber(u)bei (1) — bei(u)ber (u) _
A == = 19

em que:

o Ry (/m é a resisténcia de corrente continua (CC).do condutor;

. La. H/m é a indutincia interna de corrente contfmua (CC) do condutor.

Os valores desses parametros séo calculados nas condigfes estéticas, isto é, em
corrente continua utilizando as seguintes expressoes: _
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Ry = —= Q/m (5.14)
. Holtr
de = _871' H/m (5.15)

5.3 Aplicagdo da Formulagiao da Técnica Proposta

Na formulagdo da nova técnica é necessario retomar a equacio (4.67) desenvolvida
no capitulo anterior junto com a equagio (4.68). Portanto, tem-se:

t
i) = [ y(t—7)- ER(r)ar (5.16)
onde a fungdo y(t) é dada por: '

4 =
y(t) = ;Zexp( s ()) (5.17)

k=1
Aplicando o teorema da convolucdo para a equagdo {5.16), obtém-se:

i(t) = y(t) * EF(2). (5.18)
Aplicando a transformada de Fourier, obtém-se:

F{it)} = F{y(@®)} » F{EF®)}. (519
Ou ainda:

I(w) = ¥(w}- BRw: (5.20) -

Na equagdo (5.20), a funglo Y (w) representa a transformada de Fourier da fun-
géo y(t), dada pela equacio (5.17). Nota-se que essa funglo representa a admitancia
complexa interna do condutor sélido e cilindrico. Assim:

YO =Fem =Ty —a— & (521
,uaR2
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Simplificando-se:
Y=Y por o (5:22)
- = Br+jwl Om )
onde os variaveis By e L sdo definidos por:
By = & Q/m {5.23)
dno R?
L-£ Him (5.24)
4
em que:
o & é a k-ésima raiz da funcio de Bessel Jy(z) = 0;
e o 2/m? & a condutividade do material do condutor;
e Rmé o'raio do condutor;
e u H/m é a permeabilidade do material do condutor.
A permeabilidade & usualmente definida por:
B = Hoftr Hjm | (5.25)

em que:

¢ u, H/m permeabilidade do espago livre;
s u, permeabilidade relativa do material do condutor.

A k-ésima raiz & da fungdo de bessel J,(z) = 0 pode ser calculada utilizando a
expressio simples apresentada no capitulo anterior que vale: :

& = gﬁ%—-})ﬁ +3- (5.26)
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As equagdes (5.22)-(5.24) indicam que o & & proporcional ao k, embora, o termo
yr{w) da soma na equagio (5.22) (k-ésimo circuito da admitancia interna complexa)

seja proporcional ao —. Isto significa que essa soma converge e pode ser conside-

rada como uma boa maf;,xeira para determinar os valores exatos da admitancia interna
complexa do condutor sélido e cilindrico em qualquer fregiiéncia. Além disso, essas
equagOes geram uma interpretagdo interessante para a admitancia interna complexa
de uma segéo transversal de um condutor sélido e cilindrico. Portanto, o lado direito
da equagdo (5.23) pode ser considerado como um modelo que representa a admitan-
cia interna complexa da se¢io transversal do condutor sélido e cilindrico (figura 5.1).

L R,
L 3

Figura 5.1: Médulo da admiténcia interna complexa da segio transversal do condu-
tor s6lido e cilindrico

Este modelo, como mostra a figura. 5.1, consiste em uma rede de circuitos para-
lelos em que cada circuito é composto de uma resisténcia, B e uma induténcia . O
k-ésimo circuito dessa admiténcia interna complexa é dado por:

(5.27)

Logicamente, a impedéncia interna coroplexa pode ser obtida da equagio {5.20)
reescrita na seguinte forma: :

E}w) =I(w)- Z(w) (5.28)
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onde:

e Z(w) é a impedéncia interna complexa e definida por:

1

Z(w) = Y(w)

Q/m. (5.29)

Substituindo a equagéo (5.22) na equagio (5.29}, obtém-se:

1
1

,f\;‘; Ry + jwl

Z(w) = Q/m. (5.30)

Multiplicando o denominador da equagio (5.30) pelo conjugado, obtém-se:

1

By, L
ZW-’EW

Z(w) =

Q/m. (5.31)

Multiplicando a equagfo (5.31} pelo conjugado, obtém-se:

oo Rk

E ST O,

R+ oL
2(w) = e+
(,Z: B +w2L2) i (,; B +w2L2)
L
E S TEWEI
H+ T |
il Q/m. (5.32)

2
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Ou ainda:
Z(w) = R(w) + jwly(w) Q/m (5.33)

onde:
* R(w) Q/m é o parametro da resisténcia devido ao efeito skin, e & definida por:

oo R
R(w) = ,fz-; R} 4+ w?L?

f: B\ 2 i L :
= RE+wRL? — R +w?l?

Qfm (5.34)

¢ Lin(w) H/m é o parametro da indutancia interna do efeito skin definido por.

Z VSR F]
L) = b o1 ; Hmo (539
k

(Em) ~ (& 7om)

O moédulo e o ngulo da fungio Z(w) sio definidos por:
' 1Zw)] = R(w) + w2 LE, (W) Q/m (5.36)
_ -1 &)Lm(&a’) ;
0 = tan (———-—R @ ) rad. (5.37)

UNi Cz;;“? |

Bi Bi.if;f‘ﬂf“gg CENTRA
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As razdes entre a resisténcia R(w) (componente ativa) e wl;,(w) (componente
reativa) da fungio Z(w), equagdo (5.33), e Ry, e entre a induténcia interna L;,(w) e
Ly, séo de grande interesse para anélise do efeito skin e sdo formulados da seguinte
maneira:

Rw) é dada por:
Ry

A razdo

1 o
R(w) Z Z Ri+ w2L2
R B, = L Y\ (5.38)
(Zﬁraﬁ +“G§ﬁ$ﬁﬁ)
. whip(w)
A razdo ———— & dada por:
Ry b
R oo
wLin(w) “Z"“ ,; R: + szz |
Ra = = (5.39)
( Z . 2 2) +w? (; Z L 2 2)
= B +WfL R +w?L
A razao m( ) ¢ & dada por:
2 2

de x, L z
G? +wy)+ﬁ@§§:3ﬁ}

As equagdes (5.38)-(5.40) sdo de grande interesse na anslise do efeito skin.

Onde

e Ry Q/m é a resisténcia da corrente continua (CC) do condutor;

o Lg H/m é a indutancia interna da corrente continua (CC) do condutor.
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Os valores desses parametros sdo calculados nas condigbes estéticas, isto é, em
corrente continua. Assim, os mesmos pardmetros sfo definidas por:

1
Ry = —— Q/m (5.41)
=K

Um programa simples foi elaborado na lingnagem C, e os resultados obtidos sio
apresentados na préxima secfo.

5.4 Resultados e Discussao

Inicialmente, um tdpico importante precisa ser discutido e analisado. Esse topico
aborda o critério de convergéncia dos somatérios infinitos que aparecem nas equa-
gdes (5.32), (5.34), (5.35) e (5.38) & (5.40). A analise mostra que, para um resultado
mais preciso, o critério da convergéncia desses somatérios infinitos € alcangado pela
selecio de um nimero finito de £ adequado (niimero de termos de cada somatério).
A anélise também mostra que o ntimero finito de k& depende da freqiiéncia, do raio
do condutor e do material do mesmo. Assim, em baixa freqiiéncia para qualquer
raio do condutor e para qualquer material, os resultados podem ser obtidos com a
escolba de um valor do ¥ relativamente pequeno. A medida que a freqgiiéncia au-
menta, deve-se aumentar o valor de k. Para uma dada freqiiéncia, quanto maior o
raio do condutor, maior deve ser o valor de k para que a convergéncia seja obtida.

E interessante ser discutido e analisado o caso em que a freqiidéncia é zero na
equagdo (5.22). Usando a expressio (5.26) e com a escolha de ntmero finito de &
adequado, resulta no valor da resisténcia da corrente continua. Também, as equa-
¢Bes (5.34) e (5.35) vao ser reduzidas para aquelas j4 conhecidas como expressdes da
corrente continua. Mas & medida que a fregiiéncia aumenta, R{w) tende a aumen-
tar e Lj(w) diminui linearmente e proporcionalmente a raiz quadrada da fregiiéncia.

A resisténcia e a induténcia interna de um condutor cilindrico de cobre foram
calculados a partir da formulacdo da técnica proposta desenvolvida (curvas com
linhas sélidas) e também & partir da formulagio da técnica de Bessel (curvas mar-
cadas com cfrculos). Foram consideradas diversas valores para o raio do condutor.
Os resultados desta comparagdo sio mostrados na figura 5.2.
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[¥/m}
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Fregiiéncia fHzl

Figura 5.2: Comparagio na resisténcia do efeito skin entre a técnica proposta e a
técnica de Bessel para o condutor sélido e cilindrico de cobre

Na figura 5.2, pode ser observado que os resultados obtidos pela nova técnica
apresentam concordéncia com 08 resultados obtidos da literatura. Os resultados
investigam a resisténcia do efeito skin, indutédncia interna, impedéncia, ingulo de
fase e a impedéncia normalizada como fun¢io da freqiiéncia para o condutor sélido
e cilindrico de cobre. :

A figura 5.3 mostra o comportamento da, resisténcia efetiva do efeito skin. Como
exemplo, para o condutor de raio R = 1,0 mm a resisténcia comeca do seu valor
CC (5,413 x 10™3Q)/m) e permanece constante em uma faixa de freqiiéncia baixa
até que a freqiiéncia atinja aproximadamente 10* Hz. Com aumento da freqiiéncia,
a resisténcia aumenta linearmente. A figura mostra também gue os condutores de
raios pequenos sdo menos afetados nas freqiiéncias relativamente baixas. :

O comportamento da induténcia interna efetiva do efeito skin é mostrado na
figura 5.4. Essa figura mostra que a indutdncia interna decresce 4 medida que a
fregiiéncia cresce.Para qualquer raio do condutor a.indutincia interna comega do
seu valor CC (5,0 x 10~% H/m). Como exemplo, para o raio do condutor R = 1,0
mm a indutdncis interna comeca decrescer do seu valor CC quando a fregiiéncia
atinge aproximadamente 10% Hz. A figura mostra também que os condutores de
raios pequenos sdo menocs afetados nas freqiiéncias relativamente baixas.

hY
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Figura 5.3: Resisténcia do efeito skin para um condutor sélido e cilindrico de cobre

[Htm]

fndutancla interna

Figura 5.4: Indutancia interna do efeito skin para um condutor sélido e cilindrico
de cobre '
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O comportamento da impedéncia e o Angulo de fase do efeito skin & mostrado
nas figuras 5.5 e 5.6.

Na figura 5.5, a impedancia em médulo aumenta com o aumento da fregiiéncia
e apresenta um perfil completamente igual ao perfil da resisténcia. Como exemplo,
para o raio do condutor R = 1,0 mm a impedancia apresenta aproximadamente o
mesmo valor da resisténcia de corrente continua. Todavia, com aumento da freqiién-
cia a impedéncia aumenta linearmente.

Por outro lado na figura 5.6 o &ngulo de fase aumenta com o aumento da freqiién-
cia. No caso de o raio do condutor R= 10,0 mm como exemplo, na, faixa da freqiién-
cia relativamente baixa (de zero a 10% Hz) sua razéo de aumento & alta devido &
influéncia da componente resistiva, enquanto para as faixas de freqiiéncia média e
alta (entre 10° Hz e 108 Hz), sua razic aumenta pouco ou ainda é constante de-
vido & influéncia da componente reativa. Nas freqiiéncias altas (acima de 10° Hz),
o componente reativa € muito alta fazendo com que o angulo de fase apresenta o
valor maximo que € 0,785 radiancs ou 45 graus. A figura mostra também que
os condutores de raios pequenos sio menos afetados nas freqiiéncias relativamente
baixas.

f/m}

impedance

- R=0,1mm
- = R=10mm
Yo R240,0 min

10° 10° 10 10* 10° 10% 102

Figura 5.5: Impedéncia do efeito skin para um condutor sélido e cilindrico de cobre
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[rad}
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Figura 5.6: Angulo de fase do efeito skin para um condutor s6lido e cilindrico de
cobre

Outras relagbes importantes usualmente de interesse no estudo e analise do efeito
skin, s3o as razdes entre resisténcia R(w) (componente ativa) e a resisténcia da cor-
rente continua Ry, entre wl;,(w) (componente reativa) e a resisténcia da corrente
continua Ry e entre a induténcia interna, Ly, (w) e a induténcia interna da corrente
continua L;. como componentes normalizadas. A figura 5.7 mostra os resultados
obtidos pars um raio de um condutor B = 1,0 mm.

A figura mostra que tanto a normalizacgo resistiva como a normalizacio da ra-
z80 entre a componente reativa e a resisténcia de corrente contfnua apresentam um
aumento quando se aumenta a freqiiéncia e ficam bem préximos mas néo sio iguais.
nas faixas de freqiiéncia média e alta. A figura também mostra que a componente
reativa normalizada comega com um valor pequeno e aumenta linearmente com au-
mento da freqiiéncia, enquanto a componente resistiva normalizada comeca com o
valor da unidade e apresenta um perfil semelhante & da resisténcia e por fim, a
componente normalizada da indutincia interna comeca com o valor da unidade e
apresenta um perfil decrescente.
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imedancia normatizada

10 10°
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Figura 5.7: Componentes normalizados da impedancia do efeito skin para um con-
dutor sélido e cilindrico de cobre

5.5 Uma Contribuicao para Anailise Grafica de Al-
guns Materiais Condutores Selecionados

Todos os materiais utilizados nos sistemas elétricos e eletronicos s8o classificados
como condutores ou isoladores do ponto de vista de suas condutividades elétricas o.
Sdo chamados como diamagnéticos, paramagnéticos e ferromagnéticos a partir de
seus valores de permeabilidade relativa u,. A anélise grafica apresentads aqui trata
apenas os materiais condutores. A tabela 5.1 mostra alguns materiais condutores se-
lecionados com suas respectivas condutividades elétricas e permeabilidades relativas.

As figuras 5.8 e 5.9 mostram algumas curvas de resisténcias e induténcias inter-
nas do efeito skin para alguns materiais selecionados. O cobre é caracterizado por
sua alta condutividade elétrica e sua permeabilidade relativa préximo a unidade e
alguns cutros materiais que sdo caracterizados por suas condutividades menores que
o cobre e suas permeabilidades relativas préximas a unidade, como por exemplo: o
aluminio, o latdo e o chumbo (veja a tabela 5.1).
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Tabela 5.1: Alguns materiais condutores selecionados com suas conductividades
elétricas e suas permeabilidades relativas

Materiais | Conductividade Permeabilidade
(o) tm~1 at 20°C | Relativa (u,)

Prata 6,10 x 10° 0, 9999

Cobre 5,88 x 107 0, 999991

Aluminio | 3,96 x 107 1,0002

Latdo 2,56 x 107 0, 99991

Cobalto 1,60 x 107 250

Niquel 1,45 x 107 600

Ferro 1,03 x 107 5, 000

Chumbo | 5,06 x 10° 0, 999983

i}

Resisténcla

107
10

i I3
10 10t 10°

Freqiéncia  [HZ

Figura 5.8: Comparagio da resisténcia do efeito skin.

Para a comparacdo e como exemplo, as curvas s3o plotadas para um raio de
condutor R = 1,0 mm. As figuras mostram que, pars cada material condutor, a
resisténcia aumenta e a indutincia interna diminui com o aumento da freqiiéncia.
Devido a diferenga na condutividade elétrica e a semelbanca na permeabilidade re-
lativa, os valores iniciais das resisténcias sdo diferentes, comecam com os valores da
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Figura 5.9: Comparagéo da indutincia interna do efeito skin.

corrente continua (5,41 x 1073Q/m para o Cobre e 12,43 x 1073Q/m para o Latéo),
enquanto os valores das inutdncias internas sdo iguais e também comecam com os
valores da corrente continua (5,0 x 10% H/m para todos os materiais selecionados).
Estes valores permanecem constantes iguais a0 valor da corrente continua nas faixas
da freqiiéncia baixa (até 10* Hz para o Cobre e até 10° Hz para o Chumbo).

As figuras 5.8 e 5.9 também mostram que os materiais condutores com baixa
condutividade elétrica sdo menos afetados nas faixas de baixa freqiiéncia. Entre-
tanto, eles apresentam uma resisténcia muito grande nas faixas de freqiiéncia alta
e muito alta. Por outro lado, as figuras mostram que a induténcia interna comeca
do seu valor de corrente continua. Materiais condutores com baixa condutividade
elétrica sfo menos afetados em todas as faixas de freqiiéncia.

Os resultados gréficos da resisténcia e da induténcia interna do efeito skin de
alguns materiais condutores como: o cobalto, o niquel e o ferro sio mostrados nas
figuras 5.10 e 5.11. Estes materiais sdo caracterizados por condutividades elétricas
baixas e permeabilidades relativas altas em comparacio com o cobre. Fsses resulta-
dos, como exemplo, s&o obtidos para um raio de um condutor de R = 1,0 mm. -
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Figura 5.10: Comparagéo da resisténcia do efeito skin.
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Figura 5.11: Comparacio da indutincia interna do efeito skin.

Os resultados obtidos nas figuras 5.10 e 5.11 mostram que, para cada material
condutor, a resisténcia aumenta e a indutincia interna diminui, a partir de seus
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valores de corrente continua, com aumento da freqiiéncia. Os resultados também
mostram que os materiais condutores de condutividade elétrica baixa e de perme-
abilidade relativa alta apresentam altos valores de corrente continua tanto para a
resisténcia quanto para a indutdncia interna em comparagdo com os valores da re-
sisténcia e da indutdncia interna do material condutor de cobre. O aumento da
resisténcia e a diminuicdo da indutancia interna se inicia na faixa de freqiiéncia
baixa. Também, os resultados mostram que a medida que 2 condutividade elétrica
decresce e a permeabilidade relativa cresce, o material condutor apresenta alto valor
de resisténcia até mesmo nas faixas de freqiiéncia baixa e sua induténcia interna
comega decrescer em fregiiéncias muito baixas.



Capitulo 6

Aplicacoes em Linhas de Transmissao

6.1 Introducao

Este capitulo apresenta, inicialmente, anslise grifica e outra matemética dos para-
metros da linha de transmissiio, levando em consideragio o efeito skin, em funcéo
da freqiiéncia. Também sio apresentadas comparagBes com os mesmos parimetros
em corrente continua. Como conseqiiéncia, as analises grafica e matematica sdo
estendidas para as caracteristicas da linha. Por 1iltimo, dois exemplos de diferentes
casos de aplicagbes em linhas de transmiss3o sfo apresentados. Nestes exemplos, as
tensGes e correntes no final de uma linha de transmiss@o sdo simuladas utilizando
o0s trés modelos.

No capitulo 2, foi elaborado um algoritmo computacional capaz de modelar e re-
solver linhas de transmissao sem perdas. Posteriormente, no capitulo 8, um modelo
para linhas de transmissio com perdas foi introduzido. Finalmente, no capftulo 4, o
efeito skin foi incorporado de modo a tornar o modelo mais completo. Todos estes
modelos verificam a importancia do efeito skin nas linhas de transmissdo e também
validam todos as formulagdes desenvolvidas nos capftulos citados anteriormente. Os
algoritmos computacionais apresentados no, apéndice [B], sfo utilizados para simu-
lagOes graficos das tensdes e correntes no final de uma linha de transmissio a partir
da aplicagio de uma onda de tensiio senoidal no inicio da mesma.

6.2 Parametros da linha de transmissao

De acordo com o capitulo 2, para o caso de linhas sem perdas os parametros sio
calculados nas condigGes estéticas. Para o modelo com perdas, além dos parametros
de linha considerados no modelo sem perdas, também sdo introduzidas perdas mini-
mas do condutor devido a sua resisténcia em corrente contfnua e também perdas do

&7
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meio dielétrico devido & corrente de foga. Essas perdas séo aproximadas e represen-
tadas pelos parmetros apresentados nas equagdes (3.18) e (3.19) (capitulo 3). Esses
pardmetros também s8o calculado nas condigGes estéticas, isto é, para corrente con-
tinua. Posteriormente, o modelo que permite considerar as perdas devido ao efeito
skin é introduzido. Deste modo, os parametros da corrente continua (resisténcia e
induténcia interna do condutor) sdo substituidos pelos correspondentes parametros
em que se considera o efeito skin. Esses altimos sdo apresentados pelas equaces
(5.34) e (5.35) no capftulo § em que sdo calculados para qualquer valor de fregiiéncia
inclusive para a corrente continua (freqiiéncia de valor zero).

Matematicamente, todos os parAmetros da corrente continua sio fungdes das ca-
racteristicas do condutor e do meijo dielétrico e ndo variam com a fregiiéncia. Por
outro lado, o efeito skin faz com que os pardmetros variem com a fregiiéncia mesmo
sendo fungdes das caracteristicas do condutor e do meio dielétrico.

Nas figuras 6.1 ¢ 6.2 sio apresentados graficos das resisténcias R(w) e das in-
dutancias internas L;,(w) variando com a freqiiéncia. Nestes graficos as linhas tra-
cejadas representam os pardmetros em que se considera o efeito skin, j4 as linhas
continuas representam a variacdo com a freqiiéncia dos parimetros de corrente con-
tinua (R, e L;y).
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Figura 6.1: Valores das resisténcias de condutores de cobre de diferentes raios.
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Figura 6.2: Valores das induténcias internas de condutores de cobre de diferentes
raios.

As figuras 6.1 e 6.2 mostram que para qualquer raio especifico de um condutor,
os valores dos pardmetros R(w) e L;,(w) s8o idénticos aos de corrente continua em
baixas e medias fregiiéncias, por exemplo, sio idénticos até o valor de freqiiéncia
de 10° Hz para o raio de R = 0,1 mm. A medida que a fregiiéncia aumenta, R{w)
aumenta linearmente e proporcionalmente 4 raiz quadrada da freqiiéncia enquanto
Lin(w) diminui linearmente e tende a um valor nulo. J4 os parimetros da corrente
continua R, e L;, permanecem constantes para qualquer freqiiéncia.

As figuras também mostram que para condutores de raios relativamente pequenos -
os valores de R(w) e Lin(w)} nio sofrem grandes alteracbes em freqiiéncias relativa-
mente baixas. De acordo com a comparagio apresentada na figura 5.2 (capitulo
5) os resultados obtidos na figura 6.1 mostram que R(w) apresenta uma excelente
concordéncia com os mesmos resultados obtidos em [8].

6.3 Caracteristicas da linha de transmissao

As' caracteristicas da linha de transmissio a, 8, Z, e Y, variam com a freqiiéncia e,
a0 mesmo tempo, variam com os parfimetros da corrente continua e do efeito skin
discutidos na secdo anterior. Portanto, essas caracteristicas devem ser afetadas se
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houver qualquer mudanca nos respectivos parametros. Conseqgiientemente, a varia-
Gao nessas caracteristicas vai afetar a operacio da linha de transmissao.

No caso do modelo sem perdas, o coeficiente de atenuagio o é nulo. No entanto,
para 0 modelo com perdas e também para o modelo do efeito skin o valor de o varia
em funcio da freqgiiéncia. A figura 6.3 mostra o comportamento do coeficiente de
atenuagao de linha de transmissio com perdas, sem influéncia do efeito skin (linhas
continuas) e com influéncia do efeito skin (linhas tracejadas), considerando um con-
dutor de cobre com diversas valores de raio.

10° ' T i . ’
—o_(Com perdas devido a aresisténcia da corrente continus .
— - -afw) {Com perdas devido a0 efefto skin) .

-1 -

10 ¢

{radim)

Coeficlents de atenuagio {«}

10‘7 ’ i 1 M i i
10° 10° 10* 10° 10° 10
Fregliéncia f1373]

16

Figura 6.3: Comparagio de coeficiente de atenuagio de condutores de cobre de
diferentes raios. :

A figura 6.3 mostra que nas faixas de baixa freqiiéncia os dois coeficientes apre-
sentam 0 mesmo comportamento pois nessas faixas as resisténcias R, e R(w} séo
praticamente iguais. Entretanto, a medida que a freqiiéncia aumenta, @, permanece
constante e o(w) aumenta linearmente e proporcionalmente com a raiz quadrada da,
freqiliéncia devido ao aumento linear em R(w). A figura também mostra que os con-
dutores de raios menores sio menos afetados nas faixas de fregfiéncias relativamente

baixas.

A figura 6.4 mostra uma anslise comparativa grafica do coeficiente de fase 8 em
funcdo da freqiiéncia para um condutor de cobre de diferentes raios.
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Figura 6.4: Comparagfio de coeficiente de fase de condutores de cobre de diferentes
raios.

Na figura 6.4, 5 do modelo sem perdas, representada pelas linhas continunas,
apresenta um valor muito pequeno em baixas freqiiéncias que aumenta linearmente
com aurmento da freqiiéncia. J4 8 do modelo com perdas sem o efeito skin, represen-
tada pelas linhas pontilhadas, e 8 do modelo com perdas considerando o efeito skin, -
representads pelas linhas tracejadas, apresentam um perfil semelhante (para cada
raio} nas faixas de freqiiéncias baixas onde a influéncia do efeito skin & desprezivel.
A medida que & fregfiéncia. aumenta, 4 do modelo com perdas sem o efeito skin
aumenta e tende a apresentar wm valor igual ao valor do 8 do modelo sem perdas.
Por outro lado, 5 do modelo com perdas considerando o efeifo-skin aumenta e tende
& apresentar um valor menor.

Em altas freqiiéncias a parte real de § do modelo com perdas, considerando ou
ndo a influéncia do efeito skin, sfo desprezadas. Assim, as equagbes (3.73) e {4:149) -
vio ser reduzidas para as expressdes wy/(Lin + Lez)Co € wy/Le,C,, respectivamente.
Nota-se que a diferenca entre as duas expressoes é devida ao comportamento do pa-
rametro da indutancia interna L;,(w) na alta freqiiéncia discutido na segdo anterior.

A figura 6.5 mostra uma andlise comparativa entre a impedéncia caracteristica
Z, do modelo sem perdas, o médulo |Z,| da impedancia caracteristica Z, do modelo
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com perdas, e do modelo considerando o efeito skin em fungio da freqiiéncia. A
andlise foi feita para condutores de cobre de raios diferentes.

0%

N ' ' ' " Sem Perdas ww
. Com Perdas devido a resisténcia da comente continua: - «-..-
Ay Com perdas devido ao efeito skifw w «
b
S
— \\
g 't .
b \\
3 . .
= N “
§ ™ ™
g 1w’} . \\
g AN N
g , “ _/_R = 0,01 mm
E >, ..
-§ N S —RE1,0mm
10°F LY
E =
\‘\ /—R 10,6 mm
1

10
Freqiéncia  [Hz

Figura 6.5: Comparagio do médulo da impedéncia caracteristica de condutores de
cobre de diferentes raios.

Na figura 6.5, Z, & representado pelas linhas continuas, nfo varia com s freqiién- -
cia apresentando um perfil constante que depende do raio do condutor. Observe-se
que |Z,| do modelo com perdas sem a presenca do efeito skin (linhas pontithadas) e
com a presenga do efeito skin (linhas tracejadas) sdo semelhantes em baixas freqiién-
cias. Com o aumento da freqgiiéncia, |Z,| do modelo com perdas tende a um valor
igual ao valor do Z, do modelo sem perdas e |Z,| do modelo do efeito skin tende a
um valor menor. .

Matematicamente, na alta freqiiéncia, |Z,| do modelo com perdas e do modelo
do efeito skin tornam-se puramente resistivos e as suas respectivas equagdes (3.70)
Li-n - Lez
Co

e ‘/ lz;" , respectivamente. Nota-se também que a diferenca aqui mostrada entre as

duas ;xprmsém é devido ao comportamento do parimetro da indutincia interna
L (w) na alta fregiiéncia discutido na segéio anterior.

(capttulo 3) e (4.146) (capitulo 4) véo ser reduzidas para as expressGes
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A figura 6.6 mostra uma andlise grafica do angulo ¢ em fungio da fregiiéncia
para 0 modelo com perdas e 0 modelo do efeito skin. Esta analise foi obtida para o
condutor de cobre de diferentes raios. Nessa figura, o 4ngulo ¢, para os dois mode-
los, apresenta um perfil praticamente igual em que o mesmo aumenta de mg para
0 radianos. Isto significa que a corrente nos dois modelos tende a ficar em fase com
a tensio a medida que a freqiiéneia aumenta.
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Figura 6.6: Comparacdio do angulo de fase de condutores de cobre. de diferentes
raios.

A anslise grafica comparativa da velocidade de fase (1,) em funcéio da freqiiéncia
para um condutor de cobre e de raios diferentes estd mostrada na figura 6.7. A
figura mostra que ¥, do modelo sem perdas nio varia com a freqiiéncia e apresenta
um perfil de um valor constante dependendo do raio do condutor. Para o modelo
com perdas e o modelo do efeito skin, a velocidade 14, aumenta mas é praticamente
igual nas faixas de freqiiéncias baixas. A medida que aumenta a freqiiéncia v, do
modelo com perdas, também aumenta e tende a um valor igual ao valor de v, do
modelo sem perdas (dependendo do raio do condutor). No entanto 1, do modelo
do efeito skin aumenta e tende a um valor bem préximo a velocidade da luz que &
3 x 10® m/s e sem depender do raio do condutor. '
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Figura 6.7: Comparagéo da velocidade de fase de condutores de cobre de diferentes
raios. '

Matematicamente, as duas equagdes (3.79) (capitulo 3) e (4.155) (capftulo 4) de-
pendem do comportamento do 3 caracteristico como j4 foi discutido anteriormente.
Portanto, nas faixas de freqﬁénrlzia alta e muito alta, as respectivas equagGes vAo ser

1
@ ——=== respectivamente. Esta diferenca
\/(Liﬂ + Lw)co v L‘”"E e

se deve ao comportamento do parmetro L;,(w) jé discutido na secio anterior.

reduzidas as expressdes

6.4 As aplicagoes

A seguir, sio apresentados dois exemplos pars anélise grifica das amplitudes pre-
vistas de tensdes e correntes no final de wma linha de transmissio para efeito de
comparagio usando os trés modelos. :

A figura 6.8 mostra uma linha de transmissio monofésica, que é constituida de |
um tinico condutor de comprimento [ e raio R, que estd a uma altura A acima do
solo (que & considerado ideal). Assume-se que esta linha est4 ligada a uma fonte
que representa & fonte harménica caracterizada por v,(wt) e conectada a uma carga
caracterizada pela impedéncia caracteristica Z, na outra extremidade para evitar
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as reflexdes (linha casada).

Figura 6.8: Uma linha de transmissdo acima de um plano de terra considerado ideal.

6.4.1 Exemplo 1

O termo e~/ que aparece nas equacoes (3.82) e (3.83) do modelo de linha com per-
das e nas equagoes (4.158) e (4.159) do modelo de linha do efeito skin é um termo
de medigio da atenuacdo produzido por a e . O termo 51 que aparece nas mesmas
equagOes e também nas equagbes, (2.71) e (2.72) do modelo de linha sem perdas ndo
pode afetar as amplitudes da tens&o e corrente como fungic de I, mas pode afetar
o angulo de fase. A funcio Z, que aparece na equagdo (2.29) do modelo de linha
sem perdas e a fungio |Z,] que aparece na equagio (3.70)-do modelo de linha com
perdas e ainda na equagio (4.146) do modelo de linha do efeito skin pode afetar o
amplitude de corrente. O &ngulo ¢ que aparece na equagio (3.71) do modelo com
perdas e na equagio (4.147} do modelo do efeito skin afeta o angulo de deslocamento
entre a tensio e a corrente.

Assim, no exemplo, as anslises sio feitas com intuito de mostrar os efeitos das
caracteristicas de linha de transmissio «, 3, Z, e |Z,[ sem variacSo do [ (compri-
mento da linha). Para as anilises, é apresentado a seguir os seguintes dados:

Dados do exemplo 1:
o [=10m;
s R=1,0 mm;

o h=1,0cm.
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onde esses dados foram tomados da referéncia [6].

No exemplo a fonte de tensfo ests definida por:

Vi(t) = Vi cos(2n ft) (6.1)
onde V,, = 1,0 V e f variando de zero a 10** Hz.
Usando os trés modelos para efeito de simulagio e comparacso, as onda estacio-

nérias das tensdes aplicadas no inicio da linha para algumas freqiiéncias selecionadas
estdo plotadas e ilustradas na figura 6.9.

TURL

054

M

O

Tenséo

“0.54

Figura 6.9: Ondas estacionsrias de tensdes no inicio d4 linha para algumas freqiién-
cias selecmnadas.

Para as mesmas freqiiéncias selecionadas, as ondas de tensdes estaciondrias pre-
vistas no final da mesma linha estdo sendo plotadas e ilustradas na, figura 6.10.

A figura 6.10 mostra que nas faixas de freqiiéncia baixa, média e alta, os resul-
tados obtidos pelos trés modelos ndo apresentam nenhuma atenuagdo. Nas faixas
de fregiiéncias muito altas (10*® Hz), os resultados obtidos pelo modelo do efeito
skin apresentam um grau considerdvel de atenuagio na. comparagio com os resulta-
dos obtidos pelo modelo sem perdas (Modelo considerado como referéncia) que ndo
apresentam nenhuma atenuag8o. J4 para. os resultados obtidos pelo modelo com
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Figura 6.10: Ondas estacionérias de tensdes no final da linha para algumas freqiién-
cias selecionadas.

perdas, apresentam um grau de atenuacio muito pequeno e constante.

O interesse nas simulagdes apresentadas acima s8o as relacdes entre o pico méa-
ximo positivo ou negativo de amplitudes de tensdes e correntes previstas por freqiién-
cia. Este pico méaximo positivo ou negativo de amplitudes de tensGes e correntes
previstas representam os envelopes das ondas estacionsriss de tensdes ou de corren-
tes por freqiiéncia. Esses envelopes fornecem a. relagio entre o grau de atenuacio
e a freqiiéncia para as simulagbes usando qualquer modelo. Portanto, uma anslise
comparativa grafica que representa. a relagéo entre o pico méximo positivo de ampli-
tudes de tenses e correntes previstas por a freqiiéncia no final da linha est4 plotada
e ilustrada nas figuras 6.11 e 6.12, respectivamente. Essa relagio foi smlﬂada. pelos
trés modelos usando condutores de dois diferentes raios.

No caso de amplitudes previstas de tensdes, a figura 6.11 mostra que com au-
mento da freqiiéncia os resultados obtidos pelo modelo sem perdas, representados
pelas linhas continuas, ndo apresentam nenhuma atenuacio e os resultados obtidos
pelo modelo com perdas, representados pelas linhas pontilhadas, apresentam um
grau de atenuacio muito pequeno e constante. Por dltimo, os resultados obtidos
pelo modelo do efeito skin, representados pelas linhas tracejadas, apresentam au-
mento com grau diferenciado de atenuagio dependendo do raio do condutor.
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CAPITULO 6.

Tenslo ]

Figura 6.11: Ilustragdo do pico méaximo positivo de amplitudes de tensdes previstas
no final da linha pela freqiiéncia usando condutores de dois diferentes raios.
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Figura 6.12: Hustragfio do pico méaximo positivo de amplitudes de correntes previstas
no final da linha pela freqiiéncia usando condutores de dois diferentes raios.

Assim, de acordo com os resultados do exemplo e observando a figura 6.11, a
tabela 6.1 mostra a relagdo entre o raio do condutor em milimetro e & tensio em

volts no final da linha devido as perdas do efeito skin para freqiiéncias de 10*® e 10%2

Hz.
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Tabela 6.1: A relagdo entre o raio do condutor e a tensio no final da linha devido
as perdas do efeito skin para freqiiéncias de 10" e 102 Hz

Raio do condutor em | Tensdo para | Tensdo para
mm 10 Hz 102 Hz
0,1 0,94 0,53
1,0 0,98 0,89

J4 no caso dos amplitudes das correntes, a fizura 6.12 mostra que os resultados
obtidos pelo modelo sem perdas, representado pelas linhas continuas, apresentam
amplitudes constantes para todas as faixas de freqiiéncias. Mas, os resultados ob-
tidos pelo modelo com perdas, representados pelas linhas pontilhadas, e os obtidos
pelo modelo do efeito skin, representados pelas linhas tracejadoas, apresentam um
- aumento nas amplitudes nas faixas de fregiiéncias baixas devido a diminuicio no
valor do médulo da impedéncia caracterfstica [Z,] em funcio da freqiiéncia. Nas
faixas de freqiiéncias altas e muito altas, os resultados obtidos pelo modelo com
perdas apresentam um grau de atenuagfo muito pequeno e constante. Enquanto
os resultados obtidos pelo modelo do efeito skin apresentam aumento com grau de
atenuaco diferenciado dependendo de raio do condutor.

Assim, de acordo com esses resultados do mesmo exemplo e observando a figura
6.12, a tabela 6.1 mostra a relaco entre o raio do condutor em milfmetro ¢ a cor-
rente em amperes no final da linha devido as perdas do efeito skin para freqiiéncias
de 10 e 10*? Hz.
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Tabela 6.2: A relagio entre o raio do condutor e a corrente no final da linha devido
as perdas do efeito skin para freqiiéncias de 100 e 1012 Hz

Raio do condutor em | Corrente para | Corrente para
mm 10*° Hz 10*2 Hz
0,1 | 2,9x107% | 1,8 x 1073
1,0 b 5,6x10°% | 5,0x 1073

6.4.2 Exemplo 2

Nesse exemplo, as analises sio feitas com o intuito de mostrar o efeito do termo —al
nas amplitudes da tensdo e da corrente no final da linha no caso da variagio de !
(comprimento da linha). Portanto, é apresentando a seguir dados de trés diferentes
linhas de transmiss#o:

Dados da 1® linha Dados da 2° linha Dados da 3° linha
e [ =30 km o [=60km ¢ [=90km
¢ R=15 mm e R=15 mam ¢ R= 15 mm
eh=18m eh=18m eh=18m

Cada uma de trés linhas est4 excitada por uma fonte de tensio senoidal definida
por:
Ve =V, cos2x ft (6.2
onde V,,, = 66 XV e f varia de zero a 10* Hz.
As figuras 6.13 e 6.14 mostram os resultados da comparacdo grafica para o

pico méaximo de amplitudes de tensdes e correntes positivas previstas em funcdo
da freqiiéncia no final de cada linha usando os trés modelos. Dessas figuras pode-se
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observar que, a medida que a freqiiéncia aumenta, os resultados obtidos pelo mo-
delo do efeito skin, representados pelas linhas tracejadas, apresentam aumento na
atenuacdo quando comparados com os resultados obtidos pelo modelo sem perdas,
representados pelas linhas continuas, que nfo apresentam nenhuma atenuacio. En-
quanto, os resultados obtidos pelo modelo com perdas, representados pelas linhas
pontilhadas, apresentam wma atenuagio muito pequens e constante para cada com-
primento de linha de transmissdo.

Tenslic |V}

Figura 6.13: Tlustracdo do pico méaximo de amplitudes das tensdes positivas previstas
em fungéo da freqiiéncia no final da linhs, usando os trés modelos.

Como exemplo, para o pico maximo de amplitudes de tensbes positivas previstas
devido as perdas do efeito skin, a tabela 6.3 mostra a relagio entre o comprimento
da linha em quilémetros e a tensio aproximads em volts no final da mesma linha
para freqgiiéncias selecionadas, que sio 10° e 10°® Hz. :
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A

Corrante

Freqhéncia =]

Figura 6.14: Ilustragdo do pico méximo de amplitudes das correntes positivas pre-
vistas em fun¢do da freqiiéncia no final da linha usando os trés modelos.

Tabela 6.3: A relacio entre o comprimento da linha e a tenso no final da mesma
linha devido as perdas do efeito skin para freqiiéncias de 10° e 10° Haz.

Comprimento da linha em

km t Tensdo para | Tensdo para
10° Hz 10® Hz

30 6,0 x 10* 3,0 x 104

60 5,5 x 10* 1,1 x 104

20 5,0 x 104 0,5 x 104




Capitulo 7

Conclusoes e sugestoes

A seguir sdo apresentando conclusdes e sugestdes a respeito do desenvolvimento do
novo modelo para o efeito skin e sua comparagio com os modelos sem e com perdas.
E apresentada também a nova técnica desenvolvida para ser aplicada no calculo da
resisténcia e da induténcia interna do condutor sélido e cilindrico.

1.

Foram desenvolvidas equacbes alternativas como uma nova implementacgdo
para o célculo do efeito skin em linhas de transmissio.

- A representagdo simples e mais precisa das perdas do efeito skin nessa imple-

mentagio é obtida a partir da solucdo da equagio de onda de Maxwell em
funcdo do campo elétrico na diregio de propagacio.

As vantagens de nova implementagio sio a simplicidade, a rapidez e a precisao
no célculo da resisténcia R(w) e da induténcia interna L;,(w) do efeito skin.
As vantagens firam obtidas a partir da utilizagiio de uma expressio simples
para o caleulo das raizes da funcgo de Bessel & desenvolvida no capitulo { e
dada pela equagio (4.74).

. Uma anélise comparativa entre os parmetros do efeito skin e seus correspon-

dentes de corrente continua e os efeitos desses. pardmetros sobre as caracte-
risticas da linha é apresentada. Nas faixas de freqgiiéncias altas os resultados
mostram uma impedancia caracteristica baixa e uma. velocidade de propagacio
alta devido as perdas por efeito skin.

Os algoritmos apresentados neste trabalho foram aplicados para as linhas de -
transmissdo variando o raio do condutor e o comprimento da linha. -Os re-
sultados mostram que as tensdes e as correntes previstas no final da linha
sdo subestimadas quando usados os modelos sem perdas (modelo ideal) e com
perdas (modelo do conceito de corrente continua).

103
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6. Como conseqiiéncia do desenvolvimento de um novo modelo, uma formulacéo

de uma nova técnica exata e simples é apresentada com conseqiiente circuito
equivalente. Dessa nova técnica, a impedancia complexa interna é obtida e
como conseqiiéncia uma nova formulagio para o calculo da resisténcia e da
induténcia interna do efeito skin em qualquer freqiiéncia é obtida.

Dentre as vantagens da nova técnica quando comparada com a técnica tradi-
cional (Bessel) sdo simplicidade e a facilidade de implementacio das equacdes.
A expressiao dada pela equacdo (4.74) capitulo 4 para o célculo das raizes da
funcdo de Bessel & preza pela simplicidade e rapidez além do fato de que nao
existe necessidade de consultar as tabelas das fungbes de Bessel. Além disso,
a nova técnica & adequada para qualquer linguagem de computador.

Sugestoes e Trabalhos Futuros

1. Os estudos e anslises deste trabalho podem ser estendidos para aperfeigoar

o modelo considerando um plano da terra ndo ideal e/ou cam uma kinha de
transmissio multicondutora tanto no dominic da fregiiéncia quanto no dominio
do tempo.

A formulagio da resisténcia e da indutancia interna do efeito skin e o modelo
do circuito equivalente podem ser aplicados para estudo e analise do efeito
skin em outros sistemas elétricos ou eletronicos.



Apéndice A
Solucao da Equacao de Onda

Tendo a seguinte equagio:

Bu(r, t) Fu(r,t) | 18u(ri)
a ( a2 Tr oor )

com ¢S seguintes intervalos:
€ (0, R) e t € (0, co)
Introduzindo as condigbes iniciais como:
u(r, 0) = ¢(r)

e as condigbes de contorno como:

u(R,t) = 0.

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A4)

Usando o método de separagiio de varidveis a solucio da equaco (A 1), para a

funcdo u(r,t), & apresentada na seguinte forma:

105
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u(r, t) = U(r).T(t). (A.5)

Para obter a solugdo completa é necesséario determinar a solugio das fungdes U(r)
e T(t).

Assim, substituindo-se a equagdio (A.5) na equagio (A.1) teremos:

UG- T @y = PEEH U ) + Lv ) (A.6)

Separando as varidveis e igualando-se por uma constante, seja (\?) teremos:

Ty U'(ry+iU(r)

VT Ur) =¥ (A7)

onde o sinal negativo de (A\?) ¢ escothido paza obter a solugdo peri6dica no tempo.

- Da equagfio (A.7) pode-se obter as seguintes relacdes que representam as funcdes
U(r) e T(t):

T
»I@ ¥ (A8)
el
Un+U@ .,
) = —)Z. (A.9)

Da equagéo (A.8) pode-se obter a solucio para a fnnga,o T(t). Essa solugio é
apresentada na seguinte forma:
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T(t) = C - exp(~X\27t). (A.10)

Em seguida a solugio para a fungéo U(r) pode ser obtida da equacso (??). Essa
solugéo é apresentada na seguinte forma:

U'(r) + ;I;U'(r) + A2 U(r) =0. (A.11)

Essa equagdo, (A.11), é conhecida como a equagio de Bessel. A sua solucio é
dada na seguinte forma:

Ulr)y = Jo(A-r). (A.12)

Lembrando-se que o J,(z) ¢ a funcio de Bessel de ordem zero.

Se a equagio (A.12) satisfaz as condigdes de contorno (A.4), entéo ela, também,
deve satisfazer a seguinte expressio:

Jo(A- R) = 0. (A.13)
Nessa equagdo (A.13) A é definida pela segﬁinte série:
=2 k=12 (A.14)

onde (£;) s@o as raizes da fumcio de Bessel J,(z) = 0.

Assim, a solugdo para a fungéo u(r,t) consiste de wma série infinita de fungdes
ux(r, t), onde a cada funcdo corresponde a sua raiz (). Entdo, substituindo-se as
equagdes (A.10) and (A.12) na equagéio (A.5) e considerando a equagio (A.14) te-
TEmos: '
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we(r, ) = Ci exp (—gift) J, (% - 'r) . (A.15)

A equagao (A.15) pode ser escrita como sendo:

o0 2 r
u(r, t) = Z Ck €Xp (_‘g"’}zl;g) Jo (Ek"é) . (A16)

k=1

Para se determinar a constante Cj, é necessario utilizar as condigdes iniciaié. En-
tdo, substituindo a equacdo (A.3) na equacio (A.16) tem-se:

u(r, =°° Jo V= T). A
(r,0)= 3 Ol (&) = 600 (A17)

Introduzindo a relagio:

r=s-R=sp=c (A.18)
a equagdo (A.17) toma a seguinte forma:
X Cido(és-2) = ¢(z- R). (A.19y
k=1 -

Da relacio dada pela equagio (A.18), quando z == 0 — r = 0, e quando
z = 1 — r = R Entdo, os dois lados da equacio (A.19) sfio multiplicados por
zJ,(€,-z) e integrados em fungdo de x para o intervalo de 0 a 1 da seguinte maneira:

1 | o0 1
_[0 2Jo(€n - T)- Z CrJo(&r - z)dz = ]G zJo(én - T)¢(z - R)dz. (A.20)
k=1
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Das propriedades das funges de Bessel, a integral do lado esquerdo da equagio
(A.20) pode ser representada por:

fom.):,(gk - 2). (& - 2)dz = { 2 ey z 7 " (A.21)

3

Com o resultado dessa equagio (A.21) para k = n, a equagio (A.20) pode tomar
a seguinte forma:

> Cu3 I = [ 26 2)0le- R)da (422
k=l
Assim, obtém-se C, parcialmente:
2 1
Cn = T [ 2t 2)6(z.R)de. (A.23)

Com a introdugéo da seguinte propriedade da, fungio de Bessel:

Jo(z) = Ji(z) (A-24)

a equagio (A.23) pode tomsr a seguinte forma.:

2 1
Cp = e | zJ,(& - 2)¢(z - R)dx. - (A25
ey fy w20l B) (A.25)
Introduzindo-se a seguinte relacdo:

¢(r) = ¢z, R} = -1 (A.26)
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a equagdo (A.25) pode ser escrita da seguinte forma:

Co =~ 2 do(En - T)ds. (A.27)

2
7y b

Nessa equagio (A.27) a integral do lado direito poderia ser resolvido com ajuda
da seguinte propriedade da fungéo de Bessel:

[ wdn(o) I (Br)de =
(@I85 mi2 (02) = BIm(02) i (B2 (A.28)

Assim, para m = o0, a = £, e § = Q teremos:

/0 * 2, (Eux)do = gﬁ— TGN (A.29)

Para o intervalo de integracio de 0 a 1, tem-se:

f L L6 7)ads = -515 Eadi(En) = “—’%fﬁ (A.30)

Com esse resultado da equagdo (A.30) e retoma.ndo a relagio (k = n}, a equagéo
(A.27) toma a seguinte forma.:

Cp = — 2 Sl&)r_ 2
R&) & &1 (&)
Finalmente, a solucio completa da equacio de onda (A.1) pode ser obtida subs-

tituindo a equagio (A.31) na equagio (A.16) levando em conta a relagiio (A.18}).
Portanto, tem-se:

(A.31)

zyt) = — 3 2] gy T

D AAR (A.32)



Apéndice B
Fluxograma do algoritmos

1. Fluxograma para célculo dos pardmetros da linha de transmissio R(w), L (w),
R, e L;, em fungho da freqiiéncia.

- 3
-

Aumanio do k

Aumento da freqléncia  f

ReL, @)

!

Lalcua-se
BRI,

O
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2. fluxograma para o calculo das caracteristicas da linha de transmissio o, 3, Z,,
¢ e v, em funcéo da freqiiéncia para os modelos da linha de transmissdo sem
perdas, com perdas da resisténcia da corrente continua e do efeito skin.

subrotina

Ko}, (o)

+
Caicuia-se as
caracteristics sem

Aumenio da freqddncia 1
¢
™
[
-
-
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3. fluxograma para o calculo da tens#o no inicio da linha e da tensdo e corrente no
final da linha no caso do modelo sem perdas para uma determinada freqiiéncia.

Aumento do lompo  #

B Z

ICaicuin-se a tensho no
['  inicio da finha
w00V, st}

i

Calula-ss atensioea
<orrente na final da Bnha,
v(lor— By V,_ con(ar~Bi)

EiE Sl)n-‘z’&mm—bn

B
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4. fluxograma para o célculo da tensfo no inicio da linha e da tensdo e corrente
no final da linha no caso do modelo com perdas da resisténcia da corrente
continua para uma determinada freqiiéncia.

w008 =V, cos{ i) |

i

Caltiia-se atersinn
coments ne final da fnha

vl mr -3l =V ™ cos(te— B
004 =Bl s 2™ coslar 4B

R

Aumanto do fempo !
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5. fluxograma para o célculo da tensfo no inicio da linha e da tens3o e corrente
no final da linha no caso do modelo do efeito skin para uma determinada
freqiiéncia.

Cakcula-se o5

Riw), L, @) abevting

i
| Cakulaseas
Jearacterisiics do efeito
skin
a B Z %

|

[Cakala-se a tens3o no
infcio da Enha
w{0, )= V,_ cosier)

Chciia-seatensic o &
cocraite no finad da Bnha

wil, o0 By @ Voo™ cos{ewr—BI)
L, 00 = Py %-e“ cos(or ¢~ Piy

L. i

&

Aumsnto do lempo ¢
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6. fluxograma para o célculo da amplitude maxima da tensio no inicio da linha e
da amplitude maxima da tensdo e corrente no final da linha no caso do modelo
sem perdas em funcio da freqiiéncia.

Calcula-$e 4 wnsio no
inicic da fisha

Vo (B =V, ol 2x)

¥

L Cakula-se aensiona
corrents no fnal da feoha -

Auments da freqléncla  /

Vo =V _cosi25)
¥
:‘_(l)=*"wl(z =)

—
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7. fluxograma para o célculo da amplitude maxima da tensdo no inicio da linha e
da amplitude maxima da tensdo e corrente no final da linha no caso do modelo

com perdas da resisténcia da corrente continua em fungéo da freqiiéncia.

i

Aumonto da freqddneia

X

A interada de dades

[alcula-se a tensio ne
inlclo da Bnha

WOV, conl e}

¥

Cakuia-seatensioe a
corrente no firal da fnba

P (Y Vg™ com( 22}
i_m-%-e"'mcu)
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8. fluxograma para o célculo da amplitude maxima da tensdo no inicio da linha e
da amplitude maxima da tensdo e corrente no final da linha no caso do modelo
do efeito skin em funcio da fregiiéncia.

Aumento da frondéncia [

Calcula-se os

R(9).L, (9

+

Calcuia.sn as
caransaristies do efoito
hin

a2

+

Calcuta-se atensde no
inicio da Bnha
Vg, (0F eV, soa( 20}

Calcuinge 2 tersdo e a
corments no final da Boha,

v (D= ¥ ™ cos(2x)

- i_(l)n-:-;&c“'em(z:}
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