UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTACAOQ
DEPARTAMENTO DE COMUNICACOES

UMA CONTRIBUICAO A CLASSE DOS
CODIGOS GEOMETRICAMENTE
UNIFORMES

- A RO RIIO-de - Andrade e Silva

Orientador: Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Jr.

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia
Flétrica e de Computagio, FEEC - UNICAMP,
como requisito parcial para obtencio do titulo

de DOUTOR EM ENGENHARIA ELETRICA.

Maio - 1996
Campinas - 5P




F

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

ICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

Sil8¢

Silva, Anténio de Andrade e

Uma contribuicdo & classe dos codigos

o 'ge'ometrica;mente umformes/ Anténio de Andrade e Silva. 1

—Campinas, SP: [s.n.]}, 1996.

Orientador: Reginaldo Palazzo Jr.

Tese {Doutorado) - Universidade Estadual de Campinas
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagio.

1. Cédigos de controle e erros {Teoria da informagio).
2. Teoria de grupos. 3. Codificagae, Teoria da. 4.
Isometria (Matemadtica). 5. Teoria da modulagao. 6.
Teoria dos reticulados. 1. Palazzo Jr., Reginaldo. II.
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de

Engenharia Elétrica e de Computacio. -+ 1I. Titulo.

it




+

Agradecimentos

A Universidade Federal da Paraiba e & Coordenagio do Aperfeicoamento do Pessoal de Nivel

Superior (CAPES) pelo suporte financeiro.

Ao Professor Doutor Reginaldo Palazzo Jinior, pela eficiente, segura e indispensivel orientacio

a mim dispensada para a realizagido do presente trabalho.

Aos colegas do Departamento de Matemdtica da UFPb, que me antecederam num trabalho
idéntico, e aos que ficaram para tornar possivel a realizacdo desse trabalho. Em particular, aos

Professores Hélio Pires, Jodo Montenegro, Lenimar e Milaré.

A todos os colegas do Curso. Em particular, Dinho, J. R. Gerénimo, José Carmelo, Martinho,

Pingarilho, Rossini e Toninho.

A minha esposa Rosangela e aos meus fithos José Augusto, Amanda e Fernanda pelo sacrificio,

compreensao e por me esperarem sempre de bracos abertos.

A Banca Examinadora, constituida pelos Profs. Drs. Jaime Portugheis e José Carmelo Inter-
lando do DECOM-FEEC-UNICAMP e, aos Profs. Drs. Trajano Pires da Nébrega Neto do
DM-IBILCE-UNESP, Sao José do Rio Preto e Valdemar Cardoso da Reocha Jdnior do CIFE-
UFPE.

iii




Dedicacao

iv

A minha esposa
Roséangela e

aos meus filthos
José Augusto,
Amanda e

Fernanda.




Resumo

Neste trabalho apresentamos extensdes de construcdes de cédigos pertencen-
tes a classe dos cédigos geometricamente uniformes. Sio consideradas duas
caracterizagbes de constelagbes de sinais casadas com grupos. Uma das ca-
racterizacdes vemn do uso de grupos nio comutativos que sio obtidos via o
produto semidireto de um grupo comutativo por um grupo ciclico de ordem
par. A outra caracterizagio vem do emprego de um algoritmo baseado no
conceito da d-cadeia. Apresentamos uma construcio de cédigos multicamadas
sobre o grupo Z,. Esses cédigos sdo usados na construgie multicamadas de
empacotamentos esféricos, a qual é uma extensdo da construgio bindria pro-

posta por Costa e Silva e Palazzo em [10]. Como resultados, novos cidigos de

espago Euclidiano e empacotamentos esféricos mais densos sio apresentados.

Em dimensées 68 e 72, novo recorde de densidades parece ter sido alcancado.




Abstract

In this research we present extensions of code constructions whose codes belong
to the class of geometrically uniform codes. We consider two characterizations
of signal sets matched to groups. The first characterization is derived from
a noncommutative group which is the semidirect product of a commutative
group by a cyclic group of even order. The second characterization is derived
from an algorithm based on the concept of a d-chain. We propose a multilevel
construction of codes over the group Z,. These codes are used in the muitilevel
construction of sphere packings, which is an extension of Costa e Silva and
Palazzo’s binary construction [10]. As a result, new Euclidean-space codes
and sphere p__a_ck_i_ngs are presented. In dimensions 68 and 72, new record of

densities appear to have been achieved.

vi




Lista de Figuras

2.1

2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

3.6
3.7
3.8
3.9

Hustrac¢bes da medida entre elementos, intraconjunto, interconjunto e minima intercon-

JUDBO. L e e e e e e e 16
Os reticulados Ag = e, Ay s oe Ap = 0. . L L L L 0 0L 32
Hexdgono casado com Za. .« - . . v v v v v v i i e e e e e e e e e e e e 52
Antiprisma casado com Zg. . . . . . ... ot e e e e e e e e 52
Prisma casado com Zg. . - -« . v v vt e e e e e e e e e e e, 52
Antiprisma casado com Zia X Za. . o v 0 o e e e e e e e e e e e e 53
Prisma casado com Za X Za. . o 0 v v v i i e e e e e e e e e 53
Aﬁtiﬁﬁsma casado com Dz. . . . ... ... . .. | .53.
Prisma casado com Da. . . . . . . e e e, 53
Antiprisma casado com Ds. . . . L L e 54
Prisma casado com Da. . . . . . L e e, 54

vii




Lista de Tabelas

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2

5.1

Tabela Cayley do grupo Za Xg Za~ Ds. . . L . L . o i 39
Tabela Cayley do grupo Zy XgZo~ Dy . . o L oo o o e 40
Tabela de Cayley do grupo Zy Xe Zu. « o o . . o o o 0 i o 41
Tabela de Cayley do grupo Za X Zo o Zg.  + o v v v v o e i e e e 43
Tabela Cayley do grupo Zy X Zo. . . . . . . o oo i 43
Codigos sobre Da. . . . . L 63
Cédigos sobre Qg. . . . . . . . . 64
Empacotamentos esféricos obtidos de parti¢bes do reticulado Dy. . . .o . . . ... .. 84

viii




Conteudo

1 Introdugao 1
1.1 Historico . . . . . o o e e, 1
1.2 Descricdo do trabalho . . . . .. L 3

2 Grupos, Cédigos e Reticulados 6
2.0 Grupos ..ol e 6
22 Codigos - . .. e 16
2.3 Reticulados . . . . . . . e 23

3 .Consteiagéio de Sinais Casada com Grupos Finitos 33
3.1 Imtroduclo. . . . . .. e 33
3.2 Constelagoes de sinais casadas com grupos . . . . . . . . . .. . .. 35
33 d-Cadela . . .. ... 44
3.4 Construindo constelagdes de sinais casadas com grupos . . . . . . . . . .\ ... 46

4 Construgao de Codigos de Classes Laterais sobre Grupos 55
4.1 Imtroduc@o. . . . . . . 55
4.2 Construgao de cddigos de classes laterals generalizados . . . . ... ... ... ..... 58
4.3 Exemplos . . .. Lo e 61

5 Construcdo de Empacotamentos Esféricos via Cédigos de Classes Laterais Gene-

ralizados 85
51 Imtroducdo. . . ... e e 65
5.2 Construgdo de empacotamentos esféricos . . . . . . . .. . ... . . ... ... ... . 67

ix




5.3 Decodificagio de reticulados

5.4 Exemplos .. ... .....

Conclusoes




Capitulo 1

Introducao

1.1 Histdrico

Neste trabalho serdo estudados e apresentados métodos de construcio de cédigos geometricamente
uniformes tanto no espago Euclidiano quanto no espago de Hamming.
Basicamente no espago Fuclidiano os grupos considerados sdo os nio comutativos, devido ao seu

potencial de excederem o limitante do MPSK. Com relagio ao espaco Euclidiano duas variantes serio

analisadas. A primeira variante tem a ver com a construgio de codigos, cuja cardinalidade é grande,
através da composigdo de cédigos, cujas cardinalidades sio menores, baseado na proposta de Zinoviev
{34] sobre concatenacio generalizada. A segunda variante tem a ver com a, construgdo de empacota-
mentos esféricos tendo como base a construgio de reticulados proposta por Costa e Silva e Palazzo
em [10].

Cédigos sobre grupos algébricos para um canal com Ruido Gaussiano Branco Aditivo {(AWGN)
foram primeiramente descritos por Slepian em [32]. Em [18] Forney mostrou que constelacdes de sinais
geometricamente uniformes sio uma generalizacio das constelacoes de sinais obtidas por Slepian. Para
constelages de sinais geometricamente uniformes, existe um “rotulamento isométrico” entre um grupo
e uma parti¢do da constelagio de sinais induzida pela particio do grupo gerador da constelacdo de
sinais. Em {25 Loeliger estende para um grupo finito, a idéia de rotulamento isométrico, definindo um
“mapeamento casado” de um grupo sobre uma constela¢do de sinais, e caracteriza todas as constelagoes
de sinais casadas com um grupo comutativo ciclico, [25, Teorema 10]. Este resultado foi estendido por

Palazzo et al. em [27] através de um algoritmo heurfstico. Um dos métodos gerais de construgoes de




constelacGes de sinais do tipo Slepian ou “cédigos esféricos” é baseado em empacotamentos de “capas”
sobre a superficie esférica em BY, (cf. [8]).

Por outro lado, empacotamento esférico em RY, para N pequeno, tem sido considerado na lite-
ratura desde os tempos de Kepler. A conexdo deste problema com outras dreas era muito fraca e
o problema principal era atacado por métodos diretos. Assim, o problema de determinar a maior
densidade possivel de um empacotamento esférico em B parecia cada vez mais distante de ser resol-
vido. Embora o problema geral de encontrar empacotamentos esféricos com alta densidade permaneca
aberto em grandes dimensdes, a conexio com a Teoria de Cédigos Corretores de Erros possibilitou a
construcéo efetiva de empacotamentos esféricos densos, a qual foi iniciada por Leech e Sloane em [24].

Mas foi a proposta de “particionamento de conjunto,” de Ungerboeck em [33], que motivou um
grande numero de pesquisadores a trabalhar nesta drea de pesquisa. Construcdes multicamadas tém
sido estudadas por vérios autores. Em [21] Imai e Hirakawa descreveram um método de codificagio
multinivel, no qual cédigos de bloco bindrios sio combinados apropriadamente para aumentar o de-
sempenho do sistema de comunicagdes. A “construgdo hierdrquica” de Ginzburg em [20] é uma ge-
neralizacio da construcao de Imai e Hirakawa. Em [20], o conjunto de sinais é particionado segundo

uma hierarquia de subconjuntos. Desse modo, o esquema de modulacao codificada de bloco é obtida

hierarquia. A idéia de particionamento de conjunto é também evidente no trabalho de Cusack em [11].
Mais tarde Sayegh em [30] generaliza o trabalho de Cusack aplicando cédigos de bloco bindrios conhe-
cidos para projetos de esquemas de modulagdo codificada de bloco baseada em virias constelaces de
sinais PSK ¢ QAM.

Vérios autores tém empregado métodos algébricos para o projeto de esquemas de modulacdes co-
dificadas eficientes. Como ressalta Ginzburg, que em muitos casos importantes, o processo hierdrquico
de particionamento de conjuntos pode ser descrito através da teoria de grupos. Em [4] Calderbank e
Sloane propbem que um reticulado seja particionado por um sub-reticulado e em suas classes laterais
correspondentes e, através de um “codificador generalizado,” utiliza destes sub-reticulados para codi-
ficagdo de codigos de treligas. Em [15] Forney mostra que todos os esquemas de modulagio codificada
conhecidos podem ser descritos por métodos algébricos de grupos e particdes de grupos. Devido as
suas estruturas algébricas comuns, Forney chama esses esquemas de modulagdes codificadas de codigos
de classes laterais. Em [22] Kschischang ef al. descreve uma construcio de cédigos de classes laterais

de bloco para constelagdes MPSK de uma forma algébrica usando a teoria de grupos comutativos.




1.2 Descrigao do trabalho

O presente trabalho tem seus fundamentos basicos nos artigos {10, 14, 15, 16, 18, 25], os quais

reinem e generalizam todas as construcdes multicamadas de codigos, reticulados e projetos de sinais.

Para descrever os problemas estudados neste trabalho procedemos como segue:

Sabe-se que um “cédigo linear” ¢ — [N, K, D] sobre Z, pode ser mapeado canonicamente em um
q 3 £h P p

“cadigo do espago Euclidiano” através do modulador
iy — R, p(0) =1, p{l) = ~1.

k4

Assim, o cédigo do espago Euclidiano u(C'} é um subconjunto dos vértices do cubo [—1, 1] em BV
onde u(c) = (plco),- - plen-1)), Ve = (co,....en—1} € C e |p{C)|= 2%, Neste caso, a distancia

Euclidiana quadratica d{u(c), u(c'}) é funcio apenas de —c + ¢, isto é,

d(p(e), p(c')) = d(p(0), p(~c + ¢')) = N(u(~c + ¢')),

pois d(u(c), p(c')) = ddp (€, €y =4dg (0, ~c + ¢') = d(g(0), p(—c + ¢')), onde dy(.,.) é a distincia de
Hamming para o codigo €. De um modo geral, uma. constelagio de sinais .5 é casada com um “grupo”

G, (cf. [25]), se existe um mapeamento (ou um modulador abstrato) p de G sobre § tal que

d(u(g), (g")) = dlple), n(97'9")), YV 9.4" € G.

Quando o grupo G é ndo comutativo Loeliger em [25] observou através de dois exemplos que a capa-
cidade das constelacoes de sinals casadas com G, para o canal AWGN em faixa limitada, excedia o

“PSK-limite.”

¢ Isto nos motivou a caracterizar constelagdes de sinais casadas com grupos nio comutativos que

sd0 “o produto semidireto” de dois grupos menores.

Sejam F, o “corpo de Galois,” onde ¢ = p® e p é um ndmero primo. E bem conhecido que ¥, pode
ser visto como um espago vetorial sobre F, com dimensdo K. Seja {vg,...,vx.1} uma base de 7y
sobre #,. Kntao existe um fnico isomorfismo ¢ de F, em Lﬁ’? tal que ¢(v;) = a;, onde {ag,...,ax_}

é uma base para E‘?g‘ . Baseado neste isomorfismo Forney em [13], com p = 2, propds um método de




concatenar dois codigos menores para obter um cddigo longo do seguinte modo: sejam B = (n, k,d]
um cédigo linear sobre ¥, e A = [N, K, D] um c6digo linear sobre F,. Entio, a concatenagio dos

codigos B e A ¢ o cédigo linear C' = [Nn, Kk, d'] sobre F,, onde cada palavra-cédigo é dada por

e = (o(bo)s. .., o(bn_1)),

para todo b = (bg,....bn1) € B, w(b)€ A, 0<i<n~1, e d > Dd, onde ¢ = j¢ com E‘f i,;g;}’
Este resultado foi generalizado por Blokh e Zyablov em [2]. Mais tarde Zinoviev em [34] generaliza os
resultados de [2, 13] para obter um cédigo concatenado generalizado (linear ou nao) sobre um corpo

qualquer F,.

¢ Com base na construgio de [34] propomos uma subclasse de cddigos do espaco Euclidiano sobre

constelagoes de sinais casadas com grupos ndo comutativos do problema anterior.

A construgdo mais simples de um “reticulado” A em RY de um cédigo de bloco bindrio linear 6 a
construgdo A de [24], isto é, dado um cédigo linear A = [N, K, D] sobre Z,,
A={x€Z": x=a (mod2), para alguma € A} = U (I(a) + 22™),
acA
onde Zg > Z/2Z & um grupo de “rétulos” e I : Y — [2/2Z]N. Com base neste tipo de construgio
Costa e Silva e Palazzo em [10] propdem uma construgio de reticulados baseado numa “cadeia de
partigbes, com m-niveis e 2-maneiras,” de um reticulado conhecido A com um sub-reticulado A/,

ambos com a mesma dimensio (posio).
e Estendemos este resultado para uma cadeia de particdes, com m-niveis e g-maneiras.

Desse modo, este trabalho serd dividido da seguinte formas:

No Capitulo 2, fazemos uma rdpida revisio da Teoria de Grupos, Cédigos e Reticulados, bem como
suas caracterizagoes algébricas e geométricas, necessirias para o entendimento deste trabalho.

No Capitulo 3, caracterizamos todas as constelagdes de sinais que sdo casadas com um grupo nio
comutativo resultante do produto semidireto de um grupo comutativo por um grupo ciclico. Também,
apresentamos um algoritmo para a determinagdo da constelagio de sinais casada com um grupo que
é uma “extensao” de dois grupos menores,

No Capitulo 4, apresentamos uma construcio de cédigos de classes laterais generalizados sobre o
grupo Z, e sobre um grupo casado com uma constelacio de sinais. Como resultados desta construcio,

obtemos codigos do espaco Euclidiano sobre os grupos “Diedrais” e dos “Quatérnios”.
D
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No Capitulo 5, apresentamos uma construgio multicamada para a obtengio de bons empacotamen-
tos esféricos bem como seus principais pardmetros, através dos codigos de classes laterais generalizados.
Com o propésito de completude, apresentamos um algoritmo de decodificagio sub-étimo, (cf. [10),
para os empacotamentos esféricos que sao reticulados e alguns exemplos.

No Capitulo 6, apresentamos as conclusoes deste trabalho bem como sugestes para futuros tra-

balhos,




Capitulo 2

Grupos, Codigos e Reticulados

2.1 Grupos

Nesta secao apresentamos algumas definigdes e resultados bdsicos sobre a teoria de grupos, ne-

cessarias para o entendimento deste trabalho. Para maiores detalhes, {cf. {12]).

Um grupo é um conjunto néo vazio & junto com uma operagio bindria, GXG :— G, (g, h) — goh,

tal que as seguifites propristadasvalegr """
(1y go{hok)=(goh)ok, para quaisquer ¢g,h, k € G.
(2) Existee € Gtalque goe = eo g = g para todo g € G.
(3) Paratodo g€ G, existe h € G tal quegoh = hog = e.

G elemento € em (2) é tnico e é chamado de elemento identidade de G, enquanto o elemento h em (3)
é finico e é chamado de elemento inverso de g. Denotamos o elemento inverso de g por ¢~1. Se em

um grupo & a propriedade:
(4y goh=hog,paratodog,he &G

é verificada, dizemos que G é um grupo comutativo.

Um subconjunto H de um grupo GG é um subgrupe de (7, dénotado por H < (G, se

(1) ec H.

(2) Para quaisquer h,k € H tem-se h™ ok € H.




Para simplificar, denotamos por gh o produto g o h dos elementos g e h pertencentes a um grupo
qualquer.

Sejam G e K dois grupos quaisquer. O conjunto G x K = {(g,k) : ¢ € G,k € K} com a
operacio (g,k)(¢ k") = {gk,g'k'), para todo g,¢' € G e k, k' € K, é um grupo chamado produto
direto externo de G por K. Note que essa definicio pode ser estendida de maneira natural a um
produto qualquer de grupos. Um homomorfismo de um grupo G em um grupo K é um mapeamento
@1 G — K tal que p(gh) = ¢(g)e(h), para todo g,h € G, intuitivamente um homomorfismo é um
mapeamento que preserva as operacoes de grupos. Denotaremos por Hom(G, H) = {¢: G — K :
¢ € um homomorfismo}. Um isomorfismo é homomorfismo que também é uma bijegio. Dizemos que
dois grupos G e K sao isomorfos, G ~ K, se existe um isomorfismo de G em K. Intuitivamente,
dois grupos isomorfos sdo iguais, a menos de rotuios. Denotaremos por [s0(G,K) = {¢ : G —
K : éum isomorfismo}. Quando &' = K néo é diffcil verificar que 7s50(G,G) com a operacio de
composicdo de mapeamentos é um grupo. O grupo Iso(G,G) é chamado de grupo dos automorfismos
de ' e denotamos por Aut((G). Neste caso, Aut(G) é um subgrupo do grupo simétrico de G, que
denotamos por Sg = {¢: G — & : ¢ é uma bijecio}.

Uma particdo de um conjunto X é um conjunto P(X)={Y : Y C X, Y # 0} tal que as seguintes

propriedades valem:

(1) X1ﬂX22@7 VJYl,XQEP(X), X1 #Xg
2)X= U Y.

YeP{X}

Seja (¢ um grupo e H um subgrupo de . Dado g € G, o conjunto
A
gH ={gh:he H}

¢ chamado a classe lateral ¢ esquerda de H em (' determinada por g. De modo semelhante, podemos
definir a classe lateral a direita Hg de H em G. O conjunto de todas as classes laterais & esquerda de
H em (7 forma uma parti¢do de (¢ por H, que denotamos por ¢/ H.

Dados g,k € G, dizemos que g é congruente a k médulo H se g~k € H, que denotamos por
g =k {mod H). Nio & dificil mostrar que ¢ = £ (mod H) é uma relagio de equivaléncia em G e
que a classe de equivaléncia determinada por g é igual a classe lateral & esquerda g, o elemento g é

chamado um representante da classe de equivaléncia.




O nimero de elementos de um conjunto & é chamado de cardinalidade de (& e o denotamos |G].
No caso em que (¢ é um grupo a cardinalidade é chamada de ordem. O ntimero de classes laterais
(& esquerda ou & direita) de H em G é chamado o {/ndice de H em G, denotado por [G : H]. Assim,
G : H) =|G/H|. G/H éum grupo com a operagio gHkH = gkH, para todo g,k € G, se, e somente
se, [ é um subgrupo normal de G (H é um subgrupo normal de G, isto é, H < G, se ghg™! € H, para
todo h € i e g € (7). Neste caso, G/ H é chamado o grupo quociente de G por H. Pode se ver que, se
G é um grupo de ordem finita, entdo um subconjunto néo vazio H de G é o subgrupo se, e somente
se, i & fechado com relacio & operagio de G.

Sejam & um grupo e H um subgrupo de . Um subconjunto [G/H] de G tal que as propriedades
(1) e (2) abaixo valem, é chamado um sistema de representantes de classes laterais a esquerda de H

em (5.

(1) Ser,ye [G/Hlez #y,entdoz7 'y ¢ H.

(2) Dado g € G, existe z € [G/H}tal que z71g ¢ H.

Das propriedades (1) e (2) acima temos que, todo elemento g € (¢ pode ser escrito de modo dnico na
forma g = zh, onde-z-€ [G/H] e hec H.

Sejam H < G e [G/H] um sistema de representantes de classes laterais & esquerda de H em G
com e o representante da classe lateral H. Seja z € {G/H] o representante da classe lateral gH. Como
duas classes laterais & esquerda sio iguais ou disjuntas, segue-se que 2 H = gH, pois = € ¢H. Note
que, se h € H, entdo o representante y da classe lateral ghHf éigual a z, pois gH = aH = ghH = yH.

Dados z ey € [G/H], é claro que zy € G e, assim, existem tinicos z € [G/H] e h € H tal que
zy = zh. L facit de observar que, h é univocamente determinado por z e y, por isso denotamos por
hyy. Logo, zy = zhgy, para todo z,y € [G/H]. Em particular, quando h,, = e, para quaisquer
z,y € [G/H], temos que [G/H]| é um subgrupo de G. De fato, dados z,y € [G/H] temos que
ry = zhgy = z € [G/H], isto é, [G/H] é fechado com relagdo & operagio de G. Seja x € [G/H] e
y € [G/H] tal que a7 H = yH, isto é, zy € H. Como ¢ € [G/H] temos que zy = eh,, = ¢, logo
™ e [G/H].

Como H < & temos que [G/H|H é um subgrupo de . Por outro lado, todo elemento de G é
da forma zh, com z € [G/H]e h € H. Assim, G = [G/H]|H. Como elementos distintos de [(/H]

pertencem a classes laterais distintas de # em G segue-se que [G/H]|N H = {e}. Neste caso, dizemos




G é fatordvel sobre H. Chamamos G = [G'/H]|H a decomposicio de classes laterais de G, pois
G= |J ¢H=[G/H]H.
gelG/H]
Um grapo G é uma extensdo de um grupo H' por um grupo K se existe um subgrupo normal H de
Gtalque H > H' e G/H =~ K.
Sejam G um grupo e X um conjunto. Entdo ¢ age em X se existe um mapeamento o : G X X s

X', denotado por o{(g,z)) = gz, tal que
(1) glhz) = (gh)z, Vg, h € G, z € X;
(2) ez =u, Vo € X.

O mapeamento ¢ é chamado de a¢do de G em X.

Para cada g € G 0 mapeamento o, : X — X definido por o,(2) = gz é uma permutacio de X,
isto é, o, é um elemento do grupo simétrico Sx. O mapeamento ¢ : G — Sy definido por ¢(g) = o,
¢ um homomorfismo de grupo chamado uma representacdo de G em Sx. Reciprocamente, qualquer
homomorfismo ¢ : G — Sx define uma agéo, gz = ¢{g)(z).

Sejam 7 um grupo agindo em um conjunto X e x € X. Entio o conjunto

O(x) 2 {gz: ge G}.

é chamado a orbita de 2 em G.

Seja (4 um grupo agindo em um conjunto X. Entdo o conjunto dos elementos de G que deixam z
fixo, isto é,

E(m)ﬁ{geG: gr ==z}

é chamado o estabilizador de ¢ € X.

E facil verificar que E(z) é um subgrupo de G e que [O(z)i=[G : E(x)] se |GI< oo. Quando existe
somente uma orbita, isto é, quando O(z) = G para algum z € X (e consequentemente, para todo
x € X, pois duas drbitas sdo iguais ou disjuntas), dizemos que a representacdo ¢ é transitiva.

Seja (& um grupo qualquer agindo em si préprio por multiplicacio a esquerda
gea=ga,Vge Gea €.
Neste caso, a Orbita de qualquer ¢ € G é todo G, isto 8,

Olay={ga:g9g€ G} =G.




Um quadrado latino de um conjunto &, com m elementos, é um arranjo mxm, contendo exatamente
um elemento de G em cada linha e coluna.

Se a ordem do grupo ¢ é igual a m, entdo é conveniente rotular os elementos de (7 com inteiros
0,...,m — 1 para descrever a representagio ¢. Assinm, os elementos de & sio listados como gJo =
€,01,..,4m—1 € para cada g; € (7, a permutacio o, (a matriz de permutacio {¢4)i;) pode ser

descrita como uma permutagéo dos indices 0,1,...,m — 1 como segue

. 1, se gig; = g

(i) =ke=ggi=g |(05)ii=q =
0, se gig; # gk

Uma maneira pratica de se obter as permutacdes oy, como permutacdes dos indices 0, 1,....m~—16¢é

construindo uma tabela de Cayley T para (7. Entdo um quadrado latino I de ordem |G | pode ser

obtido de 7' como segue

Lig =k <= T = gig; = ga-

Teorema 2.1.1 [12) Sejam H e K dois grupos e 6 : K — Aut(H) um homomorfismo. Seja G =
{(h,kY:h € H,k € K}. Entdo definindo a operagdo bindria em G como

(h1, k1) (o, ko) = (R18(k1)(ho), kiks) YRy he € H eki,ky € K,
temos que
(1) G € um grupo de ordem |G|=|H|IK]|.

(2) Os conjuntos H = {(h,e):he H} e K = {{e,k) : k € K} sdo subgrupos de G, com H ~ H e

K~K.
Identificando H e K com suas copias isomorfas em {2) temos que
3y H a4,
(4) Hn K = {e},
(5) G=HEK,
(6) para quaisquer h € H e k € K, 8(k)(h) = khk~1. m

O grupo descrito pelo Teorema 2.1.1 é chamado produto semidireto de H por K via #, que deno-

tamos por H xg K.
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Teorema 2.1.2 {12] Seju G um grupo com subgrupos H e K tais que
(1) H x4,
(2) Hn K = {e},
(3) G=HK.
Fntio G~ H Xy K. ~

Note que, pelos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, um grupo G é fatordvel sobre H se, e somente se, G é um

produto semidireto de H por G/H.

Lema 2.1.1 [12| Seja G urn grupo comutativo de ordem m. Entdo v : G — G definido por (g) = g*

€ umn automorfismo se mde(m, k) = 1. »

Exemplo 2.1.1 [12] Sejam H um grupo comutativo qualquer € K = (k) ~ Zy,,,. Definimos o homo-
morfismo 8 : K — Aut(H) por 9(k)(h) 2 h-1. Entio G = H xg K € um grupe ndo comutativo.
Note que 8(E*)(h) = (k) (6(k)} h)) = 8(k)(h™) = h, isto € k®hk™? = h, para todo h € H. Logo,

ke Z(G), onde Z(G)={g € G:gh=hg, Vh € G} é um subrgrupo normal de G chamado o centro

de G. Agora, consideramos os sequintes casos particulares

(1) Se H = (h) ¥ Z, e K = {k) ~ 7y, entdo G = H xg K € um grupe ndo comutative de ordem 2n

isomorfo ao grupo diedral, que denotamos por D,,:
Dy, = (h, k), onde h" =k* = e, hk = kh™!,

h € identificado com (h,e) e k € identificado com (e, k). Note que o grupo D, € isomorfo ao
grupo L = (R, T} gerado pelas matrizes
cos(#%) —sin() 0 1

R= e T =
sin(3£)  cos(%) 10

(2) Se H = (h) = Zy ¢ K = (k) ~ Zy. Jd observamos que k* € Z(G). Como khk=1 = b~ temos
que kak™' = a™1 para todo a € (h¥" ') C H. Logo, kak™! = a=' = a implica que a € Z(G).
Assim, k*a € Z(G) e {kPa) < G. Seja G = G/{ka), como {{k%a)|= 2 temos que |G|= 27+

Portanto, identificando k? com h?"™ em G ndo é dificil mostrar que G tem um tnico subgrupo
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de ordem 2, (k*), o qual € igual ao centro de G. O grupo G € um grupo ndo comutative de ordem

27+l jsomorfo ao grupo dos quatérnios generalizado, que denotamos por Qony1:
Qani1 = (A k), onde A" =k* = ¢, k" hk = A4, BT = k2,

h € identificado com (h,e} e k € identificado com (e, k). Note que 0 grupo Qonsr € isomorfo ao

grupo L = (U, V} gerado pelas matrizes

onde u?" =1 e u¥"™ #1, n> 2. Além disso, Qanir [Z(Qqnt1) = Dyn—1.

(3) Se H = (h} =~ Zy, e K = (k) ~ Zy, onde p e ¢ sdo nimeros primos com p < q. Se p divide
q — 1, entdo Aut(H) contém um iinico subgrupo de ordem p, pois Aut(H) é ciclico de ordem
g~ 1. Assim, existe um homomorfismo ndo trivial § de K em Aut(H). Portanto, G é um
grupo ndo comutativo de ordem pq. Mais geralmente, se H = (h) = Z, ¢ K = (k) ~ Z,, com
™ = 1 (mod n) e mde(r,n) = 1, entdo G € um grupo ndo comutative de ordem mn, onde

9(k)(h) = h™. O grupo G € chamado grupo metaciclico, que denotamos por Gy, :

Gmn = {h,k), onde h* = k™ = ¢, khk™' = 4",

h € identificado com (h,e) e k € identificado com (e, k). [

Uma seqtiencia (g, . .., Gy de grupos Gy é chamada abrigada se Gy < G;,0< i< m — 1. Entdo
Gof -+ /Gy, é uma cadeia de partigbes de m-niveis, a particio no i-ésimo nivel tem ordem G/ Gyl
e [Go/Gml= TG G/ Gisal.

Dizemos que uma cadeia de particbes de m-niveis Go/ -+ /G, onde @, = {e}, é uma cadeia
subnormel se G <9 Gy, 0 <4 < m — 1. Uma cadeia subnormal de m-niveis Go/ -+ /G, é uma
cadeia de composigdo se cada fator de composicdo G;/Gip1, 0 € i < m — 1, é um grupo simples,
isto €, os unicos subgrupos normais de G;/Girq1, 0 < i < m ~ 1, sdo os triviais. Se Go/ -- J Gy &
uma cadeia de composi¢do, entio todo elemento em Gy é determinado univocamente pelo conjunto de
seqiiéncias (go,...,%m-1), isto &, cada classe lateral & esquerda de G, em Gy pode ser rotulada por
{g0s---+9m-1), onde g; € [G;/Giyq], 0 < i < m ~ 1. Portanto, indutivamente, temos a decomposicio
de classes laterais Go = [Go/Gh] - [Gne1/Gm|Gm, pois

G; = U 9:iGit1 = [Gi/GiunlGigq, 0 <1< m — 1.
GiE[Gi [Gigr]
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Para qualquer grupo &, G//{e} ¢ uma cadeia subnormal de G. Se G é um grupo simples, entio
G/{e} é a dnica cadeia de composi¢io de G. Todo grupo finito G tem uma cadeia de composicdo. De
fato: se [G]= 1 ou G & simples, entdo o resuitado é trivial. Suponhamos que o resultado seja valido
para todo grupo de ordem menor que |G|. Seja H um subgrupo normal maximal de G, H # G (H

sempre existe). Por hipdtese de inducdo, H tem uma cadeia de composigio, digamos
H/H [ [Hp1/{e}.
Portanto, (¢ tem uma cadeia de composicio
G/H[Hy/ - [Hp.1/{e}.
Considerando as seguintes cadeias de composi¢des do grupo G = {g) ~ Zz
GG1/Ga/{1} e G/H [Hy/{1},

onde G = (¢°), G2 = (9%, H1 = (¢%) e Hy = {¢5). Temos que os fatores de composicdes da primeira
cadeia sdo:

G/G1 ~ Zs, Gl/Gg ’ZZQ e Gg/{}.} o~ 23,
G/H1 o~ Fn, H1/H2 ~ 73 e Hg/{l} o~ s,

Neste caso, ambas as cadeias t&m o mesmo nimero de niveis e os fatores de composicées podem ser

ordenados de modo que fatores correspondentes sejam isomorfos. Assim, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.3 (Jordan — Holder)[12] Seja G um grupo finito. Se Gof -+ /G € Hof -+ [Hp com
G = Go = Ho € um par de cadeias de composigées para G, entdo eziste uma permutacdo o de

{O,.. LT — 1} tal que Gi/Gi-j-l ox Hg(i)/ﬂg{i)_*_l, 0 < 7 <m-1. n

Seja G um p-grupo, isto é, |Gl= p™, para algum m € Ne p um ndmero primo. Entio, pela Teorema

2.1.3, G tem uma cadeia de composi¢io
GO/ . /Gm’

onde

G = Go, Gm = {e}, Gi = [Gi/Gi+l]Gi+l e GifGip Loy,
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onde Z, é um grupo de rotulos. Portanto, todo g € G pode ser escrito na forma

m-1
g= 1] o,

=0

onde Ny = {0,...,p— 1} e [Gi/Gipi) = {g]" : n; € N}, 0 < ¢ < m — 1, pois

Gi= |J 0MGin.

ni&ENp

Em particular, quando G é um p-grupo abeliano elementar, todo g € G pode ser escrito na forma

m—1
g= an‘gn
o~
onde n; € Mpe ¢g; € G, 0 <i<m-— 1. Sejam
n=(ng,...,np1) ENF e M={g:0<i<m~1}

uma matriz cujas colunas séo os geradores g; de G. Entdo ¢ = 370  nyg; = Mn'. M é chamada a
matriz geradora de G, m = log, |G| é chamado a dimensdo de GG e a expressio Mn' é chamada de
combinagdo linear dos geradores g;, 0 < ¢ < m — 1, (cf. [14]).

Seja W um conjunto qualguer ndo vazio.. Entio uma medida. de distdneia sobre W, (cf. [22]), é
um mapeamento

d:WxW —Ry={z€R: 2 >0}
tal que as seguintes propriedades valem:
(1) dlg,h) 2 0,
(2} d(g,h) = 0 se, e somente se, g = A,
(3) dlg,h) = d(h,g).

Por intermédio de d podemos definir uma medida de distdncia aditiva sobre W™ como a sora das
distdncias das componentes, isto é, dados g, h € W™ temos que
A M
d(g, h) =Y d(gi, hi).
p==1
A defini¢do de uma medida de disténcia ndo depende do conjunto W ser um grupo. No entanto,

se W = G é um grupo comutativo e d(g, h) = d(e, g~ h) para quaisquer g,k € G, entdo a medida
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de distancia d sobre (& é chamada invariante por translacdo, (cf. [22}). Note que se d & uma medida
de distancia invariante por translacdo, entdo a medida de distdncia aditiva obtida a partir de d é
invariante por translagdo. Uma condi¢io necessiria para uma medida de distancia ser invariante por

tranglacdo sobre um grupo G é que o perfil de distincia de todo elemento ¢ € G, isto é,

Dig) = {d(g,h)}heq

com suas multiplicidades, nio dependa de g.

A minima distincia entre elementos de &, isto é,
FAN
dmin(G) = min{d(g,h) : g,h € G, g # h}

é chamada a distdneio intraconjunto,
Se ¢ = {e}, entdo é conveniente definir dnin(G} = o0. Note que a distancia intraconjunto de G™,
para todo m € N, é a mesma de (. Se d é uma medida de distancia invariante por translagao sobre

um grupo G, entdo dyin(H) = dynin{gH ), para todo H < G e g € G, pois
dmin(H) =min{d(h,k):h, ke H, h# k}
= min {d(gh,gk): h,ke H, h#+k, gc G}
- min(gH)-

A minima disténcia entre dois subconjuntos nio vazios H e K de G, isto é,
doin( H, K) 2 inf {d(h, k) :he H, k€ K}

¢ chamada a distdncia interconjunto.
Note que dmin(H, K') = 0 se, e somente se, HN K # @. Se d é uma medida de distancia invariante
por translagdo sobre um grupo G, entdo duymin(, K) = dmin(gH,gK), para todo H,L K < Geg € G.
Seja F C{H :H C G, H#Q}, F+#9{0. Entao a minima distdncia interconjunto entre elementos
de F ¢ definida por,
din(F) & inf {d(H,K): H K € F, H £ K} .

Note que dmin(F) > 0 se, e somente se, os elementos de F sdo disjuntos aos pares. Quando F = {#}
é conveniente definir dpin(F) = co. A Figura 2.1, (cf. [22]), ilustra as védrias medidas de distincias

para uma familia de subconjuntos F = {H, K, L}, onde cada subconjunto contém quatro elementos.
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Figura 2.1: [lustragoes da medida entre elementos, intraconjunto, interconjunto e minima intercon-

junto.

2.2 Codigos

Nesta secao apresentaremos algumas definigbes e resultadoscldssicos sobre a teoria da codificacio

que si0 necessarias para o entendimento do problema a ser estudado. Uma referéncia excelente sobre

codigos é MacWilliams e Sloane [26].

Um anel é um conjunto ndo vazio R junto com dua operacdes bindrias adicio (z,y)—z+ye

multiplicagdo {z,y} — zy tal que as seguintes propriedades valem:

{1) B é um grupo comutativo com relagio i operagio de adicio.

(2) z(yz) = (zy)z, para quaisquer z,y,z € R.

(3) z{y+z)==zy+ 2z, (z+y)z=xz+yz, para quaisquer z,vy,z € R.
Se em um anel B as propriedades

(4) Existe 1 € B tal que 1 = lz = z, paratodoz € R e

(5} 2y = yz, para qualsquer z,y € R
sao verificadas, dizemos que R é um anel comutativo com unidade.
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Um anel R cujos elementos néo nulos formam um grupo com relacio a multiplicacao é chamado
um anel de divisdo. Se, além disso R é um anel comutativo, entido R é chamado um corpo.
Seja R um anel comutativo com unidade. Um mddulo V sobre B é um grupo comutativo aditive

junto com um mapeamento R x V — V, (z,v) — 2, tal que as seguintes propriedades valem:
(1) @#(yv) = (xy)v, para quaisquer z,y c Re v & V.
(2) z{u+ v) = zu+ xv, para quaisquer s ERe u,v € V.
(3) (z+ y)v = 2v + yv, para quaisquer z,y € Rev & V.
(4) 1v = v, para todov € V.,

Note que, se R & um corpo, entdo um médulo sobre R é um espaco vetorial sobre .

Um subeconjunto W de um mdédulo V' sobre B é um submddulo de V se
(1) Para quaisquer w,w’ € W tem-se w — w' € W,
(2) Paratodoz € Re w & W tem-se zw € W.

Seja 5 um subconjunto de um médulo V sobre R. Seja A = {W : W submédulo de V e § C W}.

Entao,

($)= W

Wed

€ o menor submédulo de V contendo § e serd chamado de submédulo gerado por .
Seja V' um mddulo sobre ®. Se v € V pode ser escrito como v = 3% 705, z; ER e v; € V, entdo
dizemos que v € uma combinagdo linear dos elementos vy,. .., v, sobre R. Neste caso,
ki
(?)1,...,'0%> = {Zﬂ:ﬂ?i T T € R}.
f==1
Quando existe um subconjunto finito § de um médulo V sobre B tal que V = (§), dizemos que V &

um mdédulo finitamente gerado.

Uma seqiiéncia finita vy,...,v, de elementos de um médulo V sobre B é chamada linearmente
independente se para quaisquer i,...,, € R,
n
Z:L‘,ivi:omxl:xz:---:mﬂmo_
=1
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Caso contrério, dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente. Um subconjunto S de um médulo
V sobre R é chamado linearmente independente se qualquer seqiiéncia finita de elementos distintos de
5 ¢ linearmente independente. Caso contrério S é chamado linearmente dependente.

Um subconjunto 5 de um médulo V sobre R é chamado uma base se as seguintes propriedades

valem:
(1) V = (B).
(2) B é conjunto linearmente independente,

Um médulo V sobre R é chamade um mddule livre se V possui uma base.

Um espago de seqiéncias F! é o conjunto de todas as seqiiéncias ¢ = (¢i)ier, cujos elementos ¢;
pertencem ao alfabeto F, onde o conjunto de indices 1 é um subconjunto dos inteiros, (1 € Z ). Quando
I={i:1< i< n} denotamos ' por F".

Um cddigo C sobre um alfabeto ¥ é qualquer subconjunto nio-vazio do espago de seqiiéncias IFL.
Um cddigo de bloco (' de comprimento n sobre um alfabeto F é qualquer subconjunto nao-vazio do
conjunto F* de todas as n-uplas ¢ = {¢;)7o,. A dimensdo do cédigo ' é o nimero k = logjg) |C].

Note que £k ndo € necessariamente inteiro. Um cddigo de bloco €' de comprimento n e dimensio k é

chamado um [ﬁ..,‘"k.]—.cédi.go. A taza do codigo é o nimero R = % simbolos por bloco. Observe que {C]
é limitado, pois 1 <|C|<|A™.
A distancia de Hamming dg{c, <) entre duas palavras ¢, ¢’ € F* é o niimero de componentes onde

elas diferem:
du{c,¢’) =|{i € L: ¢ # cl}]

Se |C]> 2, entdo a minime distdncia de Hamming de C é definida por,
dy(C) 2 min{dg{c,c):¢c,e¢’ € C,c # '}

Note que 1 < dy(C') < n. Quando C = {0} é conveniente definir dy(C) = c0. Um cédigo de bloco
C de comprimento n com dimensdo k e minima distdncia de Hamming d = dg(C) é chamado um
[n.k,d}-cddigo. Um [n,k,d]-cédigo tal que d = n — k + 1 é chamado um cddigo separdvel ¢ mdzima
distdncie ou, simplesmente [n, &, d]-cédigo MDS.

Quando F ¢ um grupo, um cddigo de comprimento n sobre F é de grupo se ele é um subgrupo

do grupo F". Quando F é um anel comutativo com unidade, um cédigo de comprimento n sobre F é
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linear se ele é um submodulo livre do médulo F*. Em particular, se F = ¥, o corpo de Galois com
¢ = p*, onde p ¢ um ndmero primo, um cédigo de comprimento n sobre F, é “quasilinear” se ele é um
subespago vetorial do espago vetorial ¥ e é linear se ele é um subespago vetorial do espago vetorial
F7 e, neste caso a dimensdo do codigo é um ndmero inteiro.
Seja C' = [n, k,d] um cédigo linear sobre F,. Entio dado uma base {¢y,...,¢;} de C a imersio
C : F* — " dado por,
k k k
Cllugy ..., up)) = Zuici = (Z UiCity - - .,Zuicm) ,
1=} i1 1=1
onde ¢; = (€i1,---,Cin)y 1 <1 <k, é um codificador para o c6digo C, onde usamos a mesma notacio
tanto para o cédigo quanto para o codificador. A k x n matriz M = {¢;;) que descreve o mapeamento
linear C' é chamada uma matriz geradora do cédigo. Assim, C' consiste de ¢* combinacdes lineares
uM, onde w = (uy,...,uL) € E“? é chamada uma segiiéncia de informacdo ou mensagem.
O peso de Hamming wy{c) de uma palavra-cédigo ndo nula ¢ € ' é o nimero de componentes
diferentes de zero, portanto

dilc,¢) = wyl{e ~ ).

_Assim, para um cédigo linear ¢ sobre F,
du(e, ¢} = du(c — ', 0) = wy{c — '), Ve, &’ € C, ¢ # ¢

Seja C' = [n, k, d} um c6digo linear sobre F,. A “esfera de Hamming” de raio p = |(d — 1)/2] e centro

c € C é o conjunto de todas as palavras r € F} tal que wy(r — ¢) < p, isto &,
By(c) = {r € F 1 wn(r - ¢) < p}

e, neste caso, o codigo ' pode corrigir até p erros, onde |z] é o maior inteiro menor ou igual a z.

Um algoritmo de decodificagdo pelo vizinho mais prozimo para um cédigo C sobre F, é um algoritmo
que, dada uma palavra r € Iy, encontra uma palavra-cédigo em C' mais préxima de r do que qualquer
outra palavra-codigo de C, isto é, dada uma palavrar € Fy existe ¢ € ¢ tal que dy(e,r) < dy(c,r),
para todo ¢/ € U, com ¢ # ¢,

Para qualquer corpo IF, e qualquer inteiro positivo n existem os seguintes cédigos lineares MDS:

(1) O [n,n,1]-cédigo universal C = F}.
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(2) O [n,n — 1,2]-c6digo de verificagio de paridade simples

= {(c;,...,cn)EF;:chzO}‘

(3} O In,1,n]-cddigo de repeticio C' = {(a,...,a) EF 1 a € F, }.

Dois codigos € e C'y com pardmetros [n, ky, di] e [n, kq, 3] 530 compardveis se:
(1) eles tém a mesma taxa {(R; = R2), ou
(2) eles tém a mesma distancia minima {d; = d3), ou
(3) Ry > Ry e dy > da.

Um cédigo €'y € melhor do que um cédigo comparavel C; se os dois codigos satisfazem (1) e dy > do,
ou satisfazem (2) e By > Ry, ou satisfazem (3).

Se n é relativamente primo com g, isto é, mde(n, ¢} = 1 e m a ordem de ¢ médulo n, isto é, o menor
inteiro positivo tal que ¢ =1 (mod n}), entdo ¢ ~ 1 = kn, para algum k£ € Z. Como qualquer

elemento de Fym € raiz do polinémio z¢" — z e " ~ 1 divide " — 1 = 29"~ — 1, pois

zgh—1

?

temos que [Fym € 0 corpo das raizes de 2™ — 1 sobre F,. Se 3 € F;m € uma raiz de £” — 1, entdo 3% = 1
e 3 é chamada uma raiz n-ésima da unidade. Suponhamos que « é um elemento primitivo em Fym,

m__ . gm—i
de modo que o ~! = 1. Entio, of = o™=

tem ordem n e é uma raiz de ™ ~ 1, neste caso o é
chamado uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Dados a,b € Z, definimos a ~ b se, e somente se, existe j € Z tal que a = bg (mod n). Assim,
se mde(n,q) = 1, entdo ~ é uma relagio de equivaléncia médulo n. Seja{e] = {b € Z: b~ a} a
classe de equivaléncia determinada por a e Z/~= {{a]: a € Z} o espago quociente de Z por ~. Entio,

Zn = Upglezs~lal- Portanto, [Z/~] € o nimero de fatores irredutiveis de 2" — 1 sobre F,, (cf. [26]).

Um cédigo C' em Fy € um cddigo eiclico se ¢ = (¢1,...,¢,) € C, entdo & = (e, ¢1,...,0n1) € C.

,

E conveniente representar a palavra-cédigo ¢ = (¢y,...,¢,) € C pelo polindmio ¢(z) = ¢y + cpz +
v+ cpe™ ! no anel Ry(z) = F,[z]/(z™ - 1). Entdo zc{z) representa um deslocamento ciclico da
palavra-codigo c e, assim, um cédigo ciclico linear é representado por um ideal em R,(z). Portanto,

C pode ser gerado por um dnico polinémio g(z), chamado polinémio gerador do cédigo.
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Se mde(n, ¢) =1 e & é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em alguma extensio de F,, entdo

n—1

" — 1= H(:v——ai).

i=0
Se m é o menor inteiro positivo tal que ¢™ =1 (mod n), entdo o € Fym. Assim,
g(z) = [T(z - &,
1€d
para algum J C {0,...,n — 1}, isto é, I = [a]. Os elementos o’ para i € J sdo chamados os zeros do
codigo.
Um [n =g~ 1,k,d = q ~ kl-cédigo Reed-Solomon C sobre ¥, ¢ um cédigo ciclico com polinémiio

gerador

d~2 A
g9(z) = [[(z - '),

r=0
onde « € qualquer elemento primitivo em alguma extensio de F,. Entio cada palavra-cddigo ¢ =

(¢1,...,6p) € C satisfaz a seguinte equaciao
3 el = g,
=1
para j =0,...,d—2(d >2). Logo;
c(z)=0 (mod g(x)).
Usualmente, tomamos ¢ = 0 ou ¢ = 1. Os cédigos Reed-Solomon sdo denotados por RS{(n,d).
Lema 2.2.1 [19] Sen < g+ 1 e1 <k < n, entdo existe um [n, k,n— k+ 1)-cédigo linear sobre Fy. =

Lema 2.2.2 {23} Seja C um [g + 1,2, q]-cédigo linear sobre ¥, com wma mairiz geradora M. Entdo

existe um [m(q + 1), 2, mql-eddigo linear C,,, sobre F, com uma matriz geradora

mM—UezZes
My =[M--- M|
Além disso, para 1 < r < g, existe um [m(g + 1) — r, 2, mq - r]-cddigo linear sobre . =
Seja €' = (e1,...,¢) um [n,k,d]-cédigo linear sobre ¥, gerado pelas palavras-codigo cq,..., ¢k

(formando as linhas de uma matriz geradora M). Fazendo
Ci=Acr, ., e}, 0<i<k—1e (= {0},
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obtemos nma. cadeia de parti¢Ges, com k-niveis e g-maneiras,
C@/Ci/ co i fCy, onde Cog = C, C; = {C’i/C,-H] + Cip1 e CifCipq Fo, 0<e<k—1,

onde F, é um corpo de rétulos.
Agora, sejam €' e € cédigos lineares sobre Z, de comprimento n tal que ¢’ C €. Entio € induz
uma partigido C'/C’ em C com |C/C'|=¢™, 1 < m < log, |C], classes laterais de C". Se
m—1
[C/C] = {Z a;gi @i € Ny, Ggigm—l},
=0

ondeg; ¢ C, g, ¢ C' e N, ={0,...,9g— 1}, é um sistema de representantes de classes laterais fixo de

7 em (', entdo uma cadeia de partigdes, com m-niveis e g-maneiras,
CofCif -+ /Cnm
pode ser definida como um refinamento de C/C", fazendo
Co=C, Cn = C', C; = [Ci/Cia] + Cip1, € |CifCinal= g,

onde e e e e
[Ci/Cim] ={uigira; €N} e g €C;, g ¢ Cigr, 05 i< m— 1.
Como

Ci= | (aigi+Cipr), 0<i<m—1

a;ENg
temos que toda classe lateral & esquerda de C, em Cy é determinada de modo tnico pelo conjunto
de seqiiéncias {@g,...,8m-1), i5t0 &, existe uma correspondéncia biunivoca de Fy' em C /Cm, a qual
nio é necessariamente um isomorfismo de FJ* em Cp/Cr. Note que as palavras-codigo go, .- -, m—1
sio linearmente independentes sobre C’, isto é, se S "ot a;g; € C7, a; € Fo, 0 < i< m— 1, entdo

g = G = ++* = Qpey = 0.

Lema 2.2.3 [37] Se 1 < m < ¢, entdo eziste uma cadeia de partices, com m-niveis e g-maneiras,

Co/C1f -+ /Cm, onde C; = RS(m,i+1),i=0,....m—1¢eCp = RS(m,00). "]
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2.3 Reticulados

Nesta secao apresentaremos algumas caracterizagbes algébricas e geométricas sobre empacotamen-
tos esféricos necessdrias para o entendimento dos préximos capitulos. Uma excelente referéncia para

estudar empacotamentos esféricos é Cassels [6] ou Conway e Sloane [8].

A norma quadrdtica ou peso Euclidiano N(x) =|| x ||? de um vetor x € R" & a soma dos quadrados
de suas componentes, isto é, N(x} = (x,x) = xx’, onde (x,x) é o produto interno de x por x. A
distdncia Euclidiana quadrdiiea entre dois vetores x,y € RV é a norma quadritica de sua diferenca,
isto é, d*(x,y} = N(x —y). Isto implica que R¥ est4 equipado com uma medida de distancia aditiva,
a qual é invariante por translagio.

Uma isometria ou um movimento rigido de BY é um mapeamento ¢ : RY —s g¥ que preserva
distancia, isto é,

Nip(x} = ¢(y)) = N(x -y},

para todo x,y € BN, Nao é dificil verificar que o conjunto de todas as isometrias de RY, denotado

por Isom(R"), é um subgrupo do grupo simétrico Sgv. Uma translagdo por um vetor xg € RV é

um mapeamento ty, : RY — RY dado por ty,(x) = x + X, para todo x € RY. Uma translacio é

completamente determinada quando sabemos seu valor na origem, isto é, ty,(0) = xg. E claro que
tx, € Isom{RY), para todo xo € BY. O conjunto das translagdes de RV, denotado por T(RN), é
um subgrupo normal de Isom(®™V). Além disso, T(RY) é isomorfo ao grupo aditivo dos vetores de
translacdes xo € RY,

Uma transformagao linear 7' : BY — RV é chamada ortogonal se a mesma preserva o produto

interno, isto &,
(I(x), T(y)) = (x,¥),

para todo x,y € BY. E claro que T ¢ Isom(RM). O conjunto das transformacdes ortogonais de RV,
denotado por O(RY), é um subgrupo de Isom(R"). Note que os elementos O(RY) sao rotacdes em
torno da origem e/ou reflexdes sobre o hiperplano passando pela origem (um hiperplano H em RN é
uma translacdo de um subespago W de dimensdo N — 1). Seja R a matriz que representa 7' na base
canénica para Y. Entio Eﬁ_wl TEiTE; = 015, pois RR* = [. Logo, cada coluna de R tem comprimento
igual a 1 e sdo perpendiculares entre si, formando uma base ortonormal para BRY. Além disso, se

det(R) = 1 dizemos que Tr é uma rotagdo proprig; se det(R) = ~1 dizemos que Tr é uma rotagdo
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impropria; se det(R) = —1 e R* = [ dizemos que Ty é uma reflezdo.

Teorema 2.3.1 {1§] Todo elemento de Isom(RY) pode ser escrito como a composicdo de uma tinica

transformagdo ortogonal com uma tnica translagdo, isto €, como uma transformacdo afim
N
TR xo(X) = Rx + xg, Vx € R,
onde R € uma matriz ortogonal e xg € um vetor arbitrdrio de BY. [

Uma esfera em R™ com centro ¢ e raio p consiste de todos os pontos x € RV tal que N(x—c¢) = p?,
isto é,
Ey(c) = {x € B : N(x - ¢) = p*}.

O volume de FE,(0) é definido por,
N

wfz

V(E,(0)) £ g—(—j_{——q

onde

>
Gla) = f e~z a > 0,
0
é a fungdo Gama. Sendo N um inteiro positivo hd dois casos a serem considerados:

(1) Se N é par, digamos N = 2k, entdo
;,E_kka

V(E(0) =1,

(2) Se IV éimpar, digamos N = 2k + 1, entdo
22k+1k37rkp(2k+1)
(2k + 1)

V(E(0)) =

Note que V(E,(c)) =V(E,(0)), pois o volume é invariante por translacio.
Um empacotamento esférico T em R de raio p consiste de uma seqliéncia infinita de pontos
¢y, ¢3,...em RY, os centros das esferas, tal que N(c¢; —¢;) > 4p* para todo i # 7. O raio p é chamado

de raio de empacotamento ou raio de corregdo de erro e, neste caso
2 4.2
drmn(r) - 4[) 3

onde d2,; (') é a minima distincia Euclidiana quadrética entre os elementos de I', isto é, a distancia

mtraconjunto de I'.
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Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto em RY ou, equivalentemente, os centros do
empacotamento esférico de A formam um grupo aditivo sob a adigio de vetores. Um cddigo reticulado
é um subconjunto finito de pontos de um reticulado A ou de uma translacdo x + A.

Um subgrupo aditivo em BY & discreto se sua intersecio com qualguer subconjunto compacto em

RV & finita (um compacto em BN é um subconjunto fechado e limitado).

Teorema 2.3.2 [6] Seja A um reticulado em RN, Entdo A é gerado, como Z-médulo, por k velores

linearmente independentes sobre R, neste caso k < N, ]
Seja A = (Xi1,...,Xz} um reticulado em RY gerado por k vetores linearmente independentes
X1,...,Xg sobre . Se
Xi = (@ily -, TiN)

entao a matriz

1W={x§:1§z'§k},

cujas colunas sdo os vetores x! é chamada uma matriz geradora do reticulado A, e os elementos do
reticulado A consistem de todos os vetores Muf, onde u € ZV,
A matriz A4 = MM é-chamadamatriz—de Gramm para o reticulado A O determinante do

reticulado A ¢é a raiz quadrada do determinante da matriz A, isto é

d(A) £ /ldet( A)l.

Um sub-reticulado do reticulado A é qualquer subgrupo de A. Como todo reticulado de dimensao
k < N pode ser merguthado (imerso como um sub-reticulado) em um reticulado de dimensio N ,
entao salvo mencio explicita em contrario, todos os reticulados e sub-reticulados deste trabalho sio

de dimensdo N. Neste caso, se A é um reticulado em RY, entdo
d(A) =|det(3)] .

Lema 2.3.1 [6] Sejam Ay e As reticulados em RY com matrizes geradoras M, ¢ M, respectivamente.

Entao Az € um sub-reticulade de Ay se, e somente se, My = BMy, onde B = (bij) com b;; € Z. |

Uma matriz quadrada U = (uy;), com u,; € Z e det(U) = +1 é chamada unimodular. Assim, U7 é

unimodular se, e somente se, U™! = (v;;) existe e v;; € Z. Sejam A e A’ reticulados em BV, dizemos
) J 4
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que A é similar a A', {cf. [8]), se existe T € O(R") e a € B — {0} tal que A" = oT(A). Neste caso, se

M'" e M sdao matrizes geradoras para A’ e A, respectivamente, entao
M = aRMU,
onde IV é uma matriz unimodular e £ é uma matriz ortogonal.

Coroldrio 2.3.1 [6] Sejam Ay e Ay reticulados em BY com matrizes geradoras My e My, respecti-
vamente. Entdo Ay = Ay se, e somente se, existe uma matriz unimodular U tal que M, = UM;.

n
Note que, do Coroldrio 2.3.1, d{A) é independente da escolha da base para A.

Exemplo 2.3.1 Sejam A o reticulado hezagonal em R2, {cf.[8]), com uma matriz geradora

r |
1 0
M=1| ¢ -1
-1 1
Enido M' = aRMU, onde v = /2, U =11 ¢
WL 1
V2 Ve
— 2
R= 0 v
L 1
vz NG
Portanto, o reticulado A' € similar ao reticulado A. "]

Lema 2.3.2 [6] Sejam Ay um sub-reticulado de Ay. Entdo para tode base {x;,...,xn} de Ay existe

uma base {y1,..., ¥~} para Az tal que
7
¥i = ¥ bix,
k=1
onde by; € Z, bry > 0, para todo k, e reciprocamente. m
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Corolario 2.3.2 [6] Sejam Ay um sub-reticulado de Ay ¢ B = (bx;), biy € Z, bry > 0. Entdo o indice
[A1 1 Ag) =|det{B). n

Lema 2.3.3 [6] Sejamn Ay um sub-reticulado de Ay em RN, Entdo existe somente um nidmero finito

de sub-reticulados intermedidrios, isto é, reticulados A em R™ tais que A, C A C A,. =

Coroldrio 2.8.3 [6] Seja Ay um reticulado em RY e r € N. Entdo eriste somente um nimero finito

de reticulados A em BRY que contém Ay e tal que A A= n

Seja A um reticulado em RV. Entdo obtemos uma particio de BN em classes de equivaléncia
médulo A, isto é, dados x,y ¢ RV, x =y (mod A) se, e somente se, —x+¥y € A. Assim, a classe de
equivaléncia de x ou a translagdo do reticulado A por x é o conjunto x + A = {x+X: A ¢ A}. Note
que, X + A pode ser caracterizado como o conjunto de pontos em R” que sio gerados pelo grupo das

translacbes por elementos de A
T(A)={tr: y—y+r:yeRY xea},

agindo no ponto inicial x

X+ A= {t,\(x) 11y € T(A)} .

i outras palavias, X A 63 érbita de % sob o grupe T(A),

Uma regidio em R™Y que contém um e somente um ponto de cada classe lateral 3 esquerda de A
em BY é chamada de regido fundamental, {cf. [14]). Fixado um sistema de representantes de classes
laterais de A em RY, denotamos por R(A), temos BN = R(A}+ A. Note que regiio fundamental
nao é unica mas toda regido fundamental deve ter o mesmo volume, pois o volume & invariante por
translagio. O volume fundamental de um reticulado A é o volume de uma regizo fundamental R(A),

o qual sera denotado por V(A).

Seja {X1,...,%xn} uma base para o reticulado A. Entdo o conjunto
A [
P=P(xy,...,xN) = {Zaixi 0<a; < 1},
=1

é uma regido fundamental de A. De fato, dado x ¢ RY, digamos x = byxq + --- -+ bnxn, b € R,
como para cada 4, b; = ¢; +¢a;, onde ¢; € Z e 0 < g; < 1, temos quex=y+rcomyeAerc P.
Finalmente, se x = y'+r' comy' € Aer’ € P,entdoy +r =y +1' se, e somentese,y =y’ e r = v,
pois 0 <la; — ai|< 1 e ¢; — ¢} € Z. A regido fundamental P é chamada regido fundamental bdsica para

Al
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Lema 2.3.4 [6] Seja A um reticulado em B, Entdo V(A) = d(A) = V(P).
Prova. Seja {%1,...,Xn} uma base para o reticulado A em &Y. Por definicio

V(P) = /Pdtl . diy.

Se x; = (214, . - -» N4 ), entdo fazendo a mudanca de varidveis

N
’
i = Z Zit;,
7=1

onde 0 < t_’i < 1, obtemos

1
V(P):/idet(mji)[ dt] - - diy =|det(z)] .
[¢]

Portanto, V(A) = d(A) = V(P). ~

Seja T : ®RY — RN uma transformacio linear nio singular. Entdo o reticulado A em RY &
transformado por T no reticulado T(A) = {T(A}: A € A} em BRY. Se T(A) C A, entdo dizemos que

T é um endomorfismo para A. Em particular, se T'(A) = A, entdo dizemos que T é um automorfismo

para A. Uma transformacdo linear nio singular 7 : BY — B que preserva angulo é chamada uma

similaridade, isto é, T' ¢ igual ao produto de um escalar nio nulo por uma transformacio ortogonal.

Lema 2.3.5 [1{] Sejarn T um reticulado em RY e A um sub-reticulado de T'. Entdo T'™ & um reticulado

em RY™ ¢ (T/AY™ € isomorfo a T™[A™, para todo m > 1. -

Note que, se ' é um reticulado em R” e A um sub-reticulado de I', entdo, pelo Coroldrio 2.3.2
e o Lema 2.3.4, V(A) = [I' : AJV(T'). Neste caso, [['/A] = T' N R(A), (cf. [10]}, é um sistema de
representantes de classes laterais de A em T', selecionado na regido fundamental bésica de A. Em
particular, se A é um sub-reticulado do reticulado cibico ZV, entdo V(A) = [Z7V : A].

A minima distancia Euclidiana quadratica interclasses laterais de um reticulado A em BV, serd
denotada por di;,(x +A,A) = N(x+ A). Neste caso, o raio de empacotamento de A é p = dmin(N)/2.
O nimero de coniatos ou coeficiente de erro, (cf. [14]), de um reticulado A é o nimero de vizinhos

mais préximos de A, isto é, o ndmero de elementos A € A, com N{A) = d2, (A) e, denotamos por

E(A).
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Seja I' um reticulado em BY e A um sub-reticulado de T. Entio,

danin(T) = min {d2,(A), d3,(T/A)},

onde dZ; (I'/A) = min{N(y + A) : v € T,y # 0}. Portanto, (cf. [10]),
E(A), se din(A) > di(T/A)
E(T)={ B(A)+ B(T/A), se d -nm) = d2(T/A) -
E(T/A), se d2; (A) < d2, (T/A)

Seja A um reticulado em RY. Entdo o conjunto A* = {x ¢ RV : (x, A) € Z,V) ¢ A} é um reticulado
em &Y chamado reticulado dual de A. Se M é uma matriz geradora para A, entdo M* = (M~1)! &
uma matriz geradora para A*, Quando A C A* dizemos que A é um reticulado inteiro e, neste caso,
A" = U5 g + A), onde m é o indice de A em A* e g; € [A"/A], 0 < i < m—1. Em particular,
quando A = A™ dizemos que A é um reticulado auto-dual.

Seja I' um empacotamento esférico em RY, a regido de Voronoi Ry{}) associada a qualquer ponto

A € T é o conjunto de todos os pontos em R que estio mais préximos de A do que qualquer outro

ponto A € I, isto é,

Ry(d) = {x B :N(x-A) < N(x—X), ¥\ € r}.

Um buraco de um empacotamento esférico I em BY é um ponto de RV —T" cuja distancia de T é um
maximo local, isto é, um ponto xg € R,(A) tal que N{x—A) < N{x,~A), para todo x € Vixo)NR,(A),
onde V(xg) é uma vizinhanca de x5. Um buraco profundo de um empacotamento esférico T em R &
um ponto de RY — T’ cuja distancia de T’ é um méximo absoluto, isto é, um ponto xo € R,(A) tal que
N(x — A) < N{xo — A), para todo x € B,(A).

A densidade A(T') do empacotamento esférico I' em B é a relacio entre o volume ocupado pelas
esferas na regido fundamental e o volume da regido fundamental, isto é,

onde

2
D={xer": EAEF,N(xmA)<§—“ﬂZ—(m}.

Um empacotamento esférico I' em B que é obtido localizando uma configuracio fixa de s esferas

em cada regido fundamental de um reticulado A em BY & chamado um empacotamento periddico.
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Neste caso
sV(E,{0))
A(T) = 2 AEAY))
(T) d(A) ’
onde p = i%%LQ

A densidade de centro de um empacotamento esférico I' em R é definida por,
p

5{F) =

& ég_l e v(T') = laga(5(T)),

onde Vi € o volume de uma esfera de raio 1 em R, Em particular, quando I' é um reticulado temos

que
N N

A(D) = . 8(T) = 7 o (D) = (D),

onde 7(T') é o parémetro de Hermite do reticulado T' em B". O expoente de densidade de um empa-

cotamento esférico I' em RVé definido por,
A Al
AT = —logs (#) .

O cdlculo do coeficiente de erro E(I') de um empacotamento esférico I em RY é facilitado quando

definimos a fung¢do fp de T, (cf. [8]), por

................. s 9{‘(2) . w)ze:qu(/\) e,

> Nng™,

=0

il

onde ¢ = ™%, z € {w € C: Im(w) > 0} e N,y = {A € I': N(A) = m}, (T é o conjunto dos nimeros
complexos e /m{w) ¢ a parte imagindria do nimero complexo w).

Se I' é um empacotamento periddico em R tal que

s=1

U= Jg+1),
=0

onde A é um reticulado em RY, entio
_ 1 s—1i a1 NEA )
fr(z) = = z: S S g {2 +gi—gx)
=0 k=0 A€A
=0y(2)+ 25 T gNOteig),
* J<k AEA

Em particular, se I' for invariante por translacdo, entio

fr(z) = sil Z g O+8—go)

I=0 MeA
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Note que, quando I' & um reticulado em B%, o raio de empacotamento p, o coeficiente de erro E(T)

e a densidade A(T'), {cf. [8]), sdo dados pela funcio #p, pois

br(z)=1+ E(F)q4"2 + -+ e A(T') = lim (§>N = Z Nop.

T—a0
m<r?

Exemplo 2.3.2 Seja Ag/A3/Aq uma cadeia de particoes, com 2-niveis e 3-maneiras, onde Ag = A,

€ o reticulado hezagonal em B2 com uma matriz geradora

1
0

iMQ =

i
“l&l b2

e A, = Tef(Ag), i = 1,2, os sub-reticulados de Ay induzidos pelo endomorfismo T3 definido pela matriz

V3
T3] £ :

|
Nl‘éﬂ |
[ L)

que escala Ag por /3 e rotaciona por 30°. Neste caso

1
{AD/AQ] = {Z a;g;: a; € {0,1,2}, 1= 0, 1},
=0

Também, d%. (A:) =3 e V(A;) = 3”2@, i =0,1,2. O raio de empacotamento p = %—, o coeficiente de
erro E(Ap) = 6 e o pardmelro de Hermite v(Ag) = 1.155. As regides fundamentais bdsicas Py, Py e P,

dos reticulados Ag, A1 e Ay, respectivarmente, sdo mostradas na Figura 2.2. |
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Figura 2.2: Os reticulados Ag — ¢, A — 0 e Ay «— O
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Capitulo 3

Constelacao de Sinais Casadascom

Grupos Finitos

3.1 Introducao

Uma constelagdo de sinais 5 é qualquer subconjunto discreto em BY. Os elementos de uma cons-

telagio de sinais 5 sdo chamados pontos de sinais. Um cddigo do espago Fuclidiano ¢ um subconjunto

de S%, onde 1 C Z.
Uma constelacao de sinais § é geometricamente uniforme, {cf. [18]), se dados s1,8, € S existe
@ € Isom(RY) tal que
w(s1) =8 e (&)= 5.

Se T(S) = {w € Isom(RN): ¢(§) = 5}, entdo § é a 6rbita de qualquer ponto sy € § sob I'(5), isto é,
§={elso): e (S)}= [J {els0)}.
pel{s)
Em geral, o grupo das simetrias I'(.S) de uma constelagio de sinais geometricamente uniforme é mais
do que o necessdrio para gerar 5. Assim, um grupo gerador G(5) de S é um subgrupo de T'(S) que é
minimamente suficiente para gerar 5 de gqualquer ponto sg € 5 ou, equivalentemente, a cardinalidade
do conjunto [{s € 5 : ¢(s) = s}= 0, Ve € G(S), ¢ # Is, onde Ig é o elemento identidade de I'(5).
Note que o grupo gerador G(9) de uma constelagio de sinais geometricamente uniforme pode nio

existir (cf. [18]). Se ((5) é o grupo gerador de uma constelacio de sinais geometricamente uniforme
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S esg €5, entdo

5= U {efso)}

wEG(S)
e 0 mapeamento y : G(5) — 5 definido por p(¢) = @(sp) é bijetivo. O mapeamento g induz uma

estrutura de grupo em S, isto é, dados 81,82 € .5, a operagdo s1 * 82 = p(u ™ (s1)p " (sy)) define uma
estrutura de grupo em 5 e, neste caso, (5, ) é isomorfo a G{5). Assim, se o grupo § nio é simples,
entdo cada subgrupo normal §' de S induz em § uma fatoragio de 5/ por §/5’. Isto sugere o estudo
de uma constelagao de sinais 5 através de constelacdes de sinais menores §' e §/5', que serd feito na
Secdo 3.2

Um cddigo de bloco de mesma energia ou um cédigo esférico §, (cf. [32]), é qualquer constelacio
finita de sinais sobre uma esfera que gera R" como um espago vetorial e denotamos por {N,M,d},
onde M & o nimero pontos de sinais ou palavras-cédigo e d é a minima distancia Euclidiana quadritica
de S. Em particular, quando um cédigo esférico .S ¢ geometricamente uniforme dizemos que § é uma
constelagdo uniforme. Constelages uniformes foram introduzidas por Slepian em [32] sob o nome de
cddigos de grupo para o canal Gaussiano e generalizada por Forney em [18] para uma constelacio de

sinais qualquer.

grupo e uma partigao da constelagdo de sinais induzida pela particio do grupo gerador da constelacio

de sinais. Mais precisamente, seja H um subgrupo normal de G(S). Entdo,

So= 1 {8lsa} = [J {ea(e(s0))}, 95 € G(S)

¢ESDQH weH

¢ a orbita de sy sob a classe lateral ¢, H. Assim,

5 =8,

Se 5§’ é a drbita de sy sob H, entdo a particio S/5’ de § induzida por H é chamada uma particdo

geomelricarmnente uniforme.

Teorema 3.1.1 [18] Seja §/5' uma particio geometricamente uniforme. FEntdo os subconjunios de
S nesta partigdo sdo geomelricamnente uniformes, mutuamente congruentes e tém H como um grupo

gerador comum. -

Um grupo de rétulos G para uma parti¢io geometricamente uniforme 5/5 é um grupo isomorfo

a0 grupo quociente G(5)/G(5’). Um rotulamento isoméirico, (cf. [18]), da particio geometricamente
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uniforme §/8’ é um mapeamento g : G — §/5' definido por

1#(g) = ©qa(5").

Em [25] Loeliger generaliza para um grupo finito, a idéia de rotulamento isométrico, definindo um
mapeamento casado de um grupo sobre uma constelacdo de sinais e mostra que toda constelacio de
sinais casada com um grupo é, a menos de translagio, uma constelagio uniforme, (25, Corolério 1],
e caracteriza todas as constelacdes de sinais casadas com um grupo comutativo ciclico, [25, Teorema
10]. Este resultado é generalizado por Palazzo et al. em [27] através de um algoritmo heuristico.
Em todos estes casos, a motivagio foi a introducao de alguma “linearidade” no estudo de cédigos do
espago Buclidiano via um grupo. Na Secdo 3.2 caracterizamos todas as constelacdes de sinais que
sdo casadas com um grupo nio comutativo resuitante do produto semidireto de um grupo comutativo
por um grupo ciclico de ordem par. Na Secio 3.3 apresentamos alguns resultados sobre a d-cadeia.
Finalmente, na Secdo 3.4 apresentamos um algoritmo para a obtengdo de uma constelacio de sinais

casada com um grupo que € uma extensao de dois grupos menores.

3.2 Constelagoes de sinais casadas com grupos

Nesta secao caracterizamos todas as constelagbes de sinais que sao casadas com um grupo nio

comutativo que € fatordvel em um grupo comutativo por um grupo ciclico de ordem par.

Sejam I/ o grupo das raizes m-ésimas da unidade no conjunto dos nimeros complexos C e G um

grupo qualquer. Definimos
G & {x :G — U : x é um homomorfismo}.
Definiremos uma operagao binaria, (x, ¥) = v, em G como sepue

x¥(g) = x(9)¥{g), ¥y, € Geg e G.

—~

Nao é dificil verificar que com esta operagdo (¢ é um grupo comutativo com elemento identidade

x(g)=1e¥(g)= x(g™") o elemento inverso de x em . O grupo & é chamado grupo dual de G.
Sejam G = (g) um grupo ciclico de ordem m e u € U uma raiz m-ésima da unidade. Seja x € G tal

que x(g) = u e, portanto, x(g*) = «*. Uma vez que x(¢*) = v*, temos que I = x™, x, x%, ..., x" !

sdo todos distintos. Logo, G = {x) e, neste caso, identificamos (3 com a constelagdo de sinais mPS K.
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Mais geralmente, seja ¢ um grupo comutativo finito. Entao todo elemento g € (& pode ser escrito na

forma, (ef. [12]),
g = Hgf’, onde g; € (4.

il
Assim
S
x(g) = [T x(g)™,
=1
de modo que, cada y € G é completamente determinado por x{g1),...,x(g;). Portanto, se a ordem
de g; ¢ igual a my, entdo x(g;)™ = 1. Por outro lado, para j =1, ..., s, seja u; € U, u;nj = 1ecomo

&
g=TId"
=1
obtemos que
5
ky
x(g) = H ;"
=1

E claro que x estd bem definido, pois x independe dos k;, os quais sio somente definidos médulo
m; e, assim, x € (. Cada raiz pode ser escolhida de m;-maneiras, de modo que existem [Ti=1 my
homomorfismos distintos x. Logo, existe uma correspondéncia biunivoca entre os elementos de (G e os

elementos de G.

Lema 3.2.1 [12] Se G € um grupo comutative finito, entdo G ~ G. u

Uma constelagio de sinais § ¢ cesada com um grupo G, (cf. [25]), se existe um mapeamento u de

(7 sobre 5 tal que
d{ulg), p(h)) = d(p(e), (g™ k),

para todo g,k € G, onde d{.,.) é a distancia Euclidiana quadritica. O mapeamento i é chamado de
mapeamento casado. Quando o mapeamento u é injetivo dizemos que it ¢ um rotulamento casado, isto
é, se G ¢ isomorfo a G(5) entdo p é um rotulamento isométrico. Salvo mencio explicita em contririo,
todos os mapeamentos casados deste trabalho so rotulamentos casados. Neste caso, se ¢ é um cédigo
linear sobre G de comprimento n, isto é, C é um subgrupo de G™, entio p(C') é um c6digo do espago
Euclidiano sobre 5, (cf. Teorema 3.2.1 a seguir). Assim, as regies de decisdes de #(C') sdo todas
congruentes.

Seja €' um c6digo linear sobre Z,, de comprimento n. Definimos, (cf. [25]),

¢ C s BT 9((eg, .. s Cn)) 2 ZA;;B:,',
7=1
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onde

2me; 2mey bj—
A = [Tﬁ cos(=L), risen( T2y, By =| Y7
m - by
e {b1,bz,...,ban} é uma base ortonormal fixada de B?". Note que r; é apenas um parametro de energia
que s6 depende de j e ndo da palavra-cédigo. Em geral, tomamos r; = 1, paratodo j = 1,...,n. O

mapeamento ¢ é chamado de mapeamento candnico.

Teorema 3.2.1 ([25]) Sejam p um rotulamento casado de G sobre S e C' um cddigo linear sobre G.

Entdo p(C) € casada com C, onde p({cy,...,cn)) = (per), - -, pulen)). =

Teorema 3.2.2 ([25]) Uma constelagio de sinais S ¢ casada com o grupo Z,, se, e somente se,

5 = ¢(C)+ x, onde ¢ € o mapeamento canédnico, C € um subgrupo ciclico de 77, e x € BV, "

No préximo teorema caracterizamos todas as constelacbes de sinais que sfio casadas com um grupo

nao comutativo, o qual é um produto semidireto de dois grupos ciclico.

Teorema 3.2.3 Sejam H = (h) ~ Zn ¢ K = (k) ~ Zy,,. FEntdo, uma constela¢io de sinais § ¢
casada com um grupo G = H x¢ K se, e somente se, 5 = S1 X, S2, para o(pa(k)) = mﬁ(k)ui”},

 onde ,ulH — 51, pop 2 K — 5, sdo rotulamentos casados, 0(k) € Aut(H), Vk € K e 6(k}(h) =
h~',YheH.

Prova. Suponhamos que § seja uma constelagio de sinais casada com G. Seja y o rotulamento casado

de 7 sobre 5. Entao y induz uma estrutura de grupo em 5. Definindo
FaX Fay .
S1 2 u(l xo {e}) e S22 u({e} xo K)

temos que S5y e 53 sao subgrupos de §, com §7 <1 5. Agora, definimos py : H — 87 e uy: K — 5,
por
pa(h) £ phse) e pa(k) £ ple, k).
Entdo ¢ claro que i, pp sdo isomorfismos e § = § x,, Sz, onde p(u2(k)) = p8(k)p7t, Yk € K. Além
disso, dados hy,he € H,
d{pa(ha ) pa(ha)) = dlpi(e), palhi o).

De modo analogo, mostra-se que py é um rotulamento casado.
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Reciprocamente, sejam uy : H — 57 e ps : K — S5 rotulamentos casados. Entio é claro que
it1 € ptp induzem estruturas de grupos em Sy e S5, respectivamente. Assim, § = §; X 52 é um grupo,
onde @(sg) € Aut(51), Vsy € 53, com (s2)(s1) = 57, ¥Vs; € §;. Uma vez que pitr € Aut(H),
para todo 7 € Aut(5)) segue-se que G = H x5 K é um grupo com 8(k) = pi o(pa(k)p, Yk € K.
Definimos p : G — 5 por

(k) S (p (k) pal k).

Entéo € facil verificar que p é um isomorfismo de G sobre 5. Além disso, dados (hy, k1), (he, k2) € G,

d{p(h1, k1), pe(ha, ka)) = d((pa(ha), pa(kr)), (i B), po(k2)))
d(p1(ha), pr(he)) + dpa(ke), pa(ke))
d(pa(e), ua(h  he)) + d(pz(e), pa(ky ko)),

por outro lado,

d(pu(e,e), p({hr, k)" ha ka)) = d((pa(e), pale))s (ualha), pa(kn)) " pa(ha), pa(ke)))
= d((mle)s pale)), (plpalky )pa (A ), sa(kT k2)))
= d((pile), pa(e)), (a(OkT 1)) (AT ha), pa(kT k2)))

= d(p(e), pi(hahy)) + d(pa(e), pa(ki  b2)).

das expressées acima vemos que

d(u(hy For ), plha, k2)) = d{p(e, e), (R, ki)™ (he, ka))),
pois d(pa(e), pi(hy ha)) = d(pi(e), p{hihs!)). Portanto, 4 é um rotulamento casado. n

Coroldrio 3.2.1 Sejam H um grupo comutativo e K = (k) ~ Zy,,. Entdo, uma constelagdo de sinais
5 € casada com um grupo G = H xg K se, e somente se, § = 51 X, 83, para o(pa(k)) = i 8(k)p7?,
onde 1 : H — 51, po 1 K — 5, sdo rotulamentos casados, 6(k) € Aut(H),Vk € K ¢ 8(k)(h) =
h=l,¥YheH. "

Exemplo 3.2.1 Sejam H = %3 = {0,1,2}, K = Zy = {0,1} e 0 homomorfismo  : K -~ Aut(H)
definido por 0{k) = 7%, k = 0,1, onde T{h) = —~h, h = 0,1,2. Entdo G = H x4 K ¢ um grupe ndo

comutativo de ordem 6 com a operagio

(hok) +g (B K'Y = (h+ (k)W) k+ &), VAR € H ¢ b,k € K.
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490 1 2 3 4 5| G
0,0 1 2 3 4 5]|(0,0)
111 2 0 4 5 3][(1,0
212 0 1 5 3 4(2,0)
313 5 4 0 2 11(0,1)
404 3 5 1 0 2/(1,1)
505 4 3 2 1 0/(2,1)

Tabela 3.1: Tabela Cayley do grupo Zs xg Za ~ Dsj.

Assim, G € isomorfo ao grupo dicdral D3. Seja A = {0,1,2,3,4,5} um conjunto de rétulos para G.

A tabela de Cayley de A € mostrada ne Tabela 3.1. Portanto, pelo Teorema 3.2.3, constelacdo de

SENas
N BRVE] 1 V3 13 1 V3
= 1), (==, 22,1), (==, — 22, —1), (g memy = 1), (— 2y~
S {{1’07 )’( 2? 2 3 }3( 2! 2 11)5(1?01 1)?( 2? 2 ? }‘)'n‘( 27 2 3 I)
ou a constelacdo de sinais normalizada S = m\}?S € casada com o grupe D, |

Exemplo 3.2.2 Sejam H = Z4 = {0,1,2,3}, K = Zy = {0,1} ¢ 0 homomorfismo 8 : K — Aut(H)
definido por 8(k) = 7%, k = 0,1, onde T(h) = ~h, R =0,1,2,3. Entdo G = H x¢ K ¢ um grupo ndo
comutativo de ordem 8 com a operacdo

(hok) 4o (R F) = (h+ 0B, k+ &), Yo h' € H e bk € K.

Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7} um conjunto de rétulos para G. A tabela de Cayley de A é mostrade na
Tabela 3.2, da qual podemos concluir que G = (1,4) ¢ isomorfo ao grupo diedral D,. Portanto, pelo

Teorema 3.2.3, a constelagdo de sinais

5 =1{{(1,0,1),{0,1,1),{-1,0,1),(0,-1,1),(1,0,~1),(0,1,~1),(-1,0, -1},(0,-1,~1)}
ou a constelagdo de sinais normalizada § = :%S € casada com o grupo Dy. [
Exemplo 3.2.3 Sejam H = Zy = {0,1,2,3}, K = Zs = {0,1,2,3} ¢ 0 homomorfismo § : K —

Aut(H) definido por 8(k)y = 7%, k = 0,1,2,3, onde r(h) = ~h, h = 0,1,2,3. Entio G = H Xg K €

um grupo nao comutativo de ordem 16 com a operacdo
(R k) +o (W ) = (h+ 8(k) (B, k+ &), VA, W € H ¢ k. } ¢ K.
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4610 1 2 3 4 5 6 7| @
010 1 2 3 4 5 6 7/(0,0)
111 2 3 0 5 6 7 4(1,0)
212 3 0 1 6 7 4 51(2,0)
33 01 2 7 4 5 6(3,0
404 7 6 5 0 3 2 1](0,1)
5105 4 7 6 1 0 3 2|(1,1)
616 5 4 7 2 1 0 3{(2,1)
717 6 5 4 3 2 1 0/(3,1)

Tabela 3.2: Tabela Cayley do grupo Z4 xg Zg >~ Dy.

Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15} um conjunto de rétulos para G. A tabela de
Cayley de A € mostrada na Tabela 3.3. Seja L = {10} = {0,10} um subgrupo normal de G. Entdo

GZG/L:{L,1—3—9L72+3L,3+9L,4—£-9L,5+9L,6+9L,7-'§—5L}.

Identificando 2 com 8 temos que L = {0} e, assim, pelo item (2} do Ezemplo 2.1.1

‘G = {0’ 1723 3’4351 61 7} s QS'
Portanto, pelo Teorema 3.2.3, a constelagio de sinais
5 = {(LO% 170)5(0517170)7(_1107 1?0)5(0’“11130)7(1103071),(011a031)7("‘1707071)7(05W1503§~)}

ou ¢ constelagdo de sinais normalizada § = Q%S € casada com o grupe G, o qual € isomorfo ao grupo

dos quatérnios (Js. -

No préximo teorema caracterizamos todas as constelacdes de sinais que sdo casadas com um grupo
comutativo da forma G = Z, X Z,,, onde m e n sdo nimero inteiros positivos quaisquer. De forma

indutiva, temos a generalizacdo para G = Zy,, X -+ X Zy,.

Teorema 3.2.4 Sejarn H = (k) ~Z, ¢ K = (k) = Z,,. Entdo, uma constelacio de sinais S € casada
com um grupe G = H x K se, e somente se, § = 51 x 8, onde S1 € S sdo constelacdes de sinais

casadas com H e K, respeclivamente.
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4610 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15| G
0/0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15](0,0)
111 2 3 0 5 6 7 4 9 10 11 8 13 14 15 12| (1,0)
212 3 0 1 6 7 4 5 10 11 8 9 14 15 12 13](2,0)
303 0 1 2 7 4 5 6 11 8 9 10 15 12 13 14|(3,0)
414 7 6 5 & 11 10 9 12 15 14 13 0 3 2 1 |(0,1)
515 4 7 6 9 8 11 10 13 12 15 14 1 0 3 2 |(1,1)
66 5 4 7 10 9 8 11 14 13 12 15 2 1 0 3 |(2,1)
7|7 6 5 4 11 10 9 8 15 14 13 12 3 2 1 0 |(3,1)
8|8 9 10 11 12 13 14 15 0 1 2 3 4 5 6 7 (0,2
99 10 11 8 13 14 15 12 1 2 3 0 5 6 7 4 (1,2
1010 11 8 9 14 15 12 13 2 3 0 1 6 7 4 5 (2,2
1111 8 9 10 15 12 13 14 3 0 1 2 7 4 5 6 (3,2
12012 15 14 13 0 3 2 1 4 7 6 5 8 11 10 9 |(0,3)
13713 12 15 14 1 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11 10 (1,3)
1414 13 12 15 2 1 0 3 6 5 4 7 10 9 8 11](2,3)
1515 14 13 12 3 2 1 0 7 6 5 4 11 10 9 8 |(3,3)

Tabela 3.3: Tabela de Cayley do grupo Zs xg Za.
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Prova. Suponhamos que 5 seja uma constelacdo de sinais casada com (. Seja p o rotulamento casado

de 7 sobre 5. Entdo p induz uma estrutura de grupo em §. Definindo
S1 2 u(H x fe}) e S22 p({e} x K)

temos que 51 e 57 sdo subgrupos de 5. Agora, definimos py : H — 51 e po: K — §; por
pi(h) £ plhye), o pa(k) 2 pie,k).

Entao é claro que jiy, o sio isomorfismos e S = ) x S3. Além disso, dados hy,hy € H,

d(pr(h}, (k) = d{pa(e), pa(hi ha)).

De modo andlogo, mostra-se que ps é um rotulamento casado.

Reciprocamente, sejam py ¢ H — 51 e us : K — 5 rotulamentos casados. Entio é claro que
j11 € pp induzem estruturas de grupos em 5] e 53, respectivamente. Assim, § = S1 X S, é um grupo.
Definimos ¢ : G — &5 por

s ) S (a (), pa(k)).

Entédo é facil verificar que p € um isomorfismo de G sobre §. Além disso, dados {(hy, k1), (he, k2) € G,

d(palhy, by ), plha, k2)) = d((pa(ha)s pa(ka)), (palhe), pa(k2)))

= d(m(h1), (b)) + d(palkn), pa(ka))
= d(pa(€) pa(hi he)) + d(pa(e), palky  ka))
= d((wle), pua(e)), (ma(hy ha), pa(ky k2)))
= d(p(e, ), p(hi ' ha, kT i2))

= d{ple,e), p((hr, k1) (ha, k2))).

Portanto, g é um rotulamento casado. ~

i

Exemplo 3.2.4 Sejam H = Zz = {0,1,2} e K = Z, = {0,1}. FEntdo G = H x K ¢ um grupo

comutalive de ordem 6 com a operacdo
(Rk)+ (W Y=(h+ PN, kE+ k), Yh,W e H e bk ¢ K.

Assim, G € isomorfo ao grupo Ze. Seja A = {0,1,2,3,4,5} um conjunto de rétulos para G. A tabela

de Cayley de A € mostrada na Tabela 3.4. Portanto, pelo Teorema 3.2.4, a constelagdo de sinais

5 = {(1,0,1),(_37..?,%1),{_%,..?,1),(1,0,,%1),(_%,%?71),(_%,M12-‘?_,_1)}

ou a constelagdo de sinais normalizada Sy = —\/%—S ¢ casada com o grupo Zg. [
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+l0 1 2 3 4 5| G

010 1 2 3 4 5/|(0,0
111 2 3 4 5 0](1,1)
202 3 4 5 0 1](2,0)
313 4 5 0 1 2 (0,1)
404 5 0 1 2 3|(1,0)
505 0 1 2 3 4((2,1)

Tabela 3.4: Tabela de Cayley do grupo Z3 X Zg >~ Ze.

G
(0,0)
(1,0)
(2,0)
(3,0)
(0,1)
(1,1)
by fr
(3, 1)

-1

[ B 1 B e R o O

D
-l

w@:——*o—#c‘.\mﬂhﬁh

Tabela 3.5: Tabela Cayley do grupo Z4 X Z,.

Exemplo 3.2.5 Sejam H = Zy = {0,1,2,3} ¢ K = Z3 = {0,1}. Fntdo ¢ = H x K € um grupo

comutative de ordem 8 com a operacdo
(h k) + (R EYy=(h+h k+ &), YR, b ¢ H e bk € K.

Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7} um conjunto de rétulos para G. A tabela de Cayley de A € mostrada na

Tabela 3.5. Portanto, pelo Teorema 3.2.4, a constelagdo de sinais
S = 4{(1,0,1),(0,1,1),(~1,0,1),(0, -1,1),(1,0,-1),(0,1,~1),{-1,0,~1),(0, -1, -~ 1)}
ou a constelagdo de sinais normalizada § = %5 € casada com o grupo Zy X Fo. |

Mais exemplos de constelagdes de sinais casadas com grupos comutativos bem como particiona-

mentos de tais constelagoes de sinais podem ser encontrados em Cimara [5].
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Note que, pelos Teoremas 3.2.3 e 3.3.4, podemos conjecturar que as constelacdes de sinais casadas

com o grupo diedral I, sdo similares as constelactes de sinais casadas com o grupo comutativo Z, X Zs.

3.3 d-Cadeia

Nesta secao apresentamos uma construgdo de constelacdes de sinais a partir de um grupo qualquer

via o conceito da d-cadeia baseado na construc¢do proposta em [27].
Sejam § = {xg :0<i< N ~1}C RV, onde x = (2p,....,en_1) ERY,

Xgy = (xagi((}}: ceey wagé(Nm-l))

comg; € G,go =€eeagy € 55 0< i< N —1. Suponhamos que todos os vetores distantes d de

X = Xg, 880 Xgy,...,Xg,. Yamos construir uma tabela dos elementos do grupo associados com os
vetores X4,,0 < 7 < r, da seguinte forma: a primeira linha da tabela serd gp,...,4,. O primeiro
elemento a ser localizado na primeira coluna da tabela na (k+1)-ésima linha serd o primeiro elemento

na k-ésima linha que ainda nio apareceu na primeira coluna da tabela. Seja g o primeiro elemento na

4,991, --,99-. Portanto, temos a seguinte tabela

o $1 T gr
%l 51 - G
Gl g g9
g9 gn - 99

Quando a j-ésima linha tiver sido escrita e todo elemento nessa j-ésima linha tenha aparecido uma vez
na primeira coluna da tabela, o processo é interrompido e a tabela é considerada completa. Note que
a tabela tem no maximo |G| linhas. Agora, de d{x,,,x} = d(Xg4:,%g,), 0 < 4,7 < N — 1, segue-se que
os vetores representados pelos elementos do grupo na 2% .., r-ésima coluna na k-ésima linha estao
distantes d do vetor representado pelo elemento do grupo na primeira coluna dessa linha. Assim, os

elementos do grupo na primeira coluna da tabela representam vetores com a propriedade de que todo
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vetor subsequente estd a distancia d do vetor anterior e também do préximo. O conjunto de vetores
que podem ser alcancados de x dessa maneira é chamado de d-cadeia iniciando de x. Note que o
vetor X estd incluido nessa d-cadeia e todas as d-cadeias iniciando de x sdo obtidas da tabela. Logo,

temos o seguinte resultado.

Teorema 3.3.1 ([3%]) Seju x,x,4,,...,%,, uma d-cadeia iniciando de x. Entdo,

(1) H = {g0-91,---,9x} € um subgrupo de G gerado pelos elementos do grupo diferentes de gy na

primeira linha da tabela.

(2) Se H # G, entdo para tedo g € G~ H existe wma nova d -cadeiq iniciando de x, e os elementos

do grupo dessa nova d-cadeia formam as classes laterais ¢ esquerda gH de H em . =

Sejam 5 uma constelacdo de sinais e P(5) uma particio de . Dizemos que S é casada com o

grupo (¢ se existe um mapeamento p de & sobre P(5) tal que

d(u(g), u(h)) = d(p(e), u(g~'h)),

para todos g, h € (4, onde d(.,.} ¢é a distdncia Euclidiana quadratica interclasses laterais.

Teorema 3.3.2 Seju G um grupo e seja H um subgrupo de G como no Teorema 3.3.1. Se § =
Uyeg 59, onde S, sdo constelagdes de sinais associadas ds classes laterais de H em G, entdo S ¢

casada com (.

Prova. Por construcio cada 5, tem a mesma distancia Euclidiana quadratica intraclasses laterais e,
assim, cada 5, tem a mesma lista ordenada de distincias Euclidianas interclasses laterais, pois todas
as constelagbes 5; sdo formadas de d-cadeias fechadas. Portanto, p : G — P(S), dada por p(g) = 5,,

é um mapeamento casado. -

Pelo Teorema 3.3.2, observamos que a constelacio de sinais S casada com o grupo G tem a seguinte
propriedade: o perfil de distancia de qualquer ponto de sinal independe do ponto de sinal. Portanto,
(7 tem uma medida de distdncia invariante por translagio. Assim, um cédigo linear € projetado sobre
este grupo tem a propriedade de disténcia independente da palavra-cédigo e também, para um canal

Gaussiano, a probabilidade de erro independente da palavra-cédigo.
Lema 3.3.1 Sejo G um grupo que € wmna extensdo de H por K. Entdo,
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(1) Se § € uma constelogdo de sinais casada com H, entio S € casada com G.

(2) Se § € uma constelagdo de sinais casada com K, entdo S ¢ casada com G.

Prova. (2) Seja 1 : G — § definida por wlg) = wlaH), se g € al, para todo g € G, onde p é o
rotulamento casado de K ~ G/H sobre §. L claro que i estd bem definida e é sobrejetiva. Dados
91,92 € G, existem {nicos ai,ay € [G/H]| e hy,hy € H tais que g1 = a1hy e g3 = azhy. Como
gl_lg’g = h;laflaghz e

h;laFlaghg = ai’l{alhfla;l)aghg = afihgazhz, h3 = a;hfla{" € H,

haaghy = ag(a;}"hgaghg) = ashy, hy = a;lhgazhg e H

temos que g{"’lgg = aflagm, isto é, gi‘igg = a;lagﬂ. Portanto

d(glg1), pl92)) = dp(ar ), plazH )) =
Ap(H), (a7 azH)) = d(p(e), (97 92))-

Logo, 1 € um mapeamento casado. ]

Note que o mapeamento casado y do Lema 3.3.1 néo é um rotulamento casado, pois g nio é injetivo.

3.4 Construindo constelagoes de sinais casadas com grupos

Em geral, o Teorema 3.3.2, nio diz explicitamente nada sobre a natureza geométrica da constelacio
de sinais. De fato, ele diz que uma constelacio de sinais deve ser encontrada como uma uniio de
constelagtes de sinais. Assim, a chave para transformar o Teorema 3.3.2 em um algoritmo construtivo

é proporcionado pela defiri¢do da d-cadeia, Teorema 3.3.1 e do Lema 3.3.1.

Algoritmo A: Dado um grupo finito G.

Passo 1. Associe a ¢ um conjunto qualquer de rétulos A.

Passo 2. Construa a tabela de Cayley para A.

Passo 3. Para cada linha da tabela de Cayley do Passo 2 associe uma permutacio oy, i € A.
Passo 4. Dado x = xg = (2o,...,24-y) € &4l encontre x; = (Zoi0)s -+ s Toyqa—1) ) 1 < 4 <|4| ~1.

Passo 5. Seleciore em cada conjunto A; os elementos do grupo associados aos vetores X; que estao

a mesma distancia Fuclidiana quadratica d; de xo.
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Passo 6. Para cada conjunto 4; do Passo 5 associe uma d;-cadeia.
Passo 7. Associe a cada dj-cadeia do Passo 6 um subgrupo H; de G.

Passo 8. Faga 5; = | Ji¢; §5i, onde S;; sdo as constelagdes de sinais casadas com as classes laterais de

Hjem G

Exemplo 3.4.1 FEnconire as constelagdes de sinais casada com o grupo Zg.
Passo 1. Seja A = {0,1,2,3,4,5} um conjunto de rétulos para Zg.
Passo 2. Ver Tabela 3.1.

Passo 3. Sejam
op = (0), o1 = (012345}, o9 = (024)(135),
oz = (03)(14)(25), o4 = (042){153) e o5 = (054321)

as permuta¢des associadas ao Passo 2.

Passo 4. Dado xg = (zg, 21, %2,73,%4,25) € R®. Entdo

X1 = (mla T2, T3, T4, Ts5, *’EO);

Xg = ($23$31 Ty4,25,Tg, EI):

X3 = ($35$43 L5, 2:9)'1:1';3:2)3
Xg = (3:43335)9:{}3 Ty, 23, .“.’)3),

X5 == (555$01$11$2ﬂ T3, 334).

Passo5. Sejam Ay = {1,5}, A2 = {2,4} e A3z = {3} os conjuntes com distincias Euclidianas

quadrdaticas dy, ds e d3, respectivamente.

Passc 6.

g i 5

o0:0 1 45
g 2 4

11 2 @ g 3
glag 2 4

2:2 3 1 agi0 3
212 4 0

F18 4 2 2132 0
4§14 0 2

414 5 2

5146 0 4
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Passo 7. Sejam Hy = Zg, Hy = {0,2,4} e Hz = {0,3} os subgrupos de Zg associados as d;-cadeias
j=1,2,3 do Passo 6.

Passo 8. Sejam 51 = S, onde S11 = {0,1,2,3,4,5}, S2 = S21 U Sa, onde Sp; = {0,2,4} ¢
S92 = {1,3,5}, € §3 = 531 U S35 U Sas, onde Sa1 = {0,3}, S32 = {1,4} € S35 = {2,5}.

Os grdficos associados a 51, Sy € 3 sdo o hexdgono da Figura 3.1, o antiprisma da Figura 3.2 € o
prisma da Figura 3.3, respectivamente. Pelo Lema 3.3.1 as constelacoes de sinais 2PSK e 3PSK sdo

também casadas com o grupo Zsg.

Exemplo 3.4.2 Encontre as constelagoes de sinais casada com o grupo Zy X Z,.
Passo 1. Seja A ={0,1,2,3,4,5,6,7} um conjunto de rétulos para 74 X Zs.
Passo 2. Ver Tabela 3.2.

Passo 3. Sejam

oo = (0), oy = (0123)(4567), oy = (02)(13)(46)(57),
o3 = (0321)(4765), o4 = (04)(15)(26)(37), o5 = (0527)(1634)
o = (06)(17)(24)(35) e o7 = (0725)(1436)

-as. permutagtes associadas ao Passo 2.

Passo 4. Dado x¢ = (zo, 1, 29, 3, T4, Ts, Ts, T7) € R, Entdo

x1 = (21, %9, 23, 2o, &5, Te, T7, T4 ),
Xy = (T, T3, 20, L1, T, T7, L4, L5 ),
X3 = (T3, To, T1, T2, T7, T4, T5, T6),
X4 = ($4, &5, Tg, £7, L0, T1, T2, 333),
X5 = (&5, T, L7, L4, L1, T3, 3, To),
Xg = (xﬁ, L7, Egy L5, Lo, L3, T, 1‘1),
X7 = (%7, 24, Ts, T, €3, Lo, L1, L2).
Passo 5. Sejam Ay = {1,3}, Ay = {2}, Az = {4}, Ay = {5,7} ¢ As = {6} os conjuntos com distincias

Euclidianas quadrdticas dy, dg, ds, d4 e dy, respectivamente.

Passo 6.
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g 1 3 g 5 7
g0 1 3 o 2 0 4 7 a 5 7 g 6
1 2 ¢ o010 2 gl 4 s18 2 0 g1a 6
212 38 1 212 0 414 0 2:2 7 5 616 0
F18 0 2 VT o0 2

Passo7. Sejam Hy = {0,1,2,3}, Hy = {0,2}, Hy = {0,4}, H; = {0,2,5,7} ¢ Hs = {0,6} os
subgrupos de Z4 X Zy associados as dj-cadeias 7 = 1,2,3,4,5 do Passo 6.

Passo 8. Sejam .57 = 511U S1g, onde 513 = {0,1,2,3}, 511 = {4,5,6,7 }, 52 = 531 U Sa3 U S33 U Sag,
onde Sz = {0,4}, S35 = {1,5}, Ss3 = {2,6} e S34 = {3,7}. As outras constelagées de sinais sdo, a
menos de permutagdes de rotulos, similares ¢ estas.

Os grdficos associados a Sy e S3 sdo o antiprisma da Figura 3.4 ¢ o prisma da Figura 3.5, respectiva-
mente. Pelo Lema 3.5.1 as constelagdes de sinais 2PSK ¢ 4PSK sdo também casadas com o grupo

Foqg X Hin.

Exemplo 3.4.3 Encontre as constelagdes de sinais casada com o grupo diedral Ds.

Passol. Seja A = {0,1,2,3,4,5} um conjunto de rotulos para Ds.

Passo 2. Ver Tabela 3.3.
Passo 3. Sejam
ap = (0), o1 = (012)(345), o2 = (021)(354),
o3 = {03)(15)(24), o4 = (04)}(13)(25) e o5 = (05)(14)(23)

as permutacdes associadus ao Passo 2,
Passo 4. Dado x¢ = (xg, 21,22, T3, T4, %5) € RS Entdo

Xy = (&1, Tq, To, T4, T5, T3 ),

Xy = (&g, T, T1, L5, T3, Ta ),

X3 = (3, T5, T4, L0, T2, T1),

Xy = (24, 23, T5, L1, To, T3),

X5 = (Zs5, T4, L3, T2, T1,Lg)-
Passo 5. Sejam Ay = {1,2}, A; = {3}, A3 = {4} e Ay = {5} o0s conjuntos com distdneias Fuclidianas
quadrdiicas dy, dy, d3 e dy4, respectivarnente,

Passo 6.
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0 1 2
e 0 3 g 4 0 5
olo 1 2

olo 3 olo 4 0|0 5
11 2 0

3ls 0o 414 0 5|5 0
202 0 1

Passo 7. Sejam H, = {0,1,2}, Hy = {0,3}, Hy = {0,4} e Hy = {0,5} os subgrupos de D3 associados
as d;-cadeias 7 = 1,2,3,4 do Passo 6.

Passo 8. Sejam S; = S U Sy, onde St = {0,1,2} e Si2 = {3,5,4}, 52 = 891 U Sag U Sas,
onde Sq1 = {0,3}, S22 = {1,4} e S23 = {2,5}. As outras constelagdes de sinais sdo, a menos de
permutacées dos rotulos, similares a estas.

Oz grdficos associados a S € S2 sdo o prisma da Figura 3.7 e o antiprisma da Figura 3.6, respectiva-
mente, Pelo Lema 3.3.1 as constelagoes de sinais 2PSK e 3PSK sdo também casadas com o grupo

Da.

Exemplo 3.4.4 Encontre as constelagoes de sinais casada com o grupo diedral Dy.

Passol. Seja A ={0,1,2,3,4,5,6,7} um conjunto de rétulos para Dy.

Passo 3. Sejam

5o = (0), o = (0123)(4567), oy = (02)(13)(46)(57),
o3 = (0321)(4765), o5 = (04)(17)(26)(35), o5 = (05)(14)(27)(36)
o6 = (06)(15)(24)(37) e o7 = (07)(16)(25)(34)

as permutacdes associadas ao Passo 2.

Passo4. Dado xo = (29,21, 22,23, 24, 25, Ts, 27) € R, Entdo

X1 = {21, %9, T3, Zo, Ts, T6, L7, £4),
Xg = ($2,$3,$U,$1,$6,$7, ?34,935),
Ka = (ﬁsy«”‘fo,xh&“z,ﬂ?nm, Sﬂc’nﬁa),
Xq = {3:4: $73$6=$53${3a$31$27$1)7
Xy = ($5,£B4,$7,$6,$z,%,313,%2),
Xg = (51?6, T5,24,T7,L2,21, o, $3),

Xy = ($77 Tg, Ly, L4, L3,T2, -1'“172:0)-
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Passo 5. Sejam A; = {1,3}, Ay = {2}, A3 = {4}, A4 = {5}, 45 = {6} ¢ As = {7} o0s conjuntos com

distancias Fuclidianas quadrdticas dy, dq, da, dy, ds e dg, respectivamente.

Passo 6.
g 1 3
g0 1 3
{1 2 0
212 3 1
g8 0 2

0 2 0 4 0 5 0 6 0 7

gya 2z g0 4 g10 & g10 ¢ oyo0 7
212 0 414 0 5186 0 616 0 (ANAR

Passo 7. Sejam Hy = {0,1,2,3}, H; = {0,2}, Hs = {0,4}, Hy = {0,5}, Hs = {0,6} ¢ Hg = {0,7}

os subgrupos de Dy associados as d;-cadeias j = 1,2,3,4,5,6 do Passo 6.

Passo 8. Sejam 5y = 541 U 510, onde 54 = {0,1,2,3}, S = {4,7,6,5}, Sa = Sy U San U Sag U Sa4,
onde Sa1 = {0,4}, S32 = {1,5}, S33 = {2,6} € 534 = {3,7}. As ouiras constelacdes sdo, a menos de

permutacées de rétulos, similares a estas.

Os grificos associados a S1 € S3 sdo o antiprisma da Figura 3.8 e o prisma da Figura 3.9, respectiva-

mente. Pelo Lema 3.3.1 as constelagoes de sinais 2PSK ¢ 4PSK sdo também casadas com o grupo

Dy.
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Figura 3.1: Hexdgono casado com Ze.

Figura 3.2: Antiprisma casadc com Zg. Figura 3.3: Prisma casado com Zg.
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Figura 3.4: Antiprisma casado com Z4 X Z,. Figura 3.5: Prisma casado com Z4 x Z,.

Figura 3.6: Antiprisma casado com D, Figura 3.7: Prisma casado com D,
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Figura 3.8: Antiprisma casado com Dy. Figura 3.9: Prisma casado com [y,
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Capitulo 4

Construcao de Cdédigos de Classes

Laterais sobre Grupos

4.1 Introducao

Existem muitas maneiras de construir cédigos novos usando cédigos conhecidos. Uma referéncia
.excelente sobre.construcoes de cddigos. .[26].. Como. motivagio exibiremos nesta-segdo algumas destas
construgbes. Neste e no proximo capitulo usamos a nota¢do {n, k, d], para representar um codigo linear

sobre ¥, de comprimento n, dimensdo & e distancia minima d.
(1) Sejam €y = [n, k,d], e Cy = [N, K, D], dois c6digos lineares. Entio,
C=C1@C; = {{er,e9) 1 ¢1 €Y, ez € Oy}

¢ um [N + n, K + k, min{D, d}], cédigo linear. Note que esta soma direta externa de cédigos lineares
pode ser estendida para qualquer nimero finito de cédigos lineares.

(2) Sejam C = [n, k,d]; e Cy = [N, K, D], cédigos lineares. Entéo,
C=0C18C,

é um [Nn, Kk, Dd], cédigo linear, onde suas palavras-c6digo sio matrizes tais que todas suas linhas
pertencem a 'y e todas suas colunas pertencem a Cy, isto é, C pode ser identificado com um subespaco
do espago vetorial das N x n matrizes com entradas em F,. Note que este produto Kroneckeriano de

codigos lineares pode ser estendido para qualquer nimero finito de cédigos lineares.
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(3) A concatenagdo ¢ um método especifico de construcdo de cddigos longos através de codigos
menores. Este método foi primeiramente proposto por Forney em [13] como um meio de construir
codigos de bloco longoes, os quais podem ser decodificados sem a complexidade usualmente requerida
no uso de codigos longos. Este resultado foi generalizade por Blokh e Zyablov em [2]. Agora va-
mos considerar um esquema de codificagio concatenada proposta por Zinoviev [34] que generaliza as
proposta de [2, 13].

Sejam B; = [n, ki, di]g,, i = 0,...,m— 1, c6digos lineares. Seja M = M(By,...,Bp_1) umamxn

matriz cuja i-ésima linha contém uma palavra-cédigo arbitraria b; = (by,...,b;,) € B;. Entio,
bos boz e Doy
M- b11 b1z e b
Cdm—1y1 Om—n2 7 bpm—iyn |
Quando as palavras-cédigo b; € B, i = 0,...,m — 1, percorrem todos os possiveis valores, obtemos

um conjunto {M(By, ..., Bn_1)} constituido de []75! qz'-'“" tais matrizes.

Suponhamos que temos um A = [N,{A|, Dg| cddigo linear sobre F,, onde |A|= Hy_f__gl g é a
- cardinalidade do eédigo. Seja
Ao/ [Am,

uma cadeia de partigdes, com m-niveis e g;-maneiras, onde

m-—1
Ao = A, Ap ={0} e A, =[N,|4),D,), 1A= [T @, s=1,...,m—1.

i==§
Iiste particionamento estabelece uma correspondéncia biunivoca de Fyy X - -+ X ¥, _, sobre Ag. Assim,
substituindo na matriz M cada coluna (bg;, .. .,b{m_l)j)‘, J =1,...,n, por uma palavra-cddigo a; de
Ag obtemos uma N X n matriz com entradas em F;. O conjunto C = {M{Bs,..., B,_1)} de todas as
possivels matrizes cujas colunas sfo transformadas como acima é um codigo concatenado generalizado

ou, simplesmente um cédigo (C linear sobre [Fy, com os seguintes pardmetros

m—1
[Nn,|C),d], com C|= H ¢¥ e d> min {Did;}.

bule O<e<m—1
Os codigos componentes Ag, ..., Am e By, ..., By sdo chamados de cddigos internos e exzternos,
respectivamente. QQuando os cédigos componentes Ag, ..., A, efou By,..., Bp_y s@o nao lineares o

codigo ¢ é nao linear.
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Os principais métodos de construgbes de cédigos novos usando cadigos conhecidos como acima,
consistem na uniio de um nimero finito de elementos de uma particio de grupos. Mais precisamente,
sejam G um grupo finito e H# um subgrupo normal de G. Entdo I induz uma particdo G/H em G
de [G : H] classes laterais de H. Seja [G/H| um sistema de representantes de classes laterais fixo de
Hem G. Dado K C [G/H]N, C = KHV é um cédigo sobre (¢ e é um cédigo “linear” se, e somente
se, K é um subgrupo de [G/H]Y com a operagio de multiplicacio médulo HNV.

Por exemplo, sejam G = F} e H = {(g1,92) € G : g1 + g2 = 0} um subgrupo normal de G.
Seja {G/H] = {(00),(10)} um sistema de representantes de classes laterais fixo de H em . Entdo
C = K+ H? é um c6digo sobre G que tem H? como subcddigo e por sua vez é um subcédigo de G2,
onde K = {{0000),{1010)} C [G/H}*.

Chamamos a atencio para o fato de que a construgio de cédigos da forma C' = K HY, torna-se
impraticivel quando a ordem da particio '/ H for muito grande. Infelizmente, ndo se conhece nenhum
método sistematico de selecionar o subconjunto K de [G/H] de modo que o cédigo C = KHY seja
otimo.

Como a ordem da parti¢io G/ H é finita, existe um refinamento de G/ H em uma cadeia de particées
de m-niveis

GO
onde

Go=G, G = H, Gy = [G;/Gi41]Gip1, 0 <i<m - 1.

Assim, um método alternativo de construir cédigos da forma C' = K H" é considerar o subconjunto
K de [Go/Gm |V definido por K = [T75! K;, onde K; C [G/Gi1Y, 0 < i < m 1. Assim, fixados os
K;, toda palavra-codigo de ¢ pode ser escrita de modo dnico na forma kh, onde k = H;-’;gl ki, h € Gg \
com k; € K;. Portanto, C é a unido de todas as classes laterais de GY.

Na Secdo 4.2 apresentamos uma construcio de codigos de classes laterais generalizados sobre o
grupo Z,, que segue esta forma geral de construcdo. A vantagem de construir cédigos multicamadas
reside no fato de que, para o mesmo comprimento e mesma taxa de informagio, muitos destes cédigos
apresentam um ganho de codificagdo malor do que o dos cddigos com somente uma camada. Na Secdo
4.3 apresentamos, como resultados noves, duas tabelas de cddigos de classes laterais sobre os grupos

D3 e @Qg, respectivamente.
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4.2 Construcao de cédigos de classes laterais generalizados

Nesta secao apresentamos uma construcdo de cédigos de classes laterais generalizados sobre o grupo
Zg. Deforma indutiva, temos a generalizagdo para G = Zg, X+ - X Z,,. ., onde Ag = [N, |Ag|, Do} é um
codigo linear sobre G com |Ag|= [T™5' ¢;.. Em [29] Portugheis apresenta uma condicio necesséria e
suficiente para a linearidade destes cédigos de classes laterais generalizados. Esta construcio é similar
a construcdo proposta para empacotamentos esféricos apresentada no préximo capitulo. Assim, para
decodificar os codigos obtidos com esta construgdo podemos utilizar o algoritmo a ser proposto para

reticulados ou o algoritmo proposto em [29].

Sejam A e A’ cédigos lineares sobre Z, de comprimento & tal que A" C A. Entdo A’ induz uma
particio A/A" em A com [A/A|= ¢, 1 < m < log, |A], classes laterais de A", Se
-1
iA/A’]Z{ZOéiaU aiENq,(}gigmmi},
=0
ondea; € A, a; ¢ A" e Ny = {0,...,¢g— 1}, é um sistema de representantes de classes laterais fixo de

A’ em A, entdo uma cadeia de parti¢gdes, com m-niveis e ¢-maneiras,

AofAr/ -+ [An
pode ser definida como um refinamento de A/A4’, fazendo
Ao = A, Ay = A A = [Af/Ai] + Aigry e JA/ A= g,

onde

[Ai/ A ={aai to; €Ny} eay € A, ¢ A, 0< i< m— 1

Como

A = U (aiai+Ag+1), 0<i<m—-1
a;ENy

temos gue toda classe lateral 3 esquerda de A,, em Ag é determinada de modo tdnico pelo conjunto
de seqiiéncias (&, ..., Qm_1), isto é, existe uma correspondéncia biunivoca de Zy' em Ag/Am, a qual
nao é necessariamente um isomorfismo de Z' em Ao/A,,. Note que Z, é um grupo de rétulos para

cada nivel A;/A;+1 da cadeia de parti¢des.
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Definigdo 4.2.1 Sejam Ao/ - /Ay uma cadeia de particées de codigos lineares sobre 7, cada um
de comprimentos N, com m-niveis e g-maneires, e By, ..., By, cddigos sobre Z, cada um de com-
primento n, Fizvado 8; € [A;/Ai41] — {0}, 0 < 1 < m — 1, define-se um cédigo C sobre Z, como o
conjunto
A m—1 m—1
C= {Z(bz’@ﬂi) : by EBi,OSiSm—l}-PA;“—* L (Z(bz'@&)-l-A;) ,
i=0 b;eB; \i=0
onde para cada b; € B;, b; @ 5; = (Birfis .. binf:), 0 < i < m ~ 1, a soma € sobre Z, e a unido é

sobre todos os codigos By, ..., B, _1.

Chamaremos o cédigo C de codigo de classe lateral generalizado, {cf. [14]), o denotaremos por

m—1
C= > (B ®[Ai/Ai]) + AL
PE=TY]

Isso exibe explicitamente C como a unido de [T75! [B;] classes laterais & esquerda de A”,, onde |B;| é
a cardinalidade do cédigo B;, 0<i<m -~ 1.
Dadoe e C,c = Zgﬁl(b@®ﬁg)+am, comb; € By,an, € AL e € [Aj/A]—{0},0<i<m—-1.

_Entao,

m—1
c = __Z:G(bilﬂia'-'7binﬁi)+(amls"';amn)

- (mil(bnﬁi), § .,fg(bmm) b (V1Mo ooy Vn M)

i=0
Portanto, ¢ = (w; M, ..., 0, M)+ VM, onde u, = (boks- - bgm_1)i)y 1 < k < n, é uma m-upla
formada da k-ésima componente de cada palavra-codigo b; € B;, 0 < i < m—1, isto é, ug € um rétulo
de alguma classe lateral & esquerda de A,, em Ag, M é uma m x N matriz cujas linhas sao os vetores
B, 0<i<m—1,istoé M ={a;: 0<i<m—1},pois §; =ca;,c € N, - {0},0<i<m~1,
V=A_vip:1<k<n}éumanx K, matriz com linhas v; € Zj;‘“"‘ e M,, é uma matriz geradora do
cddigo A,,. Assim,

c=UM+ VM,

onde U = {ug: 1 £ k& < n} éuma n X m matriz com linhas uy € Zg'. Isto significa que a i-ésima
linha do produto UM é uma combinagéo linear das linhas de M com escalares da i-ésima linha de U.

Por essa razdo vamos considerar

m—1

=0
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Por simplicidade tomamos, em geral, o cédigo A, = {0}. Note que os cidigos B; podem ser somente
codigos de bloco, ou somente cédigos convolucionals, ou uma composi¢io de cédigos de bloco e convo-
lucionais e, em geral, ndo necessitam ser lineares. Todavia se os cddigos B; sao lineares, entdo temos

o seguinte resultado.
Teorema 4.2.1 Se os cddigos B; sdo lineares, entdo C € um codigo linear sobre Z,,.
Prova. E claro que 0 € C. Dadosc,¢/ € C,c= UM +a, e ¢/ = UM + a,.. Entdoc — ¢’ =
UM + am — (U'M + a),) = (U~ UM + (a, — a;,) € C. Portanto, C é um subgrupo de ZJ'™. =
A seguir apresetamos algumas observacoes.
(1) Se M, sao matrizes geradoras dos codigos lineares B;, 0 <:<m — 1, com A4,, = {0}, entao
M=[My®as, My ®ay,.... Mpm_1 ®an_1],

é uma matriz geradora para C, onde M; ® a; = [rjy @ a;,..., 0% @ a;] ery, 1 <7 < Ky, sdo as
linhas de M;. A nota¢do [X,Y,..] significa uma matriz coluna, cujos elementos das “colunas”

s80 as matrizes X,Y, ...

{2) Se os codigos lineares B;, 0 < ¢ < m — 1, sfo todos de bloco de comprimento n e dimensao

ki, 0 < ¢ < m—1,sobre Z,, entdo C é um [Nn, k]-cédigo linear sobre Z,, onde

m—2
( Z kz) -+ nkm_}a 5€ Am ?1" {9}
B = )

m=1
5 ks, se A, = {6},
1=0
(3) Se os codigos B;, 0 < i < m—1, sdo somente cddigos convolucionais, ou a composigio de cédigos
de bloco e convolucionais, entdo C é um cddigo de trelica com taxa
1 m—1
R — R,
=0
onde R; sdo as taxas dos codigos By, 0 < i< m — 1, (cf. {37]). Embora cédigos de treliga sejam

essenciais em muitas aplicagBes praticas, nfo iremos consideri-los.

(4) Se Ag = 5 & uma constelagio de sinais casada com um grupo G, entdo C =[n,|C|,d(C)] é um
cadigo de classe lateral (pode ser linear ou nido) sobre Gy com taxa e ganho de codificaciao dados,

respectivamente, por

dC) R
d(Ao) log Aol

R= ;L.]ogz |C| [bits/T] e v(C) =
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onde d(C) é a minima disténcia de C dada pelo Teorema 4.2.2, com a substituicio de dz(4;)
pela distancia FEuclidiana quadrdtica interclasses laterais dyin(4;), 0 <i<m—1,e d(Ap) é a
minima distancia Euclidiana quadritica da modulagio ndo codificada S casada com Gp, isto é,
Ag é um [1,{Ag|,d(Ag)] cédigo. Neste caso a definigio b; @ a; significa que o cédigo B; é sobre
o alfabeto [A4;/A4;41].

Teorema 4.2.2 ming<i<m—1{du (B }du(A;), du(An)} < dg{C) < dy(An). Em particular, se

Bg C---C By, entdo

dy(C) = ocmin_ {du(Bi)du(A:), du(Am)}-

Prova. Dados c,¢ € C, e = UM +a,,, ¢ = UM + a,,. H4 dois casos a serem considerados:

(1)

(2)

Se Am # {8} e U = U = 0, entdo dy(c,€) = dg(am,a,). Logo, dg(c,€) > dg(An), onde a
igualdade pode ser alcancada escolhendo (a,, —a,,) com uma inica componente nio nula e igual

a uma palavra-cédigo em A,, com distincia de Hamming dg{A4,,);

Se U e U # 0, entdo existe um primeiro indice, digamos r > 1, tal que U # U, isto &, u, # Gy,

Logo, b;, # b;., para algum i,, 0 < i, < m — 1. Assim, pelo menos dy(B;.) componentes

da palavra (e — €) pertencem a a;, + A, 41, isto implica que dy(c,€) > dy(B; )dr(4:), 0 <

4.3

iy < m— 1. Uma vez que A}, é um subcddigo de C temos que d(A4,,) > dy(C). Portanto,
ming<i<m-1 {4 (B)du{A), dp(Am)} < dg(C) < dg{An).

Em particular, se By C -+ C By, entdo a igualdade pode ser alcangada escothendo ¢ = b, @a;,
e¢ = b; ®a;,onde (b; — b;.) e a;, sdo palavras-codigo de B;. e A, , respectivamente, com

minima distancia de Hamming. Portanto, dg(C) = minocicm—1{dn(B:)du(A), dg(An)}. =

Exemplos

Nesta se¢do apresentamos alguns exemplos de cédigos novos, Exemplos 4.3.2, 4.3.3, e cédigos

conhecidos 30 bons quanto os da literatura, que foram encontrados usando a Definicio 4.2.1.

Exemplo 4.3.1 Seja Ap/A /Ay/A3/As wma cadeia de partigées, com 4-niveis e 4-maneiras, onde

A= RS(4,i+ 1), i =0,1,2,3 e Ay = RS(4,00) sd0 codigos Reed-Solomon.
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(1) Para os cddigos By = [5,0, s, By = [5,2,4]4, B2 = [5,3,3]4 € By = [5,4,2]4 dados na Tabela-
VI de [ 23] obtemos, pelo Teorema 4.2.2,

dy(C) 2Olgié]-a{dH(Bi)dH(Ai)adH(A-fl)} = min{x,4.2,3.3,2.4, 0} = 8.
Assim, pelo Teorema 4.2.1, o codigo C = [20,9, 8], € linear.

(2) Para os cédigos By = [11,5,6)4, By = {11,8,3)4, B, = [11,10,2]4 e By = [11,10,2)4 dados na
Tabela- VI de [23], obtemos o cddige linear C = [44, 33, 6],.

(3) Para os cddigos By = [12,6,6]4, By = [12,9,3]s, B2 = [12,11,2]4 e By = [12,11,2]4 dados na
Tabela- VI de [25], obtemos o cddigo linear C = [48,37,6)4. =

Exemplo 4.3.2 Neste exemplo construimos uma classe de codigos sobre a constelacdo de sinais nor-
malizada casada com o grupo diedral D3 do Eremplo 3.2.3. Seja Ag/A1/A2 uma cadeia de particées,
com 2-niveis, onde Ay = Ds, Ay = (1}, Ay = {0} e minimas distincias Euclidianas quadrdticas
1.5/1.5/00, isto €, os A; sdo cddigos de espago Euclidiano de comprimento unitdrio. Entdo, obtemos
os codigos C = {bp@3+9b1®1: ¢; € By, i = 0,1} sobre D3 mostrados na Tabela 4.1, onde os cédigos

Bo = [n, ko, do]z na primeira coluna da tabela sio da Tabela-I de [5]. Os cédigos By = [n, ky,dy]3 na

codigos novos C com pardmetros [n,|C|, d(C}], onde C| e d(C) representam o nimero de palavras-
codigo € a minima distdncia Euclidiana quadrdtica do codigo. Finalmente, na quarta e guinta coluna
da Tabela 4.1 enconira-se a laza e o ganho de codificagdo dos codigos C definidos na observagdio {4)

acima. n

Exemplo 4.3.3 Neste ezemplo construimos uma classe de codigos sobre a constelagdo de sinais nor-
malizada casada com o grupo dos quaténios Qs do Ezemplo 3.2.5. Seja Ag/A1/As uma cadeia de
pariigdes, com 3-niveis e 2-maneiras, onde Ag = Qg, A1 = (1), Ay = (2}, A3 = {0} e minimas
distincias Fuclidianes quadrdticas 1/1/2/0c, isto €, 0s A; sdo codigos de espago Fuclidiano de com-
primento unitdrio. Entdo oblemos os codigos C = {bg®@4+sb; @14+5by®2: b, € B;, 1 =10,1,2}
sobre (Jg mostrados na Tabela 4.2, onde os codigos B; = [n, k;, d;]2 nas trés colunas da Tabela 4.2 sdo
da Tabela-I de [3]. Na quarta coluna da Tabeln 4.2 encontra-se os cédigos novos C com pardmetros
[n,|C|, d(C)], onde |C| e d{C) representam o nimero de palavras-codigo e a minima disténcia Fucli-
diana quedrdtica de cddigo. Finalmente, na quinta e sexta coluna da Tabela 4.2 encontra-se a taza e

o garho de codifica¢do dos cédigos C definidos na observagdo (4} acima. |
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By By C R (bits/T] | v(C)[dB]
[8,7,2] (8,7,2] 18,2737, 3] 2.26 2.43
8,4, 4] (8,4, 4] [8,2%31, 6] 1.29 3.01
(12,8,3] |[12,9,3] |[12,283° 4.5] 1.86 3.33
[12,7,4] | [12,7,4] | [12,2737,6] 1.51 3.68
[12,4,6] | [12,6,6] | [12,235 9] 1.13 4.18
[16,15,2] | [16,15,2] | [16,213315 3] 2.42 2.72
{16,11,4] | [16,11,4] | [16,2'131,6] 1.78 4.40
[16,7.6] | [16,8,6] | [16,273%,9] 1.23 4.55
(24,19.3] | [24,20,3] | [24,2193%0 4.5] 2.11 3.90
[24,15,4] | [24,18,4] | {24, 215318 ¢] 1.81 4.46
[24,14,6] | {24,16,6] | [24,2'43%6 9] 1.64 5.80
[24,12,8] | [24,12,9] | [24,21%3'2, 12] 1.29 6.00

Tabela 4.1: Cédigos sobre Dj.

Exemplo 4.3.4 Seja Ag/A1/Az/As uma cadeia de particées da constelagdo de sinais SPSK, com

3-niveis e 2-maneiras, onde 4; = 2Zg, 1 =0,1,2,3.

(1) Para os cédigos By = [6,0, ]y, By = [6,2,4]; e By = [6,5,2]y dados na Tabela-1 de [3], obtemos

o codigo C = [6,]C|, 8] sobre Zg, onde |C|= 27.

{2) Para os cédigos Bo = [7,0,¢]z, By = [7,3,4]s € By = [7,6,2]; dados na Tabela-1 de [5], obtemos

o codigo C = [7,|C|, 8] sobre Zg, onde |C|= 2°

{3) Para os codigos By = [8,0,00l;, By = [8,4,4]¢ By =
[8,1C|, 8] sobre Zg, onde |C|= 21,

{8,7,2]2 dados na Tabela-I de | 3], obiemos
o codigo C =
Note que estes cddigos sdo tdo bons quanto os cddigos ciclicos de {281 e semelhantes aos de [29)].
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By B B, C R bits/T] | +(C)[dB]
[8,7,2] (8,7,2] 8,8, 1] [8,2%% 9] 2.75 2.63
[8,4,4] |[8,4,4] |[87,2] |[8,2%5,4] 1.88 4.00
[8,2,5] |1[8,2,5] |[8,4,4] |I[8,2%5] 1.00 2.22
(12,11,2] | [12,11,2] | [12,12,1] | [12,2%¢,2] 2.83 2.80
[12,5,4] | [12,5,4] | [12,11,2] | [12,2%, 4] 1.75 3.68
[12,2,8] |1 [12,2,8] |[12,5,4] |[12,2°8] 0.75 3.01
[16,11,4] | [16,11,4] | [16,15,2] | [16,2%,4] 2.31 5.00
| [16,5,8] | [16,5,8] | [16,11,4] | [16,2%1,8] 1.31 543
(16,2,10] | [16,2,10] | [16,8,5] | [16,2!2, 10] 0.75 4.00
(24,15,4] | [24,15,4] | [24,23,2] | [24,2%, 4] 2.20 4.67
[24,14,6] | [24,14,6] | [24,19,3] | [24,27,6] 1.96 5.93
[24,12,8] | [24,12,8] | [24,15,4] | [24,2%,8] 1.63 6.38
[24,5,12] | [24,5,12] | [24,14,6] | [24,2%4,12] 1.00 6.02

Tabela 4.2: Cédigos sobre (Js.
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Capitulo 5

Construcao de Empacotamentos
Esféricos via Cdédigos de Classes

Laterais Generalizados

5.1 Introdugao

A primeira construcio de um reticulado A em R utilizando um cédigo linear foi proposta em
[24]. Seja €' = [N, k,d], um cddigo linear, onde p é um nimero primo. Se identificarmos Z, com o
subconjunto N, = {0,1,...,p~ 1} C %, entéo

A= J{(e)+pZ")
cel

é nm reticulado em RY, onde Z, ~ Z/pZ é um grupo de rétulos e ! : zZl — [Z/pZ}V. Isto exibe
explicitamente A como a unido de p* classes laterais 4 esquerda de pZ"

Os principais métodos de construgdes de novos empacotamentos esféricos usando-se reticulados
conhecidos como acima, consistem na unido de um mimero finito de elementos de uma particio. Mais
precisamente, sejam I e A reticulados em ™Y tal que A é um sub-reticulado de T'. Entao A induz uma.
particdo ['/A de I em [I" : A] classes laterais de A. Seja [['/A] um sistema de representantes de classes
laterais de A em I'. Dado H C [I'/A], Ly = H + A é um empacotamento esférico em B e é um
reticulado se, e somente se, f é um subgrupo de [I'/A] com a operacao de adicio médulo A. De um

modo geral, Ly, = H + A™ é um empacotamento esférico em B™V" ¢ é um reticulado se, e somente se,
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H ¢éum subgrupo de [["/A"] com a operacio de adigdo médulo A™, onde '™ /A" & isomorfo a (T'/A)".

Por exemplo, sejam I' = Z e A = 27 reticulados em R tal que A é um sub-reticulado de I' e
[I'/A] = {0, 1} um sistema de representantes de classes laterais de A em I'. Entdo Ly = H + A* é um
reticulado em R* que tem A* como um sub-reticulado e por sua vez é um sub-reticulado de T, onde
o subgrupo selecionado é dado por H = {(0,0,0,0),(1,1,0,0)} C [[/A]%. Note que Ly tem um ganho
de codificagdo fundamental de 1.51[dB], portanto mais denso do que I" ou I'?.

Chamamos a atengio para o fato de que a construgio de empacotamentos esféricos da forma Ly,
que seja mais denso do que I para a utilizagdo em esquemas de quantizacio e/ou codificacio de canais
com Ruido Gaussiano Branco Aditivo em faixa limitada, torna-se impraticdvel quando a ordem da
particdo I'/A for muito grande. Infelizmente, ndo se conhece nenhum método sistemdtico de selecionar
o subgrupo H de [I'/A]" de modo que o empacotamento esférico Ly, = H + A” seja mais denso do
que I'".

Seja r a ordem da particdo I'/A, (cf. Lema 2.3.3),e r = Hf;“ﬂl g;, onde ¢; = pi¥, com p; ndmeros
primos distintos, 0 < ¢ <m—-1eng+ -+ np_y < N. Como I'/A é um grupo comutativo finito,

existe um refinamento da partigdo I'/A em uma cadeia de parti¢des de m-niveis e ¢;-maneiras

I AAS LA L7 S
ERIEFAES N ) FARE S R WA

onde
Ao =1, A= A, i = [A /A ]+ A e A/ Ail=q, 0K i< m — 1.

Assim, um método alternativo de comstruir empacotamentos esféricos da forma Ly, = H + A7 é
considerar o subconjunto H de [Ag/A.,]" definido por H = 3.7 H;, onde H; sio subconjuntos de
[Ai/Aip]" 0L 2 < m— 1. E claro que Ly, é um reticulado se, e somente se, cada H; é um subgrupo
de [A;/Ai41]™,0 < ¢ < m— 1. Uma vez que A;/A;y; é isomorfo ao grupo rétulos Zgn 0<i<m—1,
os conjuntos H; podem ser identificados com cadigos C; sobre Z,,, assim, cada palavra-cédigo ¢; € C;
serd identificada com um elemento h; € H; e Y51 by é o representante de alguma classe lateral de
A7 em Aj. Portanto, Ly, € a unido de todas as classes laterais de A7 .

Na Se¢do 5.2 apresentamos uma construgdo multicamada, que estende a proposta de [10], para
a obten¢ido de empacotamentos esféricos com o maior ganho de codificacio fundamental possivel em
RN™ Na Secio 5.3, com o propésito de completude, um algoritmo de decodificacio com distancia

limitada é exibido para a decodificacdo dos reticulados obtidos através desta construcio. Finalmente,
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na Se¢ao 5.3 apresentamos, como resultado desta construcao, empacotamentos esféricos conhecidos e

novos. Em dimensoes 68 e 72, um novo recorde de densidades parece ter sido alcancado.

5.2 Construcao de empacotamentos esféricos

Os resultados desta se¢éo estendem a proposta de [10], para qualquer nimero 7, onde r = H?&El g
é a decomposicdo de r em fatores primos distintos. Com o propdsito de completude, apresentamos as

provas de todos os resultados que foram estendidos. Para maiores detalhes, (cf. [9]).

Sejam I' e A reticulados em RY tal que A é um sub-reticulado de I'. Entdo A induz uma particio

I'/A de ordem r e rI' C A. Se

m—1
[T/A] = {Z aigi i i € Nq,} )

$==0

ondeg; € I', g, ¢ A e Ny, = {0,...,¢: — 1}, é um sistema de representantes de classes laterais fixo de

A em I, entdo uma cadeia de partictes
Ao/Aaf o+ [Amo1/Am,
com m-niveis e g;-maneiras, pode ser definida como um refinamento de I'/A, fazendo
Ao=T, Ay, = A e A; = [Ai/Aia] + Aigy,

onde
[Ai/Aipa] = {aigit i €Ny}, g € A, g € Aigr e JA/A|=q, 0<i<m— 1,
com Zg, = A;/Aip1, 0 <1 <m— 1 um grupo de rétulos.
Definigdo 5.2.1 Sejam Ao/Ay/ -+ /Am_1/A uma cadeia de particées de reticulados em BRY, com

m-nivets e g;-maneiras, € Co,...,Cp_y cédigos de bloco sobre Z,, cada um de comprimento n. Fizado

a; € [Ai/Aspa] = {0}, 0 € 1 < m ~ 1, define-se um empacotamento esférico Ly, em BN® como o

conjunito
A m—1 e~k
Ly, = {Z(%‘@%’):Ca € C;,0 S@'Smml}+1’\fn = | (Z(Cz‘®az‘)+A%> ;
10 ¢ €0, =0
onde para cada ¢; = (¢1,...,¢) € C;, ¢; @ o; 2 {eiai, ..., Cine;), com as palavras-codigo ¢; vista

como um vetor real de componentes ¢;; € Wy, 0<i<m—1,1<j < n e aunido ¢é sobre todos os

codigos Cg, ..oy Cp_y.
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Chamamos a atencio de que, 0 empacotamento esférico Ly, ¢ periédico, no sentido de gque ele é
invariante sob deslocamento de miltiplos inteiros dos vetores basicos de A%, O arranjo periédico Ly,
é chamado de eddigo de classe lateral generalizado, (cf. [14]), o denotaremos por

mi—k

Linn = Z (Ci® A/ As]) + A

=0

Dado 1€ Lyn, 1= 300 ei @ a:)+ Am, com ¢; € Ci, Am €A™ e a; € [Ai/Ais1] ~ {0}. Entao,

m—1
1 = Z@ (Cilai, - ,cinaé) + (’\mls .. .,/\mn)
z_mwl M-l
= ( Eo (caai), ..., %(cinai)) +{(viD,...,v, D).
= ¥

Portanto, 1 = (w1 B,...,u,8) + VD, onde u; = (ci}k,..wc(m_l}k), 1 <k < n,éa maupla formada
da k-ésima componente de cada palavra-cddigo ¢; € C;, 0 < 7 < m ~ 1, isto é, ug é um rétulo de
alguma classe lateral & esquerda de A, em Ag, B é uma m x N matriz cujas linhas sio os vetores
Qgy .y O, i5t0 &, B = {g; : 0 < i < m — 1}, pois o; = ag;, a € N,, — {0}, V = {fvi: 1<k <n}
é uma n x N matriz cujas linhas sdo os vetores v € ZV,. 1 <k < n,e D = M}, onde M, é uma

matriz geradora para o reticulado A,,. Assim,

1=UB+ VD,

onde U = {ug: 1 <k < n} éuma n X m matriz cujas linhas sio os vetores u;, € N7 Isto significa
que a t-ésima linha do produto UB é uma combinagao linear das linhas de B com escalares da i-ésima
linha de 7. Por essa razio vamos considerar
m—1
Ly, = {Z(ci@}gi): ciEC’i,{}ﬁigm—l}-i-A?n.
=0

Isso exibe explicitamente Ly, como a unido de Himm'ai | C;| classes laterais de A7, onde |C;] é a

cardinalidade do cédigo C;. Em particular, se ¢; = g e 0s cédigos C;, 0 < i < m — 1, sdo lineares, isto
é, subgrupos de Zy, entdo o empacotamento esférico Ly, é um reticulado em RV, (cf. Teorema 5.2.1
a seguir). Neste caso,

C;it+ec; =c¢;@e;+qgle;ocy),

onde “+” é a soma ordindria em RY, “®” & soma em Zge “o” & definida por
a1 1
cioc; = (LE(CH Fenlls llem + Cjn)J) ,
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sendo |z| o maior inteiro menor ou igual a z. No caso em que ¢ = 2, temos
1
LE(Cik + cjr)] = cincje, 1 <k < n

Note que, quando Z4 é substituido pelo corpo de Galois I, a soma acima tem restri¢des, pois neste
caso a soma depende da caracteristica do corpo. Uma alternativa, é considerar os cddigos ; como
sendo guasilineares. Se ¢; = g e os cédigos C;, 0 < ¢ < m — 1, sao lineares, entdo temos o seguinte

resultado.

Teorema 5.2.1 Se ¢; = g € 0s codigos C;, 0 < 1 < m - 1, sdo lineares, entdo Ly, é um reticulado

emn RV,
Prova. I claro que 0 € Liy,. Dadol = UB + A, €Ly,. Entéo,
l=({(1—q)U)B+ (qU)B + Apn.

Assim, existe I’ = ((¢ — 1)U)B — A}, € Lyn, onde X, = (qU)B + A, € AL, pois gy C A, tal que
14V =0. Dados LY € Ln, 1= UB + A eV = "B + M. Entdo,

4 72 hY

Jogord + B 5 2 = T W 4
1+ — U T Ay UL T A,

= (U +U)B + Am + My

ComoU+U' =U@U +qUol')ec; el =€ € temos que
14V =UB+ X\, € Ly,
pois, U = U & U" e A, = q(U 0 U)B + A, + AL, € A%, Portanto, Ly, é um subgrupo de RV",

O teorema seguinte determina uma cota da minima distincia Fuclidiana quatritica dos empaco-

tamentos esféricos da Defini¢iao 5.2.1.

Teorema 5.2.2 ming<icm—1{da(Ciida, (A, 2 (A} € A2 {Ting) < d2, (Am). Em particular,

miin

56 g C - Clpnreq=q, 0<i<m-—1, enido
2 - . _ -
digulLam) =, win_ {dn(CON(AD, dagu(Am).

Prova. Dados LI € Ly, — {0}. Enthol = UB + A, e ¥ = U'B + X . Ha dois casos a serem

considerados:
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(1) Se U = U’ =0, entdol = A\, ' = X, € A%,. Logo, d*(1,I') > %, (A,,), onde a igualdade pode
ser alcangada escolhendo (1-1) com uma dnica componente néo nula e igual a um vetor em A,

com norma dZ; (A}

(2) Se U # U’ entiio existe um primeiro indice, digamos kg, 1 < kg < n, tal que
Uk, = {Cokps- s Clmatlhy) u}co = (cgko,...,c’(mwl)kﬁ), isto é, ¢;, # ¢f para algum i, 0 <
tp < m — 1. Assim, pelo menos di(C;,) componentes de (1 — V') pertencem a Bi + Ajps1- Logo

(LV) > dg(Ciy)d2, (As), 0<io<m— 1.

¥

Em particular,se Co C -+ C Cpye g = ¢, 0 <1< m~1, entdo a igualdade pode ser alcancada
escolhedo-se 1 = ¢;, @ A, el = ¢, ® Aly» onde (¢, — ¢! ) é uma palavra-cédigo de peso minimo

em Ciy e (A, ~ Al } é vetor de norma minima em A,,. ]

Coroléario 5.2.1 Se Co C - CCpor1eq; = ¢, 0<i<m—1, entdo dado } Lyn, l=UB 4 A, e
up # 0, pare algum k, 1 < k < n, temos que N(1) = d2; (Lyn) se, € somente se, wy(e;) = adg{C;}) e
d2. (Lnw) = dg(C)d% (A, 0<i<m—1, onde uy = {Coks- s Cma1r) # O implica que ¢; # O parg

algum i, 0 < 1 < m — 1. n

Com o objetivo de determinar os coeficientes de erros dos empdéotamenfos.e.sféﬁc.os da Definicao
5.2.1, para © caso em que os empacotamentos esféricos sio reticulados e Cy C - C Oy, & que
apresentamos no préximo teorema, (cf. [10]), uma férmula fechada para a contagem do nimero de
vizinhos. Esse resultado é relevante para o processo de decodificagio uma vez qiue O mesmo estd
baseado no método de constru¢io sendo proposto. Com o propésito de completute apresentamos a

sua demonstragdo, embora seja mais geral. Para véarias aplicagdes deste resultado, (cf. [10]).

Teorema 5.2.3 [10] Se Cy C -+ C Cruy € g5 = q, 0 < i < m — 1, entdo o nimero de vizinhos

FE(Ly,) € dado por

m—1 m—1
t=10 i=1

Arin(Lna) = dy(C)d%, (M) \ wr(e) = dul(C))
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onde

l;]{_‘/\z-)dh’(ci)7 set=m—1
. 7 ~ fm=1
MO (er) = 5 180 (E o) +An) |, sc0icm—1
¢ €C; k=1 o
wH(Cj * {:i) = ’{UH(CJ') A Cik 75 0
t<j<m~-1

“

sendo EUN(X) o nimero de pontos de X com norma igual a d2. (A, ¢ * ¢; € o produto componente
a componente em L, e

TLE(Am), s€ dl?mn(Am) - d?mn(LNn)

0’ F€ dzzmn(Am) > dxznm(LNn)

Prova. Basta determinar o nimero de vizinhos mais préximos da origem, pois nesse caso Ly, é um

reticulado em RV Dado 1 € Ly, — {0}. Entao 1= UB + A,. H4 dois casos a serem considerados:

(1) Se.a”U = 0, entdo 1= Xn € AL e N(1) > d2,,(A). Como d2,,(A) > dfmn(LNn)_ temos duas

possibilidades:
(1) Se dZ;.(Am) = d2;.(Lyn), entdo 1 = (0,...,0, Ak, 0,...0) com A € Ay, — {0}, Assim,

o nimero de vetores 1 € Ly, tal que N(I) =d2,_{A) é dado por

Em=| " | B(An) = nE(An).
1

(i) Se dZin(Am) > dZ; (Lng), entdo N(I) > d2, (A,,). Assim, E,, = 0. Portanto,

RE(ATH}? se dxzmn(AM) = dlznin{LNn)

E, = ,
U, se dfnjn(Am) > d?njn(LNn)

{2) Se U # 0, entao existe um primeiro {ndice, digamos kg, 1 < kg < 7, tal que
Wiy = (Cokgs- -+ Cfm1)io) 7 0, I8t0 &, ¢;, # 0 para algum i, 0 < ig < m ~ 1. Assim, pelo

Corolédrio 5.2.1, o niimero de vetores 1 € Ly, tal que N(1) = d2, (Ly,) é dado por

z ( Z M{io}(cio)) 5
{Aig) \wylci,

a2 AL )=d g {Cig)d2 y=dy(Ciy)
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onde M) (¢; ) é o niimero de vetores em | € Ly, tal que N(I) = d2,.(Lny) para cada ig e
ci, fixados com wy(e;,) = dy(Cy) e d2, (Iny) = du(Ciy)d2; (Ai),0 < iy < m — 1. Como
as wx(ci, ) = dg(Cy,) componentes no nulas i, de 1, comtribui com pelo menos 42, (Lyy) =
dr{Ciy )dE,in(As,) para N(1), assim, as outras componentes de 1 tal que N(1) = d%;,(Lny) sdo ndo
nulas e ¢i,x, = 0. Logo, as palavras-cddigo ¢; € Cj,comig < j<m-1,em 1€ Ly, podem ser
ndo nulas, pois Cy, C Cj implica que {ko € {1,...,n} : cipky = 0} C {ko € {1,...,n} : c;5, = 0},
em outras palavras, wy(c;, *¢;) = wg(ej),ip < j < m~—1, onde ¢, *¢; é o produto componente
a componente em Z,. Finalmente, como Iy, = wg, B € (0,...0,u4, B, ..., u,B) + A%, ug, #0,e

N(l, ) =dZn(Ai,) implica que N{1) = dg(Cy,)d%, (A;,). Com isso, obtemos

n -1
M) (e, ) = 3 I1 E(iﬂ)(Z(cskogs)JrAm) ,

s=ip
c; € Cj kg =1

wh(C; * €)= war(cj) | Cigky # 0

ig<j§m—£

se 0 < ig < m ~ 1, onde E0}(X) & o niimero de vetores em X com norma igual a d2; (Ai).

Quando ig = m — 1, a expressio acima reduz-se a

1

M Den) =TT B epnonigma1) + Am) = E(Ano) O,
ko= 1
Clm—1)ke # 0
Portanto, em qualguer caso chegaremos ao resultado. n

Note que, no caso geral, o calculo do coeficiente de erro E{Ly,,) do reticulado Ly, em RV & feito

através de sua funcdo 0y _(z), isto é,
K
N(A+h,;—h
QLNTL(Z) - Z q ( + J 1)3
=l AEAT

onde ¢ = €%, h; € {Z?;Bl(ci g € C’i} e K = [I751 1C:, pois Ly é um empacotamento
periodico.

Com o propésito de comparagio, serd conveniente normalizar o coeficiente de erro para duas
dimensdes, isto &,

N 2
E(Lyn) & T E(Lw.).
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Como o empacotamento esférico Ly, em RV é periédico, a densidade L ~n € dada por
p p n P

A(Ly,) & H IC] T;(ip([;))

onde p = %dmn(LNﬁ,) e, consequentemente, a densidade de centro de Ly, é dada por

m—1 Nn

O ganho de codificacio fundamental do empacotamento esférico Ly, em RY™ & dado, (cf. [14]),

por

o dﬁxin(LNﬂ)

=
[V(Lyg )%

onde V(Lyn) € o volume da regido de Voronoi em Ly,. Para calcular o ganho de codificagiao funda-

Y(Lng)

mental devemos encontrar o volume de uma regido de Voronoi de Ly,. Como Ly, é periédico, basta
considerar apenas um periodo, o qual corresponde a uma regido congruente & regiio fundamental
bésica de AJ™, pois Ly, é a unido de [T™5! |Cy] classes laterais & esquerda de AN™. Assim, esta regido

contém []75! |C;| centros de esferas, uma vez que as regides de Voronoi destes centros cobrem esta

regido. Desse modo, temos que

V(A ) V(Am)”
H el T e

1=0 =0

V(Lyn) =

Portanto, o ganho de codificacdo fundamental de Ly, é dado por

Y(Lyn) = (H [c[) Mw

=0 V(A )

Neste caso, temos a seguinte relacio

b = (1) ¥

Note que, o ganho de codificacdo fundamental 7(Ly,) mede uma componente do ganho de poténcia
que pode ser alcangado usando uma constelagio de sinal § baseada no reticulado Ly, relativo a uma
constelagdo de sinal baseada em Z"V™. A outra componente, o ganho de férmula, que depende da

forma da constelagdo, nio é considerada bem como o ganho nao assintético.
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5.3 Decodificacao de reticulados

Com o propésito de completude, apresentamos nesta se¢éo o algoritmo de decodificacdo, (cf. [10]),
para os empacotamentos esféricos Ly, de RV™ obtidos com a construgdo multicamada da Se¢do 5.2.
Este algoritmo pode ser usado para a quantizacio de vetores e/ou para a decodificacdo de cédigos
reticulados, isto é, um subconjunto finito de pontos de um reticulado, para um canal Gaussiano. Para

maiores detalhes sobre codificagdes e algoritmos de decodificagdes de reticulados, (cf. [8] ou [9]).

Um algoritmo de decodificagio per mdazima verossimilhanga ou simplesmente algoritmo ML para
um reticulado T em BY é um algoritmo que, dado x € RY, encontra um ponto de I' mais proximo de x
do que gualquer outro ponto de T, isto ¢, dado x € RV existe A € T tal que N(x ~ A) < N(x — \) para
todo A € T', A # N, Assim, uma regido de decisdo de um algoritmo de decodificacio por ML para
I' é essencialmente uma regido de Voronoi para I', salvo ambiguidade envolvida em resolver empate
na fronteira. Note que, se ®()) é o ponto mais proximo de T’ para x € BY, entdo r + (A —r)é
o ponto mais préximo de r + I' para x € R, Portanto, um algoritmo de decodificacio por ML de
um reticulado I' pode ser usado como um algoritmo de decodificagio por ML de uma translacio de

I'. Como a medida de distancia de um reticulado I" em RY & invariante por translacio temos que o
¢ q

algoritmo por ML para T' em RY & invariante por translacio.

Exemplo 5.3.1 [§] Sejam A e T reticulados em RV tais que

m—1

=0
ondem =[T:Aleg; € [T/A,0< i< m— 1.

Seja @ um decodificador para A. Para decodificar T procedemos como seque: dado v € RY, caicule
rp=r—g, s = ®r)ed;=N(s;~r;), 0<i<m—1. Sejai =iy o indice tal que d;, é minimizada.
Entdo a saida decodificada € A= Si, + 8i, € I'. Neste caso, a complezidade de decodificacdo do
algoritmo para I, Np(C), (0 nimero de operagdes bindrias ou comparagées de dois mimeros) ¢ dada
aprorimadamente por (m —1)N etapas para calcular r;, mais mNp(A), onde Np(A) € a complezidade

de A, e mais 2mN para calcular d;, isto ¢,

Np(T) = mNp(A) + (m — )N + 2mN.
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Seja (' um codificador reticulado, formado pelos pontos de um reticulado I ou de uma translagio
r+I (onder € BN & escolhido de modo que ¢+ I' seja simétrico com relagdo a origem 0 € R™) dentro
de um politopo P (um politopo é uma regido convexa, compacta e simétrica em relagio a 0 € BV
que ¢ uma intersecao finita de hiperplanos). Assim, quando V(P) > V(I'), isto é, quando o nimero
V(P)/V(I') de pontos da constelagdo de sinais é bastante grande, o ganko nominal de C é dado, (cf.
[10]}, em [dB] por

7(C) 2 4(T) + 1(P),

onde ¥(P) é o ganho de forma de P que é dado por

Pl 1
7(P) = ma

onde
A E
GP)= —
2V(P)w

é o segundo momento normalizado de P e E é a enérgia média em P,

Para uma dada probabilidade de erro P, digamos P, = 1079, tal que

1 1
. E(F)<< mﬁ):_a N<< Fé

a perda pelo coeficiente de erro de um reticulado T em R" é dada, (cf. [10]), em [dB] por

‘ a  3.01 E(T)
i) & P len: (57 )

consequentemente, o ganho efetivo de codificagdo do reticulado T em RY ¢ dado em [dB] por

7(T) £ 4(T) = p(I).

Note que, E(C) =~ E(T') para V(P) >» V(') e P, = 1075 e, neste caso, 7(C) ~ 5(T'). Portanto, em
[4B]
Te(C) & 7e(T) + 7(P).

Um algoritmo de decodificagdo com disténcia limitada para um empacotamento esférico T' em &Y &
um algoritimo com a seguinte propriedade: dado x € RY se existe A & T tal que N(z — ) < d2, (T)/4,
entao x serd decodificado como A. A seguir apresentamos um aigoritmo de decodificacio com distancia
limitada ou algoritmo de decodificagdo por estégio, {cf. [10]), para os empacotamentos esféricos Ly,

em BN” obtidos através da construcio proposta na Secao 5.2.
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Algoritmo A%: Dado r ¢ R™V.

Passo 0. Faca ro = r e decodifique ry no ponto (& ® go) + 3\; mais proximo do reticulado Ty =
(Co @ [Ao/A1]) -+ A} em R,

Passo 1. Faga r1 = ro — (€0 ® go) e decodifique rq no ponto (¢; ® g1) + X2 mais préximo do reticulado

Fl = (C1 @ [A}/Ag]) + Ag’ em RRN;

Passo (m-1). Faga rr,_y =ty — (€2 @ gm-2) ¢ decodifique ry,_; no ponto {(Crme1 ® Bm—1)+ A

mais préximo do reticulado Ty = (Chy @ [Am_1/AR]) + A em R™Y,

Portanto, r serd decodificado como [ = UB + Xm € Liyy, pois rpp_q = rg — E;’;’“&z(’éi ® gi).

O préximo resultado é uma extensio para o empacotamento esférico Ly, de um resultado seme-

lhante para reticulados em [10].

Lema 5.3.1 5e q; = q e 0s cédigos C;, 0 < i < m— 1, sdo lineares, entdo o algoritmo A® € invariante

por translagdo.

Prova. Seja I = S SHE ® i) + Am € Ly, o resultado da decodificacio de r € R™ pelo algoritmo

“.A“.”Dado 1 € Lng, devemos mostrar que o algoritmo A% decodifica ' =r+lem ¥ =1+ 1, para todo
1€ Ly,
Seja l = 370 e; @ 8:) + Am € Ly,. Entio, fazendo

i—1 m—1
L = 3 [(€0¢;) @ (gg)] + 3. (¢, @8) + Amy 0<i<m—1,
F=0 Frgael

h =200 (ci®8i) + Am e L = (¢; @ g) + Lija, obtemos
Lel = {(Ci@A/Aip]) + ALy,

pois ;11 € A7y, desde que gAg C Ay, 0 <5 <0 — 1.
Agora mostraremos, por indugéo sobre 4, que na aplicagio do algoritmo A®, a decodificacio de

v’ = r+1é dada por r} = r; + ;. De fato,
(1) sei=0,entdorg=r, rg=relp=1L ) = "7 e, @ &) + Am;

{2) suponhamos que o resultado seja valido para todos i e k tal que 0 < k < i implica que ri, = re+lg.

Se r; é decodificado por ML no ponto mais préximo (€; ® g;) + Xi»{-l do reticulado T';, entéao

76




r; = r; + l; serd decodificado por ML no ponto mais préximo (€; @ g;) + Xz-,;_l +1; de I';, pois o

algoritmo ML é sempre invariante por translacio. Como

(@ @g)+ M1+ L =[E+e)0g]+ Aipr + Lip
= (. ®gi)+ X:'Ma

onde & = & @ ¢; € Ci e Noyy = Nosq + bias + ((Si0c)) @ (4g1)) € ATy, temos que
i =1 - (8 ® 8.
Assim, pela hipotése de indugio

rig, =ri+L—(¢®g)
= rip1 + L + ((Gioe;) ® (g8:i))]
= iyt + [Lipe + (Cip1 @ Bit1)

= rig1 + bt
Logo, r’ fica decodificado no ponto V = 71 (& @ g;) + AL,

Portanto,f’ =T+, uma vez que ¢, = ¢ P e;—q(¢oe),0<i<m~1e Xfﬁ = A 4 Lo + {(€m-10

Teorema 5.3.1 Dador € BV, 5e Cy C - CCm_y1, i =q, 0< i< m—1, e existe l € Ly, tal gue

2
N{r—1) < Emin—%fil—v—"-), entdo r serd decodificado corretamente pelo algoriimo A®.

2
Prova. Pelo Lema 5.3.1, basta mostrar o caso em que 1 = 0, isto é, N(r) < ii,mm%M_ Como o

primeiro passo do algoritmo A® decodifica r = ry no ponto mais préximo (€ ® go) + MeTge
- - 1 1
N(ro — ((€o @ go) + A1}) < N(ro) < Edfnin(LNﬂ) < de(CO)drznin(AO)
temos que

N((% ® go) + A1) < [N(ro — (€0 ® go) + M))? + N(rg)?]?
< di(Co)d2in(Ao) = 2 (To)-

O tnico ponto de I'y com norma menor do que d2, (Tq) é o vetor 0, logo €, ® go = A =0er;=rq.
Como o i-ésimo passo do algoritmo A® decodifica r; no ponto mais préximo (€; ® g;) + 3'2'+1 eI

De modo andlogo, mostra-se que
N((& ® &) + \ig1) < da{CHd2 (A) = d2, (1), 1<i<m—1.
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Logo, ¢; ® g; = X,; =0er;y) =1, 1 <1< m-—1. Finalmente, como
N(riim1 = An) € N(tmo1) < giu(Tvn) < Fia(Am)
temos gque
N(Ap) < d2fAm).

Logo, X = 0. Portanto,1=1= 0. [ |

Note que na prova do Teorema 5.3.1 nao usamos que Ly, é um reticulado. O conjunto de pontos

r € BV™ que mapeia para o ponto € é chamado 2 regido de decisio, isto é,
R*0) = {r € RY™: N(r) < d}(Tvn)/4},

do algoritmo A*. Pelo Lema 5.3.1, todas as regides de decisio R*(1) sdo congruentes e, R*(1) = l4+-R2(0)
para todo I € Ly,. Neste caso, R*{0) é uma regido fundamental para Ly,. Como as esferas E,(0) de
centro 0 € Ly, e raio p = dpin(Lyy,)/2, deve tocar-se, temos que existemn pontos de norma igual a p?
na fronteira de R*(0). O nimero de pontos na fronteira de 2*(0) com norma igual a p? é o coeficiente

de erro efetivo de L, e, denotaremos por F.(Lny), em geral, E.(Ly,) > E(Lyy,). Assim, A% é um

algoritmo sub-étimo ou decodificacio com distancia limitada para o empacotamento esférico Ly, em
RN™

O préximo resultado é uma extensio para o reficulade Ly, de um resultado semelhante para
reticulados em [10]. Com o propdsito de completute apresentamos a sua demonstracio, embora seja

mais geral.

Teorema 5.3.2 [10] Se Co € -+ G Crmot e gi = ¢, 0 < i < m— 1, entdo o coeficiente de erro efetivo
E.(Lpyy,) € dado por
Ee(Lya) = > (E(CHE(A))# ) 1 By,
diin(LNn):dﬁ(Cz)di\m(Az)

onde
nE(Ay), sedi. (Am)=d2; (Lg)

0: se d?mn(Am) > d?mn(LNﬁ)

Prova. O coeficiente de erro efetivo é o ndmero de pontos na fronteira da regido de decisio R*(0)

com norma igual a p*, os quais é o némero de pontos 1 em Ly, com N{l) = d2,,(Ly,.). Assim, como
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d2. (Linn) = ming<icm—1 {da{Ciidi; (A), d%, (An)} e paral e Ly, 1 # 0, N(D) = dfmn(LNn) se, e
somente se, wr(e;) = dg{Cy) e d2, (Lyy) = dp(Cd (A = d2, (X)), 0 <4 < m ~ 2, temos que

(B(CAE(Aua) ), se d2(T5) = dyin(Liva)

E(l') = .
a, se d2, (T) > d2;, (Lam)

r (B(Crno1) E(Ag)) e Em=t) | se dy = dy < d3

nE(An), sedy >do=d
FuTe)y = { "2 - T
(E(Cre )V E(AR))#Em=0) L nB(A,), se di = do = ds
G, se dy < dg < ds
onde dy = d2; (Tm_1), d2 = d2;,(Lnn) e ds = d%, (A, ). Portanto, completamos A prova. ]

Agora apresentamos o cdleulo aproximado da complexidade de decodificagio do algoritmo A® para

Ln. Para maiores detalhes e exemplos, {cf. [10]).

Primeiro. Dado r; = (ry,...,r5), 1 € RV, 0<i < m-1,1 < j < n, entdo para cada i =
0,...,m—1, o algoritmo escolhe um ¢;; € N,; que esteja mais préximo de cada uma das componentes

r;; de O O S G S - S - S .

di; = min {N(ri; = (i) + A(¢+1)j))}~

Note que d;; é a minima distancia Euclidiana quadritica de cada classe lateral 4 esquerda de Aipq em
A; da componente recebida r;;, 1 < 7 < n.

Segundo. Paracadai=10,...,m -1, seja & = (&;,...,%,) uma aproximacio para a palavra-cédigo
¢; = (Ci1,-.-,Cin) € C;. Entdo um algoritmo de decodificacio suave para decodificar 7}, {cf. apéndice
de [15] ou [35]), é usado para corrigir erros em &;, e a palavra resultante é numa palavra-cédigo &; € C;.
isto é,

di £ min {N(r; - (e © g:) + Aev1))}

Como a norma é uma medida de distancia aditiva e

m—1 -1
min{ Y X;) = > (min X;),
{==0 =0

temos que
k3

di = dij, 0<i<m—1.

i=1
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Finalmente, como o algoritmo A° para Ly, usa apenas a palavra cédigo ¢; € C; para minimizar d; e

Iy ={c;®gitei€ Ci} + A?—}«l = UC (e;®gi+ A?+1)
C L

= U {lengi+ iy e+ Ain) A € A },0< i < m — 1,

€0

a complexidade para decodificar I'; é dada aproximadamente por
Np(Ii) = n(Np(Ai/Air) + 1) + Np(Cy),

onde Np{A;/ A1) é a complexidade do algoritmo por ML usado para decodificar a particdo A; [Ny,
(cf. apéndice [15]), e Np(C;) é a complexidade do algoritmo com decisdo suave por ML usado para
decodificar ;. Portanto, a complexidade para o algoritmo A® para Ly, é dada por

m=~1

5(Lya) 2 Y Np(Ti) + maN,
=0

onde mnN refere-se aos passos do algoritmo A® que calcula cada r; a ser decodificado em relacio a
q G

I';, no passo subsequente. A complexidade normalizada é dada por

NT 2 a
Np(Lwn) = —5Np(Lya).

A relacdo de degradacio de desempenho em [dB] por redugdo de complexidade em [oitavas], (cf. [10]),

do reticulado Ly, € dada por

B(Lyn) 2 — A(é‘j‘;;in) e A{Lyn) & 0.22log o (%g‘—N—“}))
log 2 (ND(LNn)) N

Note que um algoritmo de decodificagdo misto pode alcangar o melhor compromisso entre desempenho
e complexidade, isto é, no primeiro passo do algoritmo A® usamos um decodificador com desisdo snave
por ML e um decodificador com decisdo abrupta sub-6timo nos passos subsequentes. Para comparagdes

do algoritmo A* com outros algoritmos, (cf. [9]).

5.4 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de empacotamentos esféricos como ilustracdes da
construgao multicamada da Secdo 5.2 e obtecio de seus principais parametros. Fm dimensdes 68 e 72,

novo recorde de densidades parece ter sido alcangado. Para mais exemplos e comparacdes, (cf. [100).
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Exemplo 5.4.1 Sejo Ag/A1/A; uma cadeia de particées, com 2-niveis e 2-maneiras, onde Ay = Z°

€ o reticulado cibico em B? com uma matriz geradora

10
¢ 1

My =

e Ay = Ti(Ag), i = 1,2, os sub-reticulados de Ay induzidos pelo endomorfismo T, de Ag definido pela

matriz
1 1

1 -1

[T3] =

que escala Ag por /2 e rotaciona por 45°. Neste caso,
go = (1,0), g1 = (1,1), dZ; (Lan) = minogig;{‘ZidH(Cz-),fi}, V(Lgn) = 2°7F ¢
v(Lgn) = 255242, (Lay), onde k = ko + ky.

(1) Para os codigos Cy = [2,1,2]3 e Cy = {2,2,1]; dados na Tabela-1de [3]. Temos,
drzmn(L4) - 2,V(L4) = D E7(L4) = 1,51[dB},

E(Ly) = ) MO {ep) + b MM ey) = MO(co) + 2MWV(ey). Para ¢ =
o wir{eoF=d i (C) wg{cyy=du(Cy) T ' '

(11}, obtemnos

2
MO (eg) = > AH E®coigo + cirgr + A2)
b=1
Cy & C1

wi(er *cg) = wy(eq)
= E0{go + A2)? + 2B (go + Ag)E(go + g1 + A2) + E®(go + g1 + As)?
=2242224+92% = 16.

¢ M(l}((a) = EW(Ay ) = 41 = 4. Logo,

E(Lys) =24 ¢ E(Lg) = 12,
Ee(Ly) = EW{CHEO (A 8O 4 pOCHEM (A0 = 42 £ 241 = 24 e Eo(Ly) = 12.

Finalmente,

Np(Ls) = 2(Np(Ao/A1) + 1) + Np(Co) + 2(Np(Ar/A2) +1) + Np(Cy) + 8
=6+4+6+248=126.

Note que Ly € similar ao reticulado do tabuleiro de zadrez Dy em R, (cf. [8]).
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(2) Para os codigos Cy = [4,1,4]3 ¢ Cy = [4,3,2], dados na Tabela-1 de [3]. Obtemos
d2in(Ls) =4, V(Lg) = 2, 7(Ls) = 3,01[dB], E(Lg) = 60, E.(Lg) = 92 ¢ N%(Lg) = 52.

Como Np(Lg) = 72, {cf. [8]), temos que a relacdo de degradacdo de desempenho em [dB} por

reducdo de complezidade em [oitavas] do reticulado Lg ¢ dada por
B(Ls) = 0.29.
Note que Lg € similar ao reticulado Gosset Eg em BE, (cf. [8]). n

Exemplo 5.4.2 Seja Ao/Ay--- /Ay uma cadeia de particées, com m-niveis e 3- e/ou 4-maneiras,

onde Ag = Ag € o reticulado hezagonal em B? com wma matriz geradora

1
Mgzoﬁ

eA; = Tg(Tg(Ag)), 1,7 =0,1,...,m, os sub-reticulados de Ag induzidos pelos endomorfismos Ty € T}

de Ag definidos pelas mairizes

Usando as cadeias de particdes do reticulado hexagonal Ay geramos todos os empacotamentos esféricos
da Tabela-VIII de [23]. Como um exemplo, seja Ag/A;/Az/ uma cadeia de particdes, com 2-niveis,
onde Ao = Az, Ay = T4(Ag) e Ay = T3(Ay). Entdo para os cédigos Cp = [18,9,8]s, C4 = [30, 15, 12]4
dados na Tabela-VI de [23], e €'} = [18,17,2]s, C] = [30,26, 3]3 dados na Tabela-V de [23], obtemos

os empacotamento esférico Lag e Lgg, que sfo os mais densos conhecidos em suas dimensdes.

Seja Ag/A1 -+ - /An uma cadeia de particdes, com m-niveis e 4-maneiras, onde Ag = Dy é o reticu-

lado do tabuleiro de xadrez em R* com uma matriz geradora

20111

010 0
My =

001 0

000 1]
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e A; = Ti(Ao), i = 0,1,...,m, 0s sub-reticulados de Ag induzidos pelo endomorfismo Ty de Ap definido

pela matriz

1 10 0
1 -1 0 ]
(T4] =
0 0 1 1
0 01 -1

Usando os melhores codigos quaterndrios dados na Tabela-VI de [23] e a cadeia de particdes do
reticulado Dy, obtemos uma variedade de empacotamentos esféricos mostrados na Tabela 5.1, onde
os codigos C; = [n, ki, di]s nas quatro colunas da tabela sio da Tabela-VI de [23]. Na quinta coluna
o ganho de codificacdo fundamental ¥(Ly,,), em [dB], dos nossos empacotamentos e na sexta coluna
e e vk representam o ganho de codificagdo fundamental, em [dB], dos melhores empacotamentos da
Tabela 3.1 de [8] e da Tabela-VIII de {23], respectivamente. Finalmente, na sétima coluna temos a
dimensio dos empacotamentos Ly,.

Em dimensdes 68 e 72, os empacotamentos esféricos obtidos na Tabela 5.1 sio mais densos do
que os correspondentes da Tabela VIII de {23]. As densidades de centros destes empacotamentos

esféricos sio §(Les) & 2249 ¢ §(Lry) & 25073, respectivamente. Os empacotamentos esféricos obtidos

que a utilizagao de cédigos com distdncias de Hamming maiores para os primeiros niveis da parti¢do
implica em melhores empacotamento dos subcddigos para um endomorfismo apropriado. Alguns dos

resultados deste capitulo foram publicados em [31]
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Co Cy Ca Cs 7(Lyn)idB] | v[dB] | Nn
2,1,2) (221 (22,1 [2.21] 301 | 3.0lc | Lg

3,2,2]  [3,3.1]  [3,3,1] [3,3,1] 351 | 3.63¢ | Lys
[4,1,4]  [4,3,2]  [4,4,1]  [4,4,1] 452 | 452 | Ly
52,4 [5,4,2]  [5,5,1] [5,5,1] 512 | 5.12¢ | Lao
6,3.4 6,52 [6.6,1] [6,6,1] 552 | 6.02¢ | Lo
73,41 [71,6,2] [7,7.1] 17,7.1] 538 | 5.81c | Los
8,1,8]  [8,4,4] [8,7,2] [8,8,1] 6.02 | 6.28c | Lap
[9,1,9]  [9,5.4]  [9,8,2]  [9,9,1] 6.19 | 6.38k | Lag
(10,2,8]  [10,6,4] [10,9,2] [10,10,1]| 6.62 | 6.62¢ | Lup
[11,2,8] [11,7,4] [11,10,2] [11,11,1]| 6.71 6.98¢ | Lag
[12,3,8]  [12,8,4] [12,11,2] [12,12.1]]  7.02 7.78¢ | Lag
(13,4,8] [13,9,4] [13,12,2] [13,13,1]| 7.30 | 7.30k | L
(14,5,8]  [14,10,4] {14,13,2] [14,14,1]|  7.53 7.5%k | Lag
(15,6,8)  [15,11,4] [15,14,2] [15,15,1] 7.73 7.77% | Leo
[16,1,16) [16,7,8] [16,12,4] [16,15,2]| 810 | 8.10c | Les
(17,1,17] [17,8,8] [17,13,4] [17.16,2]|  8.23 8.01k | Leg
[18,1,18] [18,9,8] [18,13,4] [18,17.2]| 859 | 8.16k | Ly
[19,9,8]  [19,14,4] [19,18,2] [19,19,1]| 816 | 8.24k | Lre
[20,2,16] [20,10,8] [20,15,4] [20,19,2] | 843 | 8.73¢ | Lso
(21,3,16] [21,10,8] [21,16,4] [21,20,2]| 853 | 8.54k | Las
[22,3,16] [22,11,8] [20,17,4] [22,21,2]| 862 | 8.58k | Las
(23,3,16] [23,12,8] [23,18,4] [23,22,2]| 870 | 8.72k | Lo
[24,4,16] [24,13,8] [24,19,4] [24,23,2]| 891 | 9.29c | Lee
25,5,16] [25,14,8)] [25,20,4] [25,24,2]|  9.09 9.07k | Lyoo

Tabela 5.1: Empacotamentos esféricos obtidos de parti¢des do reticulado Dy.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foram estudados e apresentados métodos de construgio de cédigos geometricamente
uniformes tanto no espaco Fuclidiano quanto no espa¢o de Hamming.

Basicamente no espago Euclidiano os grupos considerados foram os nido comutativos, devido ao
seu potencial de excederem o limitante do MPSK. Com relagio ao espaco Euclidiano duas variantes

foram analisadas. A primeira variante teve a ver com a construgio de cédigos, cuja cardinalidade é

_grande, através da composicdo de cddigos, cujas cardinalidades sio menores, baseado na proposta de

Zinoviev [34] sobre concatenagio generalizada. A segunda variante teve a ver com a construcio de
empacotamentos esféricos tendo como base a construgiio de reticulados proposta por Costa e Silva e
Palazzo em [10]. As principais contribuicdes deste trabalho podem ser resumidas como segue:

No Capitulo 3, resolvemos o problema de uma constelagdo de sinais casada com um grupo nao
comutativo, o qual ¢ o produto semidireto de um grupo comutativo por um grupo ciclico de ordem
par. Também apresentamos, um algoritmo para encontrar a constelacio de sinais casada com um
grupo que € a extensao de dois grupos menores.

No Capitulo 4, apresentamos uma proposta de construcio de uma classe de cédigos de classes
laterais sobre o grupo Z, com expressdes explicitas para os principais parametros destes cédigos. Esta
construgao inclui as construgdes de [22, 29, 37]. Duas tabelas de cédigos do espaco Fuclidiano novos
foram fornecidas.

No Capitulo 5, estendemos a proposta de [10] para a constru¢do multicamada de empacotamentos
esféricos ou reticulados com expressdes explicitas para os principais parimetros desses reticulados.

Varios exemplos de empacotamentos esféricos foram fornecidos, mostrando novas formas de construcgao
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de empacotamentos esféricos conhecidos e em dimensées 68 e 72, um novo recorde de densidades parece

ter sido alcancado.
Propostas de novos trabalhos:

O problema de constelagdes de sinais é equivalente ao problema de empacotamento de uma esfera

em RY. Por exemplo, a constelacio de sinais normalizada

4
S = {%(wl,m,xs,m) tzp € {~1,0,1}, Zazi =0 (mod 2)}

i=1

¢ obtida do reticulado do tabuleiro de xadrez Dy em R*. Nesta direcio temos as seguintes propostas:

¢ O Teorema 3.2.3 pode ser estendido para grupos mais gerais?

» Encontrar uma condicao necessaria e suficiente para que as constelacdes de sinais casadas com

o grupo diedral 1),, sejam similares as do grupo comutativo 7,7

A relagdo entre codigos e empacotamentos esféricos é feita como segue: se C é um [N, K, d] cédigo

sobre Z4, entdo, identificando o grupo Z, com o conjunto {0,1,...,g— 1} C Z, C pode ser considerado

 como um eiﬁﬁacotamento esférico em BY com centrosnaspala,vras cédigb .e raio p = Légij, onde
a distancia usada é a de Hamming. E claro que esse empacotamento é um reticulado quando C é
um cddigo linear. Neste caso, as cotas de Hamming, de Gilbert-Varshamov e de McElice-Rodemich-
Ramsey-Welch, (cf. [26]}, correspondem ao expoente de densidade do empacotamento, a cota de
Minkowiski e a cota de Kabatyansky-Levenstein, (cf. [8]), respectivamente. Nesta direcio temos as

seguintes propostas:
o E possivel encontrar uma cota para empacotamento esférico semethante & de Plotkin, (cf. [26])7
¢ Cddigos de verificacido de paridade correspondem ao reticulado Ay ou a Dy, (cf. 8?7
* A funcao # de um reticulado corresponde a fun¢do enumeragio de peso de um cédigo linear?

¢ Reticulados auto-duais correspondem a céddigos auto-duais?

A proposta apresentada para a construgio de empacotamentos esféricos depende tanto do endo-

morfismo quanto dos cédigos. Em Almeida [1] foi mostrade, usando métodos computacionais, como
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encontrar os melhores endomorfismos em dimensoes um e dois. Por exemplo, os melhores endomorfis-

mos do reticulado cibico Z* em R podem ser obtidos da equacdo Diofantina:
$2+y2+22 =Mm, &, Y, € Z,

a qual tem solugao se, e somente se, m # 4%(8% + 7), com n,k € Z ¢ n > 0. Nesta direcio temos a

seguinte proposta:

¢ Endomorfismos de reticulados noutras dimensdes podem também produzir boas particées e seria

interessante investigar os empacotamentos esféricos obtidos a partir destas partices.
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