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SUMARIO

Este trabalho tem como finalidade mostrar uma alternativa de
transmissdo-recepgdo digital visando melhorar a eficiéncia € o desempenho em
sistemas de modulagio digital. Neste sentido, propomos o sistema chamado
{QAM)}2 que basicamente, consiste na transmissio de duas constelagdes QAM
de forma superposta. O sistema {QAM}2 apresenta ganhos com respeito aos
sistemas QAM convencionais para Af < r¢/2, onde rg [simbolo/s] ¢ a taxa de
simbolos de canal, e Af [Hz] é o grau de afastamento das portadoras dos dois
sinais QAM superpostos.

Realizou-se uma analise de desempenho e de eficiéncia espectral de tal
sistema, estudando-se também aspectos relativos a sua sincronizagio.

O sistema {QAM}2 apresenta a particularidade de ndo precisar
aumentar a largura de banda do canal de transmiss#o, nem alterar a taxa de bits
de informag@o quando comparado com os sistemas QAM convencionais.
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SUMMARY

This work shows a new technique for digital transmission that
enhances bit error performance and spectral efficiency. The new technique,
called {QAM}2, is a method of transmitting two digital QAM signals using
overlapping bandwidths, namely the transmission of two QAM constellations
with common spectrum.

The {QAM}2 system shows better performance when compared with
conventional QAM for Af < rg/2, where rg is the symbol rate and Af is the
frequency separation between the two QAM carriers.

In this work error performance and spectral efficiency of the {QAM}2
system are analyzed; synchronization studies show that signal to noise ratio
gains of the {QAM }2 gystem are maintained by means of phase follow-up in the
{QAM}2 receiver.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Prefacio

Os sistemas basicos de transmissio-recepsdo digitais, tais como por exemplo os
sistemas QAM, PSK, FSK etc, encontram-se operando tanto nos limites de suas
capacidades de poténcia como em suas bandas de ocupagfio. Na tentativa de melhorar a
eficiéncia destes sistemas, inevitavelmente deve-se renunciar a um parametro para fortalecer
o outro. Como por exemplo 0 compromisso que existe entre taxa de bits de informagfo e
largura de banda de ocupagdo, quando trata-se de sistemas codificados.

Para solucionar este problema, vao-se modificando as estruturas dos sistema basicos
de transmissdo a tal ponto de se achar uma solugio compativel com o grau de complexidade
e a fungfio desejada dos mesmos a fim de se obter sistemas mais eficientes.

Por exemplo, uma modificagdo que unifica o processo de codificagio e modulagéo
[1, 2, 3] é a chamada Modulagdo Codificada. Este sistema, apresenta ganhos sobre os
sistemas ndo codificados, porém, sem alterar a banda.

Outro método que atinge desempenho perio do ideal na demodulagio coerente dos
sistemas PSK e QAM, utiliza decisio realimentada por recuperagio de portadora e
integragio sobre poucos simbolos [4].

No campo das comunicagbes Opticas coerentes, um melhor aproveitamento do canal
de banda limitada mediante polarizagdes independentes dentro da fibra optica, conduz a
obter-se melhoria no desempenho comparado com os sistemas convencionais. Uma forma ¢
modular os vértices de um poliedro regular inscrito na esfera de Poincaré [5] do campo
eletromagnético dentro da fibra monomodo. Uma outra forma € representar o campo
eletromagnético por um vetor quadridimensional, cujas componentes s30 os termos em fase
e em quadratura de duas polarizagdes do campo elétrico [6).

Usando a modulagiio em quadratura do campo optico [6], Cusani, Jannone, Salonico
e Todaro [7] propdem representar os sinais nestes campos ortogonais através de um reticu-
lado de pontos [7]. Assim obtem-se uma diminuigio da largura de banda em relagdo aos
sistemas COnvencionais.

Um esquema de modulagfio eficiente ¢ apresentado em [8], com o nome de Q?PSK
(quadrature-quadrature phase shift keying). Este esquema utiliza formas de pulsos em
bandabasica de informagio ortogonais para serem modulados com portadoras em
quadratura. Consegue-se assim sinais nos vértices de um hipercubo 4-dimensional. Desta
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forma obtém-se um incremento da eficiéncia de banda em relagio aos esquemas de
modulagio 2-dimensionais. Por outro lado a probabilidade de erro de bit depende da escolha

dos pulsos.
Uma alternativa de transmissdo digital, visando melhorar o desempendo dos sistemas

¢ o apresentado neste trabalho com o nome de Sistema {QAM}Z, Este nome deriva da
tentativa de transmitir dois sistemas QAM-m em forma superposta ao invés de se transmitir
uma constelagio de maior ordem, como a de um sistema QAM-M, onde

M = m?

M nimero de simbolos de canal do sistema QAM simples
m numero de simbolos de canal do sistema QAM superposto

como por exemplo, ao invés de se transmitir um sistema QAM-256, propGe-se usar o
sistema {QAM-16}2.

O grau de afastamento das portadoras dos dois sistemas QAM-m superpostos
permite obter alguns ganhos sobre os sistemas QAM convencionais. Este sistema apresenta
interesse por no alterar a largura de banda de ocupagio nem modificar a taxa de bits de

informacfio em relagdo aos sistemas QAM convencionais.

1.2 Finalidade do Trabalho

O objetivo deste trabalho € apresentar uma outra forma de melhorar a eficiéncia do
sistema QAM, sem sacrificio da taxa de informagdo nem da largura de banda de ocupag@o.
Neste caso o sinal é submetido unicamente a modulagfio, nfo se utilizando de codificagdo.

O sistema {QAM}2 consiste fundamentalmente em transmitir dois sinais QAM
superpostos com um certo afastamento entre suas portadoras. No receptor, separam-se os
sinais de cada constelagio mediante um adequado "hardware", obtendo-se ganhos sobre ©

sistera nfo superposto.

1.3 Estrutura do Trabalho

O trabatho desenvolvido esta apresentado em S capitulos.
No Capitulo 2 realiza-se uma revisio em profundidade do sistema de transmissdo
digital QAM de faixa estreita. Realiza-se também uma reviséo do sistema TCM.
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No Capitulo 3 apresenta-se o estudo tedrico do sistema de transmissio {QAM}2 ,
com énfase na descrigdo do seu funcionamento e na analise da poténcia de ruido nos
estagios de decisdo.

Varias integrais sdo resolvidas, cujas solugdes encontram-se nos Apéndices A e B.

No Capitulo 4 mostra-se o confronto do Sistema {QAM}2 com os sistemas
convencionais QAM. Resultados de eficiéncia e de desempenho sdo mostrados. Realiza-se
também uma anélise da sincronizagio do sistema.

No Capitulo 5 apresentam-se aplicagdes praticas do Sistema {QAM)}2 e problemas
de implementacio. Compara-se também o Sistema {QAM}2 com o sistema TCM.
Apresentam-se as conclusdes deste trabalho e sugestSes para sua continuago.



CAPITULO 2

REVISOES QAM ETCM

Neste capitulo sfio feitas duas revisGes. A primeira delas € sobre sistemas QAM,
onde se considera a transmissio QAM por um canal de banda limitada, perturbado pelo
ruido aditivo gaussiano branco (AWGN "aditive white Gaussian noise"). A segunda revisio
trata de modulagio codificada, com um exemplo sobre QAM-8.

2.1 Sinal QAM

Um dos sistemas de transmissdo utilizados no campo das comunicagdes digitais € o
sistema QAM ("quadrature amplitude-modulation”) [9].

Este sistema modula a amplitude e a fase de uma portadora continua, de modo a
construir M formas de onda distintas, onde

M € o nimero de simbolos da constelagio QAM 2D
A modulagio de amplitude ¢ de fase é feita de forma discreta, cujas combinagdes

correpondem aos M simbolos que o sistema pode transmitir.
Cada simbolo ¢ enviado pelo canal de transmissio em intervalos de Tg segundos,

onde
Ts [s] ¢ o tempo de duragdo de cada simbolo (2.2)
De forma genérica a portadora modulada ¢ dada por
s(t)=Ag cos[Qthpt + 0y} (2.3)
onde
s(t) sdo as M formas de onda distintas 2.4
Ax ¢ afungio envoltdria do k€simo gimbolo (2.5)
f  ¢afreqiéncia da portadora (2.6)



O  denota a fase de s(t) para o k€simo gimbolo 2.7
A equaglio (2.3) ¢ valida para 0<t <Tj.

Considera-se que as componentes de freqiiéncia ocupadas por s(t) estdo confinadas
na banda de passagem

V [Hz] (2.8)

Também ¢ considerado que

V<< fp {2.9)
ou seja s(t) € um sinal tipo passabanda de faixa estreita.

Pode-se expandir na equagiio (2.3) o coseno da soma, obtendo-se

s(t) = Ak cosBy cos2nfpt - Ay senBy senZxfpt

= Xk cos2nfpt - Yy sen2nfpt (2.10)

onde
Xk = Akcoéﬁk ¢ a componente em fase de s(t) (2.11)
Yk = AgsenBy € a componente em quadratura de s(t) (2.12)

Estas duas Ultimas expressdes ficam relacionadas com Ay e Oy da seguinte forma

Ay = X2 +YE (2.13)

O =arctg [—Yl‘—] (2.14)
Xk
Ay exp[i0g] = Xk +jYk (2.15)

onde a expressio (2.15) é chamada de envoltéria complexa de s(t).



Tanto Xy como Yy possuem suas componentes de freqiiéncia nas regides baixas do
espectro. E por isso que Xy e Y}, sio chamadas de sinais equivalentes passa-baixas.

O plano ocupado por X e Yy pode ser chamado de diagrama de sinais. Na Fig. 2.1,
mostra-se o diagrama de sinais do sistema QAM, para M=4, 8, 16, 32, 64 e 128, onde

d  é o espagamento do reticulado da constelagdo QAM (2.16)

Define-se a poténcia média de uma constelagio QAM como o valor médio esperado
sobre a distribuigdo estatistica do quadrado dos sinais QAM, isto &,

S=(4)= 2M k}:i[ka,?] 2.17)

‘No caso em que o valor de M é poténcia de 2, a expressio (2.17) € convertida para

Sm—l\%——ld2 (2.18)

Na Tabela 2.1, calculam-se as poténcias médias da constelagio QAM, para
M =21, 2<n<12 (2.19)

que serdo utilizados posteriormente.

Os valores na Tabela 2.1, marcados com (*), foram aproximados pela equagio
(2.18). Para M grande, o erro cometido resulta desprezivel.

2.2 Transmissor e Receptor QAM

Na Fig. 2.2, mostra-se o diagrama em blocos de um sistema de transmissio QAM,
[°1

Como pode-se observar na Fig. 2.2(a), os bits de informagio sio apresentados em
forma serial com taxa de bits

1 .
= [bit/s] (2.20)
b
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Fig. 2.1 Diagrama de sinais do sistema QAM, para diversos valores de M.



Poténcias médias das constelagdes QAM em funciio do

Tabela 2.1

pariametro d, para diversos valores de M.
M S
4 d?

3 ¢

16 5 4
32 10 d°
64 21 d?
128 41 ¢
256 85 d’
512 O Gupyd
1024 341 d°
2048 I (2047/3) d* *
4096 I 1365 d°
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onde

Ty [s] ¢ o tempo de duragio de cada bit 2.21)

Estes bits sio convertidos pelo conversor série/paralelo em A saidas paralelas.
Mediante o codificador (de canal) sfo codificados em forma biniria M simbolos,
utilizando as A saidas, onde

A=logy M (2.22)

Estes simbolos, mostrados no diagrama de sinais da Fig. 2.1, constituem a constelagio
QAM.

O codificador também separa o termo em fase Xy e o termo em quadratura Yy de
cada simbolo de canal.

Portanto os bits de informago e os simbolos de canal estio relacionados como segue

Tg=ATp [s] (2.23)
=D rimbolo/s] (2.24)
L= s .

onde rg € a taxa de simbolos.

A tarefa de modelar a fase e a amplitude da onda portadora de freqiiéncia f;, ¢ obtida
mediante o batimento de Xy e Yk com a portadora em fase cos2nfyt € com a portadora em
quadratura sen21tfpt , respectivamente.

Desta forma, conforma-se o sinal s(t) de constituigdo QAM, que sera enviado pelo
canal de transmissdo mostrado na Fig. 2.2(b).

Considera-se o canal de transmissio como um canal linear, que mantém a amplitude
constante com resposta de fase linear. Também considera-se que nfo existe o efeito
"fading", variagio da amplitude com o tempo, e que o canal é somente perturbado por ruido
AWGN (a ser discutido no item seguinte).

O esquema bésico do receptor ¢ apresentado na Fig. 2.2(c). Em esséncia, o receptor
realiza o processo inverso do transmissor. Recupera o termo em fase Xj e o termo em
quadratura Yy do sinal s(t), imerso no ruido n(t). Isto é conseguido mediante o batimento
com as portadoras em quadratura, juntamente com uma integragio realizada durante Tg
segundos. Assim consegue-se uma ortogonalidade entre X e Yy, podendo-se separa-los
depois da integrag@o.

10



Na decisio, as componentes j& separadas Xk e Y, degradadas pelo ruido n(t), sdo
submetidas a limiares de comparacio (regides de decisdo). Nestas regides estimam-se as
componentes em quadratura, isto é X, e Y, .

Conjuntamente com o decodificador, o conversor paralelo/série recupera a seqii€ncia

de bits de informagdo {7 }.

2.3 Ruido AWGN de Banda Estreita

O ruido branco € um processo estocastico, que possui uma densidade espectral de
poténcia constante sobre toda a banda de freqiiéncias.

Neste trabatho foi conveniente modelar o ruido n(t) como aditivo branco Gaussiano
de banda estreita confinado numa banda V e centrado na frequéncia f;.

Em analogia com os sinais deterministicos de banda estreita, a densidade espectral de
poténcia é nula fora da banda V, V<<fp. Assim, pode-se escrever n{t) da seguinte forma
[101:

n(t) = ny (f)cos2af ,f —ng(t) sen27f pt (2.25)
onde

ny(t) € acomponente em fase de ruido n(t) (2.26)

nQ(t) € acomponente em quadratura do ruido n(t) (2.27)

Além disso se o ruido n{t) € uma fung¢Bio amostra de um processo N(t), Gaussiano e
estacionario em sentido amplo, com média estatistica nula

p=0 (2.28)

¢ de varidncia

ok =nV [W] (2.29)

onde

n [W/Hz] ¢éa densidade espectral de poténcia do ruido N(t), (2.30)

11



os termos ni(t) e nQt) sdo fungdes Gaussianas estacionarias no sentido amplo,

independentes, onde cada uma possui média zero e variancia c%;.

Entdo, pode-se deduzir que [10]

(@)= {nF () = () = ¥ 2.31)
(ﬂr(tl)no(tz)) = (nl(tz)nq(t:)) =0 (2.32)

Um conceito importante, que serd utilizado nos itens subsequentes, é a fungo de
autocorrelagio dos termos em quadratura nj(t) e nQ(t).
A autocorrelagdo de ny(t), € por definigio

ViZ

N, (1) =[G, (f)explizafeldf = n[,, expli2af 7ldf = ¥ sinc(rr)  (2.33)

Vi

Na Fig. 2.3 mostra-se a densidade espectral de poténcia Gy(f) e de an ().

Pode-se mostrar também, que

R (=R, (1 (2.34)

2.4 Canal Linear de Banda Limitada

O canal utilizado para a trasmissio digital, vide Fig. 2.2(b), € modelado [9] como um
filtro linear, caracterizado como segue

c{t) ¢ aresposta ao impulso (2.35)

C{H= | C{) | exp v(f) ¢ aresposta em freqii€éncia (2.36)
onde

|C(f)| ¢ a caracteristica de amplitude (2.37)

v(f) € a caracteristica de fase (2.38)

12
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Se o canal ¢é limitado em banda a freqii€ncia
V/2 [Hz] | (2.39)

e, além disso, é um canal ideal, entdo

|C(f) | =], constante V lf | <V2 (2.40)
v(f) ¢é fungido linear da freqiiéncia (2.41)
cH=0 Vlifl>vr (2.42)

Portanto, é possive! transmitir uma variedade de formas de pulsos, de modo a utilizar
eficientemente o canal ideal de transmissiio, sem ter-se interferéncia intersimbolica.

As formas de pulsos amplamente utilizadas nas transmiss3es digitais possuem uma
caracteristica espectral chamada espectro de coseno levantado, cuja expressdo matematica é

T, Ifl<(1-a)/2T,

2T

s

X(f)m%—[}wsenn?:(f—mlm)la] (1-a)/27, <|f|<(+a)/2T,  (2.43)

0 If|>(+a)/2T,

onde

o ¢ o fator "rolloff” de canal. (2.44)

Para o projeto do pulso foi utilizado o critério de Nyquist para sinais sem
interferéncia intersimbolica, isto é

V/2 < -%— < 2(V/2) (2.45)

3

Estas formas de pulsos possuem a fungio do tempo

14



t_senm/'f, cosant /T,
XO="0T 1-aa’t /T,

(2.46)

Na Fig. 2.4 (a), mostra-se a ﬁmgﬁo X({).

V 1
Na situagdo emque ¢ =0 (E- = -i'*), a forma do espectro do pulso a transmitir € um

retingulo, como pode-se apreciar na Fig. 2.4(a). Existem portanto dois problemas. Um
deles, é que X(f) ¢ fisicamente irrealizivel. O outro problema, €é que o pulso possui uma
resposta com um decaimento de cauda 1/t, ocasionando, no momento da amostragem, uma
série de componentes de interferéncia intersimbélica. Isto significa que os pulsos
transmitidos sdo deformados e na recepgdo existe superposigdo de pulsos adjacentes.

V 1 . S
Na situagio em que a >0 (-2- > E‘-), o pulso nfo possui terminagdes abruptas como

no caso de o = 0, e o decaimento de cauda € agora de 143, caindo mais rapidamente e
facilitando a amostragem, sem interferéncia intersimbélica.

Por outro lado, se o canal nio ¢ ideal, isto ¢, existe atenuagdo de amplitude e retardo
de fase além de ruido AWGN, apesar de transmitir-se com taxa de simbolo rg 2 V/2
existe interferéncia intersimbdlica. Como C(f) nio é conhecida com suficiente precisio, o
que resultaria no projeto de um demodulador fixo para corrigir a interferéncia intersimbolica,
deve-se projetar filtros ou demoduladores adaptativos.

No desenvolvimento deste trabatho, considerou-se o fator "rolloff" de o = 0. Mas, as
conclusBes a serem obtidas, serio validas para o caso 0 £ a < 1, ja que a poténcia média do
ruido contido na area do retingulo (o = 0) é igual A contida em uma forma de pulso para
o > 0, como pode-se apreciar na Fig. 2.3(b).

2.5 Eficiéncia de Transmissido

Um importante conceito para quantificar a eficiéncia de transmissio € o enunciado
por Shannon [11] que mostra o seguinte:

Se uma fonte produz informagio com taxa ry[bit/s], e o canal de transmissdo
disponivel possui capacidade Clbit/s} com largura de faixa V[Hz], perturbado por ruido
AWGN de densidade espectral n[W/Hz] atuando na mesma faixa V, entfio existe um
esquema de codificagio e/ou modulagdo para o sistema de modo que a probabilidade de erro
de decodificagio pode ser suficientemente pequena para rp<C.

A capacidade do canal é dada pela equaco de Shannon-Hartley, como segue
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Fig. 2.4 Espectro coseno levantado.
(a) Diferentes valores de a.
(b) Comparagiio das dreas.
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) .
C=Vlog,(1+ ;}V) [bit/s] (2.47)
onde

S [W}] ¢ a poténcia média do sinal que ocupa a faixa V (2.48)

nV=N [W] ¢é apoténcia média do ruido na faixa
de ocupagio do sinal (faixa de Nyquist) (2.49)

Um outro conceito importante € a Eficiéncia Espectral ou Eficiéncia de Banda ({11]
¢ [9]), definida como

~ taxa de bits
~ largura de faixa do canal

[bit/s/ Hz] | (2.50)

A fim de comparar a eficiéncia dos sistemas, pode-se fazer o grafico da equaglo
(2.47) no plano R versus S/N.
Medindo a relagdo sinal/ruido S/N sobre uma escala em decibeis, tem-se

) 18

— = ant logg {— —[dB 2.51

N - 2t logio { 10 N[ B (2.51)
e substituindo esta ltima expressdo na equagio (2.47) resulta

C 1 8

— = log, {1+ ant log,o[-— —[dB 2.52

v g2 { 810[} 0 N[ I (2.52)

Na Fig. 2.5 mostra-se o gréfico da equagiio (2.52). Esta curva pode ser aproximada

S
por uma reta para valores de N >5dB.

Utilizou-se neste trabalho a seguinte aproximacfo linear para a equagio (2.52)

S
% [bit/s/ Hz]= 8, -+, (2.53)
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Fig. 2.5 Diagrama de eficiéncia de transmissio.
Curva de Shannon .
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onde

2] =0,3233 e ap=0,226] (2.54)

E importante ressaltar que para rp > C, ndo existem sistemas de transmissio que
possam transmitir com taxas acima da capacidade do canal.

Para r, < C, existem sistemas onde a probabilidade de erro de decodificagio pode ser
tdo pequena como se deseje.

O Limite de Capacidade ou Limite de Shannon acontece para r, = C, que € o lugar
geométrico dos sistemas ideais.

2.6 Sinal e Ruido no Receptor QAM

Neste item analisam-se o sinal e o ruido presentes depois dos amostradores, no
receptor mostrado na Fig. 2.2(c).

Admite-se que o sinal foi recuperado através de amplificadores e filtros transversais,
de tal modo que o sinal recuperado é o proprio s(t).

O receptor recebe a sua entrada o sinal QAM que foi transmitido misturado com
ruido AWGN. Assim, no ponto 1 do circuito da Fig. 2.2(c), tem-se a tensio

vi{t) = s(t) + n(t) (2.55)

Substitutindo na expressio (2.55) o sinal s(t) da equago (2.3) e o ruido n(t) da
expressdo (2.25), e considerando

op = anp [rad/s] (2.56)
tem-se
vi(t) = Ak cos[wpt + 8k] + nI(t) cos opt - nQ(t) sen wpt 2.57)

onde

Ok  ¢é a fase transmitida

No ponto 2 do circuito, depois do batimento com a portadora em fase, resulta
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v2(t) = Ak cos[wp t + Ok Jcoswp t + nI(t) coszmp t - nQ(t) sen opt coswpt (2.58)
Mas, sabe-se que

cosA cosB = 2 [cos(A-B) + cos(A+B)] (2.59)

senA cosB = ¥ [sen(A-B) + sen(A+B)] (2.60)
Portanto, substituindo estas duas ultimas expressdes na (2.58), obtém-se

v2(t) = V2 Ak cosBk + Y2 nf(t) + 2 Ak cos[2wp t +0k] + %2 [n(t)cos 2op t -
-nQ(t) sen 2op t (2.61)

Mas, como foram instalados filtros passa-baixas antes dos integradores, tanto o sinal
como o ruido do dobro da freqiiéncia w,, ficam filtrados, obtendo-se

va'(t) = V2 Ak cosBk + Y2 nj(t) (2.62)

Depois da integragio e da amostragem tem-se, para o ponto 3 do circuito, a seguinte
tensao

vi(T)=4 A, cosBkJ:r' dt+ % f n,(t)dt (2.63)

mas, pode-se escrever

v3(Ts) = Sx(Ts) + Qx(Ts) (2.64)
onde

Sx(Ts) = ¥ Ts Ak cos Ok = ¥ Ts Xk (2.65)

QulT) =4 F "n,(1) dt (2.66)

De forma similar, analisando os pontos 4 e 5 do circuito, chega-se aos seguintes
resultados

20



v5(Ts) = Sy(Ts) + Qy(Ts) (2.67)
onde:

Sy(Ts) = %Ts Ak Senek = % Ts Yk (268)
QY(TS) = %'[r, n(t)dt (2.69)

A constante (1/2) presente nas expressdes (2.65-69), nfio precisa ser levada em conta
na analise, j4 que tanto os termos de sinal como os termos de ruido sdo afetados de forma
igual,

2.7 Poténcia Média do Ruido no Receptor QAM

Neste item deduz-se a poténcia média ou poténcia média quadratica do ruido no
receptor QAM. Esta poténcia serd utilizada posteriormente para avaliar 0 desempenho
destes sistemas.

O ruido na saida dos amostradores, como achados nas expressdes (2.66) e (2.69),
pode ser escrito da seguinte forma

Q(T) = r n,(t)dt (2.70)

onde np (1), é uma varidvel estocastica estacionaria em sentido amplo, isto €, sua média

estatistica é constante

<nA(t)>=0 {2.71)
e, sua autocorrelagio depende somente do intervalo 1, onde

1= tz - t; (272)

ER"A"’A(T)2 <nA(12)nA(ti)> (273)
Entiio, a poténcia média [12] do ruido, pode ser calculada como
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(@(r))= ", (6 -t )at, o,

(2.74)

Portanto, relacionando a expressdo do ruido dada na equagio (2.66) com a (2.70),

resulta
nA(t) = ni(t)

ficando a expressdo (2.74), da seguinte forma

y=["[", (L-t) at, at,

Agora, substituindo nesta tltima expressdo a (2.33), obtem-se

enm Vi,
( 2 - TTL jTST’Iﬁrz—(-!l )dfldtz

Mas pelo Apéndice B sabe-se que

J.'r, Jxr, sen a(tz "f,)cos b(’z “Il) dr, dt, = aT?I(a,b)
N Izmrl " ! 2 & b

Associando esta ultima expressio com a (2.77), tem-se

resultando para a expressio (2.77)

(@2 (1) ) = viZ 1(av.0)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

Para ndo termos interferéncia intersimbolica, considera-se a largura de faixa minima

utilizada
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V= Ts [HZ] * (2.82)

Utilizou-se o programa computacional do Apéndice D para avaliar a série de
poténcias da equagdo (2.78). Assim, a poténcia média do ruido resulta

<QxZ(Tg)> = 0,7737 1 1T (2.83)

Usando a expressdo do ruido (2.49), esta ultima equagio resulta

<«QxX(Ts)> =0,7737 N T2 (2.84)

Uma anélise similar, aplicada ao ruido QY(TS) dado pela expressio (2.69), fornece o

mesmo resultado achado para Qy (Tg), isto é
2t ey 2
<Qx"(Ts)> = <Qy (Ts)> (2.85)

Pode-se observar, que a poténcia média do ruido de faixa estreita foi reduzida em
22.63%, comparada com o ruido de faixa estreita que tivesse sido somente amplificado com
ganho Tsz

<Q¥(Tg)> =1 r5Ts” (2.86)

2.8 Desempenho dos Sistemas QAM

Neste item apresenta-se de forma resumida a probabilidade de erro de simbolo dos
sistemas QAM,

No processo de decisfio, a componente em fase Xy e a componente em quadratura
Y| dos sistemas QAM sdo consideradas independentes. Por isto, realiza-se duas decisdes
ortogonais, uma para cada componente.

Assim, para a probabilidade de detegfio correta, tem-se
P = (lupg)2 =1-2pe para pe<<l (2.87)

23



onde pe € a probabilidade de erro, em cada uma das componentes Xk ¢ Yk e pode ser

escrita como segue

P = 3 2P

a2

1
2(3”&7’9[ (0T )

P.

onde
M ¢ o nimero de simbolos de canal (poténcia de 2)

Di ¢ a probabilidade de erro em cada um dos M simbolos, no
eixo de Xk ou Yk

Q ¢ a fun¢do cauda; € a probabilidade dada pela funcio

N . a a .
distribui¢io normal de uma distancia até o

fl@a)”

a ¢ a distancia entre o sinal detectado semruidoe a

regido de decisiio

<Qx2('fs)> =0,7737 NT32 é a poténcia média do ruido contido na
faixa V de ocupagio do sinal

(2.88)

(2.89)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

O pardmetro “a”, definido na expressfio (2.93), esta vinculado com o espagamento

do reticulado “d” do sistema QAM, definido na expressdo (2.16), através da equagio

(2.65), como segue

a*Tsd

(2.95)

e esta ultima expressio estd ligada com a poténcia média da constelagio, segundo a

expressdo (2.18), da seguinte forma

3
ZE STZ
TEMoT
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A probabilidade de erro de simbolo, resulta
Pp=1-P¢ | (2.97)

e substituindo nesta, as expressdes (2.87), (2.89), (2.94) e (2.96), obtém-se

. 1 3 LR
Papg = 4 [l" IMJ Q [\/0,7737 (M-1) N} 29%)

Esta ultima equacdio, ndo é exata para valores de M = 8, 32, 128, 512 e 2048, Estas
constelagbes apresentam um reticulado nio completo e portanto a equagio (2.89) ndo ¢é
valida. Nesta situagio, deve-se utilizar a expressio (2.88).

Para M = 128, 512 e 2048, utilizou-se a equagiio (2.98), encontrando que para estes
valores de M, o calculo exato da probabilidade de erro de simbolo nfo difere
substancialmente daquela obtida através desta equagio.

Aprimorou-se a probabilidade de erro de simbolo para os seguintes casos

QAM-8
5 1 s )
PM =3 Q k\/m _I\.E‘) (2.99)
QAM-32
27 1 S
e 3 o ~) 100

A Tabela 2.2 mostra o desempenho do sistema QAM para

M=2"; 2<i<12 (2.101)

Também na Tabela 2.2, apresenta-se também o calculo da eficiéncia de banda, que
segundo a equagdo (2.50), resulta
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b
Rbit/ s/ Hz) =—"—/— = B2 = Jog, M (2.102)

No Apéndice D encontra-se o programa computacional utilizado para o
levantamento da Tabela 2.2.

Na Fig. 2.6 sfo mostradas as curvas de desempenho que correspondem a Tabela 2.2.

Observa-se que os sistemas QAM analisados de banda estreita diferem dos
analisados nas bibliografias, com respeito a seus desempenhos, em 1.11 dB. Por exemplo

para uma probabilidade de erro de simbolo de PM =106

, 0 sistema QAM-16 aparece com
18,70 dB de relag#o sinal/ruido média por simbolo, em bibliografias usuais, enquanto que o
valor aqui € 19,81 dB analisado como banda estreita. Para 0 QAM-256, segundo referéncias

usuais, tem-se 31,08 dB, enquanto o sistema de faixa estreita apresenta 32,19 dB.

2.9 Revisio de Modulacdo Codificada

Um modelo simplificado de um sistema de comunicagdes digitais, em termos de
blocos funcionais, € apresentado na Fig. 2.7(a). A fonte de informagio com taxa ry, entrega
uma seqiéncia de k bits ao codificador. Tanto o codificador como o decodificador
contribuem para reduc@o dos possiveis erros cometidos no canal de transmissio. Para isto o
codificador entrega uma seqiiéncia {s(t)} de n bits com taxa 1y, onde n>k, para obter-se
redundéncia de bit de informagdo e assim realizar-se uma protegio de erro [13]. Deste
modo, o codificador possui a taxa de codificagio

(2.103)

o=

O modulador é o responsavel pelo mapeamento entre os n bits de canal e o alfabeto
de modulacio de M simbolos de canal, onde

M=2"  [simbolo de canal] (2.104)

e cuja taxa de modulagio serd

$

b
& log, M

[simbolo/ s} o (2.105)
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Fig. 2.7 Diagrama simplificado dos sistemas de transmissio digital.

(a) Sistema convencional.

(b) Sistema com modulacio codificada.
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Posteriormente na recepgdo, um processo de decodificagio por verossimilhanga
recebe a seqiiéncia de simbolos de canal interferido por ruido AWGN [9], e estima os k bits
de informagao transmitidos da seqiiéncia {s(t)}.

Neste modelo de comunicagdo digital, considera-se tanto a modulagio como a
codificacio, duas entidades separadas.

Na tentativa de projetar sistemas mais confiavets, isto €, sistemas com baixa
probabilidade de erro de simbolo, os sistemas sdo obrigados a:

i. Aumentar a poténcia de seus sinais, e deste modo methorar o desempenho do sistema,
e/ou

ii. Diminuir a taxa de informaco, se o canal de transmisso nfio permite expansio de
largura de banda. Isto é, na tentativa de codificar para obter-se redundincia de
informagdo e assim menor probabilidade de erro, a taxa de informagdo com codificagio

cairia para

k
b, = o % (2.106)

3

ili. Aumentar a largura de banda de ocupagio do sistema, se 0 mesmo pretende manter fixa
a taxa de informagio. Ou seja, ao codificar esta-se aumentando a banda em

U, =:~’-£- U [Hz] (2.107)

onde

U € a banda ocupada pelo sistema sem codificago.

Os sistemas de transmissdo da atualidade trabalham nas fronteiras de suas larguras de
banda e de suas poténcias. Por isso mostra-se invidvel projetar sistemas de maior eficiéncia,
utilizando o critério estrutural de transmissdo-recepgiio tradicional apresentado na Fig.
2.7(a). '

O trabalho apresentado por Massey [14], no ano de 1974, mostra que € possivel
melhorar o comportamento dos sistemas, considerando a codificagio e a modulagfio como
uma uUnica entidade. Mais tarde, dentro desta linha, Ungerboeck [1] no ano de 1982
apresenta uma técnica que lhe permite obter ganhos significativos sobre os sistemas de
modula¢iio convencionais. Esta técnica, que considera como base o processo de codificagdo
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e modulagio como uma Unica entidade - vide Fig. 2.7(b) - e dai 0 nome de Modulagdo
Codificada, nfo sacrifica a eficiéncia espectral do sistema. Isto €, ndo modifica nem a taxa de
informag¢fo nem a largura de banda de ocupagéo.

Na Fig. 2.8, mostra-se o grafico [1] capacidade de canal C [bit/Tg] versus relagio
sinal ruido S/N[dB] onde

Tg[s] ¢ o intervalo de modulagéo (2.108)

Neste grafico, mostra-se curvas de capacidade de canal discretos sem memoria
limitados em banda e interferidos por ruido AWGN, para os sistemas QAM-8/16/32/64. A
poténcia média da constelagio dos sistemas QAM é considerada unitéria.

Observa-se que as curvas apresentadas para os sistemas permanecem constantes e
comegam a se curvar no momento em que € incorporada a codificagio.

Por exemplo, no caso de se usar o sistema de modulagiio nio codificado QAM-8,
precisa-se de uma taxa de 3 bit/Tg e uma relagio sinal/ruido de 17 dB aproximadamente,
para uma probabilidade de erro de simbolo de 10"5. Se agora duplica-se a constelagiio para
QAM-16, pode-se transmitir teoricamente a 3 bit/Tg sem erro de simbolo utilizando-se
ilimitado esforgo de codificagio e decodificagio com uma relagdo sinal/ruido de agora 9,5
dB aproximadamente. Obtem-se assim um ganho, ao dobrar a constelagdo de 7,5 dB. Por
outro lado, para transmitir 3 bit/Tg, usando constelagdes maiores, o ganho ndo diferiria
substancialmente do calculado, ja que as curvas para estas constelagdes iriam se encontrar
nas imediagdes da curva do QAM-16 para 3 bit/Ts.

Assim, Ungerboeck [1,2,3] observa que € suficiente dobrar os simbolos de canal e,
mediante alguma técnica, codificar e modular obtendo-se ganhos significativos sobre os
sistemas n#o codificados.

Ao se duplicar o alfabeto de modulagiio, a técnica aproveita a redundincia de
simbolos de canal para realizar um controle de erro através de codificagfo.

Esta codificag3o ¢é feita de tal forma que realiza um adequado mapeamento entre os
n +1 bit de canal de taxa rpy" e os

P 3

M=2 [simbolo] (2.109)

simbolos de canal de taxa

= —® __ [simbolo e canal /s ] (2.110)
log, M
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Fig. 2.8 Capacidade de canal versus relagio sinal/ruido para alguns sistemas QAM.
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A regra de mapeamento utilizada é a chamada “Mapeamento por Partigio de
Conjunto” que consiste em sucessivas partigbes, realizadas pela codificagiio, do conjunto dos
M’ simbolos de canal em subconmjuntos onde vai-se incrementando o quadrado das

Distancias Minimas Euclidianas A% (Azi (A22 ( A23 entre os simbolos que compdem cada
subconjunto. O conceito de partigio de conjunto aplicado ao sistema QAM-16 ¢ mostrado
na Fig. 29. A modulagio codificada pode ser implementada mediante cédigos
convolucionais ou codigos de bloco. Também € possivel utilizar cddigos concatenados [13].

Muitos trabalhos usando codigos convolucionais (TCM) foram desenvolvidos.
Citam-se alguns a seguir.

A arquitetura TCM € mais sensivel &s variagles de fase que o sistema ndo
codificado. Um estudo [15, 16] aborda a codificagio invariante a rotaco de fase.

Constelagdes assimétricas {17] sdo utilizadas, obtendo-se melhorias de desempenho
em relagdo ao sistema TCM tradicional.

Melhores codigos convolucionais para as modificagbes PSK-16 e 32, usando a
técnica de modulagio codificada, foram desenvolvidos por Benedetto et alli [18].

Utilizando-se constelagdes multidimensionais, Fang Wei [19] obteve melhor
tolerdncia a ambiguidade de fase e um melhor ompromisso entre ganho de codificagio e
complexidade.

Por outro lado, no trabalho de Wolf & Pandovani [20] para modulagio codificada,
combinam-se as modulagdes FSK e PSK, fazendo uso de codificagdo por trelica,
conseguindo-se melhorar o desempenho deste em relagio ao esquema de modulagio PSK
ndo codificado.

A técnica de modulagio codificada utilizando anéis de inteiros Moédulo-q para
codigos convolucionais [21], permite criar codigos multiniveis baseados em anéis de
residuos de inteiros.

 Mencionam-se a seguir alguns trabalhos realizados utilizando cédigos de bloco.

Dentre os pioneiros desta area, um que destaca o uso da partigdo de conjunto, foi
Cusack [22], utilizando o espago de sinais QAM e codigos de Reed-Muller,

Outros tipos de modulagio foram utilizados por Sayegh [23] como extensio do
trabalho de Cusack.

Com relagiio ao processo de decodificagdo, Sayegh [23] apresenta um processo mais
adequado para o caso onde o nimero de bits de informagio é grande. QOutro foi
desenvolvido por Williams e Farrell [24].

Também, para codigos de blocos, pesquisou-se modulagio codificada sobre anéis de
inteiros Modulo-q [25].

Forney et al. {26] apresenta uma revisdo, que mostra, dentre outras coisas, o trabalho
estrutural para modulag8o codificada utilizando codigos de blocos e codigos convolucionais.
Também comentam sobre algumas técnicas apresentadas até essa época.
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2.9.1 Modulagio Codificada usando Codigos Convolucionais (TCM)

O codificador convolucional (n, k, m) ¢ um dispositivo de k entradas, n saidas e m
memorias.

Atua como uma maquina finita de 2™ estados com transiges entre 0s mesmos, que
pode ser representada por um Diagrama de Estados. Existem 2k transigdes chegando ou
partindo de cada estado.

As transigBes entre estados, no transcurso do tempo, sfo descritas mediante o
Diagrama de Treliga. Depois de m tempos de simbolos, a trelica entra em estado de regime,
onde cada janela de tempo da trelica possui 2(k+m) transigoes.

Em seguida apresenta-se alguns conceitos que serdo utilizados neste item.

- Define-se a Distancia Livre d de um codigo convolucional, como o mimimo dos
Tee g
quadrados das distincias euclideanas entre pares de seqii€ncias de simbolos de canal
distintas que o codificador pode gerar.

- d},.ee = min {Az entre pares de seqiiéncias distintas} (2.111)

- Define-se como Ganho Assintético a diferenga entre as relagdes sinal/ruido do sistema
codificado e o ndo codificado quando a relagio sinal/ruido € muito grande

10 lo (é‘—) -(—S—) ‘—'S;-——mo
Bol\wv), W[ W

2 2
dﬁeec / d free
S¢ S

Gy [dB]

(2.112)

= 10 log,,

onde dfyeec € 0 quadrado da Distancia Livre do codigo do sistema expandido e dfree do
sistema base; S¢ € a poténcia média da constelagio (vide item 2.1 do capitulo seguinte)
do sistema expandido e S do sistema base.

- Codificador Sistematico Equivalente com Realimentagio

As saidas do codificador convolucional podem ser representadas pelo polindmio
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b(D) = [bk+1(D), bk(D), ..., b1 (D)] (2.113)

que deve satisfazer a seguinte equagio

b(D) H (D) = 0 (2.114)

onde

k+1

HD) = [H" D), HD), ., H'(D)] @.115)

¢ a Matriz Verificagiio de Paridade do codigo que € constituida, para m > 2, por

H@D)=0 . ptl<i<kt] @.116)
H(D)=H., D'+ H D" + ... +HID;2<i<p+l (2.117)
HYD) = D" +HL_ D" + Bl ,D"2 + . +HID+1 (2.118)

onde p é o nimero de bit da entrada do codigo que serd verificado; estes bits sdo
responsaveis pela selecdo dos subconjuntos. Existem (k-p) bits que passam a saida do
codificador e que sdo responsaveis pela selegdo dos simbolos de canal dentro de cada
subconjunto. No Diagrama de Treliga existem 2(k—p) transigOes paralelas.

Na Fig. 2.11 mostra-se o esquema geral de um Codificador-Modulador utilizando
codificador sistematico equivalente com realimentagéo.

A seguir, descreve-se 0 método heuristico de Ungerboeck [1, 2] através de um
exemplo.

Exemplo
Seja o sistema QAM-8, cuja constelagio mostra-se na Fig. 2.10(a), de poténcia
média S.

Pretende-se usar modulagio codificada com um cédigo convolucional (4,3,2), de
matriz verificagio de paridade

H (D) = [0,0,D, D% + 1] 2.119)
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Sistema nio codificado:

O Sistema QAM-8 tomado como referéncia, possui um diagrama de trelica de um
estado, com 8 transigdes paralelas partindo e chegando neste estado como ilustra-se na Fig.
2.10(b).

As transigdes paralelas serfo atribuidas com os sinais de canal de grupo Bg das
partigBes mostradas na Fig.2.9, que corresponde ao diagrama de sinais desta constelaggo.

Assim, a distincia livre do sistema base serd

d}ree = min {quadrado da distdncia minima euclidiana dos sinais do grupo Bo}

. 2
=m
*'“{A‘} (2.120)
=2d"?
Por outro lado, a taxa de bit de informacgéo sera
r o= = [bitls @.121)
e i .
b Ts

considerando que a fonte de informagdo entrega 3 bits em Tg segundos. Mostra-se na Fig.
2.10(c), um desenho explicativo.

Sistema expandido:

Para obter-se ganho sobre o sistema QAM-8, € suficiente dobrar o espago de sinais.
Portanto deve-se codificar o sistema QAM-16, cujo diagrama de sinais numerado mostra-se
na Fig. 2.10(d); esta constelagido possui poténcia média Sc.

O diagrama de estados do sistema codificado possui 4 estados Eg, E1, E2 ¢E3, com
8 transi¢bes partindo e chegando em cada estado. Assim possui 4 transi¢hes paralelas entre
estados, como mostrado na Fig. 2.10(e). Apos 2 janelas de tempo, o diagrama de trelica
apresenta 32 transicOes por janela ou 8 transi¢Ges entre estados como ilustrado na Fig.
2.10(g), onde o numeo de transi¢des paralelas ¢é indicado como um nimero 4 por razdes de
€spago.

Considera-se por convengiio, 0 Caminho Todo Nulo, como o caminho existente
entre estados Eg e, se por alguma interferéncia (ruido AWGN), sairmos deste estado, o
menor caminho realizado para voltar ao estado Eg seré o caminho Eg - E1 - E2 - Eg que €
mostrado com linha grossa no diagrama de treliga.
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Uma vez escothido o diagrama de treliga, resta atribuir as transigdes deste diagrama
os sinais de canal do sistema expandido, de modo a se conseguir 0 maximo dfyeec. Para isto
utiliza-se as regras dadas por Ungerboeck:

1. Todos os sinais da constelagio expandida ocorrem com igual freqiiéncia, com a mesma
regularidade e simetria.

2. As transigOes paralelas na treliga, receberdo sinais dos subconjuntos de maxima distincia
minima euclideana. Isto €, um dos subconjuntos Co, C1, C2, C3 para cada transigiio

paralela com Az = 4d°%.

3. As transighes que partem ou chegam a um estado recebem sinais dos subconjuntos Bo
ouBjde A =2d.

Deste modo as transigdes da trelica recebem sinais de canal adequados para obter-se
0 méaximo dfree como ¢ mostrada na Fig. 2.10(g).

Na Tabela 2.3, mostra-se a 16gica de mapeamento entre as saidas do codificador e os
simbolos de canal.

Para calcular a distincia livre, tem-se

d},eec = min {distdncia minima entre transi¢des paralelas, distincia do caminho minimo

com respeito ao caminho todo nulo}

min {disténcia no grupo Co, distancia entre o grupo Cge Cg +
+ distancia entre o grupo Cg e Cy + distancia entre o grupo Cop e C2}

2 2 2 2
min Az,A1 tAQt Al

i

min {4d* 5d°}
= 4d? (2.122)

Para codigos de até 8 estados, € possivel realizar a correspondéncia dos sinais de
canal para as transigdes, “a mo”. Para maior ndmero de estados, um suporte
computacional € necessario a fim de achar o dfyeec.

Assim, obtem-se um ganho assintotico utilizando modulagio codificada neste caso de

i

6. (e8] 4d?>  2d } (2.123)

10 10g19{“5“55“ / e
= 3dB
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Tabela 2.3 Logica de mapeamento de sinais de canal.

Seleciio dos Subconjuntes Selec¢iio dentro de cada Simbolo
Cy, Cy, €2 ou Ca Subconjunto QAM-16
by by by b

0 0 0 o I 10
0 0 0 1 ” 2
0 0 i 0

0 0 1 1 14
0 1 0 0

0 1 0 1

0 1 1 0

0 1 1 1 12
1 0 0 0 5
1 0 0 1 13
1 0 1 0 9
1 0 1 i i

1 i 0 0 “ 7
1 1 0 1 I 15
1 1 1 0 11
1 1 1 i 3
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Por outro lado se a taxa de modulago €

Ry =n+1 [bit/simbolo de canal] (2.124)

e a taxa da modulagio codificada ¢

R, = — = R. R, [bit/simbolo de canal] (2.125)

entdo a taxa de simbolo sera

4 MT 1
r, RE 3 .77 [simbolo de canal / g] (2.126)
-

isto significa que no tempo Tg o sistema de modulagido codificada transmite um simbolo da
constelagio QAM-16, ou seja 4 bits. A Fig. 2.10(f) serve para ilustragdo. Pertanto no
sistema expandido precisa-se transmitir mais bit no tempo Ts, o que demanda um sistema
mais rapido e de maior custo.

Pode-se perceber que a largura de faixa de ocupagio do sistema codificado ndo foi
alterada, sendo igual ao sistema ndo codificado, isto €

1
i T [Hz] | (2.127)

Para o codificador convolucional em questio, tem-se os seguintes pardmetros

k=3
p=1 (2.128)
m=2

obtendo-se, segundo a Fig. 2.11(a)

H ®) =0.H @©)=H®D =0 2<ic4 (2.129)

A
A
N

H@D) =HD. . H =1 2 (2.130)
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H'(D)=D* +HD+1 . H =0 (2.131)

e segundo o dado da expressiio (2.119), tem-se o codificador mostrado na Fig. 2.11(b).

O processo de decodificagio mais adequado para evitar perdas de informagfio no
receptor € mediante uma decodificagio por decisio suave. A seqiiéncia enviada pelo
transmissor, composta por sinal interferido por ruido AWGN, chega ao receptor onde é
amostrado. O decodificador de seqiiéncia determina dentre as seqiiéncias codificadas
possiveis aquela que pode gerar a seqiiéncia que mais perto esta da seqiiéncia recebida, isto
¢, a sequéncia que possua a menor distdncia euclidiana e toma esta como uma estimativa da
seqii€ncia original.

Nos codigos convolucionais, o algoritmo de Viterbi [13] é utilizado no processo de
decodificagio, a decodificagio por decisfio suave pode-se efetuar em dois passos:

a) Dentro de cada subconjunto Cg, C1, C2, C3 associados as transi¢des paralelas mediante
os sinais b3 e b4, escolhe-se o sinal mais perto ao sinal recebido. Estes sinais sdo
armazenados juntamente com o quadrado de suas distdncias minimas em relagfo ao sinal
recebido.

b) Utiliza-se o algoritmo de Viterbi para achar o caminho do sinal através da trelica. Este
caminho possui a soma minima do quadrado das distincias euclidianas em relagio ao
sinal recebido.

A probabilidade do decodificador errar no passo a), isto €, tomar uma decisiio errada
nas transig8es paralelas, ou errar no passo b), isto €, decidir por um caminho incorreto por
desvio de um estado, € chamado de Erro de Evento.

Para altas relagGes sinal/ruido, a probabilidade de erro de evento fica

Pr(e) > N(dfree) - Qdfree/20) (2.132)
onde

N(dfree) ¢ o grau de multiplicidade de erro
de evento de distancia livre dfree (2.133)

Q) ¢ a Fungdo de Probabilidade de Erro Gaussiano,
definido no Apéndice D (2.134)

o é a varidncia do ruido AWGN (2.135)
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Na Tabela 2.4 listam-se codigos convolucionais adequados para TCM “ Trellis
Coded Modulation” dados por Ungerboeck para sistemas QAM. Foram obtidos
computacionalmente mediante o programa desenvolvido pelo autor [1]. Nesta Tabela, os
codigos sio representados por seus polindmios verificagio de paridade mediante a notagéo
octal. Especifica-se o par@metro p e o nimero de memorias m do cddigo em fungio do
nimero de estados. Para cada cddigo, mostra-se o quadrado da distdncia livre normalizado

com Ai. Especifica-se também o pardmetro N(dfree). A taxa do codigo estd implicitamente

mostrado através do valor de k. Assim, comparagBes entre os sistemas QAM-8/PSK-4,
QAM-16/QAM-8, QAM-32/QAM-16 ¢ QAM-64/QAM-32 sio realizadas, mostrando-se os
ganhos assintdticos para cada codigo.
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CAPITULO 3

Sistema de Transmissiio Digital {QAM}2 '

Neste capitulo analisa-se o sistema {QAM}Z, abordando a concepgiio do sistema
assim como o estudo da poténcia média do ruido no receptor.

3.1 Sistema {QAM}?

Pretende-se, com este sistema, transmitir dois sinais QAM superpostos e
posteriormente realizar a separagdo no receptor.

Para isto, os sinais a serem transmitidos podem ser escritos, conforme analisado no
capitulo 2, da seguinte forma

s1(t) = Aj cos [t + 03] (3.1}

52(t) = Ag cos [ept + 03] {3.2)

Na Fig. 3.1(a) mostra-se o transmissor capaz de superpor os sinais sj(t) e sp{t),

definidos acima,
Para cada sistema, tem-se

T, [bit/s] taxa de bit associada ao sistema QAM} (3.3)
Ty, [bit/s] taxa de bit associada ao sistema QAM?2 (3.4)

possuindo, os dois sistemas, a mesma taxa de bit de informagdio (1, = b, )

Através de conversores série/paralelo transforma-se esta informagdo serial em A

saidas paralelas, originando-se deste modo, 27” pontos no diagrama de sinais para cada
constelacdo. Isto é

(3.5)
(3.6)
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Fig. 3.1 Sistemas de transmissiio digital {QAM}Z.
(a) Transmissor.
(b) Canal de transmissiio.
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Mas, como 0s sinais serdo transmitidos simultaneamente, o sistema {QAI\'I}2 possui
a capacidade de transmitir m pontos no diagrama de sinais, onde

m =2%» G.7)

Os restantes elementos no transmissor d3o origem as formas de ondas para os dois

sistemas QAM. Estas sd3o somadas e transmitidas pelo canal de transmissio.
Assim, na saida do transmissor tem-se o sinal

s(t) = s1(t) +s2(1) (3.8)
capaz de carregar m simbolos, onde cada dois simbolos s@o transmitidos com taxa

rg [simbolo/s] 3.9)

O canal de transmissdo, mostrado na Fig. 3.1(b), € do tipo linear e de banda limitada

como foi discutido no capitulo 2. Considera-se também que o canal ¢ perturbado pelo ruido
AWGN de banda estreita

n(t) = n[(t) coswyt - nQ(t) senwot (3.10)
onde
n] (t) ¢éo ruido em fase de n(t) 3.11)
nQ (t) ¢ o ruido em quadratura de n(t) (3.12)
+
Ry = ﬂ.__z_"il [rad/s) (3.13)

Observa-se que o ruido, como formulado por (3.10), estd centrado na freqiiéncia
angular oo, resultado do valor médio entre @1 e ©2. Observe que este ruido esta contido na
faixa de ocupagio do sinal superposto s(t).

O receptor do sistema {QAM}2 é mostrado na Fig 3.2(a). E composto
principalmente de quatro correlatores, onde os sinais si{t) e s2(t) sdo separados
parcialmente. Em seguida ¢ realizada uma amostragem para cada Ts segundos, onde

T, = ri [5] (3.14)
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Neste tempo de amostragem as grandezas A1, A2, 61 e 62, definidas nas equacles
(3.1) e (3.2), permanecem constantes.

Depois da amostragem, os sinais a(Ts), b(Ts), c(Ts) e d(Ts), sio processados
linearmente de modo a separar totalmente as duas constelagdes QAM, que inicialmente
foram superpostas.

Os sinais resultantes da transformagfo linear passam por estigios de decisio, de
modo a estimar-se os pardmetros de informagio carregados pelos dois sistemas.

Os decodificadores, juntamente com os conversores paralelo/série, realizam o
processo inverso executado no transmissor, obtendo-se assim as taxas originais dos sinais
51 (1) e sp(t).

Cada correlator € composto de um amostrador, um integrador € um circuito, que
pode ser tanto de tipo yy como de tipo . Estes circuitos sdo mostrados nas Fig. 3.2(b) e (c).
Em cada um destes circuitos, utilizam-se as operagdes designadas por “*”, que indicam uma
transformagio de Hilbert [27]. Esta transformacio € analisada no Apéndice C e consiste

[+]
basicamente em aplicar uma defasagem de -90 no sinal de entrada.
Os circuitos tipo vy € B, realizam os processos

Oy =&y Py +€y Py (3.15)
0;3 =& Py —€p Py (3.16)
respectivamente.

Visando estudar o comportamento dos sinais de informagfo e ruido no receptor,
analisaremos em seguida os circuitos tipo y e f3.

3.1.1 Analise do Circuito tipo y

A resposta deste tipo de circuito, equacionada em (3.15), pode ser escrita na forma

onde
Oya=éyﬁy (3.18)
Oy = ey py (3.19)
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ey = s(t) + n(t) (3.20)

py =cosoit i=1,2 (3.21)

Trabalhando sobre a expressdo (3.18), substitui-se na mesma as expressdes (3.20) e
(3.21), obtendo-se

A
Oya =[s(t) +n(t)] = cbsw;t (3.22)

e segundo a propriedades da transformada de Hilbert, conjuntamente com as equacdes (3.8)
e (3.10), resulta

Oya = Al senfw1t + 01] sen wjt + A2 senfw2t + 072] sen wjt +

+ nJ(t) senwyt sen @it + nQ(t) coswet sen wjt (3.23)
Manipulando-se a equagio (3.23) chega-se a

Oya =" A1 {cos[(@] - @))t +81] + cos[(e} + i)t +81 +180°]} +

+ ¥ A2 {cos[(02 - o)t +02] + cos[{w2 + o)t + 82 + 180°]}+
+ ny{t)senogt senjt + nQ(t) coswyt senwjt (3.24)

Analisando agora, a expressio (3.19)
O'yb = [s(t) + n(t)] cos wit (3.25)

Substituindo nesta Gltima expressio as equagdes (3.8) e (3.10), obtém-se de forma
similar

Oyp = % Al {cos[(] - wj)t +81] + cos[(w] + o)t + 61 } +

+ %2 A2 {cos[(02 - ojt +62] + cos[(02 + wi)t +02 ]}+
+ ny(t)cosmgt coswit - n(t) senwgt coswit (3.26)
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Portanto, substituindo as expressdes (3.24) e (3.26) na (3.17), e apos alguma

manipulagiio obtem-se

0‘/ = A] cos[(@] - op)t +81] + A7 cos[(wy - ot + 82] +
+ n(t) cos(wp - @it - nQ(t) sen(wg - wj)t (3.27)

Voltando para o circuito do receptor, mostrado na Fig. 3.2(a), obtem-se para

©f = ®] a seguinte expressio para 07 1

0, (1) = A, cosb, + A, cofAnt +8,]+n,(t) cosiﬁ—zg)-t - nQ(t)sen—Azﬂt (3.28)
onde

Aw = 02 - 0] (3.29)

Da mesma forma, o sinal e o ruido presentes em ()72 sera dado por

0,,(t)= A, cos, +A, co-Awt +8, ]+ ni(t)cos%o—)-t +ny(t) sen%gt (3.30)

3.1.2 Analise do Circuito tipo §

Para a resposta deste tipo de circuito, segundo a expresséo (3.16), tem-se

Op =0p, +Op, (3.31)
onde

Opa =€ P (3.32)

Oﬁb = “GB f)ﬁ (3,33)

Também considera-se que
ep = s(t) + n(t) (3.34)
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pp = cosajt para =12 (3.35)
De forma similar, como realizado no circuito tipo v, a resposta do circuito tipo B sera

0p(t) = A sen[(wi-wpt + 01] +A2 sen[(w2-wjt +02] +
+np(t) sen(wg-wj)t + nQ(t) cos(wo-wi)t (3.36)

Voltando novamente ao circuito do receptor mostrado na Fig. 3.2(a), o sinal € o
rujdo presentes em OB (t) sdo derivados da equagio (3.36)

A A
Opy(t) = Aysenb; + Ay senf Aot +8,] + ny(t) sen—f—w ng(t) cosz?wt (3.37)

De forma similar, o sinal e o ruido presentes em Op2(t)

Aw
—t

; (3.38)

Opy(t) = Ay send, + Ay sen[-Awt +6)] -ny(t) sen%gt +ng(t)cos

3.1.3 Sinal e Ruido no Receptor {QAM}2

Como mostra a Fig. 3.2(a), as saidas Oyj(t), OB(t), Oya(t) e OBo(t) achadas nas
expressdes (3.28), (3.37), (3.30) e (3.38) respectivamente, serdo integradas num tempo igual
ao periodo de amostragem Tg . Deste modo tem-se as seguintes expressdes

a(Ts) = [350, 1) (3.39)
b(Ty) = jgsogi(t) (3.40)
dTs) = IOTSOYZ(t) (3.41)
d(Ts) = (6304, (3.42)
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Também, utilizam-se as seguintes igualdades

X1 =A] cos 0] (3.43)
Y] =Aj] sen 0 (3.44)
X2 = Az cos 07 (3.45)
Y7 = Ap sen 62 (3.46)
Define-se
K. = sen AoT, 347
' AeT, (3.47)
cosAnT, -1
K== (3.48)

5

Além disso tem-se os seguintes resultados

LT' sen[+Awt +8]dt = T,[K,send ¥ K, cos6] (3.49)

T,
L coffxAnt +6]dt = T,[K, cos8 £ K,sen6] (3.50)

Assim, utilizando as equagBes (3.43-50) nas expressdes (3.39-42), tem-se

a(Tg) = Tg[X1 + K1X2 + K2Y2] + Qa(Ts) (3.51)
onde

Qa(Ty) = Igs[ ny(1) cos%?*t-* nQ(t) sen -%gt] dt (3.52)

b(Ts) = Ts[Y1 + K1Y2 - K2X2] + Qu(Ts) (3.53)
onde
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Q, (1) = I:'[ni(t)sen%%t s nQ(t)cos—ézgt} dt

¢(Ts) = Ts[X2 + K1X1 - K2Y1]+ Qc(Ts)
onde

. A A
Qc(T,) = f [ni(t)'cosm;mt +ng(1) sen-——?t] dt

d(Ts) = Ts[Y2 + K1Y +K2X1] + Qd(Ts)

onde

Qd(Ts)WE'{~ ny(t) sen%ﬁlH—nQ(t) cos %(P"t]dt

Pode-se escrever matricialmente as equagdes (3.51-58) da seguinte foma

a(T,)

b(T,)
oT.)

d(T)

vetor de saidas

o
It

A, cos9,
~ | A senB, o
S = vetor de sinais
A, cos0,

A, senf,

Q,(T)
Q,(T.)
Q.(T.)
|Q.(T,)]

vetor de ruido

Dol
1l
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(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)



2

K
0 =K I;’ matriz de acoplamento entre sistemas (3.62)
1

De forma compacta, as expressdes matriciais anteriores, ficam

- -y e
O=T,MS+Q (3.63)

No diagrama em blocos do receptor, mostrado na Fig. 3.2(a), observa-se um estagio
de transformago linear. Esta transformagfio € a solugdo linear do sistema de equagles

—
{3.63), para o vetor de sinais S . Isto é

d af = L wf ~ RN :
S +(T,) ](M) Q=(T,) ‘(M} Q (3.64)
Portanto, pode-se escrever para a equagiio matricial (3.63)

—Ou(j;) | A, cosé, uQu(];) 1
OIQ(T;) _ A send, + Q‘Q(I;) (3.65)
021(7;) 4, cost, oy (7;)

_029(7; )~ A,sen@, ‘ng(m__

0,(T,) |

i o

| 05(T,)

onde

OH(T,), O,Q(Ts), 021('1‘,) OZQ(T,) $30 as saidas indicadas na figura 3.2(a);
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1 0 -K, -K,

(1{4)“ 1 |0 1 K, -K,
K |-K, K, 1 0 (3.67)
K, -K, 0 1
K=1-X1%+K29 (3.68)
c
Q,(T.) o0 =K, -K,][Q(®)]

)
QaQ(Ts) 1 40 1 K; -K, Qb(T’; (3.69)

Q.T)| KT, [-K, K, 1 0 ||Q.(T,
L_Q2Q(Ts)“ K, -k, 0 I _Qd(Ts)m

Desta forma, como mostra a equagio (3.65), consegue-se separar os dois sistemas
QAM que foram superpostos na transmissio.

O grau de superposi¢do dos sistemas ¢ medido pelo fator Aw definido na expressdo
(3.29).

Se cada sistema ¢ transmitido com uma largura de banda V[Hz], de modo a ndo
termos interferéncia intersimbolica, como foi comentado no Capitulo 2, a largura de banda
minima permitida sera

V =rg [Hz] (3.70)

Entdo para o sistema {QAM}2 que resulta da superposi¢io de dois sinais simples QAM, a
largura de banda sera

W = Af+rg [Hz] (3.71)

que pode-se escrever em funcio do pardmetro Affrg que serd muito utilizado nos itens
subsequentes.

W= rs(n«%gf») (3.72)
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onde

Af = A2 | (3.73)

Existem dois valores extremos para o pardmetro Af. Quando os dois sistemas sio
transmitidos de tal modo que suas bandas de ocupagio fiquem contiguas, sem superposigéo,
isto é, Af=rg , os seguintes pardmetros resultam '

K1 =K2=0 (3.74)
W=2rg (3.75)

e a matriz de acoplamento entre os sistemas, definida em (3.62), € uma matriz unitéria; isto
significa que os dois sistemas transmitidos foram desacoplados.

O segundo ponto a ressaltar ocorre para Af = 0. Isto significa que a superposi¢io €
total, um espectro esta em cima do outro; na realidade esta se transmitindo dois sinais QAM
com mesma portadora e independentes entre si. Nestas condigBes temos 0s seguintes
pardmetros

Ki=1
Ka=10
W=rg
K=0 (3.76)

Como K = 0, o sistema matricial (3.69) fica indeterminado. Em outras palavras, o sisterna
linear de equacdes dada em (3.64) ndo possui solugdo; ndo existem suficientes equagdes
linearmente independentes para que a matriz M possua inversa.

Na Fig. 3.3 mostra-se uma forma mais compacta de representar os correlatores do
circuito do receptor. Observa-se que, neste caso, utiliza-se somente trés processos “/” de
transformago em quadratura.

Observacio:

A solugfio linear apresentada em (3.64) é valida para o caso em que as duas portado-
ras ®] e @7 partem com fases nulas e depois de um periodo de tempo Ty realiza-se a amos-
tragem. Neste ponto aquelas portadoras ja nfio possuem as mesmas fases por serem de
frequéncias diferentes, mas a informagao desta defasagem esta embutida nos pardmetros K
e Ko.
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s(t)+n(1)

@ > |-

&
]

-t
; OYZm
B2

,_:o (1

Fig. 3.3 Outra forma de representar 0s correlatores do circuito do receptor.
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Para sucessivas amostragens de periodos Tg a solugdo linear dada em (3.64), nio é
vélida e serd analisada em detalhe no Capitulo 4.

3.2 Poténcia Média do Ruido no Receptor {QAM}2

No receptor {QAM}2 mostrado na Fig. 3.2(a), os sinals O]1(Ts), 01Q(Ts),
021(Ts), e 02Q(Ts) serdo submetidos ao processo de decisio a fim de estimar os
pardmetros de informagio. E necessario para tanto calcular a poténcia média do ruido neste
ponto. Estas poténcias serdo utilizadas no capitulo seguinte.

As expresses dos ruidos que sdo de interesse para a analise foram mostradas na
equagio matricial (3.69). Transcrevendo esta de uma outra forma, tem-se

i

QH(TS)=H{Qa(Ts)—K,QC(TS)—Ksz(T,)} 3.77)
Q)= 7 (@19 -K.Q,(T) + Q. (1)) 3.78)
Qu(L) = (@19 - K. (1) + K, (1)) (.79)
Quo(T) = 7 (Q(1)-K.Q,(T)- K0, (1) (3.80)

Calculando o valor quadratico médio de cada termo

(ei(19) =z i) )+ wd{elm) + s{bem))

+2K (0, (1), (T, )) - X, (0, (T:)ey (1) + (3.81)
+K1K2<QC(TS)Q(1(?S)> 1}
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<Q1Q(Ts)> TS{(Qb( )> + K%(Qﬁ(TS» + K%(Qi(’fs)»*'

2K (Qy (Ts) Qg (Ts)) +K (@ (1) (1)) - (3.82)
- K1K2<Qd(Ts)Qc(Ts)> 1}

(0a11)) = 2 tloBm) + ol + 3(es(0)

+ 2K (0c(T5) QalTs)) + K (QelT5) Gy(55)) - (3.83)
- KK, (Qa (Ts) Qb(n‘» ]}

(03019}~ 7 {3019) + i (astr) + dantr)

+2 ["K1<Qd(Ts) Qb(Ts)) - K2<Q5(Ts) Qa(Ts» + (3-84)
”*“Kng(Qb(Ts) Qa(Ts)) 1}

Em seguida acham-se as poténcias médias dos ruidos Qu(Ts), Qp(Ts), Qu(Ts) e

Qg(Ts) , assim como os termos cruzados dos mesmos.

Como foi comentado no Capitulo 2, se o ruido fosse levado para a forma

Qi(Ts) = I{fs%(t) dt (3.85)

onde na(t) é um processo estocéstico estacionario no sentido amplo, isto €, sua média

estatistica

<nA (1)> = constante (3.86)

¢ a sua autocorrelagiio dependesse somente de

T=17 - t} (3.87)
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ou seja
(na(tz) nA(ti)>:mnAnA(T} (3.88)
entdo a poténcia média do ruido dada pela expressdo (3.85), seria [12]
AR
<QJ2(]:\‘)) = -[3 .[0 innt\na (12 "'ti)dti dty (3.89)

Para a poténcia média do ruido da expresio (3.52) tem-se

A A
n,(t) = nl(t)cos——é—ﬂit—nq(t)sen“é’it (3.90)

Segundo o item 2.3 do Capitulo 2, resulta para o processo estocastico nA (t)

(nA(t)>=(nﬂt))cos%cgt—(nQ(t)>sen%gt= 0 (3.91)

m"A"A (r)= <un ]{12) cos—‘é?—t2 “"Q(tz )sen—@f}—tz}

(3.92)
i Aw Aw
] n](ti) COSTtl an(rz)senTtlD
e, depois de algumas operagdes, a tltima expressio resulta
Ao
= — 3.93
SRnAnA (1) mninl (1) cos 2 T (3.93)

Segundo as expressdes (3.93), (2.33) e considerando W[Hz] a largura de banda do ruido,
tem-se

Aw
sentW(t, —t, jcos—|t, ~ ¢
2 1 2 "
s T — 2= 1) )dtidtz (3.94)

(@hm)=3

t2 "’tl
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No Apéndice B, desenvolve-se a solugfio para este tipo de integral, resultando

IT T Sen a(\t2 mtl) cOos b(t2 —tl)
03Jp8 ty t

dt, dt, =aT$1(a,b) (3.95)

onde I(a,b) é a série de poténcia utilizada para avaliar a integral. O programa computacional
desta série, acha-se no Apéndice D.
Relacionando as equagdes (3.94) e (3.95), tem-se

r

2

amnW:nrs(i-f—A—f) (3.96)

b= %"i - ,-s(i‘.f.) (3.97)

Com base nestes resultados, a expressdo da poténcia do ruido fica

<Q§(Ts)> =nW T? I{m’s(l + ”éfm),ms(éi)} (3.98)
Ig fg

Por outro lado, pode-se também provar que

<Qa2(T5) > = <Qb2(T5) > = <QcA(Ts) > = <Qd*(Ts) > (3.99)
Observando as expressdes (3.52), (3.54), (3.56) e (3.58), pode-se escrever
T ¢ T,
(Qa(Ts)Qb(Ts)> = (Qc(Ts)Qd (Ts)) =[oSlo5Rn APA (*2 - H)‘“;dtz (3.100)
onde
Aw A Aw A
‘.}‘{nAnA(t) = im“;"l (‘c)[cos-mém-t2 sen—=t) —sen— -ty cos mz——ti] (3.101)

2

63




j4 que n[(t) e nQ(t) sdo estatisticamente independentes, como comentado na segfio 2.3, sdo
nulos os termos cruzados dos mesmos. Trabalhando nesta Gltima expressio, obtem-se

N RN (r) = ?91,11,,] (r)sen—AEw* T (3.102)

Substituindo na equago (3.100), as expressdes (3.102), (2.33) e considerando
WI[Hz] a largura de faixa do ruido, obtém-se

<Qa (Ts)Qb(Ts)> = *(QC(TS) Q d(TS)) =

s@.nRW(t:2 - tl) sené;m(tz - tl) (3.103)

T. T
m_gjos S dt, dt,

=4

Mas, segundo o Apéndice B, o resultado desta integral é nulo, obtendo-se deste

modo

<Qa(Ts) Qb(Ts) > = <Qc(Ts) Qd(Ts) >=0 (3.104)

Para os termos cruzados Q3(Ts) Qc(Ts) e Qb(Ts) Qd(Ts) tem-se

(Qa(Ts)Qc(Ts)) = (Qb(Ts) Qd(Ts)) = Igs!gsmnAnA (tl,tz) dt; dt, (3.105)

onde
R ( )-«in (t t{ Ao o2y N T R
Ou seja

Ry 0 (tpty) =Fnn [ty -t )cosé?'(t +t) (3.107)
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Substituindo agora na expressdo (3.105) as equagbes (3.107), (2.33) com o ruido na
faixa W[Hz], obtemos

(Qa(Ts)Qc(Ts)) = <Qb(TS) Q4 (Ts)> =

Aw
seer(t —1 ) cos"ww(t +1 ) (3.108)
Uy 2 1 2 i
- ;.r.jos;os t 2 dt, dt,

274

Observa-se que a integral da equagio (3.108) agora n3c somente depende da
diferenga dos tempos t] e t3 como também da soma dos mesmos. Isto implica que a fungdo
nA(t) que originou a fungéo autocorrelagdo na expressio (3.105), ndo mostrada aqui, ja nfo
¢ um processo estacionario no sentido amplo, Isto nos leva a outro tipo de solugfo para as
integrais, como mostrado no Apéndice A e transcrito a seguir

T, gs sen a(t2 - tl) cos b(t2 -Hl)

I S dt, dt, = aKITg r(a,b)I(a,b) (3.109)
271

Neste caso, as expressdes (3.96) e (3.97) sdo também validas. Portanto, substituindo
a expressdo (3.109) na (3.108), a equagdo (3.105) fica

(Qa(T) Qe(Ts)) = (@ (15) (1)) =
=K nWToI [1 93} Af [1 éﬁ] s G1O
=KmWTsI{xrg +fs , Mg o TynIg -+~rs , Wy o

A Gltima combinagio possivel seria

(Qa(TS)Qd(Ts)> = <Qc(Ts) Qb(Ts)> =
= IoTsjoTsmnAnA(tl,tz) dt, dt, G

onde
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Rr n (f1212) = F 90

Aw Aw Aw A{ot
ATA ; 1(12 wtl) cos——é———izsenwgwtl +senw§wt2 cosT 1

(3.112)

ou seja

R, (ri,tz) =¥y, (1 -1, )[sen -‘%@(z?_ + ‘1)} (.113)

Substituindo na equagio (3.111), as expressdes (3.113), (2.33) e considerando o
ruido na faixa W{Hz], obtem-se

- (Qa(Ts)Qd(Ts» = <Qc(Ts) Qb(Ts)>

Aw 3.114
T T Senm W(tz "ti) S{:rlmn;;{w(t2 +t1) i d ( )

Esta integral cai no caso discutido anteriormente ¢ a solugdo da mesma, mostrada no
apéndice B, é

stst sen a(t2 —~t1) senb(t2 +t1)
0”0 ty t]

dt; dt, =-aT§ K,1(a,b)r(a,b) (3.115)

Também neste caso, as expressdes (3.96) e (3.97) sho vilidas. Assim, substituindo a
equagio (3.115) na expressdo (3.114), obtem-se para a expressdo (3.111)

<Qa(Ts) Qd(Ts) > = - <Qc(Ts) Qu(Ts) > =

Af Af Af Af
= Kznw Tg I{R rs[l + “;"“) 9 rs[";'"}} r {1': rs(l + ";"_] , X rs(";“)} (3 N 16)
s S S 5

Finalmente, substituindo os resultados obtidos nas expressdes (3.99), (3.104),
(3.110) e (3.116) nas equagdes da poténcia média de ruido (3.81-84), tem-se a poténcia de
ruido N, em cada uma das saidas
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Yo (Qfl (Ts)> i (Q?Q (Ts)> = <Q§1 (Ts)> = <Q§Q('fs)) =
(3.117)

@—Em{n[l 21 (a b)}(K§+K§)}1 (a,b)

Substituindo a largura de banda do sistema {QAM} dada na equagiio (3.72), na expressdo
(3.117), tem-se

[1 + 3?}{1 +[1-2r(a, ) K? +K2) }I(a,b)
N =nr § =N3(a,b) (3.118)

N G|

com N =mnrg(1+ Affrg). (3.119)

Como pode se observar, as poténcias médias de ruido nestes pontos do receptor, sdo
iguais & poténcia do ruido N na faixa de passagem (rs + Af)(de modo a nio termos
interferéncia intersimbolica), afetada de um termo que depende do afastamento das duas
constelagdes QAM. Este termo tem a seguinte forma

{1 +[1-2r @)k} + K%)}J(a,b)

{1—(}{%*“}:%)}2

Na Tabela 3.1 calculam-se os valores correspondentes de 8(a,b) para diversos
valores do parimetro Afirg. O grafico correpondente é mostrado na Fig. 3.4. A regido onde

(3.119)

5(a,b)=

8(a, b) < 2 é a regidio de maior interesse.
Por outro lado, a matriz de correlagio R pode ser calculada, a partir dos resultados
(3.99), (3.104), (3.110), (3.117) e (3.118):

1 0 KiF KjF

N 0 1 -Ko F KyF
°|KF -K; F 1 0
KoF  K(F 0 1

R= (.121)
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Tabela 3.1 Func¢des 8(a,b), K;F e K7F para diversos valores do parimetro Af/rg,

Afirg 5(a,b) KjF KoF
1 0,4262 0 0
11/13 0,4425 ~-0,0103 -0,0054
7/9 0,4564 0,0449 0,0377
5/7 0,4758 0,0813 0,1019
3/5 0,5349 0,0841 0,2589
1/2 0,6301 0 0,4071
511 0,6963 -0,0670 0,4661
7/17 0,7795 -0,1456 0,5118
1/3 1,0190 -0,3230 0,5594
5/19 1,4258 -0,5060 0,5497
3/13 1,7417 -0,5932 0,5255
1/5 2,1868 -0,6748 0,4902
1/7 3,8531 -0,8151 0,3925
1/11 8,6745 -0,9183 (0,2696
1/15 15,4806 -0,9544 0,2029
1/23 35,0488 -0,9800 0,1347
0 0 -1 0
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6(a,b)

1

31

2

1.1

°3 "0.5 1 T

Fig.3.4 Fungfo 5(a,b) em relagiio com o parimetro Af/rg.
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onde

_ [+Kf+K3J(ab)-2
(1+Kf +K3)-2r(a, b)[K} +K3]

(3.122)

Logo, podemos tirar as seguintes conclusdes:

1. Os ruidos presentes nas saidas 11 e 1Q sio ndo correlacionados;
2. Os ruidos presentes nas saidas 21 e 2Q sio ndo correlacionados;

3. Certas correlagbes cruzadas sdo iguais, isto é:

< QT)Q(Ty) > = < Q(Ts)Qa(Ts) > = NoKF (3.123)

< Qi{Te)Q2(Ts) > = -< Q1 (TIQui(Tg) > =NKoF - (3.129)

Os coeficientes de correlagdo cruzada K|F e K;F séio também mostrados na Tabela
3.1

Estes resultados serdo utilizados para se deduzir o desempenho do sistema {QAM)2
no proximo capitulo.

Como pode-se observar na Tab. 3.1 e na Fig. 3.4, a fungdo &(a, b) afeta o ruido na
banda de passagem do sinal n(rg + Af) de forma varidvel. Para valores de Affrg acima de
1/3 a fungdo 8(a, b) atenua o ruido (Affrg = 1/3, 6(a, b) = 1); para valores de 0 < Affrg < 1/3
a fungdo 8(a, b) amplifica o ruido de forma crescente (Af/rg — 0).

Pelo observado acima, pode-se esperar um comportamento ndo uniforme em relagido
ao desempenho e 2 eficiéncia do Sistema {QAM}2. Melhores resultados sdo esperados para
valores do pardmetro Affrg nio proximos de zero.
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CAPITULO 4

Generalizaciio do Sistema de Transmissio Digital {QAM)}2

Neste capitulo apresentam-se algumas aplicagdes do sistema de transmissdo
{QAM}?, assim como suas eficiéncias ¢ desempenhos. Aborda-se também o estudo de seu
funcionamento assincrono.

4.1 Sistema Geral {QAM-m}2

Tomemos inicialmente as equagtes (3.65) ¢ (3.118):

—Oﬁ(T,) ] A, cosB, hQu(Ts) ]
O,Q(T,) | AsenB, qu(Ts)
025(’?5) B A, cos0, ¥ Q,; (Ts) @1
_OzQ(Ts)_ A,senB, Quq (T)
2
N,= (Q?I(ff)> = <Q?Q(7:S‘)> = (sz(ﬁ)> = <Q§Q(]:S)> = N&(a,b) (42)

As saidas O11(Ts), 01Q(Ts), 021(Ts), e 02Q(Ts), serdo submetidas as regides de
decisio de modo a estimar-se os pardmetros de informagio, que na transmissiio foram

A1 cos0y 4.3)
A1 senBj 4.4
A2 cosby (4.5)
Ao senby (4.6)

e, em seus percursos sio perturbados por ruido, de poténcias médias

(Q%I(TSD , <Q‘12Q(TS)> , (le('rs» e <Q§Q(TS)> respectivamente, todas iguais a N,,.
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O sistema de transmissio {QAM}?2 resulta da superposigio de dois sistemas QAM-
m. Portanto, as regides de decisdo para sinais em quadratura ¢ em fase sfio as mesmas
usadas em decisio QAM. Deste modo, a probabilidade de erro unidimensional para cada
uma das quatro regides de decisio do sistema {QAM}2 sera

4.7
onde

m € o nimero de pontos de cada constelagio do

sistema (QAM-m)° (4.8)
d é a separagio do reticulado QAM 49
Ny = <Q2(TS)> ¢ a poténcia média do ruido atuando na regido de

decisfio dada na equagio (4.2) (4.10)
Para as duas saidas (11, 1Q) temos que
(Qu(TIQ(Tg) > =0 (4.11)

isto é, os ruidos sfo nfio correlacionados (ver 3.121). Portanto, podemos escrever que a
probabilidade de detec¢fio correta na saida niimero 1 (ver Figura 3.2(a)) sera

P, =(1-pe)* (4.12)
De modo semelhante, para as duas saidas (21, 2Q) temos que

(Qu(T9)Qq(Tg) > =0 (4.13)

e, portanto, a probabilidade de detec¢3o correta na saida nimero 2 (ver Figura 3.2(a)) sera

P, =(1-p;)° (4.14)

Levando em conta agora as correlagGes cruzadas da matriz de correlagdo (3.121) e com os

72



O W W W W W W A W W W W W O w W W W V" W R R TR e R e e T e e e e e e TR T e TR TR T e e e e T

valores de K F e K,F mostrados na Tabela 3.1, vamos aceitar a seguinte aproximagio para
o desempenho do sistema {QAM}2;

P =P P, =(1-p)*~1-4p, para py<<1 (4.15)

A probabilidade de erro para cada simbolo transportado pelo sistema {QAM}2 sera
entdo dada aproximadamente por

Py, =1-P, =4p,

;8(1——‘/—%—) Q

(4.16)

Por outro lado, relembrando que a poténcia média do sinal QAM-m no diagrama de
sinais ¢ dada por

P = @aﬂ (4.17)

e que a poténcia média total do sinal na entrada do sistema {QAl\/I-m}2 sera

S = 2P (4.18)

por tratar-se de duas constelagdes QAM-m da mesma poténcia Pg trasmitidas de forma
superposta.
Substituindo as expressdes (4.17), (4.18) e (4.2) na equagfo {(4.16), resulta

"'U
!li

1) [ 3 s)
( JEH) L\j2(m 1)5(a,b) 'IZI"J (4.19)

Nas seges seguintes calcula-se a eficiéncia de transmissdo do sistema {QAM-m}z,
isto é, a representagfio deste no plano eficiéncia espectral versus relagio sinal/ruido média
por simbolo, para uma probabilidade de erro de simbolo P)f determinada. Esta
representacio em geral é mostrada em grafico conjuntamente com a curva de Shannon
comentada no Capitulo 2.
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Também calcula-se o desempenho do sistema {QAM—m}Z. Para isto calcula-se a
probabilidade de erro de simbolo Ppf versus a relagéo sinal/ruido média por simbolo, para
diversos valores do parimetro Affrg-

Os resultados obtidos num sistema{QAM-m}2 serdo confrontados com os de um
sistema comum QAM-M, de modo a ressaltar as particularidades de cada um. Para facilitar
isto, pode-se agrupar as seguintes caracteristicas de cada sistema para a mesma taxa de bits
rh transmitida.

Sistema QAM-M:

- Taxa de Bits rp [bit/s] (4.20)
b ,

- Taxa de Simbolos Tsyp ~ log, M [simbolo/s] (4.21)

- Faixa de Ocupagio V= TS\ [Hz] (4.22)
b

- Eficiéncia Espectral Ry = I logy M [bit/s/He] (4.23)

Sistema {QAM-m}2:
- Taxa de Bits

rp[bit/s] (4.24)

- Taxa de Bit Transmitida em cada constelagic QAM-m

5’2—— [bit/s] (4.25)

- Taxa de Simbolo em cada Constelagio QAM-m

l’s—i

r, /2 _
~[simbolo/ §] (4.26)
0g, m

- Banda Necessaria Total

]
W= rs{nif J [Hz] (4.27)
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- Eficiéncia Espectral

n _2log,m .
R, == L [bit/s/Hz] (4.28)
r

As comparagdes que serdo feitas nos itens subsequentes, serio para o caso em que
. 2 va e
os dois sistemas QAM-M e o {QAM-m}”, apresentam mesma eficiéncia espectral e mesma
faixa de ocupagfo. Deste modo resultam as seguintes relagdes entre os dois sistemas

- Taxa de simbolo

3 log,M
N T 2T, m (4.29)
- Banda de Ocupacio
log, m
_— = 2 _—
V=W=12r log, M (4.30)
- Banda Necesséria de cada Sistema QAM-m
Wl $W2mrs (431)
- Eficiéncia Espectral
=N, =Ry (4.32)
- Par@metro Af/rg
Af | log,m
e R R | .
I log, M (4.33)

4.2 Sistema {QAM-4)2

Na Tabela 4.1 mostra-se a eficiéncia de transmissdo do sistema {QA].\/I—-'4}2 para uma
probabilidade de erro de simbolo P\ = 100 e para diversos valores do parimetro Affrg.
Comparou-se também os resultados com as eficiéncias obtidas nos sistemas QAM-M
listadas na Tabela 2.2. Registrou-se ainda possiveis ganhos (ou perdas) entre os dois
sistemas.

NaFig.4.1 mostra-se os valores obtidos na Tabela 4.1.
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Observa-se que o sistema {QAM-4}2 ndo apresenta muita vantagem sobre o sistema
QAM-M. Por exemplo, para a mesma largura de banda e a mesma eficiéncia espectral, o
sistema {QAM-4}" precisa 0,41dB menos de relagio sinal/ruido que o sistema QAM-8 para
obter-se uma probabilidade de erro de simbolo de 10,

Observa-se também que a curva mostrada na Fig. 4.1 cresce assintoticamente para 0
valor de eficiéncia espectral R=4 bit/s/Hz. Neste ponto, o sistema {QAM-ZS}2 apresenta
nivel de ruido que cresce indefinidamente.

No comego da curva, isto ¢, para Affrg = 1, 0 sistema {QAM-4}2 apresenta uma
diferenga de 0,65dB frente ao sistema QAM-4. Embora para Affrg=1 o sistema fique
desacoplado, ou seja, os dois sistemas QAM-4 ficam espectralmente contiguos, a poténcia
do ruido dada na equagio (4.2) € calculada para uma largura de faixa correspondente a dois
sistemas QAM-4 contiguos. Assim o desempenho do sistema {QAM-4}2 no ponto Affrg =1
fica reduzido em 0,65dB.

Na Tabela 4.2 registra-se o desempenho do sistema { QAM-4}2. Utilizou-se como
suporte de calculo, o programa computacional do apéndice D e tabelas estatisticas [28].

Na Fig. 4.2, sdo dados os valores obtidos na Tabela 4.2, Acompanha nesta figura a
curva de desempenho do sistema QAM-8. _

Observa-se nesta figura que o ganho de relagdo sinal/ruido do sistema {QAM-»4}2
frente ao sistema QAM-8 (para Af/r1,=1/3) aumenta quando diminui a probabilidade de

erro de simbolo P apresentando um efeito contrério para Ppg > 102

4.3 Sistema {QAM-16}>

Utilizando as equagbes (4.19) e (4.28) registram-se na Tabela 4.3 wvalores de
eficiéncia espectral R e de relagio sinal/ruido S/N para uma probabilidade de erro de
simbolo Py > 10”‘S e diversos valores do pardmetro Affrg.

Da mesma forma como feito no item anterior, mostram-se ganhos comparativos com
os sistemas QAM-M.

Na Fig. 4.3 mostra-se em forma gréfica os resultados obtidos na Tabela 4.3.

Observa-se que, para Affrg = 1/3, o sistema {QAM-I6}2 apresenta um ganho de
1,85dB em relago ao sistema QAM-64. Isto ¢ obtido para uma eficiéncia espectral R =6
bit/s/Hz e para uma largura de faixa W = 4/3 g,

Um ganho menor é obtido para Affrg = 3/5, que neste caso € de 1,41 dB melhor que
do sistema QAM-32. Aqui R =5bit/s’THze W =8/5r5.

O sistema {QAJ\/I»IG}2 ndo apresenta vantagens para Afirg = 1/7, ja que perde de
0,87dB frente ao sistema QAM-128. Aqui R = 7 bit/s/Hz e W = 8/7 1y,
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Na Fig. 4.4 mostram-se diversas situagdes de comparago entre o sistema {QAM-
16}2 e o sistema QAM-M, com respeito & largura de faixa de ocupagio e do afastamento
das portadores f] e f2. Observa-se que, para Affrg = 1, os dois sistemas QAM-16 ficam com
seus espectros disjuntos, ocupando toda a faixa de passagem. Conforme Af/rg tende para

. " .. Af . ,
zero, os dois sistemas vio se superpondo e, no caso limite, quando — =0, isto é, f] = {2, os
L

dois espectros QAM-4 ficam superpostos. Esta figura pode auxiliar na compreensio da Fig,
43,

Um aspecto a destacar, que € interessante ndo deixar de lado, é que o sistema
{QAM—IG}2 apresenta uma variagio continua em sua curva de eficiéncia, alocando os
espagos vazios que ficam entre sistemas QAM-M. Por exemplo, para Afirs = 5/11, obtem-se
para o sistema {QAM-16}2 uma eficiéncia espectral i = 5,5 bit/s/Hz, alocado entre o
QAM-32 e 0 QAM-64.

Na Tabela 4.4 registra-se a relagiio sinal/ruido média por simbolo S/N versus a
probabilidade de erro de simbolo Ppg, para diversos valores do pardmetro Aﬂrs

Na Fig. 4.5 sio dadas curvas de desempenho do sistema {QAM- 16} , juntamente
com curvas de desempenho para os sistemas QAM-32 e QAM-64.

4.4 Sistema {QAM-64)>

Este sistema resulta da superposi¢do de dois sistemas QAM-64. Na Tabela 4. 5
registram-se a eficiéncia espectral ‘R e a relagio sinal/ruido S/N do sistema {QAM- 64}
para uma probabilidade de erro de simbolo Ppg =10 -6 e para diversos valores do pardmetro
Affrg .

Na Fig. 4.6 mostra-se a curva de eficiéncia de transmissdo do sistema {QAM-64}
com ajuda da Tabela 4.5.

Observa-se que, para Affrg = 5/7, na condigfio de mesma eficiéncia espectral igual a 7
bit/s/Hz, o sistema {QAJ\/I~64}2 precisa de 1,93dB menos de relagdo sinal/ruido comparado
ao sistema QAM-128, para uma probabilidade de simbolo de 100,

Também, para Affrg = ¥, o sistema ganha 3,75 dB quando comparado com o sistema
QAM-256 e, para Af/rg = 1/5, o sistema apresenta um ganho significativo de 4,39dB quando
comparado com o sistema QAM-1024.

Para o caso Affrg = 1/3, o sistema {QAM- 64} possui um ganho ainda mais
expressivo de 4,69dB frente ao sistema QAM-512.

Observando o comportamento do sistema {QAM—M} através dos itens 4.2, 43 ¢
4.4, resulta que os ganhos obtidos no sistema, comparados com os ganhos dos sistemas
QAM-M, aumentam conforme aumenta a constelagdo. Em outras palavras, obtem-se ganhos
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Fig. 44 Comportamento do sistema {QAM-16}2 no espectro em relagio ao
sistema QAM, com taxa de bit fixa.
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maiores para constelagdes maiores. Isto é justificado pelo fato de que quando aumenta a
constelagio de sinais nos sistemas QAM-M, o diagrama de sinais ﬁca mais compacto sendo
mais facilmente perturbado por ruido. Aqui o sistema {QAM- m} apresenta vantagens
significativas porque utiliza duas constelagdes de ordem menor, ou seja, menos compactas €
independentes entre si.

No caso de constelagdes robustas, como as QAM-4 ¢ QAM-8, que ndo sdo tdo
compactas, ndo ¢ possivel obter-se no sistema {QAM—m}2 ganhos tdo significativos.

Na Tabela 4.6 registram-se as relagdes sinal/ruido média por simbolo S/N e suas
probabilidades de erro de simbolo Py, para distintos valores do pardmetro Affrg. Com ajuda
desta tabela, constroem-se as curvas de desempenho do sistema {QAM- 64}
parametrizadas em Affrg, mostradas na Fig. 4.7. Acompanham também nesta figura, as
curvas de desempenho dos sistema QAM-128/256/512/1024/2048.

4.5 Sincronizacio do Sistema {QAM)>

No Capitulo 3 analisou-se o sistema {QAM}2 considerando-se o procedimento de
detegiio no primeiro periodo Tg de amostragem. Isto €, considerou-se que as portadoras,
vide Fig. 3.2(a), possuem no instante zero defasagem nula. O mesmo ocorre para 0s sinais
de informagdo s1(t) e s2(t) enviados pelo transmissor.

Neste item vai-se analisar o sistema {QAM} para subsequentes periodos de
amostragem.

Para o h-ésimo intervalo de amostragem o sinal recebido no receptor fica

s(t) = A cos[w1t + 6 + (h-1) ®1Ts] + A2 cos[mpt + 07+ (h-1) 0Tl +

+ny(t) cos[oot + (h-1) @Tg] - nQ(t) cos[wot + (h-1) woTs] (4.34)
para
05t< Ty
h inteiro positivo (4.35)

Do mesmo modo, os osciladores locais do receptor, ficam

cos[@t + (h-1} ®1Ts] (4.36)

cos{@rt + (h-1) w2 Ts) (4.37)

Segundo as expressdes (4.34-37), a resposta do circuito tipo y mostrada na Fig.
3.2(b), sera
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08(1) = A cos{(w-0p[t + (h-1) T] +01 1+ A3 cos{(w2-w)[t + (h-1) Ts] +62} +
+np(t) cos{(wo-j) [t + (h-1)Ts]} - nQ®)sen{(wo-0 [t + (h-1)Ts]} (4.38)

De forma similar, para a resposta do circuito tipo 8, mostrada na fig. 3.2(c), tem-se

0B = Aj sen{(w1-wp[t + (h-1) Tg] +01}+A2 sen{(w2-0)[t + (h-1) Tsj +02} +
+ () sen{{wo-wj) [t + (h-DTs]} + nQ(t) cos{(wp-oj) [t + (h-1)Ts]} (4.39)

Integrando as expressdes (4.38) e (4.39), no periodo de amostragem Tg, obtem-se

sen(w, —wi)Y;"
(ml -o,)T; i

COSEZ: ::)):;;;; - 1~ A!sen[(a), - )h-DT + 9214.

0r(T)=1, A, cof{(@, ~@,)(h- DT, +6, |+

[ 2 i];
wseg;ium wla;% ]Az cos[(m2 —a)i)(h“l)]:+82]+

“ -w)T -1
cosézz~;’:;i };ﬁizsen[(w2 ~a)f)(h_~1)7:+92]} +

+Qy(T) (4.40)

+

onde

Q,(T) = j n,(t)cos{(, —o,) [t+h-1)T,]dt -

(wx“@,-)ﬁ

- j: ng (t)sen{(a) . =®,) [t +(h- 1)Ts]}dt (4.41)
e .
04(T)=T, sen(@, ““’f)Y;J Aserf(@, - @,)(h-DT,+6,]-

] -w,)T -1
- COSEZ:_Q):;YS }Al con{(ml—w,)(h——l)f; +9,]+

[ sen(w, —w )T
] (aﬁ2 iw;)’j); :] A, sen[(mz -0, Xh-DT, +92]m

w*cos(a’z‘w.-)f;—l ) i
L (0,-0)T, }AZC{’S{(‘% @, Xh 1)7;+62]}+

+0,(T)

(4.42)

92



onde

Qy(T) = [ m(senf(0, ~o,) [t+h-T,]jdt +

) (4.43)
+ L' ng(t) cos{(m o ;) {t +(h- I)T,]}dt
Assim, os sinais depois dos integradores serfo
a'(Ts) = 0y(Ts)l i=1
= Tg{x1+x2[k1cos¢ + kosend] + y2[-ksen ¢+ kocosd]} + Q’a(Ty) (4.449)
onde
Q'a(’l“s) = Igs {nI(t)cosg - nQ(t)seng}dt (4.45)
¢ = Ao(h- DT, = 2n(h- l)éfw (4.46)
g= —A—';—’—[t +(h-DT) (4.47)
Também
b (Ts) = Oy (Ty)l
- ‘ (4.48)
- TS{YI -X, [mKlsen(b +K, coseb] +Y, {Kl cosd +Kzsen¢} }+Qy(T)
onde
Qp(Ts) = j;,rs {nl(t)seng + nQ(t) cosg}dt (4.49)
e

¢'(Ts) = Oy(Te)l =2
= Tg{x][k1cosd + kpsend] - y1[-kqsen ¢+ kocosdJ+xp} + Q'c(Ts)  (4.50)

onde
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QIC('I‘S) = jgs {nl(t)cosg + nQ(t)seng}dt (4.51)

’(Ts) = Op(Ts)l i=2
= Tg{x1[-k1send + kpcosd] +y1[kicosd + kaseng] + y2} + Q’d(Ts) (4.52)

onde
Q;i(Ts)z fgs{—nl(t)seng-!— nQ(t)cosg}dt | (4.53)

Reescrevendo as equagbes (4.44-53) em forma matricial, tem-se

0’ = TgM’ S+Q’ (4.54)
onde
a (Tg)
> b (Tg) .
o' =}, novo vetor de saidas (4.55)
¢ (Ts) |
| d (Ts) ]
“Al cosf, ]
-y Alsenf?i
S = 4, cost novo vetor de sinais (4.56)
Azsené?z
Q,(Ts)
> (Ts)
Q' = QP s nova matriz de ruido
T,
_Qd( s) | (4.57)
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1 0 By B,
o |0 I By By .
M= nova matriz de acoplamento entre sistemas  (4.58)
L 0 1]
e
B1=kjcosp + kosend ' (4.59)
B2 = - kjsend + kpcosd (4.60)

No diagrama em blocos do receptor, como mostrado na Figura 3.2(a), realiza-se a
seguinte transformagfo linear no sistema de equagdes (4.54)

S+(T) 1)1 Q = 1 Ry 1o @61)
onde
1 0 “ﬁ; ‘*Bz
~.-1_1]0 1 B, -B
(M) I;E B B, 1 0 (4.62)
‘""Bz "Bi 0 1
K=1-%+Ky% (4.63)
Pode-se observar que o ruido sera
Q.II(T:S') 1 0 _ﬂl _»‘32“ Qa(Y:S‘)
O10) e g 0 1 B, -B (Ty)
ROl A I 05 (4.69)
021Ts) o L 0c(Ts)
' «ﬂz «—ﬂl 0 1 i
020s)| 0479
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A seguir, analisa-se a poténcia média quadratica do ruido dada na expressiio (4.64).
De forma similar como feito no item 3.2 do capitulo anterior, as poténcias médias dos ruidos

nos estagios de decisao, vide Fig. 3.2(a), serdo

(@)= 2 —a{ (el 5t (oZm) o)
Ts
#2081 (0 7900 (1)) B (0, (T @y ) +

8,65 (q 1) ]}

(0100} z05 @)t 00+ ooz o)

+2[-51<Q;7(Yg)Q;i(yﬁ)>+ﬁ2<Q;,(7§)Q;(?;)>.w
‘51ﬁ2<Q;1(73)Q;(7&)> 1}

(QF (1)) 21% {(qc (19)+8}(Q7 1))+ 3@ 1) +

+2[B1{ QT Qa (1) +B2( QT @y (1) -
-B1By Q;(TS)Q;)(TS) 1}

(03(19) =~ 12{<Qd (Ts)>+f31 (Q2)+ 3021w+

* 2["Bi Qd (Ts) Qb (Ts))-B, <Qd (T5)Q, (Ts)> +
+BiB2(Qp (T Q, (T9)) ] }

Também, de forma similar, com ajuda do apéndice B, tem-se
'2 '2 2
(qa ('rs)> oy (1) - (o (19))- (e (1)) = W31, b)
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<Q; (Tg) QL (Ts)> = <Q;(T5)Q’d (Ts)> =0 (4.70

<Qa (T9Q, (Ts)> - (Q'b (T9)Qy @)) = K, Wr21(a,b)r(a,b) @.11)
(0104 (T9)) = ~{QeT5) @y () = Ky 1 160,033, ) 47)
onde
ammsrl+ég-) (4.73)
R X
b= (é-f-) (4.74)
\ Ts

Deste modo, substituindo as expressdes (4.69-74) nas equagdes (4.65-68), e
segundo as expressoes (4.46) e (4.47), tem-se

(g}z,(f‘s)):<Q}2Q<7:g)>:(gf,(%))z(gfgus)):

{1 +[1- 2r(a,b)]( K+ K%) }I(a,b)

[1 - (K% + K%) ]2

que ¢ igual a poténcia de ruido analisada no item 3.2, como se esperava, ja que realizar a

:qW

(4.75)

detecdo do sistema {QAM}2 em diferentes intervalos de tempo Tg ndo deveria alterar a
poténcia média do ruido.

Assim, para realizar a detegio no sistema {QAM}2 no intervalo h-ésimo de
amostragem, € necessario conhecer a inversa da matriz de acoplamento entre sistemas
mostrada na equagdo (4.58). Isto nos leva a manter um controle do parimetro h; em outras
palavras, deve-se manter uma contagem dos intervalos de amostragem Tg desde o instante
em que as portadoras de freqiéncias angulares 0] € w2 partiram com a mesma fase zero.
Deste modo ¢ possivel realizar a transformagdo linear mostrada na Figura 3.2(a) e lograr a
separagio dos dois sistemas QAM transmitidos de forma superposta.
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CAPITULO 5

Discussio Geral sobre os Sistemas {QAM}2

Neste capitulo analisam-se os resultados obtidos para o sistema {QAM)2. Discutem-
se 0s pros e os contras que apresenta o sistema e compara-s¢ 0 Mesmo com 0 TCM com ¢
propdsito de ressaltar as particularidades de cada um deles. Apresentam-se também dificul-
dades de implementages praticas do sistema {QAM}2 e sugestdes para futuros trabathos.

5.1 Analise dos Resultados

No Capitulo 1 realizou-se uma revisio detalhada dos sistemas QAM convencionais,
considerando-os como sistemas de banda limitado. Os resultados obtidos serviram mais
tarde para a comparagéo do sistema {QAM}2 com o sistema QAM convencional.

Nas Fig. 4.2, 4.5 e 4.7 comparam-se os desempenhos dos sistemas {QAM}2 com os
QAM. Além de se observar ganhos ou perdas com relagdo aos sistemas QAM, observa-se
que o desempenho do sistema {QAM}2 aumenta conforme diminui a probabilidade de erro
de simbolo Ppj. De outro modo, o sistema {QAM]}2 parece ser mais robusto 4 interferéncia
por ruido AWGN para valores altos de relagao sinal/ruido.

As Fig. 4.1, 43 e 4.6 mostram curvas de eficiéncia dos sistemas {QAM}z, mas
agora para uma probabilidade de erro de simbolo determinada. Observa-se que os ganhos
obtidos nestes sistemas, para um determinado Af/rg , acontecem para valores de eficiéncia
espectral constante. Por exemplo, na Fig.4.3, o sistema {QAM -16}2 com Affrg = 1/3,
possui um ganho de 1,85 dB de relagdo sinal/ruido com relagio ao sistema convencional
QAM-64 para uma eficiéncia espectral de 6 bit/s/Hz .

Pode-se tambem observar as particularidades dos sistemas de outro ponto de vista.
Como por exemplo, considerando-se fixa a relagéo sinal/ruido, iriamos ter casos de ganhos ¢
de perdas de eficiéncia espectral. _

Na Fig. 5.1, mostra-se esta situagdo para o sistema {QAM-16}2. Assim para uma
relagdo sinal/ruido de aproximadamente 22,9 dB, o sistema {QAM~16}2 ¢ aproximadamente
0,6 bit/s/Hz mais eficiente que o sistema QAM-32. Isto € o sistema {QAM—16}2 ocupa
menos banda de passagem.

No caso do sistema {QAM»lé}2 para S/N = 26,1 dB, ganha 0,4 bit/s/Hz em
eficiéncia espectral frente ao sistema QAM-64 para uma probabilidade de erro de simbolo de
Py =100,
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Diferente sio os resultados para o sistema QAM-128. Embora o sistema {QAM-
16}2 tenha eficiéncia espectral pouco menor do que a do QAM-128, provavelmente serd
mais facil implementar o {QAM -16)2.

Algo similar acontece com o sistema QAM-256 para S/N = 32,2 dB. O sistema
{QAM-16)2 perde aproximadamente 0,8 bit/s/Hz frente a seu competidor, mas por outro
lado transmitir uma constelagio QAM-256 é mais dificil de implementar que duas constela-
¢Oes QAM-16.

Na Tabela 5.1 mostram-se os resultados aqui comentados, acrescentando-se conclu-
sdes em relagdo aos ganhos ou atenuagfo para o caso do sistema {QAM~64}2. Os resulta-
dos fornecidos tanto para o parimetro Af/rg como para a eficiéncia espectral R, foram va-
lores aproximados obtidos da interpolagdo da fungdo 8(a, b) da Figura 3.4 devido & dificul-
dade encontrada em separar o parametro Af/rg na equaqﬁc; (3.119).

5.2 Caracteristicas Gerais do Sistema {QAM)2

Pode-se agrupar as caracteristicas gerais dos sistemas {QAM}? segundo os itens
como segue.

5.2.1 Simplicidade do Transmissor

Como mostrado na Fig. 3.1, o transmissor usado para implementar o sistema {QAM-
m}2 é composto por dois transmissores QAM-m, trabalhando aditivamente. Porém, estrutu-
ralmente o transmissor nfo apresenta complexidade em relagio a transmissdo usada nos sis-

temas QAM-M convencionais.

5.2.2 Simplicidade do Receptor

Nas Figs. 3.2 e 3.3 mostram-se 0 receptor para o sistema {QAM-m}2. Sem conside-
rar os bancos de correlatores e a transformagdo linear, o resto do sistema receptor € com-
posto por estigios do mesmo tipo que dos sistemas QAM-M convencionais. Mais ainda,
estes estagios sdo de menor complexidade que os do QAM-M por serem sistemas que traba-
lham com constelagdes de ordem menor.

Com respeito aos correlatores € ao estagio de transformagio linear, nio existem
problemas do ponto de vista circuital. J& a implementagio dos defasadores de 90° ndo € tdo
imediata para um espectro de faixa rg, pois pode necessitar de sintetizagdo de circuitos com
resposta de fase plana em segmentos do espectro.
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Tabela 5.1 Ganho-atenuaciio de eficiéncia espectral nos sistemas {QAM-IG}2
¢ {QAM-64}2, para Ppg <1076,
QAM-M {QAM-16}2 Ganho
Go
S Af bit/s/Hz
M —g[dBl R [bit/s/Hz) 'y R [bit/s/Hz] [ ]
s - : — e —
32 22,8662 5 0,43 5,6 0.6
64 26,1005 6 0,25 6,4 0,4
128 29,1587 7 0,17 6,8 -0,1
256 32,1954 8 0,12 7.1 -0,8
QAM-M {QAM-16}2 Ganho
G
S Af bit/s/Hz
M ~§[d781 R [bit/s/Hz) o R [bit/s/Hz] [ ]
s
128 29,1587 7 0,43 8.4 1,4
256 32,1954 8 0,26 9,5 1,5
512 35,2206 0,17 10,2 1,2
1024 38,2396 10 0,12 10,7 0,7
2048 41,2551 11 0,08 11,1 0,1
4096 44,2687 12 0,06 11,3 -0,7




§.2.3 Ganhos em Relaciio ao Sistema QAM

Nas tabelas 4.1, 4.3 e 4.5 mostram-se ganhos, em alguns casos perdas, dos sistemas
{QAM-m}Z, com eficiéncia espectral constante. Em forma grafica mostram-se estes resul-
tados nas Figs. 4.1, 4.3 e 4.6.

Por outro lado na Tabela 5.1 mostrou-se ganhos do sistema {QAM-m}2 com respei-
to aos sistemas QAM-M convencionais, mas agora com relagio sinal/ruido constante.

5.2.4 Ganho Assintético

Define-se o ganho assintdtico G, , & relagio existente entre a relagéo sinal/ruido do
sistema QAM-M convencional e a relagdo sinal/ruido do sistema {QAM-m}2 | quando as
relagdes sinal/ruido sio muito altas.

Relembrando que para a probabilidade de erro de simbolo do sistema QAM-M, tem-

w=-d dforres(,) .

e para o sistema {QAM-m}2 tem-se

PM ~'ég(l'\/}_)()(\/zma 13)5(a b)(sj } 2)

Agora se as relagdes sinal/ruido das equagdes (5.1) e (5.2), s3o muito altas, as pro-

s€

1

PM

babilidades de erro de simbolo Py, e Py~ serdo muito pequenas. Assim pode-se escrever

QN 0,7737221\4 ~1) ("isir'] M} = Qu 2(m - 13)5(a, b) (%) m\} | G

segundo a defini¢io de ganho assintdtico, tem-se da expressio 5.3)

S
Ga-_»m((%))% 0,3868 ((1:{ 11)) - (; 5 (5.4)
NJm
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que resulta em termos de decibéis
Ga[dB]=10l0 M1 1olog, 5(a b)—4,1246 (:5)

Na Tabela 5.2 mostram-se ganhos assintOticos dos sistemas {QAM-m}2 para
m=4,16 e 64 em relacio os sisternas QAM-M convencionais.

5.2.5 Nio ha Necessidade de Codificagido

Como ja comentado anteriormente, 0s sistemas de transmissio digital, visando
melhorar a protegdo de erro devido & pertubag8io no canal de transmissdo, sdo submetidos a
processos de codificagdo-decodificagio. Nestas circunsténcias, a eficiéncia dos sistemas n&o
aumenta, devido ao fato de que a codificagio expande a faixa de ocupagio do sistema.

Com o sistema{QAM-m}? estd se introduzindo uma alternativa de transmissdo,
agora sem codificagdo. Obtém-se eficiéncias, na maioria dos casos, malores que as dos
correspondentes QAM, sem modificar a eficiéncia espectral.

5.2.6 Sincronizacio

No item 4.5 do Capitulo 4 desenvolveu-se uma anélise da sincronizagio do sistema
{QAM-m}2, tendo em vista que os dois sistemas QAM-m transmitidos de forma superposta
nio possuem a mesma frequéncia.

Mostrou-se a necessidade de conhecer o nimero h de intervalos de amostragem
durante a transmissdo, facilitando assim a detegdo. Esta contagem do parimetro h €
necessaria para poder-se realizar a transformago linear no receptor, como mostra a Fig. 3.2.

Uma outra alternativa para sincronizar o sistema € observar em quantos periodos Tg
as duas portadoras atingem a mesma fase, e assim verificar a quantidade necessaria de ciclos
por, portadora para "zerar' o sistema. '

Em outras palavras

To =ny1/f] = np/fy (5.6)
Ty €0 tempo para que as duas portadoras atinjam a mesma fase 5.7
n; ¢ o namero de ciclos da portadora de frequéncia f} (5.8)
ny ¢ o nimero de ciclos da portadora de frequéncia f) (5.9}
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Tabela 5.2 Ganhos assintéticos do sistema {QAM-m}z, param =4, 16 e 64,

m=4
Af
T R [bit/s/Hz] M G, [dB]
B
1/3 3 8 -0,5265
m= 16
Af
T 9 [bit/s/Hz] M G, [dB]
H]
3/5 5 32 1,7454
1/3 6 64 2,0262
m = 64
Af )
T R [bit/s/Hz] M G, [dB]
s
5/7 7 128 2,1458
1/2 8 256 3,9533
1/3 512 4,8845
1/5 10 1024 4,5826
1/11 11 2048 1,6108
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A equagio (5.6) fornece a condiglio para zerar a contagem do parimetro, ja que as
portadoras encontram-se com a mesma fase reiteradamente a cada T, segundos.
O exemplo mostrado no item seguinte servird para esclarecer mais esta questdo.

5.2.7 Um Exemplo Pritico

Antes de apresentar um exemplo que abrange todas as particularidades do sistema
{QAM-m}2, mostra-se uma formula 0til para célculos.
Combinando as equagdes

nfy =n,f, (5.10)
fy =f —Af (5.11)
f, =f_+Af (5.12)
= rSZIogzm (5.13)

Chega-se a seguinte expressio

n
21
r., 2log,m| n
?g: ffg ni (5.14)
° = 124
Is ny

Exemplo:

Deseja-se transmitir uma taxa de bits de informagio de rp=100kb/s para uma
frequéncia central de transmissdo de £;=123,2 kHz, utilizando uma constelagdo QAM-256 e
Py =100,

Deseja-se saber com quais parimetros da arquitetura {QM\/{}2 ¢ possivel satisfazer
as condigdes indicadas acima, e quais seriam os ganhos obtidos (largura de banda constante
e relagdo sinal/ruido constante) com respeito ao sistema QAM-256.
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Solucio:
Escolhe-se o sistema {QM\/I-@-’%}2 e assim, de acordo com a Fig. 4.6, tém-se
m= 64
M =256
Affrg = 1/2
N =8 bit/s/Hz
G=3,75dB para Py =100

Portanto a taxa de simbolo para um sistema QAM-64, sera

=B =8333kb/s

's 2logom

Tem-se para o afastamento das portadoras
1 .
A = Ers = 4,167 kHz

A frequéncia da primeira portadora
f; = fo - Af 119,033 kHz
e para a segunda portadora
fy=fp +Af = 127,367 kHz
Portanto para a relagfio do numero de ciclos das portadoras, tém-se

n f,
2.2 .107=2%
£ 100

|

Portanto cada 107 ciclos da portadora f5 ou cada 100 ciclos da portadora f], pode-
se zerar a contagem do parimetro h porque as duas portadoras possuem mesma fase. O
ganho obtido com largura de banda constante € de G = 3,75 dB.

Uma analise em forma similar, mas agora considerando o sistema atuando a relagéo

sinal/ruido constante, segundo a Tabela 5.1, tém-se
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At 0,26

G, =1,5bit/s/Hz para PM=10'6

R
Assim, para o afastamento das ponadoras tem-se
Af =0,26rg =2,167kHz

As frequéncias das portadoras serdo

f'1 = fy — Af =121,033 kHz

fz = fo +Af 125,367 kHz

A relagiio entre os ciclos das portadoras €

n f.
2.2 1,036 = 1036
n1 fl 1000

Isto indica que a cada 1036 ciclos da portadora de frequéncia f3, ou a cada 1000

ciclos da portadora de freqiiéncia f1, pode-se zerar o pardmetro h. Mas, esta relagio entre as
portadoras ¢ um pouco critica no aspecto de implementagdo pratica. Uma saida para este
problema ¢ modificar ligeiramente a frequéncia central. Assim, se

f,=110,5 kHz

f] = 108,333 kHz

£,2112,667 kHz

e a nova relagiio entre os n(imeros de ciclos das portadoras, sera

n
_...2_53’045%
n, 100
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que resulta uma implementagfo pratica factivel.

Nesta outra condigio o ganho correspondente de eficiéncia espectral com relagio
sinal/ruido constante é de 1,5 bit/s/Hz aproximadamente.

Por outro lado, para ambos os casos examinados neste exemplo, o tempo de simbolo
relacionado com o sistema QAM-M e o tempo de simbolo de uma das constelagbes do
sistema { QAM-m}2 ficam vinculadas pela equagio (4.29) que reescreve-se em seguida

2 logzm

Te =T ———=™—
S M jog,M

(5.15)

Substituindo nesta Gltima expressdo os valores correspondentes para este exemplo,
tém-se

2T =3Tgm

Isto significa que por cada 2 simbolos de um sistema QAM-64, transmite-se 3
simbolos do sistema QAM-256. Como os dois sistemas QAM-64 sfo transmitidos
simultaneamente, no tempo 2T tém-se 24 bits. Também tém-se 24 bits num tempo 3Ty

5.3 Comparacio do Sistema {QAM]}2 com o Sistema TCM.

Escolheu-se o sistema que utiliza modulagio codificada com codigos convolucionais
(TCM) devido & sua utilizagdo ampla em sistemas modernos de transmissio digital,
aumentando a eficiéncia dos mesmos.

Pode-se comparar estes dois tipos de sistemas nos seguintes itens

1. Aspectos em comum:

Tanto o sistema {QAM}2 como o TCM, contribuer para melhorar a eficiéncia sobre
o sistema no qual atuam, sem modificar a largura de banda de ocupagfo nem alterar a taxa
de informag#o.

2. Densidade da Constelagiio Transmitida:

Quando a compactagio dos sinais de canal aumenta, a pertubagio por ruido AWGN
¢ maior sobre a constelagio transmitida. No caso do sistema TCM, este problema é
solucionado mediante a codificagio, criando redundincias para a protegdo de erro.

108




No sistema {QAM}? transmite-se duas constelagGes, por um lado, de ordem menor
e, por outro lado, independentes entre si. Isto leva o sistema {QAM}2 a ndo precisar de
codificagiio por possuir constelagdes menos compactas.

Expressando a situagio de uma outra forma, enquanto o sistema TCM utiliza
constelagdes de ordem maior em seu funcionamento, o sistema {QAM}2 procura a solugo
nas constelagdes de ordem menor.

3. Variacio Continua obtida em termos de Eficiéncia Espectral

A eficiéncia espectral obtida no sistema TCM ¢é de forma discreta e igual a poténcias
de 2.

O sistema {QAI\&}2 apresenta uma variagio continua em termos de eficiéncia
espectral, dependendo do afastamento entre as portadoras, que € especificado pelo
parfmetro Affrg, isto €, pode-se preencher os lugares existentes em termos de eficiéncia

espectral, entre os espagos deixados nos sistemas convencionais.

4. Ganho Assintotico

Nas Tabelas 2.4 e 5.2 mostram-se 0s ganhos assintéticos dos sistemas TCM e
{QAM}2, respectivamente, para o caso de constelagdes QAM.

Para sistemas TCM que utilizam até 32 estados os ganhos assintéticos sio da ordem
daqueles obtidos pelo sistems {QAM }2. Mas sdo para diferentes constelagdes.

Observa-se que, para o sistema TCM, o ganho assintético aumenta quando cresce o
niimero de estados juntamente com o grau de complexidade do sistema. Assim obtém-se o
maior ganho para 256 estados.

5. Complexidade de Implementagiio

O sistema TCM ¢é mais complexo que o sistema {QAM}2 devido ao seu
funcionamento sequéncial-combinacional. Algoritmos de decodificagdo devem ser usados a
fim de estimar a seqiiéncia transmitida.

Embora o sistema {QAM}? apresente a necessidade de sincronizagio, ele é menos
complexo que o sistema com modulagio codificada.

5.4 Sugesties para Futuras Pesquisas

Este trabalho certamente abre novas alternativas para a transmissdo digital. Por isso,
numerosas possibilidades neste tema podem ser analisadas e desenvolvidas. Cremos que
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com esta contribuigio estamos introduzindo bases suficientes para encaminhar futuras
pesquisas.
Nossas sugestdes s3o as seguintes:

1. Que melhorias em termos de ganhos de relagdo sinal/ruido e/ou de eficiéncia espectral
poderia se obter combinando o funcionamento do {QAM}2 com o TCM num mesmo
sistema?

2. O conceito de superposi¢io pode ser extendido para um nimero finito de constelagGes,
configurando o sistema {QAM}H, onde p € um inteiro positivo? Como deveria ser o
sistema e que vantagens poderiam resultar?

3. Um estudo da sensibilidade do sistema {QAM}2 em relacio & rotago de fase do sinal
transmitido.

4. Com respeito a dificuldades de implementagSes praticas, poderiam se desenvolver os

desfasadores de 90° necessarios ao sistema {QAM}2, assim como o sistema de
sincronizagdo do mesmo.
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APENDICE A

SOLUCAO DAS INTEGRAIS

Neste apéndice apresenta-se a solugiio de dois tipos de integrais que séo utilizadas no
transcurso deste trabatho. Elas sdo:

L
G = I(;I; je f(tp — 1) dty dty (AI)

T, (T, _
Gy = [y [, £ty = 1) plty +1) dty dy (A2)

onde as fungdes f(t, —t;)e p(t, + t) estdo definidas nas regides de integragdo de suas

variaveis.
1) Solugdo da Integral G;:

A fungio f(t, —t,) depende unicamente da diferenga entre as varidveis de integragéo
t; e t,. Portanto, na reta dada por 1= t;- t; a fungfo f{t; - ;) € constante.

Na Fig. A.1 mostra-se a regifio de integragio definida pela expressdo (A.1).

Pretende-se substituir a integral dupla, dada pela equagdo (A.1), por uma integral
simples [12], dada na varidvel 7. Assim, de acordo com a Fig. A1, na reta dada pela
equagio T =t,- t; a variavel T percorre a regido de integragio para valores desde T = -T; at¢
T =T,

A integragdo em T sera realizada sobre o eixo &, perpendicular a reta 1 =t~ 1,
que é o eixo onde a fungdo f{t) possui variagdo.

Define-se um diferencial de area, para a regido de integragio, como:

dA = ¢dt (A3)

£=V2(T~1) | (A4)
= dr

dg = 7 (A.5)

Deste modo, a integral G, dada pela expressio (A.1) fica, depois das substituigdes:
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Fig. A.1 Regiiio de integracio em funciio das varidveis ty, ty e 1.
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onde

G, = L f(r)dA (A.6)
G, = ff‘rs (T, - |s]) £(x) dx (A.7)

2) Solugdio da Integral G,:

Define-se uma nova varidvel A = t, + t; e conjuntamente com a variavel T =t - {;,
realiza-se uma transformagio entre o plano das variaveis t; et; e o plano das varidveis T e
A, como mostrado na Fig. A2.

As equagdes desta transformagfio mapeiam a regido de integragio 1-2-3-4 do plano
(t1,tz), na nova regifio de integragdo 1-2-3-4 mas agora no plano (t,A), como indicado na
Fig. A.2(b).

Observa-se que os diferenciais de area destas duas regides ficam vinculados da
seguinte forma;

dAyy, =5 A, (A.8)

Assim, a equagdo (A.2), pode ser expressa;

Ga= | ft2-t)p(ty+1)dAy g, =5 [ £ p(A)dALy (A9)

Ali.‘z At,l
Identifica-se a integral (A.9) como uma integral de area (ou integral dupla [28]), cuja
solu¢dio € mostrada a seguir:

Para a fungdo f{t) . p(A) definida na regifio Ay} do plano (1,A), a integral de (1)
p(A) em Az ), é dada da seguinte forma:

_ l Im'rs l=f2(1.‘)
Gy =2 [ f(:){ () dh }dt (A.10)
onde:

f1(%) : € a equagdio da fronteira 4-1-2 da regido A ), da Fig. A.2(b)
£,(1) : é a equagio da fronteira 4-3-2 da regidio Ar ), da Fig. A.2(b)
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Ts 2 3
A
tets
4 t
14
o4 T,
(a)
BN
3 ZTS
f2(T)
4 . A.[’y\ p 2
Nl TR
i il ; - T
..Ts 01{1 TS
(b)

Fig. A.2 Regiio de integraciio.
a) No plano (tg, t3).
b) No plano (x, A).
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Observando a Fig. A 2(b), as fungdes fi(1) e f2(1), serfio:

fi(z) = (A1)

£(1)= 2T, - | 1l (A.12)

Assim, substituindo as expressdes (A.11) e (A.12) na equago (A.10), a integral em
questio fica:

j L LfCe ){ fT il (?x)dl} (A.13)

Que ¢ uma integral de mais facil resolugio que a integral original dada pela expressio
(A2). -
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Neste apéndice apresentam-se as solugBes das seguintes integrais:

L=yl
L=l
L=l ke
=l ly
1=y

S NN
Ig= .[() je

APENDICE B

SOLUCAO PARTICULAR DAS INTEGRAIS

sen a(ty ~t;) cosb{ty ~t;)

dty dt
-t 14t

sen a(ty ~t)) sen bty —t;)
-1

dt; dt;

sena(ty ~t;) cosb(ty +1;)

dty dt
t, 1 1642

sen a(ty —t1) sen bty +t
(h—t) (t +11) dt, dt
15l

sena(ty ~ 1)) cos[b(ty +1;)+¢]

dt dt
-1, 146tz

sen a(ty —t;)  sen[b(ty +11)+¢]

dt dt
)~ 142

para valores reais de a,b,T; e ¢.

I - Solugdo da Integral I;:

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

B.5)

(B.6)

Esta integral corresponde ao tipo G; dada pela expressio (A.1), cuja solugdo

£(1) =

intermediaria foi obtida na equagdo (A.7). Identifica-se neste caso que:

senat cosbr
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Substituindo esta Ultima expressdo na equagio (A.7), tem-se:

I = E; (Ts-|z]) Senm:’?_—dsm T : (B.8)
Mas, como a fungdo f{t) é fung@o par, para a equagio (B.8), tem-se:

=2 J»{')f,, (Ts-1) senartcosbt 1t (B.9)

Esta Gltima integral pode ser decomposta em duas partes, da seguinte forma:

L=Iy+L, (B.10)
onde:
Iy :2’1;]{}53’1%3‘%1 | (B.11)
T
I
Ij = -—2]0 senat cosbt dt (B.12)
Solugdo de I;;:

Substituindo na expressdo (B.11) a seguinte fungfo trigonométrica:

send cosB = é— {sen(A+ B)+ sen(4~ B)} (B.13)

tem-se:

T, sen(a+b)r T, sen{a—b)t
Ill=1§{j{, ---*--(-—T——)——d‘t-i' 0 *——"'-('W;"""")m"d'r} (B}4)
=T R ®15)

Por outro lado, sabe-se que [28]:
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‘ _ senx _ w0 (‘“"l)l@2l+] ' :
si©=]; X dx‘g(zm)!(zim (B.16)

Substituindo esta Gltima express#o na equacio (B.15), resulta:

S iy i+l i+1
’“”Tsi=9(z;+;);(z;+;>{[‘“"’TS]2 +@-n ] ®.17)

Se nesta altima expressdo colocar-se em evidéncia a T,, obtem-se:

S b 2i o b i
*“‘aﬁizo(zm)!(zi«s-:){”*a’[(“b’TS] +(1-2G b)'rs]’} (B.18)

Solugdo de 15!

Substituindo a expressio trigonométrica (B.13) na expressio (B.12), tem-se:
T 1
2 ije sen{a+b)rdr “JO sen(a—b)tdr (B.19)

Por outro lado, sabe-se que:

23+l
sen@ = Z ( (21?31)! (B.20)

Substituindo esta ultima expressdo na (B.19), resulta:

Iy = _f’%}(; 1);)i {[(a+ b2 4 (a- b)?.i-:-l]J‘(} 2% dt} (B.21)

Resolvendo a integral da expressdo (B.21) ¢ pondo em evidéncia a TS2 , obtem-se:

w (*l)l I
Sei+)I2i+2) |

Iy =-a%y

a +-2-)[(a +0) TP +(1- E—)[(a - b)Tsfi} (B.22)

Somando as expressdes (B.18) e (B.22), resulta a solucio da integral I;, como:
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1 =aTlI(a,b) | (B.23)

onde:

R - [,.b iy by i
I(a,b)-%(2i+i)i(2i+l)(2i+2)l(i+a)[(a+b)'rs]2 +(1 ;)[(a b)Ty] } (B.24)

No apéndice D lista-se o programa computacional para avaliar a série de poténcias
I(a,b) dada na expressdo (B.24). Na Tabela B.1 mostram-se avaliagdes numéricas de I{a,b)
para valores de Affr; a serem utilizados, onde:

axm‘s[l-k—{:f-J (B.25)
b= ms[‘i‘—f) (B .26)

2 - Solugdio da Integral I,

Esta integral corresponde também ao tipo G; da expressio (A.1), cuja solugio
intermediaria encontra-se na equagio (A.7). Neste caso, tem-se:

senat senbt

f(1) = —— (B.27)
T
assim a integral I, fica:

T, b
=[5 -|~c])§53’i’»;~s°l»”-3dx (B.28)

Aqui € mais imediato:

A equagio (B.28) mostra que temos duas fungles par [(T‘S~Ir]) € Sem“]

T
multiplicando uma funcfo impar [senb 1] numa integral que vai de -T até +T,. Logo, esta
integral € nula.
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Tabela B.1 Avaliagiio das séries de poténcias I(a,b), H(a,b), J(a,b) e da relacio

. R Af
r(a,b) para diversos valores do parimetro —.

Af I(a,b} H(a,b) J(a,b) r(a,b)
rs
1 0,4262 0,5613 . 0,1849 0
11/13 0,4578 0,5996 0,1658 1,9996
7/9 . 0,4739 0,6141 0,1594 1,6965
5/7 0,4903 0,6274 0,1560 1,5335
3/5 0,5241 0,6562 0,1582 1,3502
12 0,5588 0,6939 0,1675 1,2417
5/11 0,5763 0,7171 0,1726 1,2012
7117 0,5936 0,7430 0,1769 1,1669
1/3 0,6273 0,8020 0,1806 1,1124
5/19 0,6590 0,8676 0,1749 1,0722
3/13 0,6739 0,9016 0,1681 1,0564
1/5 0,6880 0,9359 0,1585 1,0430
/7 0,7141 1,0034 0,1315 1,0226
/11 0,7371 1,0675 0,0950 1,0094
1/15 0,7474 1,0977 0,0736 1,0051
1/23 0,7569 1,1264 0,0506 1,0022
0 0,7737 1,1790 0 -0
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3 - Solucdo da Integral I;:

Esta integral corresponde ao tipo Gy apresentada na expressio (A.2). A solugfio
parcial encontra-se na equagio (A.13) que reescrita de um outro modo, resulta;

133*;“{‘[1 f‘(r)jf‘"“t p(A)dr+ j} f(z)jfT"’p(x)dx}d: (B.29)
onde:

=225 (B.30)

p(A)=cosbA (B.31)

A solugdo das integrais na variavel A serdo:

[P5*T cosbAdh = 2T[K; cosbs + Ksenb] (B.32)
e
IZT"—T cosbAdA = 2T[K; cosbt — K)senbr] (B.33)
onde:
sen 2bT;
K= 2T (B.34)
v cos2bT;+1
Ky="2ilal .
25 0T, (B.35)
Substituindo as expressdes (B.30-35) na equagéo (B.29), tem-se:
T, senatcosbt v ¢T, senatsenbt
I3=2Td K, | ==Ky, s (B.36)

Mas, a solugfio da primeira integral da expressdo (B.36) foi achada na equagio
(B.11) e (B.18), que agora chamaremos:
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L)Tssenatcosbr ‘tm?lr-—aTSQH(a,b) (B.37)
T §

onde:

b 2i b 23
H(a,b) = Zm{(l'i”;)[(a*‘bﬁs] +(l—;)[(a—b)’l"s] } (B.38)

86 resta achar a solugiio da segunda integral da expressdio (B.36) que, usando a
seguinte propriedade trigonométrica

senAt senBt = é—{cos(A ~B)-cos(A +B)1} | (B.39)

resulta:

J-(')fs senat senbt ol | {JT cos(a b)t .[()T cos(a+b)1: } (B.40)
T 2190

Mas, sabendo que:

f 9—0?—% =log, 1= —— D (g (B.41)

i (2+2)H(2i+2)

a expressio (B.40) fica:

T, br, 1 -’ i i |
5 R e (SR e G s S

Colocando em evidéncia aT nesta Gltima expressdo, resulta:

[ Senat senby, migix(a,b) (B.43)
T

onde:
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N o (___])i
eb=2 ety

{(Hg—)uawﬂ;}”*‘—»(1-§>[(a~b)T312”‘} (B.44)

Substituindo as expressdes (B.37), (B.38), (B.43) e (B.44) na equagiio (B.36)
obtemos:

I, = aT*[K, H(a,b)~ K, J(a,b)] (B.45)

Nesta Gltima expressdo, colocando em evidéncia K; I(a,b), resulta:

_ H(a,b) K, J(a,b)
Iy -—aK,Tszl(a,b)[ o) K l(a,b):} (B.46)
e chamando:
Hab)= H(a,b) K, J(a,b)

Ia,b) K, I{ab) (B.47)

obtem-se para a integral I5:

I, = aK| T?I(a,b)r(a,b) (B.48)

As séries de poténcias H(a,b), J(a,b) e a rela¢fio r(a,b), acham-se avaliadas na Tabela
B.1 para diversos valores do parimetro a e b, segundo as equagdes (B.25) e (B.26)
respectivamente.

Os programas computacionais utilizados para H(ab) e J(ab) encontram-se no
apéndice D,

4 - Solugdio da Integral 1,

A solugdo desta integral € igual & obtida na expressio (B.29) que, para este caso,
pode-se escrever:

L’-I = %{J-.(_)?; f(“)ffjﬁ""! p(l)dl +J§s f(‘t)szs-—';

3

p(l)d}\}d’r (B.49)
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onde:

f(r)= 28 (B.50)
p(A)=senbA (B.51)

Trabalhando com as integrais na varidvel A obtem-se;

J75"T senbAdh = 2T{~K; cosbe + Kysenbr] (B.52)
e
2T -1
L senbAdh = 2T,[-K; cosbt - K senb1] (B.53)
onde:
_cos2bT; -1
K= 551 — (B.54)

Substituindo as expressdes (B.50-54)na equagio (B.49), resulta:

(B.55)

I, =2T { K, ,{T senat t:osb':1 Ky, 1, senatsenbt H}
' T

Mas as solugdes das integrais que fazem parte da equagdo (B.55) ja foram calculadas
no item anterior, resultando neste caso:

I, =aT2[-K, H(a,b)-K, J(a,b)] (B.56)

Pondo em evidéncia -K;I(a,b) nesta Gltima expressio:

H(a, b) J(a b) 57
Iy = -aK,T2(a b}[ Tt Kz ™ b)] B.57)

mas, como:
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K, K, cosbl

K, K, senbT,

A solugdo da integral 1, fica:

15 = -aK,T?I(a,b)r(a,b)

5 - Solugdo da Integral I:

Esta integral pode ser escrita, segundo o apéndice A, da seguinte forma:

Is= %{ J_‘_’Ts £ 25" pyda [ f(z)fr’"‘p(l)dx}dz
onde: |
f(’[) - SCI]Ca'C

p(A)=cos[bA+¢]
Usando a seguinte igualdade trigonométrica;
cos(A+B)=cosA cosB - senA senB
a expressio (B.62), fica:
p(A)y=cosbA cos¢ - senbA send

Resolvendo as integrais na variavel A, da expressio (B.60) obtem-se:

f;r‘ﬂ cos|bA +¢1dA = 2T [(K; cos + Kysend) cosbt + (K!2 cos$ — Kysend)senbr]

JTZTs"“ cos[bA + $1d = 2T, {(K; cosd + K;send) cos bt + (wK'z cos$ + K;send)senbr]
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onde as solugdes dadas em (B.32), (B.33), (B.52) e (B.53) sfo utilizadas novamente aqui.

Substituindo as expressdes (B.61-66) na equagdo (B.60), resulta:

Is= ZTS{(KI cos¢ + Kzsen¢)j§‘ Ee—ngi?itzzdr — (K3 cosd — KlsendJ)Ig’mt} (B.67)

As integrais na varidvel T achadas nos itens anteriores, conduzem ao seguinte
resultado:

I, = aT*{(K, cos + K, sendp)H(a, b) — (K, cos — K, sen$)J(a, b)} (B.68)

Depois de isolar I(a,b) na Gltima expressio, obtemos:

_ H(a,b) K; J(a,b) | H(a,b) K| J(a,b)
IsmaTSI(a,b){chos«b{ o K I(a,b)}r Kzscneb[ TR % I(a’b)ﬂ (B.69)

Finalmente, a solugfo da integral I5, pode ser escrita, como segue:

I5 = aT?I(a,b)r(a,b)[K, cos ¢ + K, sen §] (B.70)

6 - Solucdo da Integral I

A integral I pode ser escrita como segue:

Ify0 2T+t | T, 2T, -1
Iém.z*{ j_,g (], T p(A)dA+ Jy ] p(l)dl}dr B.71)
onde:
f(r)= =05 (B.72)
p(A)=sen[bA+¢] (B.73)

e utilizando a seguinte propriedade trigonométrica:
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sen(A+B)=senA cosB + cosA senB (B.74)
a expressio (B.73) fica:
p(A)=senbA cos + cosbA send (B.75)

Em seguida resolvem-se as duas integrais na variavel A, da expressdo (B.71);

f:'ﬂ sen[bA+¢JdA = 2T [(-K, cos$ + K, send) cosbt + (K, cos¢ +K , sen$) sen bt]
(B.76)

ﬁ}ﬂ senfbA + ¢JdA = 2T (-Ky cosd + K;semt:)éosbt -(Kjcosdp+ I{'zsem;))gean ' (B.77)

Substituindo agora as equagdes (B.72-77) na equagio (B.71), resulta:

T, senatsenbt

J-T,, senatcosbt h} (B.78)
T

R Lt - (K COS + K'zsemb)f
T

Ig = 2'1;.{(—1(2 cos¢ + Kjsend) 0

Mas, as integrais na variavel T desta Gltima expressdo foram solucionadas nos item
anteriores, resultando neste caso:

I maTSz[(qu cosd + Kysend)H(a, b) ~ (K, cosd + K'zsend))l(a,b)] (B.79)

Isolando nesta Gltima expressdo a série de poténcias I{a,b), obtem-se:

_ B H(a,b) K| J(a,b) H(a,b) Kj J(a,b)
Ié—aTgI(a,b){ chosda[ 1a.b) + K, I(a,b):|+Klsen¢[ b K i(a,b)}} (B.80)

Assim, a solug@o da integral I, resulta:
Ig = aTZ1(a, b)r(a,b)[-K; cosd +K; send] (B.81)
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Os resultados numéricos das integrais 1, Is e 1, obtidos pelo software
“MATHEMATICA V2.2” via estagio de trabalho “SUN”, resultaram numericamente
iguais aos obtidos neste trabalho.
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APENDICE C

TRANSFORMADA DE HILBERT

A transformada de Hilbert de uma fungfio real x(t) sobre o intervalo -o0 <t < o0 &
definida como [27]:

X — *__1__

x(t) = x(t) " (C.1)
_ Lo x(t+B)
= an_“p dp (C.2)

onde * indica a operacgio convolugéo.

Também, o processo inverso ¢ definido como:

x(t)= - [° 2B 4 (€.3)

e B

Em seguida mostram-se algumas propriedades:

a) Se x(t) = cos(wt + ¢) (C4
entdo x(t) = sen{wt+¢) (C.5)
b) Se x(t) = sen(wt + ¢) (C.6)
entio %(t) = —cos(at +¢) (C.7)

c) A transformada de Fourier da fungdo x(t) &

s{&(1)} = - jX(f)sign(f) (C.8)
onde:

. I se £30

s’g“(f)z{*?f D €9)

d) A transformada da transformada de Hilbert da fungdo x(t) ¢:

2(0) = -x(t) (C.10)
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e) Se o sinal a(t) possui a transformada de Fourier A(f) de faixa limitada, isto &:

20 para|flSW
=0 caso contrario

A(f){

entio:
A

x(t) =[a{t)cosw t] = a(t)sena 1
A
$(t) =[a(t)senw t] = —~a(t)cosw .t

onde:

o> W

Prova da expressio (C.12):

Reescrevendo a equagio (C.12) tém-se:

| I E .
x(t) = 3(2 ) g’ ag ) g o

Aplicando a transformada de Fourier a esta Gltima expressio:

X(f) = E) E_(.E_).e“j(w“"(ﬂc)tdt+!w f_l_(_tlewj(mmc)t
® T, o

2
M para f)o
2
ﬂ%ﬁfgl para f(0

Usando a propriedade (c), neste caso, resulta:

-~l~jA(f— f.) paraf)0
s{rm}=q 2
—Z—jA(f+ f.) para £f{0

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

Aplicando agora, a antitransformada de Fourier na express&o (C.18), obtem-se:
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- f.+W I. i ~f+W i 1. ;
x(t) = ch-—w [—E}A(f....fc)]ejmtdf-{-j”{cjw [“i“jA(f'i'fc)}t‘.Jﬂ)tdf (C.19)

Realizando um intercimbio de variavel para a primeira integral e ordenando, tem-se:

. 0t gm0t | 2 mut
x(t) = li—————zm}wwm] j_WA(u)e Mhau (C.20)

Mas, a integral desta Gltima expressdo é a transformada inversa de Fourier de A(f).
Logo:

X(t) = a(t)senwt cqd.

Da mesma forma prova-se a expressao (C.13).
Segundo a propriedade mostrada em (d), tem-se para a expressio (C.12):

FaN
[a(t)senwm t]=—a(t)cosot (C.21)

f) Seja o processo estocastico de faixa estreita:
u(t) = x(t)cosw.t - y(t)senm.t (C.22)

onde as densidades espectrais de x(t) e y(t) existem somente dentro da banda de
passagem; entdo a transformada de Hilbert de u(t) resulta:

i(t) = x{t)senm ct + y(t)cosw ¢t (C.23)

que pode ser demostrado mediante a propriedade (e).
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APENDICE D

PROGRAMAS COMPUTACIONALIS

Os programas computacionais listados neste apéndice foram escritos na linguagem
BASIC e executados num computador de bolso [29], SHARP EL-5500 IIL

a) O programa computacional utilizado para avaliar as séries de poténcias I(a,b),
H(a,b) e J(a,b) dadas pela expressdes (B.24), (B.38) ¢ (B.44) respectivamente, esté listado
na Tabela D.1.

Neste trabalho utilizou-se 17 termos para as séries de poténcias, fornecendo assim
uma precisdo de 8 digitos decimais.

¢) A fungio cauda definida por:
1 oty | D.1
Q) mjy € (b.1)

é a integral & direita, desde z=y até z=ow, da funcio Distribui¢io Normal ou Distribuigo de
Gauss [11], definida como:

Tl ©2

Se y>>1 (y=4), a fungéo cauda Q(y), pode ser aproximada por:

Q) = \/‘reﬁ% (D.3)
y+/27m

O programa computacional para calcular o valor de y da equagdo (D.3), utilizando o
método iterativo de Newton-Raphson [30], é listado na Tabela D.2. Neste programa
utilizou-se os seguintes parametros:

Yo=4 (D.4)
aproxim. = 1E-10 (D.5)
Na situagio em que a variavel y < 4, ndo podendo-se utilizar a aproximagio dada
pela expressio (D.3), utilizou-se tabelas estatisticas de Distribuigio Normal [28] com o

programa para interpolagdo linear listado na Tabela D.3.
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1950:
1960:
1970:
1980:
1990:
2000:
2010;
2020:
2030:
2040:
2050:
2060
2070:

Tabela D.1 Programa computacional para as séries de
poténcias I{a,b), H(a,b) e J(a,b).

PRINT "Iteragbes Maximas=34"

CLEAR:INPUT “Iteragdes=";C.D=-1:F=0
INPUT”Ts=;T

INPUT “a=";A

INPUT “b=;B

INPUT “Integral?LH o J = “;P$

IF P$<>“” AND P$< >“H” AND P$< >“J” THEN 2000
INPUT “Mostra?SoN= “;G$

IF G$< >“S” AND G$< >“N"” THEN 2020

FORI=0 TO C

IF P$ =" THEN LET K=1 : GOTO 2080

2080 E=(EXP((2*I+K)*LN(T*ABS(A+B))))*(1+B/A)
2090: IF A=B THEN LET H=0 : GOTO 2110

2100: H=(EXP((2*1+K)*LN(T*ABS(A-B))))*(1-B/A)
2110: IF P$=“J” THEN LET K=-1:GOTO 2130

2120: K=1

2130: E=E+K*H

2140: IF P$=“I" THEN LET U=(2*I+1) *(2*I+2)*FACT(2*1+1)
2150:1F PS="H"THEN LET U=(2*I+1)*FACT(2*I+1)

2160: IF P$=F THEN LET U=(2*I+2)*FACT(2*1+2)

2170: E=E*D/U

2180: IF G$=“N" THEN 2200
2190: PRINT P$I; “=“ E

2200 F=F+E
2210: NEXTI

2220: PRINT P$; “(a,b)”, F:GOTO 1960
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Tabela D.2 Programa computacional para a funciio Q(y).

890: CLEAR: PRINT “Fungio Q(y)”

900: INPUT “Q(y)= “;A,”yo=";B, aproxim.=*;C
910: D=EXP(-B*B/2): E=SQR(2*PI)

920: F=A-(D/(E*B))

930: IF C< ABS F THEN 960

940: PRINT “y=":B

950: END

960: D=(D/EY*(1+1/B*B)

970: B=B-(F/D)

980: GOTO 910

Tabela D.3 Programa computacional para interpolagfo linear.

1720: CLEAR: PRINT “Interpolagéo P,”
1730: INPUT “Pg=",A

1740: INPUT “y=*,C

1750: INPUT “P=",B

1760: INPUT “y="D

1770: INPUT “P~,

1780; F=C-(C-D)*(A-E)/(A-B)

1790: PRINT “y,=*F

1800: GOTO 1720
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