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RESUMO

RESUMO

Linhas de transmissdo possuem pardmetros elétricos (indutdncias e resisténcias
distribuidas) que sdo altamente dependentes da freqgiiéncia €, conseqiientemente, requerem
um tratamento matematico que possa levar em consideragdo estas dependéncias. Neste
trabalho, a transformada Z ¢ aplicada na determinagiio de equagdes de recorréncia no
dominio do tempo, as quais sdo usadas no calculo de transitérios eletromagnéticos em
sistemas de poténcia e de telecomunicagdes. Basicamente, 0 método implementado consiste
em uma adaptacdo do método desenvolvido por Humpage (1982c), o qual, por sua vez, é
baseado no método das caracteristicas de Bergeron [Dommel, 1969]. A partir dos dados
fisicos de uma linha de transmissdo, calcula-se duas fungdes matematicas que caracterizam
esta linha (impedéancia caracteristica e resposta ao impulso direto), as quais sdo
representadas por seus pdlos e zeros, como sugerido por Marti (1981). Tais polos e zeros
sdo calculados por aproximagio assintdtica (método de Bode), cuja simplicidade evita
instabilidades e problemas de convergéncias comuns as técnicas de otimizagdo. As equagdes
de recorréncia, assim determinadas e implementadas, sio validadas através de comparagdes
com os resultados obtidos por Humpage (1982c). O aperfeigoamento sobre implementagdes
anteriores, envolvendo o uso da transformada Z, consiste em possibilitar o uso de
freqii€ncias de amostragem mais altas, as quais sdo necessarias na analise de transitorios
eletromagnéticos em linhas de telecomunicagdes.
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ABSTRACT

Transmission lines have electrical parameters (distributed inductance and
resistance) that are highly frequency dependent and, consequently, require a numeric
treatment that can take these effects into account. In this work, Z-transform is applied to
find recurrence equations, in the time domain, which are used to calculate electromagnetic
transients in power systems and subscriber lines. Basically, the implemented method is an
adaptation of the method developed by Humpage (1982¢), which is based upon the
characteristic method of Bergeron [Dommel, 1969]. From the physical data of a
transmission line, two mathematical functions are calculated (surge impedance and forward
impulse response) are represented by their poles and zeros, as suggested by Marti (1981).
Such poles and zeros are found by the asymptotic approximation (Bode's method), whose
simplicity avoids usual instabilities and convergence troubles of optimizations'
techniques. The recurrence equations, established in this way, are implemented and so
validated through comparisons to obtained results by Humpage (1982¢). The improvement,
upon older implementations of Z-transform, is to make possible the use of higher sampling
frequencies, which are necessary for analysis of electromagnetic transients in subscriber
lines.
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1. INTRODUGAO

1.1. DESCRICAO DO PROBLEMA

A adequada operagdo de um Sistema Elétrico de Poténcia, bem como o
planejamento de sua expansdo exige dos engenheiros de Sistemas a execugdo de uma série
de analises de rede. Os tipos mais comuns de estudos de redes sio:

- Andlise de Curto-Circuito (ou Falta);
- Analise de Fluxo de Carga (ou Poténcia);

- Anélise de Estabilidade;

- Analise de Transitorios Eletromagnéticos.

A confiabilidade de um Sistema Elétrico de Poténcia (SEP) ¢ avaliada pela
freqiiéncia e duragdo das interrupgdes no fomecimento de energia. Esta confiabilidade
depende, em grande parte, do comportamento de surtos de tensdo e corrente no Sistema e da
probabilidade da ruptura do isolamento. Na pratica, o isolamento tem de resistir as
sobretensdes, com varias formas de onda, magnitude e duragdo. Estes parametros da
sobretensdo afetam a capacidade de eficiéncia do isolamento.

O problema entio consiste em:

* Determinar a magnitude, forma, freqiiéncia e duracio das sobretensdes, e as
variagdes que estes pardmetros experimentam quando a onda de tensdo viaja
do ponto de origem a0 equipamento em foco:
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» Determinar as caracteristicas de suportabilidade do isolamento dos varios tipos
de materiais que sdo, ou possam ser utilizados como isolantes, com relagio a
essas sobretensdes;

» Adaptar a suportabilidade do isolamento aos esforgos.

Deve-se enfatizar que nem sempre é teoricamente possivel proporcionar
isolamento que ira resistir aos maiores esforgos que irdio ocorrer. Além disso, o limite
econdmico interfere bem antes do limite técnico quando o custo para obter-se um aumento
adicional na confiabilidade ndo pode ser justificado pelo retorno econdmico na redugdo do
numero de rupturas. Desta forma, uma certa probabilidade de ruptura € aceita no projeto de
Sistemas Elétricos de Poténcia. Por outro lado, o projeto de um SEP deve ser de tal maneira
que, quando as faltas forem inevitaveis, estas sejam confinadas a locais onde causem o
minimo dano e o menor disturbio na operagio.

Em geral, as sobretensdes que pode acontecer em um SEP sio:
+ Sobretensdes Atmosféricas;
» Sobretensdes geradas internamente, tais como:
a.  Energizagdo ou desligamento de elementos do circuito;

b.  Inicio ou Interrupgdo de faltas;

As sobretensdes geradas internamente também podem ser classificadas como:

+ Sobretensdes sustentadas de freqiiéncia nominal ou harmonica, as quais sdo
normalmente de longa duragdo e fracamente amortecidas, e sdo devidas &

rejeigdo de carga, ferro ressonéncia, faltas, etc.

* Surtos de manobra, os quais sdo sobretensdes fortemente amortecidas e de

curta duragdo, devido as variagdes bruscas na configuragdo da rede.

As magnitudes de surtos atmosféricos susceptiveis de aparecerem em linhas de
transmissdo ndo sdo muito afetadas pela tensio do sistema. Consegiientemente o
desempenho de surtos atmosféricos tende a melhorar com o aumento do nivel de tensdo de
trabalho do sistema. Em contraste, sobretensdes geradas pelo sistema sdo diretamente

relacionadas com a tensdo do sistema, e suas magnitudes crescem com o nivel de tensdo do
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sistema. Para tensGes acima de 400 kV, sobretensdes geradas pelo sistema assumem maior
relevincia na determinagéo do nivel de isolamento do mesmo.

Como conseqiiéncia, torna-se extremamente necessaria a determinagdo, durante o
planejamento, das sobretensGes que poderio ocorrer no sistema, permitindo que sejam
tomadas medidas para reduzir suas severidades e minimizar o nivel de isolamento do
sistema tanto quanto possivel. A computagdo dos transitorios apresenta um certo grau de
complexidade, e um dos fatores responsaveis por isto € que os transitorios de tensio e de
corrente nos SEP estdo situados em uma faixa de freqiiéncia bastante larga, de 60 Hz a
100 kHz. Dentro desta faixa, os valores dos pardmetros do sistema e do retorno por terra
ndo sdo constantes. Na computagdo de transitorios uma segunda gama de fatores, que
introduzem um elevado grau de complexidade e que tém que ser considerados sdo: o efeito
da ndo linearidade dos para-raios, saturagio magnética, corona e disjuntores. Tais
fendmenos podem ser representados basicamente pelos elementos apresentados na Fig. 1.2.
Finalmente, € necessario um conjunto de dados sobre os equipamentos, suficientemente
precisos, 0s quais nem sempre sd3o disponiveis.

ELEMENTO NAO LINEAR
k4
METODO DA COMPENSACAD

e
P —

/ - : \\“‘\.\_M a

CHAVES E RESISTENCIAS
NAC-ESTRCIONARIAS

a
RESISTENCIA NAO-LINEAR

v
INDUTANCIA NAO-LINEAR

Fig. 1.1 - Elementos ndo-lineares presentes em um S.E.P.

Os sistemas elétricos de poténcia modernos apresentam um grau de complexidade
tdo grande que uma solugdo puramente analitica de qualquer problema (exceto os mais
simples) € virtualmente impossivel. O método tradicional de estimar a severidade dos
fendmenos transitorios em sistemas elétricos de poténcia modernos ¢ através de um
Analisador de Redes Analogico (TNA). Este ¢ um tipo de computador analogico, o qual
proporciona facilidades para formagio de um modelo escalar a ser estudado, sendo tais
modelos sujeitos a limitagdes de tamanho. O TNA ¢ vantajoso nos casos onde 0 mecanismo
exato do fendmeno transitorio sob investigagio ndo é conhecido. Neste caso 0 TNA ¢
utilizado para identificar o fendmeno. Por outro lado a solugdo numérica dos problemas
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tornou-se possivel com o advento de poderosos computadores digitais, o que tem levado ao
desenvolvimento de varias técnicas de computagdo de transitorios eletromagnéticos.

Neste trabalho também sdo abordados os problemas relacionados a transmissio
de sinais em linhas de telecomunicagdes. Tais linhas tém as seguintes caracteristicas
principais: so monofasicas, normalmente curtas (comprimentos na ordem de alguns
quildmetros), sdo heterogéneas, isto €, sdo constituidas por cabos de bitola variavel, e
possuem derivagdes em aberto (devido 4 mudangas de enderego do usuario). Tais derivagdes
sdo fontes de reflexdes que distorcem os sinais transmitidos e, portanto, tal fenémeno tem
sua importdncia aumentada principalmente com incremento da freqiiéncia usada nas
transmissdes digitais de dados. Da mesma forma que a linha de energia, as linhas de
assinantes também se caracterizam por terem seus parametros elétricos fortemente
dependentes da freqiiéncia. Embora o destaque maior tenha sido dado a problemas em
Sistemas Elétricos de Poténcia, devido a sua generalidade, os métodos descritos sdo

aplicaveis em linhas de telecomunicagdes.

Assim o presente trabalho constitui uma contribui¢do ao estudo de redes do ponto
de vista de transitorios eletromagnéticos. Tal contribuigdo servira de subsidio ndo s6 ao
engenheiro de sistemas preocupado com a isolagdo e protecdo dos sistemas de transmissio
de energia mas também aos estudos desenvolvidos pelo engenheiro de telecomunicagdes
preocupado com a fidelidade dos dados transmitidos e protegdo de equipamentos terminais.

Com o propésito de calcular transitérios de chaveamento, os elementos de um
SEP podem ser divididos em dois tipos: primeiramente, aqueles cujos pardmetros sdo
essencialmente concentrados, tais como geradores, transformadores, reatores e capacitores e,
no segundo tipo, linhas aéreas e cabos subterrdneos cujos pardmetros possuem natureza
distnibuida.

A Fig. 1.4 mostra de forma simples os algoritmos investigados. Assim, dentro do
escopo dos métodos de simulagdo digital podemos dividir os trabalhos avaliados em dois
grupos, de acordo com o modelo de linha utilizado, isto ¢, linha com parametros constantes
(e.g. [Costa Jr., 1989] ¢ [Dommel, 1985), ) ou linha com parimetros variantes com a
freqiiéncia (e.g. [Almeida, 1988], [Humpage, 1982¢c] e |[Marti, 1981}).

A nivel de dissertagdo de mestrado foi desenvolvido um programa para calculo de
transitérios eletromagnéticos igualmente baseado nas propriedades da transformada Z, isto
¢, 0 método do Casamento de Raizes [Costa Jr., 1989]. Porém, no mestrado, o modelo de
linha empregado foi 0 modelo monofésico, a parametros concentrados € constantes com a
freqiiéncia.
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Simulacio
Digital
‘,,,,,,,,,ff"’”””/M“‘N\‘HH\\M;;;;;;tros
Par&metros variantes
Censtantes com a
fregténcia
Método do Método das
Casamento de C . ) -
Ondas Viajante: Circuito Transformada .
Ralzes . Fourier
v v Equivalente Z
Domme 1 v v v
Costa Jr. (EMTP) Marti Humpage Almeida
Smith Bergeron

Fig. 1.3 - Métodos de modelagem em baixa e alta freqiiéncia.

1.2. OBJETIVOS

A Fig. 1.6 mostra esquematicamente em que contexto se encaixa o presente
trabatho dentro da area de simulagdo de sistemas.

Engenharia de

/ Sistemas \

Operacgéo
Protecio
g “a v
- Fluxo de
Isclacéao Faltas Carga
Métodcs de Analise

Simulacdo Analégica Simulacgdo Digital o
(ex. TNA) — Objetivo

{(ex., EMTP)

Fig. 1.5 - Simulagdo de transitérios eletromagnéticos.
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O objetivo basico deste trabalho ¢ desenvolver um programa computacional,
baseado em modernas técnicas de simulagdo numérica, as quais sio formuladas com base
nas propriedades da transformada Z [Humpage, 1982¢]. Tal programa deve ser capaz de
calcular transitorios eletromagnéticos em sistemas elétricos polifasicos contendo pardmetros
concentrados e distribuidos, invariantes e dependentes da freqiiéncia e do tempo, lineares e
ndo-lineares. Para tanto, optou-se trabalhar com linguagens de programagdo mais adequadas
a programagcdo estruturada, tal como Turbo-Pascal.

Este trabalho tem como objetivo adicional avaliar o procedimento de calculo em
{Humpage, 1982c], o qual é baseado na transformada Z. Em trabalho anterior
[Fraga, 1993], o método proposto por Humpage foi implementado e avaliado somente para
sistemas monofasicos.

1.3. ORGANIZACAO DESTE TRABALHO

Capitulo 1 - /niroducdo. Exposigio sucinta do contexto no qual o presente
trabalho se encaixa, os objetivos e a organizagdo estrutural deste trabalho.

Capitulo 2 - Pardmetros de Linhas de Transmissdo Aéreas. Descrigio do
procedimento de calculo de parimetros elétricos de linhas de transmissdo aéreas polifasicas.
A Fig. 1.7 mostra esquematicamente como esta dividida a obtengido de pardmetros elétricos
neste trabalho.

Parametros Eiétricos
de Linhas de
Transmissdo

A ~-\
Linhas de Transmissdo Linhas
de Poténcia. Telefénicas.
(Cap.2) (Cap. 3)
Er\ . = L
[ e T
Linhas Linhas
Trifasicas Monofésicas

|

Transformacgao Modal.
{Cap. 4)

Fig. 1.7 - Obtengdo de pardmetros elétricos.
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Capitulo 3 - Pardmetros de Linhas Telefonicas. Desenvolvimento do
procedimento de calculo de pardmetros elétricos de linhas de assinantes.

Capitulo 4- A Linha de Transmissdo no Dominio da Fregiiéncia. Modelo e
equacionamento da linha de transmissdo no dominio da freqiiéncia.

Capitulo 5 - Aigoritmo Compuiacional Implementado. Descrigio do algoritmo
computacional implementado.

Capitulo 6 - Sintese Numérica de Z_ () e F (). Descrigio do método de

sintese das fungOes caracteristicas de linhas de transmissdo, no dominio da freqiiéncia, a
partir de seus pardmetros elétricos.

Capitulo 7 - Sintese Numérica de F,(z) E Z,(z). Sintese das fungdes da linha
de transmissdo no plano Z a partir das fungdes no dominio da freqiiéncia .

Capitulo 8 - Escolha do Passo de Simulagdo At. Discussdio com respeito &

influéncia do passo de simulagdo utilizado e descrigdo do procedimento de interpolacio.

Capitulo 9 - Aplicagbes. Exemplos de simulagdes na area de sistemas de
poténcia e de telecomunicagdes.

Capitulo 10 - Conclusdes. Conclusdes finais e sugestdes de prosseguimento
deste trabalho.

Apéndice A - Eliminagdo dos Cabos Pdra-Raios e Condutores Multiplos.
Redugdo da matriz de coeficientes de potencial de Maxwell ¢ determinagdo do sistema
trifasico a trés fios equivalente.

Apéndice B - Raio Médio Geoméirico e Impeddncia Interna. Discussio dos
conceitos de RMG e impedancia interna de condutores.

Apéndice C - /mpeddncia Interna de Cabos Encordoados. Calculo da
impedancia interna de condutores encordoados.

Apéndice D - Formula de Gary, Deri e Quiros. Formulagio alternativa para
levar em consideragdo o efeito do retorno pelo solo. Esta formulagdo substitui os termos
adicionais de corregdo de Carson.

Apéndice E - Técnicas de Projeto de Filtros Digitais. Métodos de projeto de
filtros digitais /IR a partir de filtros analdgicos. Discute formas de mapeamento do dominio
da freqiiéncia para o plano Z.
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2. PARAMETROS DE LINHAS DE TRANSMISSAO AEREAS

Este capitulo descreve o célculo dos pardmetros elétricos de linhas de
transmissdo acreas a partir dos pardmetros fisicos da linha [MtLine, 1992). O procedimento,
¢ completamente genérico e pode ser aplicado para qualquer nimero de circuitos (e.g.,
linhas de circuito duplo), qualquer arranjo com sub-condutores, e qualquer nimero de cabos
para-raios. Para ilustrar o método, adotaremos uma configuragio de torre, com circuito
simples e um cabo péra-raios, como mostrado na Fig. 2,1 ((Humpage, 1982¢]):

AT {?péra—raics {medidas em metros)
! 6,78 )
I A
| 4 TN
: 9,98
< fase b
o © ©
i . _A_ -
: © O
41,53 . ,
] ‘ 8,15 '
| o ofase ¢ 31, 24
0,3048 - A
0
Ko 20,88
0,3048
12,04

\/ ; v V) \/
LN Y W W N W W W W W W W W W W W W e W

Fig. 2.1 - Torre de Linha de Transmissdo de 400 kV usada como exemplo de aplicagéo.
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2.2

Os principais dados da linha exemplo sdo fornecidos na Tab. 2.1:

Tab. 2.1 - Dados Basicos da Linha Exemplo

Nimero de Circuitos 1

Numero de condutores por fase 4
Nimero de cabos para-raios 1

Simetria de posi¢do dos condutores Nenhuma
Resistividade dos condutores das fases 32n2m
Resistividade do cabo para-raios 269n0m
Didmetro dos filamentos que compdem os cabos das fases 3,2 mm
Didmetro dos filamentos que compGem o cabo péra-raios 3,2 mm
DMG do conjunto de 4 cabos de cada fase 30,94 cm
Didmetro externo dos cabos 28,6 mm
Numero de filamentos efetivos nos cabos das fases 54
Nuamero de ﬁiamentog efetivos no cabo para-raios 54
Resistividade do solo 200 m
Permeabilidade relativa dos cabos para-raios 1000

2.1. IMPEDANCIA SERIE

Neste item descrevemos o procedimento adotado no célculo da matriz

valores dos elementos da matriz s#o calculados através das expressdes:

7

2h,
Z,.,.zR,+j(2w10"4 inw(;) em Q/km

i

impedéncia série da linha |[Z]. Os elementos da diagonal Z,, sdo chamados de impedarncias

préprias por unidade de comprimento do condutor i com o terra servindo de caminho de
retorno, € os elementos fora da diagonal Z,; sio chamados de impedancias mutuas ‘por

unidade de comprimento entre os condutores i e k. A matriz é simétrica, Zy =7 Os

(;2';;] )
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onde:

. ) Dx‘k
Zi=Z,=j12wl0 lnT em €2/ km 2.2)

i
ik

Resisténcia interna do condutor / (em 2%m) - calculada com as equagdes (C.1) e
(C.2) do apéndice C. No exemplo dado a resisténcia equivalente de cada fase é
(1/4) da resisténcia de cada sub-condutor.

Altura média acima do solo do condutor / em metros (Fig.2.1)
Disténcia entre o condutor / ¢ a imagem do condutor k em metros (Fig.2.2).

Disténcia direta entre os condutores i e & em metros

Raio médio geométrico do condutor j em metros. Em altas freqiiéncias, calcula-
se 0 RMQG através das expressdes (B.4) e (C.3) dos apéndices Be C.

Freqiiéncia angular em rad’s

Obs.: D, ,d, e RMG, possuem a mesma unidade (P.ex., em metros)

I

condutor i
Q.
- Kd‘}

o Q condutor k

B,

D W N N W\ N W N N N i /7

@)

imagem k

O

imagem i

Fig. 2.2 - Distancias utilizadas no calculo da impedancia série da linha.

Para levar em consideragiio o efeito da freqiiéncia sobre a impedancia série da

linha opta-se por utilizar a formulago proposta por Deri ¢ outros (1981) reproduzida no
apéndice D.
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A matriz [ Z] [eq. (2.3)] ¢ calculada para 300 pontos, logaritmicamente espagados
na faixa de 102 & 105 rad/s. Esta faixa foi escolhida afim de fornecer resultados que
pudessem ser comparados com aqueles apresentados por Humpage (1982c¢).

O primeiro passo para determinagio da impedancia série da linha em questdo foi
substituir, na configuragdo original, os quatro sub-condutores por fase por condutores
singelos equivalentes no que diz respeito 4 sua resisténcia ¢ RMG. O segundo passo foi
reduzir a matriz Z4y4 da configurago equivalente, a qual, supondo que o cabo péra-raios
seja aterrado em todas as estruturas, devera ser reduzida & uma matriz 3x3. Tal redugéo é
obtida através do seguinte procedimento:

1°) Partigdo da matriz Z4y4:

_Zaa Zab Zac E Za(}“
Zy 2, Z, |7 A A
[Z] - ab bb be i b0 — ..,,H,E_.:_._?_ (23)
Zac Zbc Zcr ; Zc() Al : 4
e The e .Y
Zao Lo Za ! Ly
Ou seja,
Zaa Zah Zac Za()
A=Zy Zyy Zy Ay =1 Zyg
Zac Zbc ch Zc{)
(2.4)
Ay = [Za{) Zyy ‘Zc()} A= [Z[)()]
Obs.: O subscrito 0 indica coeficientes relacionados com o cabo péra-raios.
2°) Calculo da matriz equivalente 3x3 através de:
[Z]),00 = 4, — 4, A" A, (2.5)

A matriz impedéncia série reduzida é entdo dividida em uma parte real e outra
imaginaria conforme a seguinte expressio:

’:m r;!b ’:zc Iaa [ab [ac
[Z]red = ’Eia ’ilb ’Lc +j0) [ba [bb lhr (26)

r, Fy T l, 1, 1

ca
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A partir dos coeficientes da matriz de impedancia série [Z] reduzida, obtém-se as
figuras 2.3 e 2.4 que mostram as resisténcias parciais ¢ as figuras 2.5 e 2.6 que mostram a
as indutancias parciais.

Q /km

QO = R W ot N~ 0o

4 5
10 10 10
rad/s

Fig. 2.3 - Resisténcias Proprias.

€ /km

O me B W B A N w2
T T ——_iy

10° 10° 16
rad/s

Fig. 2.4 - Resisténcias "Miituas"

15
145 f-—l o ]
14 [ -

135 |
13|
125 |
115 | .
1.1 :

3
10 10 10
rad/s

Fig. 2.5 - Induténcias Parciais Proprias.
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mH/km
065
06
0.55
057
045 |
047
gl
0l25 ‘ . N . ]
0.2 ’ | |
10 - 10
radjs

Fig. 2.6 - Indutancias Parciais Mutuas

2.2. CAPACITANCIA SHUNT

O primeiro passo adotado no calculo da capacitincia shunt da linha foi reduzir a
configuragdo inicial com 13 condutores (sendo 4 sub-condutores por fase e um cabo para-
raios) a uma configuragdo equivalente onde cada fase € representada por um Gnico condutor
(Fig. 2.7).

""‘A""O péra-ralios

(medidas em metros)

< 87
asea
N 5752 S A
9.9 f
< 9,98 S
‘aseb
A
453
e g
; V... _fasec 31.24
0.3094 :
A - A

20,88

12,04

v v v, v
AT 1 T T U W W W W W W e W N v

Fig. 2.7 - Configuragio Equivalente usada no calculo da matriz de Capacitancias.
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O raio do condutor equivalente para uso no calculo da capacitincia shunt é
calculado com a equagdo (A.3) do apéndice A4, como segue:

~2
requfva!ente - d{%’_&%{?_ﬂ_} 0’30483 '\[i = 0,} 347 m (27)

As capacitdncias entre os 4 condutores equivalentes e o solo sdo descritas na
forma de uma matriz Capacitincia 4x4. Os elementos da diagonal C,; constituem a soma das

capacitdncias shunt por unidade de comprimento do condutor { & todos os outros condutores
bem como ao solo; seus elementos fora da diagonal (., sdo valores negativos da

capacitdncia shunt por unidade de comprimento entre os condutores i e k. Da mesma forma
que |Z], a matriz de capacitincias parciais [CJ é simétrica, isto &, C,, =C,,. Entretanto, 8

matriz de capacitdncias ndo pode ser calculada diretamente. Primeiramente, a matriz dos

coeficientes de potencial de Maxwell deve ser calculada, ¢ /(] é entdo obtida por inversfo
da matriz [P], isto é,

[C1=[P] (2.8)

Os elementos de [P) sdo calculados da geometria da torre. Se r << h (1.e., o raio
do condutor muito menor que sua distincia ao solo), entéio

Pﬁmls-loﬁlngﬁ‘# em km/F (2.9)
};.
6 Dr'k -
Pp=F,;=18-10 IRT em km/ F (2.10)

ik

O valor exato do fator (18- 10°) nas equagdes (2.9)e (2.10) é 2c° 107, com ¢

sendo a velocidade da luz no ar em km/s. Os coeficientes de potencial relacionam as tensdes
ao terra ¢ carga eletrostatica nos condutores através da seguinte equagéo:

_Va ] [ }:::a Pab Pac }:10 | -Qa ]
Bl 1 ha Fo Be BollO
F, ca F, b F, P, 0 Qc

[« [y

P B B Pl

2.11)

- e -

Obs.: O subscrito 0 indica coeficientes relacionados com o cabo para-raios,
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A reduglo da matriz |P]4x4 ¢ feita da mesma forma que aquela utilizada na
matriz impedancia série da linha. O inverso da matriz [P] reduzida conduz a matriz de
capacitincias parciais equivalentes;

Caa Cab Cac
Cba Cbb Cbc ‘ = [P ];;uiva!eme (2 ’ 12)
Cca ch Ccc

Para o caso particular da linha-exemplo (Fig. 2.1) determinou-se:

C.o G C,.] [10,5531 -2,4326 -0,8640
Coo Cup Cp |=|-2,4326 11,2890 -2,4315| nF/km (2.13)
C, C, C.| |-0,8640 -2,4315 11,8048

44

2.3. ALGORITMO DE CALCULO DOS PARAMETROS

Esta segdo ¢ dedicada a explicagdo do procedimento de cilculo implementado no
calculo dos pardmetros elétricos de linhas de transmissio de energia. Uma vez que estes
pardmetros possuem comportamentos bastante distintos em baixas e altas freqiiéncias é
necessario utilizar modelagens em baixas, médias e altas freqiiéncias. O procedimento nas
medias freqiiéncias ¢ analogo aquele do item 3.1.3 do capitulo 3. No caso da linha-exemplo
de poténcia, o limite superior do modelo de baixa freqiiéncia e o limite inferior do modelo
de alta freqiiéncia respectivamente utilizados foram: 50 Hz e 2,5 kHz, isto é, entre 50 e
2.500 Hz, os modelos de baixa e alta freqiiéncia sdo ponderados, obtendo-se um modelo de
média freqiiéncia.

O algoritmo pode ser dividido em cinco partes principais:

1°) Preparagdo das variaveis e constantes de acordo com os dados fisicos da torre
de sustentagdo da linha, pardmetros elétricos dos cabos e do solo;

2%) Célculo da Matriz Admitancia Shunt da linha;
3°) Calculo da Matriz Impedancia Série da linha;
4%) Célculo das Matrizes de Transformagdo Modal;

5°) Célculo das fungdes impedéncia caracteristica e resposta ao impulso direto
para cada um dos modos de propagagio.

Os itens 4° e 5° estdo desenvolvidos no capitulo 4.
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3. PARAMETROS DE LINHAS TELEFONICAS

As linhas telefonicas, de modo geral, sdo heterogéneas, contendo emendas e
derivagdes as quais sdo fontes de reflexdes e distorgdes dos sinais transmitidos.

Este capitulo descreve como obter as fungdes (impedéncia caracteristica e fungio
de propagagéo) que caracterizam linhas de assinantes no dominio da freqgiiéncia.

3.1. MODELAGEM DA LINHA DE TRANSMISSAO

O objetivo do modelagem da linha de transmissio homogénea é obter a fungio de
propagagio (7} e a fungdo impedéncia caracteristica (Z.) de modo que estas se aproximem

dos valores medidos, para toda faixa de fregiiéncia .

Este trabalho contém modelagens em baixas, médias e altas freqiiéncias. A
necessidade de se fazer o modelagem para estas trés faixas de freqiiéncias, decorre do fato
de que, o comportamento destas funcdes em baixas freqiiéncias é bem distinto do
comportamento em altas fregiiéncias.

3.1.1. MODELAGEM DA LINHA EM BAIXAS FREQUENCIAS

No modelagem em baixas freqiiéncias os pardmetros distribuidos rHw), L(w),
g(w) e C sdo considerados constantes e a partir das seguintes equagdes descreve-se
matematicamente as fungdes Y(@) e Z.(w) , na faixa de fregiiéncia de 0 3 10 kHz,

Ys(@) =0z (w)+ jBs(w) =\/("B +J0Lg) (g + jwCy) (G.1)
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Z, (w)=1/——-m---~—r3 “,wL” (3.2)
& gB + _] a}CB

onde, o indice B denota valor calculado na faixa de 0 3 10 kHz.

3.1.2. MODELAGEM DA LINHA EM ALTAS FREQUENCIAS

Nas altas freqiiéncias os pardmetros elétricos [r( @), L(®), g(®)] ndo sdo mais
constantes e assim sdo necessarias aproximagdes da funcdo de propagagio Y(®) e da
impedancia caracteristica Z_(®).

0 (@)= 0+ 0y Vo + o, @ (3.3)
ﬁA(f’))ﬁﬁi‘/&'*ﬁzw (3.4)
Ya(0)=a(w)+ /B, (w) (3.5)
o (0)+ B, () B, (w) _ o, (w)
Ze (@)= joC “TwC 7 Twe (3.6)
onde:

B =0 (3.7
B, =ClZ.(=) (3.8)

sendo:

IZC (oo)] - Modulo da Impedancia Caracteristica medido em altas freqiiéncias.

C - Capacitancia por unidade de comprimento do cabo.

Note que o modelo de alta freqiéncia fica completamente determinado
conhecendo-se C, [Zc(oo)], O, 0 e 0.

Os pardmetros & , 0 € O, sdo determinados através da minimizagdo do desvio
quadratico médio entre o modelo tedrico e valores medidos [Almeida, 1988, isto ¢,

M 2
Mm{%Z(M] } (3.9)

i=1 a,

[}

onde:
o, - Valor da atenuagfio medida em dB/km:;
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o, - Valor calculado (&, + o \/_(;JT +0,w,)

M - Nimero de amostras na freqiiéncia

3.1.3. MODELQ DA LINHA EM MEDIAS FREQUENCIAS

O modelo para médias freqii€ncias baseia-se na fungdo p que ¢ uma fungo linear
de @ que pondera a funglo de atenuagdo do modelo de baixa e do modelo de alta
freqiiéncia, variando de 0 & 1, quando @ varia de @ (limite superior do modelo de baixa
freqiéncia) & @ 4 (limite inferior do modelo de alta freqgiiéncia):

plw) =—2"% (3.10)
o

A B

As equagles (3.11) e (3.12) fornecem as equagbes do modelo de médias
freqiiéncias:

Y (@) =[1- p(w)] 75(@) + p() 7 () G.11)

Z., () =[1-p(0)] 2, (0) + p(w) Z, (w) (3.12)
W, - Limite inferior da faixa de altas freqiiéncias (50 kHz);
g - Limite superior da faixa de baixas freqiiéncias (10 kHz);
Y5 {®) - Fungdo de Propagagio na faixa de baixas freqiiéncias (0-10 kHz);
¥ (@) - Fungdo de Propagagdo na faixa de médias freqiiéncias (10-50 kHz),
¥ 4(®) - Fungdo de Propagagdo na faixa de altas freqiiéncias (acima de 50 kHz);
Z,, () - Impedancia Caracteristica entre 0 e 10 kHz;
Z.,, (@) - Impedéncia Caracteristica entre 10 kHz e 50 kHz;

Z. () - Impedancia Caracteristica acima de 50 kHz.

A Tab. 3.1 apresenta os valores dos parametros necessarios para a obtengdo das
fungBes da linha em toda a faixa de freqiiéncia de interesse.
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Tab. 3.1 - Parimetros dos cabos utilizados nas simulacdes [Almeida, 1988].

CABO (AWG)
Pardmetro Unidade 19 22 24 26
g (/km 53 106 171 273
Ly mH/km 0,62 0,62 0,62 0,62
g3 WS/km 1,37 1,30 1,18 1,12
C nF/km 52 51 45 43
1Z. ()| Q 97 102 104 103
o, (km)-! 0,12318 024479  0,40163 0,45771
a (rad/is)2(km)- 1 0,27154  0,38461 069436 1,0625
o, Hs/(rad km) 0,17444  0,21278  0,13271  0,072733
A kHz 10 10 10 10
1 kHz 50 50 50 50

Este capitulo contém o procedimento para obtengdo dos pardmetros elétricos de
linhas de assinantes. Tal procedimento foi implementado e usado na elaboragdo de bancos
de dados utilizados nas simulagdes de transitérios eletromagnéticos em linhas telefonicas.
Algumas destas simulagBes sdo apresentadas e validadas no capitulo 9, através de
comparagdes com resultados obtidos pelo método de Fourier.
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4. A LINHA DE TRANSMISSAO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Este capitulo contém o procedimento de calculo de transitérios eletromagnéticos
originalmente descrito por Humpage (1982¢), o qual foi implementado para verificagdo de
desempenho.

4.1. EQUACOES DA LINHA DE TRANSMISSAO NO DOMINIO DA
FREQUENCIA

Seja um trecho elementar de uma linha de transmissdo como na Fig. 4.1. O trecho
tem comprimento AX e se encontra a uma distincia X do terminal da linha designado como
emissor. Conforme visto no capitulo 2, as fases constituidas de dois ou mais sub-condutores
sdo reduzidas a um tnico condutor em cada fase, ¢ as varidveis relacionadas com o cabo
para-raios sdo eliminadas sujeitas & condi¢do de queda de tensdo nula ao longo dos mesmos.
Note que na Fig. 4.1 ndo estdo representadas as resisténcias "mituas”, as quais aparecem na
matriz impedéncia série devido ao efeito do retorno pelo solo.
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Lgg 4 x Ryal x
Jasea ———r Y Y\ N\

SRR L Ax S LA x
Lypax  RyAx

Jase b e M e |y —

AALS
~~—~ Lp.4 x

Lcch R“.A-’-’

Jasec  ——d el YN AN

(a) Impedancia Série Equivalente para um trecho de comprimento Ax.

Jase a 9 ¢

p— C‘.‘be

= Cac Ax

Jase b 4

——CpcAx
JSase ¢ » + ¥

——CGuldx ——GyAx —L-C Ax
¢

(b) Admiténcia Shunt para um trecho de comprimento Ax.

Fig. 4.1 - Trecho do Circuito Equivalente de uma linha Trifasica

As figuras 2.3, 2.4, 2.5 ¢ 2.6, do capitulo 2 fornecem o comportamento dos
parametros elétricos da linha exemplo como fungdo da freqiiéncia.

As varidveis de tensdo e corrente sdo fungdes da fregiiéncia e da posigdo ao longo

da linha. Usaremos o subscrito "f" para identificar as varidveis de tensdo e corrente nas fases
g bec
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v, (w,x) i, (w,x)
vi(0,x) = v,(@,x) ir(w,x)=|i(w,x) (4.1)
VC(G),X) ic(ﬂ),x)

As varidveis no vetor v (@, x) sdlo tensdes entre os condutores e o solo e aquelas
em /,(@,x) sdo as correntes nas impedancias série da linha. Para a gueda de tensdo ao
longo da linha denotaremos Av,(0,x) e Ai (@,x) o vetor de correntes de carregamento

entre os condutores e entre 0os mesmos e o solo. Entio:

Av (w,x) Ai (w,x)
Av,(@,x) =| Av,(w,x) Al (w,x) =} Aiy(@,x) (4.2)
Av (w,x) Al (w,x)

Se z, (@) e y;(w) sdo as matrizes de impedancia série e admitncia "shunt” por
unidade de comprimento, respectivamente, entdo as varidveis de tensdo e corrente s3o inter-
relacionadas por:

Av, (w,x) = —z,(w) Ax i, (w,x) (4.3)
Aif(a),x):myf(w)Axvf(w,x) (4.4)

onde:
zi(w)=r(w)+j oL (w) (4.9)
J’f(w)ng(w)'*'fwcf(w) (4.6)

Os pardmetros z,(w) e y,(w) sdo obtidos conforme o desenvolvimento feito

nos capitulos 1 e 2. No caso de linhas de transmissdo de energia, considerou-se, conforme
sugerido por Marti, g (@)=3,0x 10 S/ km. Na faixa de freqii€ncia de interesse na
analise dos transitérios eletromagnéticos, os valores de V(@) variam linearmente com a

freqiiéncia, o que implica em coeficientes de capacitancia constantes.

Fazendo Ax — 0 nas equagdes (4.3) e (4.4) obtém-se as seguintes equagdes
diferenciais.

d v, (wx
m{)(x )z:—_zf(a))'if(a),x) (4.7)
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d i (w,x)

Ix ==y, (@) v, (@,x) (4.8)

Diferenciando novamente as equagdes (4.7) ¢ (4.8):;

3% v, (w,x) di (w,x)
i, (w,x) d v, (w,x)
“”““5'{“;7*—”=“Yf(w)m%;—~ (4.10)

Substituindo as equagdes (4.7) e (4.8) nas equagdes (4.9) e (4.10),
respectivamente, segue:

2
u?j“)_zzf(g))-yf(a))mf(a),x) (4.11)
dx
0% i (w,x) .
———— =y, (0) -z, ()i (@,x) (4.12)

dx?

Tanto z,(w) quanto Y, (w) sdo sempre simétricas, tal que a ordem do produto

na equagdo (4.11) conduz & transposta daquela dada pelo produto na seqiiéncia inversa da
equacdo (4.12). Portanto € conveniente usar esta propriedade:

92 v, (@,x)
TS P(w) v, (w,x) (4.13)
d? ir(w,xy | ,
P =P () i (w,x) (4.14)
onde:
Plo)=z,(w) y,(0) (4.15)
e
Pw)=y,(0) z,(®) (4.16)

Uma transformagdo linear das varidveis é agora necessaria para que P(w) e
P'(w) sejam reduzidas & matrizes diagonais. Trabalho anterior [Wedepohl, 1963] sobre

transformagdio moda! mostra que um dos modos resultantes da transformagdio esta
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predominantemente associado com o retorno por terra, enquanto que os dois restantes sio
bastante independentes das caracteristicas do retorno por terra, e eles sdo chamados de
modos aéreos. Adotaremos a notagdo na qual o subscrito 0 identifica o modo de retorno por
terra, e os subscritos 1 e 2 denotam os modos aéreos independentes. Usando v(w,x) e
i(@,x) para representar as varidveis modais resultantes da transformagdo modal nos vetores
v, (@,x) € i,(®,x), entdo:

vo(®, %) io(@, %)
v(w,x)=| v(w,x) i(@,x)=|i(w,x) (4.17)
v, (w,x) ih{w,x)

As relagdes de transformagdo sdo:

v, (0,x)=T,(w) v(®,x) (4.18)
i (0,x)=T(0) i(w,x) (4.19)

Na ordem inversa:
v(0,x)=T"(0) v, (w,x) (4.20)
{w,x)=T"(0) i (wx) (4.21)

Usando estas relagdes de transformagdo nas equagdes de segunda ordem de
(4.13) e (4.14) entdo tem-se:

2
DT 2 () v(w) (422
dx
2.
9 HOX) _ 2 (0)-i(w,x) (4.23)
dx
onde:
Y (@)=T"(w) P(w) T,(w) (4.24)
Y2 (@) =T (w) P'(0) T(w) (4.25)

Os elementos de Y (®) sdo os autovalores de P(w), ¢ uma vez que os
autovalores de P(@) séo os mesmos de sua transposta P'(w), isto ¢ Y (w)= Y (w).
Tanto o produto z,(w)-y,(w) quanto Vr(w)-z,(@) sio transformados na mesma
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matriz diagonal. 7,(w) e T (w) sdo as matrizes dos auto-vetores de P(w) e P'{w),

respectivamente. As equagdes modais de segunda ordem bésicas no dominio da freqiiéncia
sdo portanto;

2
97 v(w,x) v(az),x) =y (w) v(w,x) (4.26)
ax
0% i(w,x)

Py Y(@)-i(w,x) (4.27)

onde:

Ye (@)
Y (w)= ¥ (w) (4.28)
Y3 (@)

Note que as equagdes (4.26) e (4.27) séo mutuamente independentes em seus
modos de propagagdo e, portanto, podem ser facilmente implementadas como no caso
monofasico. Supondo que a expressdo da tensdo seja dada por:

v(w,x)=e " A()+e"* . B(w) (4.29)
Verifica-se a hipotese tomando-se a primeira derivada parcial;

ov(w,x)

Fanb =7(@) e A(w)+ y(w) e . B(w) (4.30)
diferenciando novamente,
g—%‘gﬁf—)zyz(m)-[e"“‘"}‘%(w) + eﬂ“’“-B(a))] (4.31)
ou seja,
%‘ii—‘f-’—x—)_ =y (W) v(o,x) (4.32)

como queriamos verificar.

Por outro lado, a equagdo inicial de primeira ordem (4.7) fica:

8[7l(w;;rv(w,X)]:“zf(w),[y;(w).,‘(w,x)] (4.33)
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de onde segue,

PUED 17wz, (@) T (@)] (0,0 (434)

Logo, existe uma matriz de impedancia série modal calculada por:

2(w)=7"(0) z,(w) T,(@) (4.35)
tal que,
dv(w,x .
Iv(w,x) =-z(w) i(w,x) (4.36)
dx
As figuras 4.2 e 4.3 fornecem os parfimetros modais calculados com a expressdo
(4.35).
€ /km
10
!
3t
71 o —
St e
2t r2
3t
5>}
1T papii
0 e ;
-1 4 5
10 10 10
rad/s
Fig. 4.2 - Resisténcias modais da impedancia série modal da linha z(w).
mH/km
2.6
24}
227
2t
187
1.6 [
14 [
127
1 -
0‘8 b -
0.6 " P 5
10 10 10
rad/s

Fig. 4.3 - Indutincias modais da impedancia série modal da linha ().
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Substituindo a equag#o (4.36) na equagdo (4.30), determinamos & expressdo da

corrente:
—z(0) - i(w,x)=-y(w) e ™" A(w)+ y(w) " B(w) (4.37)
ou ainda,
y“'(m)‘z(a)) i(w,x) =g M@} - A(w)— e’ -B(w) (4.38)
Denominando:
Z(0)=7"(w) 2(w) (4.39)
resulta em,
Z () i(w,x)=e """ 4(w)- e"™*. B(w) (4.40)

Dada a dependéncia com a freqiiéncia dos coeficientes de resisténcia e indutincia
da matriz original z, (), obtém-se os coeficientes de z(w) resultantes da transformagdo

modal, os quais sdo mostrados nas figuras 4.2 ¢ 4.3. De certo modo, a dependéncia com a
freqiiéncia e os valores numéricos dos coeficientes de resisténcia nos modos le2 com
relagio aqueles do modo terra, consistem em uma indicagdo de como a transformagio
desacopla os modos 1 e 2 do retorno por terra.

As fungdes 4(w) e B(w) sdo encontrados a partir de condi¢des de contorno
especificadas e, por analogia a um sistema monofasico, Zo(w) € a matniz diagonal das
impedancias caracteristicas modais da linha.

Denotando as varidveis de tensdio e de corrente quando x=0 (extremidade
emissora) por ve(@) e ip(w) nas (4.29) e (4.40) , tem-se

v, (0) = A(w)+ B(w) (4.41)
Z(®)i,(0)= A(w)-B(w) (4.42)
Resolvendo as equagdes (4.41) e (4.42) em termos de A (W) e B(w), segue,

A(m)x%[ve(wwzc(w)'a(wn (4.43)

B(w)=~25{v,(w)—-zc<m)-f,(w)] (4.44)
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Na outra extremidade, quando x = £ (receptor),

v(0)=e "V 4(w)+ e B(w) (4.45)
Z (@) i (w)=e " A(w)-e"". B(w) (4.46)

Somando e posteriormente subtraindo e somando as equagdes (4.45) e (4.46)
obteremos as relagSes de corrente e tensdio na formulagdo proposta por Bergeron

v(0)+Z (@) i (w)=2-eTV. J(w) (4.47)
v (0)~Z (w)-i(w)=2 e B(w) (4.48)

Substituindo 4(w) e B(w) nas equagdes acima:
(@) +Z (0) 7, (0)=eT" [v (0) + Z(0) i, (0)] (4.49)
V(@)= Z (@) i (0)=e"" [v (0) - Z (0)-i,(0)] (4.50)

Rearranjando a equagdo (4.50):

V(W)= Z (0)-i (0)=eT"" [y (w) - Z(0)-i,(w)] (4.51)

Finalmente, mudando o sinal de /(@) de maneira que i (@) e (@) correspondam
as correntes entrando nos terminais ¢ e r da linha, respectivamente, tem-se entio as
equagdes da linha no dominio da freqgiiéncia.

Ve (0) = Z (@) i (@0)=e"" [y (w)+ Z () i, (w)] (4.52)

V(@)= Z (0) i (0)=e"" (v (w) + Z.(0) i,(w)] (4.53)
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4.2, FUNCOES IMPEDANCIA DE SURTO E RESPOSTA AO IMPULSO
DIRETO

Resolvendo as equagdes de 2* ordem (4.26) ¢ (4.27) tem-se diretamente a fungio
impedancia de surto Z_ (). As figuras 4.4 € 4.5 mostram, respectivamente, a variagdo com

a freqiiéncia do modulo e da fase da fungdo impedancia de surto para linha de transmissdo
do exemplo de aplicagfo (Fig. 2.1, pag. 2.1).

600 {2

550 \\\

500 | .

450 '‘modo ' —

350 1

300 B e e e e e e e o

200 = - )
10 10 10

rad/s

3 4
10 10 10
rad/s

Fig. 4.5 - Fase da fungdo Impedancia Caracteristica Z_( @) em graus.
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Para a interpretagdo da fungdo resposta ao impulso direto, faz-se primeiramente a
decomposigéo das tensﬁes em qualquer pon:o da linha em duas componentes, uma
componente direta v°(w,x) e outra reversa v R (w,x), de modo que

v(,x) = v (0,%) + v (w,x) (4.54)

Comparando as equagdes (4.29) e (4.54), segue

vP(wx)=e "% . 4(w) (4.55)
vi(w,x)=e"?* . B(w) (4.56)

Na propagacdo direta, o vetor A(w) é encontrado através das condigbes de
contorno para x=0. Se V(w) € a tensdo de transmissdo, entdo,

vP(w,0)=v (w) (4.57)

Considera-se o caso particular em que a tensdo de entrada é a fungdo impulso

/
v.(®)=|1], para qualquer @ (4.58)
!

Com esta excitagdo de entrada

vP(w,x)=er* (4.59)

A fungio e " ® ¢ entdo a resposta ao impulso direto da segdo da linha de
comprimento x ¢ € designada por

Yo)x

F(w)=e (4.60)
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Para uma linha de transmissdo de comprimento £, a resposta ao impulso direto é
dada por:

Fy(w)=e" (4.61)

As figuras 4.6 €.4.7 mostram as caracteristicas do médulo ¢ da fase da fungdo
resposta ao impulso da linha exemplo, cujo comprimento é de 160 km.

3 .4 5
10 10 10
rad/s

Fig. 4.6 - Modulo da Resposta ao Impulso direto F,(w)

200
150
100°}
50°1 'modo 2'
Fh
S50 F
-100°}
-150°|
-200°

p——i

Fig. 4.7 - Fase da Resposta ao Impulso direto F,(w) em graus
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4.3. EQUACOES CARACTERISTICAS

Expressando as equagbes (4.29) e (4.40) em termos de componentes diretas e
reversas de tensdes modais, obtém-se:

viwx)=vP(wx)+ vR(wx) (4.62)
Z(0,x) i(0,x)=v?(w,x)-v¥(w,x) (4.63)
logo,
2vP(wx)=v(wx) + Z(w)i(wx) (4.64)
2v¥(wx)=v(wx) - Z(0)i(o.x) (4.65)

A equagdo. (4.64) corresponde a propagagdo direta na formulagdo proposta pela

analise de Bergeron. A equagfo (4.65) corresponde a caracteristica de propagagdo reversa.
Nos terminais ¢ e r da linha, as caracteristicas diretas D,(w) e D,(w), sio dadas,

respectivamente, por

D(w)=v,(w)+Z,(0) i(0) (4.66)

D(w)=v(w)+Z () i(w) (4.67)
Enquanto que as caracteristicas reversas, R, (@) e R, () sio formadas por

RA©)=v,(0)-Z.(0)-i,(0) (4.68)

RA0)=v,(0)-Z,(0) i,(©) (4.69)

4.4. CARACTERISTICAS DE FASE E TEMPO DE VIAGEM DE ONDA

Separando em parte real e imaginaria da fungdo de propagacfo, por unidade de
comprimento da linha de transmiss#o, tem-se:

W) = o(w)+ j Kw) (4.70)
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A dependéncia da freqiiéncia dos coeficientes de atenuagio e de fase sdo
mostradas nas figuras 4.8 ¢ 4.9.

x10° néper/km

18

16 'modo 0F —

14 I '‘modo I' "7~

12 modo 20

VS

8 3

6

at

2t

0 ; 4 )

10 10 10
rad/s
Fig. 4.8 - Coeficiente de Atenuagio (o(w)).
rad

0.4
035 'modo 0' —

037 'modo 1I' "7~
025 'modo 2!

027
01571

017
005t

0 a ’ 4 ]

10 10 10
rad/s

Fig. 4.9 - Fungio deslocamento de fase (B(w)).

A caracteristica da fase ffw/, mostrada na Fig. 4.9, pode ser dividida em duas
componentes, uma linear f8,( @) e outra ndo-linear em B,(®) (Fig. 4.10), tal como

Blw)=B(w)+B,(w) (4.71)

Por outro lado o tempo de propagagdo da onda ¢ dado por:

o)t (4.72)

B e —

w
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rad
0.005
0.004 | 'modo 0' ]
I 'modo ' T~ ]
0.002 1
0.001 | j
0 ; e - - _ 5

rad/s
Fig. 4.10 - Caracteristica de Fase Ndo-Linear 8, ().
A Fig. 4.11 fornece o comportamento do tempo de transito da linha para cada
modo de propagacdo.

H seg

700
680 | 'modo 0" T -

660 [ 'modo 1' "~
640 [ 'modo 2’ 7
620 [ 1
600 | }
580 |
560 T i

540 T TSR T T T A S TS T T TN S e e e e e e e o 23

520 3 W 5

rad/s
Fig. 4.11 - Comportamento do tempo de propagagio (¢ o)
Porém ¢é conveniente definir o tempo de propagagio, ¢ p» da componente linear de

caracteristica da fase, usando

w1, =P, (w) ¢ (4.73)

Entdo

B(w) t=w-t,+B (w) ¢ (4.74)

Utilizando esta expressdo para as fungbes de fase, a resposta ao impulso direto
conduz

P}(w) — e['a(w)' {-jor Iy -iBw)t] (4‘75)

ou
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F(w)=e’"" - F(w) (4.76)

onde
‘Fn (@)= elaer)Bw)l ¢ (4.77)

A componente ndo linear da caracteristica de fase da linha de transmissdo até
agora considerada ¢ mostrada na figura Fig. 4.10. O valor do tempo de viagem 1, é

proporcional ao comprimento da linha. A Tab. 4.2 fornece os tempos de propagacdo para
todos os modos.

Tab. 4.1 - Tempo de Propagacio para 160 km de linha
Modo de Propagagio 1, (Microssegundos
Segundos)
0 575,36
1 536,52
2 534,18

4.5. DEPENDENCIA DAS MATRIZES DE TRANSFORMACAO MODAL
COM A FREQUENCIA.

Uma investigagio da dependéncia com a freqiéncia das matrizes de
transformagéo 7, (w) e 7,(w) para diferentes construgdes de linha foi feita por Magnusson

(1973), e as conclusdes gerais deste trabalho sdo facilmente verificadas para o caso da linha
de 400 kV em estudo para a qual as respostas foram calculadas neste capitulo. As figuras

Fig. 4.12 e Fig. 4.13 fornecem o comportamento da parte real dos elementos das matrizes de
transformagdo 7 (w) e 7,(w), respectivamente, enquanto que as figuras Fig . 4.14 e

Fig. 4.15 fornecem as partes imaginarias para a linha de 400 kV (Fig.2.1, pg.2.1). Observe
que as matrizes de transformago modal tém o seguinte formato:

Raa(w) Rab(w) Rac(m) Xaa(m) Xab(w) Xac(w)
Nw)=| Ry (0) Ry(w) Ry (0) |+ )| X, (@) Xy(0) Xy (@) | (4.78)
Rca (CD) Rcb (CO) Rcc ((0) Xca (G)) ch ((D) ch ((D)




CAP. 4 - A LINHA DE TRANSMISSAC NO DOMINIO DA FREQUENCIA

4.17
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Fig. 4.12 - Parte real dos elementos da matriz de transformagéo modal I(w)
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A seguir sdo fornecidos os valores numéricos dos elementos das matrizes de
transformagdo modal de tensio T (w), e de corrente T.(®), calculados para

w=4x10°rad/s:

[0,4660 —0,8057  0,4664 [~0,0005 -0,0399 —0,0034]
I,(w)=)0,5681 -0,2494 -0,8352 |+ | 0,0273 -0,0793  0,1055 (4.79)
[ 0,6751  0,5300  0,2656 . 0,0600  0,0011 -0,0566

=

[0,3793  —0,7266  0,47997 [-0,0011  0,0051 —0,0197]
Ii(w)=|0,4659 -0,1887 —0,7997 |+ /| 0,0392 -0,0632 0,0992 (4.80)
10,7903 0,6576  0,3397] | 0,1135 -0,0018 —0,0674

Em toda a faixa de freqiiéncias relevantes na analise de transitorios
eletromagnéticos, as partes imaginirias de 7,(w) e 7T,(w) sio sempre pequenas em
comparagdo com as partes reais, e, para freqiiéncias maiores que 1 kHz, as partes reais sio
quase que constantes. No dominio da freqiincia as matrizes de transformagdo sdo
disponiveis em qualquer freqiiéncia, mas quando nas transformagdes entre varidveis modais
e de fase no dominio do tempo, a dependéncia de T,(w) e 7,(®) com a freqiiéncia deve ser
ponderada. Normalmente, é satisfatrio usar matrizes de transformagdo constantes no
dominio do tempo quando formadas pelas partes reais calculadas em freqiiéncias acima de

1 kHz. Neste trabalho adotou-se as matrizes de transformagéo calculadas na fregiiéncia de
w=4x%10"rad/s.

4.6. SINTESE DAS FUNCOES RESPOSTAS

4.6.1. EQUACOES NQ PLANO Z

As equagOes da linha de transmissio no dominio da freqiiéncia transformadas
diretamente ao plano Z sdo dadas por

Ve(2)-Z.(2)i(2)=F(z) [v,(2)+Z(2) -i(z)] (4.81)
V,.(Z)— Zc(z)'ir(z) = F‘E(z) [VC(Z) + Zc(z) 'je (Z)] (482)

Onde as fungdes no plano Z, F,(z) e Z_(z) sdo dadas por

F(z)=T,{F(w)] (4.83)
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Z(2)=T{Z ()} (4.84)

Onde 7, ¢ o operador da transformada Z. Se At é o intervalo de amostragem do
tempo para o qual a transformag#o ¢ subseqiientemente feita, o parimetro z, ¢ dado por

z=g/®8! (4.85)
O objetivo da anélise agora, ¢ voltado para a formagao das respostas das fungdes

Fy(z) e Z,(z), dado que estas fungdes podem ser calculadas no dominio da freqiiéncia.

F(w)=e’" . F (o) (4.86)

Procedendo a transformagio para Z e utilizando t,=m-At, onde m é um

namero inteiro, obtém-se:

F(z)=2"-F((z) (4.87)

Resta ainda definir a forma da expressio de F,(z). Com este objetivo,

Humpage (1982¢c) utilizou a forma de multi-produtos de fragdes parciais, largamente
utilizada na analise de filtros digitais.

Nl+ta,z'+b, z7?

F(z)=4T]

eltc,zl+d, 27

(4.88)

Esta forma assegura que os coeficientes a serem encontrados no planoZ,a. b, ¢
e d sdo sempre reais. Dividindo a expressdo por um coeficiente real 4 conduz-se a uma
forma normalizada para os termos individuais do produto.

Para a fun¢dio impedancia Caracteristica, a forma correspondente

Ll+e, z'+ f, 27

Z(z)=-B ]

y; 3
i1 1+ 82"+ hy z

(4.89)

Agora serad necessario obter maneiras para que os coeficientes no plano Z na
formade F,(z) e Z (z) possam ser encontrados no dominio da freqiiéncia.

4.7. TRANSFORMACAO PARA O DOMINIO DO TEMPO

Uma vez deduzidas as fungdes da linha de transmissdo no plano Z podemos
agora transformar as mesmas para o dominio do tempo. Para tanto opta-se por efetuar tal
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transformagdo em dois estagios principais. Primeiro, a transformagdo das equagdes da linha
em termos de caracteristicas diretas ("forward") e reversas ("backward™), e em seguida nas
combinag3es individuais de tensdo e corrente das quais as caracteristicas sdo constituidas.
Das fungGes da linha de transmissdo, a transformagdo da resposta ao impulso direto ¢ feita
no primeiro estagio, ficando a transformagdo da fungdo impedincia Caracteristica no

segundo.

No plano Z, as caracteristicas diretas e reversas nos terminais e e r de uma linha
de transmiss8o monofisica estdo inter-relacionados da seguinte forma:

Re(z) = E(Z) 'Dr(z) (4.90)
R.(z) = F,(z) -D,(z) (491)

E preferivel nos subseqiientes passos da transformagdo para o dominio do tempo
usar estas equagdes nas suas aplicagdes aos modos individuais e portanto na forma escalar.
Os passos da transformagdo se aplicam identicamente & cada modo, e ¢ possivel voltar a
forma vetorial quando a transformagdo estiver minuciosamente desenvolvida.

Quando as perdas sdo desprezadas:

Fo(z) = z" (4.92)

neste caso,
R(z) =2z -D(z) (4.93)
Rfz) =z" -D(z) (4.94)

Sendo a transformagdo destas equagdes para o dominio do tempo direta:
R.(1,) = D.(t, -m At) (4.95)

R(t,) = D,(1,-m-At) (4.96)

No dominio do tempo, 1, significa o corrente ponto de amostragem, e Al o
intervalo de amostragem. Uma vez que isto esteja esclarecido, freqiientemente é preferivel
adotar uma notagdo mais compacta na qual a amostra no dominio do tempo corrente seja
identificada por n, e a amostra passada [lado direito das equagdes (4.95) e (4.96)] por n-m.
Logo,

R(n) = D(n-m) (4.97)
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R(n) = D,(n-m) (4.98)
Analisando agora a resposta ao impulso direto contendo uma parte ndo-linear de
2" ordem:
l+az'+6272
F,(z)=4-z™ 4.99
(2) [l+cz"’+dz"2] (4.99)
Neste caso,
R(z)"A-z‘”-1+az“[+bz_2“D(z) (4.100)
¢ J+czl+dz? T '
J+az!+b27?]
Rfz)=A4-z7™ Dz 4,101
(z) TeciTidiT . (2) (4.101)
Rearranjando a equagdo (4.100), segue,
R(z) = A-z"[Il+a-z" +b-27 ]D(z) -
() [1ra: ]D(2) w0
[c 2" +d-z27 JR(z)
e
R(z)= A-z"[1l+a-z" +b-22 ]D(z) -
(2) [ 1D,() @109

[cz! +d-z7 JR(z)

Obtendo a transformada Z inversa e usando n para identificar o presente ponto de
amostragem no dominio do tempo, e (n-1), (n-2) e (n-m) para identificar os pontos
anteriores:

R(n)= A-D(n-m)y+A4-a-D,(n—(m+1))+

Ab-D,(n-(m+2)~c R(n-N-d-R(n-2) 1%

R (n)= A-D(n-m)+A-a-D(n—(m+1))+

A'b'D,(n“(m+2))—c»Rr(n—-})hd.Rr(n_z) (4.105)

Generalizando o procedimento acima onde F,(z) tem ordem qualquer, toma-se
a forma multi-produto e expande-se a mesma na forma de quociente de polindmios, tal que:
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Ell+va, 2" +b, 27
}7 z zzfa.z’m k k 4.106
!( ) o {1'*0&'2“1*(1*'2-2 ( )
torma-se
2N )
Az ’"[]-&ZA,‘ -z” ]
F(2)= k=l (4.107)

' 2N
[1+ B,,z“"J
k=1

Os coeficientes A sdo combinagdes de gy , by , enquanto que os valores de B, sdo

combinagdes de ¢, e dj.

Quando F,(z) tem a forma da equagdo (4.107) as caracteristicas direta e reversa

no plano Z sdo dadas por:

X
P

R(z) = A-z””’[1+2ZNAk-z"‘]D,(z) -[I+
k=1

P
i

!

B, -z"‘] R(z) (4.108)

(4.110)

e
2N . N .
R (z) = A -z""[1+ YA -z ]De(z) -[]-}» 2B, -z }R,(z) (4.109)
k=} k=1
Determinando a transformada Z inversa:
N
R(n) = A-D/n-m)+ A Y[A D(n-(m+k))]-
IN t
B-Y[B;-R.(n-k)]
k=1
e

R (n) = A-D(n-m) + A-i{:[Ak-D,(n*(mﬁwk))]—
k=1

2N

B-Y[B,-R.(n-k)]

k=]

4.111)
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4.8. TRANSFORMACAO NAS VARIAVEIS QUE FORMAM AS
CARACTERISTICAS

No segundo estagio da transformagdo das equagdes da linha de transmissdo para
o dominio do tempo, consideramos as varidveis que derivam as caracteristicas direta e
reversa. Uma vez que para cada combinagdo o formato é o mesmo, os principais passos da

transformag@io podem ser limitados & um deles e o resultado final extrapolado para os casos
remanescentes. Dito isto, consideraremos primeiramente a caracteristica R(z)

R(z) = v(2) - Z.(2)-i,(z) (4.112)

Tomando a forma geral da impedancia Z,(z):

Nil+e, z0+ f, 27
Z(2)=B []| —*= /i . 4.113)
il 1+ 827+ hy 2
torna-se
2N
B[l»{-ZEk -z“"]
Z(2)= = (4.114)
1+2D‘, 7k
k=1
Uma vez que Z_(z) = B quando = — oo, adotamos B = Z_, onde:
Z.= lim {Z(w)} (4.115)
oo
Logo,
2N
Z“ +ZC1¢ 'Z—k
Z,(2)=—t2 (4.116)
k=1

No somatorio do numerador da equagdo (4.116), os coeficientes C, absorvem o
escalonamento de Z_, . Usando Z_(z) nesta forma e rearranjando os termos segue:

R(2)= v (2)-Z_-i,(2) _[22NC;E '2_*}}(2’) -
k=1

EZ:D& 'Z"*}[R,(Z)*V,(Z)}

(4.117)
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Transformando para o dominio do tempo:

R(m)= v,(n)-Z_ i (n)- gck g, (n-k)-
2N k= (4.118)
YDy AR (n-k)=v,(n-k)] .‘
k=1

As expressdes correspondentes das caracteristicas remanescentes sao:

R(my= v,(n)-2_-i (n)- gC} i (n—k)-
. k=t (4.119)
S D {R.(n~k)-v, (n-k)]
k=l

D,(n)y= v,(n)+2Z_ -i‘,(n)+§(ﬁ'k i,(n-k)-
k=]

- (4.120)
> D, D, (n-k)—v,(n-k)]
k=1
2N
D(m)= v, (m)+Z.-i,(n)+ Y.Cy i, (n-k)-
- el (4.121)
S DD, (n~-k)-v,(n-k)]
k=1
4.9. EQUACOES DA LINHA NO DOMINIO DO TEMPO
Substituindo R, (1) e R (n) nas equagdes (4.97) ¢ (4.98), segue:
Ve(n)-Z _-i(n)=v,(n-p) (4.122)
v(n)-Z . -i(n)=v_(n-p) (4.123)
onde
2N N
Vo (n=p)= A D (n-m)+4-Y|4, D, (n-m-k)|- Y8, R(n-k)]+
k=1 k=1 4124
Y, (4.124)

Mz

[Ch-itn=0)]+ XDy - (R (1 - k) = v, (n - k)]

k=l k:]
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v, (n-p)= A-D,(n—m)-i—A'f[Ak -D,(n«-m-k)]—il:[Bk ‘R (n—k)|+
IM gy ket (4.125)
Y[Ch i =0+ YAD, (R (n- k) =, (n- )]}
k=] k=1

Os valores das caracteristicas diretas D,(n) e D,(n), para uso no lado direito das

equagdes (4.124) e (4.125) sdo determinados das equagdes (4.120) e (4.121) e os valores das
caracteristicas reversas, R,(n) e R,(n), s#o encontrados nas equagdes (4.118) e (4.1 19).

As equagbes de simulagdo desenvolvidas neste capitulo quando implementadas
conduziram a simulages instiveis para freqiiéncias de interesse acima dos 20 kHz. Desta
forma propomos, no capitulo 5 uma forma altemnativa para as equagOes deste capitulo, as
quais se mostraram estdveis mesmo para altas freqiiéncias de amostragem.
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5. ALGORITMO COMPUTACIONAL IMPLEMENTADO

Neste capitulo desenvolvemos as equagdes de simulagio para linhas de
transmissdo e elementos de circuitos elétricos concentrados (resisténcia, indutincia e
capacitincia).

A obtengdio das equagdes de recorréncia no tempo ¢é descrita em suas principais
etapas.

5.1. LINHA DE TRANSMISSAO

No plano Z, as caracteristicas diretas (D,(z) e D,(z)) e reversas (R (2) e R (2))

nos terminais emissor (representado pelo indice "e") e receptor (representado pelo indice
"r") de uma linha de transmissdo monofésica estdo inter-relacionadas da seguinte forma:

R.(z)=F,(z)- D,(2) (5.1)
R,(2) = F(z)- D,(2) (5.2)

Para determinarmos as equagdes de simulagdo de uma linha de transmissdo, bem
como seu circuito equivalente, optamos rescrever as equagdes de F,(z) e Z_(z) através das

seguintes formas fatoradas em zeros e polos no plano Z:

ﬁ(lwa,~z“‘)

F(z)=a, 4 -z (5.3)
[1a-6-2

i=}

onde:
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5.2

onde:

t

" A

t p - Tempo de propagagéo;

N, - Namero de zeros de F,(z)
N, - Niimero de pélos de F,(z)

a,comi=12,., N, -i®SIMO zerg de F,(z)

b,comi=1,2,.., N, -ifsimo pslo de F,(z2)

M

MTa-¢ 2"

Z,(z)=- z.

ﬁ(lmd,. z7h
i=1

Z,=hlmZ (w)
3o
M, - Nimero de zeros de Z,(z)
M, - Nimero de pélos de Z ()
G,comi=12,..,M,- {€SiMO zerg de ZC(Z)

peomi=12,. M,- {€SiMO p5]o de ZA(z)

(5.4)

Estas formas foram escolhidas por apresentarem maior estabilidade numérica
através da minimizagdo dos erros que ocorrem ao se arredondar e truncar valores numéricos

Quando F,(z) tem a forma da equagdo (5.3), as caracteristicas reversas em

ambos os terminais da linha, no plano Z, sdo dadas por:

ﬁ(lma,. 27!

R(2)=a, & 2™ D,(2)

(1-b,-2z7)

i=l

(5.5)
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INT(I —4; 'Z_')

R.(2)=a, & 27" D,(2) (5.6)
MMa-s 2

i=l

A transformada inversa da equagdo (5.5) é obtida por partes através de um vetor
auxiliar denominado 7,(z,1). Definindo:

_(1"""‘0] 'Z“i)'

T(z,1)= "Dz 5.7
D=0 (2) (5.7)
segue;
Lz)=z"-D(2)~a,-z7" 27 -D(2)+b 27" T.(2,]) (5.8)
Transformando para o dominio do tempo:
I,(n)=D(n~m)-a,-D,(n-m-1)+b, T.(n-1]1) (5.9
A figura abaixo ilustra a equago acima:
-1 -1 -1 -1 -1 -1
Dr(”}o'h—z)———wo z o 2 Z 3 : -]
\ /
Y \ i
m termos
e At 7; (n1)
b
71
Fig. 5.1 - Grafo representando a equagéo (5.9)
Para o par de polos e zeros seguinte, temos:
(1-a, ‘5—!)
T(z,2)=-——=——"=.7,(z,1 5.10
( ) (l_bz.:._}) e( ) ( )
ou
T.(2,2)=T(z,1)~ay 27 - T.(z,1)+b, - 27 - T.(2,2) (5.11)

transformando para o dominio do tempo,

I(n,2)= I (n, I)_al ’ 7;(""]’ ])+b2 'T,(fi"l, 2) (5.12)
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A seguir temos o grafo correspondente da equagdo acima:
{1 b
2
> &
Z”} z"]
T,.m1) o—>dbpet 5 b5 o T,Mm2)
Fig. 5.2 - Grafo relativo & equagdo (5.12)
Da mesma forma, para W, 2722, com, W, = max(N, N, ), temos:
L(n,)=L(ni-N-a, T (n=-1,i-1)+b-T,(n~1,i) (5.13)
A figura a seguir fornece o grafo equivalente a equagdo acima;
T, (hi-1jo—> T,(n,i)
Fig. 5.3 - Grafo relativo 4 equagdo (5.13)
Finalmente,
R,(n)y=a, T,(nW,) (5.14)
onde:
LouW)=T,(n, W, =1)=a, -T,(n~1L,W, =1)+b, -T.(1~L,W,)  (5.15)

Da equagfio acima obtém-se o grafo da figura seguinte:

Te (n, Wy -1) Re(n)

Fig. 5.4 - Grafo relativo & equagdo (5.15)

Resumindo, para calcular R,(n), primeiro € necessario calcular T,(n,1) através
da expressdo (5.9) ¢ em seguida 7, (n, 2) utilizando os valores de I,nDyeT,(n-1,1)ja
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calculados através da expressdo (5.12). As demais varidveis temporanas, 7,(n, 3), .., até
T,(n, W,) sio obtidas seqiiencialmente através da equagdo (5.13).

Através de procedimento analogo, obtém-se
R.(n)=ay T (z,W,) (5.16)

onde 7,(n,W,) ¢ calculado de maneira aniloga ao calculo de 1,(n, W,), bastando, para
isso, substituir o indice "e” pelo indice "r", e vice-versa, nas equagdes (5.7) a (5.15).

Uma vez que:
D,(z)=v,(2)+Z.(2)i,(2) (5.17)
e
R, (2)=v,(2)-Z.(2)-i,(2) (5.18)
segue que:
D,(z)+R,(z)=2v,(2) (5.19)
ou, rearranjando:
D,(z}=2-v,(z)- R (2) (5.20)

Transformando a expressdo acima para o dominic do tempo;
D,(n)y=2-v,(n)- R, (n) (5.21)
De forma anéloga, determina-se a expressdo da caracteristica direta:

Dr(n):z'vr(n)_Rr(n) (522)

J.1.1. TRANSFORMACAO EM TERMOS DE TENSOES E CORRENTES

No segundo estagio da transformacdo das equagdes da linha de transmissdo para
o dominio do tempo, consideramos as varidveis que derivam as caracteristicas direta e
reversa. Uma vez que para cada combinagdio o formato € o mesmo, os principais passos da
transformagdo podem ser limitados &4 um deles e o resultado final extrapolado para os casos
remanescentes. Dito isto, consideraremos primeiramente a caracteristica reversa no terminal
"e", dada pela equagio (5.18).

Tomando a forma geral da impedéncia Z,(z) dada na equagdo (5.4), tem-se:
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M

n(luc,»z"")

Z.(2)i ()= Z.i,(2) (5.23)

[[a-d-z

=1

A transformada inversa da equagfo anterior é obtida por partes através de um
vetor auxiliar denominado U, (2, /). Definindo:

R (1""0}'2“!) .
U, D+Z2_-i(2)y=——""""".7 (= 5.2
(D2 (D)= T 2 ) (5.24)

Segue,

Uz, )~d, 27" U (2, D+ Z_ i (2)-2_-d,- 27 i (2)=2_ i (2)- 2. -¢,-27" i (2) (5.25)
Simplificando,
U z,)=d,- 27" U, (z, )+ Z_ - d, 27" i (2)-Z.¢,-27" i (2) (5.26)

ou ainda,
Uz, D)=d, 27" U,(z, )+ Z_(d,—¢,) 27" i (2) (5.27)

No dominio do Tempo,
UnD)=d -Un-1L,1D)+Z_ - (d,-¢)i(n=-1) (5.28)

O grafo correspondente a equagdo (5.28) é fornecido na figura a seguir:

i,(n) o——o—> U, (1)
z

Fig. 5.5 - Grafo correspondente & equagdo (5.28)

Por outro lado,
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(l—-cz-z'})

VBB 2D

MUz )+ Z, i (2)] (5.29)

rearranjando a expressdo acima, segue:
U(2,2)=d, 27 U (2,2)+ Z. (dy - ) 27 i () + U, (2, D - ¢, - 27 U, (2, 1)

(5.30)
No dominio do tempo,
U (n,2)=d, U, (n-1L,2)+Z_(dy ~¢,)-i,(n-1)+ U, (n, )—c, U, (n-1,1
(5.31)
A seguir temos a figura contendo o grafo da equagéo anterior:
i, o >0
e
Uy (n.1)
Fig. 5.6 - Grafo correspondente & equagdo (5.31)
Da mesma forma, para W, 2/ 22, com, W, = max(M, M, ), temos:
U(n,i)=d,-U(n-1, i)+ Z, (d, =¢)-i,(n-D)+U,(n, i~1)=c,-U,(n-1, i ~1)
(5.32)

O grafo desta equago é dado a seguir:
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fe(ﬁ)c Bl
4

U, (n,i-1) ¢

Fig. 5.7 - Grafo correspondente & equagdo (5.32)

Finalmente,

Z(n)-1,(m)=U,(n,W)+2Z_-i(n) (5.33)
Substituindo a equagdo acima na equagéio (5.18) segue:

R (n)y=v,(n)-U,(n,W)~Z, 1,(n) (5.34)

A expressdo correspondente da caracteristica remanescente ¢ obtida da mesma
forma;

R(m)=v.(n)-U,(n,W)~Z_-i(n) {5.35)

3.1.2. EQUACOES DA LINHA NO DOMINIO DQ TEMPO

Rearranjando as equagbes (5.34) e (5.35), segue:
ve(m)=Z_-i,(n)=R,(n)+U, (n,W,) (5.36)

v.(n)-Z2, G (n)=R.(ny+ U, (n,W,) (5.37)
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ie(a))> Fp(w) Ze(w) } (ir(w)

9]

Vo ) v(w)

Fig. 5.8 - Linha de Transmiss#o no dominio da Freqiiéncia.

e AL

W) Z. @ ]rp( ”“%D Z. V(1)
Lpn-p)

Fig. 5.9 - Circuito Equivalente de uma Linha de Transmisséo no dominio do Tempo.

Rescrevendo as equagdes (5.36) e (5.37) na forma de condutéincias segue:

Ym-ve(n):i,(n)-i-lep(nwp) (5.38)
Yooy, (n)=i,(n)+ 1, (n~p) (5.39)
onde,
.
Z,
€
I,(n-p)= R‘("HZU'(H’W") (5.40)
Lyt py= Relr)+ Vot ) 541

As equagdes (5.38) e (5.39) fornecem o circuito equivalente da linha de
transmissdo apresentado na Fig, 5.9 .




CAP. & - ALGORITMO COMPUTACIONAL IMPLEMENTADO 5.10

5.2. INDUTANCIA CONCENTRADA

Seja L uma indutincia, ligada entre os nés "e” e "r" de um circuito (Fig. 5.10).
A equagdio de ramo ¢,

v, (1)=L- f—%’fﬁ (5.42)
. |
byl @) f\f;%f\_ ) brel @)
Vel @) V(@)

Fig. 5.10 - Induténcia no dominio da Freqiiéncia.

A nomenclatura v, (1) significa a diferenga de potencial entre as tensdes v, (1) e
v, (7). A corrente i, (1) significa a corrente fluindo do né "e” para o nd "r’ no instante "t".

Tomando a transformada de Laplace da equagdo anterior tem-se:

v,.(s}=L s, (s) (5.43)
Ou,
oy Ve (5)
iy ()= (5.44)

onde (s = j @) é o operador da transformada de Laplace.

A equagdo (5.44) pode, entdo, ser mapeada no plano "Z" através da
transformagdo bilinear,

i (2)= — e () (5.45)
[2 I—z"]
A R
At 1+:
ou,
g;li(l--z"')-;r'w(z):v,,(;z)-(}-i-z"') (5.46)

ou, ainda,
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2_5_ i, (2) - %f‘-— 2 (2)=v, (2)+ 27 v, (2) (5.47)

Tomando a transformada inversa para o dominio do tempo da equagdo (5.47)
determina-se a seguinte equagdo de recorréncia no tempo,

2-L 2-L

e =2 =D =y, ) 4y, (n-1) (5.48)
ou,
!
?Z'ver(n)=icr(n)_ll.(nml) (5.49)
ou, ainda,
At At ‘
Ejmz‘ve(n)“-i—.—z'vr(n)"ler(n)-jL(nm;) (550)
com:
Ln=1=i,(n-1)+ 2y (n-1) (5.51)
L er 2.7 er :

O circuito equivalente de uma indutncia em regime transitério é mostrado na
Fig. 5.11. Nota-se que a equag@o obtida ¢ idéntica aquela obtida através da lei trapezoidal.

IL (n-1)

bop(n) 5 /\/\/ < e(n)

(2L/At
Ve (n) ‘ v,.(n)

Fig. 5.11 - Circuito Equivalente de uma Indutincia Concentrada




CAP. 6 - ALGORITMO COMPUTACIONAL IMPLEMENTADO 512

5.3. CAPACITANCIA CONCENTRADA

Seja C uma capacitincia, ligada entre os nés "e” e "r" de um circuito
(Fig. 5.12). A equagio de ramo é,

i (1) = C'i‘%f;m (5.52)
I/joC
lor( @) | | ire( @)
Vo @) v.(w)

Fig. 5.12 - Capacitancia no dominio da Freqiiéncia.

Tomando a transformada de Laplace da equagéo anterior tem-se:

i (5)=C-5-v,(5) (5.53)
ou,
— f.elr' (S)
Ve (8) =23 (5.54)

A equagdo (5.54) pode, entdio, ser mapeada no plano Z através da transformacdo
bilinear,

v, (2)= ;"’(lz) - (5.55)
c.l 4 .72 :
At 1+z
ou,
=) v, (=i, () (1427 (55)
ou, ainda,
2C 2-C

A SO T v (@) =i ()42, (2) (5.57)
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Tomando a transformada Z inversa da equagdo (5.57), segue

2C-ve,(n)w%w-v,,(nw})::i”(n)-H”(n—])

Ar
ou,
2-C .
ET‘V”(N)H,,(H)HCM*D
ou, ainda,
2-C 2-C
— e =i +17 -1
At vc (n) Al vr (n) izr (n) C(n )
onde:

2-C
Ie(n=1)=i,(n=-D+>=v_(n-1
C(n ) Ier (n ) AI ver (n )

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

O circuito equivalente de uma capacitincia em regime transitério é mostrado na
Fig. 5.13 . Nota-se que a equagio obtida é idéntica aquela obtida através da lei trapezoidal.

I.(n-1)

ier( n) 5 /\/\/ < ire(" )

(At/2 C)
ve(n) vr(n)

Fig. 5.13 - Circuito Equivalente de uma Capacitincia no dominio do Tempo.
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5.4. RESISTENCIA CONCENTRADA

Para completar o quadro de elementos, ¢ analisado o circuito de uma resisténcia
concentrada (Fig. 5.14 ). A equago que define o ramo, neste caso, é

1
— v, (t)=i,(t 5.62
= Ve (=1 (1) (562
ou, em termos de iteragdes no tempo:
I 1 .
—-v{n)—-—-v.(n)=i_{(n 5.63
e (m) =2 v, () =i, () (563
ief‘(m)\ /\/\/ P bel @)
R
Ve((ﬂ) vr(ﬂ))

Fig. 5.14 - Resisténcia no dominio da Freqiiéncia.

A Fig. 5.15 fornece o circuito equivalente da resisténcia no dominio do tempo.

Iop(1) 5 /\/\/ < bre(t)

R
Vo (n) v, (n)

Fig. 5.15 - Circuito Equivalente de uma Resisténcia
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5.5. INDUTANCIAS CONCENTRADAS COM ACOPLAMENTO MUTUO

A indutncia ligada entre os nos €,, €, ¢ €., e os nds Ta, iy € Iy de um

sistema trifasico (Fig.5.16 - a), onde existe acoplamento entre as fases, é definida pelas

equagdes;

isto é,

15to é,

ou,

COom.

1sto €,

( di i, di
Ver, = L1j ae;a+Ll2 a;b'*'LlB aet"c
iy di di
Ve = L @t Ly 4 [ gyt
en, = L2] Y 27y, tin
Ver, = L3 5, T3 a;”“« 375

Ve (D]=[Lg]- [,r(f)]

Aplicando a lei trapezoidal,

[, (m] =10, (n - 1)] =-42—I L] A (] = [y, (n = D))}

U ()= S5 LT (o (] 17, (n =)

[ (M1 =[G, ] v, (W] +[1, (n - 1)]
[, (n=D1=[G, v, (n ~D)]+[i,, (n - 1)]

1. (n=D]=2{G 1 {v, (n~1)]+[1,(n -2)]

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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A matriz [G, ], que representa a induténcia trifésica, é uma matriz 3 x 3. Ela
entra na matriz de condutancia [Y(n)] como mostra a Fig 5.16.

et AN .

L, (1
ent VYN .
(7 i
l
Vea(t) e%\m NY\ o N V’&(l)
V(1 v, (t
eb( ) A
% (0 w1
(a)
) e.ee A )
O ~~~9 .
€p Gy Gy
A VA VA N e,
c—— 7Y NV, g
b 0L "Gy
e
(b)
Fig.5.16 - Indutncia Trifdsica com acoplamento mutuo. (a) Circuito Elétrico; (b) formagdo
da matriz [Y(n)]

5.6. EQUACOES DE MALHA

Com todos os elementos da malha substituidos por seus circuitos equivalentes, as
equages nodais da malha podem ser estabelecidas. O resultado é um sistema de equagdes
algébricas lineares que descreve o estado da malha no instante "n".

[Y(m]-[v(m)]= [i(m]=[1,(n- p)] (5.71)
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onde:
[Y (n)] é a matriz de condutincia nodal, normalmente constante se ndo ha

chaveamentos ou alterages de seus componentes;

[v(n)] ¢ o vetor de tensdes nodais no instante "n". Estas sdo geralmente as

incognitas da malha.

{i(n)] € o vetor de correntes nodais injetadas. Estas sfo fontes de correntes

ligadas entre qualquer né e o no de referéncia.

[1,, (n- p)] ¢ o vetor de correntes conhecidas. Estas representam a historia

passada da malha. Este vetor € preenchido através das equagdes (5.40), (5.41), (5.51), (5.61)
e (5.70)

A matriz de conduténcia [Y (n)], que ¢ simétrica e real, seré constante enquanto o

intervalo de tempo At for constante ¢ a configuragdo da malha ndo se alterar (através de um
chaveamento, por exemplo). Como muitos elementos da matriz [Y (n)] sdo nulos, utiliza-se

técnicas de armazenamento compacto e um esquema de eliminagiio otimamente ordenada
para aproveitar a caracteristica esparsa da matriz [Zollenkopf, 1971].

5.7. ALGORITMO DO PROGRAMA IMPLEMENTADO

A seguir sdo apresentados as principais etapas do programa computacional
implementado:

1) Leitura de Dados;

2) Calculo do numero de pontos (nptos) a serem calculados no tempo;

3) Preparagéio dos valores iniciais das fontes de corrente ficticias nos indutores e
capacitores;

4) Preparagéo dos valores iniciais dos Apontadores utilizados no Armazenamento
Compacto da Matriz Conduténcia Nodal;

5) Armazenamento Compacto da Estrutura da Matriz Condutdncia Nodal;

6) Preenchimento dos vetores de armazenamento compacto com os elementos
ndo nulos da matriz condutincia nodal;

7) Preparagdo dos valores iniciais dos apontadores dos vetores de historia;
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8) Preparagd@o dos valores iniciais de todas as varidveis com o valor zero:

9) Simulagio Ordenada da Matriz Condutincia Nodal:

10) Redugdo da matriz Condutancia Nodal a fatores de multiplicagdo;

11) Definigdo dos parimetros do grafico em tempo real;

12) Desenho da Moldura do Gréfico,

13) Atualizagdo das varidveis R,(n) e R, (n) de cada modo de propagagio;
14) Atualizag@o do Vetor Independente;

15) Solugdo do Sistema de Equagdes;

16) Atualizagdo das varidveis D,(n) e D, (n); atualizacdo das Correntes nos
Indutores e Capacitores;

18) Atualizagdo das Correntes e TensOes nas extremidades de cada linha;
19) Atualizagdo dos Apontadores dos Vetores de Historia;

20) Saida grafica das tensdes calculadas em nds previamente determinados;
21) Repetir os itens 13 ao 20 "nptos" vezes;

22) Saida Grafica dos Resultados em Tela ¢ arquivo.

O programa implementado para o calculo de transitrios eletromagnéticos
mostrou ser muito mais rapido que o programa de transitérios pelo método da transformada
de Fourier.

O programa foi implementado em Turbo Pascal v.7.0. No capitulo 9
descrevemos algumas aplicagdes deste programa na solugdo de transitérios eletromagnéticos
em sistemas de telecomunicagdes [Costa Jr. at al., 1994a] e de poténcia [Costa Jr. at
al, 1994b e 1994c], sendo que sistemas de telecomunicagBes exigem freqiiéncias de
amostragem mais altas (na ordem de 10 MHz) devido ao fato de ser, o comprimento médio
das linhas telefénicas, muito pequeno (apenas algumas dezenas de quilometros).
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6. SINTESE NUMERICA DE 7.(w) E F,(w)

Este capitulo discute as formas de estimativas conhecidas para determinar

fungdes que se ajustem & respostas em freqiiéncia da fungdo Impedancia Caracteristica

Z.(w) e da parcela ndo linear da fungfio Resposta ao Impulso Direto F (w)

6.1. CONSIDERACOES GERAIS

Uma fungéo racional no plano complexo tem a seguinte forma geral:

F(s)=2) 6.1)

Q(s)
onde P(s) e O(s) sdo polindmios na variavel complexa s = 6+ j . Se F(s) corresponde
a resposta de um sistema fisico, por exemplo, uma admitdncia ou uma fung¢do de
transferéncia, algumas restrigSes sdo impostas nos graus de P(s) e ((s) e nas locagdes das
raizes (zeros e polos) destes polinémios.

O problema de aproximar uma dada fungdo da frequéncia pela forma racional
genérica (6.1) € encontrar os polindmios P(s) e (Q(s). Este problema ndo ¢ direto pois,
mesmo com as restrigdes impostas pelo sistema fisico, ainda resta um infinito namero de
possiveis solugdes para P(s) e ((s). Conseqiientemente, como em outros problemas de
aproximag#o, a questdo consiste em determinar um método de solugéio que possa fornecer
resultados suficientemente precisos, por meio de uma formulagdo implementada de um
modo pratico ¢ através de recursos razoéveis (e.g. custos, mio-de-obra e infra-estrutura).

Diferentes técnicas sdo mencionadas na literatura classica na sintese de redes
para solugdo do problema da aproximagéo racional, Exemplos destes métodos tradicionais
sdo aproximagBes baseadas nos conceitos de Butterworth, Chebyshev, Fourier, Taylor,
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Pad¢.. Estes métodos foram desenvolvidos quando s6 eram disponiveis recursos
computacionais limitados (anterior aos computadores digitais) e eram principalmente
aplicados ao problema particular da resposta de filtros ideais. A fungdio F(s) em (6.1) era
restrita, por exemplo, a P(s)=1 e O(s) um polindmio de baixa ordem. Do mais recente
desenvolvimento (com a evolug#o de computadores digitais) tem-se técnicas de otimizagdo
bastante genéricas, tais como o método do gradiente conjugado, e o0 método de Fletcher ¢
Powell. Estas técnicas estdo baseadas na otimizagdo de parametros pré definidos da fungio
F(s). Devido & capacidade dos computadores digitais, bastante liberdade e generalidade é
permitida para a forma de F(s). Entretanto, isto tem criado um novo problema: muitos
graus de liberdade provocam desordem, e estes métodos freqiientemente apresentam
problemas de convergéncia. O usudrio na verdade tem de suprir, de alguma maneira, uma
forma inicial que seja proxima o suficiente da solugdo tal que o processo de otimizagdo
convirja & uma solugdo final methorada. Em muitos problemas de aproximag#io, esta tarefa
ndo ¢ facil e requer experiéncia e familiaridade tanto com a forma da fungdo que esta sendo
aproximada quanto das caracteristicas internas dos algoritmos numéricos que estdo sendo
empregados. No modelagem da dependéncia das linhas de transmissdo com a freqiiéncia, a
forma das fungdes a serem aproximadas depende das caracteristicas fisicas da linha, do seu
comprimento, e do modo de propagagdo em particular. Uma forma pré-selecionada da
fun¢do a aproximar, ou uma desenvolvida para um caso particular, ndo representard
genericamente a melhor forma para outros casos, e a menos que ajustes sejam feitos pelo
usuanio, algoritmos de otimizagio podem conduzir & resultados bastante pobres ou,
simplesmente, ndo convergirem.

Antes de apresentar a técnica empregada neste trabalho para aproximacdo de
Z.(w) e F,(w), referéncias serdo feitas & técnicas de aproximagdo empregadas por outros

autores em conexdo com formulagdes dependentes da freqiiéncia.

6.2. TECNICA DE APROXIMA CAO RACIONAL

O método implementado neste trabalho para a sintese da impedancia
caracteristica equivalente e a fungdo resposta ao impulso direto ¢ bastante flexivel e direto.
Além de ndo ser limitado & aproximagdes de baixa ordem, como nos métodos classicos,
também ndo requer que o usuario fornega fungGes e pardmetros adequados, como nas
modernas técnicas de otimizagio. A ordem e os pardmetros da aproximagdo sdo
automaticamente determinados pela rotina enquanto que a fungdo aproximada adapta-se
liviemente & forma da fungdo aproximada. Uma vez que a forma da aproximagdo ndo ¢
determinada de antemdo, problemas de instabilidade e precisdo devido & escolhas erradas
s&o evitados. Além disso, ampla faixa de freqiiéncias pode ser considerada.
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A técnica esté baseada em uma adaptagdo do conceito de aproximagdo assintética

do modulo da fungdo complexa, introduzida por Bode em 1945. Os principios basicos da
implementagdo deste método de sintese de Z () e a aproximagdo racional de F,(w) so

discutidos a seguir.

6.2.1. APROXIMACAQ DA FUNCAO MODULO

O algoritmo de Bode para aproximar o médulo de uma fungdo racional ¢
ilustrado nas figuras 6.1 & 6.3 para a impedéncia caracteristica. O modulo (em decibéis) é
plotado como uma fungéo do logaritmo da freqiiéncia. O principio bésico do algoritmo
consiste em tragar a curva aproximada através de segmentos de reta. Estes segmentos podem
ser horizontais ou terem uma inclinagio que seja multiplo de 20 dB/década. Os pontos de
mudanga de inclinag@o (quinas ou pontos de quebra) definem os pélos e zeros da fungio

ractonal aproximada.

-10

dB

-15 7

-20

{a) Assintotas e curva original.
F (@) —
‘assintotas’ " ]

4 ]
10 10 10
rad/s

IF( ) (b) Curva original e curva estimada.

09T
087
0.7}
06T
057
047
0371
027

017

'oniginal’
'estimada’ ~

10° 10° 10

rad/s
Fig. 6.1 - Aproximagfio Assintotica de [Fn(a))l.
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%

{(a) Erro % entre a curva original e a curva estimada.

O me B W I LACK ~ 00

rad/s

(b) Comparagdo entre os dngulos das curvas original e estimada.

‘original' R -
'estimada’ """ ~

-
rad/s
Fig. 6.2 - Aproximagdo Assintdtica de F, (w).

10 10 100
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555 (a) Assintotas e curva original

s \ Z§ ) — .

'assintotas’

dB 54 0 e
53 ¢ \E ]
52.5 -
103 104 ]05
rad/s
600 |Zé )| (b} Curva original e curva estimada
380 [T ‘original' 7 1

560 | 'estimado’ ~
540 T
Q5207
500 ¢
480 |
460 |

440

3 4

10 10 100

rad/s
Fig. 6.3 - Aproximagdo Assintdtica de |Zc(w)|.
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(a) Erro % entre a curva original e a curva estimada.

4
3
2
1
% !
0
5
10° 10* 10
rad/s
0.03 (b} Comparac8o entre os angulos das curvas original e estimada.
-0.04 |- . 1
005t o S 1
5 . N
-0.06 | AN o - '
rad | AN i . 4
-0.07 AN e 'fase original' R
-0.08 | \\\,, 7 'fase estimada’ - S A
-0.09 *
' 5
10° 10° 10
rad/s

Fig. 6.4 - Aproximagdo Assintotica de Z_(w).

A forma desejada de Z_(w) é dada na equagdo (6.2):

(s+z)(s+2)..(s+z2,)
(s+p)(s+py)..(s+p,,)

Z,(8)=H (6.2)

Tomando o logaritmo do moédulo desta fungdo e multiplicando por 20 (para
seguir a convengdo do modulo como ganho ou atenuagdo em decibéis), obtém-se:

20log

Z,(s)= 20log(H)+20logls + z +..420log)s + z,,|
(6.3)
—20log|s + pl[+...+2010g’s+ p,,p|

Para 5= jw, cada um dos termos desta expressio tem um comportamento
assintotico 4 uma reta com respeito a @. Considerando, por exemplo, o termo

20log|s + z,]
segue que,

Limite para @ << z, — 20 log(z,), isto é, uma constante. Por outro lado,
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Limite para w>> z, ~ 20 log(w), o que, como uma fungdo de log(®), é uma
linha reta tendo um incremento de 20 decibéis a cada (@, / @,) = 10, isto é, uma inclinagdo
de 20 dB/década. O comportamento assintdtico combinado de todos elementos na equagdo

(6.3) pode ser visualizado como segue. Imagine a equago (6.3) sendo construida passo &
passo, cada vez que um zero ¢ adicionado (em @ = z,), a inclinagdo da curva assintotica é

aumentada de 20 dB. Cada vez que um polo ¢ adicionado (em @ = p,), a inclinagdo ¢
diminuida de 20dB. A descrigdo acima ¢ uma sintese breve dos fundamentos bem
conhecidos da aproximag#o assintética de Bode. Na Fig. 6.3 deve-se notar que os segmentos
de reta néo representam a forma real da fungo de aproximagdo (equagdio (6.2)) mas apenas
a linha assintotica desta curva. A verdadeira fungdo de aproximagdo € uma curva suave, sem
quinas, e bastante proxima da fungdo aproximada.

Uma vez que toda a curva ¢ tragada durante o processo de aproximagdo, de
@ —> 0 (a condiglo CC pode ser facilmente casada exatamente) até a maior freqiiéncia na
qual a fungdo aproximada torna-se praticamente constante, ndo ha regides de lacunas, e uma
aproximag#o precisa € obtida em toda a faixa de fregiiéncias.

O mesmo procedimento bésico descrito para sintese de Z_(w) ¢ aplicado na
estimativa de F (w).

6.2.2. CONSIDERACOES ADICIONAIS

Uma vez que as curvas a serem aproximadas (IZc(w)i e F,,(cu)]), e.g. figuras 6.1

e 6.3 sdo suaves, somente polos e zeros reais sdo esperados nas correspondentes fungdes de
aproximagdo. Pélos ou zeros complexos podem produzir oscilagdes locais.

A Fig. 6.5 mostra o algoritmo implementado, o qual consiste no método das
assintotas de Bode modificado:
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INICIO )

Fig. 6.5 - Diagrama de blocos do algoritmo implementado para célculo dos polos e zeros de
respostas em freqiiéncia através do método das assintotas modificado.
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Descrigdo dos blocos da Fig. 6.5:

Bloco n® 1: Leitura de dados:

w vetor da freqiiéncia angular em rad’s
x vetor da resposta em freqiiéncia,;
n numero de elementosem wWe x

Bloco n° 2: Preparagdo dos valores iniciais das variaveis:

X, (1)=0
xconsl - de(l)
i=1 >

k=1
caso=10(

numero de zeros da fungfo estimada;
nimero de pélos da fungdo estimada;

cdlculo resposta em freqiiéncia em dB;

vetor que armazena as assintotas;

varidveis de calculo e controle auxiliares;

Bloco n” 3: Calculo da assintota e diferenga entre a assintota e curva original;

xass(’l) =Xconst ~ 20 caso- ]()gm(

w(i) ponto sobre a assintota,
w(imp)

err=x,. (i)~ x5 (i) desvio entre a assintota e a curva original;

Bloco n’ 4: Rotina para incrementar um zero:

n,=n,+1
i=j-1
xconsr = xa.s.!(i)

Z(n,)=-a(i)

incremento do nimero de zeros
decremento do apontador principal
ponto de mudanga de inclinagdo da curva de assintotas;

armazenamento do zero;
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k=k+1 varidvel que auxilia o controle do niimero méximo de pélos e zeros;

caso = caso — 1 varidvel que indica a existéncia de zeros consecutivos, alterando a
inclinagdo da assintota calculada

Bloco n® 5: Rotina para incrementar um polo:

n,=n,+ 1 incremento do nimero de pélos
j=i—1 decremento do apontador principal
Xeonst = Xggs(F) ponto de mudanga de inclinagdio da curva de assintotas;

P(n,)=-0(i)  armazenamento do pélo;
k=k+1 variadvel que auxilia o controle do niimero méaximo de pélos e zeros;

caso = caso + 1 variavel que indica a existéncia de pdlos consecutivos, alterando a
inclinagéo da assintota calculada

Bloco n” 6: Ajuste dos polos e zeros calculados para minimizar o erro:
Z(iy=g- - Z() comi=2,.,(n, ~1)
P(iy=g-P(i) comi=2,.(n,-1)

Para o exemplo de linha trifasica ilustrado neste trabalho utilizou-se os seguintes
desvios para todos os modos:

g=1236 se a fun¢do sendo estimada for a resposta ao impulso direto (|f':,( a))])

g=100 se a fungfo sendo estimada for a impedéncia caracteristica (]Zc(w)f)

Bloco n° 7: Ajuste do ganho da fungdo estimada:

!x(l)l coms=j 1)
(s+2))(s+2,)..(s+2z,)
(s+p)(s+ py)..(S+ Py,)

H=

Bloco n® 8: Armazenamento em arquivos dos pélos, zeros e ganho calculados

No exemplo de linha trifésica ilustrado neste trabalho utilizou-se os seguintes
desvios para todos os modos:
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6=0,7 dB se a fungfio sendo estimada for a resposta ao impulso direto (ll:,( cu){)
6=0,6dB se a fungdo sendo estimada for a impedéncia caracteristica (IZC( m)l)

O método para obtengdo do ganho, pélos e zeros de fungdes de respostas em
freqiiéncia implementado, denominado método de Bode modificado, ¢ inerentemente livre
de instabilidades numéricas, ndo exigindo "chutes" iniciais, e extremamente rapido. No
entanto ¢ preciso aperfeigoar este método, pois o ajuste dos pélos e zeros efetuado no bloco
n® 6 do algoritmo (Fig. 6.5) ¢ feito através do parametro g, o qual foi determinado através da

utilizagdo repetida do programa. Além disso, o pardmetro & modifica o namero de zeros e
polos que sdo calculados, isto ¢, quanto menor o valor de 6, maior serd o ntimero de polos ¢
zeros calculados. Portanto & deve ser escolhido tal que sejam estimados apenas polos e
zeros que ndo sejam numericamente muito proximos um do outro. Pélos e Zeros com
valores muito proximos entre si provocam instabilidades numéricas devido a erros
numéricos de arredondamento e truncamento. Deve-se, entdo, procurar uma alternativa para
tornar automatica a determinagio dos pardmetros g e O para qualquer tipo de linha de
transmissdo.
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7. SINTESE NUMERICA DE F,(z) E z,(2)

Apos a obtengdo das fungdes F, (@) e Z,(w) no dominio da freqiiéncia (cap. 6),

resta mapear os zeros e polos no plano Z. Os coeficientes das equagdes (6.4) e (6.5) podem
ser determinados através dos procedimentos explanados no apéndice E,

A seguir apresentamos de forma resumida os principais resultados numéricos
obtidos. A Tab. 7.1 resume as formas de mapeamento utilizadas.

Tab. 7.1 - Mapeamento no plano Z.

Invaridncia Impulsiva -t
: .. ]
Diferenga Finita R —
-5 At
At
T+
Transformagdo Bilinear PE—
At
-5 —
2

As Tab. 7.2 a4 7.7 apresentam valores numéricos dos ganhos, polos e zeros das
fungdes I, (w) e Z, (@) para o modo terra no plano § para a linha de poténcia especificada
no capitulo 1.
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Tab. 7.2 - F, (@), modo terra ou modo 0.

£, (@)
Ganho 8.63823710651327E+0008
Zero polo
}° -2.48112610000000E+3 -2.11064270000000E+3
2° -9.99446714400000E+3 -8.11817932000000E+3
3° -1.46968440000000E+4 -1.48022658400000E+4
4° -1.89492480000000E+4
3° -6.59778250000000E+4
Tab. 7.3 - Z.(w), modo terra ou modo 0.
Z.(@)
Ganho 4.652382668 1490SE+0002
ZET0 podlo
1° -7.46293570000000E+2 -6.64878780000000E+2
2° -1.93921260000000E+4 -1.72765970000000E+4
Tab. 7.4- F, (w), modo 1.
(o)
Ganho 7.20505066803777E-0001
Zero polo
1° -9.33038720000000E+4 -6.75198450000000E+4
Tab. 7.5- Z,(w), modo 1.
Z ()
Ganho 2.99280369476652E+0002

ZETO

pblo

IO

-6.44710210000000E+4

-6.59778250000000E+4
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Tab. 7.6 - F,(w), modo 2.
F(w)

Ganho 9.95258990000000E-0001
Tab. 7.7 - Z_(w), modo 2.
Z(w)
Ganho 2.40441170000000E+0002

A Tab. 7.8 contém os valores dos coeficientes no plano Z da fungdo F.(z2),

modo 0, obtidos através dos trés procedimentos resumidos na Tab. 7.1. Neste caso o periodo
de amostragem vale At =25 pseg.

Tab. 7.8 - Ganho, zeros e pélos para 0 modo 0 da fungio F,(z) para A1 =25 Liseg.

Invaridncia Diferengas Finitas Transformagéio

Impulsiva Bilinear
Ganho 0.21 6%%926 M&SO% 0.245136476
1° zero 0.939856427 0.941594625 0.939837725
2° zero 0.778908515 0.800088535 0.777887075
3;%5{0 2,.;“9,,925 17964 0.731303620 0.6896022%
1° polo 0.948601895 0.949878640 0.948590277
2° polo 0.816315397 0.831286648 0.815743371
3° pélo 0.690695204 0.729896828 0.687723374
4° polo 0.622674605 0.678549793 0.616990561
5° polo 0.192156406 0.377437450 0.096056884

Muito embora apresentem os ganhos, polos e zeros bastante diferentes entre si

(Tab. 7.8), as diferengas entre os resultados apresentados pelas simulagdes ndo sdo tdo
grandes, como € verificado nas figuras 7.1 & 7.4. Estas figuras apresentam o resultados de
simulagGes na fase "a" do sistema elétrico de poténcia, cujos dados estdo descritos nos
capitulos 2 e 9 deste trabalho.
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8OO
600 |
400 |
200 |
kV 0
-200
-400 |
-600 |
-800

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
. ms
"Invaridncia Impulsiva' —— 'Diferenca Finita' - -~ ‘Transf. Bi-linear

Fig. 7.1 - Resultados de simulagdo para At =100 U seg

800
600 T
400
200 [
kV 0
-200 ¢
-400
-600 |
-800 . . . . .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ms
'Invariéncia Impulsiva' —  'Diferenca Finita' -~ - 'Transf Bi-linear

Fig. 7.2 - Resultados de simulagdo para A7 =50 U seg

800
600
400 T
200 T
kV 0
=200 ¢
-400 1
-600 |
-800

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ms
'Invariéncia Impulsiva’ —  'Diferenga Finita' -~ ‘Transf. Bi-linear'

Fig. 7.3 - Resultados de simulagdo para At =25 i seg
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800
600
400
200 1
kVv 0
=200 |
-400 |
-600 [
-800

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
. . . ms
‘Invaridncia Impulsiva’ —  'Diferenga Finita' -~ - ‘Transf. Bi-linear'

Fig. 7.4 - Resultados de simulagdo para Al =10 it seg

Note que a medida que reduzimos o passo de simulagdo, diminuimos também as
diferengas entre as simulagdes feitas com as diversas formulas de mapeamento.

A partir dos coeficientes das fungdes £, (w) e Z_ (@) no dominio da
freqiiéncia, as fungdes F,(z) e Z_(z) podem ser sintetizadas de varios modos, como
explicado no apéndice E. Porém, apos observarmos a influéncia de cada uma destas
maneiras de mapeamento, chega-se a conclusdo que no dominio do tempo, poucas
serdo as diferengas entre as simulagdes obtidas seja com mapeamento através de
diferencas finitas, seja com transformacdo bilinear ou mesmo com invaridncia
impulsiva.
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8. ESCOLHA DO PASSO DE SIMULAGAO as

Valores numéricos do passo de simulagdo no dominio do tempo, A7 devem ser
submiltiplos inteiros dos tempos de trdnsito, 7,, de cada modo de propagagdo, isto é,:

m.-At=T i=0,1e2 (modosde propagacao (8.1)

onde m, é um niimero inteiro ¢ positivo.

No caso particular quando os pardmetros da linha sdo balanceados entre as fases,
os dots tempos de transitos aéreos (7} e 73_,) sdo iguais entre si e quase independentes da
freqiiéncia acima de 10 rad/s. Por outro lado, o tempo de transito do modo terra varia com a
freqiiéncia (Fig. 8.1) em toda faixa de freqiiéncias de interesse. Neste trabalho utilizamos 0
valor para o qual o tempo de trinsito tende em altas freqiiéncias para ser utilizado na
equagdo (8.1).

H seg

700
680 | ‘modo 0 ™
660 T 'modo 1' 7 1
640 | ‘modo 2'

620 [ 7
600 | A
580 T .
560 1 i
540 T I TRLTTL T M T T TS TR T e e T T M e T T T e e e T e e

520

5
10 10 10
rad/s

Fig. 8.1 - Tempo de Transito.

Mais genericamente, quando os pardmetros da linha ndo sdo balanceados entre as
fases, isto ¢, ndo havendo transposicdo, os tempos de transito aéreos serdo diferentes entre
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si. Da Tab. 3.1, 7, =575,36 us, 7, =536,52 us e T, = 534,18 us. Assim, para satisfazer
completamente a equagio (8.1) deve-se procurar um passo de simulagdo (Af) muito
pequeno, que seja submultiplo inteiro de 7,7, e 7,. Em termos de tempo de computago
necessario para analise, hd sempre considerdveis incentivos ao uso de passos de simulagdo
grandes que sejam consistentes com a precis#o da solugdo requerida. Fregiientemente na
pratica, portanto, a relagdo de submultiplo inteiro entre passo de simulagdo e tempo de
transito ndo € precisamente atingida.

A seguir s8o apresentadas varias simula¢des utilizando-se passos de simulagio de
50 i seg & 10 ji seg (Figuras 8.2 & . 8.4). Cada grafico apresenta a simulagdo realizada com
interpolagfio e sem interpolagdo. Além disso, é importante lembrar que a transformagdo do
dominio da freqiincia para o plano Z ¢ feita através do método da transformacdo bilinear
nestas simulagdes.

800
600 |
400 1
200 T
kV 0
-200
-400 |
-600 |
-800

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
com interpolagio — sem interpolagio - - -

Fig. 8.2 - Tensdo fase-neutro no terminal receptor da fase a. A7 =50 pseg

800
600 |
400
200
kv 0
-200 T
-400 |
-600 [
-800

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

com interpolagio —— sem interpolagdio - -

Fig. 8.3 - Tens#o fase-neutro no terminal receptor da fase 8. At =25 u seg
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800
600 [
400 |
200 7
kVv. 0
=200 |
-400 1
-600 T
-800

6 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

ms

com interpolagio —— sem interpolagdo -~ -

Fig. 8.4 - Tens#o fase-neutro no terminal receptor da fase a. Af =10 pseg

Observa-se das figuras 8.2 4 8.4 que a diferenga entre as simulacdes com e sem
interpolagdo diminui a medida que o passo de simulagdo também diminui. Além disso,
quando Af =100y seg, a funglo de correglio da interpolagdo se torna mais acentuado pois

nota-se, neste caso, uma forte atenuagdo do sinal no decorrer da simulagdo quando néo se
procede a interpolagéo.

A questdo que permanece é: quanto o valor de A7 pode ser aumentado a fim de
reduzir o tempo de computagio da simulagdo?. Por outro lado, a medida em que At é
aumentado, amplia-se também os desvios das relagdes de submultiplos inteiros entre Af,
Iy, T, e T,. Tais desvios introduzem, por sua vez, erros significativos na solugdo. Uma

andlise desta fonte de erros ¢ requerida e, se possivel, algum tipo de compensagdo
automatica deve ser providenciada. A seguir descreve-se a regra de interpolagdo utilizada
capaz de controlar esta fonte de erros quando o passo de simulagdo, A¢, ndo ¢ precisamente

um submultiplo inteiro de cada tempo de transito modal.

8.1. INTERPOLACAO

Considerando o caso onde a equagdo (8.1) ndo ¢ satisfeita, tem-se:

(m, +€e)Ar=T, =01, (8.2)

com

O<eg <1, i=0,12 (8.3)

Valores numéricos de m, , €, e At utilizados sdo encontrados na Tab. 8.1.
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Tab. 8.1 - Valores numéricos das varidveis que aparecem na equacdo (8.2)
At 10useg | 25Uuseg 50 it seg 100 i seg
m, 57 23 11 5
€ 0,53616 0,014464 0,507232 0,753616
m “ 53 21 10 5
€, 0,652443 0,4609772 0,7304886 0,3652443
m, 53 21 10 5
€, H 0,417724 0,3670896 0,6835448 0,3417724

Anteriormente, a resposta ao impulso direto no dominio da freqiiéncia foi

formada de:
Ft(m)=e‘f”’"’A’ F(w)

onde:
F (Cﬂ) - e—Iﬂ’(m}ﬂ‘ﬁ(m)l ¢
n

Substituindo m por (m + €) na equagdo (8.4), segue:
F‘e(w) :e-—jm—m—A! ‘e»jsmAI F;‘(G})

ou

F(w) = F(0) F(0)

onde;

[:E((D):emje'wﬂ’

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

e F,(w) sendo a expressdo original da resposta ao impulso direto dada na equagdo (8.4). No

plano Z:
F(z)=z2"¢

A matriz € na equagio (8.9) € dada por;

(8.9)
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(8.10)

Faremos agora uma analise para um modo de propagagdo qualquer para obtermos
as caracteristicas diretas e reversas da linha. No plano Z;

R,(z)

I

F(z)- D (z) (8.11)

R.(z2)

il

F(z)-D,(z) (8.12)

Substituindo a equagdo (8.7), transformada no plano Z, nas equagdes acima,
segue:

R.(2) = F(2) F(2)-D(2)

(8.13)
R,(2) = F(z) F,(z)-D,(2) (8.14)
Em seguida aproximamos F,(z) na forma polinomial de segundo grau:
zE=A(e)+ Ay(e)- 7 + A, (g) 27 (8.15)
Determinando a forma fatorada da expressdo acima segue:
F(5)=zF%=E, (1-E,-27")-(1-E, -z7") (8.16)
Substituindo a aproximagdo acima nas equagdes caracteristicas (8.13) e (8. 14}, segue:
R.(2) =E, (1-E, ") (1= £ -2} F(2)- D(2) (8.17)
R,(2) = Ey-(1-E, 27) - (1~ E, z) - F(2)- D(2) (8.18)
Uma vez que a forma utilizada para a fungdo resposta ao impulso direto ¢ dada
por;
AJ’
[Ta-q,2"
Fi(2)=aq, & rm (8.19)

[Ma-5-2"

i=}
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A inclusdo dos termos de interpolagdo pode ser interpretada como uma insergdo de zeros
adicionais na expressdo de F,(z). Assim a expressdo de F,(z) considerando o polindmio

interpolador fica sendo a seguinte:

termos  interpoladores
, N ~ N
Ey-(1-E; -z (1-Ey -2y [{a-q, 27
F(2)=a,- L] z (8.20)

ﬁ(x -b-z7")
=1

Para completar o esquema de interpolagdo, ¢ necessario estabelecer um

procedimento de calculo dos coeficientes do polindmio de z "% Neste caso, foi utilizado
coeficientes de Lagrange [Shafer, 1973], tal que, se ¢ é o nimero de termos presentes no
polinémio:

para g par:

(_l)k+qf2 g
Ac(€) = 'ﬁ(“—“') (8.21)
k [Qgﬁsz-@—k)e-(emk) i\ 2
-2 g
com k«-[ 5 :', >
ou, para ¢ impar:
A (6)= (=1yk+@D2 ‘ﬁ(e‘* (g-1 _’.) 8.22)
% (Q;m!.2_+k)!_((ﬂmg_ﬂ__k);.(gn_k) i= 2 :

2 2

Para o caso particular do polindmio de segunda ordem, os coeficientes de
Lagrange sdo calculados pelas seguintes expressdes:

com k =_[M},”,(‘J“‘1)

A_l=f'_(ﬁ;9 (8.23)
2
Ag=1-¢? (8.24)
e{e+l
A= e+) (8.25)
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Para exemplificar com valores numéricos, fornecemos, na Tab. 8.2, os coeficientes A4_,,
Ay, Ay, Ey, E | e E, calculados para o modo terra.

Tab. 8.2 - Coeficientes das equagdes (8.15) e (8.16) para 0 modo terra.

| At LIOusegm mgiuseg 50 useg XOOpmfeg ]
A, -0,124346227 -0,007127396 -0,124973849 -0,092839462
Ay 0,712532454 0,999790793 0,742715698 0,432062925
A, " 0,411813773 0,007336604 0,382258151 0,660776538
Eyq -0,124346227 -0,007127396 -0,124973849 -0,092839462
E, " -0,529102987 -0,007337755 -0,476475084 -1,213126431
E, | 6,259332769 | 140,281674038 | 6,419443982 5,866997899

O provimento de um esquema automatico de interpolagio é fundamental para que
ndo haja perda de precisdo nos resultados, principalmente quando baixas fregiiéncias de
amostragem sdo utilizadas. O procedimento explanado neste capitulo constitui uma

implementagdo facilmente adaptada ac algoritmo computacional descrito no capitulo 5, pois
consiste simplesmente no uso de "zeros" adicionais na expressdo de F(z).
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9. APLICACOES

Neste capitulo avaliamos o desempenho do algoritmo implementado através da
simulagdo de exemplos contendo linhas de transmissdo trifasicas e linhas telefonicas. No
caso de linhas de energia, os resultados sdo validados com as simulagdes apresentadas por
Humpage (1982¢). Por outro lado, os resultados com linhas de comunicacdes sdo validados
através de comparagSes com os resultados apresentados por Almeida (1988), cujo trabalho
esta baseado no método de Fourier.

9.1. ENERGIZACAO DE UMA LINHA DE TRANSMISSAO EM ABERTO

Para examinar uma solugdo tipica das equagdes de linha de transmissdo
consideremos as condigdes de contorno para o caso onde o terminal receptor "r” estd em
circuito aberto e a linha ¢ energizada por uma fonte de tensdo no terminal de envio "e”. No
terminal de recepgdio, /,(n) =1i,(n)=i.(n)=0 para todo n, e as tensdes no terminal "'r"
sdo as principais varidveis em termos de sobretensdes de chaveamento. Na extremidade em
que ocorre o chaveamento, propde-se usar uma representagdo de fonte simplificada, isto €,
uma fe.m. em série com uma impedncia Z= R+ j- X [Q/ fase]. As impedéncias de
fase a freqiiéncia de 50 Hz sdo determinadas a partir da poténcia de curto-circuito no ponto

imediatamente anterior aos disjuntores e por uma razio % especificada. Nas simulagdes

desenvolvidas nesta tese, adota-se uma poténcia de curto-circuito de 20.000 MVA e uma
razdo % valendo 100 (Fig. 9.1).
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Va 0.08 0 1=0 linha

+
24,46 mH

Vb . 0.08 1=505-3s

24,46 mH

ve | 0.08 0 r=355¢-35
’] 24,46 mH T an
46 m
terminal "e” terminal "r”

Fig. 9.1 - Energizagic de Linha de Transmissdo em aberto.

A fonte de tensdo trifisica é de 400 kV (valor de eficaz, fase-fase), SOHz e
sequéncia de fase positiva. A tensfio fase-neutro na fase "a” equivalente para simulagdo ¢
dada por:

va(t)=%%9- 2 -cos(2-m-50-1) kV 9.1

A Fig. 9.2 mostra o circuito equivalente, para analise de transitérios, usado na
implementagdo computacional. Nesta figura, observa-se os modelos da indutancia
concentrada do gerador ¢ da linha trifasica com as transformagdes modais necessarias.

As figuras 9.3 & 9.5 apresentam os resultados obtidos com um passo de simulagdo
de 25 Ws, junto com os resultados apresentados por Humpage (1982¢).

I, (n-1)
S
0.08 02 =0
+
‘I[ 9 T Y1 V3 ‘T ;) ™43
a
4 5.05
0.08 2 (=2.05ms | onsf = = Transf
o~ . | : ransf,
| P TNV VT T Mo Modal | 14
I(n-1) ®
&
0,08 N t=55ms —
| Y | .
||1 O —
Ve

o 10 Y1 12 E!Cj 15

——
—

Fig. 9.2 - Circuito Equivalente do Sistema da figura Fig. 9.1
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Van {a) Obtido por Costa Jr.
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Fig. 9.3 - Resultados obtidos para a fase "a"
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Fig. 9.4 - Resultados obtidos para a fase "b".
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Fig. 9.5 - Resultados obtidos para a fase "¢".

Observa-se, nas figuras 9.3, 9.4 € 9.5, que existem algumas diferengas entre os
resultados apresentados por Humpage daqueles obtidos neste trabalho. Tais diferengas,
embora pequenas, ocorrem devido & falta de um detalhamento maior dos parimetros
utilizados por Humpage. Humpage omite, por exemplo, o passo de simulagdo utilizado, a

relagdo % do modelo do gerador, além de detalhes dos parimetros elétricos da linha,

como a permeabilidade magnética dos cabos para-raios.
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9.2. LINHA DE TELECOMUNICACOES

Os dados de cada cabo (Tab. 3.1) sdo fornecidos & um programa que calcula a

resposta em freqiiéncia das fungdes Resposta ao Impulso Direto e Impedancia Caracteristica.
Este mesmo programa determina os ganhos, zeros e pélos das funcdes F,(5) e Z.(s),

gerando um arquivo contendo todos os dados necessarios para simulagdo com o programa
principal.

Tab. 9.1 - Arquivo de dados: DADOSSLA.DAT para o cabo 19 AWG

1 Comprimento da Linha
10e6 Freqiiéncia de Amostragem
53 Resisténcia por unidade de Comprimento
0,62¢e-3 Induténcia por unidade de Comprimento
0,00137e-3 Conduténcia por unidade de Comprimento
52e-9 Capacitancia por unidade de Comprimento
97 Médulo da Impedancia em altissimas fregiiéncias
0,12318 o,
0,27154e-3 «,
0,17444e-6 o,
10e3 fR-Limite Superior do modelo de Baixa freq.
50e3 fa-Limite Inferior do modelo de Alta Freq.
512 n - Numero de Pontos a serem gerados

A Tab. 9.6 contém os dados necessarios para ser processado pelo programa que
determina as fungdes F, () e Z_(s) para a faixa de freqiiéncias desejada:
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0 5 10 15 20 25
Micro SEGUNDOS
Fig. 9.6 - Pulso Recebido através de Cabos 19, 22, 24 e 26 AWG

A Fig. 9.6 mostra o pulso recebido em uma linha homogénea para os cabos 19,
22, 24 e 26 AWG, 1 km, casada, para um pulso transmitido retangular de 10 V de pico e
5 ms de duragdo (Fig. 9.7). Observe que a atenuagdo da linha 26 AWG ¢ a maior, bem como
o espalhamento do pulso. O casamento da linha ¢ feito através de resisténcias cujos valores
estdo da Tab. 9.2.

N6 1 1 km N6 2
et s 3]
cabo 22 AWG
10 v@ ~
S Hs }E‘argz 97.1 Q

LRy
S

Fig. 9.7 - Configuragdo do sistema simulado para o cabo de 22 AWG.

Tab. 9.2 - Pardmetros da resisténcia de carga para casamento de impedéancias dos cabos:

Cabo 19 AWG | 22 AWG | 24 AWG | 26 AWG
R yga 99,3 97.1 107.6 101,7

A Fig. 98 mostra, para uma linha casada, os pulsos recebidos para um
comprimento de 1, 2 e 3 km, respectivamente. O pulso transmitido é de 10V de pico e

Spseg de duragdo. Observe a maior atenuagdo e espalhamento & medida que o
comprimento aumenta.
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Fig. 9.8 - Pulso ao Longo da Transmissio

A Fig. 9.9 mostra um exemplo de linha de assinante. A Fig. 9.10 mostra o pulso
recebido em 4 na Fig. 9.9. Note na Fig. 9.10 a presenga de dois pulsos recebidos sendo que
0 segundo frata-se da reflexdo ocorrida na derivagdo em aberto.

N6 3
I km
N6 1 1 km 1 km
) 3] No 4
Né 2 107

IIAY Q
5 cabos de 22 AWG
s 2100 101 nF

s
A

Fig. 9.9 - Linha de Assinante contendo Derivagdo

Neste caso, para efeito de comparagdo, utilizou-se uma "rede de equilibrio" para
simular uma impedéncia de carga que tivesse uma resposta em fregiiéncia proxima da
resposta em freqiiéncia da impedéncia caracteristica. Tal impedancia é constituida de uma
resisténcia em séric com uma associagio em paralelo de capacitor e resistor, conforme
ilustra a Fig. 9.9.
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UOLTS Tensao nodal 4
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Fig. 9.10 - Pulso Recebido na Linha de Assinante da Fig. 9.9

[Volts]
3.5

2.5 /‘\
) I

0.8 18.8 2¢.0 36.0 50.8
[usec]

L4
L

Fig. 9.11 - Transitorio calculado com método de Fourier [Almeida, 1988].

Os dados do sistema que se deseja simular sdo processados pelo programa
principal através da leitura de um arquivo de dados, como, por exemplo, ilustra a tab. 9.3 ¢
explica a Tab. 9.4:
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Tab. 9.3 - Arquivo de dados do programa principal: DATAHUMP.DAT

Linha.dat
40e-6 0.5¢-6
1234

010

1101 10el25e-6000

R10le-12
H10204.5¢6
I9AWG2M.DAT
H20304.5e6
1I9AWG2M.DAT
R30107.5
H20404.5e-6
ISAWG2ZM DAT
X

Linha de 2 Km com Derivacao de 1 Km - 19 AWG
{ t_simulacao delta t }
{ quatro nos de observacao }

{y miny max }

Tab. 9.4 - Descrigdio do conteido do arquivo de dados DATAHUMP.DAT:

1* Linha:
2° Linha:
3 Linha:
4® Linha:

5* Linha:
6* Linha:

7% Linha;
8° Linha:

NOME de um arquivo para saida de resultados;
Tempo méximo de simulagéo (7, ) e passo de simulagdo (Af);
NOS de observagdo (1 2 3 3);

I (Fonte de Corrente); NO (+); NO (-); TIPO de fonte {pulso, senoidal,
etc., definido na unidade FUNCOES.PAS); VALOR da fonte de
corrente; parémetros (5e-6 0 0 0);

R (Resisténcia); NO (+); NO (-); VALOR da resisténcia:

H (Linha de Transmiss3o - Modelo sugerido por Humpage); NO (+) do
emissor; NO (-) do emissor; NO (+) do receptor; NO (-) do receptor;
TEMPO de propagagio;

Idem linha n°5;
X (Fim do arquivo de dados).
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As tabelas 9.5 € 9.6 fornecem os zeros, pdlos e ganhos das fungdes F, () e
Z.(®) no plano s, para o cabo 22 AWG. O tempo de propagago considerado para este

cabo foi de 4,5 yseg / km.

1° Zero.
2° Zero.
3¢ Zero.

4° Zero

5° Zero

_Tab 9.3 - Parimetros da fungho F, () do Cabo 22 AWG:

Ganho da fungéo F, (w)

Zeros de F (w)
-7.59547147000702E+0003
-1.16961175886885E+0005
-7.59680780838826E+0005
-2.23806612201083E+0006

-5.97200042246891 E+0006

1° Pélo.
2° Pélo.
3° Pélo.
4° Pélo.
5° Polo.
6° Polo.
7° Polo.
8° Polo.
9° Pélo.
10° Pélo.

12° Pélo.
13° Pélo.

11° Pélo.

Pélos de F,(w)
-5,99170530483980E+0003
-9,22650951674371E+0004
-5,68508555590512E+0005
-1,39272165898635E+0006
-3,07052027260566E+0006
-4,93424321703147E+0006
-9,53550252924797E+0006
-9,79013108876738E+0006
-1,89195821228232E+0007
-2,10228322627281E+0007
-2,80921746414251E+0007
-2,61237442554263E+0007
-2,98030032435191E+0007
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i __ etros da fungdio Z,(w) do Cabo 22 AWG:

__0.70888268710957E+0001

Zeros de Z_(w)

1° Zero. -2.49463385076763E+0001
2° Zero. -6.79068868868591 E+0001
3° Zero. ~-1.66357025293012E+0002
4° Zero. -3.96938797209947E+0002
5° Zero. -9.22488650098458E+0002
6° Zero. -2.14387032847882E+0003
7° Zero. -4.98237022736412E+0003
8° Zero. -1.15790646256755E+0004
9° Zero. -2.69098303592948E+0004
10° Zero. -6.25386413648918E+0004
11° Zero. -1.453402571308 16E+0005

Polos de Z.(w)

1° Polo. -1.91671524896097E+0001
2° Polo. -4.69553327753279E+0001
3° Pélo. -1.09124534692248E+0002
4° Polo. -2.60378312671449E+0002
5° Pélo. -6.05121091360985SE+0002
6° Polo. ~-1.40630581500062E+0003
7° Pélo. -3.26826493662038E+0003
8° Polo. -7.59547147000702E+0003
9° Polo. -1.76519309084372E+0004
10° Pélo. ~4.21186674316089E+0004
11° Pélo. -1.05936804440242E+0005

12° Polo. -1.26144834735942E+0006
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Os valores das tabelas 9.5 ¢ 9.6 s#o determinados através do algortimo de Bode
modificado (Cap. 6) com 6=1,0 ¢ g =1,259 para a fungiio £, () (Fig. 9.12) e §=1,0¢

£ =1,0 no caso da fungdo Z, (@) (Fig. 9.13).
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Fig. 9.12 - Aproximagdo Assintotica da fungdo F (@) para o cabo 22 AWG.
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Fig. 9.13 - Aproximag#o Assintética da fungéio Z (@) para o cabo 22 AWG.
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Através das simulagdes apresentadas neste capitulo, pode-se concluir pela
validade do método e procedimentos implementados.
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10. CONCLUSOES

O presente trabalho constitui o desenvolvimento de programas computacionais
capazes de tratar elementos concentrados ou distribuidos, constantes ou dependentes da
freqiiéncia, lineares ou ndo-lineares. Isto é possivel pois as equagdes de recorréncia
determinadas sfio perfeitamente adaptéveis a algoritmos ja conhecidos de transitorios em
redes elétricas.

A contribuiglo desta pesquisa consiste em uma adaptaco da técnica da
transformada Z encontrada na bibliografia, como explanado no capitulo 5. Tal adaptagdo
mostrou ser numericamente mais estavel, mesmo quando € necessario utilizar altas
freqiiéncias de amostragem (na ordem de MHz).

Particularmente, o tratamento de sistemas trifisicos exige a técnica de
transformagéo modal, a qual é discutida no capitulo 4. Trata-se de um fator complicador no
calculo de transitérios eletromagnéticos, uma vez que as matrizes de transformacéo modal
sdo dependentes da freqiiéncia e néo sdo constituidas de nimeros reais puros.

A primeira dificuldade encontrada no desenvolvimento deste sistema de
simulagdo digital foi a obteng#o das respostas em fregiiéncia das fungdes que caracterizam a
linha (Impedéncia Caracteristica e Resposta ao Impulso Direto). Para tanto, utilizou-se
dados conhecidos de linhas de assinantes [Almeida, 1988] e linhas de poténcia
[Humpage, 1982¢c]. A segunda dificuldade foi sintetizar, em termos de ganho, polos e zeros,
as fungdes de Propagagio da linha e Impedancia Caracteristica no plano complexo. Uma vez
analisadas varias rotinas de otimizagio [Matlab, 1989] para efetuar a sintese destas fungdes,
concluiu-se que, para as linhas de transmissdo em geral, ndo ha necessidade de se langar
mio de modernas técnicas de otimizagdio, as quais, muitas vezes mostram-se instiveis
numencamente,

Em vez de se empregar complexas técnicas de otimizagdo, opta-se pela aplicagdo
de um algoritmo modificado do método das assintotas de Bode (cap. 6). Tal procedimento
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mostrou-se eficaz, simples, rédpido, livre de instabilidades ¢ mais preciso que as técnicas de
otimizagio j& implementadas [Matlab, 1989]. Basicamente, este método fornece os poélos e
zeros das fungdes de interesse no plano complexo a partir das respostas em freqiiéncia
destas fungdes [Marti, 1981].

Uma vez determinados os pélos e zeros das fungdes no dominio da freqiiéncia,
utilizou-se varios procedimentos para mapear estes polos e zeros no plano Z (Apéndice E).
Apos andlise do efeito de cada método no dominio do tempo (cap. 7), conclui-se que 0s
varios modos de mapeamento avaliados ndo afetam significativamente os resultados das
simulagBes, considerando a méxima freqiiéncia de interesse w,,, = 10° rad)s.

Para avaliar o simulador desenvolvido em altas freqiiéncias de amostragem,
trabalha-se com linhas telefonicas, pois estas exigem menores passos de simulagdo, devido
a0 seu menor comprimento médio. Além disso, dispde-se de um “software” desenvolvido
através de um convénio UNICAMP/TELEBRAS, capaz de efetuar célculos de transitorios
eletromagnéticos especifico para linhas telef6nicas.

O programa desenvolvido pelo convénio UNICAMP/TELEBRAS, conhecido
como SLA [Almeida, 1988], é baseado na transformada rapida de Fourier e, portanto, capaz
de manipular os pardmetros distribuidos e dependentes da freqiéncia encontrados no
modelo de linhas de transmissdo.

Comparando os desempenhos dos programas simuladores, pode-se concluir que a
técnica da transformada Z ¢ extremamente mais répida que a técnica de Fourier e, se
implementada adequadamente, € livre dos problemas de instabilidade numérica tio comuns
nas implementagdes da transformada rapida de Fourier,

Além da vantagem de precisdo apresentada pela técnica da transformada Z, deve-
se salientar que esta técnica, ao contrario do que permite a analise de Fourier, ¢ capaz de
lidar com pardmetros ndo-lineares (e.g. para-raios) e variantes com o tempo (e.g.
disjuntores).

Resumindo, para tratarmos a linha de transmissio do ponto de vista de
transitorios eletromagnéticos, s80 necessarios vencer as seguintes etapas:

1°) Implementagdo de um programa de célculo de parimetros de linha de
transmissfio (de poténcia ou dados). Tal programa deve ser capaz de levar em consideragfio a
dependéncia dos pardmetros elétricos com a freqiiéncia, devido principalmente ao efeito
pelicular e o retorno pelo solo. Na bibliografia investigada, nem sempre fica claro quais as
hipéteses de calculo utilizadas no calculo de pardmetros das linhas. Normalmente o
detalhamento da configuragio dos cabos é negligenciado. Sendo assim, os capitulos 2 e 3
visam esclarecer o méximo possivel a obtengdo dos parémetros utilizados.
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2°) Definicdo do modelo de linha a ser utilizado. Basicamente ha duas
alternativas possiveis: utilizar o modelo 4 parimetros concentrados ou o modelo &
parémetros distribuidos. O modelo & pardmetros concentrados consiste em segmentar a linha
em um nimeros de trechos suficientemente grande tal que seja possivel aplicar as leis de
circuito a cada trecho como se fossem constituidos de pardmetros concentrados. Tal modelo
¢ especialmente indicado quando é necessério estudar fendmenos tais como o efeito corona
[Miranda, 1994], o qual é n3o-linear e de caracteristica distribuida.

O modelo & pardmetros distribuidos é caracterizado por manipular apenas as
varidveis de circuito (tensdo e corrente) nas terminagdes da linha. Os parametros da linha
ficam aglutinados em duas fung¢des que caracterizam o comportamento dindmico da linha: a
impedancia caracteristica ¢ a resposta ao impulso direto. Neste caso a dependéncia com a
freqiiéncia ¢ mais facilmente implementada e o esforgo computacional em termos de tempo
e memoria ¢ bem menor, quando comparado ao modelo a parmetros concentrados.

3°) Escolha da implementag#o numérica mais adequada. Se o modelo escolhido é

o modelo & pardmetros concentrados, cada trecho da linha contribui com duas equagdes
diferenciais de primeira ordem que podem ser convertidas em equagdes de recorréncia
através de integradores numéricos (Euler, Regra do trapézio, etc.) ou utilizando a
transformada Z como no casamento de raizes [Costa Jr., 1989].

Apos estudos iniciais, observou-se que algumas alteragdes no algoritmo proposto
por Humpage (1982¢) poderiam ser feitas para melhorar as caracteristicas de estabilidade
numérica do algoritmo, em altas freqiiéncias de amostragem. Basicamente, Humpage
trabalha com as fungGes caracteristicas da linha na forma de quociente de polindmios. Neste
ponto faz-se um paralelo com o trabalho de Marti (1981), o qual foi publicado na mesma
epoca que o de Humpage, propondo, no entanto trabalhar as fungdes caracteristicas na
forma de ganho, polos ¢ zeros. Neste trabatho é adotada a proposta de Marti e feita uma
modificagio no algoritmo de Humpage. A vantagem encontrada foi que o método elaborado
mostra ser estavel mesmo para casos em que fregiiéncias de amostragem mais altas sdo
necessarias, como por exemplo, no estudos de sobretensdes de origem atmosféricas e a
transmissdo de dados em linhas telefonicas.

4°) Obtencdo das funcBes caracteristicas da linha de transmissdio, no dominio da
freqiiéncia, nos moldes requeridos. Marti propde um algoritmo modificado das assintotas de
Bode. No entanto, em seu trabaltho, ndo fica esclarecido quais as modificagdes necessarias.
Sendo assim, propde-se modificagdes que se mostram razoavelmente praticas e precisas.
Tais modificagdes estdo descritas no capitulo 6.

5°) Obtengdo das equacdes de recorréncia no dominio do tempo. As equagdes de
recorréncia séo obtidas através do mapeamento dos polos ¢ zeros das fungdes caracteristicas
do dominio da freqiiéncia para o plano Z. Varias opgdes sdo investigadas: a transformagdo
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bilinear, a invaridncia impulsiva e as diferengas finitas (cap. 7 e apéndice E). Observa-se
que ndo existem diferencas significativas entre as simulagdes efetuadas pelas trés opgdes
investigadas.

As dificuldades do célculo de transitorios eletromagnéticos ndo se limitam as
caracteristicas do método computacional empregado. A provisdo de dados do sistema com
suficiente precisdo também tem seus problemas, e é de consideravel importincia, uma vez
que a precisfio de qualquer método ndo pode ser melhor que os dados no qual esta sendo
aplicado. Para resultados mais precisos, um completo conhecimento da resposta em
freqiiéncia de cada um dos elementos do SEP é necessiria, e isto nem sempre esta
prontamente disponivel.

Finalmente, para avaliar os resultados obtidos é necessario ter em mente as vérias
fontes de erro ao longo do procedimento de obtengdio das equagdes de recorréncia. As
aproximagdes comegam na obtengio dos pardmetros elétricos e vo até a simulagdo digital
propriamente dita através dos erros de arredondamento e truncamento numéricos. A
Fig. 10.1 mostra esquematicamente as fontes de aproximagdes que devem ser consideradas.

Dependéncia das
" et matrizes de
nterpolacio transformag &0 modal

v
(Cap. 8) com & freqiéncia
i {Cap. 4)
//
Interpolador de /

Lagrange Aproximagdes feftas na Sintelragso das Fungles
sinletzago das equagdes -———4p (& linha de transmissio
de simulag8o no plano continuo
Escolhe do tempo
de propagacéo para Método das Otimizagao.
cada modo de Assintotas de Bode.
{MATLAB)
propagacao, {Cap. 6)
{Cap. 4)
v
Mapeamente das fungtes
continuas no Plano Z,
/ | e \
Transformacéo Invaridncia . "
Bilinear lmpulsiva Diterenga Finita

Fig. 10.1 - Fontes de aproximagdes ao longo do procedimento de simulago digital.
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Como proposta de pesquisa futura podemos enumerar:

I) Desenvolver algoritmos ¢ equagdes através da transformada Z para os demais

componentes dos sistemas de poténcia tais como transformadores [Su, 1990], reatores,
geradores, efc.

2) Aprimorar o algoritmo de célculo das fungdes Z (w) e F,(@) proposto no
capitulo 6,
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A. ELE{NNAQAO DOS CABOS PARA-RAIOS E CONDUTORES
MULTIPLOS [Microtran, 1992]

A equagdo (2.11) é muito detalhada se alguém deseja trabalhar com grandezas de
fase. Ela pode ser reduzida a trés equagdes para as trés fases. O processo de redugdo é mais
facil de se explicar se as formas inversas das equagdes (2.11) sdo usadas. O calculo é mais
rapido, entretanto, se o processo de redugdo ¢ aplicado &s formas originais. Suponha que &
relagdo inversa da equagdio (2.11) tenha sido encontrada invertendo-se a matriz dos
coeficientes de potencial de Maxwell [P],

gy - o -

Ql FCil C12 o Cin VI
QZ CZ] C22 v CZn VZ
=l . . . . (A1)
_Qn o _Cnl Cn2 . Cnn d _Vn __

Uma vez que a tensdo nos cabos para-raios é zero (assumindo que os mesmos nio
estejam isolados das torres), as tensdes V; na equagio (A.1), relacionadas com os cabos
péra-raios, pode ser anuladas, isto é, ¥;=0 se o condutor i estd aterrado nas estruturas.
Além disso podemos omitir as linhas correspondentes (; aos para-raios (8 menos que se
deseje calcular as cargas nos cabos para-raios. Isto significa que os cabos péra-raios séo
eliminados pela simples eliminagdio das linhas e colunas correspondentes. A presenga dos
cabos para-raios € contida, entretanto, nas equagdes remanescentes.

O processo de reduglo no caso de n condutores formando uma fase também ¢
simples. Vejamos como funciona para a fase a. Uma vez que os condutores 1, 2, 3 ¢ 4
formam a fase a, podemos dizer que Vj=Vy=V3=Vy= Vg Portanto, ndo é possivel haver
disting8o entre ¥y, V5, V3 e V4 na equagio (A.1) mas deve-se chama-la de Va Isto equivale
a adicionarmos as colunas 1, 2, 3 e 4 na matriz formando uma nova coluna para V,. Além
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disso, 01+02+03+04=0y. Isto significa que devemos adicionar as colunas 1, 2, 3 e 4 para
obter a nova linha para ;. Em outras palavras, o agrupamento de condutores de mesma
fase € executado primeiramente pela formagéo de uma nova coluna pela adigio das colunas
dos condutores individuais, e entfio formando uma nova linha pela adi¢do das linhas dos
condutores individuais. Desta forma obtém-se a forma reduzida das equagdes:

Qa Caa Cab Cbc Va
O 1= Ch Gy Coe | V) (A2)
Qc Cca C b Ccc 4

< <

Um procedimento equivalente ao descrito acima é determinar um condutor
equivalente aos condutores que formam uma fase para fins do célculo das capacitancias
parciais. Fuchs apresenta a dedug8o da expressdo do raio equivalente e aqui nos limitamos a
fornecer a expressio final:

5113,'93512

o .0

oS3

o S14 0
o)

Fig. A.1 Sub-condutores de raio r formando uma fase

requivalenrex '{/." Si2 513 814 - Sy (AB)
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B. RAIO MEDIO GEOMETRICO E IMPEDANCIA INTERNA
[Microtran, 1992]

A equagdio (2.1) usa o raio médio geométrico no lugar do raio real r para levar em
conta a contribuigdo que a indutdncia interna tem com relagdo a indutdncia total,
Originalmente, a indutancia total para um solo perfeitamente condutor é definida por:

B 4 r 4, 2-h—r
Lipgy=2-10 lnma»+2-!0 In . em H/km (B.1)

onde o primeiro termo representa a indutdncia interna e o segundo termo a
indutdncia externa,

Uma vez que r<<2h, 2h—r é normalmente substituido por 2 4 no segundo

termo, entdo:

Lipgy =2 107 In em H/km (B.2)

como usada na equagfio (1.1),

O raio médio geométrico RMG ¢ uma fungdo do:
+ tipo do condutor,

+ permeabilidade relativa {, para condutores magnéticos, e

s+ freqiiéncia (RMG = r em freqiiéncias muito altas onde a corrente flui pela

superficie).
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O RMG pode ser calculado para todos os tipos de condutores se o efeito skin for

desprezado. Freqiientemente, pode ser encontrado em tabelas. Livros norte americanos
freqiientemente fornecem a reaténcia para 1 pé de espagamento X 4> @ qual esté relacionada

com 0 RMG através de:

em £2/ km (B.3)

X,=2-010" In

com RMG em pés (ou em metros se X, é a reatdncia para 1 metro de
espagamento). O conceito de raio médio geométrico foi originalmente desenvolvido para
condutores antimagnéticos em freqiiéncias que s3o baixas o bastante para ignorar o efeito
skin. Naquele caso, seu significado era puramente geométrico, isto é, distdncia média
geometrica entre todos os pontos da 4rea de segdo transversal, e.g., RMG /r=¢ " para
condutores solidos, cilindricos e antimagnéticos. Atualmente, 0 RMG ¢é usado como um
niimero que representa a indutdncia interna de todos os tipos de condutores, e perde o seu
significado geométrico, continuar sendo chamando-o de "Raio Médio Geométrico" ¢
altamente questionavel.

Se o efeito skin na indutdncia interna deve ser levado em consideragdo, e se

formulas para isso podem ser encontradas para tipos especificos de condutores, entio ndo ¢
0 RMG que obtém-se mas sim a reaténcia intena @ L,,.... Se 0 RMG é mantido, ele pode

ser encontrado da reatdncia interna,

RMG ol w10
=e [@ 1w ) (B.4)

r
com @ L., em Qkm. Com o aumento da freqiiéncia, a indutincia interna
diminui e eventualmente torna-se desprezivel. Uma vez que a indutincia interna é somente
uma pequena parte da indutancia total, o efeito skin na indutincia total ¢ tdo pequeno que

praticamente € imperceptivel.
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C. IMPEDANCIA INTERNA DE CABOS ENCORDOADOS
[Microtran, 1992]

Em estudos de propagagio em alta freqiiéncia, constantes de atenuagdo
razoavelmente precisas sio muito importantes. Substituir o cabo encordoado por um
condutor tubular de igual segdo transversal ndo é suficiente o bastante para tais propositos.
Neste caso, a resisténcia interna € calculada por:

225 \/a’y{) #rp

R, = L Q/m C.1
interna intemo = rom (2 + n) \[” ( )
ou com
PzzR (C.2)
n-r
4,5-4/5-10™ TR
Rmtemo miema 2 +n ’ r ' R Q/m (C3)
onde
R resisténcia CC de um dos filamentos externos do condutor encordoado (m);
u, permeabilidade relativa;
Uy 4 £1077 (H/m);

W freqiiéncia angular (rad’s),
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P resistividade do condutor (£2 m);
r raio de cada filamento externo (m);
n namero de filamentos externos.

O fator 2,25 foi encontrado experimentalmente do mapeamento de campo em um
tanque eletrolitico. A formula fornece resultados razoavelmente precisos em freqii€ncias
acima de dois a 5 kHz para os cabos encordoados mais comuns com nitmeros de filamentos
externos sendo de 6, 12, 18 ou 24,
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D. FORMULA DE GARY, DERI E OUTROS [Microtran, 1992]

Uma maneira bastante simples de levar em conta os efeitos do solo é proposto na
referéncia [Microtran, 1992]. Em vez de adicionarmos termos de corregdo de Carson, uma

profundidade complexa
P
p= \/ ; (D.1)
J @ H

¢ adicionada na altura nas equagdes (2.1) substituindo-se 2 h, por 2(h. + p) na

equagdo (B.2) e D, por \/(h,. +h, +2p)? +x) na equagio (2.2) (x, = distancia
horizontal entre os condutores i ¢ k). Esta simples formula produz resultados os quais sdo
proximos daqueles obtidos com os termos de corregdo de Carson.




APENDICE E E.A1

E. TECNICAS DE PROJETO DE FILTROS DIGITAIS
[Oppenheim, 1975]

No sentido mais amplo, um filtro digital é um sistema discreto no tempo
invariante com a fase que ¢ constituido usando-se aritmética de precisdo finita. O projeto de
filtros digitais envolve trés passos basicos: (1°) a especificagdo das propriedades desejadas
do sistema; (2°) a aproximag8o destas especificagdes usando um sistema discreto causal; e
(3°) a constituigdo do sistema usando aritmética de precisdo finita. Embora estes trés passos
ndo sejam independentes, nds cremos ser conveniente deter nossa atengdo neste capitulo no
segundo passo. Do ponto de vista prético, ¢é freqiiente o caso em que o filtro digital desejado
deva ser utilizado para filtrar um sinal digital que ¢ derivado de um sinal analdgico por meio
de um amostrador periddico. As especificagdes tanto para o filtro digital como para o filtro
analogico sdo freglientemente (porém nem sempre) dadas no dominio da freqiiéncia, como,
por exemplo, no caso de filtros seletivos de freqiiéncia tais como filtros passa-baixa e filtros
passa-alta.

[H(e )
149,
1-3,
RN
banda ; transigéo

de ;
passagem |

é v S

82 T JL \\
} ; ;

p s

Fig. E.1 - Limites de Tolerfncia para a aproximagéo de um filtro passa-baixa.
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No caso de um filtro passa-baixa, por exemplo, as especificagdes freqiientemente
tomam a forma de um esquema de toleréncia, como mostrado na Fig.E.1. A linha pontilhada
representa a resposta em freqiiéncia de um sistema que case a especificaglo prescrita. Neste
caso, hd uma faixa de passagem onde a magnitude da resposta deve se aproximar de 1 com
um erro de +6,; isto é,

1-8,<|H(e’")|<1+8, |9<0 (E.1)

P

Existe uma banda de corte na qual a resposta da magnitude deve se aproximar de
ZETO COM UM eITo Menor que 82; isto €,

|H(e’ <8, 6,<8<n (E.2)

A freqiiéncia de corte de banda de passagem 6, ¢ a freqiiéncia de corte de banda
de corte 6, sdo dadas em termos do angulo no plano Z. Para que seja possivel aproximarmos
do filtro passa-baixa ideal desta forma temos que definir também uma faixa de transigdo de
largura ndo-nula (6, — 8,) na qual a magnitude diminui suavemente da faixa de passagem
para a faixa de corte. Muito dos filtros usados na pratica sdo especificados através deste
esquema de tolerincia, sem restrigdes nas respostas de fase além daquelas impostas pelos
itens de estabilidade e casualidade; isto é, os pélos da fun¢do do sistema devem estar
situados dentro do circulo unitario.

Dado um conjunto de especificagbes na forma da Fig.E.1, o préximo passo
consiste em encontrar um sistema discreto linear cuja resposta em fregiiéncia esteja dentro
das tolerancias prefixadas. Neste ponto o problema de projeto de filtro torna-se um
problema de aproximagdio. No caso de sistemas IIR nés devemos aproximar a resposta em
freqiéncia desejada por uma fungdo racional, enquanto que nos casos de sistemas FIR
estaremos voltados & aproximagdes através de polindmios. Por conveniéncia nossa discussdo
estd organizada de tal forma a distinguir entre as técnicas apropriadas para filtros IIR
daquelas apropriadas para filtros FIR. Discutiremos uma variedade de técnicas de projeto
para ambos os tipos de filtros. Estas técnicas viio de procedimentos na forma fechada, os
quais constituem-se apenas na substitui¢io das especificacdes de projeto nas formulas de
projeto, & algoritmos, onde a solug#o é obtida através de procedimentos iterativos.
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E.1. PROJETO DE FILTROS DIGITAIS lIR A PARTIR DE FILTROS
ANALOGICOS

A forma tradicional de projetar um filtro digital IIR consiste na transformagdo de
um filtro analégico em um filtro digital que satisfaga especificagBes prefixadas. Esta
filosofia de projeto é razodvel pois:

1°) A arte de projetar um filtro analégico est4 extremamente avangada e, uma vez
que resultados iiteis podem ser atingidos, € vantajoso utilizar procedimentos de projeto ja
desenvolvidos para filtros analdgicos.

2°) Muitos métodos tteis de projeto tém formulas prontas relativamente simples.
Portanto, os métodos de projeto de filtros digitais baseados em tais férmulas no projeto
analogico sdo mais simples de se implementar,

3°) Em muitas aplicagdes ¢ interessante usar um filtro digital para simular o
desempenho de um filtro anal6gico linear e invariante no tempo.

Considere uma fungo de um sistema analogico:

H,(s)=4—=—2 E3
() ZN:C“ & Xa(9) £
k=0

onde X, (s) e Y, (s) sdio fung¢des resultantes da transformada de Laplace da
excitagdo x(1) € da resposta y(?) respectivamente. Considera-se que H, (s) tenha sido
obtida através de métodos de aproximagdo usados no projeto de filtros analégicos. A
excitaglo e a resposta de tal sistema s8o descritos pela integral de convolugdo,

ya(t) = f‘xa (f) ha (t - T) dt (E4)

onde A,(f), ¢ a resposta impulsiva, ou a transformada inversa de Laplace de
H,(s). Alternativamente, um sistema analégico tendo uma a fungdo de sistema H,(s) pode
ser descrita por uma equagéo a diferencial;
N

k k
de%m Z%d%y) (E.5)
k=0 ko dl

A correspondente fung8o do sistema racional para filtros digitais tem a forma:
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f i
d, z"
Hez)= g = T8 (E6)
3 2t (2)
k=0
A excitag8o e a resposta estdio relacionadas pelo somatério de convolugdo
y(ny= Y x(k)h(n-k) (E.7)
k=0
ou equivalentemente, pela equagdo-diferenga
N M
Ya, yn-k)=Y b x(n-k) (E.8)
k=0 k=0

Na transformagdo de um sistema analogico em um digital devemos portanto obter
ou f(z) ou h(n) do projeto de filtro analégico. Em tais transformagdes geralmente desejamos
que propriedades essenciais da resposta em freqiiéncia analogica sejam preservadas na
resposta em freqiiéncia do filtro digital resultante. Em outras palavras, isto implica que
desejamos que o eixo imaginério do plano § seja mapeado em uma circunferéncia de raio
unitario no plano Z. Uma segunda condigdio é que um filtro analogico estavel deve ser
transformado em um filtro digital estavel. Isto ¢, se o sistema analégico possui pélos
somente no semiplano esquerdo do plano S entdo o filtro digital tera apenas poélos no
interior do circulo de raio unitdrio. Estas imposi¢des sdo basicas em todas as técnicas que
serdo discutidas neste capitulo.

E. 1. 1. INVARIANCIA IMPULSIVA

Um procedimento para transformar um projeto de filtro analogico em um projeto
de filtro digital corresponde a escolher a resposta & amostra unitaria de um filtro digital
como sendo amostras igualmente espagadas da resposta impulsiva de um filtro analogico.
Isto é,

h(n)=h, (nAt) (E.9)

onde A 7 ¢ o periodo de amostragem.
Pode-se demonstrar, que a transformada Z de h(n ) esta relacionada com a
transformada de A, (1 ) pela equagio a
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1 & 2rn
HD)| ar = — Ly 10
(2 e AtZH“(HJm] (E10

k=—va

s : 2
Da relaglio z = "% nota-se que tiras de largura K«? no plano § s#o mapeadas

em todo o plano Z como descrito na FigE.2. A metade da tira que fica no semiplano
esquerdo no plano § é mapeada no interior do circulo unitario, sendo que a metade direita ¢

, C : 2r :
mapeada fora do circulo de raio unitério, e cada segmento de comprimento v sobre o eixo

imaginario do plano § ¢ mapeado sobre a circunferéncia de raio unitario do plano Z. Da
equagdo (E.10) é 6bvio que cada tira horizontal no plano § é mapeada no plano Z para
formar a fung@o do sistema digital a partir da fungdo do sistema analdgico.
Conseqiientemente 0 método da invaridncia impulsiva ndo corresponde a um simples
mapeamento algébrico do plano § no plano Z.

plano s plano z
______________ 3z
At
______________ L
/';//;//-, o {4;/7'///::.://-'/'/ f//;/ o
7 //éi-y:f;//gf?// At

‘.
L

0 o
;/?/fi g L
i
At
_____________ -3n o
At

Fig. E.2 - Representagéo de uma amostragem periddica

A resposta em freqiiéncia do filtro digital esta relacionada com a resposta do
filtro analogico como:

- 1 & .8 2rn
H(ejs):ﬂk_z Ha[lz}”"lz“}*k) (E.11)

Entdo, se e somente se
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o) = T
H,(j w)=0, [dzm (E.12)
tem-se
H(ef"’)::-LH j»--g- g<n (E.13)
At \"AL]S

Infelizmente, qualquer filtro analégico prético ndo serd limitado por banda, e
conseqiientemente existe interferéncia entre sucessivos termos da equagdo (E.11) como
ilustrado na Fig E.3.

maT 2n

Fig. E.3 - Representagio Gréfica dos efeitos de sobreposicio na técnica de projeto por
invaridncia ao impulso.

Devido ao sobreposigdo que ocorre no processo de amostragem, a resposta em
freqiiéncia do filtro digital resultante nfio seré idéntica & resposta em freqiiéncia do filtro
analégico original. E importante notar que se considerarmos as especificagdes do filtro
como sendo em termos das especificagdes de um filtro digital, entfo uma mudanga no valor
de A1 nfio afetara a quantidade de sobreposigdo no procedimento de projeto por invaridncia
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impulsiva. Por exemplo, observando a Fig.E.3, nés podemos considerar que a freqiiéncia de
corte do filtro digital deve ser w, At. Este ponto na resposta em freqiiéncia é conhecido

como frequéncia de corte de um filtro passa-baixa, e se At ¢ reduzido, entio @, no filtro
analdgico deve ser correspondentemente aumentado tal que @, A 7 permanega constante e a
igual & freqiiéncia de corte especificada para o filtro digital. Conseqiientemente, se A1 ¢
diminuido em um esforgo de reduzir o efeito de sobreposigdo, @, deve ser

correspondentemente maior. Com o a proposito de fazer com que o filtro digital projetado
seja especificado em termos da freqiiéncia no circulo unitério, At é portanto um parimetro

irrelevante no projeto por invaridncia impulsiva e pode ser considerado igual a unidade.
Uma vez que seja uma prética comum incluir o pardmetro A7 na discussdo do projeto por

invariéncia impulsiva, € importante manter em mente que o parémetro desempenha um papel
secundario do procedimento de projeto.

Para investigar a interpretagdo do projeto por invaridncia impulsiva em termos de
uma relagdo entre o plano § e o plano Z, vamos considerar a fungdo de sistema de um filtro
analdgico expressa em termos de uma expansdo em fragdes parciais tal que

H (s)= Z (E.14)
i1 S — s,‘
A correspondente resposta impulsiva é
}\J’
h(t) =Y A, e u(t) (E.15)
k=]
onde u(t) € a fungdo degrau unitario no tempo continuo.
Logo, a resposta a amostra unitdria de um filtro digital é entéo
N N )
h{iny=h{(nAt)= ZA,, e "4 yin) = EA* (e"’* "") u(n) (E.16)
k=1 k=1
A fungdo de transferéncia do filtro digital H(z) € entdo dada por:
N
H(Z)= kzﬂ e A, = (E.17)

Comparando-se as equagdes (E.14) e (E.17) observamos que o pélo em s= 5, no

plano S transforma-se em um pélo e* 2 no plano Z e os coeficientes na expansdo em

fragBes parciais de H,(s) e H(z) s#o iguais. Se o filtro analdgico ¢ estavel, ou seja a parte
real de s, ¢ menor que zero, entéio o modulo de e* ** serd menor que a k unidade, tal que o

correspondente pole no filtro digital estard dentro do circulo unitario, € conseqiientemente o
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filtro digital também seré estével. Embora os pélos no plano § sejam mapeados no plano Z
pela relagio z, =™ Al g importante reconhecer que o procedimento de projeto de
invaridncia impulsiva ndo corresponde & um mapeamento do plano S no plano Z por aquela
relagdo ou de fato por nenhuma relago. Em particular, os zeros da fungo de transferéncia
do filtro digital sdo uma fungllo dos pdlos e coeficientes Ay na expansdo em fragdes
parciais; ¢ eles nem sempre serdo mapeados da mesma forma que os pélos sdo mapeados.

EXEMPLO. Como exemplo da determinagdo de um filtro digital a partir de um
filtro analégico por meio da invaridncia impulsiva, vamos considerar a fun¢do de
transferéncia do sistema analdgico H,(S) dada por:

o sta____ 12 172
(s+a)’+b* s+(a+jb) s+(a-jb)

H(s) (E.18)

A correspondente fung#o de transferéncia do sistema digital obtida através no
método da invaridncia impulsiva é entdo

1/2 1/2
H(z): l_e-jaAl e-—ijl z-l Iwe"“"“ eijl z-l (Elg)
ou seja,
1-(e7/°4" cos(b A 1)) 2™
(E.20)

H(z)= (I__e-»jaAf e /b1 zul)(lue—;'aA: Yy z—l)

Conseqiientemente o filtro digital tem um zero na origem ¢ um zero em
z=e"" cos(bAt).

A Fig. E.4 mostra o mapa dos polos e zeros para H,(5) e o0 a mapa dos pélos e
zeros para H(z), ao lado de suas correspondentes resposta em freqiténcia. Neste caso a
resposta em freqiiéncia do sistema analogico diminui muito lentamente com relagdo a
freqiiéncia de amostragem e conseqiientemente o efeito de sobreposigdio é aparente na
resposta em freqiiéncia digital. '



APENDICE E E.9

3¢ & sgemndt
.
o

e~ldf b Ar

e"%os(b Al

Fig. E.4 -(a) Grafico dos polos e zeros e resposta em freqiiéncia de um Sistema Analégico
de Segunda Ordem,; (b) Gréfico dos pélos e zeros e resposta em freqiiéncia do Sistema
Discreto obtido pela amostragem da resposta ao impulso do sistema acima.
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Deve-se notar que quando o filtro analdgico é suficientemente limitado por
banda, o procedimento explicitado no exemplo produz um filtro digital cuja resposta em
freqiiéncia ¢, da equacgdo (E.11),

- 1 6
H(e'®)y=—H (j— E.21
(€)=~ H,( A7) (E.21)
Conseqilentemente para altas taxas de amostragem (A ! pequeno) o filtro digital

pode ter um ganho extremamente alto. Por esta razdio, é geralmente aconselhével usar no
lugar da equagdo (E.17):

N
H(z)= z_:é__{mﬁ:_ (E.22)

Isto €, a resposta a amostra unitaria é A(n) = At h (nA1).

A base da invaridncia impulsiva como descrita acima ¢ escolher uma resposta a
amostra unitaria para o filtro digital que seja similar de alguma forma a resposta impulsiva
do filtro analégico. O uso deste procedimento fregiientemente ndo é motivado
principalmente pelo desejo de se manter o formato da resposta impulsiva; porém pelo
conhecimento de que o filtro analégico ¢ limitado por banda, entdo a resposta em freqiiéncia
do filtro digital se aproximara bastante da resposta do filtro analogico. Entretanto, em alguns
problemas de projeto de filtros, um objetivo primario pode ser controlar algum aspecto da
resposta temporal bem como a resposta impulsiva ou resposta ao degrau. Em tais casos, uma
tentativa natural seria projetar o filtro por invaridncia impulsiva ou um procedimento de
invariincia ao degrau. No ultimo caso, a resposta do filtro digital a fungdo degrau unitério
amostrada € escolhida como sendo amostras da resposta ao degrau analégica. Desta forma,
se um filtro analdgico tem boas caracteristicas de resposta ao degrau, tais como curto tempo
de subida e pequeno pico de "overshoot”, estas caracteristicas serfio conservadas no filtro
digital. Obviamente, este conceito de invaridncia da forma de onda pode ser estendido para a
preservagdo da forma de onda de saida para uma variedade de excitagdes. Embora no
algoritmo de projeto por invaridncia ao impulso, distorgdes na resposta em freqiiéncia sejam
introduzidas devido ao sobreposigdio, a relagdo entre a freqiiéncia analogica e digital é linear
¢ conseqiientemente, exceto pelo sobreposigdo, o formato da resposta em freqiiéncia ¢
preservado. Isto contrasta com os algoritmos que veremos adiante, os quais correspondem
ao uso de transformagdes algébricas. Deve-se notar finalmente que a técnica da invaridncia
a0 impulso é somente apropriada para filtros essencialmente limitados por banda. Por
exemplo, filtros passa-alta e bloqueia-banda necessitardo de adicionais limitagdes de banda
para evitar severas distorgdes de sobreposig#o.
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E.1.2. PROJETOS BASEADOS NA SOLUCAQ DA EQUACAQ DIFERENCIAL

Uma segunda técnica de determinagio de um filtro digital é aproximar as
derivadas na equagdo (E.5) por diferengas finitas. Este é um procedimento padrdo em
analise numérica e em simulagdes digitais de sistemas analégicos. Este procedimento pode
ser motivado pela nogéo intuitiva de que a derivada de uma fungdo analdgica no tempo pode
ser aproximada pela diferenga entre amostras consecutivas da fungio a ser diferenciada.
Devemos esperar que a medida em que a taxa de amostragem aumenta, isto é, as amostras
vdo se aproximandc uma das outras, entdo a aproximagdio 4 derivada terd sua precisdo
aumentada. Por exemplo, suponha que a primeira derivada seja aproximada pela seguinte
diferenga:

dy, (1)

dt - VOpy(m) = 2= 20D (E.23)

t=n At At

onde y(n)=y,(nAt).
Aproximagdes das derivadas de ordem mais altas a sdo obtidas pela aplicagdo
repetida da equagdo (E.23), isto é,

d*y, (1)
d t*

d[d*"y @ )
) FE(“’“&%’?‘!—%—)L 7 VOLy(n)] = VOVED ()] (E.24)

I=nAt

Por conveniéncia, definimos:

VOl = y(n) (E.25)

Aplicando as equagBes (E.23)-(E.25)em (E.S), obtemos

iq V()] = idk V&® x(n)] (E.26)
k=0 k=0

onde y(n) =y, (nAt) e x(n)=x,(n Ar). Salientamos que o operador V('] ] ¢
linear e invariante com a fase ¢ V*[] pode ser entendido como uma cascata de (k)
operadores V([ 1. Em particular,
=

2fvtscn ) -[152

] X(2) (E27)
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. | k
Z{V""[x(ﬂ)]}=[1; ] X(2) (E28)

Assim, tomando a transformada Z de ambos os lados

- ~k
id -z

k
H(z) =gy (E.29)

-2z
E;’*_ﬁ At

Comparando a equagdo (E.29) a (E.14), observa-se que a fungio de transferéncia
digital pode ser obtida diretamente da fun¢io de transferéncia analdgica por meio de uma
substitui¢do de varidveis

(E.30)

tal que o processo de substituir as derivadas por diferengas corresponde na
verdade a mapear o plano § no plano Z, de acordo com a equagio (E.30). Nés previamente
indicamos que o eixo imaginario no plano § deve ser mapeado sobre uma circunferéncia de
raio unitario no plano Z e filtros analdgicos estéveis devem ser mapeados em filtros digitais
estdveis. Para investigar estas questdes para a transformagdio da equagdo (E.30) devemos
expressa-la como uma fungéo de S, obtendo

]
1-sAt

(E.31)

Substituindo s = j ®,

1

Z= E.32
1-jwAt (532)
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plano z

7
v
%///// magemdes =j @

Fig. E.5 - Mapeamento do Plano § no Plano Z correspondente a primeira aproximagio por
diferenga "backward” da derivada.

Obviamente, 0 mapeamento do eixo j@ no plano Z ndo é um circulo unitirio uma
vez que Iz[ # 1 para todos os valores de @ na equagéo (E.32). De fato, podemos rescrever a

equagio (E.32) como segue

z=1|j4lts081 =o,5[1+ef““""‘°“‘”] (E.33)
2 1-jwAt

o que corresponde a uma circunferéncia cujo centro estd em z=0.5 e raio 0.5,
como mostrado na Fig.E.5. E facil verificar que a metade esquerda do plano § ¢ mapeada
dentro do pequeno circulo e o lado direito é mapeado fora do circulo. Portanto, embora a
condigio de mapeamento do eixo j @ na circunferéncia unitaria no seja satisfeita, este
mapeamento satisfaz a condig@o de estabilidade uma vez que os pdlos do lado esquerdo do
plano § s&o mapeados dentro do pequeno circulo, o qual estd dentro do circulo de raio
unitario.

E valioso correlatar este resultado com uma nogdo intuitiva. Geralmente
presume-se que uma simulaglo em um computador digital de um processo de sinal continuo
por uma equagdo diferencial possa ser efetuado substituindo-se as derivadas por diferengas,
se 0 sinal continuo ¢ amostrado em uma taxa alta o suficiente. Por exemplo, se desejarmos
diferenciar um sinal continuo, nos intuitivamente esperamos que uma aproximago da
derivada possa ser calculada amostrando a fungdo continua no tempo com intervalos
suficientemente pequenos entre as amostras ¢ formar a primeira diferenga da seqiiéncia
resultante. Para mostrar que de fato esta intuigdo é consistente com os resultados ja obtidos,
nds ressaltamos primeiramente que se um sinal analogico limitado em banda é amostrado na
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taxa de Nyquist, entdo o espectro ¢ ndo-nulo sobre todo o circulo unitario. A medida em que
aumentamos a taxa de amostragem da taxa de Nyquist, isto €, 8 medida em que diminuimos
o periodo de amostragem, a parte ndo-nula do espectro do sinal digital fica confinada & uma
porgdo cada vez menor do circulo unitario, e, em particular, se escolhermos um periodo de
amostragem suficientemente pequeno, nés poderemos concentrar a parte ndo-nula do
espectro nas vizinhangas de Z =1/ no plano Z Correspondentemente, se At ¢
suficientemente pequeno na equagdo (E.24), entdo a resposta em freqiiéncia do filtro digital
sera concentrada no pequeno circulo da Fig.E.5 nas proximidades de z = /. Este ¢,
naturalmente, o ponto no qual o pequeno circulo e o circulo unitario sfio tangentes, e se
tanto a resposta do filtro sdio concentradas nesta regido, entdo podemos esperar que o filtro
digital aproximara com precisdo do filtro analdgico.

No procedimento acima, as derivadas foram substituidas por diferengas
"backward". Uma aproximag#o alternativa & derivada é a diferenca "forward" definida como

APy = y(n+1)= y(n) (E.34)

No mapeamento correspondente & esta aproximagdo, filtros digitais instaveis
podem ser obtidos desta aproximagdo.

A principal diferenga desta técnica € que, em contraste com a técnica da
invaridncia ao impulso, diminuindo o periodo de amostragem teoricamente produz um filtro
methor uma vez que o espectro tende a ficar concentrado em uma regido muito pequena do
circulo unitario. Geralmente, entretanto, ¢ pouco recomendivel o uso de diferengas
"backward" e "forward" no processo de sinais digitais, uma vez que taxas de amostragem
altas sdo requeridas resultando em representagdes bastante ineficientes de filtros e sinais de
excitaglo. Além disso, esta claro que estes procedimentos sdo altamente insatisfatérios para
qualquer coisa exceto filtros limitados em banda. Conseqiientemente nés somos conduzidos
a considerar outros mapeamentos que evitem problemas de sobreposigio do método da
invaridncia ao impulso.

E.1.3. TRANSFORMACAQ BIINEAR

Na seglo anterior um filtro digital foi desenvolvido pela aproximagio das
derivadas em diferengas. Uma técnica alternativa esté baseada na integragdo da equagdo
diferencial usando uma aproximag¢#o numérica da integral. Por exemplo, considere a
equaglo de primeira ordem

Q) Yo (1) + ¢y y, (1) =dj x(1) (E.35)
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onde )'(t) é a primeira derivada de Y(t). A correspondente fungiio de
transferéncia do sistema analogico é

H(s)= d (E.36)
¢ s+¢,
Noés podemos escrever y, (1) como sendo uma integral de y’ (f),
!
Yo = [y (D dr+ 3, (1) (E37)
I
Em particular, se t=nAtety=(n-1)At,
At
YonB0)= [yi(nydr+y,[(n-1) A1) (E.38)
(n-1) At
Se a integral ¢ aproximada pela regra do trapézio, podemos escrever
At , ,
Ya(nAt)=y[(n-1)A l]";**{ya(" Af)+yl(n-1)A1]} (E.39)
Entretanto, da equagéo (E.35),
- d,
VanAt)="2y nAt)+Lx,(nAt) (E.40)
a a

Substituindo na equagdo (E.39) obtemos:

[y(n)~—y(n—1)]:%1[559-[;;(::)-y(n—1)1+§9[x(n)—x(n--1)]] (EA1)
1 1

onde y(n)=y,(nAt) e x(n)=x,(nAt). Tomando a transformada Z e
resolvendo para H(z) tem-se

Y(z) - d,
I
X(z) C]il z“l_‘_
At l1+z

H(z) = (E.42)

Da equagio (E.42) fica evidente que H(z) é obtida de H(s) a pela substitui¢do:
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2 1-z
§=— E.43
At 1427 (E.43)
Isto €,
H(z)=H,(s)|_2 (1_,__) (E.44)
Al er™

Pode-se demostrar que o resultado € geral para toda equagdo diferencial de ordem
N da forma da equaglio (E.5) que possa ser escrita como um conjunto de N equagdes de
primeira ordem na forma da equagdo (E.35). Resolvendo & equagdo (E.43) em 7 tem-se

1+é—{s

lmé—{s
2

z= (E.45)

A transformagdo invertivel (E.43) € conhecida como transformagéo bilinear. Para
demostrar que este mapeamento tem a propriedade de mapear o eixo imaginario do plano §
na circunferéncia de raio unitério do plano Z, considere z =’ ®. Entdo, da equagdo (E.43),
s é dado por

i}*efg
At 1+¢e’®

2 jsen(8/2)
At cos(8/2)

2
= < jtan(0/2
VL an(8/2)

= O0+j @

Conseqiientemente para Z sobre a circunferéncia unitiria, 6=0, @ e 0 sdo
relacionados por

-‘3—;—9 ~tan(6/2) (E.46)
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Esta relagio estd ilustrada na Fig.E.6. Desta figura fica claro que os eixos
positivos e negativos do plano § sdo mapeados, respectivamente, nas metades superior e
inferior do circulo unitario no plano Z.

Em complementagdo ao fato de que o eixo imaginario no plano § é mapeado no
circulo unitério no plano Z, a metade esquerda do plano § ¢ mapeada no interior do circulo
unitdrio, enquanto que a metade direita do plano § fica mapeada fora do circulo unitério,
como estd esbogado na Fig E.7.

0
m=2tan1(‘°§’)
_______________ «/ -
w
-n

Fig. E.6 - Mapeamento do eixo da freqiiéncia analégica sobre o circulo unitario utilizando a
transformagdo bilinear.

plano z

imagem de s=j o
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Fig. E.7 - Mapeamento do Plano § no plano Z usando a transformagéo bilinear.
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Isto pode ser visto pela referéncia & equagio (E.45). Para partes reais negativas de

(1+541/2) , ‘ e
—— i 8 IRENOT € d dc, dend ¢ d
(1-sAt1/2) que & unidade, correspondendo ao interior do

circulo unitério. Inversamente, para partes reais positivas de §, a magnitude daquela razdo é
maior que a unidade, correspondendo a0 espago externo ao circulo unitirio. Portanto
conclui-se que o uso da transformagdo bilinear em filtros analdgicos estiveis conduz &
filtros digitais estdveis. Além disso, a transformagdo bilinear evita o problema de
sobreposigio encontrado no uso da invaridncia ao impulso, pois a mesma mapeia todo o
eixo imaginario do plano § sobre o circulo unitario. O prego pago por isto, entretanto, é a
introdugdio de uma distorgo no eixo da fregiiéncia. Consegiientemente, o projeto de filtros
digitais usando a transformagfo bilinear somente é util quando esta distor¢do puder ser
tolerada ou compensada.

S, o médulo do fator




