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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova formulagcdo para a simulagdo da propagacdo de
campos eletromagnéticos no dominio do tempo em duas e trés dimensdes. Os algoritmos
desenvolvidos incorporam a discretizacao por elementos finitos e usam as fungdes de base
de arestas ortogonais em duas e, pela primeira vez, em trés dimensdes para descrever o
comportamento de propagacdo dos campos elétrico e magnético em diferentes estruturas.
Tais funcgdes sdo baseadas nos elementos de arestas de Whitney e preservam as mesmas
caracteristicas que as fungdes de bases de arestas convencionais. Com o uso destas funcdes
de bases, obtém-se, naturalmente, matrizes massas diagonais, eliminando-se, por completo,
a resolucdo, a cada passo temporal, do sistema matricial resultante dos métodos
convencionais, resultando em um alto desempenho no processamento de dados. Os campos
sdo analisados no dominio do tempo através do método da envoltéria, modelado pela

equacdo de onda vetorial, sendo a principal aplica¢ao o estudo de componentes fotdonicos.

Abstract

This work presents a new approach for the simulation of the time-domain electromagnetic
fields in two and three dimensions. The developed algorithms incorporate finite-element
discretization and make use of two- and three-dimension orthogonal edge basis functions to
describe the electric and magnetic fields. Such functions are based on the Whitney’s edge
elements and preserve the same characteristics as those of the conventional edge basis
functions. With the use of these basis functions, solution of diagonal mass matrices appear
naturally, eliminating, at each time step, the matrix equations that result from conventional
methods and producing a high performance data processing. The fields are analyzed in
time-domain using the slow-wave method, modeled by the vector wave equation. The study

of photonic components is the main application of this method.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, os métodos numéricos ganharam um importante destaque nas
pesquisas relacionadas ao eletromagnetismo. O eletromagnetismo computacional surgiu em
funcdo do aumento do grau de complexidade de projetos de implementagdo de novos
componentes e circuitos. Assim, com a possibilidade de se prever o comportamento dos
campos elétrico e magnético, pode-se reduzir consideravelmente o tempo de execugdo e os
custos destes projetos. Uma conseqiiéncia direta destas vantagens € o aumento no interesse
pelo desenvolvimento de ferramentas para a simulagdo de efeitos eletromagnéticos, area
esta que se tornou muito vasta, como pode ser comprovado examinando-se as publicacdes
encontradas na literatura técnica e os modelos matematicos desenvolvidos ao longo dos
ultimos anos. Em particular, algumas destas técnicas permitiram aplicar as equagdes de

Maxwell a situagdes envolvendo um alto grau de complexidade.

Embora as equagdes de Maxwell tenham sido desenvolvidas e estudas
primeiramente no dominio temporal, com o tempo sendo uma varidvel explicita e
independente, a maior parte das andlises e pesquisas € realizada no dominio da freqiiéncia,
na qual varia¢cdes harmodnicas dos campos eletromagnéticos sao assumidas [1-2]. A
principal razdo que favorece o uso do dominio da freqiiéncia em relagdo ao dominio do
tempo em eletromagnetismo € a facilidade de se obter solucdes analiticas em regime
permanente. Além disto, os recursos computacionais disponiveis no passado permitiam

apenas analises no dominio da freqiiéncia.

A posi¢do inferior das andlises no dominio do tempo em relacdo as analises no
dominio da freqiiéncia comecou a se modificar profundamente com a introducdo dos
computadores digitais, que permitiram obter solu¢cdes numéricas com excelente precisdao
[3]. Conseqgiientemente, efeitos associados aos transientes, reflexdes e ndo-linearidade,
entre outros, passaram a ser estudados de forma ampla, tornando os modelos numéricos
mais realistas. Também, evoluindo-se em conjunto com os recursos computacionais, 0s
métodos numéricos tornaram-se altamente complexos e confidveis, dando-se, desta forma,

um importante passo no desenvolvimento de novas estruturas.



Importantes formulagdes destinadas as andlises no dominio do tempo dos campos
eletromagnéticos surgiram a partir dos anos 60. Cita-se, por exemplo, o valioso trabalho de
Yee [4], que deu origem a um dos métodos mais bem sucedidos atualmente: o método das
diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD - finite-difference time domain) [5-7]. O
trabalho de Johns e Beurle [8] deu origem ao método da linha de transmissdo (TLM —
transmission-line method). O estudo de espalhamento iniciou-se com o trabalho em
acustica de Mitzner [9] e foi seguido por outros trabalhos aplicados em eletromagnetismo
[10-13]. Acompanhando o inicio das pesquisas nos métodos para andlises no dominio do
tempo, as publicacdes de Wu [14] e Einarsson [15] deram inicio ao estudo de transientes

€m antenas.

Em particular, um método que se tornou muito popular nas diversas dreas da
engenharia é o método dos elementos finitos [16-21]. Ao contrario de outros métodos como
o FDTD e o TLM, o método dos elementos finitos pode ser usado com elementos de
discretiza¢do ndo estruturados, melhorando a capacidade de modelagem em regides com
geometrias arbitrarias [19-21]. Essa caracteristica tornou-se uma grande vantagem para
andlises de problemas envolvendo o eletromagnetismo, onde dispositivos com geometrias

irregulares sdo comuns.

O método dos elementos finitos foi proposto pela primeira vez na década de 40 por
Curant [22], citando o uso de métodos variacionais nas teorias de potencial, seguindo os
principios desenvolvidos por Rayleigh. Porém, a aplicacdo do método dos elementos finitos
sO iniciou-se na década de 50, em projetos de aeronaves. Em eletromagnetismo, o uso dos
métodos dos elementos finitos iniciou-se com a publicacdo de P. P. Silvester [23], onde se
abordava a solucdo de problemas envolvendo guias de ondas homogéneos na regido de
microondas. Atualmente, o método € aplicado em diversas dreas do eletromagnetismo,

principalmente nas faixas de microondas e éptica.

Neste método, o estudo da propagacdo dos campos eletromagnéticos no dominio do
tempo, através da equacao de onda, é realizado utilizado-se o espectro total [24-30] ou as
variagdes lentas da envoltéria [31-39]. No primeiro caso, todas as variacdes do sinal
eletromagnético s@o observadas, incluindo a portadora e as variacdes na envoltdria.

Contudo, o passo temporal em uma simulagdo, utilizando-se o espectro total, € geralmente



muito pequeno, devido as condicdoes de estabilidade. Mesmo quando esquemas
incondicionalmente estaveis sdo usados, a forma de onda deve ser amostrada num valor
minimo igual ao de duas vezes a freqiiéncia mais alta do sinal, satisfazendo os critérios de
amostragem de Nyquist [32]. Nas situacdes em que a freqiiéncia da portadora é muito
elevada, como na faixa de freqiiéncias Opticas, o passo temporal torna-se muito pequeno.
No intuito de minimizar este problema, esquemas que levam em consideracdo apenas a
variacdo lenta da envoltéria foram desenvolvidos. Nestas formulacdes, a portadora é
retirada e s6 a envoltdria da onda € levada em consideragao. Como as variacdes temporais
da envoltdria sdo muito mais lentas que as variacdes temporais da onda com a portadora, os

passos temporais também serdo maiores, diminuindo-se o tempo total de simulagao.

Em ambas situagdes descritas acima, o método dos elementos finitos apresenta uma
excelente precisdo na solucdo da equag¢do de onda e alta flexibilidade em discretizar
estruturas com geometrias arbitrdrias. Porém, hd a necessidade da inversdao do sistema
matricial de equacgdes resultante do processo de discretizacdo espacial e temporal a cada
passo de tempo. Quando um grande nimero de varidveis € envolvido, esta inversao torna-se
uma desvantagem do método, resultando em um esforco computacional de grandes
proporcoes. Algumas aproximagdes foram implementadas a fim de minimizar este esforco
computacional. A técnica mais difundida ficou conhecida como método da diagonalizagdao
(lumping) [17, 30, 40-41]. Nesta aproximacdo, hd uma remontagem em algumas matrizes
do sistema, tornando-as matrizes diagonais. Infelizmente, esta técnica freqiientemente
introduz erros significativos na solucdo da equacdo de onda, levando a um sistema

completamente instdvel ou a resultados ndo coerentes [21, 42].

Com a finalidade de se obter matrizes diagonais sem o uso do método da
diagonalizacdo, White [28] desenvolveu novas funcdes de interpolacdo vetoriais em duas
dimensdes. Em [28], foi aplicado o processo de ortogonalizacao de fungdes (Apéndice A)
nas funcdes de base de arestas para elementos triangulares, retirando as componentes
normais nos pontos de andlise de um elemento. Como as funcdes de base de arestas
apresentam componentes tangenciais e normais nas arestas onde sdo definidas e somente
componentes normais nas demais, ao se retirarem as componentes normais, as fungdes de
base de arestas tornam-se ortogonais entre si. Por este motivo, estas fungdes passaram a ser

conhecidas como fun¢des de base de arestas ortogonais. Com o uso de esquemas explicitos,



o sistema matricial de equacdes resultante do método dos elementos finitos € resolvido pela
simples inversdo de matrizes diagonais. Considerando-se que o tempo total de uma
simulacdo utilizando esquemas implicitos, que sao incondicionalmente estdveis, porém
requer inversdo de matrizes, varia exponencialmente com o nimero de varidveis € em
funcdo logaritmica quando esquemas explicitos, que sd@o condicionalmente estdveis, sao
aplicados [37, 43], pode-se concluir que os esquemas explicitos tornam-se mais vantajosos

que os esquemas implicitos quando ha um elevado ndimero de varidveis envolvido.

Embora as funcdes de base de arestas ortogonais levem a uma redugdo do esforco
computacional na solucdo do sistema matricial de equacdes, o uso destas funcdes nio foi
devidamente explorado nas diversas dreas envolvendo o eletromagnetismo. Na pratica, o
uso destas fungdes limitou-se apenas as andlises de duas cavidades ressonantes
apresentadas no trabalho pioneiro de White. Em face a grande necessidade de simulagdes
numéricas mais realistas e eficientes, esta tese tem por objetivo o desenvolvimento de
algoritmos numéricos no dominio do tempo baseados nas funcdes de base de arestas
ortogonais em duas e trés dimensdes, minimizando o esforco computacional no
processamento de dados. Estes algoritmos permitem analisar as caracteristicas de
propagacio de estruturas eletromagnéticas através da solucdo da equacdo de onda vetorial
para os campos elétricos e magnéticos e tétm como principal aplicacdo o estudo de
dispositivos fotdonicos. Ao contrario das atuais formulagdes escalares discretizadas pelo
método dos elementos finitos para andlise temporal de estruturas fotdnicas [33-34, 40, 44-
45], o uso da equacdo de onda vetorial proporciona um estudo mais compreensivo da
propagacao da luz, permitindo, por exemplo, uma modelagem mais realista de efeitos nao-

lineares e do estudo da propagagcao em meios dispersivos e anisotrépicos.

Dentro do contexto descrito acima, as principais contribui¢des desta tese podem ser

resumidas da seguinte forma:

e Reformulagcdo das fungdes de base de arestas ortogonais em duas dimensdes,
eliminado-se a necessidade da resolucdo da integracdo numérica no cdlculo dos

coeficientes de ortogonalizacgdo.

e Aplicacdo das fun¢des de base de arestas ortogonais em duas dimensdes no

método da envoltéria no dominio do tempo.



® Andlises temporais de componentes Opticos através da equacdo de onda vetorial

para campos elétrico e magnético.

e Desenvolvimento de novas funcdes de base de arestas ortogonais em trés

dimensoes.

e Aplicacdo das funcdes de base de arestas ortogonais em trés dimensdes no
método da envoltéria no dominio do tempo na andlise das caracteristicas de

propagacdo de componentes na faixa de microondas e optica.

Este trabalho foi dividido em trés partes. A primeira delas € apresentada no Capitulo
2, com uma introdu¢do ao método dos elementos finitos na solu¢do da equagdo de onda,
onde os topicos abordados t€ém por objetivo fornecer os conceitos basicos para o uso do
método em eletromagnetismo; o formalismo serd utilizado no processo de formacao das

fungdes de base de arestas ortogonais em duas e trés dimensdes.

O Capitulo 3 mostra a aplicagao das funcdes de base de arestas ortogonais em duas
dimensdes no método da envoltéria no dominio do tempo. Este capitulo demonstra um
novo tratamento na formulagcdo destas funcdes de base, evitando o uso da integracdo
numérica na obtencdo dos coeficientes de ortogonalizacdo, conforme demonstrado no
trabalho de White [28]. O método da envoltéria e seu uso na andlise temporal de
componentes fotdnicos sdo apresentados. Este método € aplicado na andlise de diversas
estruturas, demonstrando sua precisdo na solu¢do da equagdo de onda e o seu desempenho

no processamento de dados.

O Capitulo 4 apresenta a formacdo das fungdes de base de arestas ortogonais em
trés dimensdes. Duas aplicacdes sdo apresentadas para a convalidacdo destas funcodes de
base. A primeira trata de problemas de autovalores para cdlculo dos modos em cavidades
ressonantes operando na faixa de microondas. Ja a segunda, demonstra a aplicacdo destas
fungdes de base no método da envoltéria no dominio do tempo de componentes que atuam

na faixa de microondas e Optica.

Por fim, o Capitulo 5 mostra um resumo dos principais resultados, onde as

conclusdes e as sugestdes para futuros trabalhos sdo apresentadas.



Capitulo 2
O Método dos Elementos Finitos em Eletromagnetismo

2.1 - Introducao

A partir da Teoria Dindmica do Campo Eletromagnético de J. C. Maxwell de 1865
[46], o estudo do eletromagnetismo tornou-se indispensavel em muitas dreas da engenharia
elétrica e da fisica, principalmente aquelas relacionadas a moderna tecnologia, na qual a
velocidade e a precisdo na transferéncia de informagdes sdo de grande importancia. Como
exemplo, cita-se as comunicagdes Opticas, a fotOnica, dispositivos de microondas, antenas,
radares, circuitos de alta freqiiéncia/velocidade, etc. A teoria eletromagnética cldssica de
Maxwell é aplicada ao estudo de campos eletromagnéticos dos dispositivos envolvidos
nestas tecnologias. Em geral, as andlises sdo realizadas desde campos estaticos até campos
com elevada freqiiéncia, situada na regido Optica. Inversamente a freqiiéncia, as dimensoes
dos componentes podem variar de dezenas de metros até as escalas atdmicas. Em todos os
casos, o uso de métodos computacionais para o estudo dos campos eletromagnéticos
tornou-se um passo fundamental no aperfeicoamento e desenvolvimento de dispositivos

eletromagnéticos.

Diversas formulagdes foram desenvolvidas para o eletromagnetismo. Cita-se, por
exemplo, o método da modelagem por linhas de transmissdo [47-48], o método dos
momentos [49-51], o método das diferencas finitas [5-6] e 0 método dos elementos finitos
[16-21], entre outros. O método dos elementos finitos tem-se tornado uma das formulacdes
mais bem aceita na engenharia elétrica devido a sua considerdvel precisao, principalmente
no estudo de estruturas irregulares, onde outras formulacdes apresentaram deficiéncias.
Este método € uma técnica numérica que obtém a solucdo aproximada de um sistema de
equacdes diferencias em dominios finitos. A finalidade deste capitulo € a de apresentar os
conceitos basicos do método dos elementos finitos que serdo empregados nos capitulos
seguintes. Este capitulo apresentard as etapas de discretizacdo em uma, duas e trés
dimensdes, as funcdes de base nodais e quadraticas, os elementos de arestas, que sdo as
funcdes de base utilizadas no processo de ortogonalizacdo em duas e trés dimensdes [28,

37-39, 52-54], o método de Galerkin e a montagem das matrizes elementares e globais.



2.2 — Introduc¢ao ao Método dos Elementos Finitos

Diferentemente de outros métodos, como o método das diferencas finitas, onde as
equagoes diferenciais s@o resolvidas diretamente, no método dos elementos finitos, todo o
dominio continuo € substituido por subdominios. Nestes subdominios, a fungao
desconhecida, que neste caso serd o campo elétrico ou o campo magnético da equagdo de
onda escalar ou vetorial, passa a ser representada por funcdes de interpolacdo, com um
determinado numero de coeficientes a serem determinados. Assim, a solu¢do original da
equagao diferencial, que possui um grau de liberdade infinito (dominio continuo), &
convertida a solucdo de um sistema de equacdes lineares de um problema com grau de
liberdade finito (dominio discreto). No método dos elementos finitos, duas formulacdes
classicas sdo empregadas para a obtencdo do sistema de equagdes a partir da equagdo
diferencial original: o método variacional de Ritz e o método de Galerkin [17, 21, 23],
sendo que ambos permitem obter a mesma solucdo. Neste trabalho, apenas o método de
Galerkin foi utilizado. De uma foram geral, o uso do método dos elementos finitos na
solucdo de um problema envolvendo a equacao de onda para campos elétrico e magnético,

pode ser representado pelo fluxograma da Fig. 2.1. Cada passo serd discutido a seguir.

Discretizacdo/Malha ¢
Selecdo das Fungdes
de Interpolagdo

U

Método de Equagédo de Onda Condigdes Iniciais
Galerkin : Escalar/Vetorial C ¢ Contorno

U

Solucdo do Sistema
de Equagdes

Fig. 2.1 — Fluxograma do método dos elementos finitos para a solugdo da equacdo de

onda.



2.2.1 - Discretizacao do dominio e selecao das funcoes de interpolacao

O primeiro passo para o uso do método dos elementos finitos € a divisdo do dominio
em subdominios e a escolha das fun¢des de interpolacdo, que irdo representar oS campos
elétrico e magnético. Neste passo, € determinada a forma em que o dominio € discretizado
e, em funcdo da discretizacdo, definem-se caracteristicas como capacidade de
armazenamento de dados, tempo de processamento e precisdo na obtencao da solugdo. O
processo de ortogonalizacdo das funcdes de interpolacdo ou fungdes de base torna-se de
grande valia em um esquema de propagacdo no dominio do tempo, pois, quando associado
com um esquema explicito, elimina-se a necessidade de resolver o sistema de equacdes a
cada passo temporal. A discretizacio do dominio pode ser classificada em funcdo das
coordenadas x, y e z envolvidas no processo. Assim, pode-se ter discretizagcdo em uma, duas

e trés dimensoes.

2.2.1.1 - Discretizacao em uma dimensao

Considerando apenas a variacdo do campo em uma coordenada, o dominio é
discretizado apenas em uma dimensao. Neste caso, cada subdominio ou elemento e serd um
segmento de reta [19-21]. A Fig. 2.2 ilustra este processo de discretizagdo. Nesta situacdo,

o dominio de x = 0 até x = L foi dividido em 3 elementos, gerando 4 nds ou 4 incdgnitas.

Elementos 1 2 3

=
Y

L
1
Nos 1 2 3
x=0 x=L x=0 X

Fig. 2.2 — Discretizacdo em uma dimensdo em elementos lineares.

Considerando fun¢des de interpolacao lineares, o campo @(x) dentro do elemento e

pode ser descrito como:
¢ (x) = a; +b/x 2.1
onde a,/e b/sdo constantes a serem determinadas, onde o subscrito [ representa o caso

linear. Como cada elemento e possui dois nés, x; e x5, ¢° (x) em (2.1) torna-se:

o =a; +b/x{ (2.2a)



¢, =a; +b/x; (2.2b)
Isolando-se a, e b, em (2.2a) e (2.2b) e substituindo-os em (2.1), obtém-se:
0°(x) = Lig + Lyg; 2.3)

onde L) e L sdo as fungdes de interpolacdo, também sdo conhecidas como funcdes de

base nodais lineares, dadas por:

L(x) = 22 (2.42)
Xy =X

L(x) = —— 0 (2.4b)
X, = X%

A Fig. 2.3 mostra o comportamento das funcdes de base nodais em funcdo de x.
Pode-se notar que, quando x = x,, L (x)=1e L, (x) = 0 e quando x = x5, L (x)=0
e L, (x) = 1. Ou seja, cada funcdo de base nodal possui valor igual a um no né onde foi

definida e valor nulo nos demais nds. Conseqiientemente, as fungdes de base nodais ndao

introduzirdo nenhuma descontinuidade na solu¢do final.

Fig. 2.3 — Fungoes de base nodais em uma dimensdo.

2.2.1.2 — Discretizacao em duas dimensoes

O método dos elementos finitos com discretizacdo em duas dimensdes tornou-se um
dos métodos mais populares nas andlises envolvendo o eletromagnetismo. Diversas
formulacdes bem sucedidas no dominio da freqiiéncia [55-64] foram desenvolvidas. Neste

esquema, a precisdo nos resultados, a flexibilidade para a geometria da estrutura e o nimero
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razoavel de varidveis a serem determinadas tornaram o método bem atrativo. Com a
evolucdo dos recursos computacionais, as formula¢des no dominio do tempo comecaram a
ser desenvolvidas, permitindo um estudo mais completo dos campos eletromagnéticos. No
dominio do tempo, o processo de ortogonalizacao das funcdes de base de arestas ganha um
destaque especial, pois, com o uso destas funcdes de base, hd uma grande reducdo no
esforco computacional. Assim, andlises envolvendo um nimero grande de varidveis podem

ser realizadas em um simples computador pessoal.

Para dominios em duas dimensdes, o tridngulo é o elemento mais utilizado na
discretizacdo da estrutura [19-21]. A condi¢do essencial para a discretizacdo € nao haver
sobreposicdo de elementos nem lacunas dentro da malha. Os tridngulos devem ser
conectados pelos vértices e nenhum vértice pode estar localizado internamente a um outro
elemento. Além destas condicdes, deve-se evitar elementos com angulos internos pequenos,
pois o erro da solucdo € inversamente proporcional ao seno de menor angulo interno [21].
Portanto, a geometria dos elementos deve ser a mais proxima possivel da geometria do
tridngulo eqiiilatero. A Fig. 2.4 mostra um exemplo de uma malha em duas dimensdes com
104 elementos. Neste exemplo, pode-se observar que nao houve sobreposi¢io de elementos

nem lacunas e os elementos, em sua maior parte, sdo triangulos eqiiilateros.

Da mesma forma que na discretizacdo em uma dimensao, na discretizagao em duas
dimensdes, os campos sao representados por funcdes de interpolacdo ou fungdes de base
nodais. Dois tipos de func¢des de base nodais sdo mais comuns em eletromagnetismo: as
funcdes de base nodais lineares e as quadraticas. Para o caso linear, cada elemento possui
tr€s incdgnitas ou nos localizados em cada vértice de cada tridngulo. Com a finalidade de se
aumentar a precisdo na solucdo, as fun¢des de base nodais quadraticas consideram seis
incégnitas por elemento, sendo trés localizadas em cada vértice e as demais localizadas no
meio de cada aresta do tridngulo. Porém, deve-se observar que o esfor¢co computacional na
solucdo do sistema matricial de equagdes para o caso quadritico € maior que para o caso
linear. Assim, para o exemplo da Fig. 2.4, o nimero de nds para o caso linear foi de 67
enquanto que para o quadratico foi de 237. As Fig. 2.5 (a) e (b) mostram a localizacdo dos
nés nos elementos linear e quadratico, respectivamente, na qual adotou-se o sentido anti-

horario para a numeracao.
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Fig. 2.4 — Discretizacdo em duas dimensoes por elementos finitos utilizando-se elementos

triangulares.

Fig. 2.5 — Numeracdo dos nos em um elemento triangular (a) linear e (b) quadrdtico.

O campo ¢°(x, y) dentro de um elemento linear e, Fig. 2.5 (a), pode ser
aproximado por [19-21]:

¢ (x.y)=aj +bjx+ciy 2.5)

onde af, bf e ¢! sdo coeficientes a serem determinados. Em cada n6, ¢°(x, y) assume os

respectivos valores:

& =a, +b/x; +c/y (2.6a)
O; =a; +b/x; +c/y; (2.6b)
Oy =a; +b/x; +c/y; (2.6¢)
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Resolvendo o sistema linear acima para a;, b e ¢, em funcdo de ¢, @, e ¢, e

substituindo em (2.5) obtém:
3
¢ (x,y)=D 8L (x,y) (2.7)
j=1

onde L7,L; e L; sdo as funcdes de base nodais lineares associadas aos nés 1, 2 e 3,

respectivamente, dadas por:
e 1 e e e .
L (x,y):E(a,. +hix+cly) i=1,23 2.8)

onde A° é a 4rea de cada elemento e:

e _ e e e_e, e _ e e, e _ e e.
a; = XY3 = VX3 by =y, — ¥3; Cp = X3 — Xy,
e _ _e_e e_e. e _ e e. e _ e e,
a, = X3y — V3% by = y; — ¥ Cy = Xp — X33
e _ e_ e e e, e _ e e. e _ e __ e
a; = X1 Y, = Y%y by = y; — y3; C3 =X, — Xy,

A Fig. 2.6 mostra a distribuicdo das funcdes de base nodais lineares para um
elemento triangular. Pode-se notar que cada fung¢do assume valor unitidrio no né onde €
associada e zero nos demais nos. Esta caracteristica garante a continuidade da solucdo entre

os lados comuns a dois elementos consecutivos.

()

Fig. 2.6 — Fungoes de base nodais lineares de um triangulo associadas aos nés (a) 1, (b) 2

e(c) 3.

Para os elementos quadréticos, o campo pode ser expresso da seguinte forma [21]:
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¢“(x,y)=a;+b;x+c;y+d;x2+e;xy+f;y2 (2.9)

Em (2.9), o subscrito g representa o caso quadrético. Utilizando-se do mesmo
procedimento para as fungdes de base nodais lineares, as funcdes de base nodais

quadraticas sdo escritas como [19-21]:

N¢(x,y)= 2L - 1)L, =123

J

(2.10)
Ni (ey)=4LL;,  Ni(xy)=4LLs, N (oy)=4LL,

onde L sdo as fungdes de base nodais lineares.

2.2.1.3 - Discretizacao em trés dimensoes

Em uma situagdo prética, todas as estruturas possuem trés coordenadas, ou seja,
envolvem as trés dimensdes. Com a finalidade de reduzir o esforco computacional,
utilizam-se aproximacgdes, onde o campo € considerado invaridvel ao longo de uma ou duas
coordenadas. Quando esta representacao ou aproximacao em uma ou duas dimensdes nao é
possivel ou satisfatéria, o tratamento em trés dimensdes torna-se necessario. Atualmente, os
métodos mais utilizados nas andlises em trés dimensdes sdo os métodos das diferencas
finitas no dominio do tempo FDTD e dos elementos finitos no dominio do tempo FETD.
No método dos elementos finitos, hd4 um aumento na flexibilidade geométrica da estrutura
em relacdo ao FDTD. Porém, o nimero elevado de varidveis a serem determinadas resulta

num esfor¢co computacional de grandes propor¢des.

Para a discretizagdo em trés dimensdes, existem vdarios tipos de elementos, tais
como o bloco, tetraedro, prisma, etc. Neste trabalho, somente o tetraedro foi utilizado na
discretizagdo em trés dimensdes, sendo que as mesmas observagdes feitas para o elemento
triangular, em relacdo a formacdo da malha, sdo validas para o elemento tetraédrico. A Fig.
2.7 mostra um exemplo da discretizacdo de um cubo por elementos tetraédricos. Para este
exemplo, utilizaram-se 13 elementos, gerando 9 ndés ou varidveis a serem determinadas para
o caso linear e 36 nds para o caso quadratico. A Fig. 2.8 (a) e (b) mostra a distribui¢ao dos

nds em um elemento tetraédrico linear e quadratico, respectivamente.
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Fig. 2.7 — Discretizacdo em trés dimensoes por elementos finitos utilizando-se elementos

tetraédricos.

(a) (b)

Fig. 2.8 — Numeracdo dos nés em um elemento tetraédrico (a) linear e (b) quadrdtico.
Dentro de um elemento e linear, o campo ¢°(x, y, z) pode ser representado por:
0 (x,y,2)=aj +bix+ciy+d;z (2.11)

onde af, bf c¢f e df sio coeficientes a serem determinados. Em cada né, ¢°(x, y, z)

assume os respectivos valores:

O =a/ +b/x{ +c/yl +d;z{ (2.12a)
@ =a; +b'x;+c/y; +d;z5 (2.12b)
@ =a; +b'x; +c/y; +d;z5 (2.12¢)
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¢ =al Xt +elyl +dizt (2.12d)

Resolvendo o sistema linear acima para a;, b, ¢/ e d; em funcdo de ¢/, @,, @; e

@, e substituindo em (2.11), obtém-se:
4
¢ (x,3,2)= D #5L5(x,7.2) (2.13)
J=1

Onde L,L5, L; e L sdo as fungdes de base nodais lineares associadas aos nds 1, 2, 3 e 4,

respectivamente, dadas por:

(af +bix+ciy+dz) i=1,2,3¢e4 (2.14)

e

1
L (x,y,2) =
l( ) 6

onde V° é o volume de cada elemento e [19]:
=X, Y32y T X3 Y42, T X423Y, - 25 V3K, ~ YoX3Zy - 23Y4 X,
Ar=X V324 = X3 V42 - X4 23Y1 T 21 Y3X, + Y1 X324 + 304X,
A3=X Y, 2y T X Y02 X425 Y - 21V Xy - V1 X024 - 25 Y%

Au=-XY23 - X, Y32y ~ X320, Y1 T 4V, X5 + VX525 + 2, ¥3%

by=-y32, + 23, F Y224 - 20Y4 - Y223+ 2,5
by=y324 - 23Y4 - V124t Y4+ Y125 - 215
by=-y,2,+ 2, Y, + V124 - 1 V4 - V12 2 Y,

b,=y,25 - 2,Y3 N2+ 21 Y3 + Y12, - Va2

C1=X324 - T3Xy XpZy + 2o Xy T X325 - 25X
Cr=-X324 23X, X2 - 41X, - X125 21X
C3=X524 = 2o Xy - Xy 31X, + X2y - 31X,

C4:'x2Z3 + ZZX3+ .x1Z3 - Zl'x3 - X1Z2 + X2Z1
d\=-X3Y4 + V3%, + X, 4 = VoXy - X, 5+ Y,y
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dy=X3Y, - Y3Xy =XV, + VX, X V5 - VX
dy=-X,y, + Y, X XV, - VX, - XY, + VX,
dy=X,Y5 - YoXs - X Y3+ VX5 + XY, - X, ),

As fungdes de base nodais quadréticas sdao dadas por [19-21]:

Ne(e,y, z) = L 1) i=1234

N:(x. y, z) = 4L L;, Ne(x, y, 2) = 4L L, 2.15)
N;(x, y. 2) = 4L L, Ni(x, v, 2) = AL L

Ni(x. y. z) = ALSL; Ny (x, v, 2) = 4L L

2.2.2 — Funcoes de base vetoriais de arestas

As funcdes de base vetoriais [19-21, 65-77] em duas e trés dimensdes constituem
um novo conjunto de funcdes de base que surgiram em fungdo de solugdes espurias
apresentadas pelas fung¢des de bases nodais na solu¢do da alguns problemas envolvendo o
eletromagnetismo [71, 78-79]. O uso do método dos elementos finitos utilizando as funcdes
de base nodais se mostrou um método que apresenta excelente precisdo e confiabilidade nas
andlises eletromagnéticas de estruturas com as mais diversas geometrias. Porém, verificou-
se a presenca de solugdes espurias na solucdo final dos campos eletromagnéticos em
algumas formulacgdes vetoriais. Cita-se, por exemplo, a formulag¢do E.-H, de problemas de
autovalores para o cdlculo dos modos propagantes em guias de ondas [21, 80-81]. Estudos

demonstraram que, nestas situacdes, os divergentes V - (£ H) = 0, para campo magnético,
e V-(¢E)=V. J/ jo,, para campo elétrico, ou V - (¢E) = 0, para campo elétrico em um

meio sem fonte excitadora, ndo s@o satisfeitos. Também, observam-se problemas ao se

definir condi¢des de contorno na interface entre diferentes materiais [77-80].

Diversos esquemas surgiram com a finalidade de solucionar os modos espurios.
Dentre os esquemas desenvolvidos, o mais comum é o que introduz um termo de
penalidade, for¢cando as condicdes dos divergentes acima [78, 79]. Porém, foi observado
que a introducgdo deste termo ndo elimina por completo os modos esptirios, além de afetar a
precisdao da solugdo obtida [21]. Este problema desaparece com o desenvolvimento das
funcdes de base vetoriais. Ao contrdrio das func¢des de base nodais, que sdo funcdes de

interpolacdo escalares, estes novos conjuntos de fungdes de base, que sdao fungdes de
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interpolagdo vetoriais, garantem que os divergentes dos campos elétrico e magnético sejam

respeitados, eliminando-se por completo os modos espurios.

Baseados nos estudos de Whitney [65], este novo conjunto de funcdes de base
vetoriais ou elementos vetoriais considera as arestas de cada elemento, ao invés dos nos,
por isto sdo chamadas de func¢des de base de arestas. Diversos tipos de elementos foram
estudados nas andlises em duas e trés dimensdes. Em 1980, Nedelec [66] analisou os
elementos de arestas em tetraedros e blocos, Hano [68] discutiu os elementos de arestas em
retangulos. Mur e Hoop [69] consideraram problemas dos campos eletromagnéticos em
meio ndo-homogéneos e Crowley et al. [71] desenvolveram elementos de arestas em curva.
Neste trabalho, foi empregado o tridngulo, para a discretizacdo em duas dimensdes, € 0
tetraedro, para andlise em trés dimensdes, pois ambos elementos envolvem um ndmero

menor de variaveis.

2.2.2.1 - Funcoes de base de arestas para a discretizacao em duas dimensoes
Conforme mencionado, neste trabalho, foi considerado o tridngulo para a
discretizacdo em duas dimensdes. A Fig. 2.9 mostra um elemento de aresta triangular. Para
que estas fungdes possam ser empregadas numa andlise pelo método dos elementos finitos
torna-se necessario que os vetores possuam componentes tangencial e normal a aresta a
qual estdo associados e somente componente normal nas demais arestas [19-21, 66]. Assim,
a expansdo dos campos dentro de cada elemento pode ser feita através dos campos
tangenciais a cada aresta. Também, deve-se ressaltar que, ao contrario de outros elementos
como os elementos retangulares, as arestas em um elemento triangular ndo necessitam estar
alinhadas com os eixos x ou y. Desta forma, os elementos triangulares aumentam a

flexibilidade geométrica na discretizac@o das estruturas em andlise.

As funcdes de base vetoriais de aresta sdo obtidas a partir das fungdes de base

nodais. Considere o gradiente da funcdo de base nodal associada ao n6 1, como definida em

(2.8):

VL = L f+-L 5 (2.16)
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y Aresta 1

Fig. 2.9 — Elemento de aresta triangular

Substituindo as expressdes de b e ¢; acima, obtém-se:

Yo = Y3 o X3 — Xy 4
VL, = x + 2.17
1 A A y ( )

Fazendo-se o produto interno do gradiente de L; com um vetor tangencial ao lado 2-

3,dado por é,, = (x; — x,)% + (v, — v,)¥, obtém-se:

VL - é, = ()’2 - )’3)(x3 - x2)+ (x3 - xz)(y3 - )’2) -0 (2.18)
; 2A

Por outro lado, o produto interno do gradiente com vetores tangenciais aos lados 1-2
e 1-3 sdo diferentes de zero. Assim, pode-se concluir que o vetor VL, possui componentes

normais e tangenciais as arestas 1-2 e 1-3 e apenas componente normal a aresta 2-3 do
elemento triangular mostrado na Fig. 2.9. Utilizando-se o mesmo procedimento acima,

pode-se concluir que:

VL, = Possui componentes tangenciais € normais as arestas 1-2 e 1-3 e apenas

componentes normais a aresta 2-3.

VL, = Possui componentes tangenciais e normais as arestas 1-2 e 2-3 e apenas

componentes normais a aresta 1-3.

19



VL, = Possui componentes tangenciais e normais as arestas 1-3 e 2-3 e apenas

componentes normais a aresta 1-2.

Para a formagdo da funcdo de base associada a aresta 1-2, por exemplo, deve-se
considerar os gradientes VL, e VL,, pois ambos possuem componentes tangenciais e
normais a aresta 1-2. Porém, VL, também possui componentes tangenciais € normais na
aresta 2-3 e VL, na aresta 1-3. Levando-se em consideracgdo as propriedades das func¢des de
base nodais demonstradas na Fig. 2.6, pode-se verificar que L; anula-se na aresta 2-3 e L,
anula-se na aresta 1-3. Multiplicando-se VL, por L; anula-se os vetores na aresta 2-3 e
multiplicando VL, por L, anula-se os vetores na aresta 1-3. Fazendo-se uma combinagdo

linear dos dois produtos, obtém-se:
P, = LVL, + L,VL, (2.19)

A expressdo com sinal positivo possui rotacional nulo, tornado seu uso proibitivo na
equacao de onda vetorial. Portanto, serd considerada apenas a expressdo com sinal
negativo. Fazendo-se a projecdo de P;, sobre um vetor unitdrio tangente a aresta 1-2, dado,

por exemplo, como €, = [(x2 —x )i+ (y, =y ))7]/112 , onde /; é o comprimento da aresta

1-2, obtém-se:

e, P, = — (2.20)

Portanto, pode-se concluir que P;, possui componente tangencial constante ao longo
da aresta 1-2, dada por 1//,, e néo possui componente tangencial ao longo das arestas 1-3 e
2-3. Procedendo-se da mesma forma para as demais fungdes, conclui-se que P»3 possui
componente tangencial constante ao longo da aresta 2-3 e ndo possui componente
tangencial ao longo das demais arestas e P3; possui componente tangencial constante ao
longo da aresta 1-3 e componente tangencial nula nas demais arestas. A fim de normalizar o
valor das componentes tangenciais ao longo das arestas, multiplica-se P pelo comprimento

de cada aresta. Desta forma, pode-se escrever:

W, =Py, = (L1VL2 - LZVL1)112 2.21)
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W, =P, = (L,VL, - L,VL,)l,, (2.22)
W, =P, = (LVL - LVL,),, (2.23)

As funcdes de base vetoriais de aresta W formam um conjunto completo de fungdes
de interpolagdo, capazes de representar corretamente o campo dentro de um elemento

triangular. A expansdo do campo se faz através dos campos tangenciais a cada aresta, ou

seja:
= > W (2.24)

onde u; representa o campo tangencial a aresta i. As Fig. 2.10, 2.11 e 2.12 mostram a

distribuicao das fungdes de base Wi, W3 e W31 em um elemento triangular tipico. Como
se observa, as funcdes de base vetoriais possuem apenas componentes tangenciais nas

arestas as quais estdo associadas. Nas demais arestas, as funcdes possuem somente

componentes normais.
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2.2.2.2 — Funcoes de base de arestas para a discretizacio em trés dimensoes

Para a discretizacdo da equacdo de onda vetorial em trés dimensdes, utilizam-se,
neste trabalho, as funcdes de base de arestas para o tetraedro. As fun¢des de base de arestas
para o tetraedro sdo as mesmas que para o triangulo. Porém, estas fun¢des sdao obtidas a
partir das fungdes de base nodais lineares definidas para o tetraedro, conforme demonstrado
em (2.13) [81]. A Fig. 2.13 mostra a distribui¢cdo das fun¢des de base em um elemento
tetraédrico. Similarmente as fungdes de base de arestas 2D, estas func¢des possuem
componentes tangenciais € normais somente nas arestas onde sao definidas, sendo que nas
demais arestas possuem apenas componentes normais. Também, a componente tangencial é
constante ao longo da aresta a qual cada fungdo estd associada. A Tabela 2.1 mostra as
fungdes de base de arestas para o elemento tetraédrico mostrado na Fig. 2.13. O campo

dentro de um elemento tetraédrico pode ser representado por:
> = > Wi (2.25)

onde u; representa o campo tangencial a aresta i.

4

Fig. 2.13 — Elemento de aresta tetraédrico.
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TABELA. 2.1 — FUNCOES DE BASE DE ARESTAS PARA UM ELEMENTO TETRAEDRICO.

Aresta i N6 i N6 i, Funcdo de Base i
1 1 2 W, = (LVL, - L,VL),,
2 1 3 W, = (L VL, - L,VL)),,
3 1 4 w, = (LVL, - LVL),
4 2 3 W,, = (L,VL, - LVL,)L,,
5 4 2 W, = (LVL, - L,VL,),,
6 3 4 W, = (L,VL, - L,VL,)L,,

2.2.3 — Introducao ao método de Galerkin

O método de Galerkin pertence a familia do método dos residuos ponderados
(weighted residual method) [16-21]. O método dos residuos ponderados, como o préprio
nome indica, procura a solu¢io ponderando o residuo da equagdo diferencial. Considera-se

o seguinte problema de contorno:
go=1r, (2.26)

onde & é o operador diferencial ¢ g€ V, sendo V um espago de fungdes. Assumindo que

~

¢ ¢é uma aproximagdo da solugdo de (2.26), o residuo ndo nulo pode ser definido como:
r=& —f 0 (2.27)

A melhor aproximacdo de ¢ serd aquela que reduz r ao menor valor em todos os

pontos do dominio Q. Neste sentido, 0 método dos residuos ponderados forca a condicao:

R = rwd=0, (2.28)
Q
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onde R; € a integral dos residuos ponderados, w; sdo as fungdes de peso ou fungdes de teste,
com we W, sendo W um espago de funcdes. Quando R, = 0, no ponto i, obtém-se a
melhor aproximacgdo de ¢. Desta forma, torna-se possivel montar um sistema de equagdes
que determina os valores dos coeficientes de expansdo que garantam R = 0 nos nds em
analise. Se V = W, o método denomina-se de método de Galerkin. No método dos
elementos finitos, discretizado a partir do método de Galerkin, as fun¢des peso ou teste sao
as mesmas usadas na expansdo da solucdo, ou seja, as funcdes de base escalares ou

vetoriais.

2.2.3.1 — O uso do método de Galerkin na equacio de onda escalar
Como exemplo da aplicagdo do método de Galerkin, serd considerada a equagdo de
onda escalar para o campo elétrico ou magnético no dominio do tempo em duas dimensdes,

considerando o campo invaridvel ao longo da direcdo x:

of 9¢ 99 _1_4”_
ay( ayJ BZ[ azj c? or? 0 2:29)

onde p=E_, p=1e g=n* paramodos TEe ¢=H _, p=1/n*, g =1 para modos TM, ¢

a velocidade da luz no vacuo e n o indice de refracdo do meio. O residuo definido em (2.28)

d¢ dp| g 9°¢
9 499 2.
T ay{ ay}raz(pazJ c? or? (-30)

A integral dos residuos ponderados em cada né de um elemento triangular linear é

¢ agora dado por:

dada por:

R’ =”ﬂ rLdydz i=1,2,3, 2.31)

ou seja,

. ¢ 99) _q 9’9
R =[], {ay( ay}az( azj JERPYE }Ldydz (£
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A expansdo do campo ¢ nas func¢des de base nodais levaria as derivadas de segunda
ordem de (2.32) a zero. Para contornar este problema, faz-se o uso do enfraquecimento do

método de Galerkin. Para isto, adotam-se as seguintes relagdes [21]:

9] ,99 e 0| 00| 99 (2.33)
dy( dy dy| = dy Py oy
| d¢|,., d| do . a¢ oL!
| p= [t =—| p=—L1I°¢ |= 2.34
z\Por | T\ P P ez 239
e o teorema do divergente:
(aU aVJd §Uy+Vz (2.35)
dy

onde I" significa o contorno da drea Q e n € o vetor normal. Substituindo (2.33) e (2.34) e

(2.35) em (2.32), obtém-se:
oL oL
R =J'j —p%—'—p%——ia P 1 |ay dz+§pL 995,992 ar 2.36)
dy dy dz dz ¢’ ot az

O dltimo termo em (2.36) leva em consideragdo apenas o campo no contorno da

area Q. Neste trabalh o, o dominio Q € encerrado com camadas absorventes, como as

camadas de casamento perfeito (PML - perfect matched layer), seguida de paredes elétricas

ou magnéticas, o que anula o campo tangencial em I Portanto, este termo ¢€

desconsiderado. Assim, (2.36) reduz-se a:

| {_p%aﬁ _p0oi_a99 ¢L‘f}dy dz (2.37)

dy dy dz 0z «¢* at®

Considerando-se R; em cada n6 de um elemento triangular e utilizando-se da

expansdo da solugdo (2.7) em (2.26), € possivel escrevé-la na forma matricial:
e e e e d ¢
{RY =[KI{p} +Im] % ={o} (2.38)

onde:
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oL¢ oL oL¢ dL’,
K ‘-‘ = _ i J _ i J d d
KT, J‘L{ T s az} y dz

M, :ﬂﬂ {—C%Lj Lj}dydz

onde {¢@} representa o vetor coluna dos coeficiente a ser determinado. A matriz [M ]f i

também € conhecida como matriz massa.

2.2.3.2 — O uso do método de Galerkin na equacao de onda vetorial
No caso da equag@o de onda vetorial, as funcOes de base vetoriais utilizadas neste
trabalho sdo as fung¢des de base de arestas. Para este caso, a integral dos residuos

ponderados € definida como:

R =J.r-widQ =0 (2.39)
Q

Considerando-se o campo invaridvel na dire¢do x, a equacdo de onda vetorial para

campos elétrico e magnético, no dominio do tempo, € dada por:

q 0’®

VX pV XD+ =
b c¢? o’

0, (2.40)

onde ® = H,5+ H,2, p=1 e g=n" para o campo magnético ou ® = E,j+ E.z2,
p= 1/ n®, g =1para o campo elétrico. A integral dos residuos ponderados pode ser escrita

como:

2
r=[ [VXpVX(I)+%a(ZD N dy dz, (2.41)
Q. C at

onde N/ representa o conjunto de funcdes de base vetoriais, podendo ser as funcdes de

base de arestas ou as fungdes de base de arestas ortogonais. Adotando-se identidades
similares as (2.33) e (2.34) e do teorema do divergente (2.35), e considerando que a janela
computacional é encerrada por paredes elétricas ou magnéticas, (2.41) pode ser escrito

como:
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Rf:”g {p[me]-[VxNj]+c%aai?-Nf}dydz=0 (242)

Conforme descrito, quando as fun¢des de base vetoriais de arestas sdo utilizadas na
expansdo dos campos dentro de um elemento e, os coeficientes de expansao representam o
moédulo e o sentido dos campos tangenciais em cada aresta de um tridngulo, para a
discretizacdo em duas dimensdes, ou de um tetraedro, para a discretizacdo em trés
dimensdes. Utilizando-se desta expansdao em (2.42) e escrevendo-a na forma matricial,

obtém-se:
(kY = [k oy + D} 9 ) )

onde:

[K] = J.J.SLEVXNi]'[VXNJ—]dy dz

[M];,= ”Q L%N; -Nj}dy dz

Como na formulacdo da se¢@o anterior, a matriz [M ]f ; € conhecida como matriz
massa. Embora estes dois exemplos tratem apenas da discretizacdo em duas dimensdes, 0

mesmo procedimento pode ser utilizado na discretizacdo em trés dimensoes.

2.2.4 — Montagem do sistema de equacoes
O 1ltimo passo no método dos elementos finitos € a solucao do sistema de equagdes.

O sistema de equagdes resultante possui uma das duas formas seguintes [20-21]:
[Klie} = {o} (2.44)
[Alie} = AlBlig} (2.45)

A Eq. (2.44) ¢ resultante de problemas deterministicos. Em eletromagnetismo,
sistemas deterministicos estdo associados a problemas onde existe uma fonte excitadora,
tais como problemas de espalhamento e propagacdo. A Eq. (2.45) ¢ resultante de problemas

de autovalores, onde ndo ha uma fonte excitadora, tais como a analise de modos
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propagantes em um guia de onda ou de modos ressonantes em uma cavidade ressonante,

por exemplo.

2.2.4.1 — Montagem das matrizes

A numeragdo apresentada para os nds na Fig. 2.5, para o triangulo, e na Fig. 2.8,
para o tetraedro, é conhecida como numeragdo local, pois leva em consideracdo apenas a
numeracao interna a um elemento. Na montagem final das matrizes, utiliza-se a numeragao
global dos elementos e dos n6s da malha. A Fig. 2.14 mostra um exemplo da numeracio
global em uma malha discretizada em duas dimensdes por elementos triangulares lineares.

Nesta figura, a numeracao local é mostrada internamente a cada elemento e a numeragao

global € a mostrada externamente a Fig. 2.14.

1 -

Fig. 2.14 — Exemplo da numeracdo global em uma malha.

Os elementos desta malha geram matrizes elementares de dimensao 3 X 3, porém as
matrizes globais deverdo ser do tipo 4 X 4, pois a malha possui quatro nds. A Fig. 2.15
mostra as matrizes locais geradas pelos elementos 1 e 2, respectivamente. Considerando a
numeragdo global para a formacdo da matriz global, verifica-se que a numeracao local do

elemento 1 coincide com a numeragdo global da malha. Para o elemento 2, o coeficiente

a;, passa a ser o coeficiente a,, da matriz global, o coeficiente a;, passa a somar-se com

o coeficiente a,; da matriz global e assim por diante. A Fig. 2.16 mostra a matriz global

29



resultante da malha da Fig. 2.14. O mesmo procedimento € aplicado numa situacdo de

discretizacdo em trés dimensoes.

| 1 1 2 2 2
a, d, a3 a, 4d, 43
| | 1. 2 2 2
Ay, Uyy, Ays |y |Gy Gy, dy;
1 | 1 2 2 2
(A3 U3, U3 3; G35 33

Fig. 2.15 — Exemplo das matrizes locais geradas pelos elementos 1 e 2 da Fig. 2.14.

1 1 2 2
a, +a,, a, aq;*da; a,
1 |
a, a,, a, ; 0

| | 2 2
a,, + a;, a;, a3 + a;; a4

2 0 2 2
a a3 a, |

Fig. 2.16 — Matriz global resultante da malha da Fig. 2.14.

2.3 — Conclusao

Este capitulo apresentou uma introducdo ao método dos elementos finitos para a
discretizagdo das equacdes de onda escalar e vetorial dos campos elétrico e magnético. A
metodologia demonstrada neste capitulo teve como objetivo definir conceitos necessarios
para o desenvolvimento e compreensdao dos Capitulos 3 e 4. Estes capitulos tratardo das
funcdes de base de arestas ortogonais para a discretizacdo em duas e trés dimensdes da
equacgao de onda vetorial, respectivamente, em esquemas de propagacao de envoltéria no

dominio do tempo.

A primeira parte deste capitulo mostrou os passos envolvidos no emprego do
método dos elementos finitos em eletromagnetismo. O processo de discretizacdo de
estruturas em uma, duas e trés dimensdes foi discutido. Dois elementos utilizados na
discretizacdo ganharam destaque neste capitulo. O tridngulo, para a discretizagdo em duas
dimensdes, e o tetraedro, para a discretizacdo em trés dimensdes. Estes elementos foram

escolhidos para o processo de discretizacdo neste trabalho, pois apresentam excelente
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precisdo na solucdo obtida e envolvem um numero menor de varidveis. A formulacio do
sistema de equacdes foi feita através do método de Galerkin. As equacdes de onda escalar e
vetorial foram utilizadas para demonstrar o uso deste método. Nos préximos capitulos, este
método serd utilizado para a equacdo de onda vetorial dos campos elétrico e magnético no

dominio do tempo.

Este capitulo também apresentou as funcdes de base vetoriais. Estas funcgdes
surgiram devido a problemas nao-fisicos na solu¢do final quando as func¢des de base nodais
eram empregadas em uma andlise vetorial. Mais uma vez, os elementos utilizados foram os
tridngulos e os tetraedros para a discretizacdo da estrutura em andlise em duas e trés
dimensdes, respectivamente. O estudo destas funcdes torna-se importante porque elas
originardo as funcdes de base vetoriais de aresta ortogonais para a discretizagdo em duas e
em trés dimensdes. As propriedades das fungdes de base vetoriais de aresta foram
demonstradas, onde se observou a continuidade tangencial na fronteira entre dois

elementos.
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Capitulo 3

O Método da Envoltéria no Dominio do Tempo Usando as Funcoes de

Base de Arestas Ortogonais em Duas Dimensoes

3.1 - Introducao

Com a finalidade de contornar algumas limitacdes apresentadas pela andlise da
propagacdo dos campos eletromagnéticos no dominio da freqii€ncia, a andlise no dominio
do tempo tornou-se um importante esquema no estudo da propagacio de campos
eletromagnéticos em uma estrutura. Com simulagdes no dominio do tempo, a andlise das
reflexdes nos sentidos direto e reverso torna-se simples e precisa. Conseqiientemente, é
possivel observar todos os transientes ocorridos dentro de uma estrutura. Também, a
propagacdo no dominio do tempo permite estudar as caracteristicas de transmissao em uma
ampla faixa de freqiiéncia e a modelagem dos efeitos ndo-lineares torna-se mais
abrangente. Porém, hd a necessidade de se discretizar toda a geometria da estrutura,
aumentando o nimero de incognitas em relacio as formulagdes para andlise da propagacao
dos campos no dominio da freqiiéncia, que levam em consideracdo apenas a se¢dao

transversal.

Em geral, as formulagdes convencionais baseadas na discretizacdo por elementos
finitos e que sdo destinadas a andlise de estrutura fotdonicas utilizam a equagdo de onda
escalar como equagdo governante [33-34, 40, 44-45, 82]. Também, a solucdo temporal da
equacao diferencial é obtida através do método implicito, como os algoritmos baseados no
esquema de Crank-Nicholson [83], garantindo a estabilidade incondicional do método,
independentemente do passo temporal adotado. Porém, a solucao final é obtida através da
solucdo de um sistema linear de equagdes que deve ser resolvido a cada passo temporal.
Para estruturas mais complexas e/ou eletricamente longas, o nimero de varidveis a serem
determinadas pode demandar um alto esforco computacional no processamento de dados,

inviabilizando as andlises em um computador convencional.

Com o propésito de minimizar este esforco computacional, White desenvolveu, pela
primeira vez, as funcOes de base de arestas ortogonais em duas dimensdes, a partir das
funcdes de base de aresta de Whitney, para a solucdo da equacdo de onda vetorial dos

campos eletromagnéticos. Estas novas funcdes sdo ortogonais entre si nas coordenadas
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centrais de cada aresta de um elemento triangular, obtendo, naturalmente, matrizes
diagonais. Este capitulo ird apresentar o uso das fun¢des de base de arestas ortogonais em
duas dimensdes no método de propagacdo da envoltéria complexa dos campos
eletromagnéticos para aplicagdo em fotdnica. Além de tornar possivel a simulagdo
envolvendo um ndmero grande de varidveis com bom desempenho computacional, as
andlises empregam a equacdo de onda vetorial no dominio do tempo, proporcionando um
estudo mais compreensivo da propagacdo da luz nas estruturas fotonicas. Este capitulo esta
dividido em quatro partes. A primeira parte deste capitulo ird demonstrar o processo de
ortogonalizacdo das funcdes de base de arestas. A segunda parte demonstrard a
discretiza¢do da equacdo de onda vetorial, truncada via PML, através das funcdes de base
de aresta ortogonais. A terceira parte ird apresentar o algoritmo utilizado nas simulacdes e a

ultima parte demonstrard os resultados obtidos.

3.2 - Fungoes de Base de Arestas Ortogonais em Duas Dimensoes

As novas fungdes de base de arestas ortogonais sao obtidas a partir das funcdes de
base de aresta para o elemento triangular, apresentadas no Capitulo 2. O processo de
ortogonalizagdo (Apéndice A) das funcdes de base de aresta deve preservar as suas
caracteristicas originais e garantir que os campos elétrico e magnético continuem a ser
representados corretamente dentro de um elemento. Conforme demonstrado em (2.49), os
campos elétrico e magnético podem ser representados dentro de um elemento pelo
somatorio das fungdes de base de arestas multiplicadas pelos seus respectivos coeficientes
de expansao. Porém, a integral do produto interno das funcdes de base € diferente de zero
para diferentes fungdes e, conseqiientemente, as matrizes massas elementares nao serao
diagonais. Para tornéd-las diagonais, as fungdes de base ortogonais devem atender a seguinte

relagdo [28, 37-39]:
(N:Ng) =[] N;Ngae = o, (3.1)
Q. :

onde Q representa a area do elemento e, C é uma constante e 0, i € o delta de Kronecker.

Pela equacdo (3.1), pode-se verificar que esta relacdo deve ser satisfeita em todo o dominio
Q de integracdo, ou seja, que as funcdes de base sejam ortogonais entre si em qualquer

coordenada interna do elemento. Analisando as funcdes de base de arestas através de suas
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propriedades e dos seus gréficos apresentados no Capitulo 2, nota-se que construir N7, de

tal forma que (3.1) seja respeitada e garantida a correta representacdo dos campos dentro do
elemento, é uma tarefa muito dificil [21, 28, 37-39]. A alternativa para este caso € o uso da
integracdo numeérica, substituindo o dominio continuo da integral por um dominio discreto
e ortogonalizando as fun¢des de base apenas nos pontos utilizados na integra¢do. Levando-

se em consideracdo esta condi¢do, (3.1) pode ser reescrita da seguinte forma:

3
(NONS) =" a,N: (m,)-N¢ (m,) = Co,,, (3.2)

=1
onde m; sdo as coordenadas no centro de cada aresta e oy € escolhida de tal forma a obter a
melhor precisdo na integragdo numérica. O parametro o; dependerd do algoritmo de
integracdo numérica adotado. Se, por exemplo, for adotado o método de quadratura de
Gauss-Legendre, oy representa as ponderacdes associadas a este algoritmo. A equagdo (3.2)
leva em consideracdo apenas as coordenadas centrais de cada aresta do tridngulo, tornando-

se menos restrita que (3.1).

Conforme foi visto no Capitulo 2, as fungdes de base de arestas podem ser escritas

como.:

W, =(LVL, L, VL), (3.3)

N

onde W; € a funcdo associada a aresta i-j de um elemento. Esta fung¢do poderd ser
decomposta em componentes tangencial e normal no centro da aresta i-j e apenas em
componente normal no centro das demais arestas. Para que a condi¢do descrita em (3.2)
seja garantida, N ndo deve ter contribui¢io das componentes normais nos centros das
arestas. Portanto, W;; ndo atende (3.2). Utilizando-se de (A-14) para a constru¢do das novas

fungdes de base de arestas ortogonais, tem-se [28]:

<W12 'B12> <W12 'B23> <W12 'B31>
Z,=-W,———B,——B,, ————B 3.4)
. . <B12 'B12> 2 <B23 'B23> # <B31 'B31> !
<W23 ‘B12> <W23 'B23> <W23 ‘B31>
Z,=W,, - ——B,—————B,,——B 3.5)
» » <B12 'B12> . <B23 'B23> » <B31 ’ 31> !
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onde:
B, = L1L2ﬁ12
By, = L2L3ﬁ23

B; = L3L1ﬁ31

(3.6)

(3.7a)
(3.7b)

(3.7¢)

e 1,, ¢ um vetor unitdrio normal a aresta 1-2, 7,; € um vetor unitdrio normal a aresta 2-3 e

i, € um vetor unitdrio normal a aresta 3-1. As fungdes auxiliares B;; possuem as seguintes

propriedades [21, 28]:

¢ Componente tangencial nula em todas as arestas da malha.

¢ Possui componente normal apenas na aresta i-j.

® As fungdes sdo ortogonais entre si, de acordo com a definicdo em (3.2).

Como estas novas fungdes de base sdo ortogonais apenas nos pontos centrais de

cada aresta do tridngulo, as integrais em (3.4) a (3.6) devem ser resolvidas numericamente.

Conforme descrito no Capitulo 2, os vetores normais 7,,, 1,; € 73, podem ser

escritos como:

s Vi
12 — |VL3|
s VL
23 — |VL1|
. VL,
N3 |VL2|

(3.8)

3.9

(3.10)

Utilizando-se de (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.4) e resolvendo as integrais através do

método de integracdo numérica por quadratura de Gauss-Legendre de terceira ordem [21,

84], observou-se que os resultados de cada integral de Z;, poderiam ser escritos da seguinte

forma:
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3
< Z W12 th ’ L21 L3t ) B12 (Lii s LeZz ’ L;i )
== = 4(W12 (mlz)'ﬁlz) (3.11)

<Bu“*n> S BB, (1155 ) B (15 5,15

1i >

1

3
i=1
w5

3
< 23> -
- 1731 :_2‘VL1 Ly (3.12)
< > Z B23( 1i° 21’ z) B23 L L L j
i=1
3
< 31> ZPI 12( 1i° 21’ ) 31( 1,, )
=3 zz‘VLz Ly (3.13)

3
(B.,-B.) ZRBN[L;,L;,L;j-BN(L;,L;[»,L;]

i=1

onde P; sdo as ponderagdes associadas ao algoritmo de integracdo numérica de terceira
ordem e m,;, é a coordenada central da aresta 1-2. Utilizando-se de (3.11), (3.12) e (3.13) e
desenvolvendo o mesmo procedimento para as demais integrais, as fungdes de base Z

resultam em:

z,=(LVL, -LVL +2L,L.VL —2LLJVL,)l,

1. (3.14)
-4LL, [W12 (m12 ) n, ] n,

Z, =(LVL,~LVL, +2L LVL, —2L,LVL,)l,, 3.15)
-4L,L, [W23 (m23 ) : ﬁ23 ] ﬁ23

Z,=(LVL -LVL,+2LL,VL, -2L,L,VL)L, 3.16)

-4L L, [W3l (m31 ) ﬁ31]ﬁ31

As funcdes de base Z também podem ser obtidas observando as propriedades das
fungdes de base de arestas, descritas no Capitulo 2. Considere o valor da fun¢do de base

W, nos pontos centrais de cada aresta de um elemento triangular.

W, (m,,)=—-0,5VL1, (3.17)
W, (m,,)=0,5VL,[,, (3.18)
W, (m,,)=(0,5VL, —0,5VL, ), (3.19)
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Em (3.17), (3.18) e (3.19), pode-se verificar, através de (3.9) e (3.10), que W,
possui apenas componente normal na aresta 2-3 e 3-1 e componente normal e tangencial na
aresta 1-2. Para tornar W), ortogonal em relacio a normal nestes pontos, novos termos
devem ser somados a esta fun¢do, de tal forma a cancelar suas componentes normais nas
coordenadas centrais das arestas. Assim, na aresta 2-3, o termo a ser somado deve ser igual
0,5VL,l,,. Porém, este termo deve ser nulo nas demais arestas. Para isto, deve-se
multiplicar VLI, por L,L;, que resulta em 0,25 no centro da aresta 2-3 (as fungdes
nodais sdo iguais a 0,5 no centro da aresta onde € definida). Para se obter 0,5, deve-se
multiplicar L,L,VL 1, por 2, resultando em 2L,L;VL/l,,. O mesmo procedimento pode
ser realizado para a aresta 1-3. Na aresta 1-2, apenas a componente normal de W, deverd
ser retirada. Pode-se obter a componente normal de W, através da projecao desta funcao

em um vetor unitdrio normal a esta aresta, ou seja, 4LL, [le (mlz)-ﬁu]ﬁu, sendo que

4L,L, resulta em 1 no centro da aresta 1-2 e anula este termo nas demais arestas.
As novas fungdes de base Z;; possuem as seguintes propriedades:

e Preservam a propriedade da continuidade tangencial dos campos nas fronteiras de

cada elemento.

¢ O moédulo da componente tangencial de Z; serd igual a 1 em toda a extensdo da

aresta ij e zero nas demais.

® Nas duas arestas restantes, Z; terd valor nulo nas coordenadas centrais de cada
aresta e apenas componentes normais fora destas regides, satisfazendo a condicdo

de ortogonalidade definida em (3.2).
¢ A componente normal de Z; no centro da aresta #j € nula.

Esta ultima propriedade significa que as fungdes Z; ndo representam corretamente
0s campos com normais nao nulas nestes pontos. Assim, para a correta representacdo dos
campos em duas dimensoes, € necessdrio o uso das fun¢des de Bj. As fungdes Z; e By
formam um conjunto completo de funcdes de base de arestas e sdo ortogonais entre si. A
Fig. 3.1 demonstra a formacdo de um elemento triangular em fun¢ao das funcgdes de base de

arestas ortogonais. Pode-se observar que, para a correta representacdo dos campos nas
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coordenadas centrais de cada aresta, devem-se utilizar as fun¢bes Z;; em conjunto com as

fungoes Bj;.

X 1

Fig. 3.1 — Formacdo de um elemento triangular linear através das funcoes de base de

arestas OTIOgOFlCliS.

A Fig. 3.2 mostra a distribuicdo das funcdes de base Zj; e By no elemento
triangular, enquanto que a Fig. 3.3 mostra a distribuicao das fungdes Z,3 e B3 para o
mesmo elemento e a Fig. 3.4 mostra a distribuicao das fungdes Z3; e B3;. Por estes graficos,
percebe-se que a fungdo Z; possui componente tangencial apenas na aresta i-j. Nas demais
arestas, a fun¢do Z; possui apenas componente normal. Também, verifica-se que no centro
da aresta i-j, a fun¢do Z; ndo possui componente normal, sendo necessdrio a introdugdo da
fun¢do B; na decomposic¢do dos campos para contornar este problema.

Desta forma, o campo @ expandido dentro de um elemento triangular através das
funcdes de base de arestas ortogonais, pode ser escrito como:

6
®(x, y,1)= Y u, (t)N, (x, ), (3.20)

i=1

onde u;(f) representa os coeficientes de expansao, N; =Z; parai=1até 3 e N; =B, parai =

4 até 6.
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Fig. 3.2 — Distribuicdo das funcées (a) Z1z e (b) B12 em um elemento triangular.
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Fig. 3.3 — Distribuicdo das funcoes (a) Zaz e (b) Bz em um elemento triangular.
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(b)

Fig. 3.4 — Distribuicdo das funcgées (a) Z31 e (b) B3y em um elemento triangular.
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3.3 — Aplicacao das Funcoes de Base de Arestas Ortogonais em Duas
Dimensoes na Equacao de Onda Vetorial

Conforme foi visto, as fungdes de base de aresta ortogonais sao obtidas a partir das
funcdes de base de aresta de Whitney, forcando a equacdo governante ser a equacdo de
onda vetorial e permitindo um estudo mais amplo da propaga¢ao do sinal de luz em uma
estrutura, em relac@o as formulacdes que utilizam a equacao de onda escalar. Assumindo-se
um guia de ondas 6ptico como variagdo do campo apenas nas dire¢des y-z, a equacao de
onda vetorial no dominio do tempo truncada por PLM para campo elétrico E € dada por

[21, 85]:

n* o’E oE
VXVX\L*E)+— —+u,0— =0, 3.21
LB+ 557 o ©-21)
onde:
_ —a,t/ef
| )0, /ee” " ult) 0 , (3.22)
0 ot)-o./ee " ulr)

onde E leva em consideracdo apenas as variagdes das componentes das direcdes y e z, € 0
tempo, t € a permeabilidade magnética do espaco livre, ¢ € a velocidade da luz no espago
livre, n é o indice de refra¢do, &r) é a funcgdo delta de Kronecker, i(7) é a fungio degrau, £é
a permissividade elétrica. Para otimizar a PML, o perfil de condutividade adotado é
<5=G,mm(p/d)2 dentro das regides das PMLs, onde 0, é a maxima condutividade, p é a
distancia do inicio das PMLs e d € a espessura da camada de PML. Também, o; e 0, sdo as

condutividades das PMLs paralelas as direcdes y e z, respectivamente.

Conforme demonstrado em [21, 85], a Eq. (3.21) € baseada nos conceitos de PLMs
[5, 59, 86-89], onde o operador Nabla V é modificado para a seguinte forma (o Apéndice B

descreve uma introdugdo a teoria das PMLs):

V'= LV, (3.23)
SB
sendo que:
s, =1-12 (3.24)
®,€
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onde a € a freqiiéncia angular do campo. Como s estd no dominio da freqiiéncia, (3.22) é

obtida fazendo-se a transformada inversa de Fourier de 1/s;, ou seja:
3! (ij =0(t)—oc/ee ™™ ulr) (3.25)

Obviamente, fora das regides das PMLs, (3.21) reduz-se a equagdo de onda vetorial original

no dominio do tempo.

Uma caracteristica que tornaram as formulagdes baseadas no método dos elementos
finitos no dominio do tempo muito populares foi o fato de trabalharem apenas com a
variacdo temporal da envoltéria complexa dos campos elétrico e magnético. Como as
variagOes temporais da envoltdria sdo mais lentas que as variacdes temporais da onda com a
portadora, os passos temporais podem ser maiores, diminuindo-se o tempo total de
simulacdo. Por esta razdo, esta aproximacdo também serd aqui adotada. Assim, o campo

elétrico assumido passa a ser [33]:
E(y,z.t)=e(y,z.t)exp(joyt) (3.26)

onde e é a amplitude complexa do campo elétrico. As derivadas temporais de primeira e

segunda ordem de (3.26) podem ser escritas como:

%—I;: = eXp(jwot){W+ joely, z,t)} (3.27)
2 2
aatlzz :exp(jwot)[%_kzjwoW_wge(y,z,t)} (328)

Substituindo (3.26), (3.27) e (3.28) em (3.21), obtém-se:

n* d%e(y, z.1)

o exp(ja)ot)+

VxVx{L*[e(y, z,t)exp(jo,t)] }+—
c (3.29)

2 2
n

o’ de(y, 7,1 . . @ .
(2]0)0IZ_Q"'OWOJ(’VTZ)GXP(](’)OI)"'(]&)OO—#O_ 60‘2 je(y,z,t)exp(]a)ot)zo,

onde a envoltéria complexa e pode ser expandida dentro de um elemento triangular através

das funcdes de base de arestas ortogonais:
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6

e(y.z.1)= ) u, (0N, (3.2) (3.30)

i=1

A convolu¢do em (3.29) serd analisada primeiramente. O primeiro termo da
convolugdo serd a prépria amplitude complexa do campo elétrico, pois a convolucdo de
uma fungdo pelo delta de Kronecker resulta na propria fungdao. O segundo termo desta

convolugdo pode ser escrito como:

g,.(y.z1)= [— o,. /ge“’”’/f LT(I)] # [em(y,z,t)exp( jot)] (3.31)

onde e . (y,z,f) representa a envoltéria das componentes y e z do campo elétrico,

respectivamente. A convolucdo em (3.31) € calculada considerando-se o campo constante
em cada passo temporal, somada as contribuicdes do passo anterior [21, 37-39, 85],

resultando em:

. exp(ja) t)a e
g (y.2)= Sy

) : exp[— (O'Y,z/8+ja)0)tf_l]><

(GM + jw,€

xfexpl-(o, . e + joo Jr] -1+ 7 (0.2),

(3.32)

onde At € o intervalo de cada passo temporal e ' é o tempo inicial de cada passo temporal.

O processo de discretizagdo temporal serd demonstrado mais adiante.

Considerando a expansdo do campo elétrico descrito em (3.30), as componentes y €

z do campo elétrico em (3.32) podem ser escritas como:

6

;3= ui[5-N,(v.2)lp (3.33)
i-1
6

2= ult-N,(y o) (3.34)

Substituindo (3.33) e (3.34) em (3.32), pode-se representd-la em termos dos

coeficientes de expansao.

6
g (v.2)9 =Y v [N, 25 (3.35)
i=1
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6
2=>wi[e-N, (o)L (3.36)
=1

onde:

T
T O-y ’u

_ . 7-1
Vil jag) s e i (337)

X {exp[— (O-y,z /8 + jwo )At] - 1}+ ‘/’;ﬁlz

Aplicando-se o método de Galerkin em (3.29) para a discretizacdo espacial, obtém-

Se:

ot

“' Hz ja)on—2+0',u0JMexp( ja)ot)]wd£2+ (3.38)
Q c

”Q{VXVXL * [e(y, Z,t)exp(j(oot)] }wdQ+ ”Q {Z—zwexp(ja)ot)} -wdQ +

ot

” H]w o, — J (v, z.t)exp(ja, t)} WdQ =0,

onde w sdo as funcdes de peso ou fungdes de teste e L2 € a drea de um elemento. Fazendo-se
w =N, onde j varia de 1 a 6, utilizando-se da expans@o do campo elétrico pelas fungdes
de base de arestas em um elemento triangular (3.30), das convolugdes calculadas acima e

assumindo-se que a janela computacional seja encerrada por paredes elétricas ou

magnéticas, obtém-se a equagdo diferencial da propagacdo do campo elétrico no dominio

do tempo:
LD (20000, )R ()-8 o o), ot

(3.39)

M,
&Ly, + KLy t={o}
e=l1
onde M, € o nimero de elementos e as matrizes elementares sdo dadas por:

Mﬁ:”' 7°N.-N . dQ.
v Qe ' !

Mo, =[] wN-N, a@.
o Qe
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K :”Qe[VxN[].[VxNj]dQ,
k., =[] WxN][vx(-N Jslae.

K, :Ijge[VxN[]-[VX(E-NJ)Z]dQ,

A equacdo (3.39) j4 considera a montagem de todos os elementos da malha, com
excecdo do termo dentro do somatério. Devido ao termo exp[—dy,z/(8+ja)))t”] em (3.37),
que possui dependéncia com a geometria da estrutura (oy, e € varia de elemento para

7-1 . .
elemento) e do passo temporal (t”"), as matrizes globais formadas pelo produto [K ]y’z v,.

devem ser remontadas a cada passo temporal, reduzindo a eficiéncia computacional. Assim,

o somatoério em (3.39) indica a necessidade de realizar esta operacdo a cada passo temporal.

Para a discretizacdo temporal de (3.39), utilizou-se o método das diferencas finitas

centrais [83].

dut) uw™ =2u" +u™

a Ar? (3.40)
T+1 _ -1

dbatzgt) == 2; (34D

u(t)=u" (3.42)

Deve-se ressaltar que, com o método das diferencas finitas centrais, o0 método serd
condicionalmente estavel [21]. Substituindo (3.40), (3.41) e (3.42) em (3.39) e expandindo-

se 0 somatorio, obtém-se:

s ol I o o) oo, (sl
(3.43)

ol ol S e cacfe ] ol Lo

onde I={1,1,...,1}", {I} é um vetor constante e [K,],. sdo as matrizes globais resultantes do
somatorio em (3.39) e que devem ser remontadas a cada passo temporal. Como as matrizes
[M ] e [M ]a sdo diagonais, devido as funcdes de base de arestas ortogonais, o vetor {u ”1},

que é a solucdo do sistema de equagdes, é obtido pela multiplicacdo de (3.43) por
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[(1 + ja)OAt)[M |+ A M ]G / 2]_1 . A equagdo (3.43) fornece os coeficientes de expansdo em

um dado passo temporal. Através do vetor {u”l} € possivel recuperar as amplitudes

complexas das componentes do campo elétrico utilizando-se de (3.33) e (3.34).

O mesmo procedimento pode ser utilizado para o caso do campo magnético. Para
esta situacdo, o sistema matricial de equacdes serd o mesmo que o apresentado em (3.43),
porém as matrizes elementares deverdo ser modificadas na sua formacdo. De uma forma

geral, pode-se escrever as matrizes elementares da seguinte forma:

el =[] aN,-N, a@ (3.44)

M, =IjgepﬂooNi N, dQ (3.45)

K] :J‘J‘er[VxNi].[VxNj]dQ (3.46)

[, =[] v.pVxN ] ox(5-N, )5l (3.47)
[KW]Z’U :J.J.Qel/lzyiip[VXNi]-[VX(E'NJ. )z]ac (3.48)

21 A _ A A _ 2 _
Para a andlise dos modos TE, t€m-se e=e¢ y+e Z, p—l/n e g=1. Para a
andlise dos modos TM, t€ém-se h=h y+hz p=1 e g=n", onde h é a envoltdria

complexa do campo magnético e h, e h, sdo suas componentes nas dire¢des y e gz,

respectivamente.

Conforme descrito anteriormente, as matrizes [K,],., que sdo resultantes do
processo de discretizagdo das convolucdes, necessitam ser remontadas a cada passo
temporal. Em uma andlise envolvendo um nimero grande de varidveis, este procedimento
podera afetar o desempenho do tempo de processamento. Com a finalidade de contornar

este problema, uma nova aproximagdo foi proposta. Nesta aproximagdo, o termo

exp[— o, [(e+ ja)o)tH] de (3.37) é substituido por exp[—O' (e, + ja)o)tH] nas

max

regides dentro das PMLs. Desta forma, este termo passa a ser dependente apenas do tempo

(t“) e (3.37) pode ser reescrito como [37-39]:

48



v, =¢;. 0, + l/f,ji (3.49a)

¢;’,Zi = u: CXP[— (dmax /80 + ja)o ) t771 ] (349b)
O-y,z .
o, =—————{expl-(o, e+ ja) A]-1} (3.49¢)
O-}',Z +]%/€

Conforme mencionado, fora das regides das PMLs, a equacdo (3.21) reduz-se a
equacdo de onda vetorial original. Nesta situagdo, (3.37) deve ser igual a zero. Portanto, as

condutividades o, e 0. devem ser nulas nestas regides.

O sistema matricial assume a seguinte forma:

{(1 + joArfM]+ %}{u f=lo+ @pa)m]- jacrarim], - ac [kl }+ .
[(—1+jwoAr)[M]+%}{uH e LAR A S IR -

onde
&Y, =[] 0.,pvxN][vx(-N )slae (3.:51)
K.}, =[] 0., pvxN][vx(:N flae (3.52)

Em (3.50), as matrizes [Ko ]y!Z sdo dependentes apenas da discretiza¢do espacial e

nao da temporal, sendo necessario monta-las apenas uma vez e ndo a cada passo temporal
como anteriormente, sendo que o tnico vetor { ¢} € atualizado a cada passo temporal. Fora

das regides das PMLs, a equacdo (3.50) resume-se a (3.43).

3.4 — Numeraciao Global dos Elementos Triangulares de Arestas
Ortogonais

A numeracdo utilizada pelos elementos de aresta ortogonais se difere em relaciao aos
elementos lineares nodais. Das Figs. 2.5(a) e 3.1, pode-se verificar que, nos elementos
nodais lineares, os nds estdo localizados nos vértices do tridngulo, enquanto que, nos
elementos de arestas ortogonais, os pontos utilizados na integracdo numérica estdao

localizados nos centros de cada aresta. Nos elementos nodais, um né pode compartilhar
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dois ou mais elementos e, nos elementos de aresta, cada aresta serd comum somente a dois
elementos. Os programas comerciais, geradores de malha, ndo fornecem a numeragdo para
os elementos de arestas ortogonais, sendo necessario construir uma rotina que converterd a
numeracao dos elementos nodais para os de arestas ortogonais, que foi aqui implementada.
Também, € necessdria uma rotina que, além de realizar esta conversdo, introduz a

numeracao para as fungdes auxiliares.

Para melhor compreender a formagdo da numeragdo global dos elementos de arestas
ortogonais, considere o algoritmo mostrado na Fig. 3.5 para simulag¢des utilizando as
funcdes de base de arestas convencionais. O gerador de malhas utilizado foi o programa
computacional GiD, desenvolvido pela International Center for Numerical Method in
Engineering, sendo utilizada a discretiza¢do por elementos lineares nodais. O conversor de
numeragdo tem por funcdo transformar a numeracdo nodal para a numeragdo para
elementos de arestas. Conforme visto no Capitulo 2, as matrizes na discretizacdo por
elementos finitos sdo matrizes esparsas. A func¢do da rotina de esparsidade € definir a
esparsidade das matrizes em funcdo da numeragcdo dos elementos e nés. Em seguida, as
matrizes elementares e, depois, as globais s@o montadas e é definida a condi¢do de
contorno, anulando os campos tangenciais nos limites da janela computacional. Finalmente,
o sistema matricial de equacdes € resolvido, por exemplo, através de métodos diretos ou

interativos.

Este mesmo algoritmo pode ser usado para representar uma simulacdo por
elementos finitos utilizando as func¢des de base de arestas ortogonais. A diferenga bésica
estd na introducao das funcdes auxiliares, que afetard a numeracdo das arestas, a formagao
das matrizes elementares e a solu¢do do sistema de matrizes. Para descrever a numeragao
em uma malha discretizada por elementos triangulares ortogonais, considere os dois

elementos representados na Fig. 3.6.
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Gerador de
Malhas
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Conversor
de Numeragdo
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Solugéo do
Sistema
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Fig. 3.5 —Fluxograma do método da envoltoria utilizando as funcoes de base de arestas

ortogonais.

Fig. 3.6 — Exemplo de elementos triangulares ortogonais.
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No exemplo da pégina anterior, em que os elementos ainda estdo desacoplados,
pode-se notar que cada nd possui uma fun¢do tangencial, Z; e outra normal, B;. A
numera¢do para cada funcdo de base adotada comeca sempre pelas bases Z;, no sentido
anti-hordrio. Apds numerar as bases Z;, enumeram-se as bases B;, também no sentido anti-
horério. Assim, para o elemento 1, por exemplo, a numeragao designada de 1 a 3 refere-se
as bases Z; e a numeracao designada de 4 a 6 refere-se as bases B;. Na formacdo da malha,
somente as funcdes Z; pertencentes a uma aresta comum a dois elementos (funcgdes 3 e 8 da
Fig. 3.6) sao acopladas entre si. As funcdes B; destas arestas sdo deixadas livres, reforcando

a condi¢@o de descontinuidade. A Fig. 3.7 mostra a malha formada a partir do acoplamento
dos elementos mostrados na Fig. 3.6. Pode-se observar que as fun¢des Z} e Z; da Fig. 3.6
sdo acopladas, formando a fun¢do Z, comum aos dois elementos da Fig. 3.7. Outro ponto a

ser observado € a orientagcdo destas duas funcdes. Na Fig. 3.6, os vetores resultantes destas

funcdes possuem sentidos opostos, sendo necessdria a inversdo dos vetores resultantes de

~ . < ~ 2
uma das fungdes Z;, que neste caso foram os vetores associados a funcdo Zjg .

7

Fig. 3.7 — Exemplo de uma malha formada por elementos triangulares ortogonais.

Em func¢ao dos conjuntos Z; e B; e da numeragao adotada, nas matrizes elementares
serdo realizadas operacdes de produto interno das func¢des de base e de produto interno do
rotacional das funcOes de base do tipo Z,eZ,; Z.eB,; B,eZ, e B, eB,, de tal forma

que as matrizes elementares sejam matrizes quadradas. Para exemplificar este

procedimento, a Fig. 3.8 mostra a formacdo de uma matriz elementar.
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e e e e e e e e e e e e
I’Zl 1’Z2 1’Z3 1’B1 1’B2 1’B3
e e e e e e e e e e e e
2’Z1 2’Z2 2’Z3 2’B1 2’B2 2’B3
e e e e e e e e e e e e
3’Z1 3’Z2 3’Z3 3’B1 3’B2 3’B3
e e e e e e e e e e e e
1’Z1 BI’Z2 1’Z3 I’Bl 1’B2 BI’B3
e e e e e e e e e e e e
2’Z1 2’Z2 2’Z3 2’B1 2’B2 2’B3
e e e e e e e e e e e e
3’Z1 B3’Z2 3’Z3 3’B1 3’B2 B3’B3

Fig. 3.8 — Matriz elementar formada a partir das fungées de base de arestas ortogonais.

3.5 — Resultados Numéricos

Para a validagdo da formulacdo apresentada, alguns exemplos bem conhecidos na
literatura foram utilizados. Nestes exemplos, um pulso inicial foi aplicado na entrada do
guia de onda e, através da reflexdo ou transmissdo, observaram-se as caracteristicas de
propagacdo da estrutura sob andlise. O primeiro exemplo considera a propagacdo de um
pulso no modo fundamental TE em um guia de onda 6ptico simples. O propdsito deste
exemplo € avaliar o desempenho das formulagdes para as PMLs. A Fig. 3.9 mostra o guia
de onda utilizado. Este guia de onda foi contornado por camadas de PMLs com espessura
de 1 um. O pulso inicial € aplicado a 4 um de distancia do inicio do guia de ondas e o sinal
incidente e refletido é observado a 27 gm do inicio do guia de onda. A maxima condutancia
foi 10* S/m e o comprimento de onda central foi de 1,5 pm. A malha utilizada para a
discretizacdo do guia de ondas possui 18.452 elementos triangulares, gerando 83.273
varidveis. O intervalo de tempo total da simulacdo foi de 300 fs. Para garantir a

estabilidade, adotou-se um passo temporal de 0,08 fs.

O pulso inicial assumido possui perfil longitudinal Gaussiano e perfil transversal
correspondente ao do modo fundamental TE. O perfil transversal é obtido realizando-se a
andlise de autovalores e autovetores dos modos propagantes no guia de onda em questdo
através da formulagcdo descrita no Apéndice C. Para o guia planar apresentado, as
componentes da envoltéria dos campos elétrico e magnético sdo ex, hy, h, [90]. Como a
componente e, ¢ perpendicular as arestas dos elementos da malha, somente as componentes

hy € h, sdo analisadas, quando o modo TE € considerado. Quando o modo TM ¢ analisado,
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as componentes analisadas sdo ey e e,. Para t = 0, as componentes Ay e h, podem ser escritas

como:

By (2.0 =hy, (Yexpl-(z=2 /W, = jk (2=, )] (3.53)

(3 20) =, (s)expl-(z—20/W) =k (a2, (3549
onde h, (y,z) corresponde ao modo fundamental (perfil transversal), W, é a largura do

pulso na direcdo z, 79 € a posicao central do pulso inicial e k, € a constante de propagacgao.

)
Z PML
‘ t1pum
v | Pulso inicial Ponto de referéncia n=1
- 1 n=1,55
10,3 pm ! !
1 1
1 1
i |
: 1 ; E
i, 4pum i ! !
L 27 um R |
iy 40 pm i

b
»

Fig. 3.9 — Guia de onda optico utilizado na avaliacdo do desempenho da absorc¢do do sinal

pelas PMLs.

A propagagdo da envoltéria complexa da componente i, pode ser visualizada na
Fig. 3.10, que mostra 0 mddulo da envoltdria desta componente nos instantes de 50, 70,
100, 130 160 fs, 180 fs, 200 fs, 220 fs e 10 ps, respectivamente, na qual pode-se observar o
momento em que o pulso alcanca o final do guia de onda e é absorvido pela camada de
PML. A simulacdo da propagacdo de h, no instante de 10 ps foi obtida utilizando (3.50).
Através desta figura, é possivel observar que ndo houve instabilidade apés um longo
periodo de simulacdo. Analisando-se a propagagao do sinal 6ptico no ponto de referéncia, é
possivel observar a propagacao dos pulsos incidente e refletido. A Fig. 3.11 mostra (a) a
envoltéria complexa da componente h, do sinal Optico, (b) o moédulo da envoltoria
complexa desta componente e (¢) o mesmo moddulo demonstrado em (b), porém
considerando um intervalo de simulacdo de 20 ps. As Figs. 3.11 (a) e (b) foram obtidas
utilizando-se (3.43) e a Fig. 3.11 (c¢) foi obtida utilizando-se (3.50). Através da Fig. 3.11 (¢)

€ possivel observar que nao houve nenhuma instabilidade apés um longo periodo de
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simulacdo. Nota-se que, ap6s um determinado instante, o pulso inicial alcanca o ponto de
referéncia, conforme indicado na Fig. 3.11 (a). O pulso continua a se propagar até atingir a
camada de PML, no final do guia de onda. Neste momento, a maior parte do sinal 6ptico é
absorvida por esta camada. Porém, uma pequena parte € refletida de volta para o inicio do
guia de ondas, passando novamente pelo ponto de referéncia, que também pode ser visto na

Fig. 3.11.
hy (A/m)

z (m)

y (m)

Fig. 3.10 — Propagagdo da envoltoria complexa da componente hy, no guia de onda dptico

nos instantes de 50, 70, 100, 130, 160 fs, 180 fs, 200 fs, 220 fs e 10 ps.
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Fig. 3.11 — (a) Envoltoéria complexa h, observada no ponto de referéncia, (b)

modulo de h,.
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Fig. 3.11 — (c) Mddulo de hy, considerando um intervalo de simulagdo de 20 ps.

Para avaliar o desempenho da absor¢ao dos campos pelas PMLs em relagdao a
formulacdo escalar apresentada em [33], analisaram-se as distribuicdes espectrais da
refletividade do sinal 6ptico obtidas por meio da formulacio completa de (3.44) e
simplificada de (3.51), comparando-as aquela obtida pela formulacdo escalar apresentada
em [33]. Para se obter a distribuicdo espectral, realizou-se a FFT dos sinais incidente e
refletido apresentados na Fig. 3.10 (a). A Fig. 3.12 mostra a boa concordancia para os
resultados obtidos pelos trés métodos, em relacdo a absorcdo do sinal, considerando os
comprimentos de onda acima de 1,3 um. Abaixo deste comprimento de onda, um
comportamento oscilatério foi observado. Em particular, os resultados apresentados pelas
formulacdes apresentadas aqui possuem uma amplitude de oscilacdo menor que a
apresentada pela formulacdo escalar. Em ambas formulagdes, para se obter uma absor¢ao
maior dos campos eletromagnéticos, deve-se aumentar a espessura da camada PML.
Também, € importante ressaltar que o tempo de processamento foi de 1.576 s, quando
(3.44) foi utilizada, e cai para 645 s quando a formulacdo simplificada de (3.51) foi
empregada. Os resultados seguintes foram obtidos utilizando (3.51). Um computador

Pentium IV-1,7 GHz / 512 MB, Windows XP foi utilizado para as simulacdes.
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Fig. 3.12 — Distribuicdo espectral da refletividade das PMLs do guia de ondas optico

apresentado na Fig. 3.9.

O proximo exemplo trata da andlise do coeficiente de reflexdo de uma rede
dielétrica refletora (DFB - Distributed Feedback Reflector) para os modos fundamentais TE
e TM. Este exemplo é bem conhecido na literatura e usado para a convalidacio de vérias
formulacdes que fazem uso da equagdo de onda escalar no dominio do tempo [33-34, 40].
Aqui, pela primeira vez, utilizou-se da equagao de onda vetorial no dominio do tempo,

além da formulacdo simplificada de (3.51). A Fig. 3.13 mostra a rede dielétrica refletora.

16 um

A

Iy
»

{
7z PML
‘ n-145 105pm n=1
v | Pulso de Entrada Ponto de Referéncia ’
- 1 n=155
103 um ! | i
s ! ! i 0,3276 pm  0,3103 pm
. | 5
T i f T
i, 4pm ! E )
1 : i

24 pm

Y

A

47 um

' 3
v

Fig. 3.13 — Rede dielétrica refletora.
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Para este caso, o comprimento de onda central foi de 1,5 um para o modo
fundamental TE e 1,35 gum para o modo fundamental TM, com largura do pulso na dire¢dao
z de 2 um. A malha utilizada possui 18.324 elementos triangulares. O intervalo de tempo
total para a simulacdo foi de 220 fs. Quando a formulacdo ortogonal € usada, esta malha
gera 82.697 varidveis. Se a formulagdo escalar [33] for empregada, o nimero de varidveis é
de 37.127 pontos nodais para as funcdes de base nodais quadriticas. O tempo de
processamento, com a formulagdo desenvolvida, foi de 372 s. Para garantir a estabilidade,
adotou-se um passo temporal de 0,08 fs. Para a formulacdo escalar [33], o tempo de
processamento foi de 2.520 s (passo temporal de 1 fs). O passo temporal para a formulagdo
escalar € maior que ao do método aqui proposto por se tratar de um esquema
incondicionalmente estdvel, sendo limitado apenas pela precisdo dos resultados obtidos. A
mesma observagao vale para os préximos exemplos. Embora o nimero de varidveis gerado
pela formulagao com as fungdes de base de arestas ortogonais seja maior que o nimero de
varidveis obtido com a aplicacdo da formulacdo escalar, além do passo temporal menor,
observou-se que, para este caso, a simulagcdo que usa as funcdes de base ortogonais foi 6,77

vezes mais rapida que a da formulacdo escalar.

As Fig. 3.14 e 3.15 mostram a propagacdo de envoltéria complexa e do mddulo da
envoltéria da componente h,, para 0 modo fundamental TE, e e,, para o modo fundamental
TM, respectivamente, no ponto de referéncia. Através destas figuras, pode-se observar
claramente o sinal incidente e o sinal refletido pela rede dielétrica refletora. Fazendo-se a
FFT dos sinais incidente e refletido, obtém-se os coeficientes de reflexdo para os modos
fundamentais TE e TM. A Fig. 3.16 mostra os respectivos coeficientes de reflexao obtidos
com a formulacdo ortogonal e a formulacdo escalar. Uma boa concordancia entre os

resultados obtidos pelas duas formulagdes pode ser observada.
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Fig. 3.14 — Propagacdo da (a) envoltoria complexa e (b) do moddulo da envoltoria

complexa da componente hy, para a rede dielétrica refletora no modo fundamental TE.
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Fig. 3.15 — Propagacdo da (a) envoltoria complexa e (b) do modulo da envoltoria

complexa da componente e, para a rede dielétrica refletora no modo fundamental TM.
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Fig. 3.16 — Coeficiente de reflexdo da rede dielétrica refletora para (a) o modo

fundamental TE e (b) para o modo fundamental TM.
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Cristais fotonicos tém inspirado grande interesse em fotdnica devido ao seu
potencial no guiamento da luz em um guia de onda 6ptico [91-102]. Cristais fotonicos sdo
estruturas periddicas que obedecem a uma determinada simetria. Dependendo da simetria
utilizada, formam-se regides de freqii€ncias com bandas proibidas, onde o sinal 6ptico ndo
consegue propagar. Um meio de construir um guia de onda nesta estrutura € a introducao de
um defeito na periodicidade, criando um modo de propagacao para o sinal 6ptico dentro da
banda proibida [91-93]. Diversas estruturas baseadas em cristais fotonicos, tais como guias
de onda, cavidades ressonantes, filtros Opticos, chaves totalmente Opticas e lasers, entre
outros, estdo sendo amplamente estudadas. Um passo fundamental no desenvolvimento de

um componente baseado em cristais fotonicos € a simulagdo computacional.

O grande problema em uma simulagdo no dominio do tempo envolvendo cristais
fotdnicos € o elevado ndmero de varidveis envolvido. Conseqiientemente, o esfor¢o
computacional torna-se elevado e, em muitos casos, impossibilita as simulagdes em um
computador convencional. Com o uso das funcdOes de base de arestas ortogonais, este
esforco computacional € reduzido consideravelmente. A fim de demonstrar o uso da
formulacdo proposta aqui em anélises envolvendo cristais fotonicos, quatro exemplos serdo
discutidos. Para estes exemplos, utilizou-se uma simetria em duas dimensdes composta por
colunas dielétricas com indice de refracdo de n = 3,4 inseridas em ar, conforme mostrado
na Fig. 3.17, criando uma regido de banda proibida apenas para os modos TE na faixa de
freqiiéncia entre 0,32 X 2ac/a e 0,443 X 2ac/a [33, 103], sendo a a periodicidade da

simetria.
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Fig. 3.17 — Estrutura de cristais fotonicos em duas dimensdes composta por colunas

dielétricas em ar, com direcdo de propagagcdo no plano y-z.

O pulso inicial assumido possui perfil longitudinal Gaussiano e perfil transversal
correspondente ao do modo fundamental TE, sendo este periddico na direcdo longitudinal.
As envoltérias complexas das componentes 4, e h, do modo fundamental TE podem ser

escritas para ¢t = 0 como:
Iy (3, 20)=hy, (v, 2D expl—(z— 20 /Wy = jk. (22, )] (3.55)

. (y.20)=h, (v 2)exp-{z—2, /W, — jk.(-2,)] - (3.56)

onde ho,m(y,z) ¢ uma funcao periddica correspondente a0 modo fundamental de cristais

fotdnicos. A titulo de ilustra¢do, a Fig. 3.18 mostra o médulo das componentes ey, hy € h, do
modo TE para um guia de onda que utiliza a simetria mostrada na Fig. 3.17, obtidas com o
uso da formulacdo de andlise modal demonstrada no Apéndice C. Esta andlise utilizou uma
estrutura com 11 colunas na dire¢do y e o comprimento de 0,58 wm na dire¢do z. Para
formar o guia de ondas, a sexta coluna foi retirada, introduzindo um modo de guiamento

dentro da regido da banda proibida.

64



\/Z (m)
y (m)

Fig. 3.18 — Componentes ey, hy e h, do modo TE para um guia de onda dptico feito a partir

de cristais fotonicos com simetria apresentada na Fig. 3.17.

O primeiro exemplo considerando cristais fotdnicos é um guia de ondas com uma
curva de 90°. A Fig. 3.19 mostra este guia de onda. A malha utilizada na discretiza¢do do
guia de ondas possui 78.753 elementos triangulares, gerando 354.688 varidveis. O passo
temporal At foi de 0,05 fs e o intervalo de tempo total de 300 fs. O tempo de processamento

foi de 1.951 s. Esta mesma simulacio pode ser encontrada na literatura [33], porém o tempo
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de processamento foi de 106 s para cada passo temporal de Ar = 1 fs. Devido a largura da
banda passante apresentada pelo guia de ondas [103], foi necessdrio simular as
caracteristicas de propaga¢ao duas vezes, a primeira no comprimento de onda de Ay = 1,45
um e a segunda no comprimento de onda de Ay = 1,65 wm. A Fig. 3.20 mostra a
distribuicao espectral de poténcia do sinal refletido e transmitido conforme demonstrado
em [33] e pelo método aqui proposto. Esta figura é formada pela resposta em freqii€ncia

gerada pelas simulagcdes nos dois comprimentos de onda.

Como pode ser visto, este guia de ondas apresenta maior transmissao para
freqiiéncias normalizadas abaixo de 0,4 X 27c/a. Acima desta freqii€ncia, a reflexao tende a
aumentar. Porém, pode-se verificar facilmente que nao hd perda de guiamento do sinal
Optico durante a sua passagem pela curvatura. A Fig. 3.21 mostra a propagacdo da
envoltéria complexa A, e h; nos instantes de 100, 130 e 160 fs. Nesta Fig., observa-se o
exato momento em que o pulso Gptico atinge a curvatura de 90° do guia de onda. Neste
instante, a maior parte da onda é direcionada para a porta 2 do guia de onda. Apenas uma
pequena parte da onda € refletida de volta para a porta 1. Contudo, verifica-se que nao
houve espalhamento do sinal Optico ao atingir a curvatura, comprovando o excelente

guiamento do sinal dptico apresentado por este tipo de guia de ondas.
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Fig. 3.19 — Guia de ondas dptico com uma curva de 90°.
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Fig. 3.21 — Propagagdo da envoltoria das componentes hy e h; para o guia de

Fig. 3.19, nos instantes de 100, 130 e 160 fs.
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O préximo exemplo, considerando os cristais fotonicos, € um divisor de poténcia
em forma de “T”. A Fig. 3.22 mostra este divisor. Esta mesma estrutura é encontrada em
[33]. A malha para discretizar esta estrutura possui 100.628 elementos triangulares, gerando
453.428 varidveis. Também, para este exemplo, foi necessario simular as caracteristicas de
propagacdo duas vezes, nos comprimentos de onda de Ao = 1,45 um e Ap = 1,65 um,
respectivamente. Para garantir a estabilidade, o passo temporal foi de 0,05 fs e o intervalo
de tempo total de simulacao foi de 650 fs. O tempo de processamento foi de 5.493 s. A Fig.
3.23 mostra a distribui¢do espectral de poténcia do sinal refletido e transmitido para o
divisor de poténcia em “T”, conforme demonstrado em [33] e pelo método aqui proposto.
Como pode ser visto, esta estrutura apresenta uma alta transmissao (aproximadamente, 46%
para cada saida) para as freqii€ncias por volta de 0,4 X 2m/a. Porém, a reflexdo da luz
tende a aumentar quando a freqiiéncia do sinal optico se afasta deste valor. A Fig. 3.24
mostra a propagagdo da envoltoria complexa h, e h; nos instantes 100, 150 e 200 fs. Nesta
figura, pode-se observar toda a evolug¢do temporal do sinal 6ptico dentro do divisor de
poténcia. Como no exemplo anterior, pode-se verificar que nao houve espalhamento da
onda na estrutura, demonstrando o excelente guiamento do sinal 6ptico. Assim, a maior
parte da onda € direcionada para as portas 2 e 3 do divisor e apenas uma pequena parcela do

sinal € refletida de volta para a porta 1.
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Fig. 3.22 — Divisor de poténcia em “T".
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em [33] e (b) obtida pelo método proposto.
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Fig. 3.24 — Propagacdo da envoltéria das componentes hy e h; para o divisor de poténcia

em “T” da Fig. 3.22, nos instantes de 100, 150 e 200 fs.
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Os dois ultimos exemplos, a seguir, demonstram a aplicagcdo dos cristais fotonicos
em cavidades ressonantes. Para a primeira cavidade analisada, utilizou-se a estrutura
mostrada na Fig. 3.25. Esta mesma estrutura é encontrada em [33]. Para discretizar esta
malha, utilizou-se uma malha com 66.038 elementos triangulares, resultando em 297.750
varidveis. O passo temporal foi de 0,05 fs e o intervalo total de simulacdo de 20 ps. A Fig.
3.26 mostra a distribuic@o espectral de poténcia para esta cavidade, conforme demonstrado
em [33] e pelo método aqui proposto. Este resultado mostra que esta estrutura age como um
filtro passa-faixa, com freqiiéncia de ressonancia de 0,389 X 27mc/a, banda passante de 2,2
nm e perda de inser¢do praticamente nula. Para a segunda cavidade, acrescentou-se uma
coluna dielétrica a esquerda e a direita, conforme mostrado na Fig. 3.27. Esta cavidade
corresponde a uma variacdo da cavidade do exemplo anterior e foi implementa somente
neste trabalho. A malha utilizada possui 66.252 elementos triangulares e gerou 298.713
varidveis. O intervalo de tempo total foi de 20 ps. A Fig. 3.28 mostra a distribui¢do
espectral de poténcia para esta cavidade. Pode-se verificar que ndo houve deslocamento na
freqiiéncia central de ressonancia, porém a banda passante fica em torno de 0,17 nm e a

perda de inser¢do aumenta para 2,2 dB, aproximadamente.
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Fig. 3.25 — Microcavidade ressonante feita a partir de cristais fotonicos.
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Fig. 3.26 — Caracteristica de transmissdo para a microcavidade ressonante da Fig. 3.25,

(a) conforme demonstrado em [33] e (b) obtida pelo método proposto.
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3.6 — Conclusao

Este capitulo apresentou, pela primeira vez, o uso das funcdes de base de arestas
ortogonais no estudo da propagacdo da envoltéria complexa dos campos elétrico e
magnético, no dominio do tempo, para problemas em duas dimensdes. Com o uso destas
fungdes ortogonais, obtiveram-se matrizes massas diagonais como resultado da formulacao
desenvolvida. Associando-se estas funcdes de base a esquemas explicitos, a solucdo final
do sistema matricial ¢ obtida pela simples inversdao de matrizes diagonais. Uma outra
vantagem do método desenvolvido € o uso da equacdo de onda vetorial, ao invés da
equagdo de onda escalar, permitindo andlise mais completa da propagacdo dos campos

eletromagnéticos.

Baseado no trabalho original de White, as fun¢des de base de arestas ortogonais em
duas dimensdes foram obtidas a partir das funcdes de base de arestas originais de um
elemento triangular, preservando suas caracteristicas. Além da demonstracdo original de
White, este capitulo também demonstrou uma nova interpretacdo das funcdes de base de
arestas ortogonais. Com esta nova interpretacdo, foi possivel formular estas fungdes em
duas dimensdes, sem o uso da integracdo numérica para o cédlculo dos coeficientes de
ortogonaliza¢do e gerar os requisitos necessdrios para desenvolver as funcdes de base de

arestas ortogonais em trés dimensdes, que serd apresentada no Capitulo 4 deste trabalho.

O objetivo principal deste capitulo foi o uso das novas fungdes de base para as
andlises no dominio do tempo de estruturas fotdnicas. O método de anélise escolhido para
este intento foi o método da envoltéria. Com o uso das fung¢des de base de arestas
ortogonais, forcou-se o uso da equagcdo de onda vetorial ao invés da equagdo de onda
escalar, que € normalmente utilizada nas andlises em fotdnica, tornando-se mais uma
vantagem da formulacdo apresentada. Diversas estruturas 6pticas foram utilizadas para a
convalidacdo do método, principalmente componentes baseados em cristais fotdnicos, que
envolvem um grande nimero de varidveis. Desta forma, foi possivel observar a excelente
precisdo nas solugdes obtidas e o alto desempenho no processamento de dados do método

desenvolvido.
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Capitulo 4
Funcoes de Base de Arestas Ortogonais em Trés Dimensoes

4.1 — Introducao

O capitulo anterior demonstrou o uso das funcdes de base de arestas ortogonais 2D
em esquemas de propagagao da envoltéria complexa no dominio do tempo. Associando-se
estas fungdes a um esquema explicito, hd uma grande reduc¢do no esfor¢co computacional
gerado pelo processamento de dados, tornando-se possivel andlises em grandes janelas
computacionais. Porém, as formulagdes em uma dimensio ou duas dimensdes sdo
aproximacdes adotadas quando se deseja justamente minimizar o esfor¢co computacional.
Em um componente real, as trés dimensdes x, y, e z estardo sempre presentes. Quando a
representacdo ou aproximacdo em uma ou duas dimensdes ndo € possivel ou satisfatoria, o

tratamento em trés dimensoes torna-se necessario.

Diferentes técnicas s@o usadas na formulacdo 3D. O método das Diferencas Finitas
no Dominio do Tempo (FDTD) é o mais popular, pois apresenta uma boa efici€ncia
computacional. Com o método dos Elementos Finitos no Dominio do Tempo (FETD), a
flexibilidade relativa a geometria aumenta, e, com o uso das fungdes da base de aresta em
elementos tetraédricos, torna-se possivel a modelagem de estruturas mais complexas e
irregulares, uma vez que se utiliza a equagao de onda vetorial ao invés da equagdo escalar.
Porém, o grande ndmero de varidveis para a modelagem 3D-FETD resulta em um esforco
computacional de grandes propor¢des, pois hd a necessidade da inversdo do sistema

matricial de equacdes a cada passo temporal, tornando o método pouco atrativo, neste caso.

A técnica mais difundida para minimizar o alto esfor¢co computacional gerado pelo
FETD é o método da diagonalizacdo [17, 30, 40-41]. Nesta aproximacdo, hd uma
remontagem da matriz massa do sistema, tornando-a uma matriz diagonal. Infelizmente,
esta técnica freqiientemente introduz erros significativos na solucdo da equacdo de onda,
levando a um sistema completamente instavel ou a resultados ndo coerentes. Para se obter
matrizes diagonais sem o uso do método de diagonalizagcdo, novos conjuntos de fun¢des de
base ortogonais em 2D, baseados nos elementos de aresta de Whitney, e 3D [104],
baseados nos elementos de faces de Whitney, foram desenvolvidos. Contudo, as fungdes de

base de faces originais possuem rotacionais nulos, o que limita a sua aplicagc@o a equacao de
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onda vetorial, fazendo com que as fun¢des de base de arestas passem a ser a escolha natural

para esta aplicacdo.

Este capitulo apresentard as fungdes de base vetoriais ortogonais em trés dimensoes
para a soluc@o da equagdo de onda vetorial por elementos finitos [52-54]. Tais funcdes sdo
baseadas nos elementos de aresta de Whitney e preservam as mesmas caracteristicas que as
funcdes de base convencionais. Com o uso destas funcdes de base, obtém-se, naturalmente,
matrizes diagonais, eliminando-se por completo a resolug¢do, a cada passo temporal, do
sistema linear de equacdes resultante de métodos numéricos convencionais. A primeira
parte deste capitulo ird apresentar as novas funcdes de base ortogonais. A segunda parte
demonstrard a aplicagdo das funcdes de base ortogonais na discretizacdo da equacdo de
onda vetorial 3D. A terceira parte ird apresentar o algoritmo utilizado nas simulacdes e a

ultima parte demonstrard os resultados obtidos.

4.2 - Funcoes de Base de Arestas Ortogonais em Trés Dimensoes

O processo de ortogonalizacdo das fungdes de base de aresta para os elementos
tetraédricos € semelhante ao processo de ortogonalizacdo dos elementos triangulares.
Primeiramente, deve-se observar a distribuicao de cada func¢io de base na aresta onde esta

associada e nas demais arestas. Para isto, considere o elemento tetraédrico da Fig. 4.1.

Fig. 4.1 — Distribuicdo das funcéoes de base de aresta em um elemento tetraédrico.
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A Tabela 4.1 mostra a distribuicdo das funcdes de base nas arestas do tetraedro.
Cada funcido terd a componente normal e tangencial somente na aresta onde € associada e,
nas demais arestas, somente a componente normal. Na aresta oposta a aresta onde a fungao
de base estd associada, o valor da funcdo serd nulo. Observando esta tabela e aplicando o
processo de ortogonalizacdo, Apéndice A, a funcdo de base W de um tetraedro formado

pelos nés 1, 2, 3 e 4 obtém-se:

[[fwe-poav [ W
Z,=W;- - . .. Biz T . ..
II 212 'Blde _” B13 B13

‘B, dV

g JLY

s j B{, -B{,dV

(4.1a)
i wema ] w
Ve Ve BZZ
[
Ve Ve
”ng-szdv 1 W, BV ([ we B av
Zi;=W;— = B . B, —= . . B, —=27% . L
”' B, B dV ”' B¢, -B,dV IB B{,dV
Ve o ..... (4’1b)
o Ve Wle3 B€23 dV e JJJ Ve Wle3 . B§4 dV e
T Trr . . B23 T Trr . . B34
LN VeB23 .B23dv I. VeB34 .B34dV
j”w& BC,dV 1 W, B “ B¢,V
7, =W, — B Biz : o . Bf3 - S B, -
J-J. JI B13 B13 J-J. B14 B14
(4.1c)
j”w;-sz ” B¢, dV
-« B,
1T m Iﬂ BV
Ve Ve
e e J-J.J.WZLSBTZ e J-J.J.W263Bf3 e IIJ‘V e
Z W23 Be B12 . . B13 s . . B23 -
J-J. J-J. B13 'B13 JI B23 B23
(4.1d)
J'j \}y;BZZdV e J‘J‘ Ve Be dV e
- B42 B34
fif.» HJ BV
Ve Ve
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HT“%-BEM’ I miav ] W B
B14

Z,=W, - 12 B,
” B,V ” B¢, B:,dV j IB BL,dV
ve (4.1e)
[[[wi-Boav [[[ wi, B av
B, -+ B,
R
oo [l (v
e e ™
v Jwoma
A T
onde
B, =L L, 4.2)
B, =LLA, 4.3)
Bi, = LiL,ny, (4.4)
B, =L, Liiy, 4.5)
B, =L, Ln,, (4.6)
B, =LLin,, “4.7)

Os vetores 71; sdo vetores normais as arestas do tetraedro e deverdo possuir a

mesma dire¢ao e sentido que a componente normal do vetor gerado pelas funcdes de base

no meio de cada aresta. As fungdes Z sdo ortogonais entre si conforme a relagao:

(Ne-Ns) =[] Ni-Nsav =cs,

i,j°

(4.8)

onde N representa o conjunto completo de fungdes de base, C é uma constante, J; € a

func¢ao delta de Kronecker e V é o volume do tetraedro.
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Tabela. 4.1 — Distribuicao das fungdes de base de arestas no elemento tetraédrico e

I8

Funcdes/ 12 13 1-4 2-3 4-2 3-4
Aresta
W, (LVL,-LVL), LVL,, LVL,, ~L,VLI, ~L,VLI, 0
W3 LVL., (L,VL, - LVL,),, LVL, I, ~LVLI, 0 ~LVLI,
Wiy LVL,I, LVL,, (L,vL,-L,VL),, 0 -L,VLI, -L,VLI,
Was L,VL.],, —L,VL,l,, 0 (LVL = L VL, ), L,VL,,, —L,VL,l,,
Wi ~-L,VL,,, 0 LVLI, -L,VL,I, (LVL, = LVL, ), L,VLI,

Wiy 0 LVL,L, ~L,VL[, LVLL, CLYVLL, (L,VL, - L,VL)L,,




Da mesma forma que no caso das fungdes de base de arestas em duas dimensdes,
obter fun¢des que respeitem (4.8) e garantam a correta representacdo dos campos dentro de
um elemento tetraédrico € uma tarefa muito dificil. Assim, serd utilizada a mesma
aproximacdao do Capitulo 3, onde a integracdo numérica é calculada, substituindo-se o
dominio continuo por um dominio discreto e ortogonalizando as fun¢des de base apenas
nos pontos utilizados na propria integracdo. O novo produto interno entre as funcodes de

base passa a ser definido como:

6
(NONS) =" o N¢ (m,)- NS (m,) = C6,, 4.9)

=1

onde m, sdo as coordenadas do centro de cada aresta e o, € escolhida de tal forma a obter a

melhor precisdo na integracdo numérica. Substituindo (4.9) em (4.1), obtém-se:

(We.BL) . (Wo.BL)  (WoBL)

70 —we _ B, - B =g gy BT
T (BLBy) Y (BB Y (BB T (4.10a)
<WfZ,B§3>Be <sz’Biz>Be |
_ 3~ 42
<B§3,B;3> <B:2’BZZ>
ST (BLBL) T (BLBL) U (BB (4.10b)
(WoBs)  (Wims)
_ e 34
<B§3,B§3> <B§4’B§4>
<Wf4,Bf2> <W164’Bf3> <W1€4’Bf4>
P B, - B - B
COY (BLBL) 7 (BLBL) U (BB (4.100)
<Wf4,BZz>Be <Wl€4’B§4>Bf |
B — 34
<BZZ,B32> <B§4’B§4>
<w;3,sz> <W§3,Bf3> <W§3,B§3>
Z:, =W - ) P
T (maBn) T (BB T (BLBL) T
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(We.Bh) . (Wo.B) . (Wn.BL)

Zy, =W, - B, - B — g B -

sz,sz B164’B164 BZB’B;
< > < > < > (4.10e)
<W:2’B22>Be <W:2’B;4>Be
- 492 = 34
(BL..By,) © (BL.BY)
(Wi.By)  (Wi.BL)  (Wi.BS)
7., =W, — B, - B, —— B/, -
Y7 (BLBL) U (BL.BL)  (B.B) wi0n

(WiBL) _<W54’B§4>B;4

(Bi..BL,)  (BL.BY)

Observando o comportamento das funcdes W, definidas no Capitulo 2 e na Tabela
4.1, é possivel analisar a formacao das funcdes Z em (4.10). Serd analisada apenas Z,, em
(4.10a), sendo que o mesmo procedimento é aplicado as demais fungdes Z. O primeiro
termo de (4.10a) sé tera efeito na aresta 1-2 devido ao termo B, e ird subtrair de W,,, na
coordenada central desta aresta, a sua componente normal, deixando apenas a componente
tangencial. O segundo termo agird na aresta 1-3 e ird retirar a componente normal de W,
na coordenada central desta aresta. Porém, como W, s6 possui componente normal nesta
aresta, a fungdo Z,, terd valor nulo nesta coordenada. O mesmo comportamento ocorre para
as arestas 1-4, 2-3 e 2-4. Para a aresta 3-4, W, possui valor nulo, ndo sendo necessario o

acréscimo de nenhum termo em (4.10a).

Os coeficientes de ortogonalizagdo de (4.10a) podem ser resolvidos numericamente,
conforme descrito no Capitulo 3 para as fun¢des de base em duas dimensdes. Contudo,
estes coeficientes também podem ser resolvidos a partir das propriedades da funcdo Z,,
descritas acima. Considere o valor da funcio de base Wi, nos pontos centrais de cada aresta

de um elemento tetraédrico:

W,,(m,;)=0,5VL,1, (4.11)
W, (m,,)=0,5VL,l,, (4.12)
W,,(m,,)=-05VL], (4.13)
W, (m,,)=-0,5VL1, (4.14)
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W, (m,,)=(0,5VL, —0,5VL,)I,, 4.15)

Para as coordenadas centrais das arestas 1-3, 1-4, 2-3 e 4-2, onde a funcdo Z,

possui valor nulo e utilizando-se (4.11) — (4.14) em (4.10a), obtém-se as seguintes relacdes:

W, B¢

< - e‘3>13;3_—0,5w2112 (4.16)
13’B12>
5.B]
- :4>B4 ~0,5VL,1,, (4.17)
14’B14>

BS, = 0,5VL,1, (4.18)

e
23’B23

B¢, =0,5VL,1, (4.19)

{
{
{
_(WiBy)
(B5,.B3,)
(Wi BG)
(B.B1,)

Na coordenada central da aresta 1-2, a funcdo W, terd componente tangencial e

componente normal, conforme demonstrado em (4.15). Neste ponto, W, pode ser escrito

na seguinte forma:
W, (m12 ) = (O’SVLz -0,5VL, )112 =W, (m12 )+ W (m12 ) (4.20)

onde W,,(m,) e W, ,(m,) sio as componentes tangencial e normal de W,

respectivamente. Como a fungdo le(mlz) deve possui apenas componente tangencial,

pode-se escrever que:

W ,B
_<<B‘?12—B612>>sz =-W,, (m12) 4.21)
122012

Escrevendo-se a componente normal de W, no ponto m;, como:
W, (mlz)_ (W12 (mlz)’ tlz)tlz’ (4.22)

onde 7,, é um vetor unitdrio tangente a aresta 1-2 e utilizando-se das relagdes (4.16), (4.17),

(4.18), (4.19) e (4.21) em (4.10a), obtém-se:
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z:,=(LVL,—LVL -2LLVL, —2LLVL, +2L,L.VL +2L,L,VL)l, —

4.23
-4LL, [W12 (m12 )_ (W12 (m12 ) : tA12 )tA12] ( .

Sendo que os termos 2L, L,, 2L L,, 2L,L, e 2L,L, resultam em 0,5 no centro das

arestas 1-3, 1-4, 2-3 e 2-4, respectivamente, e zero ao longo das demais arestas e o termo

4L,L, resulta em 1 no centro da aresta 1-2 e zero nas demais arestas. Para as demais

funcoes Z, tém-se:

z:, =(LVL,-LVL -2LL,VL, — 2L LVL, +2L,L,VL +2L,L,VL )l , —

R (4.23b)
-4L,L, [W13 (m13 )_ (w13 (m13 ) T3 )t13]
z:, =(LVL,-LVL -2LL,VL, - 2L LVL, +2L,L,VL +2L,LVL)l, —
R (4.23¢)
-4LL, [W14 (m14 )_ (W14 (m14 ) hy )t14 ]
2z, =(LVL,~LVL, -2LLVL,—2L,L,VL, + 2L L.VL, +2L,L,VL,)l,, — 4.230)

-4L,L, [W23 (m23 )_ (Wza (m23 ) fry )tA23 ]

z¢, =(LVL,-L,VL,-2LLYVL, —2L,L,VL, + 2L L,VL, +2L,L.VL,)l,, -

4.23
-4L,L, [W42 (m42 )_ (W12 (m42 ) 1y )tA42 ] ( e)

z:, =(LyvL,-LVL, 2L LVL,—2L,L,VL, + 2L L,VL, +2L,L,VL,)l,, —

4.23
-4L,L, [w34 (m34 ) - (w34 (m34 ) ) tA34 )f34 ] ( Y

Estas novas funcdes de base Z continuam preservando a propriedade da
continuidade tangencial dos campos nas fronteiras de cada elemento. O moddulo da
componente tangencial de Z serd igual a 1 em toda a extensao da aresta onde ela é definida
e zero nas demais. Nas cinco arestas restantes, Z terd valor nulo nas coordenadas centrais
de cada aresta e apenas componentes normais fora destas regides. Desta forma, a condi¢ao
de ortogonalidade definida em (4.9) € satisfeita. Porém, a componente normal de Z no
centro da aresta onde ela € definida € nula, o que ndo representaria corretamente campos
com normais ndo nulas nestes pontos. Assim, para a correta representacdo dos campos nas

trés dimensoes, € necessario utilizar dois outros conjuntos de bases, dados por:

B =LLj, (4.242)

[ ]

Q: =LL,(,xA,) (4.24b)

ij ij
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onde i-j pode ser as arestas 1-2, 1-3, 1-4, 2-3, 4-2 e 3-4. Evidentemente, Q e B sdo
ortogonais entre si. As trés fungdes Z, Q e B constituem um conjunto completo de funcdes
de bases vetoriais ortogonais em trés dimensdes baseadas nos elementos de arestas de
Whitney. O campo total ou a envoltéria complexa da onda dentro de um elemento

tetraédrico pode ser representado por [52-54]:
(x.7,2.1) Zu (x.y.2) (4.25)

onde uf(r) sdo os coeficientes de expansdo de um elemento e. Para a discretizacdo dos

campos ou envoltéria complexa dos campos de acordo com (4.25), N; = Z, para i variando
de 1 a6, N;=Q;parai variando de 7 a 12 e N; = B; para i variando de 13 a 18. Levando-se
em consideracdo estas funcdes de base ortogonais em (4.8) e associando-as a um esquema
explicito, a resolu¢do do sistema matricial de equacdes did-se através de uma simples

inversdo de matrizes diagonais e da multiplicagdao de matrizes.

4.3 - Discretizacao da Equacao de Onda Vetorial pelas Funcoes de Base
de Arestas em Trés Dimensoes

As fungdes de base de arestas ortogonais foram desenvolvidas inicialmente para as
andlises no dominio do tempo. Porém, para a convalidacdo destas novas func¢des de base
3D, serdo utilizados problemas de autovalores para a obtencdo dos modos ressonantes de
cavidades. Assim, nesta secao, serdo apresentadas duas formulacdes envolvendo a equagao
de onda vetorial no dominio da freqiiéncia, para os problemas de autovalores, € no dominio

do tempo, para as andlises das caracteristicas de propagacao.
A equacdo de onda vetorial no dominio da freqii€éncia para o campo elétrico € dada

por [21]:

inVxE—strEzo, (4.26)
H,

onde u, é a permeabilidade magnética relativa, ¢, € a permissividade elétrica relativa e k € o

nimero de onda. Aplicando-se o método de Galerkin em (4.26), obtém-se:

=[], [inVxE'Ni—kzerE-Ni}dV:O (4.27)
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Utilizando-se a expansdo do campo elétrico (4.25) em (4.27) e considerando-se que
a cavidade seja terminada em paredes elétricas, obtém-se o sistema matricial de autovalores

[105]:
[KKE}= k2 [MKE}, (4.28)

onde o nimero de onda k corresponde ao autovalor e {E} corresponde ao autovetor. As

matrizes elementares do sistema acima sdo dadas por:

[Ke]i’j:J..[.[ve ﬂlf v xNe ] [V xNe Jav (4.29)

[Me]w:”jv £¢ N¢-N°dV (4.30)

A segunda formulacdo apresentada nesta secdo corresponde ao método de
propagacdo temporal em banda completa da envoltéria complexa dos campos elétrico ou
magnético de uma onda. A formulacdo que serd apresentada é uma extensdo, para trés
dimensdes, da formulacdo em duas dimensdes apresentada no Capitulo 3. A equacgdo de
onda vetorial, considerando as PMLs, em meios com permeabilidade magnética igual a
permeabilidade magnética do espaco livre yy para os campos elétricos e magnéticos, pode

ser escrita da seguinte forma [52-54]:

2
V(L@ +L 22 592 4.31)
¢’ o’ ot

onde ®=H x+H y+H_Z, p=1l/e, e gq=1 para o campo magnético ou
®=EX+E,J+EZ, p=1 e g=¢para o campo elétrico, sendo H,, H, e H, as

componentes do campo magnético e E,, E, e E, as componentes do campo elétrico nas

direcdes x, y e z, respectivamente. A matriz L. € dada por:

& 00
L={0 ¢, O] (4.32)
0 0 g,
onde
¢, =0(t)-c Jee ™ ulr) (4.33)
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e s =x,youz A condutividade o é zero para as regioes fora da PML e O'max(,o/d)2 dentro da
PML. Também, o, 0y e 0; sdo as condutividades para as regides da PML paralelas as
dire¢des x, y e z, respectivamente. O pardmetro { € obtido através da transformada inversa

de Fourier do parametro sz, conforme demonstrado no Capitulo 3.

Considerando-se apenas a propagacdo da envoltéria complexa da onda, o campo

pode ser escrito como:
®(x,y,z,1)=@(x, v, z, t)exp(ja)ot), (4.34)

onde wy € a freqiiéncia angular e @(x, y, z, ) € a envoltdria complexa. A convolucdo, em
(4.31), pode ser resolvida para cada passo temporal considerando o campo constante dentro

do passo temporal 7, resultando em:

vi = expl- (o, fe+ j ) x
" (o, + jw,e) ‘ (4.35)

x{expl- (o, /e + ja, )At] - 1} +y 7!

s, 2

onde At € o intervalo do passo temporal e o termo exp(jant) foi desconsiderado por ser um
termo comum a todos os membros. Substituindo-se (4.35) e (4.34) em (4.31) e usando a
discretizagdo por elementos finitos através do método de Galerkin para a discretizacio

espacial, a equacgdo diferencial matricial de segunda ordem pode ser escrita como:

KNl )+ [M]0*{ule)}, 2j,[M]ou()} o b+ ], u()}

2 2 2 TS,
c ot c ot ot (4.36)

+ jooo [M ] Aule)}+ ﬁ{[K Ly, 0+ [KLw, () + Ky, ()= 0}

e=l1

onde M, representa o nimero total de elementos e {0} € um vetor nulo. O somatério em
(4.36) foi mantido para indicar que as matrizes globais [K]s devem ser preenchidas a cada
passo temporal devido ao termo exp[-oy/(e+jan)t™'] em (4.35). Este termo depende da
geometria (0; e &€ varia para cada tetraedro) e do intervalo de tempo (t”). Porém, foi
demonstrado no Capitulo 3 e em [37-39] que, se o; e € forem mantidos constantes na regiao
da PML, (4.35) pode ser simplificada afetando muito pouco o desempenho da absor¢do dos
campos pela PML. Com a simplificacdo, ndo hd a necessidade de preencher as matrizes

globais [K]; a cada passo temporal, mantendo-se, desta forma, o desempenho de
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processamento. Devido ao elevado ntimero de varidveis envolvido numa andlise
tridimensional e o acréscimo das funcdes de base auxiliares (4.23) e (4.24), neste capitulo

serd adotada apenas esta simplificacdo. Assim, (4.35) pode ser escrita da forma:

vl =90 +yl, (4.37)
onde
@ =u; exp[— (omax /€, + j@, )t} (4.38)
0,=—2{exf—(0,/e+ jay)N]-1} (4.39)
o, tja/e

Utilizando-se de (4.38) e (4.39) em (4.36) e evoluindo-se o somatdrio, obtém-se:

PR LALR (1) MET A LA (10 BRI 10

c?  or? c? or ot (4.40)

+ joo [M ], )i+ K] 1o, (1)} = {0}

Aplicando o método das diferencas finitas centrais (4.40) para a discretizacao

temporal, obtém-se:
(AR }=[BYu [} (K] {1} (4.41)
onde A, B, C e as matrizes elementares sdo dadas por:
[A]l=(1+ jo,At)M ]+ At ], /2
[B]=(2+ @’ )IM]- jacar(m, -arlK]
[C]=(=1+ jo,A)M ]+ MM ], /2
pre], = [[] aN-Nav

L, =[], puon, N av

k<], :”'[Vg p[VxN,].[VxN, Jav
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k<., =Iﬂve 0,,plVxN,]- [V x (&N, )ilav
k<], = J' ”V 0,,PlVxN,]-[vx (5N, )s|av

Ly = [[], 0splVxN M ox(eN Rlav

Como [A] é uma matriz diagonal, o sistema matricial de equagdes € resolvido

multiplicando-se (4.41) por [A]".

Para a discretizacdo temporal da equacdo diferencial matricial de segunda ordem
resultante do método dos elementos finitos vetoriais e ortogonais 2D e 3D, foi utilizado o
método das diferencas finitas centrais. Uma outra forma de se obter a discretizagao

temporal da equacdo diferencial matricial € através do método de Newmark [21, 106].

Neste método, as fungdes u(t) e dulf)/dt sio aproximadas através da série de

Taylor, assumindo a seguinte forma:

duT—I dZuT—l dzu‘[
u' =u" + At +(0,5- B)As? + BAt? 4.42
" (0.5- ) e i/ 3 (4.42)
duT du‘r—l d2u‘r—1 d2u‘r
= +(1-y)At + At , 4.43
dt dt (1-7) dt? " dr® (4:43)

onde fBe ysdo parametros escolhidos de tal forma a controlar a estabilidade e precisdo.

Aplicando o método de Newmark em (4.40), obtém-se o sistema matricial resultante
da discretizacdo espacial e temporal da equacdo de onda vetorial no dominio do tempo.

Para maiores detalhes do uso do método de Newmark na equacdo de onda, ver [21, 36].
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{1+zjwo;m bl + 1= bl j}{
~{o-2j@ar 1-29)M]+2ar (1-29)m ], -
(034720 1= bl s, [ - o
~(05+y-2B)k]dp. ) ~{[1-2j@oe (1-y)][M]-

_ari- M, + 05+ 7- zzs{[m——O[M]ﬂwo[M] j}{

Fazendo £ =0, obtém-se:

L+ 2t [M]+2ar M), Jul ™ =
{2 -2jmar (1-29)+ 02 a? 0.5+ p)| M ]+
tle2ar(1-29)- jaoe?ar? 0.5+ p)|[M], - 2a2 (05 + ) [K [u) - (4.45)
A 05+ 7K o, ¥ ~{fi-2j@ar (1-7)- a2 (05 - )| [m]+

+ [— At (1-y)+ joyc?Ar*(0,5 - 7)] [M], +c*Ar%(0,5- 7/)[1(]}{u}T‘1

Quando y =0,5, (4.45) reduz-se a (4.41). Portanto, quando o método das diferencas

finitas ndo apresentar uma boa convergéncia na solucao do sistema matricial de equagdes, o

método de Newmark pode ser utilizando com o parimetro £ =0 e com pequenas variagdes

no parametro ¥ em torno de 0,5. O mesmo procedimento pode ser observado na
discretizagdo temporal da equagdo diferencial matricial de segunda ordem em duas

dimensdes, apresentada no Capitulo 3.

4.4 — Matrizes Elementares

O algoritmo apresentado no Capitulo 3 e que foi utilizado para descrever as etapas
do programa de simulacdo envolvendo as fungdes de base de arestas ortogonais 2D,
também pode ser utilizado para descrever a aplicacdo das fung¢des de base de arestas
ortogonais 3D nas simulacdes da propagacdo dos campos eletromagnéticos. A diferenca
entre os algoritmos € a formacdo das matrizes elementares, pois no caso 3D, utiliza-se duas
funcdes auxiliares. O acréscimo das funcdes auxiliares, juntamente com as fungdes Z,

resulta em matrizes elementares com dimensdo 18 X 18. A Fig. 4.2 mostra a formacdo
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basica de uma matriz elementar utilizada nas operacdes de produto interno e de produto
interno do rotacional entre as funcdes de base. Evidentemente, com as operacdes de

produto interno entre as funcdes, obtém-se matrizes elementares diagonais.

;Zi .Zj; :Zi .Bj; :Zi 'Qj;
-~ 6x6 7  6x6 1  6x6 -
:Bi 'Zj; :Bi 'Bj; ;Bi .Qj:
C 6x6 7  6x6 1 r 6X6 -
:Qi .Zj; :Qi .Bj; :Qi .Qj:
66 66 66

Fig. 4.2 — Formagado bdsica de uma matriz elementar formada a partir das funcoes de base

de arestas ortogonais 3D.

4.5 — Resultados Numéricos

Nesta se¢do, serdo apresentados os resultados numéricos envolvendo dois tipos de
andlises: andlise de autovalores dos modos de cavidades ressonantes e andlises no dominio
do tempo das caracteristicas de propagacdo dos campos eletromagnéticos para estruturas
que operam nas faixas de microondas e Optica. A andlise de autovalores dos modos de
ressonancia de cavidades ressonantes nao € uma aplicacdo pratica para as fungdes de base
de arestas ortogonais 3D. Devido as func¢des auxiliares, hda um aumento no ndmero de
varidveis em relacdo as funcodes de base de arestas convencionais. Como, neste trabalho, foi
utilizada a sub-rotina FEigs do programa MATLAB® para o célculo dos autovalores e
autovetores, o tempo total das simulacdes envolvendo as andlise realizadas com as funcdes
de base de arestas ortogonais foi maior que o tempo total das andlises realizadas com as
funcdes de base de aresta convencionais. O objetivo para esta aplica¢do € a andlise do erro
provocado pelas funcdes de base de arestas ortogonais na solu¢do da equacdo de onda para
meios homogéneos e meios com diferentes permissividades elétricas, comparando o seu

desempenho em relacdo as funcdes de base de arestas convencionais.
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Para este primeiro exemplo de andlise de autovalores, utilizou-se uma cavidade
ressonante retangular terminada com paredes metélicas e com dimensdes de 1 cm de
largura, 0,5 cm de altura e 0,75 cm de espessura, em um meio com permeabilidade
magnética e permissividade elétrica iguais as do vacuo. A Fig. 4.3 mostra a geometria da
cavidade ressonante. Para este exemplo, utilizou-se uma malha com 880 tetraedros, gerando
1.280 varidveis para fungdes de base de arestas convencionais e 11.840 para funcdes de
base de arestas ortogonais. O aumento observado se dd devido ao acréscimo das duas
fungdes de base auxiliares. A cavidade foi encerrada com paredes elétricas, anulando as
componentes tangenciais do campo elétrico. A Tabela 4.2 mostra os oito primeiros

autovalores (k, cm'l).

0,5 cm

0,75 cm

I cm

Fig. 4.3 — Geometria da cavidade ressonante preenchida com meio homogéneo de & e U,

iguais a .
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TABELA 4.2. OITO PRIMEIROS AUTOVALORES (k, cm'l).

Analitico Convencional Ortogonal
Modo
[1] k Erro (%) k Erro (%)

TE 01 5,236 5,221 0,286 5,264 0,535
TMii0 7,025 7,017 0,114 7,098 1,039
TEo11 7,551 7,526 0,331 7,494 0,755
TE201 7,551 7,539 0,159 7,582 0,411
TM 11 8,179 8,156 0,281 8,163 0,196
TE 11 8,179 8,181 0,024 8,177 0,024
TMai 8,886 8,860 0,293 8,744 1,598
TEi02 8,947 8,887 0,671 8,987 0,447

Pela Tabela 4.2, pode-se verificar uma boa concordancia entre os resultados obtidos
através das funcOes de base de arestas ortogonais e das func¢des de base de arestas
convencionais, em relag@o a solucdo analitica [1]. Os erros obtidos com 0 método ortogonal
superam ligeiramente aqueles do método convencional, uma vez que o acréscimo das
fungdes auxiliares (4.24) aumenta o nimero de varidveis de cada ponto de interpolacdo do
elemento. Conseqiientemente, o erro numérico associado nestes pontos tende a aumentar.
Também, o uso da integracdo numérica ao invés da integracdo analitica provoca um
aumento neste erro. Outra importante caracteristica observada € a auséncia de modos
espurios. O problema dos modos espurios foi explorado em [105] quando as funcdes de
base nodais foram utilizadas no calculo dos autovalores. Da mesma forma que ocorre com
as funcdes de base de arestas convencionais, quando as fungdes de base ortogonais sdo

utilizadas, todos os modos espurios desaparecem.

O préximo exemplo leva em consideragcdo uma cavidade preenchida com meios
nao-homogéneos. A Fig. 4.4 mostra um quarto da geometria da cavidade considerada para
esta andlise. O material inserido no interior da cavidade possui permissividade elétrica
relativa igual a 16. Para este exemplo, utilizou-se uma malha com 2.507 tetraedros, gerando

3.460 varidveis para as fungdes de base de arestas convencionais e 33.544 para as fungdes
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de base de arestas ortogonais. Utilizaram-se, também, paredes magnéticas nos lados

internos de simetria da cavidade e paredes elétricas nos demais lados [107]. A Tabela 4.3

. . . -1 . . ~
mostra os seis primeiros autovalores (k, m ™) obtidos através das funcdes de base de arestas

convencionais e ortogonais, além dos autovalores calculados por um método apresentado

em [107].

A

0,3m

0,175 m

=

0,075 m

(a)

Fig. 4.4 — (a) Um quarto da geometria da cavidade ressonante preenchida com meio ndo-

homogéneo de & igual a 16 e (b) geometria completa da cavidade.

TABELA 4.3. SEIS PRIMEIROS AUTOVALORES (%, m‘l).

Modo Bardi et al. [107] Convencional Ortogonal
1 5,397 5,321 5,376
2 7,814 7,847 7,835
3 9,916 9,900 9,843
4 10,635 10,580 10,580
5 11,600 11,569 11,525
6 12,409 12,342 12,438
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Comparando-se os resultados apresentados na Tabela 4.3, pode-se verificar uma boa
concordincia entre os autovalores obtidos por meio das fungdes de base de arestas
ortogonais e de base de arestas convencionais e aqueles obtidos pelo método apresentado
em [107]. Mais uma vez, ndo foi observado os modos espurios na solucdo do sistema
matricial. Desta forma, pode-se concluir que as funcdes de base de arestas ortogonais

apresentaram um bom desempenho para meios homogéneos e meios ndo-homogéneos.

Os dois exemplos anteriores envolvendo anélises de autovalores demonstraram que
o processo de ortogonalizacdo das funcdes de base de arestas de um elemento tetraédrico
manteve as suas caracteristicas originais. Os problemas reportados em andlises vetoriais
envolvendo as fun¢des de base nodais, como modos espurios, dificuldades no tratamento de
cantos de materiais metélicos e dielétricos e imposi¢do das condi¢des de contorno [71, 77-
80], ndo foram observados nas andlises envolvendo estes dois exemplos. Os préximos
casos irdo tratar da andlise, no dominio do tempo, das caracteristicas de propagacdo dos
campos eletromagnéticos. O terceiro exemplo refere-se a andlise no dominio do tempo das
caracteristicas de transmissdo de um guia de onda com uma obstrucdo metdlica em seu
interior. Para esta simulacdo, assumiu-se um campo inicial com perfil longitudinal
Gaussiano e perfil transversal correspondente ao do modo fundamental TE,(. Parat=0s, o

pulso inicial é dado por:
.01, (3,2, =0) =€, o (5 expl-(z—2, W, ] explji (-2,)]  446a)
e, (x, V, z,t:O) :eyo,hyo(x, y)exp[—(z—zo /WO)Z] exp[—jkz (z—zo) ] (4.46b)

e h (x,y,z2,t=0)=e, ., (x, y)exp[—(z—zo/WO)z] expl-jk, (z—z,) ], (4.46¢)
sendo que, no modo TEyq, e, e, =0 quando se utiliza o campo elétrico para as andlises e

h_, =0, quando se utiliza o campo magnético [1, 90]. As componentes e, . € h., .o foram

calculadas através da andlise modal descrita no Apéndice C. A Fig. 4.5 mostra a geometria
do guia de onda utilizado. O guia de onda foi terminado com camadas de PMLs, de
espessura igual a de dois comprimentos de onda central e de condutividade médxima igual a

20 S/m. A freqiiéncia central foi de 13 GHz. Utilizou-se uma malha com 26.444 tetraedros,
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o que gerou 353.831 varidveis. Para garantir a estabilidade, o passo temporal foi de Ar =0,2
ps. O intervalo total de simulagao foi de 1,5 ns e o tempo total de simulacdo foi de 3.138 s.
A Fig. 4.6 mostra o mddulo do coeficiente S,; obtido através de simulacdes e usando as
fungdes de base de arestas ortogonais e medicdes experimentais [108]. Pode-se notar uma
boa concordancia entre os resultados obtidos através da simulacdo e das medigoes
experimentais, com o guia de onda apresentando a menor transmissao em torno de,
aproximadamente, 14,3 GHz, o que o caracteriza como um filtro rejeita-faixa. Para esta e as

demais andlises, utilizou-se um computador Pentium IV, 1,7 GHz e Windows XP.

PML

PML

a

Fig. 4.5 — Geometria do guia com uma descontinuidade em seu interior, com a = 19,05

mm, b =9524mm, [ =5,08mm, w= 1,016 mmeh=70619 mm.

As trés primeiras andlises apresentadas neste capitulo referem-se a aplicacdo das
fungdes de base de arestas ortogonais na regido de microondas. Uma outra aplicacdo € a
andlise de estruturas fotonicas. Para este intuito, primeiramente, compara-se o desempenho
da formulacdo proposta ao da formulacdo convencional. Neste exemplo, utilizou-se uma
onda gaussiana para representar a envoltéria da componente x do campo elétrico

propagando na direcdo z no espaco livre. Esta onda pode ser escrita da forma:

ey, 2,1 =0)=el-(x—x, /W, P Jel(y =3, /W, ez =20 W, ] el ik, (2=2,) ] 4.47)
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com Wy = 2 um. Utilizou-se um volume computacional com 5 ym x 5 ym x 8§ um e o
comprimento de onda central foi de 1,55 um. A malha para este caso possui 9.962
elementos, gerando 3.460 e 33.544 varidveis para os métodos convencional e ortogonal,
respectivamente. O intervalo total de simulacdo foi de 30 fs. O tempo total de simulacdo foi
de 2.550 s, quando se utilizou a sub-rotina ME28 para a solu¢cdo do sistema linear de
equagoes, para o método convencional e 75 s para o método ortogonal, ou seja, para este
caso, o método ortogonal foi 34 vezes mais rdpido que o método convencional. A Fig. 4.7
mostra 0 médulo da componente x do campo elétrico. Pode-se observar uma boa

concordancia entre as formulacdes ortogonal e convencional.

x  Mansour et al.

— Ortogonal

20 LoglS, | (dB)

-50 - T - T

. , . .
10 11 12 13 14 15
Frequiéncia (GHz)

Fig. 4.6 — Modulo do parametro S»; (experimental e simulado) do guia de ondas com

descontinuidade da Fig. 4.5.
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030 — Ortogonal
------ Convencional

0,25 -
0,20 -

0,154

Intensidade(v/m)

0.10 1

0.05 +

0.00 — T
0 5 10 15 20 25 30
Tempo (fs)

Fig. 4.7 — Andlise da propagacdo de um pulso gaussiano no meio livre através dos

métodos convencional e ortogonal.

Um grande problema em uma andlise tridimensional no dominio do tempo de
dispositivos Opticos € o elevado nimero de varidveis envolvido, impossibilitando o uso de
computadores convencionais. Para componentes com grandes geometrias, estas andlises
podem envolver centenas de milhares de varidveis, sendo necessdrio o uso de
processamento paralelo para a solu¢do do sistema matricial de equa¢do. Com o uso das
funcdes de base de arestas ortogonais, hd uma grande redu¢do do esforco computacional,
permitindo a andlise de pequenas estruturas. Assim, para demonstrar o uso do método aqui
desenvolvido em Optica integrada, a Fig. 4.8 mostra uma rede dielétrica refletora DFB
projetada para operar em 1,5 um. A malha utilizada possui 44.437 tetraedros, gerando
588.168 varidveis. O passo temporal utilizado foi de 0,02 fs e o intervalo de tempo foi de
240 fs. O tempo total gasto para o processamento dos dados foi de 9.059 s. A Fig. 4.9

mostra o médulo do coeficiente de reflexdo do modo TE;( desta rede dielétrica refletora.
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Vista Frontal n=1 n=145  vista Lateral

0,58 M{ n=1,55

0,74 um 0,3075 um

Fig. 4.8 — Rede dielétrica refletora.

o
(8]

o
1N
1

0,34

0,2 -

Coeficiente de Reflexao

0,1+

0,0 T T T T T T T | ! 1
1.2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7

Comprimento de Onda(um)

Fig. 4.9 — Médulo do coeficiente de reflexdo do modo TE )y da rede dielétrica refletora da
Fig. 4.8.

4.6 — Conclusao
As fungdes de base de arestas ortogonais em trés dimensdes foram apresentadas
neste capitulo. Estas novas funcdes de bases originaram-se dos elementos de arestas de

Whitney para o tetraedro, preservando as mesmas caracteristicas originais das fungdes de
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bases de arestas. Com o seu uso, obtém-se matrizes massas diagonais sem o uso do método
de diagonalizag@o. Desta forma, o sistema matricial de equagdes € resolvido diretamente

pela simples inversdo de matrizes diagonais.

Para convalidar este novo conjunto de funcdes de base, dois tipos de andlises foram
utilizados. A primeira trata-se da andlise de autovalores dos modos de ressonancia de
cavidades ressonantes. Duas cavidades foram utilizadas nestas anélises. A primeira levou
em consideracio um meio homogéneo com permissividade elétrica e permeabilidade
magnética iguais as do vacuo. A segunda cavidade foi preenchida com um meio nao-
homogéneo. Em ambas situagdes, pdde-se comparar o desempenho entre as fungdes de base
de arestas ortogonais e convencionais, onde se verificou uma boa concordancia entre ambos
os resultados obtidos. Uma outra caracteristica, observada nos resultados obtidos com o uso
das fungdes de base de arestas ortogonais, foi a auséncia dos modos espurios,

demonstrando que estas novas fungdes preservaram as propriedades das fung¢des originais.

O segundo tipo de andlise utilizado foi a andlise no dominio do tempo das
caracteristicas de propagacdo de estruturas eletromagnéticas. Através destas andlises, pode-
se observar sua excelente precisao em relacdo as fungdes de base de arestas convencionais e
medi¢des experimentais e o alto desempenho no processamento de dados apresentado pelo
uso destas novas fungdes, possibilitando a andlises tridimensionais de dispositivos que
operam na faixa de microondas e de pequenas estruturas Opticas. Para grandes estruturas,
pretende-se investigar, em futuros trabalhos, o uso das funcdes de base de arestas
ortogonais no processamento paralelo. Também, para estas situagdes, ndao foram

observados os modos espurios.
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Capitulo 5

Conclusao

O grande avanco da tecnologia nos dias atuais se deve, em grande parte, as
conquistas realizadas no desenvolvimento de novos componentes ativos e passivos, tanto
na regido de microondas, quanto na regiao Optica. Uso de microprocessadores em
computadores pessoais capazes de executar tarefas em elevadas taxas de bits, redes de
comunicacdes em faixa larga e processamento de informacdes totalmente no dominio
Optico sdo apenas alguns exemplos de resultados da evolucdo cientifica que estamos
presenciando. Por outro lado, a enorme demanda de servicos exige uma constante busca de
novos conhecimentos, suscitando dispositivos cada vez mais eficientes e complexos.
Dentro desta perspectiva, a evolugdo das ferramentas de simulacdes computacionais torna-
se indispensavel. Andlises mais realistas e precisas com alto desempenho no processamento
de dados sdo caracteristicas cada vez mais necessdrias ao desenvolvimento dos novos

dispositivos.

Nesta linha de pesquisa, optou-se pela elaboracdo de uma nova formulagdo para a
simulacdo de campos eletromagnéticos em duas e trés dimensdes que permite analisar, de
forma eficiente, as caracteristicas de propagacdo de componentes eletromagnéticos,
principalmente os destinados a regido fotdonica. De uma forma geral, trés fatores
caracterizam a formulacdo desenvolvida: a andlise no dominio do tempo, o uso do método
dos elementos finitos e das funcdes de base de arestas ortogonais. Com as andlises
realizadas no dominio do tempo, foi possivel observar todos os fendmenos relacionados a
propagacdo dos campos ocorridos dentro dos dispositivos. A escolha do método dos
elementos finitos para a discretizagdo espacial deu-se devido a sua excelente precisdo e
facil adequacdo onde outros métodos apresentaram deficiéncias. Em sua versao vetorial, foi
possivel substituir a equacdo de onda escalar, que é normalmente empregada em fotdnica
em andlises temporais, pela equagdo de onda vetorial. Finalmente, com o uso das funcdes
de base de arestas ortogonais em duas e trés dimensdes, obteve-se um alto desempenho na

resolucao do sistema matricial de equagoes.
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A apresentagdo deste trabalho se fez em cinco capitulos. No Capitulo 1, descreveu-
se a evolucgdo histérica de alguns métodos computacionais, enfatizando principalmente o
método dos elementos finitos. Discutiram-se também as vantagens de se analisar os campos
eletromagnéticos no dominio do tempo em relacdo ao dominio da freqiiéncia. O Capitulo 2
apresentou uma introdu¢do ao método dos elementos finitos e sua aplicacdo em
eletromagnetismo. Foram demontrados os fundamentos e propriedades deste método,
necessarios ao desenvolvimento dos programas em duas e trés dimensdes apresentados nos
Capitulo 3 e 4, respectivamente. Iniciou-se este capitulo com os principais elementos
utilizados na discretizacdo espacial, dando-se énfase ao triangulo, para a discretizacdo em
duas dimensdes, e ao tetraedro, para a discretizagdo em trés dimensdes. Baseada na
geometria de cada elemento, as func¢Oes de base nodais lineares e quadraticas foram
definidas. Em seguida, descreveram-se as fun¢des de base vetoriais e sua importancia nas
andlises vetoriais dos campos eletromagnéticos. Dentro deste contexto, ganharam destaque
as funcdes de base de aresta para os elementos triangulares e tetraédricos, pois, além de
serem desenvolvidas para a solu¢do da equagdo de onda vetorial, estas fungdes originarao
as fungdes de base de arestas ortogonais. Finalizando este capitulo, apresentou-se o0 método

de Galerkin e seu uso na solucdo das equagdes de onda escalar e vetorial.

O Capitulo 3 apresentou a aplicacdo das funcdes de base de arestas ortogonais, em
duas dimensdes, ao método da envoltéria no dominio do tempo. Baseando-se nas
propriedades das fungdes de base de arestas e observando-se resultados de integracodes
numéricas, obtiveram-se as funcdes de base de arestas ortogonais de forma mais
simplificada que as descritas no trabalho original de White, sem a necessidade de resolver
as integrais numéricas para o cdlculo dos coeficientes de ortogonalizacdo. Utilizando-se as
funcdes de base de arestas ortogonais no método da envoltéria, foi possivel analisar as
caracteristicas de propagacdo de diversas estruturas Opticas e compara-las as geradas por
simuladores que utilizam a equacdo de onda escalar e a resultados publicados na literatura.
Desta forma, foi possivel demonstrar a excelente precisdo do método proposto e seu alto
desempenho no processamento de dados. Especial aten¢ao foi dada aos componentes feitos
a partir de cristais fotdnicos, como guias de onda e cavidades ressonantes opticos. Nesta
situacdo, pode-se verificar que, para uma malha com aproximadamente 78.000 elementos, o

método aqui desenvolvido foi 16 vezes mais rapido que os métodos escalares referenciados.
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O Capitulo 4 dedicou-se a andlise tridimensional de estruturas eletromagnéticas.
Utilizando-se da metodologia para ortogonalizacdo de fungdes de interpolagio,
desenvolvida no Capitulo 3, foi possivel obter um novo conjunto de fungdes de base de
arestas ortogonais em trés dimensdes para o elemento tetraédrico. Duas aplicacdes foram
utilizadas para a convalidacdo destas fungdes: andlise de modos ressonantes de cavidades
ressonantes através de problemas de autovalores; e andlise temporal das caracteristicas de
propagacdo de dispositivos eletromagnéticos através do método da envoltdria. Devido a
escassez de andlises tridimensionais de componentes fotdnicos, principalmente no dominio
do tempo, duas cavidades ressonantes (andlise de autovalores) e um filtro rejeita-faixa
(andlise no dominio do tempo), todos operando na regido de microondas, foram utilizados
para verificar a precisdo do método proposto. De posse destes resultados, além de averiguar
a excelente precisao do método, pdde-se observar que os resultados nao foram corrompidos
por solucdes espurias, demonstrando que as propriedades das funcdes de base originais
foram preservadas. O alto desempenho no processamento de dados foi avaliado através da
propagacdo de um pulso gaussiano no espaco livre, discretizado por 9.962 elementos
tetraédricos. Com simulac¢des realizadas utilizando-se as fungdes de base de arestas
ortogonais e as convencionais, aplicando-se a decomposi¢cao LU (low-up - sub-rotina
ME28) para a solucdo do sistema matricial de equacdes, constatou-se que o método aqui

apresentado foi 34 vezes mais rdpido que o método convencional.

Os programas computacionais desenvolvidos neste trabalho foram feitos utilizando
a linguagem programacao Fortran e utilizou-se um computador Pentium IV-1,7 GHz / 512
MB, Windows XP em todas as simulagdes. Desconsiderado-se as andlises modais, que
foram utilizadas para formar os campos inicias e determinar as constantes de propagacdo, o
programa computacional utilizado para o estudo temporal dos campos eletromagnéticos em
duas dimensdes possui, em média, 2950 linhas. J4 para o caso tri-dimensional, o programa
desenvolvido possui, em média, 6000 linhas. Para exemplificar o uso de memdria
envolvido durante as simulacgdes, realizaram-se algumas medi¢des. Para a rede dielétrica
refletora mostrada na Fig. 3.13, Capitulo 3, o uso de memoria foi de 38 MB para a
formulacdo aqui desenvolvida e 160 MB para a formulagao escalar. Para o exemplo da
propagacdo no espaco livre, Fig. 4.7, o uso de memoéria foi de 53 MB quando as fung¢des de

base de arestas ortogonais foram utilizadas e 77 MB quando as func¢des de base de arestas
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convencionais foram utilizadas. Ja para o caso do filtro mostrado na Fig. 4.5, o uso de
memoria foi de 140 MB quando as funcdes de base de arestas ortogonais foram utilizadas.
Porém, ndo foi possivel verificar o uso de memdria quando as fungdes de base de arestas

convencionais foram utilizadas.

Programas computacionais que analisam campos eletromagnéticos no dominio do
tempo oferecem ampla aplicacdo no desenvolvimento de novos componentes. Portanto,
caracteristicas peculiares de cada projeto devem ser avaliadas e implementadas
separadamente. Porém, algumas sugestdes para futuros trabalhos podem ser citadas, como
andlises em meios anisotropicos, dispersivos e ndo-lineares. Dando continuidade aos
estudos iniciados neste trabalho, uma outra sugestdo de linha de pesquisa que deve ser
mencionada € a andlise tridimensional, no dominio do tempo, de componentes fotdonicos.
Devido ao enorme nimero de varidveis associado a este tipo de estudo, hé a necessidade de
se associar o método ortogonal ao uso de processamento paralelo, no qual uma dada tarefa
¢ dividida em sub-tarefas, ficando cada processador responsavel pela execucao de cada uma
delas. Desta forma, torna-se possivel o estudo de estruturas com grandes geometrias. Uma
outra linha de pesquisa que deve ser estuda no futuro é a andlise das condicdes de
estabilidade. Andlise de estabilidade em elementos finitos no dominio do tempo € mais
complicado que em FDTD, conforme J. Jin descreve em seu livro [21]. Quando estas
andlises envolvem as fungdes de base de arestas ortogonais, o grau de complexidade
aumenta. Desta forma, hd a necessidade de um estudo mais profundo para determinar de
forma mais precisa as condi¢des de estabilidade. Finalmente, pesquisas relacionadas a
esquemas explicitos estdveis ou esquemas que permitam passos temporais maiores que o
método das diferencas finitas centrais devem ser sugeridas, pois estes esquemas

permitiriam uma reducao no tempo total de simulagdo.
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Apéndice A

Ortogonalizacao de Funcoes

Este apéndice tem por objetivo demonstrar o processo de ortogonalizacdo de uma

fungdo. Sejam duas fungdes f, (x) e /s (x), ndo-nulas, definidas no intervalo (x;, x2). A

fungdo f, (x) pode ser aproximada através da fungio /s (x) da seguinte forma:

fl('x) = sz(x)

(A.1)

onde C é uma constante. Para que a representacio seja exata, deve-se envolver na equagao

anterior uma func¢ao erro f, (x):

Hx) = C£(x) + £.(x)

(A2)

O erro pode ser quantizado através do valor quadritico médio da funcgdo erro,

denominado de erro quadrético médio:

como f, (x) = fi (x) - Cf, (x), tem-se:

1

Xy =X

£ = [T -C L ar

1
X, —

£20)=

X J-:lz [flz (x)- 261, (x)fz (x)+ C*f) (x)]dx

A equacdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:
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(A.3)

(A4)

(A.5)



J‘:z fzz (x)dx =K,

ou seja,

F2(x)=K,|K, -2CK, + C’K, ] (A.6)
Através de (A.6), pode-se perceber que o erro quadritico médio € funcdo da
constante C. O valor de C pode ser obtido derivando (A.6) e igualando o resultado a zero.

Nestas condig¢des, o erro quadritico médio poderé ser o menor possivel.

df}(x)

o - K,[0-2K, +2K,C]=0 (A7)
Resultando em:
K
C=-2% (A.8)
K3
A derivada segunda sera:
d* £ (x)
e =2K,K; >0 (A.9)

pois, Ko e K3 sdo positivos. Assim, o valor de C encontrado € o minimo. Portanto:

?1 (x)fz (x) dx
it () o

e EAE)

— ()= <f1(x)f2(x)> X
9= 70| (R @i

Quando C = 0, diz-se que f, (x) ndo pode ser representada em funcdo de /s (x).

Neste caso, a fungdes f, (x) e /s (x) sdo ortogonais entre si, ou seja:

(filx)f,(x))=0 (A.12)
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Uma propriedade do processo de ortogonalizacdo de funcdes, que pode ser

observada a partir de (A.11), é a de que a fungdo de erro € ortogonal a fungdo f, (x)

utilizada para a decomposicdo de f, (x):

(fi(x)f>(x)
<f2 (x)fz (x)>

A equacgdo (A.11) pode ser generalizada quando se utiliza mais de uma fun¢ao na

()2 () = (£ () (x)>—[ }<f2 (x)f,(x))=0 (A.13)

decomposicdo de f, (x):

W)=, m-i[M}z () A1)
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Apéndice B
Introducao a Teoria das PMLs

B.1 - Definicao das PMLs de Berenger [86]

Neste apéndice, serd demonstrado, de forma resumida, a teoria das PMLs de
Berenger [86] e as modificagdes realizadas para o seu uso no método dos elementos finitos.
Em coordenadas cartesianas, considere o campo elétrico variando apenas nas dire¢cdes x e y,
Fig. B.1. Nesta situacdo, as equacdes de Maxwell para o campo eletromagnético no modo
TE sdo resumidas em trés equacdes. De modo geral, em um meio com condutividade

elétrica o, e condutividade magnética oj, estas equacdes podem ser escritas como:

oE oH
&—+0,E = 2 (B.1a)
ot dy
oE . oH
£ ‘o E =——= B.1b
o o7 ox ( )
H 0E. OE,
,uoa ‘+o,H, =—-— (B.1¢)
ot ~ dy  ox
Além disto, se a condicao:
% _O%n (B.2)
& K

¢ satisfeita, a impedancia do meio definido em (B.1) € igual a do vacuo e nenhuma reflexao

ocorre quando uma onda se propaga normal a fronteira meio/vicuo.

Para definir as PMLs de Berenger, para o caso TE, o principio fundamental € dividir
a componente H, em duas sub-componentes, H., e H,,, onde H, = H,+H,,. Assim, uma
regido de PML, para o caso TE, é definida como um meio em que o campo eletromagnético

possui quatro componentes, E,, E,, H,, e H,, interligadas através de quatro equacoes:

AH_ +H
£, 8;5; +0,E, :(%”) (B.3a)

123



O, oH, +H,)
&, +o0,E =- : (B.3b)
ot ! ox
oH oE
7N at” +o,H, =- ax) (B.3¢)
oH O,
M, aty +o,H_, = 5 (B.3d)

onde Oy, Oy, O, Opy s@0 as condutividades elétrica e magnética nas direcOes x e Yy,
respectivamente.

A primeira observagdo pode ser feita observando (B.3). Se o, =0, as duas

equagdes resumem-se em (B.1c). Se o, =0, =0,

o - , =0, =0, (B.3) reduz-se as equagdes
de Maxwell para o vécuo. Se o, =0, ¢ 0, =0, =0, (B.3) reduz-se as equagdes para
um meio condutor e, finalmente, se o, =0, ¢ 0, =0, (B.3) reduz-se as equagdes de

um meio absorvente, conforme definido em (B.1).
A segunda observacdo pode ser feita antes de realizar qualquer cdlculo. Se
o, =0, =0, 0o meio das PMLs pode absorver as componentes E, e H, ao longo da

direcdo x, conforme pode ser observado em (B.3b) e (B.3c), mas ndo absorve as

componentes E, e H,, na direcdo y. Se o, = 0,, =0, ocorre o inverso para as componentes

E, e H,, e para as componentes E, ¢ H.,.

Fig. B.1 — Formacdo do campo eletromagnético no modo TE.
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B.2 - Propagacao de uma Onda Plana na Regiao de PML

Considere a amplitude do campo elétrico E dado por Ey. As componentes do campo

eletromagnético podem ser escritas como:

E, =-Esen(p)exp|jol - a,x - B,y)] (B.4a)
E, = Ecos(p)exp|jolt— a,x~ B,v) (B.4b)
H., =H_,expljol—a,x— B,y (B.4o)
H., =H_ ,expljol-a,x-B,y)] (B.4d)

onde H,, e H,, sdo as amplitudes das componentes H, e H,, respectivamente, @ é a
freqiiéncia angular, ¢ € o tempo e @, e 3, sdo constantes complexas. No sistema (B.4), H_,,

H., &, e B, sdo as incOgnitas. Substituindo-se as componentes (B.4) em (B.3), obtém:

o
g,E,senp— j;yEosen(p =5, (Huo + szo) (B.5a)
.0,
g, E,cosp—j . Ecosp=a, (HM0 + szo) (B.5b)
. O-hx
UoH o — ]?Huo =a,E,cosg (B.5¢)
. O-hy
UoH o —j—H = ,[J’pEosen(p (B.5d)
w

O sistema (B.5) resulta em dois conjuntos de ¢, e f, com sinais opostos para as

duas direcdes de propagacao. Escolhendo o sinal positivo, tém-se que

o =Yoot [1-,’ Taa jcosq) (B.6a)

! G E,0
\E o,
B, = (";ﬂ : (1— jge;)Jsen(p (B.6b)
0

onde
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G:\/wx cos’ @+ w, sen’ @ (B.7)

1_j(6 /8060)
T (B.8a)
T o 1)

jlo., /&)
o, /1)

1-
Wy = 1—

(B.8b)

Representando ¥, como qualquer componente do campo eletromagnético, ¥,y como

sua amplitude, c a velocidade da luz no véacuo e com (B.4) e (B.6), pode-se escrever que:

v, =V cexpljoli—(xcos g+ ysen p)/cG] Jexpl(- 0, cos p/e,cG)x]

exp[(— o, sen (o/eocG)y] (B.9)

As incégnitas H.o, H., podem ser escritas em fun¢do de ¢, e f3,, resultando em:

H_,=E, (6‘0//10)%cos2 7 (B.10a)

W;
H o = Ep(€, /i) --sen’ ¢ (B.10b)

Levando-se em consideracdo (B.7), a soma de H.,, H,, pode ser escrita como:

g 1
H =E /_0_ (B.11)
0 0 i, G

Das relagdes (B.9) e (B.11), uma importante observagdo pode ser feita quando o,
O.y, Oix € Oy satisfazem (B.2). Nesta situacdo, as relagdes G, w, € w, tornam-se iguais a um

em qualquer freqiiéncia e as expressoes da onda (B.9) e impedancia (B.11) podem ser

escritas como:

v, =¥ expljolr —(xcosp+ ysenp)/c] fexpl(~ o, cosp/,c)x]

expll-o, sengfe,ch]

H,=E, | (B.13)
My

126



A primeira exponencial de (B.12) indica que a fase da onda propaga normalmente
em relagdo ao campo elétrico (isto significa que ¢ =v na Fig. B.1), com velocidade igual a
velocidade da luz. As duas dltimas exponenciais indicam um decréscimo na amplitude da
onda ao se propagar nas diregdes x e y. A relacdo (B.13) indica que a impedancia do meio
serd a impedancia do véacuo. Também, através de (B.9), verifica-se que a onda, ao se

propagar ao longo da dire¢do y, (cos ¢ =0), com o, =0, =0, ndo serd absorvida. Da
relagdo (B.12), se 0,, =0,, =0, a sua tltima exponencial serd igual a um e a absor¢ao sera

func¢ao apenas da coordenada x.
B.3 — Adaptacoes das PMLs para o Método dos Elementos Finitos [21]

As PMLs de Berenger foram desenvolvidas inicialmente para o método das
diferencas finitas. Chew e Weedon [87] modificaram a PML para o método dos elementos
finitos, realizando um ‘“alongamento” das coordenadas (coordinate stretching) no dominio
da freqiiéncia. Para introduzir esta interpretacdo de PML, Chew e Weedon alteraram as

equagdes de Maxwell para o espaco livre da seguinte forma. [21].

V. xE=—jo,uH (B.14)
V,xH=jo,& (B.15)
Vg (EE)=0 (B.16)
Vg (uH)=0 (B.17)

onde V g, € definido como:
g =X ——+y——+7—— (B.18)

Considere, agora, uma onda plana em que os campos elétrico e magnético sdo dados

por:

E=E,exp(— jk-r)=E,exp|- jlk x+k,y+k.z)] (B.19)

H=H, exp(- jk -r)=H,exp[- jlk x+k,y+k.z) (B.20)
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Substituindo E e H nas equacdes modificadas de Maxwell, obtém-se:
k ¥XE=a0,uH

kg xH =~ uE

ky,, E=0
ky -H=0,
onde
k. . k, . k. .
kg =—“X+—y+—=2
SBx SBy SBZ

O produto vetorial de (B.21) com kg é dado por:
kg, X(ky XE)=apuky xH=-@) uc E
Fazendo-se o uso de identidade vetorial e de (B.23), (B.26) torna-se:
(ks Ky JE = e E
A relacdo de dispersao é dada por:

kg Ko =oyue=k’

2 2 2
k.
(kxj " } +(kzj :kz
SBx SBy SBZ

Considerando a Fig. B.2, uma solugdo para esta equacao é:

ou

k_ =ks, senf@cos¢@
k, = ks, sen&sen @

k, =ksg cos@

128

(B.21)
(B.22)
(B.23)

(B.24)

(B.25)
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Fig. B.2 — Incidéncia de uma onda plana na fronteira entre dois meios.

Aparentemente, quando sz, é complexo, a onda serd atenuada na direcdo x e o

mesmo ocorre para as outras direcdes. A impedancia do meio sera:

_E K| o o (B.31)

H o kg Ve

n

o que indica que a modificacdo feita no operador V ndo altera a impedancia do meio. Para o

caso TE,, os campos elétricos incidente, refletido e transmitido podem ser escritos como:

E =E,exp(- jk' 1) (B.32)
E =R"E, expl- jk’ r) (B.33)
E' =T"E, exp[- jk’ -r), (B.34)

onde E, é um vetor constante, Fig. B.2, ¢ R™ e T'® sdo os coeficientes de reflexdo e
transmissdo, respectivamente, para o modo TE,. O coeficiente de reflexdo do modo TE,

pode ser escrito como:

kleBzzﬂZ - kzszlz;u1

RTE —
kleBQZIUZ + kZZSBlZII'll

(B.35)

onde 1 representa o meio de onde a onda incide e 2 o meio para onde a onda € transmitida.

Para o caso TM,, tem-se:
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ks, & —ky S &

R™ (B.36)

- klszngz + kzszlz £

Da condigdo de casamento de fase, tém-se que k,, =k, e k,, =k, , obtendo-se:
ks, sen6 cos@, =k,s, sen@, cos @, (B.37)
ks, sen6, seng, =k,s, send,sen @, (B.38)

Aoseadotar € =¢&,, [y =, Sy =S, © Sp, =58y, obtém-se:

2x
6,=6, ¢=09, (B.39)

e, conseqiientemente,
R =0 e R™ =0 (B.40)

Estas relagdes permanecem nulas independentemente da escolha de sgy,, S, do

angulo de incidéncia e da freqiiéncia. Fazendo-se s,, = s, — js, uma constante, onde s, e
” ~ , . ’ L, . .

s sdo nimeros reais, com s, =1, para um rdpido decaimento das ondas evanescentes, e

sy >0, para absorgdo da onda propagante, tem-se que k,. =k, (s} — jsy)cos@ e a onda

transmitida serd atenuada pelo fator exp(kzs;z cos 8) na direcio z.

Uma parede metdlica pode ser usada para terminar a janela computacional. O
esquema basico € mostrado na Fig. B.3, que € terminada por uma parede metdlica. Portanto,
a janela computacional torna-se finita. A escolha dos parametros da PML depende da

posicdo. Para uma camada de PML perpendicular ao eixo x, tém-se:
_ ’ ”
Sp, =S5+ 5, Sy
Similarmente, para uma camada de PML perpendicular ao eixo y, t€ém-se:
’ ”
Sg, =Sp+ g, Sp, =55, =1
Para os quatro cantos, tém-se:

_ _ ’ ” _1
Sp, =S5, =S5 + 55, S =

130



Spe—Sp,— S /S Sz~ S5 /S5 Sz =S85~ Sz /S

Spr S5 85=1 8=

S5.= S5 ~JSg Sp.— Sz JSp

Sp= 8p=1 Sz~ Sp—
Spe—8p,~ Sp /53 Sz, = S5 JSs Sp =S85~ S5 /S5
Sp,— | Spr SBx:l Spr— 1

Fig. B.3 — Distribuicdo dos parametros da PML em uma janela computacional, no plano

°x-y, encerrada por uma parede metdlica.
B.4 — PML Anisotroépica [5]

A PML introduzida por Berenger ¢ um meio hipotético baseado em um modelo
matemadtico. Uma outra interpretacdo considera as PMLs como um meio anisotrépico [5,
21], composto pelos tensores permissividade elétrica e permeabilidade magnética. A PML
anisotrépica evita a divisao nio fisica dos campos e também tem aplicacdo no método dos

~JBi =By y

elementos finitos. Considere uma onda plana H, =He propagando-se em um

meio isotrépico denominado meio 1 (x < 0) para um meio 2 anisotrépico uniaxial (x > 0),

com tensores permissividade e permeabilidade dados por:

0 0
b 0], (B.41)
0 b

o |l
[\
I
™
(38
© o 9
®
[\
I
®
[\
o o o
© o
QU o o

onde assume-se que &y = &, € tyy = [L..

Os campos excitados no interior do meio 2 também sao ondas planas e satisfazem as

equagdes de Maxwell. Desta forma, obtém-se:

g, xE=wu,H, p,xH=-we,E (B.42)
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onde f, = ﬁzxfc + ﬁzy y. A equacgdo de onda pode ser escrita como:

B, x[(z‘z)_lﬂz}xH+a)§H:O (B.43)

Expressando o produto vetorial como operadores de matriz, essa equacdo de onda

pode ser escrita na forma matricial:

kzzc_(ﬁzy )zb_1 ﬁzxﬁzyb_l 0 H.
BB b kid—(B, )b 0 H,|=0 (B.44)
0 0 kd-(g, Fo' -(p, Fa |LH.

onde k; = @, I,€,. A relagio de dispersdo para o meio 2 é obtida a partir do determinante
do operador matricial. Resolvendo para £, , verificam-se que as solugdes envolvem quatro
autovalores. Estas solucdes podem ser desacopladas em modos TE e TM diretos e reversos,

que satisfazem as seguintes relacdes de dispersao:

k2-(8, Poa (8, Pata? =0 = TE(H,. H, =0) (B.43)
k-6, Forat - (g, Poic =0 = T™™M(H, =0) (B.46)

O coeficiente de reflexao na interface x = 0 das regides 1 e 2 pode ser agora obtido.
Considere uma onda incidente TE no meio 1. Neste meio, os campos podem ser

representados como uma superposicao dos campos incidente e refletido por:

H, = H, [+ e 7P (B.A7)
ﬁ< ip1,. x iB x —Jjb . x—] y
E, =| - (141 e P (14T g [E e P (B.48)
0)081 0)081

A onda transmitida para o meio 2 € também uma onda TE,, com caracteristicas

governadas por (B.45). Estes campos podem ser representados por:

—iB2,x=iP2,y
FEN
Z

H,=H,zre (B.49)
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ﬁ -] x—J y
E, =|- 2 34 P 5lH, re T (B.50)
wE,a  W,E,b

onde I' e 7 sdo os coeficientes de reflexdo e transmissdo, respectivamente. Estes

coeficientes sdo obtidos forcando a continuidade tangencial dos campos em x = 0 e sdo

dados por:
B, b 2
r:'g‘f—ﬁz)f_l, 7:1+F=L_1 (B.51)
B, +B,.b By, +B,.b
Para todos os angulos da onda incidente, tem-se que:
B, =B, (B.52)

devido ao casamento de fase em x = (. Substituindo (B.52) em (B.45) e resolvendo para

,Bzx , obtém-se:

B, = \/ Kbd-ablp, f (B.53)

Para a condicdo de casamento entre os meios ser assegurada, assume-se que

1

£ =&, U, =M,,d=Db e a =b.Portanto, tem-se que k, =k, e (B.53) se torna:

ﬁzx = b\/k12 - (/Bly )2 = bﬁu (B.54)

Substituindo (B.54) em (B.51), verifica-se que I' = 0 para todos os valores de ,BIX .

O mesmo procedimento pode ser feito para o modo TM. Para este caso, o coeficiente de
reflexdo e € obtido trocando-se b por d e a por ¢ adequadamente em (B.51). A condi¢do de

ndo reflexdo € garantida quandob=de ¢ =d.

Combinando os resultados dos casos TE e TM, pode escrever que:

B B B B s 00
£, =&, M, = s, s=[ 0 sz O (B.55)
0 0 sy
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A condi¢ao de nao reflexao € independente do angulo de incidéncia, polarizacdo e
freqiiéncia da onda incidente e, similarmente as PMLs de Berenger, esta condicdo é valida

para qualquer valor de sg,. Por exemplo, se s, =1- o/ jw,e, ou s, =1+0/jw,eE, , tem-

se:
B, = SBXIBIX =(1- o/ jwy€, )ﬁlx (B.56)

Nota-se que a parte real de f, € idénticaa de S, . Isto implica que as velocidades

de fase da onda incidente na interface entre os dois meios e da onda transmitida para o meio
2 s@o iguais para todos os angulos de incidéncia. A impedancia da onda no meio 2 é

idéntica a do meio 1, que € conseqiiéncia do fato dos meios estarem perfeitamente casados.

Finalmente, substituindo-se (B.52) e (B.56) em (B.49) e (B.50), os campos

transmitidos para o meio 2, para o caso TE, podem ser escritos como:

—jﬁlxx_jﬁlvy —o xnycosf A~
Ve m 2z

H,=H,zre (B.57)

—iB1 x=ib yY G xnycosd

E, =(-s, 75003+, cos0 §)H, e e : (B.58)

onde 77, =+/4, /€, e 6 ¢é o angulo de incidéncia relativo ao eixo x. Através de (B.57) e

(B.58), pode-se observar que a onda no meio 2 se propaga com a mesma velocidade de fase
do meio 1, porém a amplitude desta decai exponencialmente a medida que se desloca no
eixo x. Também, verifica-se que o fator de atenuacdo é independente da freqiiéncia, embora

seja dependente do angulo @ e da condutividade o
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Apéndice C
Analise Modal de Estruturas Eletromagnéticas

Este apéndice demonstrard as formulacdes empregadas na andlise modal das
estruturas eletromagnéticas envolvidas nesta tese. Através da andlise modal, obtém-se a
constante de propagacgdo k, e a distribui¢do espacial dos campos eletromagnéticos que sao

utilizados na formagao do campo inicial para as andlises no dominio do tempo.

Para as estruturas planares simples e periddicas estudadas no Capitulo 3, a
formulacdo leva em consideracdo as variacdes dos campos eletromagnéticos em uma
direcdo da secdo transversal e na dire¢ao de propagagdo. A Fig. C.1 mostra um exemplo de
um (a) guia de onda 6ptico simples e um (b) guia de onda feito de cristais fotonicos, ambos

utilizados em analises modais.

zZ
(a) : (b)
J n, ®
[
®
—
n, p N
e | Propagacao
®
n, o
®
®

Fig. C.1 - (a) guia de onda dptico simples e (b) guia de onda periodico.

Considerando o campo invaridvel na dire¢cdo x, a equacdo de onda escalar no
dominio da freqiiéncia para o campo elétrico e o campo magnético pode ser escrita como

[20]:

0 90d 0 0P
T4 204 =0 C.1
8yp8y+azpaz+czq 1)
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onde ®=E_, p=1e g=n" paraomodo TEe ®=H_, p=1/n* ¢ g=1 para o modo

TM. Devido a periodicidade do campo no sentido de propagacio, ® pode ser escrito como

[33]:
(v, z) = @y, z)exp(- jk_z) (C.2)

Substituindo-se (C.2) em (C.1), obtém-se:
. 1 a)g
——p———p—z+21k,p—z+k,p¢=c—2q¢ (C.3)

Aplicando o método de Galerkin para a discretizacdo espacial, pode-se escrever

(C.3) na forma matricial de problemas de autovalores.
@ 2
[A]{o}= (Tj [B]{g}, (C4)

onde (a)o / c) e {#} sdo o autovalor e o autovetor, respectivamente. As matrizes [A] e [B]

sdo dadas por:

|a°] ” oL, O | oL % 2 jk oL, L +k2pLiLe |dQ (C.5)
= ! + ! +2jk.p—-L° + ‘L .
e, P dy dy P dz 0z =P oz PR

5] = HQEQL?L‘} dQ, (C.6)

O sistema matricial (C.4) € resolvido utilizando-se a funcdo Eigs do programa
computacional MATLAB® , sendo que, para uma dada constante de propagacao k., obtém-se
a freqiiéncia angular ay. As demais componentes do campo magnético, para o modo TE, e
campo elétrico, para o0 modo TM, foram obtidas inserindo {¢} nas equacdes de Maxwell e

resolvendo-as através do método dos elementos finitos. Para o caso TE, tEm-se:

oE. . .

aZ" - jk.E, =—jo,uH (C.7a)
oE _
ayx = ja,uH _, (C.7b)
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Aplicando-se o método de Galerkin em (C.7a) e (C.7b), obtém-se os seguintes sistemas

matriciais:
[m o} jk. M Ko}=—jo,u M RH | (C.8a)
| [{o}= jeou, (M KH } (C.8b)

onde as matrizes elementares sdo dadas por:

[ve]= J' Lze aaLj L5dQ (C.9)
YRE ”Q aalj L5dQ (C.10)
[Mf]:”g LLdQ (C.11)

Analogamente, para o modo TM, tém-se:

oH
a—z"— jk.H, = jo,gn’E, (C.12a)
oH

dy

L =—jw,en’E., (C.12b)

Aplicando o método de Galerkin em (C.12a) e (C.12b), obtém-se os seguintes

sistemas matriciais:

(v Hot- jk. M 1{o}= joe, M, E, | (C.13)
b1, o} =-jo,e,lm, e} (C.13b)

onde
e |= ”QenzL‘jLede (C.14)

No caso das estruturas estudas no Capitulo 4, a formulacdo utilizada leva em
consideragdo apenas as variagdes dos campos nas direcdes da secdo transversal. O campo P

pode ser escrito como:
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®(x, y) = ¢(x, y)exp(- jk.z) (C.15)

Aplicando (C.15) na equagdo de onda escalar no dominio da freqiiéncia, obtém-se

[20]:

d a¢ o 99 o
— k? C.16
ay % ax %P — q9=k_p¢ (C.16)

Aplicando o método de Galerkin em (C.16), obtém-se o sistema matricial de

problemas de autovalores:
[Al{e}= (k. )" [B]{o}, (C.17)

onde (kz )2 e {¢} sdo o autovalor e o autovetor, respectivamente. As matrizes [A] e [B] sao

dadas por:

- 40 LeLe dQ C.18
pay ay az az c? e ( )

g [

[5] = J.LepL,‘?Li. dQ (C.19)

O sistema matricial (C.17) resulta em uma constante de propagacdo k., para uma
dada freqiiéncia angular ay. As demais componentes dos campos sdo obtidas utilizando-se

o mesmo procedimento descrito acima e considerando o campo invaridvel na direcdo de

propagacio.
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