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vil
Resumo

Neste trabalho apresentamos classes de cédigos turbo nao binarios definidos sobre os campos
e anéis de inteiros. Os cdédigos turbo multiniveis convencionais consistem em dois codigos
componentes RSC' M-drios, concatenados via um entrelacador aleatério de N simbolos e com
simbolos codificados transmitidos através da modulagao M-PSK. Os cédigos turbo hibridos
multiniveis consistem em dois codigos componentes RSC, nao necessariamente definidos so-
bre o mesmo alfabeto. Os codificadores componentes sao separados por um entrelacador e
os simbolos codificados transmitidos através de um esquema hibrido de modulagao PSK. O
algoritmo de decodificagao iterativa de maximo a posteriori, usado para decodificar os cédigos
concatenados bindarios, pode ser estendido para a classe dos codigos turbo nao binarios. Os
resultados das simulagoes mostram que os cédigos turbo hibridos multiniveis apresentam me-
lhor desempenho, error floor mais baixo e menor complexidade de codificacao e decodificacao
que os codigos turbo M-drios convencionais. Ja os cédigos turbo multiniveis M-drios sao mais

eficientes que os codigos turbo binarios padrao.
Abstract

This work presents classes of non-binary codes defined over rings and fields of integers. The
conventional multilevel turbo codes consist of two M-ary RSC component codes concate-
nated via a random N-symbol interleaver and with encoded symbols are transmitted using a
M-PSK modulation. The hybrid multilevel turbo codes consist of two RSC component
codes, defined on different alphabets. The component encoder are separated by a interleaver
and the encoder symbols are transmitted utilizing a hybrid M-PSK scheme. The iterative bi-
nary decoding algorithm is a maximum a posteriori scheme, which can be extended to the class
of the non-binary turbo codes. The results of the simulations show that the hybrid multilevel
turbo codes present better performance, lower error floor and lower encoding and decoding
complexities than the M-ary conventional turbo codes. Moreover, the M-ary multilevel turbo

codes are more efficient than the standard binary turbo codes.
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Capitulo 1

Introducao

O inicio da teoria da informacao e codificacao se deu em 1948, com a publicacao do
artigo “A Mathematical Theory of Communication” pelo matematico e engenheiro Claude E.
Shannon [1]. Neste artigo, Shannon estabeleceu os limitantes tedricos para uma comunicagao
confidvel através de um canal ruidoso.

O teorema da codificagao de canal garante ser possivel realizar transmissoes a probabili-
dades de erro tao baixa quanto se queira, desde que a taxa de transmissao seja menor que a
capacidade do canal utilizado, e que o comprimento do cédigo empregado seja suficientemente
grande para um canal AWGN (Additive White Gaussian Noise). O teorema afirma também
que existem codigos que permitem a transmissao confidvel, mas nao mostra como encontra-los.

A busca por estes cddigos motivou varios pesquisadores da area e impulsionou a criacao de
diversas classes de codigos com aplicacao pratica mas que, no entanto, nao eram capazes de
operar proximos ao limitante de Shannon.

Com a introdugao do conceito de modulagao em trelica por Ungerboeck, em 1982 [9], a
distancia entre o desempenho do sistema codificado e o limitante de Shannon se estreitou
significativamente. Os codigos turbo binarios apresentados pela primeira vez por C. Berrou,
A. Glavieux e P. Thitimajashima em 1993 [2], representaram o passo final em diregao a este

limitante. Estes codigos turbo binarios apresentam desempenho muito proximo ao limitante
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de Shannon para o canal com ruido aditivo gaussiano branco (AWGN) e sua estrutura com

cddigos entrelacados permite um processo de decodificacao iterativa por maximo a posteriori
(MAP).

A maioria dos codigos turbo pesquisados utilizam codigos componentes bindrios concate-
nados via um entrelagador aleatério de N bits [2], [3], [7], [10] e [19]. Neste trabalho de tese,
apresentamos codigos turbo construidos a partir de codigos componentes nao binarios, concate-
nados via um entrelacador aleatério de N simbolos e cujos simbolos codificados sao mapeados
em uma constelacdo apropriada PSK (phase-shift-keying), para transmissao através de um
canal AWGN. O processo de decodificacao usado para avaliar o desempenho dos codigos turbo
apresentados neste trabalho é a decodificacao iterativa de maximo a posteriori [2], [6], [17] e

27].

Estes codigos nao binarios foram divididos em duas classes:

e A classe dos cédigos turbo multiniveis convencionais, cujo esquema de codificacao
¢ formado por dois cédigos componentes RSC (Recursive Systematic Convolutional)
M-arios, concatenados via um entrelacador aleatorio de N simbolos e com os simbolos
codificados transmitidos através da modulacao M-PSK. O processo de decodificacao ite-

rativa utiliza o algoritmo de decodificacao MAP em cada decodificador componente;

e A classe dos cédigos turbo hibridos multiniveis L-M-drios com simbolos de in-
formagao definidos sobre o anel de inteiros Zg, onde Zg € {Z4,Zs,Zss,---} €
Q < L <M. O esquema de codificacao L-M-drio é formado por um codificador RSC-1
L-drio, concatenado via um entrelacador aleatério de N simbolos com um codificador
RSC-2 M-drio. O alfabeto de entrada deste codificador é @Q-drio e a decodificagao de
maximo a posteriori é adaptada para processar os simbolos de informacao pertencentes

ao anel Zg e os simbolos de paridade pertencentes aos campos Zy, e Zyy.
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1.1 Objetivo

Os cédigos turbo bindrios, com concatenacao paralela [2], [3], [7], [10], [11] e [19], for-
necem desempenho préximo a capacidade de canal com baixa relagao sinal-ruido (signal-to-
noise-ratio-SNR). Estes codigos apresentam uma complexidade de decodificagao significativa
devido ao processo iterativo, ao nimero de estados na trelica do codificador componente e ao

comprimento da seqiiéncia de informacao.

Nesta tese, apresentamos classes de cédigos turbo multiniveis que podem apresentar algu-
mas vantagens sobre os codigos turbo binarios padrao, tais como, melhor desempenho associado

a menor complexidade de decodificacao do sistema turbo.

Na primeira parte desta tese, apresentamos classes de codigos turbo M-drios definidos sobre
0s campos e anéis de nimeros inteiros Z),;. Este esquema proposto permite maior flexibilidade
na combinacgao: complexidade de decodificacao, capacidade de correcao de erro, cardinalidade
do alfabeto e largura de banda de freqiiéncia ocupada. Devido ao casamento natural do
tamanho da constelagdo com o tamanho do alfabeto, é possivel encontrar esquemas turbo M-
artos mais eficientes, com relagao aos parametros mencionados acima, que os esquemas turbo

binarios.

Na segunda parte, propomos classes de codigos turbo L-M-drios definidos sobre os campos
de nimeros inteiros Zj, e Z);, que processam simbolos de informacao definidos sobre os anéis
de inteiros Zg. Este esquema produz maior flexibilidade na combinagao: complexidade de
decodificacao, capacidade de corregao de erro, taxa de codificagao, cardinalidade do alfabeto e
largura de banda. Como a fonte de informagao é ()-dria e o codificador é L-M-drio , onde @)
¢ uma poténcia positiva de 2 e 2 < Q < L < M, é possivel encontrar um esquema L-M-drio
que proporcione perfeito mapeamento de bits para simbolos e apresente melhor desempenho

que o esquema turbo M-drio convencionais.
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1.2 Organizacao da Tese

A tese esta organizada em 6 capitulos, cujos contetidos sao descritos como a seguir.

No Capitulo 1, apresentamos uma introdugao, os objetivos e a organizacao da tese. No
Capitulo 2, descrevemos o esquema de codificacao turbo M-drio. Este capitulo inicia-se com
as definigdes matematicas que garantem a existéncia (construgao) dos cédigos convolucionais
sistematicos recursivos M-drio, e segue descrevendo os componentes do codificador turbo, tais
como, o codificador, o entrelacador e o puncionador. Descrevemos também, de forma breve,
o modulador e o canal de comunicacao utilizado. Em seguida, apresentamos o algoritmo
de decodificagdo de maximo a posteriori (MAP), que fornece a informacdo a posteriori a
partir das propriedades estatisticas e os conceitos de cddigo de trelica [2] e [8]. Finalmente, o
funcionamento do esquema de decodificagao iterativa turbo (a cada iteragao) é descrito fazendo

uso dos conceitos de informagao intrinseca, extrinseca e a posteriori.

No Capitulo 3, apresentamos os resultados da simulagao para o desempenho dos esquemas
turbo M-drios, definidos sobre os campos e anéis Z,;, para M < 5. Comegamos com o esquema
turbo bindrio tradicional e seguimos com os esquema ternario, quaternario e 5-drio, avaliando
o desempenho, a complexidade, o mapeamento entre simbolos e bits, a largura de banda, o
tamanho do alfabeto e o tempo de decodificagao. Em seguida, analisamos o desempenho dos

cédigos definidos sobre os campos e anéis.

No Capitulo 4, apresentamos o esquema de codificacao turbo L-M-drio com simbolos
()-drios como entrada, e simbolos Q-drios, L-drios e M-drios como saida, onde (), L e M
sao numeros inteiros positivos e 2 < () < L < M. Em seguida, construimos um esquema
hibrido de modulacao @Q-L-M-PSK e adaptamos o esquema de decodificacao iterativa para
este esquema hibrido de codificagao turbo.

No Capitulo 5, apresentamos as curvas da probabilidade de erro de bits dos esquemas
turbo L-M-drios definidos sobre os campos Zj, e Zjy;. Neste capitulo, avalia-se os aspectos

relacionados as simulagoes, analisando os resultados de forma comparativa com relacao ao
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desempenho, a complexidade, ao mapeamento entre bits e simbolos, a largura de banda, a
taxa de codificacao, o comprimento do alfabeto e o tempo de decodificagao destes esquemas.

No Capitulo 6, apresentamos as conclusoes, as contribuicoes da tese e os trabalhos futuros.



Capitulo 2

Cddigos Turbo M-arios

2.1 Introducao

No sistema de comunicacao digital mostrado na Figura 2.1, as funcoes de codificacao e
modulagao sao consideradas como operacoes separadas, enquanto as funcgoes de demodulacao e
decodificacao sao realizadas de forma conjuntas. O modulador mapeia os simbolos do alfabeto
M-ario em elementos do alfabeto da modulagao e o demodulador permite a operacgao reversa.
A funcao do conjunto formado pelo codificador e pelo decodificador é tentar corrigir o maximo

dos possiveis padroes de erro que podem ocorrer no canal de comunicagao.

Fonte Codificador Modulador
Turbo
Canal | Puido
Decodificador |
Decisor ecodificador Demodulador
Turbo :

Figura 2.1: Sistema de comunicagao turbo
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A necessidade de tornar o sistema de comunicacao mais confiavel, em termos da probabili-
dade de erro de simbolo (ou bit), implica na introdugao de mais redundancia, o que tem como
conseqiiéncia a diminui¢ao da taxa de informagao.

Como o canal de comunicacao utilizado neste trabalho possui largura de banda e poténcia
limitadas, precisamos ampliar o conjunto de sinais do sistema de modulagao para compensar
a perda na taxa de informacao produzida no processo de codificacao.

As técnicas de codificacao apresentadas por Ungerboeck em 1982 permitem encontrar
ganhos significativos de codificacao convolucional multinivel sobre a modulagdo nao codifi-
cada, sem sacrificar a taxa de informacao, a poténcia do sinal e a largura de banda.

Neste capitulo, apresentamos os codigos turbo M-drios, definidos sobre os campos ou anéis
de inteiros modulo-M, Zy;. A estrutura de codificacao e decodificagao destes cédigos propor-
ciona desempenho proximo a capacidade de canal com baixa relagao sinal ruido. Na primeira
secao apresentamos o esquema de codificagao e nas duas segoes seguintes descrevemos o algo-
ritmo de decodificacao e o processo de decodificacao iterativa M-dria.

Note que o tratamento matematico dado neste capitulo, para os codigos turbo M-drios
definidos sobre os anéis de inteiros modulo-M, Z,,, se estende para os cédigos turbo M-drios

definidos sobre os campos de inteiros médulo-M, Z ;.

2.2 Fundamentos Matematicos

Conjuntos Numéricos
e Naturais: N={1,2,3,4,5,---};
e Inteiros: Z = {0,+1,4+2,£3, 44, £5,---}, Z* = {£+1,£2,+3,+4, 45 --- };
e Inteiros positivos Z% = {1,2,3,4,5,--- };

e Inteiros nao negativos Z, = {0,1,2,3,4,5,---} O N;
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e Racionais: Q = {@,m € Z,n e Z*};
n

e Reais: R = QUI, onde I é o conjunto dos nimeros irracionais (decimais nao-exatos e

nao-periédicos).
Seja m um numero inteiro positivo. Sobre Z, definimos a relacao de congruéncia, =, da
m

seguinte maneira: para a,b € Z, a=0b <= b—a ¢é um miltiplo de m. Em vez de escrever
m

a = b, escreve-se a = b mod (m) e diz-se que a é congruo a b médulo m. Em outras palavras,
m

dois nuimeros inteiros a e b serao ditos congruentes modulo m se os restos de a e b por m forem

iguais.

Exemplo 2.2.1 12 =17 mod (5), pois 17=3-5+2 ¢ 12=2-5+2, ou ainda 17— 12 é um

maultiplo de 5.

Definicao 2.2.2 Um grupo A é um conjunto de elementos com uma opera¢do bindria chamada

adi¢io(+) que satisfaz as sequintes propriedades:
1. Fechamento: Vx1,20 € A= 11+ 19 € A
2. Associativa: Y1, x9,x3 € A = x1 + (29 + 23) = (21 + 22) + 23
3. Elemento neutro: 30 € A tal queVr € A, x+0=0+x =2

4. Elemento inverso: Vo € A, 3—x € A tal que v + (—z) = (—z) + = = 0.

Se um grupo A satisfaz a propriedade comutativa: (Vzi,x2 € A = x1+ 29 = x9+127) tal grupo

¢é chamado de grupo abeliano.

Definicao 2.2.3 Um anel R é um conjunto de elementos com duas operag¢oes chamadas de

adi¢iao(+) e de multiplicacdo (-) que satisfaz os sequintes axiomas:
1. O conjunto R € um grupo abeliano sobre a adicao.

2. Fechamento: Vx1,19 € R = 11 - 19 € R.
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3. Associativa: Yy, xe,x3 € R = 11 - (23 - x3) = (21 - T2) - 3.

4. Distributiva:

1'1'(1’2+£L'3):£E1'l’2+1'1'l’3
\V/l’l,l'g,l’g €ER=>

(xo+x3) 21 =29 - X1 + T3 - 7.

Um anel R é chamado comutativo com unidade se sua multiplicacao é comutativa e existe

leR,istoé, V1,20 E R= 21 - 20 =20-21€1-2=2,Vr € R.

Exemplo 2.2.4 O anel de inteiros mddulo 4 é definido pelo conjunto {0,1,2,3}, onde as

operacoes adicao e multiplicacao entre dois elementos deste conjunto sao dadas na tabela 2.1.

W N = O+
W N R OO
O W N =
= O W NN
N = O WWw
W N =R O
[N elNo ol )
W N = O
N O N OO
—= NN W oW

Tabela 2.1: Adicao e multiplicagao para o anel de inteiros Z,.

O anel de inteiros moédulo 4 é um anel comutativo com o elemento unidade. Anéis que nao
tém o elemento unidade nao serao considerados neste trabalho.

Um campo é um anel comutativo com unidade que obedece a propriedade de existéncia de
inverso, ou seja, dado v € R, v # 0, existe x7! € R tal que - 7! = 1. Note que para todo

elemento nao nulo de um campo existe um tnico inverso multiplicativo.

Exemplo 2.2.5 O campo de inteiros modulo 5 € definido pelo conjunto {0,1,2,3,4}, onde as

operacoes adicao e multiplicacao entre dois elementos deste conjunto sao dadas na tabela 2.2.

Mais geralmente, dado M € N, o anel dos inteiros médulo M, Z,,, é definido pelo conjunto

{0,1,2,3,..., M — 1}, com as seguintes operagoes de adigdo e de multiplicacio médulo M.

x + y = resto da divisao da soma usual de z com y por M

x -y = resto da divisao do produto usual de z e y por M.
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+(0 1 2 3 4 10 1 2 3 4
0j]0 1 2 3 4 0(j0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Tabela 2.2: Adigao e multiplicacao para o anel de inteiros Zs.

Definicao 2.2.6 Diz-se que N € um subanel de um anel R se N C R e N também forma um

anel com as operacoes + e - definidas para R.

Definicao 2.2.7 Se X eY pertencem ao conjunto dos numeros reais R, a distancia euclidiana

entre X eY € dada pela sequinte expressio: Dg(X, V) =Y — X|.

Definicao 2.2.8 Se X e Y sdo dois pontos do plano bidimensional R> = R x R, a distancia

euclidiana ao quadrado entre X = (x1, x2) € Y = (y1, y2) € dada pela sequinte expressdio:

DHX.Y) = |V =X o

= (1 —21)° + (g2 — 12)%.

Definicao 2.2.9 Um polinomio numa wvaridvel x sobre um anel R é wuma seqiéncia
(ap,ai, -+ ,a,) que pode ser representada pela soma ay + ax + --- + a,z" ou
f(x) = ap + ayx + -+ + ayx™, onde n € o grau do polinomio, a; € R para todo indice e

a, # 0.

Exemplo 2.2.10 A seqiéncia (2,1,3,5,0,4) representada por P(x) = 2+ x + 3z + 5x3 + 4x2°

¢ um polinomio de grau 5 definido sobre o anel Zg.

Definicao 2.2.11 O conjunto

Rlx] = {Zaizi;n €ENea; € R}

=0

¢ um anel de polinomios numa varidvel x sobre o anel R.
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2.3 Codificacao Turbo M-dria

Nesta secao, apresentamos as propriedades matematicas que garantem a existéncia e cons-
trucao dos cédigos convolucionais multiniveis. Em seguida, os codigos convolucionais sis-
tematicos recursivos do codificador turbo M-drio da Figura 2.2 sao apresentados. Além disso,
destacamos os codificadores e entrelacadores que proporcionam melhor desempenho e menor
complexidade na decodificacao. Um puncionador pode ser utilizado para aumentar a taxa do
cédigo. A modulacao M-PSK foi escolhida por ter um casamento natural com os simbolos

M-drios da codificagd@o. O canal de comunicacao é o AWGN.

u = xz* (M-drio) 2 (M-drio)

>
Pt
Codificador

- »>
< RSC-1 (M-drio) .
QS Q ..
S is aP(M-drio)
5 S —
E :L’p2 3
= Codificador .

> »>

RSC-2 (M-drio)

u = 2° Seqiiéncia de simbolos de informagao ou de simbolos sistematicos
2P Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente do codificador RSC — 1
P2 Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente do codificador RSC — 2

xP  Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente do puncionador

Figura 2.2: Esquema de codificacao turbo.

A descricao do esquema de codificacao turbo M-drio definido sobre os anéis Z,; é equiva-
lente & descri¢ao do esquema binério definido sobre o campo Zs, [2]. Desse modo, o entrelagador

e o puncionador sao considerados equivalentes aos do caso binario.
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O codificador turbo M-drio proposto é constituido por dois codificadores convolucionais
idénticos, de taxa 1/2, separados por um entrelagador de N simbolos, juntamente com um me-
canismo opcional de puncionamento. Esses dois codificadores constituintes sao codificadores
convolucionais sistematicos recursivos (RSC-Recursive Systematic Convolutional), concatena-

dos em paralelo, conforme a Figura 2.2.

2.3.1 Codificador Convolucional Sistematico Recursivo

Nesta subsecao apresentamos os fundamentos matematicos para a construcao dos cédigos
convolucionais sistematicos e, a partir destes, construimos os codigos convolucionais sistematicos

recursivos.

A Figura 2.3 mostra o diagrama do codificador convolucional multinivel que possui k entra-
das e n saida com simbolos do alfabeto M-drio. A taxa de codificacao é dada pela expressao:
_logM*  klogM  k

= = =—. 2.2
" log M™ nlogM n (2:2)

( —— ——
k n
entradas ) saidas
Codificador )
com : o " com
, Multinivel ,
sitmbolos simbolos
M-drios M-drios
\ J

Figura 2.3: Diagrama do codificador multinivel.

Seja Zyr um anel de inteiros comutativo com identidade multiplicativa e seja L(D) o anel

dos polinémios com coeficientes em Zy;. Os polindmios de L(D) sdo expressos pela série de
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Laurent [25]
F(D)=>_fD'=fo+ fiD+ fuD*+ -+ f,D",
=0

onde n é o grau de f(D), D representa uma unidade de atraso e f; € Zy. Se f(D) # 0 e
fo # 0, entao fy é chamado de coeficiente minimo de f(D).
Desse modo, chamamos de codificador convolucional com taxa de codificacao k/n sobre o

anel de fungoes racionais L(D), o mapeamento linear

L(D)* — L(D)"

u(D) — v(D),

que pode ser expresso como

onde G(D) é uma matriz kxn (chamada matriz fungao de transferéncia ou matriz geradora),
com elementos em L(D), cujas linhas sdo linearmente independentes sobre L(D). E, ainda,
u(D) é o polinomio correspondente a seqiiéncia de informagao, v(D) é o polinémio correspon-

dente a seqiiéncia codigo. Entao, o conjunto
C = {u(D)G(D) | u(D) € L(D)*},

é um cédigo convolucional com taxa de codificacao k/n sobre Z ;.

Exemplo 2.3.1 Dada a seqiéncia de informacao em Zg
u(D) =2 +4D + 3D? + 7D?* 4 D*,
e a matriz geradora, 1x 2, do cddigo convolucional com taza de codificagdo 1/2

G(D)=[7+3D 2+D],
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a palavra codigo sobre o anel de inteiros Zg, € dada pela expressao:

v(D) = wD)G(D)

= | 642D+ D?>+2D?>+4D*+3D°> 442D +2D*+ D?*+ D*+ D? ]

Agora, seja L.(D) um subanel de L(D) (chamado anel das fungoes realizaveis sobre Z;),

D
consistindo dos elementos que contem uma representacao na forma de razao: qE D; , onde ¢(D)
p

e p(D) € L(D) e o coeficiente minimo de p(D) é inversivel em Z ;.

Uma matriz geradora convolucional G(D), k x n, é dita sistematica se ela possuir uma

submatriz k X k que é uma matriz identidade.

Teorema 2.3.2 Um codigo convolucional C' sobre o anel Zy; € sistemdtico se, e somente se,
ele possui uma matriz geradora, G(D), kxn, que possui uma submatriz kxk cujo determinante

¢ igual a unidade em L.(D) - anel das fungoes realizdveis sobre Zyy.

Prova.

(=) Se G(D) é sistemética, entao G(D) = [ I, G(D) ] . Portanto, o determinante de I,
é igual a unidade em Zy, (e em L,.(D)).

(<) Se G(D) possui uma submatriz k x k, A(D), cujo determinante é igual & unidade em
L.(D), entao, sem perda de generalidade, seja G(D) = [ A(D) B(D) ] Como A(D) possui

determinante unitario em L, (D), entdao A(D) possui uma inversa A~'(D) em L,.(D) e

é uma matriz geradora equivalente para o codigo C'. m

Um codificador convolucional sistematico recursivo-RSC' (Recursive Systematic Convolu-

tional), com taxa de codificacdo k/n sobre o anel de fungoes de realizaveis L,.(D), é um
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mapeamento linear

L.(D)* — L.(D)"

u(D) — (D),

que pode ser expresso como

v(D) = u(D)G,(D),

onde G,(D) é uma matriz kxn da forma
G0 =[5 x()].

Observe que [ é uma matriz identidade kxk, X (D) é uma matriz kX (n-k) com elementos

q(D
p(D)

cuja representacao é em L,.(D) e o coeficiente minimo de p(D) é inversivel em Z,;.

Exemplo 2.3.3 Transformacdo da matriz geradora de um codificador convolucional nao sis-
temdtico numa matriz geradora equivalente de um codificador convolucional sistemdtico recur-

siwo, definido sobre o anel de inteiros Zg.

Considere o codificador convolucional nao sistemdtico sobre Zg representado pela matriz

geradora

1 544D 1 3
G(D) =
0 143D 2D 2+4D

Podemos transformar este codificador, nao sistemdtico, em um codificador RSC equivalente,

como se seque. Seja

1 5+4D
P(D): )
0 14+3D
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a submatriz kxk (2x2), formada pelas duas primeiras colunas da matriz G(D) e seja

1 1+2D
P_l(D): 1—|—13D ,
0
143D

a inversa a direita da submatriz P(D). Multiplicando P~'(D) por G(D), obtemos a matriz
sistemdtica recursiva
14+5D+4D* 5+5D +2D?
G,.(D) = P"{(D)G(D) = o 1 Y4ap
1+3D 143D

Definicao 2.3.4 O conjunto
C = {u(D)g(D) | u(D) € L,(D)"},

¢ um cddigo RSC com taza de codificacio k/n sobre Zy, onde g(D) = G,(D) é a matriz

geradora de um codificador RSC com elementos em L, (D).

Note que temos interesse em um esquema de codificagao e decodificacao turbo M-drio
que fornega o melhor desempenho possivel, [2], [3], [4], [7], [10], [11] [18], [19] e [22]. Por
outro lado, codificadores que proporcionam melhor desempenho possuem matrizes geradoras

D
(g(D) = [ %}) obedecendo as seguintes restrigoes:
p

q(D)
p(D)

2. O coeficiente minimo do polinémio p(D) é inversivel em Z,;, se g(D) for definida

é irredutivel em L(D),

1. O polinémio p(D) de

sobre um anel Notheriano [20], [21] e [25].

Note que quando os cédigos turbo M-drios estao definidos sobre um campo de ntmeros

inteiros Z,s, a restricao 2 nao é necessaria, uma vez que todo elemento nao nulo do campo Z,
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possui inverso multiplicativo. Por outro lado, quando os cédigos turbo M-drios estao definidos
sobre um anel Z,;, esta restricao 2 é necessaria, pois nem todo elemento do anel Z,; possui

inverso multiplicativo.

Exemplo 2.3.5 A Figura 2./ mostra o diagrama de um codificador RSC que tem matriz

geradora em Zy

2+ D +2D?
D) = e 2.3
9(D) 1+ D+ 3D? (2:3)
Note que D representa uma unidade de atraso, o codificador possui 4> = 16 estados e os

coeficientes dos polinomios do numerador e denominador de (2.8) sdo representados por mul-

tiplicadores na alimentacao direta e na realimentacao, respectivamente.

U x°

®

@
@

P
Figura 2.4: Diagrama de um codificador RSC quaternario.

A sequiéncia de informacao

u=z*= &8 2 1 01 2 3 3102001102232 1°01 21

aplicada ao codificador RSC da Figura 2.4 produz a seqiiéncia de saida (seqiiéncia cédigo)

¥ 8 21 01 2358 3102001102238 2101 21
2 21 803 08 2112031222012 221338 2
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A seqiiéncia cédigo é composta pela seqiiéncia de informagcao (simbolos sisteméticos) - na
1* linha, e pela seqiiéncia de paridade - na 2* linha. Os dois ultimos simbolos sistematicos
sao os simbolos que fazem este codificador RSC| com esta seqiiéncia de informacao, voltar ao

estado inicial.

2.3.2 Entrelacador

Os entrelagadores tém por fungao espalhar erros que ocorrem em surto (burst) geralmente
causados pelo ruido impulsivo e pelo desvanecimento (fading) seletivo. Entrelagar os erros
introduzidos pelo canal torna-os descorrelacionados, contribuindo assim para que os decodifi-

cadores sejam mais eficientes.

Assim, a operacao realizada pelo entrelagador pode ser representada por:

T . 4 — 7

i — (i) Viez,

ou seja, uma permutacao nos inteiros Z. O entrelacador é portanto uma funcgao inversivel, que
recebe em sua entrada N simbolos de um dado alfabeto, e produz em sua saida os mesmos N
simbolos em uma diferente ordem no tempo. Portanto, sua funcao no esquema de codificacao
turbo, Figura 2.2, é tomar cada bloco de N simbolos de informagcao que chega em sua entrada

e rearranja-lo em uma forma pseudo-aleatdria para a codificagao pelo codificador RSC-2.

Exemplo 2.3.6 A Tabela 2.3 mostra um entrelagcador de 25 simbolos utilizando uma matriz
P, 5 x 5. O entrelacador matricial ordena seus elementos como linhas da matriz P e os lé

como colunas, ou seja, transforma a sequéncia de informacao:

r*=u= 32101233 10200110223210121
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na sequéncia de informacao entrelacada:

Wv=3220123020130210113210121

que, por sua vez, inserida no codificador RSC-2 da Figura 2.2 (com matriz geradora descrita

na expressao (2.3)), produz a seqiiéncia cddigo:

¥ 32201 230201302101 1352101 21

r =

2 21 803 08 21 1203812220122 21338 2

— | 6 7] 8| 9|10

— |11 (12|13 | 14 | 15

— [ 16| 1718 | 19 | 20

— | 2122|2324 |25

Tabela 2.3: Escrita e leitura na matriz do entrelagador (— Escrita, | Leitura).

A Figura 2.5 mostra o entrelagador usado por C. Berrou, A. Glavieux e P. Thitimajashima

em seu esquema turbo bindrio (2], [22], cuja representa¢do matematica é a seguinte:

Tome K =2F M =2™ k,m € Z* ' e defina oito ntimeros primos, por exemplo:

p(1) =17, p(2) =37, p(3) =19, p(4) =29, p(5) =41, p(6) =23, p(7)=13, p(8) =T.

Entao para cada numero inteiro 7, tal que 0 < ¢ < K - M, o entrelacador é gerado pela

177 é o conjunto dos nimeros inteiros positivos
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permutacao

onde

r(i) = p(l+1)-(co+1)—1 mod (K); c(i)=(M/2+1)-(ro+co) mod (M);

ro = ¢ mod (M); co=(G—r9)/M e 1=(ro+c) mod (8).

1000 . e e e . : v Z
oo~ . . oL i
. -'. o . ,--- . - ..' . ..' i f:;': . '_-
7001 o SRR e R
_..-.-' "‘ o '.-

600 f. .o e I e
500 - Z :
g00f-" T T e T . T e
. . -'"..-', . RO
300 .- ‘o R et
200F - - . -- ot ) ” . |
100} .-"'. oL . . . - :-,-_-_. . -~ L
Lot e \ P R L e e e

O . . |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figura 2.5: Entrelacador de bloco, N = 1024, usado por Berrou-Glavieux.

Este entrelagador, obtido conforme as expressoes matematicas anteriores para N = 1024
simbolos, K = 8 e M = 128, organiza seus elementos, mostrados na Figura 2.5, por meio de

permutacoes mais deslocamentos ciclicos. Ou seja, o primeiro elemento, apds entrelagado, vai
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para a posicao 128, o segundo vai para posicao 577 e assim por diante.

Além do entrelagador anterior usado por C. Berrou, A. Glavieux e P. Thitimajashima [2],

[22] e [23], destacamos também neste trabalho o entrelagador s-aleatério.

O entrelacador s-aleatério [22] é gerado por uma permutagao aleatéria. Ou seja, um vetor
ruido de comprimento N é gerado e a permutacao que ordena este vetor ruido na ordem

sorteada ¢é usada para gerar o entrelagador.

Este entrelacador foi projetado considerando dois critérios importantes para o desempenho
dos codigos turbo que sao: as propriedades do espectro de distancia do codigo e a reducao
da correlagdo entre a informacao extrinseca e a entrada de dados a cada iteragao [24]. Em
outras palavras, o entrelagador deve obedecer as propriedades de dispersao (separacao) de seus

elementos definidas a seguir.

Considere um entrelacador de comprimento N tal que, para todo valor inteiro 7, existe a

permutacao 7(i) que obedece as duas propriedades:

e Para todoi e jse |i — j| < S; entdo |7(i) — w(j)| > S,

e Para todo i e 7(7) temos |i — m(i)| > S,

—1
onde S; £ min (p, ?) e Sy & P 5 sao numeros inteiros positivos pré-determinados e p
P

¢ um numero inteiro positivo tal que o minimo multiplo comum entre pe N é 1 e p— 1 divide

N.

A Figura 2.6 mostra o entrelacador s-aleatério usado em nossas simulagoes. Este en-
trelagador apresenta melhores propriedades sobre o espalhamento dos seus elementos que os

outros entrelacadores encontrados na literatura [23], [24].
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Figura 2.6: Entrelacador s-aleatério de bloco (N = 1024).

2.3.3 Puncionador

O codificador turbo M-drio mostrado na Figura 2.2 possui 1 entrada e 3 saidas antes do

puncionador e 1 entrada e 2 saidas depois do puncionador.

A funcgao do puncionador é apagar periodicamente simbolos de redundéancia pré-seleciona-

dos dos codificadores, aumentando assim a taxa de codificacao.

Exemplo 2.3.7 Com base nos Exemplos (2.8.5) e (2.3.6), quando ndo é usado o puncionador,

a taza de codificagdo turbo € igual a 1/3 e a seqiiéncia codigo correspondente ao esquema turbo
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¢ dada por:

¥ 8 21 01 2 3 38102001 1022382101 21
=z 21 3038038 2112031222012 2213832
? 2 11 1002300240201 ¢01322213238 2

E, quando € usado o puncionador, podem-se apagar por exemplo, os simbolos de paridade

impares provenientes do codificador RSC-1 e os simbolos pares provenientes do codificador

RSC-2, isto ¢,

»¥ 382101 2 38 3102001102223 21°01 21
r=|g" 2 3 3 3 1 2 3 2 0 2 2 3 2,
xP? 1 1 0 3 0 0 0 0 3 2 1 3

produzindo assim a sequinte sequéncia codigo

¥ 8 21 01 2358 3102001102238 2101 21

Tr=
? 21 31 3808 8102203 02°00322213832

na saida do esquema de codificacao turbo da Figura 2.2. Note que este procedimento aumenta

a taza de codificagdo turbo de 1/3 para 1/2.

Conforme o exemplo anterior, quando usamos o puncionamento, sao mapeados N simbolos
de informacao em 2N simbolos do cédigo, enquanto que, sem o puncionamento, sao mapeados

N simbolos de informagao em 3N simbolos do cédigo.

2.3.4 Modulador

A seqiiéncia de entrada do modulador é composta por simbolos pertencentes ao anel de

inteiros Zj;. Estes simbolos sao transformados através da modulacao M-PSK em sinais do
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2T 211 ‘ 271
S; = Aexp <‘7ﬁ> =A (cos (ﬁ) + jsen (ﬁ)) ,

onde i é um simbolo do alfabeto M-drio {0,1,2,3,--- M — 1} € Zp;, j = vV/—1, ¢ A é uma

tipo

amplitude (raio) do sinal. Neste trabalho consideramos a amplitude do sinal A = 1. A Figura

2.7 mostra a constelagao de sinais da modulagao M-PSK.

)
o " SS
. 52
[] Sl
So .
T
. Sym-1
. Sym—2
- SM-3
- o
(KL IPUUOY SO o

Figura 2.7: Constelagao M-PSK

A distancia euclidiana ao quadrado entre dois sinais modulados S; e S, é dada por

D%(S:,S:) = |Si— S|

onde © denota a subtracao modulo-M. Note que i © r representa uma operacao definida pelos

elementos ¢ e r do anel de inteiros médulo-M, ou seja, i é adicionado mdédulo-M ao inverso
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aditivo de r. Desse modo a distancia euclidiana ao quadrado entre dois pontos no espago de

sinais é dada pela expressao:

D(i,r) £

exp QM) -1

E o peso euclidiano ao quadrado é definido por

2T
exp jﬁ —1

Portanto, a distancia euclidiana ao quadrado entre dois pontos do espago de sinais ¢ igual

2

Wi(i) = D(i,0) =

ao peso euclidiano ao quadrado do resultado da subtracao moédulo-M entre estes dois pontos,
isto é,
D%(i,r) = Wi Or).

211
Observe que o indice 7 é equivalente a .S; = exp ( jﬁ) . Logo, a relacao fechada que existe

entre o anel de inteiros modulo-M e a modulacao M-PSK, permite o perfeito casamento dos

simbolos do alfabeto M-drio com a modulacao M-PSK.

A Figura 2.8 mostra constelagoes M-PSK, M € {2,3,---,7}, com mesma energia média,
isto é, cada constelagdo estd contida em uma circunferéncia com centro em (0,0) e raio igual
a 1, no plano cartesiano R x R. Nesta figura, os elementos internos a cada circunferéncia
representam as respectivas distancias euclidiana ao quadrado entre o simbolo M-drio 0 (zero)
e os demais simbolos de cada constelacao. Ja os elementos externos a cada circunferéncia
representam os respectivos simbolos M-drios das constelagbes M-PSK, M € {2,3,---,7}.
Note que a medida que cresce o tamanho da constelagao decresce a distancia entre os simbolos
nao idénticos mais proximos e cresce a quantidade de informagcao associada a cada simbolo, ou

seja, um simbolo M-drio corresponde a log,(M) bits.

No artigo “Rate-1/2 Component Codes for Nonbinary Turbo Codes” apresentado por An-

drew C. Reid e T. Aaron Gulliver [27], a distancia euclidiana entre os simbolos nao idénticos
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mais proximos em cada constelacao M-PSK é a mesma, conseqiientemente a energia média
das constelagoes M-PSK cresce com o crescimento da cardinalidade do alfabeto M-drio. Para
ser justo com mnossas comparagoes, as constelagoes M-PSK tem a mesma energia média e é

usada a distancia euclidiana em todos os sistemas deste trabalho.

(a) Constelagdo 2-PSK (b) 3-PSK (c) 4-PSK

/

D§=4.0

10— @0

|

|

|

|

|

|
o R
2@,

Figura 2.8: Variacao da constelacao M-PSK.

A distancia euclidiana livre do cédigo RSC, coédigo linear, é o menor valor da distancia
euclidiana entre as seqiiéncias v e a seqiiéncia toda nula, isto é, d e = min{Dg(v,0)|u # 0},
onde v representa todas as seqiiéncias de palavras cddigo produzidas pelo codificador RSC' com
o processamento das seqiiéncias de informacao u. Além disso, o caminho gerado na trelica deste
codificador com o processamento desta seqiiéncia de informacao u diverge e depois converge

para estado todo zero.
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O peso euclidiano livre do cédigo RSC é a distancia euclidiana entre a seqiiéncia de in-
formacao u e a seqiiéncia toda nula, Wy, = {Dg(u,0)|u # 0}, onde u estd associado a

dfree-

A distancia euclidiana livre Dy,e., do cédigo referente ao codificador turbo com puncio-
namento, Figura 2.2, é igual a distancia df... do cédigo RSC com taxa 1/2, onde df.. €
formada pelo peso euclidiano da seqiiéncia de informacao Wy, mais a distancia euclidiana
correspondente a seqiiéncia de paridade do cédigo RSC. Ja a distancia D ¢y, do codigo refe-
rente ao codificador turbo sem puncionamento, é formada pelo peso euclidiano da seqiiéncia
de informacgao Wy,.., mais a distancia euclidiana da seqiiéncia de paridade do cédigo RSC-1,

mais a distancia euclidiana da seqiiéncia de paridade do codigo RSC-2.

De acordo com as conjecturas propostas para o sistema binario por Benedetto e Mon-
torsi [26], além da distancia euclidiana livre Dy,.., devemos analisar também a distancia efe-
tiva do cddigo. Definimos por distancia euclidiana efetiva D, a distancia correspondente
ao peso euclidiano efetivo Weyet, onde Werer € 0 menor peso da seqiiéncia de informagao u,
Weper = min(Wi,ee). A seqiiéncia u proporciona a divergéncia e convergéncia do estado zero

como ja foi definido. Estas conjecturas também sao utilizadas nos sistemas M-drios.

Nas Tabelas 3.1 a 3.4 destacamos os codificadores que possuem maxima distancia euclidiana

livre e méaxima distancia euclidiana efetiva.

A Tabela 2.4 mostra os polinomios das matrizes geradoras dos codificadores binéarios que

proporcionam melhor desempenho. Note que g1(D) e go(D) sdo os polinémios da matriz

92(D)
9(D) = [1

91(D)
¢ a distancia euclidiana efetiva e Wy, € o peso euclidiano efetivo. As distancias de todas as

], Dy ¢ a distancia euclidiana livre, W,.. ¢ o peso euclidiano livre, Dy

tabelas deste capitulo sao referentes ao codificador turbo com puncionamento, isto é, a taxa

da codificagao turbo é 1/2.
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Estados g1(D) g2(D) Deger | Weget | Dyree | Wiree
4 1+ D+ D? 1+ D? 12 4 10 6
8 1+D+D3 | 1+D+D*+D* | 16 12 8
16 1+D+D* | 1+D+D3+D* | 22 6 18 10
16 1+D+D* |1+D*+D3+D*| 22 6 18 10
16 1+D?*+D*| 1+D+D3+D* | 28 4 18 10

A Tabela 2.5 mostra os polindomios das matrizes geradoras dos codificadores ternarios que

proporcionam melhor desempenho.

Tabela 2.4: Codificadores binarios.

Estados g1(D) G2(D) Defer | Wepet | Dyree | Wiree
9 1+ D+ D? 1+ 2D? 12.12 | 3.46 | 8.66 | 5.19
9 1+ D+ D? 2+ D? 12.12 | 3.46 | 8.66 | 5.19
27 1+D+D?>+D3 | 24+ D+2D3 | 1385 | 5.19 | 12.12 | 6.92
27 1+2D+D*+D? | 1+2D*+ D* | 13.85 | 5.19 | 12.12 | 6.92

A Tabela 2.6 mostra os polinomios da matriz geradora dos codificadores quaternéarios que

Tabela 2.5: Codificadores ternarios.

proporcionam melhor desempenho.

Estados g1(D) g2(D) Deger | Weget | Diree | Wiree
16 1+D+3D% |2+ D+2D?| 9.65 | 2.82 8.0 6.0
16 1+ 2D + D? 1+ D? 11.65 | 2.82 | 7.65 | 4.82
16 14+3D+3D% |2+ D+2D?| 965 | 2.82 8.0 6.0
16 1+ 3D+ 3D? 3+ 2D? 9.65 | 2.82 | 7.65 | 4.24

Tabela 2.6: Codificadores quaternarios.
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A Tabela 2.7 mostra os polinomios da matriz geradora dos codificadores 5-arios que pro-

porcionam melhor desempenho.

EStadOS gl(D) gZ(D) Defet Wefet Dfree Wfree

25 1+D+D? |4+4D+3D?| 104 | 3.07 | 7.78 | 3.52

25 1+ D+2D? 3+ D+ D? 96 | 235 | 850 | 4.25

25 1+4D+1D%* | 2+4D+D* | 96 | 235 | 850 | 4.25

25 1+4D +4D?% | 2+4D+2D? | 995 | 2.35 | 7.78 | 3.52

Tabela 2.7: Codificadores 5-4rios.

2.4 Decodificacao Turbo M-dria

Nesta secao, apresentamos o algoritmo de decodificacao de maximo a posteriori - MAP,
utilizado em cada decodificador componente do esquema de decodificacao turbo M-drios .
Este algoritmo entrega ao usuario final uma seqiiéncia de informacao com a menor taxa de
erro versus a menor relagao sinal ruido possivel. O algoritmo calcula o valor do logaritmo da
probabilidade a posteriori, fazendo uso de propriedades estatisticas e de conceitos de codigos

de treliga [2], [3] e [8].

2.4.1 Algoritmo MAP

A funcéo do algoritmo MAP é fornecer a informacao a posteriori L(uy) na saida de cada

decodificador. Entao, seja

L(uy) = In(p(ur = 0 | y)), (2.4)

o valor do logaritmo mnatural da probabilidade a posteriori de um simbolo
decodificado ser uy = 0 € {0,1,2,..., M — 1}, dado que a seqiiéncia de simbolos recebida é
y= (Y192 " Yk—1 Yk Ykt1 -+ yn). Note que M é a cardinalidade do alfabeto de entrada e

N é o comprimento da seqiiéncia de informacao.
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A probabilidade a posteriori, p(uy = 0 | y), pode ser expressa em fun¢ao da probabilidade
a priori, p(ux), e da probabilidade de transigdo da métrica do ramo p(yx | =x), onde xy é
a palavra cédigo transmitida referente ao simbolo de informagao uy e y; é a palavra codigo

recebida referente a palavra cédigo transmitida x,.

Proposicao 2.4.1 Se as transicoes entre o estado prévio, S,_1 = s', e o estado presente,

Sy = s, sao mutuamente exclusivas (isto €, apenas uma delas pode ter ocorrido na trelica
referente ao codificador RSC), entdo

> p(Sk—1 =155k =5s,y)
(s',8)

L(ug) =In , (2.5)

p(y)

onde (s',s) € o conjunto de transicoes do estado prévio, Sy_1 = ', para o estado presente,

Sk = s, que pode ocorrer se o simbolo de entrada uy for igual a 6.

Prova. Usando a regra de Bayes, p(A, B) = p(A | B)-p(B), e o fato de que, se os estados
na trelica sao conhecidos, o simbolo de entrada que causa a transicao entre o estado prévio e

o estado presente sera conhecido. Assim, pela expressao (2.4) temos que:

L(ug) = In(p(ur =01]y))
= |n Z p(Sk—l = 5/, Sp=s | y))

(s'55)
— In Z p(Sk—l = Sla Sk = S7y) .
(s',s) p(y)

Para simplificar a notacao nas expressoes, assumimos que

p(Sk—l - 8/7 Sk = S7y) = p(S/, S>y)' (26)

Assim, considerando na expressao (2.5) a expressao de probabilidades do numerador, a
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seqiiéncia recebida y = (y1 Y2 ** Yk—1 Yk Yk+1 -+ yn) pode ser dividida em trés partes:

Parte 1: a seqiiéncia recebida antes da transicio presente y¥ ' = (yy yo -+ Yp_1);

Parte 2: a palavra cédigo transmitida associada a transigao presente y¥ = yy;

Parte 3: a seqiiéncia recebida depois da transicao presente y,ﬁrl = (Yra1 Yrt2 ** YUN)-

Com base na divisao da seqiiéncia y, podemos escrever

p(slasvy) :p(slasayf_1>yk>y]]gv+l)> (27)

que pode ser expressa como o produto de trés probabilidades, ax_1(s’), y(s, s) e Bk(s), con-

forme demonstrado pelo teorema que sucede as defini¢oes a seguir:

Definicao 2.4.2 Seja
ap-1(s") = p(s',yi ™), (2.8)

a probabilidade de estar no estado prévio s’ no tempo k —1 e ter recebido a seqiiéncia de canal

k—1
vy -

Definicao 2.4.3 Seja

e (s,8) = p({ur, s} | 5), (2.9)

a probabilidade de receber a sequéncia de canal y; e estar no estado presente s, no tempo k,

dado que se estava no estado prévio s', no tempo k — 1.

Definicao 2.4.4 Seja

Be(s) = p(ys | 9), (2.10)

a probabilidade de receber a seqiiéncia futura de canal yé\ﬂrl, dado que se estd no estado presente

s, no tempo k.



2.4. DECODIFICACAO TURBO M-ARIA 33
Teorema 2.4.5 Se o canal é sem memdria e p(s',s,y) = p(s, s,yf‘l,yk,y,ﬁrl), entao

p(s',5,y) = ara(s') - (57, 5) - Bi(s). (2.11)

Prova. Se o canal é sem memoria, entao a seqiiéncia recebida y,iVH depende apenas do
estado presente s e nao do estado prévio s’ ou das seqiiéncias presente, y;, e prévia, yF1.

Desse modo, utilizando a regra de Bayes, temos que:

p(s's,y) = (5,08 uk vinr)
= Py | s s om0 ) p(s's 5,00 o)
= pyii |s)-p(s', 5,97 )
= (s, ) - pUyw s s ub )} pludy | 9)
= p(s ™) p(e s} | )}yl | 9)

= ap-1(8) - (5, 5) - Bi(s).

Finalmente, substituindo a expressao (2.11) na expressao (2.5), obtemos

Z) ar-1(5") i (87, ) - Bi(s)

(s,s’

L(uy) = In (2.12)

p(y)

Na Figura 2.9, as linhas representam as transicoes entre os estados da trelica geradas pela

entrada dos simbolos {0,1,2}, no codificador RSC ternario com matriz geradora
1+2D
D)= |1 :
9(D) { T D]
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00,11,225’1’“‘2 Si-1 Sk Sht1

22, 00, 11

11, 22, 00

yf y;’i . yI]cV+1

dkil(sl) 7’6(3/’ S) g Bk(s)

Figura 2.9: Treliga do decodificador MAP para o codificador RSC' ternédrio com matriz gera-
1+2D
dora g(D) = [1 + }

1+D

Esta figura mostra a divisao da seqiiéncia y e o significado das probabilidades aj_1(s’),
Y (8, 8) e Bi(s), para a transicao na trelica do estado prévio, S,_; = &', para o estado presente,

Sk = s, conforme é mostrado pela linha em destaque.

Expressao da Probabilidade Recursiva Direta a;(s)

Proposicao 2.4.6 Se o canal é sem memdria e ay_1(s') = p(s',yF"), entio

ar(s) = > ap_1(s) (s 5). (2.13)

todo s’
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Prova. Usando as hipéteses dadas e a regra de Bayes, temos que

Oék(5> = p(57 yf)

= Z p(sasluylf_lvyk>

todo s’

= sl [t (0

todo s’

= D p{sut | )p (s

todo s’

= D @) (s, 9).

todo s’

Supondo que a trelica comeca no estado inicial Sy = 0, a condigao inicial para esta recursao

~ 1 paras=10
Oé(](SO = S) = (214)
0 para s # 0.

A Figura 2.10 mostra todas as transicoes que chegam e partem do estado S, = 0, na trelica

1 142D
LT
célculo da expressao recursiva direta ay(s), usando ay_1(s") e v, (¢, s), é:

do codificador RSC' terndrio, cuja matriz geradora é g(D) = } . Diante disso, o

O_ék(O) = Z Oék 1 ’)/k S O)
= Oék_l(O) Yk (0, O) + O_ék_l(l) Yk (1, O) -+ 541@—1(2) Yk (2, 0) .
Expressao da Probabilidade Recursiva Reversa (3(s)

Proposicao 2.4.7 Se o canal é sem memdria e Bi(s') = p(yr,, | §'), entdo

Bra(s') = > Bels ,5) . (2.15)

todo s

Prova. Usando uma derivagao similar a demonstragao da expressao de a(s), (2.13), temos
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que:
Bea(s) = p(w |9)
= > Bls) e (s,s).
todo s
| |
Estado Sk—1 Sk Sk+1
0
1
2

ax—1(2) Uk Yk41 Br41(2)

A 4
A,

Figura 2.10: Trelica das expressoes recursivas ay(0) e G5 (0).

Supondo que o codificador sempre volta ao estado Sy = 0, a condicao inicial para esta

recursao é:

_ 1 para s =0
ﬁN(SN = S) = (216)
0 para s # 0.

Com base na Figura 2.10, calculamos também a expressao recursiva reversa (3x(0), a partir
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de Bri1(s) € Yrp1 (0, 8), do seguinte modo:

Bk+1(5) Y1 (0, 5)

]

ﬁk(o) =

o

s=

= Bit1(0) - Y41 (0,0) 4 Brr1 (1) - a1 (0, 1) + Brg1(2) - a1 (0,2) .

Expressoes Recursivas Finais para a(s) e Gk(s)

Voltando a expressao (2.12), verificamos que, se utilizarmos o divisor p (y), caminhamos

para um algoritmo que ndo converge para o limitante de Shannon [11] e [19].

Assim, para construir o processo de decodificagao iterativo turbo [2],[11] e [19], usamos
o artificio de retirar da seqiiéncia recebida y o elemento de ordem k, caso contrario, havera

sobreposi¢ao da informacao extrinseca com a informagao a priori . Entdo, substituimos p (y)

p(y)
p (Ur)

por , dando origem ao seguinte corolério.

Corolario 2.4.8 Se o canal é sem memdria e p(y) = p (yf,y,]xrl) entao

5((?1)) =p (i) p (i | 9F)- (2.17)

Prova. Usando a regra de Bayes temos que:

p(y) _ P )

p (Yx) P (yx)
oW L ur) e (uh)
B p (uk)

= p(¥) p(uia | ¥Y) .
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Teorema 2.4.9 Se substituirmos p (y) por M entao

p ()’

=In [ > o '.5) - Bu(s )), (2.18)

(s',s)

onde ax(s) e Br(s) sao as novas probabilidades modificadas definidas como:

ay(s) = ;'E;; (2.19)
Be(s) = Bils)

p (yljg\;-l ‘ y]f)

Prova. Pelas expressoes (2.12) e (2.17), temos que

L) = o[ 30 B (5) - Fuls)

(s",8)

o 2 <s',s>-6k<s>'p<yk>)

= In Z 6%( 2(51,; vk (8, 8) - —%(S) - )

(s,5) p (yk+1 | yl)

= In Zakl )ﬁk()).

Deste modo, as expressoes recursivas finais de ay(s) e fi(s) sdo dadas pelas proposi¢oes

seguintes.

Proposicao 2.4.10 Se o canal é sem memdria e p (yf) = > ax(s), entio
todo s

tdzlak_l(s’)-%(s’,s)
R SED ST R A (220

todo s todo s’
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(2.13), segue-se que

2.4. DECODIFICACAO TURBO M-ARIA
Prova. Pelas hipdteses dadas e pelas expressoes (2.19)

Vi (', 8)

2. (s
(s") - (', )
)
(

todo s

todo s’
o D Gk
todo s todo s’

> agq (¢

todo s’

2.

todo s todo s’

Vi (8, 5)

> apa(8) vk (s 8)
( ) p(?/k+1|?/1)

p () ’

Ny
(2.21)

]
Proposicao 2.4.11 Se o canal é sem memdria e p(
2 Pi(s) - (s’ s)
9

todo s
> ap—1(s) e (S
(2.13), e pela expressao da hipdtese dada, temos

6k—1(3) =
>
todo s todo s’

entao
Prova. Pelas expressoes (2.19), (2.15)
que: B
Birls) =~
P lyi™)
32 Bels) (s’ s) p ()
B p(Wh) vy [ 4)
tdZ Br(s) %(s’,s)-p(yf_l) p(?/k+1 | ?/1)
o, T T DGR T
tdZ Bi(s) - (s’ s) - p (yr™")
> aa(s) e (s8) - p (i)
k(s s)

) to%c;std
5% Bu(s) -

todo s

> (s

todo s todo s’

Ve (8, 8)
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Observe que ag(s) e fi(s) sao calculados recursivamente pelas equagoes (2.20) e (2.21)
e possuem as mesmas condigoes iniciais que seus complementos naturais, dados em (2.14) e
(2.16) para ax(s) e Bi(s), respectivamente.

Finalmente, calculamos agora a probabilidade de transicao do estado prévio s’ para o estado

presente s, i (s, s).

Expressao da Probabilidade de Transicao v (s, s)

Corolario 2.4.12 Se o canal é sem memdria e i (s,s") = p({yx, s} | '), entdo

(s’ 8) = plyw | ) - plus). (2.22)

Prova. Usando a regra de Bayes temos que:

(s, 8) = pls,ye|s)
p(s, Y, 5')
p(s)
plyx | s,8) - p(s's )
p(s)
p(yk | s,5") - p(s|s) p(s)
p(s)
= p(yk \ Ik) 'p(uk)v

onde:

uy - simbolo de entrada necessdrio para causar (realizar) a transigdo na trelica do estado

prévio, s, para o estado presente, s;
x) - palavra codigo transmitida associada com esta transicao;

yr - palavra codigo recebida associada com a palavra cédigo transmitida xy;
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p(ug) - probabilidade a priori deste simbolo.

Assim, a probabilidade de transicao, yx (s, s), é dada pelo produto da probabilidade a priori

pela funcao densidade de probabilidade:

e p(ug) - probabilidade a priori. E a probabilidade do simbolo de entrada wuj necessario

1
para realizar a transigao. p(uy) = i onde M é o tamanho do alfabeto M-drio.

e p(yr | =) - fungdo densidade de probabilidade. E a probabilidade de se receber a
seqiiéncia do canal y, dado que a palavra cédigo xp associada com esta transigao foi
transmitida. Esta probabilidade é obtida a partir do sinal recebido, ¥y, e dos possiveis

simbolos transmitidos.

Desse modo, apresentamos as expressoes ax_1(s'), Br(s) e 1x(s', s), necessarias para calcular

a informacao a posteriori.

2.4.2 Resumo do Algoritmo MAP

A Figura 2.11 apresenta de forma mais clara as expressoes descritas no algoritmo M AP,
usadas para calcular a informacao a posteriori L(uy), ou ainda, para decodificar a seqiiéncia

recebida do canal y. Estas expressoes serao organizadas da seguinte maneira:

1- A fungao densidade de probabilidade, p(yy | k), é usada juntamente com a probabilidade
a priori, p(ug), para calcular a probabilidade de transi¢ao, vx(s',s), de acordo com a

expressao (2.22). Em seguida, calculamos as expressoes das probabilidades recursivas

ax(s) e Br(s).

2- A partir da probabilidade de transicao, vx(s', s), dada na expressao (2.22), e da condigao
inicial a(0), dada na expressao (2.14), calculamos a expressao da probabilidade recursiva

direta a4_1(s’), dada na expressao (2.20).
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3- Com o uso da probabilidade de transi¢ao, x(s', s), dada na expressao (2.22), da expressao
da probabilidade recursiva direta ay_1(s’), dada na expressao (2.20), e da condigao ini-
cial (8;(0), dada na expressao (2.16), calculamos a expressao da probabilidade recursiva

reversa ((s), dada na expressao (2.21).

4- Finalmente, com o uso das expressoes ay_1(s"), 7k(s',s) e Ok(s), dadas nas expressoes
(2.20), (2.22) e (2.21), respectivamente, calculamos a informagao a posteriori L(uy), dada

na expressao (2.18), como explicitado na Figura 2.11.

Y

p(yr | z1)

ag—1(5")

Y (s, s) > L(uy)

Y VY

p(uk> > ﬂk(s)

Figura 2.11: Resumo das principais expressoes usadas no algoritmo MAP.

2.5 Decodificacao Iterativa Turbo M-aria

Nesta secao apresentamos o processo de decodificacao iterativa turbo M-drio, sobre Z ;.
Este processo de decodificacao, esquematizado na Figura 2.12, é composto por dois decodi-
ficadores componentes, dois entrelacadores e um desentrelacador. Sua funcao é calcular a
informacao extrinseca na saida do estagio de decodificacao anterior e usa-la como informacao
a priori na entrada do préximo estagio de decodificagao, para reduzir a probabilidade de erro
de simbolo (ou bit) a medida em que for crescendo o ntimero de iteragoes.

Os conceitos de distancia euclidiana e o fato do cédigo convolucional ser sistematico sao

usados na probabilidade de transi¢ao (', s) para expressar a informacao a posteriori, como a
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— Ny == |
No
extrinseca, calculadas em cada estagio da decodificacao da Figura 2.12.

soma da informacao a priori, da informacao sistematica exp ( ) e da informagao

— = y].:

{y31 — Informacao proveniente do codificador 1 + Ruido
|

yP! — Paridade proveniente do codificador 1 + Ruido

|
I [a)

o =\ yp - |? ,
ggzda : I > Decodificador L(uk{/"\Le(ukl Entrelacador L)
Canal ] »| DEC-1 T

Entrelacador
= i — =} I
, ~ L (uy,)
— > Decodificador L(ur) Py * | Desentrelacad
> _ R cador
» ] DEC-2 N i
! L"(uy)
! |
|

T 2 = y*2 — Informacdo proveniente do codificador 2 + Ruido
vy = yP? — Paridade proveniente do codificador 2 + Ruido

Figura 2.12: Decodificacao iterativa turbo.

2.5.1 Um Estagio da Decodificacao Turbo

Comegamos expressando a fungao densidade de probabilidade em fungao dos simbolos de
informacao e dos simbolos de paridade e, em seguida, deduzimos as expressoes da informacao
intrinseca, extrinseca e a posteriori.

Sendo z; a palavra cédigo transmitida no instante k e n; o vetor ruido cujas componentes
~ ., . ;. . ;1. N . 2 NO , .. .
sao variaveis aleatorias gaussianas com média zero e variancia o® = - (ruido aditivo gaussiano

branco), a palavra c6digo recebida no instante k é dada por yx = zx + ng.
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Assumimos que cada codificador componente do esquema de codificacao turbo tem taxa
1/2, a palavra cédigo transmitida no instante k é dada por zy = xj x} = uy =}, e a palavra
c6digo recebida no instante k é dada por y, = y§ v

Assim, se o canal é sem memoria e gaussiano, entao, condicionados aos simbolos transmi-
tidos, os simbolos recebidos possuem distribuicao gaussiana com funcao densidade de proba-

bilidade dada por

plye | 2) = ply | 2}) - plyp | 2}), (223)
onde
x}, - simbolo sistematico da palavra cédigo transmitida no instante k, xy;
x;, - simbolo de paridade da palavra cédigo transmitida no instante k, xy;
yi - simbolo (sinal) recebido correspondente ao simbolo transmitido no instante k, x3;

yy, - simbolo (sinal) recebido correspondente ao simbolo transmitido no instante k, 7.

Considerando que a modulagao M-PSK ¢é utilizada para a transmissao dos simbolos
M-drios pelo canal de comunicacdo, os simbolos da palavra cédigo transmitida (z5 e 2%) e
da palavra cédigo recebida (yi e y}), sdo pontos do plano cartesiano R? = R x R.

Assim, a funcdo densidade de probabilidade da expressao (2.23) é dada por:

plye | ) = plyp| ) - plyy | 2F)

B S e 7 ek i WY e 7 ek A (2.24)
7TN() NQ NQ ’

onde Ny é a variancia do ruido.

Aplicando os conceitos de informacao intrinseca e extrinseca usados por C. Berrou, A.
Glavieux e P. Thitimajashima [2] nas expressoes que compdem a informagdo a posteriori,
L(uy), esta informagao pode ser obtida através do algoritmo M AP, pelo célculo dos seguintes

termos:
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1. L'(ug) - informacao intrinseca ou informacao a priori;

—lw ==\ . RSP
2. exp N - informagao sistematica;
0

3. L°(uy) - informagao extrinseca.

Se o canal é gaussiano, sem memoria e a modulacao é M-PSK, entao substituindo a

expressao (2.24) na expressao

Ye(s,8) = plyr | x) - p(us)

temos:

_ 5 _ S 2
u(or) =exp (TEZI D sl

onde

‘ 1 — llwk =22 |2
(s 8) = 5 exp < N )

Teorema 2.5.1 Se o canal € gaussiano, sem memdoria e a modulacao é M-PSK, entdo a

informacao a posteriori € dada por:

L(ug) = L (ug) + <_ | ykN_O i ”2) + L°(ug), (2.25)

onde

L' (ug) = In(p(ug))

¢ informacgao intrinseca, e

L(up) = In | Y agpoa(s) - Br(s) - 45(s, )
(5,5")

¢ a informacao extrinseca.
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Prova. Aplicando o resultado anterior na expressao final da informacao a posteriori (2.18),

temos que:

wa=:m(23mw»m@»%@w)

_ . . —||y1§—$i“2 e n .
= In| > ar1(s) - Be(s) - exp N Vi(s, s') - p(u)
(s,s") 0

= 1
"\ & No

(5,8)

_ S _ .8 |2 )
_ Le(uk) + ( || yk xk || ) _I_Lz(uk)
No

%AM»m@wﬁ@y>+(‘”%‘ﬁw)+m@wm

Com base no que foi apresentado poderemos expor com maiores detalhes o significado dos

termos:

Informacao a priori - ou informacao intrinseca sobre um simbolo uy, é a informagao co-
nhecida antes de iniciar a decodificacao da seqiiéncia de simbolos recebida na entrada do

decodificador;

Informacgao extrinseca - em contraste com a referenciada informacao intrinseca, a informacao
extrinseca sobre o simbolo uy é a informacao fornecida por um decodificador, baseado na
seqiiéncia de simbolos recebida e na informacao a priori. Ou seja, com base na expressao

(2.25), a informagao extrinseca é calculada do seguinte modo: informacao a posteriori,
s s |2

— [y — i |
No

L (uy), menos a informacao sistemaética, ( ), menos a informacao a priori

Informacgao a posteriori - a informacao a posteriori sobre um simbolo é a informagcao que
o decodificador fornece levando em conta toda informacao que entra no decodificador

sobre o simbolo wuy.

A partir da informagao a posteriori L(uy), obtemos a informacao extrinseca, de acordo com

a expressao (2.25), para usar no estagio de decodificacao seguinte.
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2.5.2 Processo de Decodificacao Iterativa

No inicio desta se¢ao, vimos como se realiza um estdgio da decodificacao, isto é, como
se obtém as expressoes da informagao a posteriori, da informacao a priori e da informacao
extrinseca. A seguir, apresentaremos o processo de decodificacao iterativa turbo M-drio. Este
processo baseia-se no calculo da informacao extrinseca do estagio de decodificacao anterior e
usa-la como informacao a priori no outro estagio de decodificacao para que, a medida em que

o numero de iteragoes for crescendo, diminua-se a probabilidade de erro.

Assim, note que a seqiiéncia recebida do canal y pode ser organizada em duas partes, como

mostrado na Figura 2.13.

y' = y*1, P! - Seqiiéncia proveniente do codificador RSC-1 - recebida pelo primeiro de-
codificador componente, contém a versao recebida dos simbolos sistematicos, y°!, e dos

simbolos de paridade, y*!, provenientes do primeiro codificador;

y? = y*2, yP? - Seqiiéncia proveniente do codificador RSC-2 - recebida pelo segundo de-
codificador componente, contém a versao entrelacada dos simbolos sistemdticos, y*2, e

dos sfmbolos de paridade, 3”2, provenientes do segundo codificador.

De acordo com o esquema de decodificacao mostrado na Figura 2.13, se a decodificagao
ocorreu no primeiro decodificador, basta entrelacar a informacao extrinseca, obtida na saida
deste decodificador, para obter a informacao a prior: a ser usada no segundo decodificador.
Entretanto, se a decodificagao ocorreu no segundo decodificador, devemos desentrelacar a
informacao extrinseca, obtida na saida deste decodificador, para obter a informacao a priori a

ser usada no primeiro decodificador.
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y*! — Informacao proveniente do codificador 1 + Ruido

| yP! — Paridade proveniente do codificador 1 + Ruido

do

Canal

=|| yi — i |1”

Processo Iterativo

| > ) L(ug) | L¢(ug Ll(uk)
5 DSCEOCg]fiiador =C:> ( )= Entrelacador
Entrelacador
=y - |12
o Decod L (g
— » Decodificador | L(uk) . ) | Desentrelacad
: > > cador
H », DEC-2 NV Li(u |
| | .
! |
|

y*? — Informacdo proveniente do codificador 2 + Ruido

yP? — Paridade proveniente do codificador 2 + Ruido

Figura 2.13: Decodificacao iterativa turbo.

Considere inicialmente o primeiro decodificador DEC-1 componente na primeira iteracao.

Este decodificador recebe a seqiiéncia de canal, y!, e produz uma estimativa da informacao a

posteriori Ly (uy) dos simbolos de informacao uy, onde k € {1,--- N} e N é o comprimento

da seqiiéncia de informagao. Note que o subscrito 11 de Lji(uy) indica a primeira iteragao do

primeiro decodificador. Nesta primeira iteracao a informacao a priori recebida pelo primeiro

decodificador componente é In(p(uy = 0)) = In(1/M).

O segundo decodificador DEC-2 componente recebe a seqiiéncia de canal y? junto com a

informagao extrinseca entrelacada do primeiro decodificador componente e fornece uma esti-
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mativa da informacao a posteriori Lis(uy) dos simbolos de informagcao uy, onde o subscrito
12 de Li3(ug) indica a primeira iteragdo do segundo decodificador componente. Note que
a informagao extrinseca entrelacada, utilizada pelo segundo decodificador componente é, na
verdade, a informagao a priori obtida com o entrelacamento da expressao: informagao a pos-

teriori, Li1(uy), menos a informagao a priori, In(p(ur = 0)) = In(1/M) e menos a informagao

— lwi — =i |2
No

a priori(usada no segundo decodificador) é calculada através da expressao (2.25) na saida do

sistematica, ( ), todas do primeiro decodificador componente. Esta informacao
primeiro decodificador componente.

Na segunda iteracao, o primeiro decodificador componente processa novamente sua se-
qiiéncia recebida de canal 4!, levando-se em conta a informagao a priori L*(uy), fornecida pela
porgao extrinseca L¢(uy) da informagao a posteriori Lqs(uy). Esta informacao extrinseca é
fornecida pelo segundo decodificador componente, na primeira iteracao. Note que Loj(uy) € a
informacao a posteriori na segunda iteracao do primeiro decodificador componente.

Ainda na segunda iteracao, o segundo decodificador componente usa a informacao a posteri-
ori Ly (ux) do primeiro decodificador para obter a informacao a priori L'(uy). Esta informagao
a priori é usada junto com a seqiiéncia recebida de canal y? para calcular a informacao a pos-
teriori Los(uy).

Este processo iterativo continua, sendo que a cada iteracao, a taxa de erro de bit média

diminui para uma mesma relagao sinal ruido - SN R (signal to noise ratio).

Exemplo 2.5.2 Considere a seqiéncia de informagcao com N = 100 simbolos distribuidos
através das linhas da Tabela 2.8. Esta seqiiéncia, depois de ser processada pelo esquema de codi-

ficagio  turbo da Figura 2.2 (para o codificador RSC  com matriz geradora
2+ D +2D?

D)=|1 —
9(D) { 1+ D +3D?
erros devido ao ruido, produzindo, neste exemplo, a seqiiéncia de informacao da Tabela 2.9 na

} e taza de codificagao turbo 1/2), passa pelo canal que pode introduzir

saida do primeiro decodificador componente do esquema de decodificacao turbo da Figura 2.13.
Esta sequiéncia do primeiro decodificador componente na primeira iteracao, contém 23 erros

entre os 100 simbolos decodificados e estes erros estao destacados na tabela referenciada. Jd a
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seqiiéncia da Tabela 2.10, obtida na saida do sequndo decodificador componente e na primeira

iteracao, contém 16 erros apenas.

Na sequnda iteragao, as seqiiéncias das Tabelas 2.11 e 2.12, obtidas nas saidas do primeiro

e do sequndo decodificador componente, contém 15 erros e 11 erros, respectivamente.

Finalmente, a Tabela 2.13 apresenta a seqiiencia que contém apenas 1 erro em 100 simbolos
decodificados, na saida do primeiro decodificador componente e na terceira iteragcao. Enquanto

a Tabela 2.1/, apresenta a sequéncia sem erro para 100 simbolos decodificados na saida do

sequndo decodificador componente e na terceira itera¢ao.

Seqiiéncia de informagao a ser transmitida

1121112311023 |1]2]2]2]3]2 1|1 3
3131 (2(2(0(3(2(2(12|1|1]|3 0 3
321120111 (3(2(1(211|11|2]3 1] 2 0
201121011 (2(2(3(1(1(23|1]0]0 1|3 2
11312121 |3|2|2|2|1]0]1]1]0]0 012 0
Tabela 2.8: Seqiiéncia de informacao de comprimento N = 100 simbolos.
Primeiro decodificador - primeira iteracao
11211 |®|3|1]0]2|3|1]2]|2]|2]|3]2 1|1 ©)
@131 ]2]2]/@O|3|2(2|O|2|®|1|0O 010 ©
312|@2(1 (1| @21 2|11 |@®]|3 O] 2 0
21101 (2(2(3|@|12|3|®0|O® 1@ 2
113121211322 |2|1]0]0@® ®G®|0]O0 Dl 2 0

Tabela 2.9: 100 Simbolos decodificados - 23 erros ocorridos.
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Segundo decodificador - primeira iteragao

1 1{®3(1]0]2|3|1]2|2[2|3[2]|0]1]1 ©)
©) 3l1l2)2|@[3|2]21|2]|1]1|3|1]0]0 3
3 Q2|1 |1 |@[3 21211 |2|3|3]|®|2 0
2 @l ol1l2]2(3|1]1]2|3]|1]|® 0 0 0 2
1 21211 (322210 |@|®l0|0|2]|@®]|2 0
Tabela 2.10: 100 Simbolos decodificados - 16 erros ocorridos.
Primeiro decodificador - segunda iteracao
® 1|@®|3|1]o|2]3]1|2]2]2|3|2]0|1]1 ®
® @Ol1|ol2|®[3|2]2]1|2]|1]1|3]|1]0]0 3
3 12111321 (211|233 ]1]|2 0
2 2101|223 |1]|1]2|3|1|® OO 1|@ 2
212132221 ]0|@ ®|o]0]|2]|®2 0
Tabela 2.11: 100 Simbolos decodificados - 15 erros ocorridos.
Segundo decodificador - segunda iteracao
1 1{®3(1]0]2|3|1]2|2[2|3[2]|0]1]1 ®
® 3l1|@l2]of3|2]21|2|1]1|3|1]0]0 3
3 12111321 (211|233 ]1]|2 0
2 210(t1]2]2[3|1]1|2|3|1]|® 6l ® 1]3 2
1 212 @®@|3]2]2|2|1]0|l@® ®|o]o|2]0]2 0

Tabela 2.12: 100 Simbolos decodificados - 11 erros ocorridos.

o1
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Primeiro decodificador - terceira iteracao
12123 j1j0(2(3|1(2(2|2|3[2|]0|11]3]3
31131 1@2(0(3(2(2(1 211 |11|13|1|10|0]0]3
32|11 (21|11 }(3|2(1]2{1|1(2|3|3|1]2|1]0
21112012231 |1]2{3|1(0]0|1|1]|3|1]|2
1y3(2|2(1(3|2(2(2|1(0(1]1|0(0]2|0(2]3]0

Tabela 2.13: 100 Simbolos decodificados - 1 erro ocorrido.

Segundo decodificador - terceira iteracao
1121112311023 |1]2(2|2[3[2]0]1]1]3]3
3131 (2(2(0(3(2(2(1(2|1|11|3|1]0 013
321121111 (3(2(1(2|1|1|2|3|3|1]2]1]0
201127011 (2(2(3(1(12|3|1|0]0]1]1]3]1]2
1131221132221 ]0]1]1]0]0]2]0]2]310

Tabela 2.14: 100 Simbolos decodificados - sem erro.

O exemplo apresentado aqui mostra a eficiencia do processo iterativo, ou seja, como a
confiabilidade sobre o simbolo decodificado melhora a cada passo da decodificacao, ou como a
taxa de erro de bit diminui a cada iteracao.

Assim, o processo de decodificagao iterativa torna o algoritmo de decodificacao MAP bas-
tante eficiente na correcao de erros dos simbolos decodificados, proporcionando, em média,
uma diminui¢do na probabilidade de erro de simbolo (ou bit) a cada iteragao. A Figura 2.14,
apresenta os pontos referentes a taxa de erro de bit em 1.1735 x 107!, 5.6122 x 1072 e
5.1020 x 1073 para Ej,/Ny = 1.25 dB, correspondentes & primeira, segunda e terceira iteracao,
respectivamente.

Portanto, o processo de decodificacao iterativa é considerado a principal ferramenta do

algoritmo de decodificagao turbo, e é um dos mais eficientes na corre¢ao de erros para uma
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baixa relacao sinal ruido.

10°

Taxa de Erro de Bit

r| @ 12 lteragdo
—4— 22 lteragdo
—*— 32 lteracdo

| | |
0 05 1 15 2 25
E, /N, [dB]

Figura 2.14: Efeito da variacao do nimero de iteragoes para N = 100 simbolos ou N = 200
24+ D +2D?

bits, taxa de codificagao turbo 1/2 e g(D) = [1 14 D+3D2

} , sobre a curva da taxa de erro

de bit x Ey/N,.

2.6 Conclusao

Neste capitulo estabelecem-se critérios para analisar o desempenho do sistema de comu-
nicagao digital para codigos turbo multiniveis definidos sobre os campos e anéis de inteiros
Zyr. O tratamento tedrico referente a codificagao turbo M-dria e a modulagao M-PSK é para
avaliar os c6digos que proporcionam maior eficiéncia no processo de decodificacao turbo. Ja o
tratamento tedrico do algoritmo de decodificagio MAP é essencial na implementagao e com-
preensao do processo de decodificacao iterativa turbo M-ario. Finalmente, a estrutura tedrica
dos cédigos turbo multiniveis nos permite avaliar as caracteristicas de cada sistema com relacao
a complexidade de decodificacao, capacidade de correcao de erro, cardinalidade do alfabeto,

largura de banda e mapeamento de simbolos para bits.



Capitulo 3

Resultados dos Cdédigos Turbo

Multiniveils

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos as curvas da taxa de erro de bit em termos da energia por
bit por densidade espectral de poténcia (£,/Ny) referentes as classes obtidas para codigos
turbo M-drio, definidos sobre os campos e anéis de inteiros. As simulagoes foram realizadas
sobre o esquema turbo M-drio visando avaliar sistemas que possuam menor complexidade e
melhor desempenho. A variacao de alguns parametros, tais como o comprimento da seqiiéncia
de informacao, a taxa do codificador turbo, o codificador RSC', o tamanho do alfabeto e o
numero de iteragoes estao diretamente associados com o desempenho e a complexidade dos

cédigos turbo.

3.2 Resultados

Os codificadores convolucionais constituintes sao codificadores RSC' idénticos, com taxa

92(D)
91(D)

de codificacao igual a 1/2, com matriz geradora do tipo g(D) = [1 ], e organizados

95
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conforme o esquema de codificacao turbo mostrado na Figura 3.1. O aumento do nimero de
memorias nos codificadores proporciona uma melhora no desempenho do sistema. Entretanto,
este aumento causa um aumento exponencial no nimero de estados na trelica e conseqiiente-
mente um aumento da complexidade do sistema, ja que o nimero de estados na trelica de um co-
dificador RSC

M-drio com ¢ memorias é MY,

u=x* (M-drio) * (M-drio)
Pt
Codificador
5 RSC-1 (M-drio) 5
= b aP (M-drio)
g s —
S P2 E
S Codificador i <
RSC-2 (M-drio)

Figura 3.1: Esquema de codificagao turbo.

O entrelagador, usado na concatenagao paralela dos dois codificadores RSC-1 e
RSC-2 do esquema de codificacao da Figura 3.1, evita que o erro ocorrido em uma dada
posicao do simbolo associado ao codificador RSC-1, ocorra na mesma posicao do simbolo
associado ao codificador RSC-2. Desse modo, a presenga do entrelacador no processo de codi-
ficacao produz uma maior eficiéncia no processo de decodificacao iterativa. Escolhemos para
as simulagoes o entrelacador s-aleatorio, pois este apresenta melhores propriedades aleatérias.

O puncionador descarta alguns simbolos de paridade na saida do esquema de codificagao
turbo através de uma matriz de apagamento previamente selecionada. Nas simulacoes realiza-
das, o codificador turbo terd taxa 1/2 quando usado o puncionamento, e tera taxa 1/3 quando
nao usado o puncionamento.

O ruido do canal ¢ aditivo gaussiano branco (AWGN) com densidade espectral de poténcia

unilateral igual a Ny e a modulacao é M-PSK. O fato de o canal ser AWGN e do codifica-
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dor ser RSC facilita o célculo da informagao extrinseca usada na construgao do processo de
decodificacao iterativa. Note que se o canal nao fosse AWGN também seria possivel obter a
informacao extrinseca.

Os decodificadores sao de maximo a posteriori, M AP, como apresentado no esquema de
decodificacao iterativa turbo M-drio da Figura 3.2. Estes decodificadores atuam de forma con-
junta e iterativa. Isto é, inicialmente, o primeiro decodificador fornece a informagao extrinseca
que é usada no segundo decodificador, entao, este segundo decodificador produz uma nova
informacao extrinseca que serd usada no primeiro decodificador e assim por diante. A cada
iteragao deste procedimento o decodificador turbo fornece, em média, uma melhor informacao

a posteriori sobre o simbolo a ser decodificado.

. [ y*! — Informacdo + Ruido
|F> vy = yP! — Paridade + Ruido

|

|

i ) =y — i |7 ,
aida . - L(ug) | L¢(u L (uy,
do > Decodificador ’CD ( k)= Entrelagador (e)
Canm— > DEC-].
Entrelacador
=y = |12
" e
- > Decodificador L(Uk)=/~\L (Uk)= Desentrelacador

N >, DEC-2 D i

| L' (uy,)

|

|

' 9 y*? — Informacdo + Ruido
| y?? — Paridade + Ruido

Figura 3.2: Decodificacao iterativa turbo.

A cardinalidade do alfabeto da mais flexibilidade a combinacao: largura de banda, desem-
penho e complexidade. Em geral, o aumento na cardinalidade M do alfabeto proporciona

maior eficiéncia ao sistema turbo, pois um simbolo M-drio corresponde a log, (M) bits. Entre-
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tanto, este aumento causa um aumento exponencial da complexidade e quando M cresce, isto
causa também uma diminui¢ao da distancia minima entre os simbolos da constelacao M-PSK

com mesma energia média.

O desempenho do sistema turbo com respeito a variacao dos parametros cardinalidade do
alfabeto, tamanho da seqiiéncia de informacao, nimero de estados e ntimero de iteragoes, é
obtido por simulacao computacional através das curvas da probabilidade de erro de bit média

E
versus a relagao sinal ruido (Pe(b) X Fb)
0

3.2.1 Esquema Turbo Binario com Modulacao B-PSK

Como ja existem resultados na literatura ([2], [4]) sobre o sistema turbo bindrio, apre-
sentamos nesta secao os resultados simulados que serao usados como referéncia para efeito de
comparagao com os resultados dos sistemas turbo ternario, quaternario e 5-ario, apresentados

nas proximas segoes.

A Figura 3.3 apresenta as curvas da probabilidade P.(b) de erro de bit versus Ej,/Ny,
para os esquemas turbo bindrios que possuem taxa de codificacao turbo igual a 1/2, compri-

mento da seqiiéncia de informacao N = 2000 bits, codificadores RSC' com matrizes geradoras

LD D2 D 1+ D+ D?+ D*
9(D) = |1 +1 +Jlr) n 53 (treliga com 2° = 8 estados) e g(D) = |1 +1 +Jlr) + 54

(trelica com 2% = 16 estados) e nimero de iteragoes igual a 8.

A curva de desempenho, em termos de probabilidade de erro de bit média versus Ej,/Ny,
referente ao codificador cuja trelica possui 16 estados, apresenta melhor desempenho do que a
referente ao codificador de 8 estados, para E;,/Ng > 0.5 dB. O tempo gasto pela decodificacao

no esquema com 16 estados é 2 vezes maior que no esquema com 8 estados.
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T T T
1] —&— 2-PSK, 8 Estados
1076 : —%— 2-PSK, 16 Estados [1
1072 1

)

2’ 107 E
107 1
10_5 = I | i i | | i

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
E, /N, [dB]

Figura 3.3: Desempenho dos c6digos turbo para taxa de codificacao turbo igual a 1/2 e

comprimento da seqiiéncia de informacao N = 2000 bits.

3.2.2 Esquema Turbo Ternario com Modulagao 3-PSK

Nesta secao analisamos o desempenho e a complexidade do esquema turbo ternario com
relagao ao esquema turbo binario. Nos sistemas M-drios, M > 2, as probabilidades de erro de
simbolo média sao divididas por log,(M) para obtermos aproximadamente as probabilidades
de erro de bit média versus FE,/Ny. Estes sistemas processam N simbolos M-drios e sao
comparados com sistemas binarios que processam a mesma quantidade de informagao em bits,
isto é, N - log, (M) bits.

A Figura 3.4 apresenta as curvas da taxa de erro de bit versus Ej, /Ny para o esquema turbo
ternéario que possui taxa de codificacdo turbo 1/2, codificadores RSC' com matrizes geradoras
1+2D? 24+ D+2D?*+2D?

g(D) = [1 m} (trelica com 9 estados) e g(D) = |1 S D+ D21 2D (trelica

com 27 estados), comprimento da seqiiéncia de informagao N = 1261 simbolos e o ntimero de
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iteracoes igual a 8.

T T T
—&— 2-PSK, 8 Estados ||
—6— 2-PSK, 16 Estados
—4&— 3-PSK, 9 Estados
—A— 3-PSK, 27 Estados

| | 1 | | |
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
E, /N, [dB]

Figura 3.4: Desempenho dos cédigos turbo binérios e ternéarios para taxa de codificacao turbo
1/2 e comprimento da seqiiéncia de informagao N = 2000 bits.

Como esperado, a curva de desempenho em termos de probabilidade de erro de bit média
versus Fj /Ny, referente ao codificador cuja trelica possui 27 estados, apresenta melhor desem-
penho do que a curva do codificador de 9 estados, para E,/Ny > 0.7 dB. Além disso, para
Ey/No > 1.2 dB a probabilidade de erro de bit do codificador de 27 estados é pelo menos 10
vazes menor que a probabilidade do codificador de 9 estados. Por outro lado, o tempo gasto
na decodificagao do esquema de 27 estados, é 2.19 vezes maior do que o tempo no esquema de
9 estados.

Logo, o esquema ternario com 9 estados tem bom desempenho e baixa complexidade de
decodificacao. Ja o esquema ternario com 27 estados tem maior complexidade de decodificacao
e melhor desempenho que o esquema referente a 9 estados. Note também o “erro floor” mais

baixo no esquema com 27 estados. “Error floor” é a possibilidade de previsao de um eventual
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patamar “intransponivel” de erro de bit. Este fenomeno que ocorre a partir de um certo valor
de relacao sinal-ruido, onde as palavras cédigo de baixo peso comecam a dominar o desempenho
do esquema de codificagao de canal, nao permitindo que a taxa de erro de bit seja reduzida de

forma significativa com o aumento da relagao sinal-ruido [28].

A Figura 3.4 também mostra o desempenho dos esquemas binario e ternério juntos. O es-
quema ternario com 9 estados, tem ganhos maiores do que 0.3 dB e 0.2 dB, para
P.(b) < 1072, quando comparado com esquemas bindrios com 8 e 16 estados, respectiva-
mente. Além disso, o tempo gasto na decodificacao do esquema ternario com 9 estados é 1.19
e 2.33 vezes menor que o tempo dos esquemas bindrios com 8 e 16 estados, respectivamente.
Note que o sistema ternario processa N = 1261 simbolos em vez de N = 2000 bits como o
sistema bindrio. Denotamos como ganho o valor absoluto da diferenca entre as duas razoes

Ey/No(1) e Ey/Ny(2), calculada para a mesma taxa de erro de bit.

Observe que o ntimero de estados do codificador binario, 2!, é diferente do ntmero de
estados do codificador ternario, 3™, para todo [ e m, onde [ e m sao niimeros inteiros positivos
que representam o numero de memoria de cada codificador. Como o numero de estados de
cada codificador influencia tanto no desempenho quanto na complexidade do sistema turbo, a
comparagao do sistema binario com o ternario nao é muito justa, mas é uma indicacao de que

os codificadores ternarios proporcionam bom desempenho.

Logo, o sistema ternario com modulacao 3-PSK, apresenta melhor desempenho, menor
complexidade de decodificacao e ocupa menos largura de faixa que o sistema binario com
modulacao 2-PSK. Ou seja, este sistema ternario transporta 1.58 vezes mais informacao do
que o sistema binario, tornando-se assim mais eficiente quando aplicado a sistemas de comu-
nicagao que possuam largura de faixa limitada. Todavia, este sistema nao possui um perfeito

mapeamento da fonte bindria para os simbolos ternarios.
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3.2.3 Esquema Turbo Quaternario com Modulagao 4-PSK

A Figura 3.5 apresenta as curvas da taxa de erro de bit versus E} /Ny para o esquema turbo

quaternario que possui taxa de codificacao turbo 1/2, codificador RSC com matriz geradora
2+ D+2D?

D)y=|1 —
9(D) { 1+ D +3D?
N = 1000 simbolos e o nimero de iteracoes na decodificacao igual a 8.

} (treliga com 16 estados), comprimento da seqiiéncia de informagao,

] - —— 2-PSK, 16 Estados | |
0 | —— 4-PSK, 16 Estados

| | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16
E, /N, [dB]

Figura 3.5: Desempenho dos cédigos turbo bindrios e quaternérios para taxa de codificagao
turbo 1/2 e comprimento da seqiiéncia de informagao N = 2000 bits.

O codificador quaternario apresenta desempenho equivalente ao desempenho do codificador
binario com 16 estados e o esquema turbo quaternario processa N = 1000 simbolos em vez de
N = 2000 bits como o sistema binario.

Logo, o esquema quaternario com modulagao 4-PSK gasta metade do tempo de decodi-
ficagdo em relagdo ao esquema bindrio com modulagao 2-PSK. Ou seja, este esquema qua-

ternario processa o dobro da quantidade de informacgao do esquema binario no mesmo tempo
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de decodificacao, artigo “Cédigos Turbo Quaternérios” apresentado em [4],

3.2.4 Esquema Turbo 5-ario com Modulacao 5-PSK

Vamos analisar nesta secao o desempenho, a complexidade, o mapeamento de fonte e a
largura de banda do esquema 5-ario com relacao ao esquema binario. Este esquema realiza
o processamento com N = 2000/ log,(5) simbolos e 5 transi¢oes associadas a cada estado,
enquanto que o esquema binario realiza o processamento com N = 2000 bits e 2 transicoes
associadas a cada estado. Além disso, a probabilidade de erro de simbolo é dividida por log,(5)
para aproximar-se da probabilidade de erro de bit, pois neste esquema, nao existe um perfeito
mapeamento de bits para simbolos 5-arios.

A Figura 3.6 apresenta a curva da taxa de erro de bit média versus Ej, /Ny para o esquema

turbo 5-drio que possui taxa de codificagao turbo 1/2, codificador RSC com matriz geradora

444D + 3D?

D)=|1 ——
9(D) [ 1+ D+ D?

N = 861 simbolos e o niimero de iteragoes no decodificador igual a 8.

} (treliga com 25 estados), comprimento da seqiiéncia de informagao

A curva referente ao codificador 5-drio encontra-se acima da curva do codificador binério
com 8 estados. O tempo gasto na decodificacao do esquema 5-ario é 1,3 vezes maior e a
quantidade de informacao transmitida é 2,3 vezes maior do que no esquema bindrio.

Portanto, para um sistema que possua largura de faixa limitada, o esquema 5-ario é mais
vantajoso que o esquema binario. Além disso, o esquema 5-drio apresenta um “error floor”
mais baixo.

O numero de estados dos codificadores 5-arios sao as poténcias de 5, desse modo, os co-
dificadores com 1 memdria, 5 estados, nao proporcionam bom desempenho e os codificadores
com 2 memorias, 25 estados, apresentam o desempenho discutido acima. Ja para os codifi-
cadores com 3 memorias, 125 estados, a simulacao para obtencao da probabilidade de erro é
impraticavel devido a complexidade no algoritmo de decodificacao.

Para sistemas turbo M-drios em que M > 7 e o numero de memorias nos codificadores

componentes é maior do que 2, a simulagao para obtencao da probabilidade de erro torna-se
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impraticavel devido o tempo gasto pelo algoritmo de decodificacao. Note que um codificador

8-drio com 2 memorias possui 82 = 64 estados e com 3 memorias possui 8 = 512 estados.

T
—#— 5-PSK, 25 Estados
—6— 2-PSK, 8 Estados

P, (b)

10"t i IRRT [RER) - : B
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
E,/N, 8]

Figura 3.6: Desempenho dos cédigos turbo binarios e 5-arios para taxa de codificagao turbo

1/2 e comprimento da seqiiéncia de informagao N = 2000 bits.

3.2.5 Discussao

Nesta secao apresentamos as curvas de probabilidade de erro de bit referentes a variagao
do nimero de iteragoes, do comprimento da seqiiéncia de informacgao e do nimero de estados na

trelica do codificador RSC. Quanto maior for o valor destes parametros melhor é o desempenho

do sistema turbo. Todavia, é importante notar que:

e Existe um determinado valor para o nimero de iteragoes tal que, se aumentarmos este
valor, aumentamos em conseqiiéncia disto o tempo gasto na decodificacdo, mas nao

obtemos um ganho de codificacao adicional significativo para o esquema turbo.
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A Figura 3.7 mostra que as curvas referentes a 8%, 7% 6%, 5% 4* 3% 2% e 1* iteragao
alcancam a probabilidade de erro de bit de 10™° para E,/N, igual a 1.19, 1.20, 1.28,
1.38, 1.49, 1.79, 2.40 e 4.20 dB, com tempos de decodificacao de 21.71, 19.38, 17.00,
14.70, 12.33, 9.95, 7.61 e 5.25 segundos, respectivamente. Note que estas curvas foram
obtidas para o cédigo terndrio com 9 estados da secao 3.2.2, entretanto, a afirmacao

sobre o crescimento do ntimero de iteracoes vale para qualquer sistema turbo M-drio.

T T T
—+— 12 lteragéo | |
—6— 22 Ilteragdo
—&— 32 lteragao
—8— 42 lteragdo
—%*— 52 lteragdo
—%— 62 lteragdo | |
—— 7% Iteragdo
—— 82 Iteragdo

0

R
Q
Q

A

Q

| | | | | | | | | | | | | |
0 03 06 09 12 15 18 21 24 27 3 33 36 39 42 45
E, /N, [dB]

Figura 3.7: Processo iterativo turbo terndrio.

e Existe um determinado valor para o comprimento da seqiiéncia de informagao (este va-
lor depende do codificador RSC, do niimero de iteracoes, da taxa de codificacao turbo
e da cardinalidade do alfabeto), que, a partir deste valor, se aumentarmos o compri-
mento da seqiiéncia de informacao, aumentamos em conseqiiéncia disto o tempo gasto

na decodificacao, mas o ganho de codificacao obtido com esse aumento é muito pequeno.

A Figura 3.8 mostra que as curvas na 8% iteragao referentes aos comprimentos das
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seqiiéncias de informagao de N = 8000, N = 4000, N = 2000, N = 1000 e N = 500 bits,
alcangam a probabilidade de erro de bit de 107 para Ej, /N, igual a 0.8, 0.99, 1.19, 1.54
e 2.00 dB, com tempos de decodificacao de 141.70, 50.93, 21.91, 10.02 e 4.89 segundos,

respectivamente.

-| —*— N =8000 Bits [
—4— N = 4000 Bits
—<0— N = 2000 Bits
—o— N =1000 Bits
—6— N =500 Bits

P, (b)
3

107F

10°F

| L | L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
E, /N, [dB]

Figura 3.8: Variacao do comprimento da seqiiéncia de informacao do sistema ternario.

e Existe um determinado valor para o nimero de estados da trelica do codificador RSC,
que, a partir deste valor, o tempo gasto na decodificacao é grande tornando assim o
algoritmo de decodificacao iterativo impraticivel. O numero de estados da trelica do
codificador RSC M-drio é da ordem de M, onde [ é o ntimero de memérias do codificador

RSC e M ¢ a cardinalidade do alfabeto usado na modulagao M-PSK.

A Figura 3.9 mostra que as curvas na 8* iteragao do esquema bindario referentes a 4, 8 e 16
estados, alcancam a probabilidade de erro de bit de 2 x 107 para FEj/N; igual a 1.3, 1.6 e

1.9 dB, com tempos de decodificacao de 69.35, 37.56 e 21.00 segundos, respectivamente,
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e que as curvas da 8* iteragao do esquema ternario referentes a 9 e 27 estados, alcangam
a probabilidade de erro de bit de 6 x 1075 nas taxas de 1.4 e 1.11 dB, com tempos de

decodificacao de 23.21 e 55.02 segundos, respectivamente.

Sistema Binario

Sistema Ternario

- . .| —&— 9 Estados
TS | —@— 8 Estados s —&— 27 Estados
"""" —— 16 Estados o o

—6o— 4 Estados

0 04 08 12 16 2 0O 02 04 06 08 1 12 14
E, /N, [dB] E, /N, [dB]

Figura 3.9: Variacao do nimero de estados.

Neste capitulo, implementamos o algoritmo de codificagao e decodificacao, tracamos as cur-

vas de probabilidade de erro de bit média referentes aos esquemas turbo M-driose verificamos

que quanto maior for:
e o numero de iteracoes, Figura 3.7;
e o0 comprimento da seqiiéncia de informacao, Figura 3.8;

e o numero de estados da trelica referente ao codificador RSC, Figura 3.9;

melhor o desempenho, em termos de probabilidade de erro de bit média versus E, /N, da curva

referente ao esquema turbo M-drio.
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Portanto, entre a faixa de valores que existe para esses parametros, devemos sempre escolher
valores que proporcionem baixa taxa de erro de bit (ou simbolo), baixa relagao sinal ruido, baixa
complexidade no algoritmo de decodificagdo e transmissao do maximo nimero de simbolos
de informacao. Mais geralmente, para cada sistema turbo M-drio analisamos os parametros
(tamanho do alfabeto, comprimento da seqiiéncia de informagao, niimero de iteragoes, niimero
de estados no codificador componente e taxa de codificagdo turbo) para os quais o sistema
apresenta melhor desempenho ou converge mais rapido para o limitante de Shannon.

O desempenho do sistema turbo com relagao a variagao da taxa de codificacao turbo sera

mostrado nos préximos capitulos.

3.3 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos as curvas da taxa de erro de bit versus Ej, /N, referente as
simulagoes realizadas para os cddigos turbo multiniveis definidos sobre os anéis e campos de
numeros inteiros modulo-M.

No sistema M-drio definido sobre o anel de inteiros Z,;, existe um numero reduzido de
polinomios para a matriz geradora do codificador RSC, pois nem todo elemento do anel Z,;
possui inverso multiplicativo. Por outro lado, alguns anéis possuem um perfeito mapeamento
de fonte quando comparado com o sistema bindrio, como os anéis Zy, Zg, Zi¢ € etc.

No sistema M-drio definido sobre o campo Z),, existe um nimero bem maior de polindmios
para a matriz geradora do codificador RSC, mas nao existe um perfeito mapeamento da fonte
binaria nos simbolos de Z,,.

As curvas simuladas mostram que os cédigos turbo multiniveis apresentam bom desempe-
nho com baixa relacao sinal ruido. Além disso, quanto maior o tamanho do alfabeto maior sera
a eficiéncia espectral do sistema turbo M-drio, pois 1 simbolo transmitido corresponde a logs M
bits transmitidos no sistema M-drio. Para cada sistema turbo M-drio existe uma faixa de va-

lores para os parametros (tamanho do alfabeto, comprimento da seqiiéncia de informagao,



3.3. CONCLUSAO 69

nimero de iteragoes, taxa de codificacao e codificador RSC') para os quais o sistema turbo
apresenta melhor desempenho. Note que o esquema ternario com 9 estados apresenta melhor

desempenho e menor complexidade de decodificacao do que os outros esquemas apresentados.



Capitulo 4

Cddigos Turbo L-M-drio com
Modulacao Q-L-M-PSK

4.1 Introducao

Nos codigos turbo multiniveis descritos na primeira parte desta tese, analisamos a com-
plexidade de decodificagao e a capacidade de correcao de erro em termos da cardinalidade
do alfabeto e da largura de banda, para sistemas turbo definidos sobre os anéis e campos
de numeros inteiros Z,;. Estes cédigos multiniveis possuem a mesma taxa de codificacao e
diferentes nimeros de estados em cada sistema comparado. Além disso, s6 existe perfeito
mapeamento de bits para simbolos quando os cédigos estao definidos sobre um anel Z,;, cuja
cardinalidade é uma poténcia de 2 (Zy, Zs, Z1g, - -+ )-

Neste capitulo, propomos um sistema turbo com codificacao, modulagao e decodificacao
hibrida multinivel, que proporciona um perfeito mapeamento de bits para simbolos, além de
manter-se a mesma taxa de codificacdo e o0 mesmo nimero de estados em cada sistema a ser
comparado.

O esquema hibrido de codificagao turbo multinivel proposto processa seqiiéncias de in-

formagoes pertencentes ao anel de inteiros Zg e produz seqiiéncias cédigo com simbolos de

71
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paridade pertencentes aos campos de nimeros inteiros Zj, e Zy;. O esquema de modulacao é o
Q-L-M-PSK (Q-L-M- Phase Shift Keying), Q < L < M, que alterna no tempo as modulagoes
Q-PSK, L-PSK e M-PSK na transmissao dos simbolos gerados pelo codificador. Este esquema
hibrido de modulacao portanto, se adapta melhor as operacoes definidas sobre os simbolos de
informacgao em Zg e os simbolos de paridade definidos sobre Zj, e Zj;. O canal considerado é
o AWGN (Aditive White Gaussian Noise).

O esquema de decodificacao é composto por um algoritmo de decodificacao de maximo a
posteriori (MAP), simbolo a simbolo, que utiliza os conceitos de cddigo de trelica [2] [4]. O
esquema de decodificacao iterativo utiliza o algoritmo MAP, em cada decodificador compo-
nente, para obter a informacao extrinseca referente aos simbolos de paridade definidos sobre
os campos Zj, e Zy, no estagio de decodificacao anterior, e usa-la como informacao a priori
referente aos simbolos de informagao definidos sobre Zg, no préximo estégio de decodificacao.
Este processo geralmente produz uma diminui¢ao na probabilidade de erro de simbolo (ou bit)

a cada iteracao.

4.2 Codificacao Turbo Hibrida Multinivel

O esquema de codificacao turbo L-M-drio é constituido por um codificador L-drio de taxa
1/2, concatenado via um entrelagador de N simbolos com outro codificador M-drio de taxa
1/2, juntamente com um mecanismo opcional de puncionamento. Esses dois codificadores cons-
tituintes sdo codificadores convolucionais sisteméticos recursivos (RSC-Recursive Systematic
Convolutional) e concatenados em paralelo de acordo com o esquema da Figura 4.1.

Observe que a fonte de informacao bindria é mapeada em simbolos do anel de inteiros Z.
Estes simbolos ()-drios, sao inseridos na entrada de um codificador turbo L-M-drio, que produz
em sua saida simbolos de informacao pertencente ao alfabeto ()-drio, simbolos de paridade do
codificador RSC-1 pertencentes ao alfabeto L-drio e simbolos de paridade do codificador RSC-

2 pertencentes ao alfabeto M-drio, com QQ < L < M.



4.2. CODIFICACAO TURBO HIBRIDA MULTINIVEL 73

u (Q-drio) z® (Q-drio)
Mapeador Codificador | zP!
Q-drio S RSC-1 (L-drio) é
<= .
T S S  |aP(L-M-drio)
On
S S *>—p
_ ) Q
s . 2 g
Fonte S Codificador | P <
Bindria RSC-2 (M-drio)

s

u=2a® Seqliéncia de simbolos de informacao (Q-drio)

2P Seqiiéncia de stmbolos de paridade do codificador RSC — 1 (L-drio)
2?2 Seqiiéncia de sfmbolos de paridade do codificador RSC — 2 (M-drio)
aP  Seqiiéncia de simbolos do puncionador (L-M-drio)

Figura 4.1: Esquema de codificagao turbo L-M-drio com simbolos de entrada do alfabeto
Q-drio.

Os simbolos dos alfabetos L-drio e M-drio pertencem aos respectivos campos de nimeros
inteiros Zp, e Zys e os simbolos do alfabeto ()-drio pertencem ao anel de inteiros Zg. Note que
sempre existe um perfeito mapeamento dos simbolos de informagao pertencentes ao alfabeto
()-drio nos bits da fonte de informacao bindria, pois a cardinalidade de Zg é uma poténcia de
2 (Zy, Zs, --+), ou seja, @ = 29, onde g é o comprimento da seqiiéncia de bits que entra no

mapeador para formar um simbolo @-drio.

4.2.1 Codificador Convolucional Sistematico Recursivo

O esquema turbo da Figura 4.1 possui dois codificadores RSC' definidos sobre os campos

Zy, e Zp com entradas definidas sobre o anel Zg. As definicoes apresentadas a seguir para os

cddigos RSC definidos sobre o campo Zj; sao validas para os codigos RSC' definidos sobre o
campo Zr,.

Seja Zjp; um campo de inteiros e seja L,(D) o campo formado por polinomios racionais

do tipo ¢(D)/p(D), onde ¢(D) e p(D) sao polinomios com coeficientes em Zj;, expressos pela
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série de Laurent [20] [21] [25],
f(D)=>_ f:D',
i=0

com f; € Zys - chamado campo das fungoes realizaveis sobre Z,,.
Assim, um codificador convolucional sistematico recursivo, com taxa de codificacao k/n

sobre o campo de fungoes realizaveis L, (D), é um mapeamento linear expresso como
v(D) = u(D)G,(D),

onde u(D) é o polinomio correspondente a seqiiéncia de informagao com coeficientes em Zg e

G.(D) é uma matriz kxn na forma sistematica
Go)=[ 1 x|

Observe que I, é uma matriz identidade kxk e X (D) é uma matriz kX (n-k) com elementos
cuja representacao é q(D)/p(D) em L,.(D) e os coeficientes de q(D) e p(D) pertencem a Zy;.

Portanto, o conjunto

O = {(u(D)g(D) | u(D) € L,(D)"}.

é um codigo RSC sobre Z,;, com taxa de codificacao k/n, onde g(D) = G,(D) é a matriz
geradora com elementos em L,.(D). A Figura 4.2 mostra o diagrama de um codificador RSC,

definido sobre o campo Zs, cuja matriz geradora é:

4+ 2D +3D?

9(D) =1 Ty apE |

onde os numeros da Figura 4.2 correspondem aos coeficientes dos polinémios da matriz g(D).

Exemplo 4.2.1 O codificador RSC 5-drio da Figura 4.2 possui 5% = 25 estados na trelica
e utiliza apenas 4 das 5 possiveis transicoes associadas a cada estado. A vantagem desta

codificacao € o perfeito mapeamento dos bits para simbolos do alfabeto quaterndrio, a redugao
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da complexidade de decodificacdo em relacdo ao esquema 5-drio e o aumento das distancias

Diree € Deger do codigo turbo.

u x® quaterndrio
@
0
NCY
N D D
@

P 5-ario

Figura 4.2: Diagrama de um codificador RSC' definido sobre Z5 com entrada definida sobre
Zy.

4.3 Taxa de Codificacao Turbo

A taxa de codificacao de um codificador que possui k entradas e n saidas é r = — se

n
a cardinalidade do alfabeto de entrada for a mesma do alfabeto de saida. No codificador
proposto neste capitulo a taxa de codificagao turbo relaciona a cardinalidade do alfabeto de

entrada com as diferentes cardinalidades dos alfabetos de saida.

4.3.1 Taxa de Codificagcao de Cédigos Multiniveis

O codificador multinivel mostrado na Figura 4.3 possui k entradas com simbolos do alfa-
beto Q-drio e n saidas com simbolos do alfabeto M-drio. A taxa de codificacao é dada pela

expressao:
log QF klog Q)
r= = .
log M™  nlog M
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k
Se Q = M, entao r = —.
n

( — >
—» —»
— —
k n
entradas ) saidas
Codificador
com : o : pcom
, Multinivel ,
simbolos simbolos
Q-drios M-drios
\ /

Figura 4.3: Diagrama do codificador multinivel.

4.3.2 Codificador com Multiplos Alfabetos de Saida

O codificador multinivel mostrado na Figura 4.4 possui k entradas com simbolos per-
tencentes ao alfabeto @-drio e n = ny + ny + - - - + n; saidas com simbolos pertencentes aos
respectivos alfabetos M;-drio, My-drio, - - -, M;-drio.

A taxa de codificacao é dada pela expressao:

log Q" klog Q
r= = )
log(M™ - M3?--- M) nylog My + nolog My + - - - + my log M,

( —> —
— .
1 — : } ny € Mi-drio
—
entradas .
Codificador
com o
simbolos Multinivel
s —
-drios .
@ : } ny € M;-drio

Figura 4.4: Diagrama do codificador multinivel com multiplos alfabetos de saida.
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No esquema turbo L-M-drio com entrada (-dria da Figura 4.1, o primeiro codificador
componente é definido sobre o campo Zj, e o segundo sobre o campo Zj;. Logo, com puncio-

namento, a taxa de codificacao turbo é:

R log ) log )
L= L2 M2) log L + log M’
log(Q - L'/ - M1/2) log Q + og ‘; og
e sem puncionamento, a taxa de codificacao turbo é:
log ) B log )

Ry

- log(Q-L-M) logQ+logL +logM’

Exemplo 4.3.1 A Figura 4.5 apresenta o codificador turbo 5-7-drio. FEste codificador € cons-
tituido pelo codificador RSC-1 com entrada quaterndria e saida quaterndria e 5-dria e pelo

codificador RSC-2 com entrada quaterndria e saida quaterndria e 7-dria.

u = z*(quaterndrio)

u = z*(quaterndrio)

‘Y,
’
/
‘)
‘y
/
‘Y
‘0
’
/

/
‘Y,
’
‘Y
‘4
[
/
’
‘y

* Codificador | ,pl

S 5 RSC-1(5-drio 5
u = x°(quaterndrio) * (5'(”'7’0)» = T |57drio
5 E g
L§ Codificador | xp2 Df
RSC-2(7-drio)
4l

\
W
\
\
W
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
W

xP( ’7—(im'0)>

Figura 4.5: Diagrama do codificador turbo com codificadores componentes definidos sobre Zs

e Zy e simbolos de informacao definidos sobre Zy.
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Como o primeiro codificador componente é definido sobre o campo Zs e o sequndo sobre o

campo Zr, com puncionamento, a taxa de codificacao turbo € dada pela expressao:

log 4 log 4

R, = = = (0.4382
1 log(4 - 51/2 - 71/2) log 4 + log5 + log 7 ’

2

e sem puncionamento, a taxa de codificacao turbo € dada pela expressao:

log 4 log 4

= = = 0.2805.
log(4-5-7) logd+logh+log7

2

Fazendo L = M, temos o codificador turbo multinivel M-drio com entrada Q-dria da
Figura 4.6, cujos codificadores componentes sao definidos sobre o campo Z,,. Este codificador
processa simbolos de informagoes pertencentes ao anel de inteiros Z¢, cuja cardinalidade é uma

poténcia de 2 e produz simbolos de paridade pertencentes ao campo Z,;.

u (Q-drio) x® (Q-drio)
Mapeador Codificador | xP!
Q-drio 5 RSC-1 (M-drio) 3
= -
T S g |2P(M-drio)
'g .E *o—Pp
_ ) Q
S . 2 S
Fonte 1S Codificador | P <
Bindria RSC-2 (M-drio)

u=1x° Seqliéncia de simbolos de informagao (Q-drio)

xPt  Seqiiéncia de sfmbolos de paridade do codificador RSC — 1 (M-drio)
2P?  Seqiiéncia de simbolos de paridade do codificador RSC — 2 (M-drio)
P Seqiiéncia de simbolos do puncionador (M-drio)

Figura 4.6: Esquema de codificacao turbo M-drio com simbolos de entrada do alfabeto @-drio.

Como o puncionador apaga os simbolos impares da sequéncia de paridade do primeiro

codificador e os pares do segundo codificador componente, com puncionamento, a taxa de
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codificacao turbo é dada pela expressao:

o log@ log )
T log(Q-M)  logQ +log M’

e sem puncionamento, a taxa de codificacao turbo é:

log ) log )

Ry = = .
T log(Q - M?)  log Q + 2log M

Exemplo 4.3.2 A Figura 4.7 apresenta o codificador turbo 5-drio com entrada quaterndria
e saida quaterndria e 5-dria e o codificador turbo 7-drio com entrada quaterndria e saida

quaterndria e 7-aria.

u x*(quaterndrio) u x*(quaterndrio)
. >
O X Codif. 7" | &
= 5-drio =
B D D = §« §xp(5—cim'0)
© E w2| S |
L@@ 1S Codif. |* S
> ~ 5-drio =
xP(5-drio)
u x® (quatemdm’o) u x*(quaterndrio)
= >
. pl
/ 5 Codif. |V | 5
= 7-drio IS
B D D+ = |8 S |aP(7-drio)
©) £ 2 ]
®——E—@ S Codif. " g
. 7-ario
xP(7-drio)

Figura 4.7: Diagrama dos codificadores RSC' definidos sobre Zs e Z; e dos respectivos codifi-
cadores turbo com entradas quaternarias.

Quando os dois codificadores componentes do codigo turbo sao definidos sobre o campo Zs,
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com puncionamento, a taza de codificagao turbo é:

log 4 log 4
= = = 0.4628
°log(4-5)  log4+logh ’
e sem puncionamento, a taxa de codificacao turbo é:
log 4 log 4
Ry=—2% %8 — 0.3010.

- log(4 - 52) - log4 + 2logh

Além disso, quando os dois codificadores componentes do codigo turbo sdo definidos sobre

o campo Zz, com puncionamento, a taxa de codificacdo turbo é:

log 4 log 4

— = = 0.4160
*“log(4-7)  log4+log7 ’
e sem puncionamento, a taxa de codificacao turbo é:
log 4 logd 2696,

* 7 log(4-72)  logd+2log7

As tabelas seguintes mostram as taxas de codificacdo e os estados dos esquemas turbo
hibridos com entrada definida sobre Z¢ e codificadores componentes definidos sobre Zj, e Zyy,
onde 2 < Q <L < M<T. As taxas ry, 13, T4, T's, g € 77 sao referentes aos codificadores

turbo L-M-drios com entradas definidas sobre Zq, Zs, Z4, Zs, Zg € Z7, respectivamente.

A Tabela 4.1 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido
sobre o campo Zs e codificador RSC-2 definido sobre os campos Zo, Zs, Zs5 € Zr € 0s anéis Zy

e Zg. A taxa ry é referente ao codificador turbo com entrada binaria.
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Estados Lo Zs Ly Zs Zg Ly
+ 2 4 8 16 3 9 27 | 4 16 5 25 6 36 749
2 4 6 10 18 5 11 29 6 18 727 8 38 9 51
Zs 4 6 8 12 20 7 13 31 8 20 9 29 | 10 40 | 11 53
8 10 12 16 24 | 11 17 35 | 12 24 | 13 33 | 14 44 | 15 57
16 18 20 24 32 | 19 25 43 | 20 32 | 21 41 | 22 52 | 23 65
| Taxa | ry = 0.50 | =043 | =04 | 72=037 | =035 | =034

Tabela 4.1: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entrada bindriae2 =L < M < 7.

A Tabela 4.2 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido
sobre o campo Zjs e codificador RSC-2 definido sobre os campos Zs, Zs e Zr7 e 08 anéis Zy e

Ze. A taxa rs é referente ao codificador turbo com entrada ternaria.

Estados Z3 Z4 Z5 ZG Z7
aF 3 9 27 4 16 5 25 6 36 7 49
7 3 6 12 30 7 19 8 28 9 39 10 56
° 9 12 18 36 13 25 14 34 15 45 16 58
27 30 36 bH4 31 43 32 52 33 63 34 76
ry = 0.38 rg=035 | r2=033 | =032 | r;=031

Taxa

rg3 = 0.50 r3 = 0.46 rg = 0.44 r3 = 0.43 r3 = 0.41

Tabela 4.2: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entradas bindaria e ternariae 3 =L < M < 7.

A Tabela 4.3 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido

sobre o anel Z, e codificador RSC-2 definido sobre os campos Zs e Z; e os anéis Z, e Zg. A

taxa r4 é referente ao codificador turbo com entrada quaternaria.

Estados Zy Zs Ze L7
+ 4 16 5 25 6 36 7 49
Zy 4 8 20 9 29 10 40 11 51
16 20 32 21 41 22 52 23 65
ro = 0.33 ro = 0.31 ro = 0.30 ro = 0.29
Taxa rg = 0.44 rg = 0.42 rg = 0.40 rg = 0.39
ry = 0.50 ry = 0.48 rqy = 0.46 ry = 0.45

Tabela 4.3: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entradas bindria, ternaria e quaternariae 4 =L < M < 7.
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A Tabela 4.4 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido
sobre o campo Zs e codificador RSC-2 definido sobre os campos Zs e Z; e o anel Zg. A taxa

r5 é referente ao codificador turbo com entrada 5-dria.

Estados Zs Zg L

F 5 25 6 36 7 49

Zs 5 10 30 11 41 12 54
25 30 50 31 61 32 T4
ro = 0.30 ro = 0.28 ro = 0.28
rg = 0.40 rs = 0.39 rg = 0.38

Taxa,

r4 = 0.46 T4 = 0.44 T4 = 0.43
rs = 0.50 Ts = 0.48 rs = 0.47

Tabela 4.4: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entradas binaria, ternaria, quaternaria e 5-dria e 5 =L < M < 7.

A Tabela 4.5 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido
sobre o anel Zg e codificador RSC-2 definido sobre o anel Zg e o campo Z;. A taxa rg é

referente ao codificador turbo com entrada 6-dria.

Estados Zg Ly
aF 6 36 7 49
Zg 6 12 42 13 55
36 42 T2 43 85
ro = 0.27 ro = 0.27
rg = 0.38 r3 = 0.37
Taxa, ry = 0.43 ry = 0.42
rs = 0.47 rs = 0.46
re¢ = 0.50 r¢ = 0.48

Tabela 4.5: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entradas binaria, ternaria, quaternaria, 5-dria e 6-dria e 6 = L < M < 7.

A Tabela 4.6 apresenta os estados dos codificadores turbo com codificador RSC-1 definido
sobre o campo Z, e codificador RSC-2 definido sobre o campo Z;. A taxa r; é referente ao

codificador turbo com entrada 7-dria.
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Estados L

aF 7 49
Ln 7 14 56
49 56 98

ro = 0.26

r3 = 0.36

Taxa rqy = 0.41

rs = 0.45

re = 0.47

r7 = 0.50

Tabela 4.6: Numero de estados e taxas de codificacao dos codificadores turbo L-M-drios com

entradas binaria, ternaria, quaternaria, 5-dria, 6-aria e 7-aria e L = M =T.

Para garantir o perfeito mapeamento de bits para simbolos Q-drios, as taxas rs3, 15, rg €
r7 nao serao consideradas nas simulacoes deste capitulo. Entretanto, estas tabelas descrevem
todas as possibilidades de comparacoes dos sistemas turbo L-M-drios referentes a taxa de
codificacao e ao nimero de estados em cada codificador turbo. Note que fazendo Q = L = M
retornamos aos sistemas turbo descritos no Capitulo 2.

Observe que também podemos obter taxas diferentes das convencionais modificando-se a
matriz de apagamento do puncionador, ou seja, nao s6 apagando-se os simbolos pares de um
codificador e os impares do outro. Todavia, deve ser estabelecido critério na escolha desta
matriz de apagamento, pois excluir simbolos que ocupam a mesma posi¢ao nas seqiiéncias de

paridade dos codificador RSC-1 e RSC-2 pode causar sérios problemas na decodificacao.

4.3.3 Modulador Q-L-M-PSK

A Figura 4.8 mostra o diagrama do esquema turbo L-M-drio com modulagao do tipo
Q)-L-M-PSK. Neste esquema, a fonte de informacao gera seqiiéncias de simbolos pertencentes ao
anel de inteiros Zg. Estes simbolos sao codificados através de um esquema de codificacao turbo
L-M-drio que produz palavras cédigo em sua saida, com simbolos de informagao pertencentes

ao anel Zg, e com simbolos de paridade pertencentes aos campos Zy, e Zyy.
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8 Modulagdo | Informagao
2.8 S o1’ Q-PSK
s5l, &E
SN LS )
~ o hol Modulacao | Paridade
S ™™ L-M-PSK 1
M, Canal
Paridade + Ruido
Decodificador _ _
Turbo Informagao + Ruido

Figura 4.8: Diagrama do sistema turbo com modulacao @Q-L-M-PSK

Portanto, os simbolos de informacao do anel Zg, ¢; = {0,1,---,Q — 1}, sdo transmitidos

210
usando a modulacao @-PSK, com sinais do tipo Sy, = exp (j %)7 os simbolos de paridade

do campo Zp, 65 = {0,1,--- , L — 1}, sao transmitidos usando a modulagdo L-PSK com sinais

~ 26
do tipo Sp, = exp (j%); e os simbolos de paridade do campo Zy;, 63 = {0,1,--- , M — 1},

. 270
sao transmitidos usando a modulacao M-PSK com sinais do tipo Sp, = exp (j %), de

SQ - Sz
s . %
go SO
T T s
- Sg-1 - Sr-1 - Sm-1
- Sq-2 - Sy - Srr—z
- Sq-3 - SL_s - Shi—3

Figura 4.9: Constelagoes Q-PSK, L-PSK e M-PSK

acordo com a Figura 4.9.

No esquema turbo proposto, os simbolos de informacao )-drios, sem codificagao, devem
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ser transmitidos com a modulacao @)-PSK, pois a transmissao destes simbolos nao codificados,
com uma modulacao L-PSK, onde L > (), implica em reducao nas distancias livre e efetiva
do cédigo. Para os simbolos de paridade L-M-drios a modulacao usada é a L-M-PSK e nao
ha mapeamento de bits para simbolos, além disso, os simbolos de paridade definidos sobre
campos cuja cardinalidade é maior do que (), proporcionam maior confiabilidade no calculo
da informacao extrinseca.

As caracteristicas relacionadas com a fonte de informacao, a codificagao e a modulagao no

sistema turbo da Figura 4.8 sao:

1. mapeamento perfeito de bits para simbolos do alfabeto @)-drio, pois a cardinalidade do

anel Zg ¢é uma poténcia de 2 (Zy, Zs, Zag, - - );

2. maior numero de polinomios para a matriz geradora do codificador definido sobre os

campos Zj, e Zy;
3. maiores distancias (Dpee € Defer) do que no esquema turbo multiniveis convencionais;
4. maior variagao da taxa de codificacao turbo;

5. menor complexidade de codificacao que o esquema turbo convencional definido sobre o

campo Zyy;

6. maior possibilidade de manter-se 0 mesmo nimero de estados e a mesma taxa de codi-

ficacdo na comparacao entre os sistemas.

4.4 Algoritmo de Decodificacao

No Capitulo 2, apresentamos as expressoes usadas no algoritmo de decodificacao dos
cdédigos turbo M-drios definidos sobre os anéis e campos de numeros inteiros Zj;. Devido a
similaridade na obtencao das expressoes do algoritmo de decodificacao turbo padrao com as

expressoes do algoritmo proposto neste capitulo, apresentamos a seguir apenas as principais
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expressoes utilizadas para decodificar os codigos turbo definidos sobre os campos Zj, e Zyy,

com fonte de informagao definida sobre o anel Zg,.

O algoritmo de decodificagao turbo de maximo a posteriori - MAP, fornece a informacao

a posteriori

L(uy) = In(p(ur = 0 | y)), (4.1)

onde y = (y1 Y2 -+ Yr-1 Yk Ykt1 -+ Yn) € a seqiiéncia de simbolos recebida,

u,=60€{0,1,..,Q -1} e 0 € Zg.

Se as transicoes entre o estado prévio, S,_; = §', e o estado presente, S, = s, sdo mutua-
mente exclusivas (isto é, apenas uma delas pode ter ocorrido na trelica referente ao codificador
RSC), entao usando a regra de Bayes

> P(Sp—1 =5, 5k = 5,y)

(s',3)

L(ug) =1In : (4.2)

p(y)

onde (s,s) é o conjunto de transigoes do estado prévio, Sp_; = s, para o estado presente,

Sk = s, que pode ocorrer se o simbolo de entrada u, for igual a 6.

Como o canal é sem memoéria, usando a regra de Bayes e substituindo p (y) por p (v) /p (yx)

na expressao (4.2) temos:

Zak 1(8) -y (8',8) - Be(s) |, (4.3)

(s',s)

onde ay(s) e fx(s) sao as probabilidades definidas, respectivamente, como:

S ) 5)
W) = S T e (78] (44)

todo s todo s’
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> Bi(s) - w(s',s)

o todo s
Br-1(s) = S5 a9 (78 (4.5)

todo s todo s’

Observe que ax(s) e [i(s) sao calculadas recursivamente pelas equagoes (4.4) e (4.5) e

possuem as condigoes iniciais.

1 para s=0
ap(So =) =0On(Sy =) = (4.6)
0 para s #0.

Com base nas mesmas hipdteses temos que a probabilidade de transi¢ao é dada por

(s, 8) = plyr | ox) - plug). (4.7)

Assim, apresentamos as expressoes de ag_1(s"), Gk(s) e 1(s', s), necessdrias para calcular
a informagao a posteriori L(uy), na saida de cada decodificador componente.

Observe que cada decodificador componente calcula a informacao a posteriori L(uy), uti-
lizando o algoritmo de decodificacao MAP. De acordo com a Figura 4.10, o primeiro decodi-
ficador componente fornece a informacao a posteriori referente aos simbolos de paridade do
campo Zj,, e o segundo decodificador componente fornece a informacao a posteriori referente

aos simbolos de paridade do campo Z,.

4.4.1 Decodificacao Iterativa Turbo L-M-dria

No processo de decodificagao iterativa turbo definido sobre os campos Zj, e Zy;, esque-
matizado na Figura 4.10, calcula-se a informagcao extrinseca referente a paridade L-dria, na
salda do primeiro decodificador. Esta informacao extrinseca é usada como informacao a priori
referente a informacao @-dria, na entrada do segundo decodificador. Em seguida, a informagao

extrinseca referente a paridade M-dria, é calculada na saida do segundo decodificador e usada
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como informagao a priori referente a informacao ()-dria, na entrada do primeiro decodificador.

y*! — Sfmbolos de Informacdo Q-drios + Ruido

yP! — Simbolos de Paridade L-drios + Ruido

=| yi - i |
Said D) ) L) [ Li(uy)
aida , - m u u
%0 > D[e)c]gcg)_ﬁ iador =C:) k: FEntrelacador F
anal >
Entrelacador
=|| yp —a |2
B e
- > Df)cl%dl _czador L(ukl@L (uk)= Desentrelagador{
| | > Lz(uk)
| |
|

' { y*2 — Sfmbolos de Informacio Q-drios + Ruido

yP? — Simbolos de Paridade M-drios + Ruido

Figura 4.10: Decodificacao iterativa turbo.

Sabendo que cada codificador RSC do esquema de codificagao turbo tem taxa de codificagao
1/2, a palavra cédigo transmitida ¢ dada por xzy = xj =} = uy, ¥, e a palavra cédigo recebida
¢ dada por v, = y; yp.

Assim, se o canal é sem memoéria, gaussiano e com modulacao @Q-L-M-PSK, entao, a funcao

densidade de probabilidade é dada por

1 — |l yi — 7}, ||2) (—II Yp — T, ||2)
X = — X - eX
Pk | z1) T NINT p( NG p N7

onde: zj é o simbolo sistemético da palavra cédigo transmitida xy; z} é o simbolo de paridade

da palavra cédigo transmitida xy; y; € o sinal recebido correspondente ao simbolo transmitido
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xj e yb é o sinal recebido correspondente ao simbolo transmitido z7; N§ é a densidade espectral
de poténcia referente a modulagio Q-PSK e NI é a densidade espectral de poténcia referente
a modulagao L-PSK (quando for utilizado o decodificador DEC-1) ou referente a modulagao
M-PSK (quando for utilizado o decodificador DEC-2).

Note que os simbolos sistematicos pertencentes ao anel Zg sao transmitidos através da mo-
dulacao @)-PSK e os simbolos de paridade pertencentes aos campos Zj, e Zjy; sao transmitidos
através das respectivas modulagoes L-PSK e M-PSK (L-M-PSK).

Portanto, a informagao a posteriori, L(uy), calculada através do algoritmo M AP na saida

de cada decodificador componente, pode ser dividida em trés termos

) _ s _ S 2
L(ug) = L'(uy) + exp ( | yl}vs il ) + L(ug, (4.8)
0
_ S _ .8 |2
onde L'(uy) = In(p(uy)) é a informagao intrinseca, exp < | yl}vs 7| ) ¢ a informacao sis-
0

tematica associada a modulacao @Q-PSK, e

Lé(ug) =ln | D ara(s') - Buls) - ils. ) | (4.9)
(s'55)

¢ a informacao extrinseca associada a modulagao L-M-PSK. Estes termos serao usados no
processo de decodificacao iterativo como a seguir.

Processo Iterativo: Considere inicialmente o primeiro decodificador componente na
primeira iteracio. Este decodificador recebe a seqiiéncia de canal, y' (ver Figura 4.10), e
produz uma estimativa da informacao a posteriori Lii(uy) dos simbolos de dados uy, onde
k€ {l,---,N} e N é o comprimento da seqiiéncia de informagao. Note que nesta pri-
meira iteracao a informacao a priori, que o primeiro decodificador componente recebe, é
In(p(ug = 0)) = In(1/Q).

O segundo decodificador componente recebe a seqiiéncia de canal y? junto com a informacao

extrinseca entrelacada do primeiro decodificador componente e fornece uma estimativa da
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informacao a posteriori Lys(uy), dos simbolos de dado uy.

A informacao extrinseca calculada na saida do primeiro decodificador, apds ser entrelacada,
¢é usada como informacao a priori na entrada do segundo decodificador. E de forma andloga,
a informagao extrinseca calculada na saida do segundo decodificador, apds ser desentrelacada,
é usada como informagao a priori na entrada do primeiro decodificador e assim por diante.

Na segunda iteracao, o primeiro decodificador componente novamente processa sua seqiién-
cia recebida de canal y!', mas dessa vez, ele também possui a informacao a priori L'(u). Esta
informagao a priori é fornecida pela porgao extrinseca da informacdo a posteriori Lis(ug),
calculada pelo segundo decodificador componente, na primeira iteracao. Portanto, este de-
codificador pode produzir uma melhor informacao a posteriori Lo (uy), na saida do primeiro
decodificador componente, na segunda iteragao.

Este processo iterativo continua e, a cada iteracao, em média a taxa de erro de bit diminui

para uma mesma relagao sinal ruido - SN R (signal-to-noise ratio).

4.5 Conclusao

Este capitulo estabelece um critério para analisar o desempenho do sistema de comu-
nicagao digital para os cddigos turbo hibridos multiniveis. O tratamento tedrico referente a
codificacao turbo L-M-dria e a modulagao ()-L-M-PSK é para avaliar os codigos que pro-
porcionam maior eficiéncia no processo de decodificagao turbo. Ja o tratamento tedrico do
algoritmo de decodificacao MAP é essencial na implementacao e compreensao do processo de
decodificacao iterativa turbo L-M-drio.

Nestes sistemas, analisaremos as caracteristicas relacionadas a fonte de informacao, a co-
dificagao, a modulagao e a decodificacao que nos permite estruturar um sistema turbo hibrido
multinivel mais eficiente que o sistema turbo multinivel convencional.

Esta estrutura hibrida de codificagao L-M-dria com modulacao )-L-M-PSK, proporciona

comparagoes mais justas entre os sistemas turbo que possuem a mesma taxa de codificagao e
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o mesmo numero de estados no codificador turbo. Além disso, mantemos o perfeito mapea-
mento de bits para simbolos @Q)-drios, reduzimos a complexidade de codificacao e decodificacao,
aumentamos a distancia livre e o nimero de polindmios da matriz geradora do cédigo RSC,

tornando o sistema proposto mais eficiente que o sistema turbo convencional.



Capitulo 5

Resultados dos Cdédigos Turbo

Hibridos Multiniveis

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos as curvas da taxa de erro de bit versus Fj /Ny, referentes as
simulacoes realizadas para os codigos turbo hibridos multiniveis que possuem como entrada
simbolos de informacgdo proveniente de uma fonte definida sobre Zg (@ = 2,4,8,---). As
simulagoes visam avaliar de forma comparativa sistemas turbo L-M-drio com modulagao do
tipo Q-L-M-PSK. Os parametros, tais como o comprimento da seqiiéncia de informacao, a
taxa de codificagdo turbo, o codificador RSC, as distancias (D fyce € Defer), a cardinalidade do
alfabeto e o nimero de iteragoes estao associados ao desempenho e a complexidade dos cédigos

turbo proposto.

5.2 Resultados

Inicialmente, organizamos os componentes do esquema turbo, analisando a contribuicao

dada por cada um deles nas simulacoes, e, em seguida, apresentamos os resultados obtidos por

93
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simulagao.

Os codificadores convolucionais constituintes sao codificadores RSC| nao necessariamente
92(D)}

91(D)
Estes codificadores sao definidos sobre os campos de ntimeros inteiros Zj e Zjy; e proces-

idénticos, com taxa de codificagao igual a 1/2 e com matriz geradora do tipo g(D) = [1

sam simbolos definidos sobre o anel Zg. As distancias livre e efetiva, definidas por Bene-
detto e Montorsi [26] para os sistemas bindrios, também sao utilizadas na analise dos codigos
L-M-drios. Estas distancias efetiva e livre (Dfpee € Deger) dos cédigos turbo L-M-drios com

entrada ()-dria sao apresentadas nas Tabelas 5.1 e 5.2.

A Tabela 5.1 mostra o numero de estados de cada codificador componente, a taxa de codi-
ficacao turbo, os polindomios da matriz geradora dos codificadores componentes e as distancias

livre e efetiva dos codigos turbo Binario, 2-3-ario, Ternario e 3-5-ario com entrada binaria.

C. Turbo Estados Taxa g1(D) g2(D) Detet | Dree
Bindrio 8 050 | 1+D+D? 1+D+D?>+ D3 16 12
Binario 8 033 | 1+D+D? 1+ D+ D?>+ D3 28 16
RSC-1—8 1+D+D3 1+D+D?>+ D3

2-3-drio || ------- (00715 J5 [N 12.15 | 11.64
RSC-2— 9 14+ D+ D? 24 D?

Ternario 9 0.38 1+ D+ D? 2+ D? 12.66 | 12.66
RSC-1—9 14+ D+ D? 24 D?

3-5-drio || -------- 033 |-——-=-=—=-| - 13.05 | 11.76
RSC-2— 25 14+ D+ D? 4+4D + 3D?

Tabela 5.1: Codificadores com entrada binéria.

A Tabela 5.2 mostra o nimero de estados de cada codificador componente, a taxa de codi-
ficacao turbo, os polindmios da matriz geradora dos codificadores componentes e as distancias
livre e efetiva dos cédigos turbo Quaternario, 5-ario, 5-7-ario e 7-ario com entrada qua-

terndria.
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C. Turbo Estados Taxa g1(D) g2(D) Defer | Dree
Quaterndrio 16 05 | 1+ D +3D? 2+ D+ 2D? 9.65 | 8.0
5-drio 25 046 | 1+ D+ D? 444D +3D? | 10.15 | 8.49
RSC-1—25 14+ D+ D? 4+ 4D + 3D?
5-7-drio | -------- )07 [ [ g 10.59 | 9.12
RSC-2— 49 1+ D+ D? 6+ 2D +4D?
7-drio 49 0.41 1+ D+ D? 6+5D+4D? | 11.65 | 8.82

Tabela 5.2: Codificadores com entrada quaternaria.

O entrelacador s-aleatorio utilizado foi escolhido por apresentar melhores propriedades alea-
torias que os outros entrelacadores apresentados na literatura.

O puncionador serve para apagar periodicamente simbolos de paridade de cada codificador
componente, aumentando a taxa de codificacdo do codificador turbo. Variando o tamanho
do alfabeto de entrada e da saida do codificador turbo, e utilizando ou nao o puncionador,
podemos obter taxas de codificacdo turbo mais flexiveis que as taxas convencionais 1/2 e 1/3.

Os stmbolos de informacao Q)-drios e de paridade L-drios e M-drios sao transmitidos através
das respectivas modulagoes Q-PSK, L-PSK e M-PSK. O canal de comunicacao é o AWGN.

Os decodificadores sao de maximo a posteriori, M AP, organizados de acordo com o es-
quema de decodificagao iterativa turbo L-M-drio da Figura 4.10. Estes decodificadores estao
adaptados para processar a informacao associada a modulagao @Q-L-M-PSK. O processo de de-
codificacao iterativa retira a informacao extrinseca, referente ao simbolos L-drios ou M-drios
do decodificador prévio, e a usa como informacao a priori, referente ao simbolos @-drios no
decodificador presente.

Nas simulagoes deste capitulo, mantemos o perfeito mapeamento de bits para simbolos e
analisamos a capacidade de correcao de erro, a complexidade de decodificacao e a cardinalidade
do alfabeto com relacao a variacao do numero de estados e da taxa de codificacao turbo de
cada sistema comparado. As comparagoes nem sempre sao justas, mas sao um indicativo das

contribuigoes destes esquemas de codificagao turbo multiniveis.
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5.2.1 Esquemas Binario, 2-3-drio, Ternario e 3-5-drio com Entrada
Binaria

Nesta subsecao, apresentamos as curvas da probabilidade P,.(b) de erro de bit versus Ej, /Ny
dos esquemas de codificagao turbo com simbolos de informagcao definidos sobre o campo Zs. Ou
seja, sao esquemas de codificacao sistematicos 2-3-drio, ternario e 3-5-drio, com seqiiéncia de
entrada binaria, que utilizam as respectivas modulagoes 2-2-3-PSK, 2-3-3-PSK e 2-3-5-PSK.
No termo 2-3-5-PSK, por exemplo, 2 é o tamanho da modulagao 2-PSK usada na transmissao
dos bits de informacao; 3 refere-se a modulacao 3-PSK usada na transmissao dos simbolos
ternarios do codificador RSC-1 e 5 refere-se a modulacao 5-PSK usada na transmissao dos
simbolos 5-drios do codificador RSC-2.

Para comparacao entre os sistemas turbo, fixamos o niimero de iteracoes em 8 e o compri-
mento da seqiiéncia de informagao em N = 2000 bits. A Figura 5.1 apresenta o desempenho

dos esquemas turbo:

1. Bindrio com modulagao 2-PSK, taxa de codificacao turbo 1/2 e matriz geradora dos codi-

1+D+ D*+ D3
ficadores RSC-1 e RSC-2, g(D) = [1 T

1+ D+ D3 , com 8 estados. O codificador

turbo possui 16 estados na trelica;

2. 2-3-ario com modulagao 2-2-3-PSK, taxa 0.43, codificador RSC-1 com matriz geradora
1+ D+ D?*+ D?
D) = |1
9(D) [ 1+ D+ D?
9(D) = {1

} (8 estados) e codificador RSC-2 com matriz geradora

1+2D° (9 estados). O codificador turbo possui 17 estados;

DD : i r turbo possui ;
3. Ternario com modulagao 2-3-3-PSK, taxa 0.38 e codificadores RSC-1 e RSC-2 com

1+2D? : .

g(D) = [ m} (9 estados). O codificador turbo possui 18 estados;
4. Binario com modulacao 2-PSK, taxa 1/3, codificadores RSC-1 e RSC-2 com
1+ D+ D?*+ D?
9(D) = 3
1+D+D

} (8 estados). O codificador turbo possui 16 estados.
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1 T T T T T
10 ,,,,,,,, 2—PSK’|'=050,E=16 o
—4—2-23PSK,r=043,E =17
—»—2-3-3-PSK, r=0.38, E = 18
—e—2-PSK,r=033,E=16
2
10 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
10_3 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
)
[0}
o
10_4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
10_5 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
10_6 1 1 | | | | | |
0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
E, /N, [dB]

Figura 5.1: Desempenho da P,(e) x E, /Ny dos esquemas bindrio com taxas 1/2 e 1/3, 2-3-drio

com taxa 0.43, ternario com taxa 0.3868.

De acordo com os parametros acima e as curvas mostradas na Figura 5.1, os respectivos
esquemas 2-3-drio com modulagao 2-2-3-PSK e ternario com modulagao 2-3-3-PSK apresen-
tam ganhos de aproximadamente 0.4 e 0.8 dB, para probabilidade de erro de bit P.(b) < 1075,
em relagao ao esquema bindrio de taxa 1/2. Além disso, apenas os esquemas com modulagoes
2-2-3-PSK e 2-3-3-PSK alcangam probabilidades de erro P.(b) < 107°.

Observando os esquemas da Figura 5.1 para probabilidade de erro de bit
P.(b) < 2 x 1075 notamos que: do esquema binério de taxa 0.5 para o esquema 2-3-drio
de taxa 0.436 perdemos 0.0637 na taxa de codificacao e ganhamos 0.35 dB na relagao sinal
ruido; do esquema 2-3-drio de taxa 0.436 para o esquema ternario de taxa 0.386 perdemos

0.0493 na taxa e ganhamos 0.33 dB; do esquema ternario de taxa 0.386 para o esquema binério
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de taxa 0.333 perdemos 0.0536 na taxa e ganhamos 0.12 dB. Como os tempos gastos na deco-
dificacdo dos esquemas 2-3-drio, terndario, binario taxa 1/2 e bindrio taxa 1/3 sao praticamente
0s mesmos, os esquemas com modulagoes 2-2-3-PSK e 2-3-3-PSK sao mais eficientes que os

esquemas bindrios para qualquer relagao sinal ruido Ej/Ny [dB].

A Figura 5.2 apresenta o desempenho dos esquemas turbo:

1. 2-3-drio com modulacao 2-2-3-PSK, taxa 0.43, matriz geradora do codificador

1+ D?
RSC-1,¢9(D) = [1 ﬁ] , com 4 estados e matriz geradora do codificador RSC-2,
1+ 2D? : : .
g(D) = T3 D3 D2 | om 9 estados. O codificador turbo possui 13 estados;

2. 2-8-drio com modulagao 2-2-3-PSK, taxa 0.43, matriz geradora do codificador RSC-1,
1+ D+ D*+ D3

9(D) = 3
1+D+D

1+2D?
D)=1|1 ——
9(D) [ 1+ D+ D?

} , com 8 estados e matriz geradora do codificador RSC-2,

} , com 9 estados. O codificador turbo possui 17 estados;

3. 2-3-ario com modulagao 2-2-3-PSK, taxa 0.43, matriz geradora do codificador RSC-1,

1+ D+ D*+ D?+ D*
9(D) = |1 i
1+D+D

2
RSC-2, ¢(D) = [1 L +2D

], com 16 estados e matriz geradora do codificador

m} , com 9 estados. O codificador turbo possui 25 estados;

Na Figura 5.2, o esquema 2-3-drio com 25 estados apresenta ganhos de aproximadamente
0.4 e 0.2 dB, para probabilidade de erro de bit P.(b) < 107°, em relagao ao esquema, 2-3-drio
com 13 e 17 estados, respectivamente. Além disso, para taxa Ej,/Ny > 1.4 [dB], o esquema
com 25 estados apresenta probabilidade de erro de bit 11 vezes menor que o esquema de 13 e
8 vezes menor que o esquema de 17 estados (error floor). Como o tempo de decodificacao do
esquema com 25 estados é, em média, 1.62 e 1.37 vezes maior que nos respectivos esquemas
com 13 e 17 estados e estes sistemas sao considerados de baixa complexidade, o esquema com

25 estados ¢ mais eficiente que os esquemas de 13 e 17 estados para P.(b) < 107%.
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—0— 2-2-3-PSK,r=0.43,E=13
—V¥— 2-2-3-PSK,r=0.43, E=17
—4—2-2-3-PSK,r=043,E=25

P, (b)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 16
E, /N, [dB]

Figura 5.2: Desempenho da Py(e) x E,/Ny dos esquemas 2-3-drio com taxa 0.43 e o ntimero

de estados assumindo os valores 13, 17 e 25.
A Figura 5.3 apresenta o desempenho dos esquemas turbo:

1. bindrio com modulacao 2-PSK, taxa 0.333 e matriz geradora dos codificadores

1+ D%+ D3+ D*

} , com 16 estados. O codificador turbo

possui 32 estados;

2. 3-5-drio com modulagao 2-3-5-PSK, taxa 0.335, matriz geradora do codificador

1+42D? : :
RSC-1, g(D) = [1 m], com 27 estados e matriz geradora do codificador
4 +4D + 3D?
RSC-2, g(D) = [1 ﬁ} , com 5 estados. O codificador turbo possui 32 esta-

dos.
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10 T T T T T T
—— 2-PSK,r=0.333,E=32
—w¥— 2-3-5-PSK, r=0.335E=32

P, (b)
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Figura 5.3: Desempenho da P,(e) x E,/Ny dos esquemas bindrio com taxa 0.333 e 3-5-drio

com taxa 0.335 e 32 estados.

Na Figura 5.3, o esquema 3-5-drio com modulagao 2-3-5-PSK apresenta melhor desempe-
nho que o esquema bindrio com modulacao 2-PSK para Ej,/Ny > 1.0 [dB]. Como o tempo
gasto na decodificacao do esquema 3-5-drio é em média 1.11 vezes maior que no esquema
bindrio e estes sistemas sao considerados de baixa complexidade, para sistemas turbo que ne-
cessitem de probabilidade de erro de bit P,(b) < 2 x 1075, 0 esquema 3-5-drio é mais eficiente

que o esquema binario.

De acordo com as figuras 5.1 e 5.3 os esquemas hibridos com entrada binaria sao mais

eficientes que os esquemas turbo bindrios padrao com taxas 1/2 e 1/3.
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5.2.2 Esquemas Quaternario, 5-drto, 5-7-drio e 7-dario com En-
trada Quaternaria

Nesta subsegdo, apresentamos as curvas da probabilidade P.(b) de erro de bit versus
Ey/Ny dos esquemas turbo com simbolos de informacao definidos sobre o anel Z4. Ou seja,
sao esquemas do tipo: quaternario, 5-drio, 5-7-dario e 7-drio, com entrada quaterndaria, que
utilizam as modulagoes 4-PSK, 4-5-5-PSK, 4-5-7-PSK e 4-7-7-PSK, respectivamente.

Nos sistemas turbo com entradas quaternarias, fixamos o niimero de iteragoes em 8 e o
comprimento da seqiiéncia de informacao em N = 1000 simbolos.

A Figura 5.4 apresenta o desempenho dos esquemas turbo:

1. Quaterndrio com modulagdo 4-PSK, taxa de codificagdo turbo igual a 1/2 e matriz

2+ D +2D?
geradora dos codificadores RSC-1 ¢ RSC-2, g(D) = {1 ik

m] , com 16 estados.

O codificador turbo possui portanto 32 estados;

2. 5-dario com modulacao 4-5-5-PSK, taxa de codificacao igual a 0.46 e matriz geradora
444D + 3D?

dos codificadores RSC-1 e RSC-2, g(D) = [1 1+ D+ D5

], com 25 estados. O

codificador turbo possui 50 estados;

3. 5-7-ario com modulagao 4-5-7-PSK, taxa 0.43, matriz geradora do codificador RSC-1,

444D + 3D?

D) = _
9(D) [ 1+ D+ D?
6+ 2D + 4D?

D) = _—
9(D) [ 1+ D+ D?

total de 74 estados;

}, com 25 estados e matriz geradora do codificador RSC-2,

], com 49 estados. O codificador turbo possui portanto um

4. 7-drio com modulacao 4-7-7-PSK, taxa 0.41 e matriz geradora dos codificadores RSC-1

6+ 2D +4D?
e RSC-2, (D) = [1 prem e

T DL D° ], com 49 estados. O codificador turbo possui 98

estados;

De acordo com os parametros acima e as curvas mostradas na Figura 5.4, o esquema

5-7-drio com taxa 0.43 apresenta: um ganho maior que 0.3 dB para probabilidade de erro de
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bit P.(b) < 8 x 107%, em relagao ao esquema quaternario com taxa 1/2; um ganho maior que
0.2 dB para probabilidade de erro de bit P,(b) < 6 x 1077, em relacdo ao esquema 5-drio com
taxa 0.46; um ganho maior que 0.15 dB para probabilidade de erro de bit P.(b) = 6 x 1077,
em relacao ao esquema 7-drio com taxa 0.41. Além disso, este esquema 5-7-drio apresenta
patamar de saturagao da P,(b) ou“error floor” 15, 5 e 0 (zero) vezes menor que o “error floor”

dos esquemas quaternario, 5-drio e 7-drio, respectivamente.
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Figura 5.4: Desempenho da Py,(e) x E}/Ny dos esquemas quaternério, 5-drio, 5-7-drio e 7-drio

com taxas de codificacao iguais a 0.5, 0.46, 0.43 e 0.41, respectivamente.

O tempo gasto na decodificacao do esquema 5-7-drio é em média 2.47 vezes maior que o
tempo gasto no esquema quaternario, 1.63 vezes maior que o tempo gasto no esquema 5-drio e
0.72 vezes menor que o tempo gasto no esquema 7-drio. Portanto, o esquema 5-7-drio é mais

eficiente que os esquemas quaternario, 5-drio, e 7-ario para qualquer probabilidade de erro de
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bit P.(b) < 107° [dB]. As comparagoes podem ser consideradas injustas, pois o nimero de
estados e a taxa de codificacao sao diferentes para cada sistema. Todavia, estas comparagoes
indicam o bom desempenho dos sistemas quaternario, 5-drio, 5-7-dario e 7-dario com entrada
quaternaria.

A Figura 5.5 apresenta o desempenho dos esquemas turbo:

1. Binario com modulagao 2-PSK, taxa 0.333 e matriz geradora dos codificadores RSC-1
1+D+ D?+ D3+ D*
RSC-2, g(D) = |1
¢ (D) { 1+ D+ D*
possui 32 estados e o comprimento da seqiiéncia de informagao é N = 2000 bits;

}, com 16 estados. O codificador turbo

2. 8-5-dario com modulagao 2-3-5-PSK, taxa 0.335, matriz geradora do codificador

2+ D?+42D?
RSC-1, 9(D) = {1 1+ D+ D24 D3

3+3D
143D
comprimento da seqiiéncia de informacao é N = 2000 bits;

} , com 27 estados e matriz geradora do codificador

RSC-2, g(D) = {1 ], com 5 estados. O codificador turbo possui 32 estados e o

3. 5-7-arto com modulacao 4-5-7-PSK, taxa 0.338, matriz geradora do codificador

1+ D+ D?
RSC-1, 9(D) = [1 I+4D 1307

4+3D
145D
o comprimento da seqiiéncia de informacao é N = 2000 bits. Esta taxa 0.338 foi ob-

], com 25 estados e matriz geradora do codificador

RSC-2, g(D) = [1 ], com 7 estados. O codificador turbo possui 32 estados e
tida por meio de um puncionador que apaga apenas os simbolos de paridade impares do

codificador RSC-1 e mantém todos os simbolos de paridade do codificador RSC-2.

Na Figura 5.5, os esquemas binario e 3-5-drio apresentam ganhos maiores que 0.2 e 0.1 dB,
para probabilidade de erro de bit entre 1072 e 2 x 107°, em relacao ao esquema 5-7-drio. Para
probabilidade de erro de bit P.(b) < 107°, os esquemas 3-5-drio e 5-7-drio apresentam melhor
desempenho que o esquema binario . Como o tempo de decodificacao dos esquemas binario e
3-5-drio sao 2.33 e 2.11 vezes maiores que o tempo do esquema 5-7-drio e estes sistemas sao
considerados de média complexidade, para sistemas que possuam largura de faixa limitada,

conclui-se que o esquema 5-7-drio é mais eficiente que os esquemas binario e 3-5-drio.
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Figura 5.5: Desempenho da P,(e) x Ej/Ny dos esquemas bindrios, 3-5-drio e 5-7-drio com

taxas iguais a 0.33 e 32 estados.

Note que nos cédigos turbo do tipo L-M-drio com entrada quaternaria, apresentados nesta
subsecao, existe uma maior variacao no numero de estados e, portanto, a comparagao entre
os sistemas apresentados nao sao feitas fixando todos os parametros dos cédigos de forma
idéntica entre os diversos esquemas. Por outro lado, os cdédigos com entradas quaternarias
processam 1000 simbolos em vez de 2000 bits e ocupam a mesma largura de faixa dos codigos
com entradas binarias.

Os codigos turbo hibridos com entrada quaternaria apresentam um patamar de saturagao
para P,(b) “error floor” mais baixo e possuem baixa complexidade de decodificagdo (para um
o nimero de estados menor do que 50) quando comparados com os cédigos com entradas

binarias. Logo, os esquemas com entrada quaternédria podem ser considerados mais eficientes
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que os esquemas com entrada binaria por apresentar melhor desempenho e ocupar mesma

largura de faixa.

5.3 Conclusao

Neste capitulo apresentamos as curvas de taxa de erro de bit versus Ej/N, referente as si-
mulagoes realizadas para os codigos turbo hibridos multiniveis com modulacao
Q-L-M-PSK. Estes sistemas hibridos possuem codificadores definidos sobre os campos Zj, e
Zyy e seqiiéncia de entrada definida sobre Zg (Q = 2,4,8,---). Esta estrutura de codificacao

hibrida proporciona ao sistema turbo:

1. perfeito mapeamento dos simbolos do alfabeto @)-drio em bits, pois a cardinalidade do

anel Zg é uma poténcia de 2 (Zy, Zs, Zqg, - - - );

2. maior numero de polinomios para a matriz geradora do codificador definido sobre os

campos Zj, e Zy;
3. maiores distancias (Dpee € Defer) do que no esquema turbo multinivel convencional;
4. maior variagao da taxa de codificacao turbo;

5. menor complexidade de codificagao e decodificagdo que o esquema turbo convencional

definido sobre o campo Z;;

Logo, para sistemas que necessitem perfeito mapeamento de simbolos @)-drio em bits, este
sistema ¢é mais vantajoso que o sistema convencional por apresentar melhor desempenho, erro
floor mais baixo e complexidade de codificagao e decodificacao préximas a complexidade do

sistema turbo bindrio convencional.



Capitulo 6

Conclusoes

6.1 Resumo da tese

Neste trabalho, apresentamos as estruturas de codificagao e decodificacao para mini-
mizagao da interferéncia do ruido em sistemas turbo hibridos multiniveis, definidos sobre
campos e anéis de inteiros médulo-M, Zj;. A estrutura de codificacao é formada por um
esquema de codificacao entrelacado que visa reduzir a correlacao entre a informacao extrinseca
e a entrada de dados a cada iteragao do processo de decodificacao. Ja a estrutura de de-
codificacao é formada por dois decodificadores componentes que atuam de forma conjunta,
aumentando a confiabilidade sobre os simbolos decodificados.

Para todos os casos considerados, a escolha dos componentes de codificagao e decodificagao
permite destacar os sistemas mais imunes a interferéncia do ruido, ou seja, sao sistemas bas-
tante eficientes, que apresentam grande capacidade de correcao de erro e baixa complexidade
de decodificacao, sem sacrificar a taxa de codificacao, a poténcia do sinal e a largura de banda.

Na primeira parte desta tese apresentamos os cédigos turbo multiniveis definidos sobre os
anéis e campos de niimeros inteiros Z,,;. No sistema M-ario definido sobre o anel de inteiros
Zyy, existe um numero reduzido de polindomios para a matriz geradora do codificador RSC,

pois nem todo elemento do anel Z,; possui inverso multiplicativo. Por outro lado, os anéis

107
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cuja cardinalidade é um poténcia positiva de 2, por exemplo Z,, Zs, Z1, ---, proporcionam
perfeito mapeamento dos simbolos M-drios em bits.

No sistema M-drio definido sobre um campo Z,;, pode-se obter um maior nimero de
polinémios para a matriz geradora do codificador RSC, mas nao existe um perfeito mapeamento
da fonte bindria nos simbolos de Z,,.

As curvas simuladas mostram que os cédigos turbo multiniveis apresentam bom desempe-
nho com baixa relagao sinal ruido e, em geral, quanto maior o tamanho do alfabeto maior serd
a eficiéncia espectral do sistema turbo M-drio, pois 1 simbolo transmitido corresponde a logs M
bits transmitidos no sistema M-drio. Além disso, para cada sistema turbo M-drio existe uma
faixa de valores para os parametros (tamanho do alfabeto, comprimento da seqiiéncia de in-
formagao, nimero de iteragoes, taxa de codificagao e codificador RSC') para os quais o sistema
turbo apresenta melhor desempenho.

Os resultados simulados mostram que o esquema turbo ternario, cujos codificadores com-
ponentes possuem 9 estados, apresenta melhor desempenho e menor complexidade de decodi-
ficacao que os demais esquemas turbo M-drios analisados.

Na segunda parte desta tese apresentamos uma nova metodologia para analisar os codigos
turbo hibridos multiniveis com modulagao do tipo Q-L-M-PSK. O tratamento tedrico referente
ao esquema de codificacao e decodificacao estabelece procedimentos que permitem avaliar a
contribui¢ao do codificador, do entrelagador, do puncionador, do modulador e do decodificador
no desempenho do sistema L-M-drio.

A relagao fechada que existe entre os simbolos de informacao definidos sobre o anel de
inteiros Z¢ e a modulacao @-PSK e os simbolos de paridade definidos sobre os campos Zj, e
Zy; e as respectivas modulagoes L-PSK e M-PSK, conserva os aspectos de distancia usados
na escolha dos melhores codificadores componentes do esquema turbo. Este sistema fornece
perfeito mapeamento de bits para simbolos, maiores distancias livre e efetiva, maior variagao
na taxa de codificacao turbo, maior nimero de polinémios na matriz geradora e menor comple-

xidade de codificagao e de decodificacao que no esquema turbo padrao definido sobre o campo
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Ly .

As curvas da taxa de erro de bit versus FEj/N, referentes as simulagoes realizadas para
os esquemas 2-3-drio, ternario e 3-5-drio com entrada bindria comprovam que estes sistemas
sao mais eficientes que o sistema turbo binario padrao. Ja as curvas referentes aos esquemas
5-drio, 5-7-ario e 7-drio com entrada quaterndria comprovam que estes sistemas hibridos sao
mais eficientes que o sistema turbo quaternario padrao. Além disso, os sistemas com entrada
quaternaria ocupam a mesma largura de faixa e processa a metade da quantidade de elementos
processada pelos sistemas com entrada binaria, sendo assim mais eficientes que os sistemas com

entrada bindria.

6.2 Contribuicoes da tese

Principais contribuicoes deste trabalho:

e Apresentamos os c6digos turbo multiniveis definidos sobre os anéis e campos de ntimeros

inteiros modulo-M, Zy;

e Descrevemos toda estrutura de codificacao e decodificacao, obtivemos as expressoes do
algoritmo de decodificacao iterativo e destacamos os componentes dos esquemas de co-
dificacao e decodificacao que proporcionam melhor desempenho nos sistemas turbo mul-

tiniveis;

e Realizamos as simulagoes e analisamos os resultados de forma comparativa para obter as

conclusoes sobre o desempenho de cada sistema M-drio;

e Propusemos os codigos turbo hibridos multiniveis que proporcionam perfeito mapea-

mento de bits para simbolos;

e Apresentamos a estrutura de codificacdo que processa simbolos de informagao do anel

Z¢ e produz simbolos de paridades pertencentes aos campos Zj, e Zy; e o esquema de
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modulagao usado na transmissao destes simbolos provenientes do codificador turbo;

e Obtivemos as expressoes do algoritmo de decodificacao e destacamos a contribuicao da
informagao extrinseca referente aos simbolos de paridade dos campos Z, e Zj; no processo

de decodificagao iterativo turbo L-M-drio;

e Mostramos o desempenho dos cédigos turbo L-M-drios em relacao aos cédigos turbo
M-arios e descrevemos os sistema mais eficientes em termos da probabilidade de erro de

bit pela relacao sinal ruido.

6.3 Trabalhos Futuros

Com base nos codigos turbo multiniveis convencionais e nos cédigos turbo hibridos mul-

tiniveis com entrada sobre Zg (Zs, Z4, Zs, - - - ), sugerimos os trabalhos:
e Cddigos multiniveis de baixa densidade de paridade (LDPC');

e Adaptacgao dos codigos turbo multiniveis para codificagao espaco temporal.

6.4 Publicacoes

e J. Barros, R. Baldini, “Cédigos Turbo Quaternarios,” In:XXII Simposio Brasileiro de

Telecomunicacgoes, pp. 10, Set. 2005.

e J. Barros, R. Baldini, “5-Ary Turbo Codes With 4-5-PSK Modulation,” In:VI Internati-
onal Telecommunications Symposium (ITS2006), pp. 180-183, Set. 2006.

e J. Barros, R. Baldini, “Cédigos Turbo M-drios com Modulagao M-PSK,” In: XXV Simpdésio

Brasileiro de Telecomunicagoes, pp. 16-17, Set. 2007.



Bibliografia

1]

C. Shannon, “A Mathematical Theory of Communication,” The Bell System Technical
Journal, p. 379-423, 1948.

C. Berrou, A. Glavieux and P. Thitimajshima, “Near Shannon Limit Error-Correcting

Coding and Decoding: Turbo Codes,” Proc. Int. Conf. Comm., pp. 1064-1070, May 1993.

C. Berrou, A. Glavieux, “Near Shannon Limit Error-Correcting Coding and Decoding:

Turbo Codes,” IEEE Trans. Comm., vol. 44, n. 10, pp. 1261-1271, Oct. 1996.

J. Barros, R. Baldini, “Cédigos Turbo Quaternarios,” In:XXII Simpdsio Brasileiro de

Telecomunicacoes, pp. 10, Set. 2005.

J. Barros, R. Baldini, “5-Ary Turbo Codes With 4-5-PSK Modulation,” In:VI Internati-
onal Telecommunications Symposium (ITS2006), pp. 180-183, Set. 2006.

J. Barros, R. Baldini, “Cdédigos Turbo M-arios com Modulacao M-PSK.,” In: XXV Simpdsio

Brasileiro de Telecomunicacoes, Set. 2007.

J. Hagenauer, E. Offer, and L. Papke, “Iterative decoding of binary block and convoluti-
onal codes,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol. 42, pp. 429-445, Mar. 1996.

L. Bahl, J. Cocke, F. Jelinek, and J. Raviv, “Optimal decoding of linear codes for mini-
mizing symbol error rate,” IEEE Trans. Inform. Theory, pp. 284-287, Mar. 1974.

111



112

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

BIBLIOGRAFIA

G. Ungerboeck, “Channel coding with multilevel /phase signals,” IEEE Trans. Inform.
Theory, pp. 5567, Jan. 1982

P. Robertson, “Illuminating the structure of code and decoder of parallel concatenated

recursive systematic (turbo) codes,” Proc. Globecom. pp. 1298-1303, 1994.

D. Divsalar and F. Pollara, “Turbo codes for PCS application,” Proc. 1995 Int. Conf.

Comm., pp. 54-59.

K. Sayood and J. C. Borkenhagen, “Use of residual redundancy in the design of joint
source and channel coders,” IEEE Trans. Comm., vol. 39, pp. 838846, June 1991.

K. Sayood, F. Liu, and J. D. Gibson, “A constrained joint source/channel coder design,”

IEEE J. Select. Areas Commun., vol. 12, pp. 1584-1593, Dec. 1994.

R. Baldini F. and P. G. Farrell, “Coded Modulation Based on Rings of Integers Modulo-q,
Parte-I: Block Codes,” IEEE Proc. Commun., pp. 129-136, Vol. 141, n. 3, Jun. 1994.

R. Baldini F. and P. G. Farrell, “Coded Modulation Based on Rings of Integers Modulo-q,
Parte-II: Convolutional Codes,” IEEE Proc. Commun., pp. 137-142, Vol. 141, n. 3, Jun.
1994.

A. Ruscitto and E. M. Biglieri, “Joint Source and Channel Coding using Turbo Codes
over Rings,” IEEE Trans. on Comms., vol. 46, n. 8, Aug. 1998.

J. Berkmann, “A Symbol-by-Symbol Map Decoding Rule for Linear Codes over Rings
using the Dual Codes,” Proc. of ISIT’, Cambridge, MA, USA, Aug. 1998, pp. 16-21.

Jason P. Woodard and Lajos Hanzo, “Comparative Study of Turbo Decoding Techniques:
An Overview,” IEEE Trans. Veh. Technol, Vol. 49, n. 6, pp. 2208-2233, Nov. 2000.

W. E. Ryan, “A Turbo Code Tutorial,” Proc. IEEE Globecom’98, 1998.



BIBLIOGRAFIA 113

[20]

28]

Rolf Johannesson, “Some Structural Properties of Convolutional Codes over Rings,” IEEE

Trans. Inform. Theory, pp. 839-845, Mar. 1998.

M. F. Atiyah and I. G. MacDonald, “Commutative Algebra,” Reading, MA: Addison -
Wesley, 1969.

Chris Heegard and Stephen B. Wicker, “Turbo Coding,” Kluwer Academic Publishers pp.
10-63.

K. S. Andrews, C. Heegard and D. Kozen, “Interleaver Desingn Methods for Turbo Co-

des”, Proceedings of the 1998. International Symposium on Information Theory, pg. 420.

S. Dolinar and D. Divsalar, “Weight distributions for Turbo Codes using random and

nonrandom permutations”, TDA Progress Report 42-121, JPL, August 1995.

F. Fagnini and S. Zampieri, “System-Theoretic Properties of Convolutional Codes Over

Rings,” IEEE Trans. Inform. Theory, vol. 47, N°. 6, Sept. 2001, pp. 2256-2274.

S. Benedetto and G. Montorsi, “Design of Parallel Concatenated Convolutional Codes,”

IEEE Trans. Comm., vol. 44, N°. 5, May. 1996, pp. 591-600.

Andrew C. Reid, T. Aaron Gulliver and Desmond P. Taylor, “Rate-1/2 Component Codes
for Nonbinary Turbo Codes,” IEEE Trans. Commun., pp. 1417-1422, Vol. 53, n. 9, Sept.
2005.

Rankin, David M., “Single Parity Check Product Codes and Iterative Decoding”. Ph.D.
Thesis, University of Canterbury, Christchurch, New Zealand, May/2001



