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A sintese via otimizagdo de parametros de regu
iadores L-Q & L-Q-G com restrigles de estrutura & introdu
zida como uma solugde de compromisso entre a subotimalida
de do desempenhe do sistema de controle e a viabilidade
de sua implementacdo pratica. £ feita uma abordagem unifi
cada com um tratamento detalhado e em profundidade do cil
culo em forma fechada do Indice de desempenhoe, vetor gra
diente e matriz hessiana. B proposto um novo método Quask
Newton especializado para solugdo do problema de otimizg
cdo de pardmetros. O novo método € baseado em uma aproxi-
macio definida positiva da matriz hessianag e explora 8
fragueza das vestrigoes de estrufura para obter uma melhoy
razio de comvergéncia. Comparado com outros mEtodos de
otimizacée, o método Quasi-Newton especializade se WO 5~
tyou melhor adaptado para tratar problemas de otimizagao
de grande porte e também capaz de apresentar um desempe-
nho computacional muitas vezes superier. No final sao . dis
cutides possibilidades de extensdo e melhoria dos resulta

dos obtidos.
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INTRODUCAD GERAL

-

{ objetive principal deste trabalhe ¢ apresentar contri
buigoes a formulagio e principalmente a3 solugao dos problemas de

otimizacio de parametros oviundos da sintese de reguladores Linear -
Quadratice {L-Q) e Linear-Quadrdtico-~Gaussiane (L-Q-G) com restri
coes de estruturs.

Trataremos de uma classe particular de problemas com as

seguintes caracteristicas:
fa1 Problema de otimizacdo sem restrigoes
{b} Sistema linear invariante no tempo
{¢} Indice de desempenho guadratico integral de tempo in
finito

{d) Restrigoes de estrutura: controlador na forma de rea-
limentacdo de saida, linear, invariante no tempoe com
estrutura de informacao predeterminada,

0s priacipais topicos tratados dentro da formulagao do

nroblema de otimizagdo de parametros sao:

{a} Especificagao da condigao inicial do sistema para 0%
regulador L-Q com restrigoes de estrutura.

(h) Especificagdo do indice de desempenho para garantir =z
gstabilidade assintdtica do sistemn controlade em ma
tha fechada,

Dentro da solucho do problema de otimizagio de parametros,

os principais toépicos sao:

{a} Discussao sobre existénvis de solugdo

(h} Célcule em forma fechada do Indice de desempenho, ve
tor gradiente e matriz hessiana.

(¢} Solucgdo do problema de otimizacao, utilizando metodes
de descida,

Este trabalho € constitulde de quatro capitulos com a  sg

guinte descricde sumaria:

Capitulo I - E composto de tres segoes principails e sua

finalidade € coletar subsidics para os capitules II e IIT.



Na segao 1.2 & feita uma recapitulacao de conceitos & rg
sultades da teoris de sistemas lineares invariantes no tempo, com
uma enfase esnpecial as propriedades das expressdes guadriticas inte
grais de tempo infinito e a utilizaclo da equagdc de Liapunov para

o caleulo das mesmas.

Na secdo 1.3 sdo apresentados de forma sintética os resul

tados sobre existencia e unicidade das solugoes dos problemas dos

4]

reguladores Otimos L-0 e L-Q-G de tempo infinito. Sac discutidos os
aspectos tedricos e de implementagdc pratica desses resultados rele
vantes para a compreensido ¢ tratamento dos problemas de reguladores
L~0Q e L-0~G com restricdes de estrutura. Uma énfase especial e dada
45 questoes sobre implementacio nas aplicagoes a sistemas de grande
dimensdo caracterizades por grande dispersac espacial entre suas
saidas ¢ entradas de controle.

A secdo 1.4 trata da solugdo numérica das eguagbes de
Liapunov e Riceati. Uma énfase especial & dada aos métodos para sis

temas de grande dimensso.

Capitulo 11 - ¥ composto de seis seg¢bos ¢ trata de aspec-

tos da formulacgée ¢ principalmente da solugao do problema de otimi-
zagho de parametros oriundo da sintese de reguladores L~ com res
trigoes de gstrutura.

Na secfo 2.1 a sintese via otimizacdo de parametros de Tg
guladares L-{ com restrigdes de estrutura € introduzida como uma s¢
lugap de compromisso entre a subotimalidade do sistema de controle
e a sus viabilidade de implementagdo. £ Apresentado também um breve
histfrico das contribuigdes de outros autores a fovrmulagdo e solu -

cic do problema de otimizagdo de pariametros.

Na secic 2.2 o problema de otimizagfo de parametros & de
finido formalmente. 5o tambdm discutidas a existencia de solugdo e
a especificacio do Indice de desempenho pars garvantir a estabilida-
de assintdotica do sistema controlado.

Na secgdo 2.3 € feita uma sbordagem unificada do problema
de cAlculo em forma fechada do indice de desempenho, vetor gradien-

te £ matriz hessiana,

.

Na secao 2.4 & discutido o problema de especificagao da

condicio inicial do sistema na formulagdo do problema de ctimizagao
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de pargmetros. E proposto um métode eficiente para solugio do pro
blema de otimizacdo de pardmetros para o pior case de condigao ini
cial do sistema. £ também apresentado um método para obtengso  de
uma estimativa do grau de subotimalidade da solugao do problema de

otimizagdo de parametros,

Na secao 2.5 € proposto um método Quasi-Newton especiall
zade para solucdo do problema de otimizagdo de pavametros. O méto-
dc € baseado numa aproximacaoc da matriz hessiana discutida na  se
cdo 2.4, 0 desempenho computacional do método Quasi-Newton especia
lizade & discutide ¢ comparado como o de outros métodos j& utiliza
dos, ou possiveis de o serem, na solugdo do problema de otimizacio
de paramstros.

Na seczo 2.6 o método Quasi-Newton especializado e og mé
todos mals promissores discutides na segas 2.5 sac utilizades  na
solucho de problemas de otimizagdo oriundos da sintese de regulade
res L-Q com restrigbes de estrutura. S3c tratades dols tipos de
nroblemas: o primeirc & um problema de otimizagdo com poucos parg~
metrog, oriundo da sintese de um regulador descentralizade para unm
sistema de pequena dimensio; o segundo sdo dois problemas de otimi
zacio oriundos da sintesé de um regulador, com estrutura de contro
lz local, para um segmento de via expressa descrito por um medelo
linearizado. Dadas a dimensfdo do sistema, suas caracteristicas di
nimicas, dispersdo espacial entre saldas & entradas de controle e
nimerc de parametros a servem otimizados, o exemplo da via expressa
£ um casp bastante significativo de sintese de regulador com res -
tricio de estyutura para um sistema de grande porte,

A secio 2.7 & a secic de conclusdo do capitulo. Nela @
Fpita uma recapitulacio dos principals resultados obtides,os quais
sie discutidos e comparades com seus similares obtidos por outyos
ZUTOTES.

Capitulo 11T - E composto de cinco segoes e & intelramen

te devotado & splucio do problema de otimizacao de parametros oriun
do da sintese de reguladores L-Q-0 com restrigoes de estrutura. A
forma de tratar o problema € a mesms utilizada para o reguladerl - §
no capitule I1.

Na secho 3.1 a sintese vie otimizacido de parametros  de

reguladores L-Q-0 com restrigbes de estrutura & introduzida  como



uma solugho de compromisse enire a subotimalidade do sistema de con
trode ¢ sua viabilidade de implementacac. E também apresentado um
breve historico das contribulcoes de outros autores & formulagio ¢
salugdo do problema de otimizagdo de parametros.

Na segéio 3.2 o problema de otimizagdo de pardmetros & de
finido e sio discutidos os aspectos de existéncia de solugan e esta

bilidade assintotica do sistema contrelado em matha fechads.

Ma seghAo 3.5 & feita uma abordagem unificada do  cdlculo
em forma fechada do Indice de desempenho, vetor gradiente e matriz

hessiana.

Na segdo 3.4 é proposto um métode (uasi-Newton especiali-
zado para solugdo do problema de otimizacfe de pardmetros. D métods
& baseado numa aproximagdo da matriz hessiana discutida na segio
3.3 . 0 desempenho computacional do métede Quasi-Newton especializa
do & comparado com o de cutros conhecidos métodos j& utilizados ou
pessiveis de serem utilizados na solucdo do problema de otimizagio
de parametros. O uso e desempenho do método Quasi-Newten especiali-
zado & ilustrado através da solugio do problems de otimizacio de pa
rametros oriundo da sintese de um regulader L-0-G, com estrutura
de centrole local, para o mesmo segmento de via expressa tratade na
secac 2.6 .

A secdoc 3.5 € a segac de conclusdo deste capitulo, Nela é

feita uma recapitulagdo dos principais resultades obtides, os guais
sao discutidos e comparados com o3 obtidos por outros autorss. Osg
resultados com finalidades similares obtidos com o regulador L-Q no
capitulo Il & o L-Q-G neste capitule sdo também comparados entre si.
Na segao 2.7 do capitulo Il ¢ nesta seclo estio contidas as conclu-

saes deste trabalho.

Capitulo 1Y - Neste capitulo sio feitas algumas observa -

coes adicionais sobre as conclustes deste trabalho. Sfo  discutidas
as possibilidades de aperfeigoamento dos resultades obtidos e sao
também discutidas as possibilidades de extensfo a outras classes de

problemas dos resultadoes positivoes obtidos.
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CAPTTULD T

TEORTA DE SISTEMAS LINEARES ¥ RECGULADORES OTIMOB -

RECAPITULACAD DE ALCGUNS RESULTADOS E DEFINILOES

O objetivo principal dos resultados, definigbes e comenta

rios apresentados neste caplitule £ o de servir de subsidio para o3
+ . [ . “ P E

capitulos 11 ¢Ill,que introduzem e tratam da solucde do problema de

otimizacdo oriundo da sintese via stimizacdo de parametyos de regu

jadores L-0 e L-0-G com restrigoes de estrutura.

0s tHpicos tratados estdo agrupados em tres se¢oes:

- Teoria de Sistemas Lineares Invariantes no Tempo.

- Os Problemas dos Reguladores Otimos L-Q e L-Q-G de Tenm
po Infinito.

- Solucdo Numerica das Equagoes de Liapunov ¢ Riccati.

Dentro da teoria de sistemas lineares invarianies no  ilen
po, sap selecionados thpicos com a finalidade de servir de subsi -
dio a tudo que & apresentado a segulr sobre 05 reguladores L-Q e
L-Q~-G com ¢ sem restrigoes de estrutura. fm particular & dada uma
atencio especial as EXPTESSHEs gquadriticas integrais com hovizonte
infinito, suas relagdes com a equagao de Liapunov € Suas papeciii-
cacdes pars garantir a estabilidade assintdtica de sistemas lineg

res ilnvariantes no tempo.

Des problemas dos reguladores Stimos L-0 e L-0-G de tempo
infinito, sho apresentadas suas formulagoes, 05 resultados sabre
existéncis o unicidade de suas solugdes e sac discutidoes os aspeo-
tos de implementaglo do sistema de controle que podem levar 3 impo
sican de restrigoes de estrutura.

Sobre a solucdo numérica das equagoes de Liapunov e Ricca
vi, sfo apresentados varios metodos de uso geral e o5 problemas de
cileuls envolvendo sistemas de grande dimensdc saoc discutidos.

A grande maioria dos resultados apresentados neste capitu

io nio sio acompanhados das respectivas provas, por se tratay deo
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assunto bem conhecido e difundido na literatura. Ao longo dp capl
tulo sde indicadas as referencias para obtengao de maiores deta -

thes sobre a matéria exposta,

1.2 - TEORIA DE SISTEMAS LINEARES TNVARITANTES NO TeMPC

Nesta segan vamos apresentar alguns resultados ¢ defini-
coes da teoria de sistemas lineares invariantes no tempo. Os tépi

cos tratados sao:
- Representagdo na forma de equagdo de estado
- Selugdc da equagao de estado
- Hstabilidade
~ Dontrolabilidade e Observabilidads
- Resposta a ruldos brancos
- Expressoes quadraticas integrais com horizonte infinito.

A referdncia bisica pars os cinco primeiros ftens ¢ {Kwa-
cernaak e Sivan {343 1. Pela sua importiancia pars este trabalho
e por se tratar de assunto menos difundido na literatura, a Faio-
rig dos resultados sobre as expressdes quadrdticas de tempo  infi

nito sao acompanhados de suas rvespectivas provas.

1,2.1 - Representacio na forma de equagoes diferenciais de estado

0% sistemas lineares continuos de dimensao finita podem

ser descritos por um cenjunto de equagoes diferenciais da forma

£(t) = AQt) x(t) + B() u(t) : x(0) = x, (1-1)
y(£) = C{t) x(t) + D(t) ult) (1-2)

onde: t & a varifivel independente; x(t}é um vetor de dimensao n
representando as variaveis de estado; ul(t} & um vetor de dimensdo
m representando as variadvels de controle; y{t) e um vetor de 431 ~
mensan v yepresentando as variaveis de saida e as matrizes A{t) |
®(t}, Cft)., D{t) tem dimensoes apropriadas, Se as matrizes A B.L,

D sdc constantes, o sistema € dito invariante no fempo.

Meste trabalho trataremos principalmente de sistemas con



tinuns lineares invariantes no tempo, descritos pelas eguagles

X(ty = Ax(t) + Bul(t) , x(0) = x, {1-3)
y(t) = Cx(t) (1-4)

onde a egquacdo (1~3) & a equagdo diferencial de estado e a equagdo

{1-4} & 5 equagan de saids do sistema.

1.2.2 - Solugao da equacac diferencial de estado

Teorema 1.1 - A seolucaoe geral da equagao de estado (1 -3}

& dada per

- . t . .
x{t}] = exp {Al} X * foexp (-1} B u{rldr {1-5}
2 2r 0 =
onde a exponencial de uma matriz quadrada M & definida pela série
infinita
on © - Y L s
exp{M) = I + M + Y M” o+ 57 15 {1-63

gue converge para gualguer M.

De {1-5) facilmente se verifica gque a solugdo da equagao

homogenea

k(t) = Ax(t) : x(0) = X, (1-77
& dada por

xi{t} = exp(At) Xy {1~83

Tenrema 1.2 - A matrix guadrada exp{At) tem as seguintes

propriedades:

{a) - exp {At) € nido singular para ~= < t < =

hy = exp{ﬁti} ﬁxp{ézzj = QEp {ﬁ(tl + tg}) vty t, [1~9}

{cy - Q&xp(&t}f& = gxp {~At} {1-103
fdy o~ mﬁw-{&xpiﬁt}) = 4 exp {At) = exp (At}A (1-111
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Antes de prosseguir, vamos recorday alguns resultados 2

definicles de Zlgebra linear.

Definicdo 1.1 - O espago nulo de uma matriz M & definido

COHD
N} ={x :x e C .M {1-12)

X ; TP - . " . ) . -
onde €7 € o espaco dos veteres complexos de dimensac n.

Definicio 1.2 - Um subespago linear u, & chamado de soma

direta dos subespagos lineares u; ¢ u, de um espago de dimensan n

se qualguer vetor Xo & uy pode ser escrito de uma ¢ apenas uma ma

W,
11

nolrg Como

Xy T Ay ot X, | {1-13)

onde %, & Uy & X, € Uy

Teorema 1.3 ~ Dada uma matriz A de dimensdo (n x n} com K

autovalores distintos, Ay, i=l até L. Seja my a muitiplicidade e

cada autovalor no polindmic caracteristico de A. Dados

M, o= (A - 1M (1-14)

Moo= N3y (1-15)
Entao

{aj A dimensio do subespago N, & my, i = 1 ate K

(P} Se x € ﬁ% = AX & &i

{c)y O espago complexo t* & 4 soma direta dos espagos  nu-
los M%, i = 1 até K

Teorema 1.4 - Para a matriz A, com a mesma notagac do teg
rema 1.2, & sempre possivel achar uma matriz T de dimensdo (n x nj,
nde singular, que pode ser parcionada como

T = {Tl’ Ty wns ng {1~163
tal qgue

A = TIT {117}

ande



t}( = ‘i}.ifﬁg (j}; ;53’2-} e on e JE‘;} {\}."“28}

O bhlooo Jj tem dimensao (mi X mi), i o= 1 ate K, e & par -

ticdo de T corresponde 3 partigde de J. As colunas de T; formam uma
base especialmente escolhida para o espago nulo Myo dos 1 até K

Os blocos .J. podem ser subparcionados como

Jj, = di&g {:leqlg J-

C o e Ty ) (1-19)

1.4

onde cada bloco Ji j tem a forma

L3

m}\.’l{.} a4 m o4 B i

L
0
. . - & & F & F ¥ £ & & ¥ F 3 ‘.‘E}
35 5 (1-20)
L P S

1

O v awen A
Ay

A matriz J definida scima 7 chamada de a forma noymal de

Jordan da matriz A,

Tearema 1.4 - Dada uma matriz & Com 4 mosma nOLACAU dos

sesremas 1.3 e 1.4, temos:

(a) exp (At) = T exp (Jt) T (1~71)
(B exp {Jt} = diag [expﬁ%t},@xp&ﬁﬁj.*aemﬁﬁKt}} (1-22)
(c} exp (J;t)= diag lexp(d; %t}, eesoexp {Jy goud(3~23)
- 0
a .2 n., .1
it W%T B S
{7115}»“1}0
A
_ oy N it B 372 ey
(d} ex?kjigjt) o o 1 ¢ i, d T {(1-24}
-yt
(ni§j 23t
0 { i {i 1

onde ng &2 a dimensao de Ji

o]

frwd

El

Teosrema 1.5 - Dado o sistema linear invariante no  tempo

x(t) = A x(t} sox{0) = x, {1-25)
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onde: A tem a mesma notagao dos teorvemas 1.2, 1.3, 1.4, £ ¢ dado
PO |
K
X, ® ;€1 v, comy, e N, 1=l até X {(1-263
{ =

x

Dado aindsa

. (1-277

onde o parcionamento corresponde so da matriz T no teorema 1.3.

Entao
K

(a) x(t) = X T; exp (J3t) Uy v (1-28)
i=1

(b} x5 e Ny = x(t) e WNj, Ax(t) € N, {1-28)

Corolaric 1.1 - Dade o sistema {1-25) e usando g mesma

notagdo dos teoremas 1.2, 1.3, 1.4, se x, pertence a um particu -
lar Ny entdo x{t) ¢ todas as suas devivadas temporais  pertencen
a0 mesmo ﬁi e a5 suas naturezas sio completamente determinadas
pelo autovalor A correspondente.

Notande gue x{t} = A x{t), prova-se este corolario fa -

cilmente a partir do teorema l.5.

Definigio 1.3 ~ Utitizando a mesma notagdo dos teoremas

1,3, 1.4 & 1.5, chama-se mode do sistema linear invariante no tem
po {1-25) & sua resposta x{(t} a gualquer estade inicial x4 per

tencente a um dos espagos nulos Ni‘

1.2.% - Egtabilidaﬁe

pefinicip 1.4 - O sistema lineay invariante no tempo de

ardem n

£(t) = Ax(t) : x{0) = x4 (1-30)



¢ assintoticamente estavel se para qualquer x, € R™
1im x(t} = U (1~313
Ty
Teorema 1.6 ~ O sistema linesy invariante ne tempo {1.30}
£ assintoticamente estavel se¢ e somente se a parte real de todos

os autovalores de A for estritamente negativa.

pefinicde 1.5 - Dado o sistems linear invariante no ltem

po {1-30) e utilizando a notagio dos teoremas 1.3 e 1.0 temos:

(s} chama-se subespago estivel do sistema ao  subespago
veal formado pela soma direta dos espagos nulos Ny
gue correspondem a autovaleres de A com parte vreal

pstritamente negativas.

(b} Analogamente, o subespago instavel do sistema & o
subespaco real formado pela soma direta dos espagos
nulos N, que correspenden a autovalovres de A com

partes reais ndo negativas.

Com esta definicio, se o sistema {1-30) €& de ordem n,en
tin o espaco R & a soma direta dos subespagos estavel e instavel

do siztems.

Corolario 1.2 -~ Dade o sistema (1-25) e usando a mesma

netacdo dos teoremas 1.2, 1.3, 1.4, temos:

{a} Se %, pertence ao subespage estével do sistema, en
the  x(t) e todas as suas derivadas temporails tam
bém pertencem ao subespago estivel.

{b) 1lim x{t} = 0 para X4 # 0 se e somente se X, perten-

L
ce ao subespaco estivel do sistema. Além disso, te

mo S
K
1im «im’e‘%%%ﬁl«. 03 K= 1,2,5 «.n. (1-32)
tew  dt
fste corplaric & consequeéncia diveta dos tecovemas 1.3
1.5,



1.2.4 ~ Controlabilidade e observabilidade

Definicdo 1.6 - O sistema linear invariante no tempo de

dimensdo n

%{t) = A x(t} *+ Bu(t] {(1~33}

g chamado de completamente controlavel se o estado do sistema pode

ser transferido do estado zero em qualquer instante iniclal t, 2

gualquer estado tsrminal §{t1} = Xy en um intervalo de tempo fini-
to tl - tﬂq

Teorema 1.7 ~ O sistema (1-33) & completamente controlg

vel se s somente se a matriz de controlabilidade

¥ -
P o= (B, AE, A°B, ..... A%Mp (1-34)
& de Posto n

Definicie 1.7 ~ Sejam A e B matrizes de dimensves (nxn)

e {mxm} respectivaments. O par A,B £ chamado de completamente
controlavel se o sistema- (1-33) & completamente controlavel.

Definicdo 1.8 - Um conjunto de vetoves ¥V pertencentes a

um espaco vetorialvarrve esse mesmo espago se todo vetor pertencen-
te g esse espago puder ser esCrito Como uma combinacdo linear do

conjunte de veteres V.

Definicao 1.9 ~ O subespago controlavel do sistema 1i

near invariante no tempo {1-33) & o subespago lineavr formado pelos
estados fque podem ser alcangados a pavtir do estado inicial zern

em um intervaleo de tempo finito.

Teorema 1.8 - 0 subespaco controlavel do sistema (1-33)
pag

& o subespage linear varrido pelas colunas da matriz de controlabil
lidade P {1~34).

Definicap 1.10 - O sistema linear {1-33} 7 estabiliza -

vel de seu subespaco instdavel estd contido no seu subespago contre

lavel.

Definicio 1.11 - O sistema linear invariante no Tempo

i) = Ax{t) + B u{t} ok {ta) = X {(1-35}
& = o 0 0



~ 1.9 -

y{t) = € x{t} (1-36)

& chamado de completamente observavel se para todo ty existe T, <

w  tal gue
y{t: toyr X uf(ty = y(t;tﬂg §5¢ uf{t}): tps <ty {1-37

para todo ult). to= t <1t

Teorema 1.8 ~ O sistema {1-35), {(1-36)

e %S» ;:m_a}_:’_”{ vt o,
1 30 1mpiics :X{} ;1{;}

completamente

o

-
Fay

ohservavel se ¢ somente se para todo ty existe ty wotal que

P
ot
!
Lk
[on]
rtarar

y(t;tg3§ﬁ,ﬁj = {4 Ty s T %1y

implica gue Xg = i

Teorema 1.9 - O sistema (1-35), (1-36) € completamente

shservavel se e somente se a matriz de observabilidade

:
oy
i

22 (1-39

[ T
5

£ e w o«
ki

& de Posto n.

Definicdo 1.12 - Sejam A e C matrizes de dimensdes -

fn x n} e {n x r) respectivamente. O par [A,C] £ chamado de conm
. ¥ a
pletamente cbservdvel se o sistema (1-35), (1-36) & completamente

nhservavel.

Definigho 1.13 -~ 0 subespago ndo observavel do sistema

{1-35), {1~36) & o subespago linear formado pelos gstados Xq para

08 quais

Teorema 1.10 - O subespago ndo observavel do sistema

(1-35), {1-36} é o espago nulo da matriz de observabilidade "G .

Teorema 1.11 - Se X, pertence ao subespago ndo observa
vel do sistema {(1-35), (1-36) entao x {t} e Ax(t} também perten -

cem ao subegspago nio observavel.



" lﬁlf} -

Corolarig 1.3 - 5S¢ x, pertence ac subespaco nao observa

vel do sistema [1-35), (1-36), entao x{t} e todas as suas deriva -
das temporais pertencem ap subespago nao observavel.

Lembrando que X{t) = Ax(t). prova-se este corolario fa
Cilmente a8 partir do teovema 1.11.

Lema 1.1 - PDado o sistema {1-35), (1-36), se

Lim y(r) = 0 {1-411
iz

entao ¥
vim S XD - 9. k= 1,23 ... (1-42)
Tobse dek '

Prova:

v{t} pode ser escrito Ccomo

yit) =y, (03 vy (1) (1-43)
y(ty = Cx (1) (1-44)
2, (1) = Cxy(0) L)

onde ﬁﬁﬁt} @ §u(t} pertencemn respectivamente aos subespagos st
vel & instavel do sistema {1-35}.

De (1-43) vemos gue y{t) & formado por uma combinagao
linear de funcfes exponenciais integrantes dos modos estaveils £
instiveis do sistema. Além disso

lim v(t}) = 0 {1-4863

et e
significa que y(t} & formado apenas pelas exponencials integrantes

dos medos estaveis do sistema. Neste caso, temos

9 (1~47)

HE

¥l

Substituindo {1w£?§ e {1-44) em {(1-43} temos

y{t} = Cx (1) (1-48)
g portanlo K _
a“e i) dix, (e
1im mwaﬁéga = € lim e 5 K=LL2 (1-4%)

o gt
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aplicando o coroldrio 1.2 a (1-49) temos

X
lim mﬁm%éii 0 K= 1.2 ve.. (1-50)
oo dt

C.og.d.

Definicde 1.14 ~ O sistema linear (1-35), [1-36) & cha

mado de detectdvel se ¢ seu subespaco nao ohssrservivel estd conti
de no seu subespago estavel.

Definicao 1.15% -~ O par A.C & chamado de detectavel se
o sistema (1-3%%7, (1-36) & detectavel.

Definicao 1.16 ~ L chamado de dusl do sistema

X(t]) = Ax{t} + Bgit]_ (1-51)

gty = Cx(t) (1-52)
o sistema

x* () = Alxr o+ clurqn) (1-53)

o W e T * !

yH(t) = Blx(t) (1-54)

Teorema 1.12 - Dado o sistema (1-51}), {(i~52}e seu dual
[1~53), {1-54), temos:

i

{a) - O sistema (1-51), (1-52) & completamente controla

vel s2 2 somente se o seu duasl {1-53), {1-54) for

completamente observivel.

(b} - O sistema (1-51), (1~-52) & estabilizdvel se ¢ 30
mente se seu dual {1-53%, {1-34) for detsctivel,

(e} -~ O sistema [1-513, {1-52) € completamente observi-
yel se o seu dual {1-353), {1-54) for completamen-
te controlével.

{d) - O sistems [1-51), (1-52) & detectavel se ¢ somen
te s o seu duasl (1~-537, (1-547 for estabilizavel.



1.2.5 - Resposta a ruidos brancos

Definicap 1.17 - Seja a forma quadratica real

50x) = x'Ax (1-5%)

onde A & uma watriz simftrica de dimensde (n x n). Temos:
{8} ¢(x]) & chamadsa de definida positiva se
e{x) > 0; wvx #0,x e R (1-56)
(b} a{x) ¢ chamada de semidefinida positiva se
plx} » ¢  ¥Yx € g (1-57)
() elx) ¢ chamada de definida negativa se
p(X)< 0D 5 wvx #0,x & RV {1-58)
{d} #{x) & chamada de semidefinida negativa se
s{x) =0 vx e R" (1-59)

(e} Bm caso contrario, ¢(x) € chamada de indefinida,
Befinicdo 1.18 - A matriz simétrica A da forma quadrati
ca{l-53%) & chamada de definida positiva (A » 0}, semidefinida posi

tiva {A » (), definida negativa [A < 0}, semidefinida negativa -

(A « 0) ou indefinida se a forma gquadridtica (1-55) for respectiva-
mente definida positiva, semidefinida positiva, definida negativa,

semidefinida negativa ou indefinida.

Definican 1.19 ~ Dade o processo estocastico vetorial

v{t], chamamos:
m{ty = B {v(t}} {1-60)
a media do processo,
T
R {ty t0 = BOf vty )-m{ty) ] !ﬁ(f2}*§€f23] } {1-61}

a matriz de covarianga,



{:%‘{.t}«?i:ﬁ} w B {*j‘“’iiti} v {TZ} (lwé}gj

a matriz dos momentos conjuntes de segunda ordenm,

R,(t. t) = V() (1-63)
a matriz de varlanga e
C,(t, 1) = V' (1) {(1-643%

g matriz dos momentos de segunda ordem.

Teoyvema 1.13 - A matriz de covarianga Rv{tz,tzj & 4 ma

triz dos momentos conjuntos de segunda ordem Cy(ﬁl,tz) de um pro -
cesso estocastico vetorial v(t) tem as seguintes propriedades:

, A . ) . .

{a) Rv{t?tg = R V(t1‘12) : Vi, T, {1-65}
. P . Y

(By Wity = Evitg ty » 0O, vEL [1-67)
Weier = £ (t.t) 0 vt {1-58)

. . ) ) , ) T, . L
- s - = E . 3 - ] o v . £ s i
{3 wv{t1¥tzj Rvial§t2j + %{ii] " {12}3 Vgt {(1~65)
onde mit] & a média do processo.

Definicdo 1.20 - Seja £{r) um processo estocistico veto

rigl com média zero e matriz de covarifnoia

Ry (t;.t) = V{(ty) (1-70)

ande V{t) » 0 e &(.) &€ a fungdo delta de Dirac. O processoe L1t} &
chamado de processo estocastico ruido brance com intensidade V{t}.

Tecorema 1.14 -~ Dado o sistema linsar invariante no tem

o

f{t) = Ax(t) + Bg{v} ., x{0) = Xy {1-713
onde: £{t) & um processe estocdstico ruide brance com intensidade
V constante, wmatriz de covarianga

Bo{t,,t.) = VS {t,~t.,38{t,~1t,) (1-72}

3 1 Z 1 EA 4 i B
£{ty, com media By WA

- b . . .
Xy € uma variavel aleatoris, independente de

triz de varigdncis
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e i T | ax
Wy = & flxg=mad (xp=mp) 2 (1-73}

e matriz dos momentos de segunda ordem

Wy o= B LxgrgT ) (1-74)
Temns:

(a) B (6) =An (8)  : m,(0) = m (1-75)

(b) W(t) = AW(t)+ W(OA' + BVB': W(0)= W, (1-76)

(e) Wgr) = AW (t)+ we(n)al « BYBT; wi(oy=w (1-77)

onde gx{t), Wity = int,t} e Wi{ty = CX(t,t} saec respectivamente a
média, & matriz de varifncia e a matriz dos momentos de segunda  or

dem de x{t}.

Se o sistema (1-71) & assintoticamente estavel, temes
ainda:
fdy 1im W({t) = lim W' () = Wr [1-78}
oo Tpon

onde W, > 0 & a solucao Gnica da equagac matrricial linear

ﬁw?+w?&T + BB = 0 (1-79)

1.2.6 - Expressfes quadrdticas integrais com horizonte infinito

Antes de considerar os virics aspectos do calculo de ex
pressoes quadriticas integrais do estado de sistemas linsares inva-
rigntes no temps, vamos recapitular mais alguns resultados e defini
coes da tgoria de matrizes que serio muito utilizados neste capitu-
1o ¢ em todo o rests do trabalho. Até o teorema 1.20, = referéncia

2 {Barnett & Stovey,{6}}).

nefinicdo 1,21 ~ Dadas as matrizes A ¢ B de dimensoes
(m x n} & {Lx p) respectivamente, © produte de Kronecker {A {E} B)

& dado por

A Xy B = {ag jB} {1-80}
onde A (?} B & uma matriz de dimensdo (mi x npl parcicnada eom m

Wlocos come indigado em {1-80).
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Teorema 1.15 ~ Dadas as matrizes A,B,C.D de dimensoes

fme x n), (2 x p), (nx g}, {p x v} rvespectivamente, temos:
) mt o= at gt (1-81)
) € o= AcX)BD (1-82)

Teorema 1.16 - Dadas as matrizes A,B.C de dimensces {n x 1},

e

nxmh [(mx n) respectivamente, temos:

{a} AX=B & equivalente =

IRGERERES .

¥

{h) XA=(C & eguivalente a

(Em Cg}&ijxv = CV {1-84}

Onde im 7 a matriz unidade de dimensao {n x m); XY’ ﬁgﬁﬁv LA Ve
tores de dimensfo {(nm) contends respectivamente, os elementos X, B,

C armazensdos por linha.

Teorema 1.17 - Dadas as matrizes A,B de dimensoes (o x n}

g {m x n) respectivamnente temos:

(2} Os autovalores de (;’%B'} SEG 0% MmN AUMETOS

lij = Ai{A} Rj{B) i o= 1 ate n, j=l ate m {1-85)
(k) Os autovalores de A <:> I, * I, (:) B sho os mn nu

mercs

Rij = Ri(ﬁ} + Aj(B} ;1= 1 até n, =l atém [1-867

onde 1, {A), A, (B} representam o iesimo autovalor de A.B respectiva-

menie.

AX + XBR + 0 = { {(1~873
onde A.B.C sde matrizes de dimensdes (n x n), {(m x m}), {n x m) res-

pectivanente, temos:

(a7 A eguagdo {1~87) & equlvalente aos sistema de squa -~

coes lineares
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| | _ o B
LA {§> Ly * 1y <§> B ]hv Ty (1-85)

onde XV e C¥ sho vetores de dimensdo nm contendo, respectivamente

os elementos de X e € armazenados por Llinha.
(b} A equagao (1-87) tem solugde {inica se e somente se

A AY ¢ (B) £ 0 i=] até n, j=1 até m {1-8%)

onde i%(é}, Ai(B) representam o iesimo autovalor de A,B respectiva-

mante.
Prova

Parte (s} ~ Fazendo

Y = AX {1-90}
7 = XB (1-91)
e substituindo (1-90) e {1-81) em (1-87) temos

Y + I o+ { = 0 (1-923
8 CUOns &‘r-q{i*&i}t asmants

?ovyr + :::v“ = "'CV' {}- "'5}3}

onde YV*EV sao vetores de dimensdo nm contendo vyespectivamente oS
clementos de Y,Z armazenados por linha. Aplicando o teovema 1.16 a
{1-94Y & [(1~91) temos

it
1

v e 01 X, (1-94)
o T « ae-
Zy {1ﬁ®g J Xy (1-95)

gue substituidos em (1-93) resulta

a1, + X8 X, = o (1-96)

-3
£

Parte (b} Felo teorema 1.17{(b)., os autovalores de
£ Lo+ IEE@EE] sio dados por
o R ) By

Portanto, a equacdo (1-87) tem solugio anica s£ e somente se

Ay = ApA) 2 A (B) £ 0 (1-98)

Cog.d.
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Observagao: & facil verificar que se A e B sdo matrizes assintoti-
camente estdveis, entde temos ij # 0 em {1-98) ¢ porvtanto a equa

gan {1-87) tem solugde unica.

Lema 1.3 - Dadas as matrizes A, X de dimensac {n x ny e

a matriz C de dimensao {r x n}, temos:

{2} Se as partes reais de todos os autovalores da matriz
A sdo estritamente negativas, entao a solugdo da
squacido matricial.

AP x s xa v cfe =0 [1-99)

¢ dada pela matriz simétrica

X = “exp (aFoyclecespatyde (1-100)
(b} X & uma matriz definida positiva se ¢ par {A.C} &

completamente ohservavel.
Prova:
Parte {a) : Por inspecac, facilmente se verifica gque a
solugdo da equacgan diferencial matricial

Yt1=ATY (£} + Y(t)A; Y{0) = ClC (1-101)

¢ dada por
¥ = explAtt)c Cexp(At) (1-102)
Integrando ambos os lados da equagac (1-101) temos

Y ar maft{A?Y(t}~%Y{%}A ar . y(oy=clg (1-103)
&

T h 1 . T i
Y{t)-Y(0) = Aiﬁf“¥{§}ﬁt £ LY (L)AL A Y =CTC  (1-104)

Fazendo o limite para t tendendo a infinito,temos

lim ¥{t} - Y{0) = &%{ v(t)dt %EWY{z)&t AL Y(0)=CTC (1-105)

£
o e

A hipGtese de gue a parte real de todos os autovalovres

de A sio estritamente negativas e (1-102) implicam gue

Yim  Y{t) = O (1~106)

1o



Substituinde {(1-102Z3 ¢ {1-106) em (1-105) ¢ fazendo

X = /v(oydr =/ expTe1cTe exp (At)de (1-107)
& il
Temon s

ATX + YA CTC = ] (1-108)

Parte {(b}: Para provar (b) por absurdo, vamos supor que

i

X nac e definida positiva. Entdo, existe X, € R, X # 0 tal que

3 (xg) = xp¥x, < 0 (1-109)
Substituindoe {(1~107) em {(1-109), temos
S U Toy 7110 o A 41
o) = xpoexp (A1) 70 exp (At) x,dt « 0 {1-110)
qug pode ser raescritc Como
$(xg) =o/ ¥y (t) y(t) dt < 0 (1-111)

onde y(t} & dado por:

x{t) = Ax(t) ox(0) = x, (1-112)
y{t} = Ux{t} (1-113)

Be {1~111) verrificamos que ¢(§G} < § & absurde porgue

yie)y vy s 0 G<t<e (1-114)
¢ (Xg) = 0 tamb&m €& absurdo porque meste casp teriamos
y(t) = 0; 0<t<e (1-115)

gue contraris a hipdtese de que o par {A,C} € completamente obser
vavel, Portanto, $(xp) = 0 ¢ absurdo e X € uma matriz definida
positiva.
c.g.d.

ApGs este lema, as seguintes observacOes siv oportunas:

VT , -
{a} 5Se C°C » O temos X > 0 porgue neste ¢aso & bem  £o~
nhecido que € tem poste n e portanto o par {A,C} g

completamente observivel para qualguer A.
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(b} Por seu papel no estudo da estabilidade de sistemas
lineares pelo segundo métode de Liapunov, a egquagho
{1-99) & frequentemente chamada de equagao de Liapu-
nov, denominagio esta gue serd utilizada neste tra

balho.

{c) Uma matriz guadrada A com a parte real de todos 0%
seus autovalores estritamente negativa, sera chamada
frequentements neste trabalhe de matriz assintotica

mente estavel.

Teovema 1.18 - Dada uma matriz quadrada A de dimensao
(n x ny, temos
i
trago(A) = 2. Xy (1-116])
=1

ande ki, i=1 2té n sig o5 autovalores da matriz A.

Tecrema 1,19 - Dadas as matrizes A ¢ B de dimensces {nxm)

e {mxn} respectivamente, temos:

trago [(ABY = trago(BA) {(1-3117}

Tesrema 1,20 - Dadas 3 matriz simétrica A ¢ a matriz B

de dimensces {nxn}, temos

trago {(AB) = trago (ABT} (1-1187

Tegrema 1.21 - Dados o sistems linear ldnvariants no tem

po  assintoticamente estavel

() = (A+BGIx{t) | x(¥) = x4 (1-119)

¢ o indice de desempenho guadritico

3= 07 5T (6) (818, *+ 618,6) x(t) dt (1-120)

i
onde 5, & uma matriz definida positiva.

Temos:

Wx, = trago {xﬁgé W3 {1-121)

T
fay J = x a X

=4

(A+BG) THW[A+BG) + 18, + G850 = 0 (1-122)



{b} W £ uma matriz definida positiva (W> 0) se SE 81 » 0
7
1

ou se 5, 3y » 0 e o par {A,8] & completamente observa

1
wel

fc} Se Xg ¢ uma variavel aleatdria com matriz dos momen-

tos de segunda ordem E'{ﬁG §é} = ng temnos

e
Ea]

JiPoo= trago{X,W] f1-123)

Prova:

Parte {a)} - Do teovems 1.1, temos gue a solucac da equa-~

cao {1-119) e dada por

x{t) = exp [(A+BGIt | x4 (1-124)

Substituindo (1-124) em (1-120) temos

B Ty - T {ele oola o , o

J = xg fTexp L (A+BG) el 18,8,46°8,6) exp [ (A+BG)T | dtxy (1-125)
Ua L

Aplicando a {1-125) o lema 1.2 (8) e em seguida ¢ teore-
ma .19 temos

7 T .
J o= X W g = trago (§850 W {1~1267
(A+B6) W + w(a+BG) + 5Ts, G's,6 = 0 (1127
Parte (b) - Como (518, * GTSZG) » 0, de {1-125)e {1 -126)
ftemos
Jo=xgWx, >0 (1-128)

De {1-12%) facilmente se verifica gue para 3¢ ter J =

& necessaric termos simultaneamente:

E}:T {tJ Sggi—;}:(t) = S R < o ‘(}N““}. ZE}}
I AP S _ _ . p .
x {t) 675, Lx{t)=s O A S {1-130;

Para E251:>ﬁ3 {1-129) & impossivel para X # 0 ¢ portan-
to devemos ter W o» @ porque J = xé Wxe > 0 para gqualiguer
20 # 0



P . )
Para 51h1 = 0 e o par Aﬁﬁz
de {1-129) temos
ﬁlﬁ{t} f £ L I S o

Como temos 823>D, {1-130) implica
{;N}HC{'{,} = 4 RS I S T

Substituinde {1-132} em {1-118} e

temos

x(t) = Ax(t) x(0) = x4

yir) = 5. x{t} = 8 1 Osi<w

o que & impossivel porque vicla a hipdtese
completamente observavel. Portanto devemos
W o» U porgue J = Ei

Parte {¢) - De {1-121} tenos

E[J} = E {trago (X xg)}
Devido &

tematica F {.} , temos

H

E {0} Lrace (ﬁ{fﬁﬂﬁg}'wﬁ

i

E {J} tTage (xﬁw}

c.q.d.

completamente obsevvavel

{1~131}

que
(1-132)

ajuntando com {1-131},

{(1-3133)
{1~134)

de que o par {A,gig &
o

ter também nests  ©as

W§ﬂ > O pare qualquer X, # 0.

(1-135)

linearidade dos operadores Lrago ¢ osperangs ma

(1-136)
{1-137)

Lema 1.4 ~ Dadas as matrizes A,B.W.T.5 de dimensan {nxn},

onde A & uma matriz estavel e B.W.T,S sio matrizes simétricas, te

mos !

traco (BW) = trago {(T8)
onde W e T sio dados porx

AW + WAl ¢ B = 0

Alw » WA + 5 =D

PBrava:

Aplicando o lema 1.3 & eguagaoc (I~

{1~138}

(1-139)
{1-140)

139} temos:



Wo= | exp(£ﬁ)$8ﬁp£ﬁrt) (1-141)
0 "

Substituindo (1-141) em {1-138), temos

(23] 5
trago(SW) = trage § ] exp(&t}Bexp(Alt}dt {1-1423
{
Trocande entre si os operadores trace e integral {a troca & p65$§

vel porgue se trata de operadores lineares), Lemes

trago{BW) = E trago [Sexp{At)Bexp{Aft)j 4t {1~143)
{

Paelo teorvemsz 1,19 temos

trag0[$exp{At}Bexp{ﬁit}} @ traga[fxp(AFt)Sexp{ﬁt}ﬁ}

{1-144)

Substituindo (1-1443 em {1~1é3}'e trocando novamente entre Si 03
pperadores trago e integral, temos

[e]

trago(SW) = trage axp(ﬂTt}Sexp(ﬁtjdtB> {1~145)

{
{1

e

Aplicando o lema 1.5 is egquaces (1-145) e (1-140), temos final

mente
trago{SW) = trago{TB) {(1-1486)

Celots

Lema 1.5 « Dados

4 o= traga(ﬁiwl} (1147}
y R e
Alwi + hiﬁz + Ql Q (1-148]

onde A, & uma matriz de dimensao {nxn} e 31, %12 Ql sao  matrizes

simftricas de dimensdo (nxn}. Seja M uma matriz ndo singular de
dimensio {(nxn}, entac Lemos:

J = trago(5W) (1-1487

eal _— .

AW o+ WAL+ Qo= 0 (1-1503

anda:



5 = M's M (1-151)
-1
A =M Aiﬁ _ {1-152}
T U -
Q = MM (1-153)
Prova: -1
Pré e pds multiplicando (1-148) pov Mt e Mt temos
ok . -1 )
-1 wst S DU U S A | . .
M A}WIM + M %lﬁlﬁ + M QIM = {} (1-154)
que & equivalente a
ey . B R | Y
ot oF bt - {je«;“lz«:.iﬁi yof A )+ M f = 0
(1-155]
a qual podemos TEeSCYEVEr COmO
Aw o+ WAl v Qo= 0 | (1-156)
onde -1
A= MR AM (1-157)
B
Q= Mty (1-158)
. ok
W= M (1-159)
ne {1-~159) podemos verificar que
e T .
Wi = MWk (1-168])
que substituido em (1-147) 43
J = tf&g@{&lﬁwﬁr} (1-161)

a qual usando o teorema 1.19, podemons reescrever Como

#

J traco{SW) {1-162]
g = M g.M (1-163]
c..d.

Tearema 1.22 - Dados o sistema lineavy invariante no tem

Bo



&(t) = Ax{t) + Bg{t} . x{0}) = Xy (1-164)
e o Indice de desempenho quadratico
_ T
J = 1im m%w B30 x e s (tyde | (1-165)
Torao [ = - i

onde: A & uma matriz estiavel; S & uma matriz simBtrica; X5 & uma

yariavel aleatdria com matriz de momentos de segunda ordem

3\ ‘T{m"' -
Elxoxy | = X (1-166)

-

E{t} & um processo estacastico ruide brance independente de Xy o

com madia zero o matriz de covariancia

ﬁ%g{tigi?(tzpé - Qélt,-ty) (1-1671
Temos:

J = trago(SW) {1~168;
AW + WAL + BOQBL = 0 (1-169)

Prova:
Lembrandoe que ¢ trago de uma variavel escalar & igual

a ela mesms, podemos reescrever (1~165%) como

1o T , !
J o= lim . By traga{x {t}Sx{t)jdt' {1-1740})
T seo ' g i - - %

Pelp teporema 1.1Y9 temos
trag&{&i{tjgiﬂtjl = traga{?ﬁ(tjﬁiﬁtis {1~17%13%

Suhstituindn (1-1711 em (31-170) e trocande entre si os operadores

intepral , trago € esperanca matemdtica, temes

T ' -
J o= 1im w%m-tfaQGES ﬁ E?E{t}gi[tjéﬁt] {1~172}
T -+o0 0

Pelo teorvema 1.14{c) temos



BE(x(t)x (t)} = W (t)

onde W, (t) e dado pela equacgioc

¢
St

' wl K I T .
Wy (t) = AW (1) + W (e)AT + BQBT W, (0)

Por substituicdo direta & facil verificar que se A € uma

estiavel, a solugio de {1-1741 € dada por:
Wl(t} = exp{&t}(XOmW}exp(&qﬁ} + W

#

ii

AW + WA' + BQB'

substituinde {(31-173), (1-175) em (1-172) temos

Topos {

- T -
J o= 1im - tragoiS | exp(&t}{Xﬁ—N)exp{AIt}dt]
(}

. s "él"

+ 1im m%w-tragg 51 wdﬁE
T gt £}

Como A & uma matriz estivel, usando o lema 1.3 & fafil

que

T -
1im w%w tragc[? | exp(ﬁt}(xq~W}exp{Ait}dtj
5 {} .

R ]

4

11 1 o o= N -
Lim —?w~tz&gm{S%QE 0

T 4l

onde W, & g solucgie fnica e finita da eguagao

- o T Y\I‘ 3 148 .
ﬁwﬁ + waﬁ + XO - W o= 0

(1-1743

matriz

(1-175)

(1376}

(1-177)

(1-178)

verificar

{1-180}

{1-181)

Por outro lado, & facil verificay gque como ¥ & constante, Lewmns

1im m%w tyage{§ i Wdt} = trago{(SW)

Teo 0

{1-182}

Substituindo {1-182) e (1-1803 em (1-178), temos finalmente



J = tracgo {(8W) (1-1833

Tenrema 1,23 - Dado o indice de desempernho quadritico

poal
T ¢ LT T . . _
J o= tracolS' 8 1 exp{ATt1Q Qexp(At)dr {1-184}
{

onde: A & uma matriz de dimensidld (nxn), 0 & uma matriz de dimen
sdo frxn) ¢ o par [A,Q] & detectdvel; S5 € uma matriz de dimensao
. 3 r\i‘ el s
{(mxn) e ¢ par [A,5°} & completamente controlavel.

Se J & finito (J<w») entdo A & uma matriz assintotica
mente estavel.

Prova:

Assumindo {J<w) e aplicando o teovema 1.18 & equagdo
{1-184), temos

w3 y o r
J = traggg:ﬁ Sexp(ait}QlQexp(&zjﬁrdt} < w (1-185)
0

gue podemos resscrever na forma

P T neT T .
J= &V s.explAt}Q Qexpi&t)gi de ] < = {1~186]
i=1 0t "
onde &, & a i-6sima linha da matriz 8.

A equacio {(1-186) pode alinda ser vista como

mo®
= I | z;(t}zj(t}&t < e {1-187)
i=1 0 )

ande Eg(t} & a salda do sistema

R(t) = Ax(t) ;5 x(0) = st (1-188)
yifr) = () (1~189)

Para se obter {1~187) & necessario que

Lim Xi{t} = 0 7 i=1 até m (1-1807

bl 8-



Prig lema 1.1, (1-190) implica tambem que

o dhy ) .
LRI g ¢, i=1 ate m, K=1 ate = {1-191)
T dt

Pele teorems 1.1 e 1.2{d}, temes

y; (t) = Qexp(At)s; (1-192)
K
T b “g
Ty, (e K_T
e i Gexp (At )A 5. {(1-193}
4t '
gue substituides em {(1-190), {1-3191}) temns
lim Q@xp(ét}§9 = { : {1~194}

oo

para gqualquer X pertencente ac suvbespago linear varrido pelas <o

lunas da matriz de controlabilidade
Eral Fin ‘J} T N
p o= Egis ast . afst AR 15T] (1-195)

substituinde {1~194) em {1~183}, temos

2{e) = Ax(r) 5 x(t) = x4 [1~196}
y{t} = Qx(t} (1-1973
1im y(t}) = 0 {1-188)
t a3

. . R .
Comop por hipGtese o par [A,57] e completamente controlavel, pelo
teovema 1.7, a matriz P tem posto n e porianto (1-196) {1-1971,

(1-198) € vilido para gualquer §663RH$

Pele lema 1.1, (1-198) implica também

1AM e i el 9 ¢ K=l até n-1 {1-199)
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Aplicando o teovema 1.2{(d) 2 (1~198% e [1-199) temos

q
Qi
1Tim 2 x{(t} = 0 {1-200
gao | Q4 h j
QA" ]

. oo §
para gualquer Xy € Ris

Pelo corolario 1.3, se X pertence ao subespago nao 0b
servivel do sistema (1-196)}, {1-187), entdc x{t) também pertence
a0 subespaco nao observivel. Como por hipdtese o par A0 & de
tectavel, se X pertence 30 Subespaco nic observavel do siztema
(1-196), {1~197), entdo X, pertence ao subespaco estavel do mesmo
sistema ¢ portanto

tim x(t) = 0 (1-201)

§ ot
Se x5 pertence ao subespaco cbserviavel de {1-196),{1~197)
entdo, pelo teorema 1.10, x{t) ndo pertence AC e5pago nulo da ma

triz de observabilidade e, portanto, de (1-200) devemos concluly

gque tambeém neste Caso Lemos

lim x{t] = © (1-202)
peros
Come o RY 2 a soma direta dos subespagos observavel e

nio ohservavel de (1-2013, (1-2027%, concluimos que O Mesmo & wm

sistema assintoticamente estavel e portanto A £ uma matriz estavel.

Catiati.

Coroliario 1.4 ~ A tese do tecrema 1.23% continua valida

quando a hipbtese de que o par [A,Q) & detectivel & trocada pela

hipStese de que iA,01 & completamente ohservavel.

Fste corolaric o facilmente verificdvel, notando-se que

rodo par [A,Q 1 completamente ahservavel & também detectivel.

Tearema 1.24 - Dado o Indice de desempenho gquadrdtico
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3 = tracolS’s | exp[AsBa) ¢ 1o 0eG RG Jexp [_(Me{;}t}gzt% (1-203)
0 |

onde: A,B,G sdo matrizes de dimensdes (nxn), {(nxm}, {mxn}, respec
tivamente: O & uma matriz de dimensilo {(rxn} e o par [A,QF & detec
tavel: 5 & uma matriz de dimensdo (2xn) & o parv HA+BG}}SEJ & com
oletamente, R & uma matriz simétrica definida peositiva de  dimen

sio (mem). Se J & finito (J< =} entfo (A*BG) & uma matriz estivel.

Frova:
Assuminde J ¢ o, analogamente ag tecrema 1.24, facilmen

te se verifica que

gow Looe
J= 5 Dy y.nde s I ul(t)Re (1)de < @ (1-204)
j=p p O T i=1 0t
oade Ei{t3 & Xg(t} sac dados por
¢ (1) = (A+BG)x.(t) : X, (0) = s° (1-205)
nean -y bl 3 bl 3
u () = Gxy(t) (1-207)

onde s, i a i-ésims linha da matriz S.

Para se obter {1-204), & necessarvio que

1im gi{t} = 0 . i=1 ate & {(1-208)
1im Ei(t} = 1 i=1 até g (1-208}

Fa
Pelo lema, 1.1, {1~208} implica tanbém que
K
d zi(t)

Iim Lo = 03 i=1 até g, Kﬁi atd e {(1~2103
forse dt

. 3=1 até g, K®l até = {1-211)

%
it
T

1im
Toweo gt
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Anslogamente so teorema 1.24, concluimos gue

ﬁ{t] = {ﬁ+§@)§(tj ;o o x {0} = Xy (1-3123
() = Qx(t) (1-213)
u(t) = Gx(t) (1-214)
iiﬁ.x(t} = 0 (1-215)
lim u(t) = 0 (1-216)

t e

para qualquer X, pertencente ae subespago linear varride pelas <o
junas da matriz de controlabilidade

: T 2T n~1.T
p o= {ST,{&+BG}SE; a6y %st, L L., (arnn)” 13£} (1-217)

B
- A s . I " rI‘ n ik i
Come por hipotese O par F{A+RGY,S ) e completamente controlavel
pelo teorema 1.7. & matyiz P tem postoe n e portants {(1-213301-214),

{1-215), (1-216) shc vialidas para gualquer X, € p™,
* T 24

Pelo lema l.1.e teoremas 1.1 e 1.2{d}, {(1-215) dmplica

Gque
l‘lg‘i { £ } . T .
1iM e = 1im QA*BGYx(t) 3 VX, € R (1-218)
1 won at F - !
substituinde {1-7114}, {(1~210) em {1-219} temos
1im QAx(t) = 0 L VX, € R (1~219}

s

Aplicando sucessivamente 05 DPASSOS que levaram as equa

ches {1-218) e (1-219) temos

G
N e o .n ,
éii oA’ x{t}) = U : v§ﬁ & ® [1~2203
QAﬁWE

Come per hipdtese o par [A,QI 7 detectavel, analogamen

re oan teorema 1.43 Lemos:



i
ot
.
Lk
ot

H

Tim x(t) = 0 v, € rM (1-221)

de onde concluimos que o sistema {1-2112) ¢ assintoticamente estd

vel e portanto {(AYBG) 2 pma matriz estavel.

forolivie 1.5 ~ A tese do teorema 1.24 continus valida

qusndo & hipdtese de que o par [4,01 8 detectivel & trocada pela
hipdtese de que o par [A,Q! & completamente observavel.
corplavio e facilmente verificiavel notando-se que

Este
todo par [A,Q) completamente observivel & também detectavel.

vkt
¥

P ]
i

P
el
[#g1

PROGLEMAS DS REGULADORES OTIMOS L-Q B L-0-0G DE TEMPO IN

o

ITo

FI

Nesta secfo vames recapitular algumas definigoes e resul
tados sobre o problema do regnlador Gtimo para sistemas 1ineares
continues, invarisntes no tempo, com funcionais de desempenhoe qua
dritico de tempo infinito. As referencias bAsicas para esta $egao

¢io (Kwakernaak e Sivan,{34} ¢ Athans {1,231,

1.%.1 -~ Problema do regulador L-Q de tempo infinito

Definicdo 1.21 - Dados o sistema linear invariante e

tempo
£(t) = Ax(t) = Bule) 5 x(0) = xg (1-222)

e o funcional de desempenho gquadritico

Jlu(t)) = i {§ngjg?Q§{t} +_gT(t}R§(a)}ét (1-223)
0

onde: x(t), u{t) sic vetores de dimensdes n,m respectivamente; A,
B,0,R sdo matrizes realis, constantes, dimens tonadas consistente

mente e R & uma matriz simBtrica definida pesitiva.

0 problema de achary uf{t) que minimiza (1-223) £ chamado
de "Problema do Regulador Utimo Deterministico Linear- Guadratice
de Tempo Infinitce”. Fara simplicidade de notagdo, neste trabalho
este problems serd sempre referido de forma abreviada como o "Fro

Hlema do Regulador Otimo L-Q de Tempo Infinito™.



Teorema 1.25 ~ Dados o sistema linear (1-222) eo funcig

nal de desempenhs {1-3223}, temos
(a) Se o sistems (1-222) & estabilizdvel e o par FA,Q1e
detectavel, a solucdo do problema do regulador frimo L-0Q de tempo

infinitc € dada por

wr (t) = Gx{t} = *RMiBiTﬁét) (1~224)
onde T & a Unica solugdo semidefinida positiva da BQUALAC matri

cial de Rigeati
iit.‘ d re A ”1' I‘v{‘:‘t T =y
A'T + TA + Q - TBR "B'T = 0 {(1~2253%

(b} Para u{ti=u*{t}, o sistema em matha fechada
(e} = (A+BGIx(v) . x(0) = Xy {(1-226}

2 assintoticamente estivel se ¢ somente se o sistema (1-222) & es

tabilizavel e o par [A,Q1 & detectdvel.

(¢} Se ult) E dado por

ity = ox(t) & -R'BITR(C) (1-227
snde T 8 solucfo da squagdo de Riccatd

T o IR T O )

AYT + Th + Q - TBR "B'T = 0 {1-228}

o valor do funcional de desempernho {1-223) &

Jlu{t)) = E@iﬁﬁ (1-2293

(d} A soluglo T da equagao de Riccati (1-228) & defini
da positiva se e somente se o par [A,0) & completamente observi
vel.

Antes de continuar, sac oportunas, neste trabalbo.as seg
guintes observvagdes sobre o teorems 1.25:

{a} Da equagdoe (1-227) temos que 4 iei de controle St
ma & lineav, invariante no tempo, na forma de realimentagac de es
rado ¢ independente da condigdo inicial do sistema.

{b)} A invariancia e a linearidade da lei de controle,



bem comn a sua independ@ncis para com @ condiclio inicial do  sistema
facilitam muito s implementagdo da lei de controle. Como o siste
ma controlade continus linear ¢ invariante no tempo, & sua anili

se & também wmulite facilitada,

{cy A lei de controle na forma de realimentagio esta in
timamente associada a uma série de propriedades bem conhecidas,
que além dos resultades apresentados no teorems 1.25, wvigbilizanm
sobremaneira o problema do regulador 6t imo L-0 de tempo infanito

como ferramenta para projeto de sistemas de controle:

~ AlocacBo assintotica de polos através da escolha apro
nriada do funcional de desempenho (1-233) (Sandell ¢

sutros, 150611,

~ Sistema controlado com excelente proprigdades de sen
sitividade e robustesa de acordo com varios critérios
incluinds o das ¢léssicas margens de ganho e fase(San
dall e outyvos, {56} , Safonov ¢ Athans, {54}}.

- A escoiha adequada do funcional de desempenho {1-233)
permite maximizar z validade de modelos linearizados
em torne de uma posicdo de equilibrio estavel {(Leoose

e outros, {371, Brison & Ho, {111},
(&} Do ponto de vista da implementacido da lei de contrg
e {1-227%, suas principals desvantagens SA0:
- Bxige medicio completa do estado 4o sistema. lsto nem

sempre € possivel ou economicamente interessante.

- Na 1lsi de contryole {(1-227) cada entrada de controle
ui(tj pode ser afetada por todas as saidas dos senso
res xi£ﬂ}¢ Bm omuitos sistemas, mas particularmente om
sistemas de grande porte caracterizados por grande disg
persio espacial entre Suas gntradas de controle e seus
astados, devido a problemas de custo @ confiabilidade
do sistema de comunicacgdo exigido, nem senmpre & pa%%i
vel ou economicamente viavel implementar todas as ma
1has de realimentaciio regueridas pela lei de controle
(1~227).

{e) Se ao problema do regulador Otime L-0 de tempo infi

nito {(1-222), (1-223) forenm acrescentadas restricoes afetando a
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x s E - a_ h - - et L3
medican completa do estade do sistema e 4 COMUINICACA0 entyre 4% sal
das dos sensores ¢ as entradas dos atuaderes, ndo ha mais GATAR
tia de que a lei de controle Otimam caso possa ser obtida, tenha

as interessantes propriedades dos itens {a}, (b}, (¢} anteriores.

Un disgrama de blocos de vegulador Stime L-Q de  tempo

infinito é apresentado na Fig.l.1.

U U
. oo o " ! i
O IV LI S N
"";% 5 i s %
* |
i i
| AR !
b o E
g siswema o L T e
i
! |
b G K i
i ) ) v .
. controladory — beeeee—ed —

Fig. 1.1 - Diagrama de blocos do regulador Stimo L~ de tempo

infinito

1.3.2 ~ Problema do regulador L-0-G de tempo infinito

Definicidg 1.27 - Dados o sistema linear invariante no

L emnpo
f{r) = Ax(t) + Bu{t) + (v} 3 x{0) = X4 {1~-230}
y(r) = Cx(r) + 8(t) {1~23%%)

e o funcional de desempenho gquadrdatico

; T \ .
J(uft)) = tim Bl ] );‘T{I:)SES.X(t.)&ulf’{:'}ﬁiz'u(tj}dt% (1-232)
- The | Pl TS - |

onde: x{t)., X4, glry, ufty, y(ry, 8(t) sag vetores Jde dimensaoe n,

TLnL.MmL, Y., respectivaments; ﬁ,Bﬁﬂﬁﬁiﬁﬁz 50 matrizes reais, cons
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rantes, dimensionadss consistentemente, Sl & uma matriz definida
positivas L{t), &(r) sdo processos estacasticos ruldos  brancos

YAUSS1anos

BLz(e)8’ (1)) = QL Qs(t-1) (1-233)
B{a(t)o ()} = RS(t-1) (1-234)

0 ¢ uma matrviz de dimensio {rxn) e R & uma matriz definida positi

va, x, ¢ uma varidvel aleatdria.

{3

Elxyt = X4 (1-235)
kN S .,’j.‘ o R4 5
L{igﬁa} = Xy [1-236)
i f "ﬂT'm'* = fryr N b - 13 N . ¢ 3
E{g(t)a (r3} = B{E(t)xg) = EB{t)xy} = 0O (1~237)

0 problema de achar u(t) que minimiza o funcional de de
sempenho {1-237) & chamado de "Problema do Regulador Ot imo Bsto
cdstico Linear~Quadridtico-Caussiano de Tempo Infinito”. Para sim
plicidade de notagau, este problema serd sempre referido  neste
ryabhaliho, de forma abreviada, como © “Prablema do Regulador 0t imo

1,-0-0G de Tempo Infinito™.

Teorema 1.26 ~ Dados o sistems linear {(1-230} . (1~231)

e n funcional de desempenhe (1-232}), temos
{a) Se o sistema (1-230), (1-231} £ estabilizével ¢ de
- - at . - rf — . . «::
rectavel, o par {ﬁ,ﬁ}l & detectavel e o par [A,Q] & estabiliza
vel, entdo a solugdo do problema do reguladeor Otimo L~-Q-CG de teom

po infinito € dada por

Glt) = GR(1) = -87BITR(E) (1-238)
Rit) = AR+ Hly(r) - €3]+ Bul{t) x(0)=5, (1-239)

Ho= WeiRT (1-240)

onde W e T s8c as Unicas solugles semidefinidas positivas das squa

goes de Riccati:

ATt « 1A + 8]S, - TB 5578 = 0 (1-241)



Ao+ WAl ¢ Qlo - worTicTw = 0 (1-242)

(b} Para uf(t) = u*{t}, o sistema en maiha fechada

x{t) A BG x(t) L, E{t)
= -i« .
g(t} HE A+ BG-HO g(t} H 8{t)}
X6} %,
i N (1-243)
x {0} Xy
¢ assintoticamente estivel se e somente se o sistema (1-2303,(1-231},
& estabilizavel e detectivel,o par fﬁgSzl & detectivel ¢ o par [A,

Ty = e
T & estabilizavel.

L

{c) Sg uft) = u*(t), o valor do funcional de desempenho
{1~2%2% & dado por:

Jur(£)) = tracolg g+ ¢ls,ow] (1-244)

(d) A solucgdo T da equagao de Riccati {1-241) & definida
positiva s¢ e somente se o Pav [A,S?] & completamente observavel .
4 solucho W da eqguagdo de Riccati (1-Z4%) & definida positiva se e

somente Se ¢ Par [ﬁ,Qi] 3 controléavel.

A Fig.l.2 mostra um diagrama de blocos do regulador 6t
mo L~0-G de tempo infinito. Antes de prosseguir,.as seguintes ohser

vagbes sobre o teorema 1.26 Sho oportunas:

{a} Das equagoes (1-238),(1-239), {1-2403,(1-241) . {1242}
temos que & lei de controle Otima uft} = GX(t) & na forma de reall
mentacio onde a matriz dos ganhos de realimentacido G € a mesma ob
tida para o regulador Gtime L-Q de tempo infinito e X(t) & a esti
nativa otima de estado do sistema (1-2380), {1-231) dadas pelo fil
tye de Kalman. Em outras palavras. o problema de ptimizagac conjun
ta do controle e estimacho de estado & separavel em dois problemas
independentes:

~ Problema do regulador 6timo L-Q de tempo infinito

- Prohlema de estimacac otima do estade de sistemas 11

neares com ruldos brancos gaussianes {(filtro de Xalman)



(h) Das equagoes (1-238),01~239Y,(1-240),(1-241}, (1-242Z]
temos que a lei de controle otima & na forma de realimentagao  de
saida & ng Fig.1.2 podemos ver gue o controladeor € linear, inva

rignte no tempo ¢ seus ganhos sdo independentes das condicoes ini

cinis do sistema.

{¢) Uma representagdo de estado alternativa para o 333

vema controladeo em malha fechada pode ser cbtide utilizando-se o

erro de estimagao

A{t) = x{t} - x{t) (1-245)

Substituindn (1-245) em (1-243) temos

x{t) A+BG -BG || x(t) I0 1R
= +
At 0 A-HCY | 2(t) 1, -Hp B

{1-248}
gnde podemos notar uma interessante propriedade dos In polos do
sistema om malha fechada: os polos do sistema om malha fechada sao
as autovalores das matrizes (A+BGY e (A-HO). O3 autovalores de
(A+B6G) sap ajustados por G que depende apenas dasg matrizes Sleaﬁz
do indice de desempenho gquadratico (1-232}. Os autovalores de {ﬁ;
~HCY dependem apenas das wmatrizes de variancia QEQ s R dos ruides

do sistemn e de observacdo respectivaments (1-733), (1-234).

rd) A invariancia e a linearidade do controlador, bem CQ
no a independencia de suas matrizes para com as condicoes iniciais
do sistema, facilitam muito o seu calenio ¢ impiémentagéa, O usg
de processadores paralelos digitais com unidades aritméticas com
ponte flutuante ou computadores analdgicos de uso especial sao re
comendados quando alta velocidade de calculo em tempe real for ne
cessaria.

(et Além dos resultadoes apresentados no enunciade do teg
rema 1.26, a viabilidade do problema do vegulador Gtimo L-Q-G  de
tempo infinite como ferramenta para projeto de sistemas de contro

e & bastante reforcada pelas seguintes propriedades:

- fAlocacgdo assintotica de polos através da escelha  ade

gquada de funcional de desempenho e matrizes de varian



cia dos ruldos (Kwakernaak e Sivan, {3437,

- Maximizacho da validade de modelos linearizados ol
rorne de uma posigao de equilibrio estavel (Loose 2 ou
tyos. {37}, Brison e Ho, {11}}.

- Sistema controlado com bpas propriedades de sensitivi
dade ¢ robustesa de acorde com varios critérios incly
indo o das classicas margens de ganho e fase (Sandell

o outros. {561, Safonov e Athans, {541).

(£} Comparando os problemas dos reguladores Ootimos L-Q

e L-0~0 de tempo infinito, temos:

- O regulador L-Q-G nac requer medida completa do  esta
do do sistema. Para o regulador L-Q isto & uma condi

cao necessaria.

-~ 0 regulador L-Q-G requer grande guantidade de célculo
em tempu real para a solugao de suas equacgoes diferen

ciais. O rvegulador L-G nao exige calculo em tempo real.

- 0 regulador L-0~G tem malor sepsitividade a variacgoes
de parametros que o vegulador L-Q {Sandell ¢ outros,
{561).

{g3 Do ponto de vista da implementagac da lel de contrg

le {1~238)}, {1-239), as principals desvantagens sao:

-~ As equacdes do estimador de estado (1-239) sac acopls
das entre si e tem gue sev resclvidas em tempo real .
Em sistemas de grande dimansio, o tempo de caloulo re
querido e a precisao dos mesmos podem dificultar  ou
mesmo inviabilizar ecopnamicamente & implementagao 4o

sistema de coentrole.

- %a lei de controle (1-238} cada entrada Eﬁit}p@d@ ST
afetada por todas as estimativas de estado x{t} que
poy sua vez podem ser influenciadas por todas as sal
das y(t) do sistema. In muitos sistemas, mas  particy
Tarmente em sistemas de grande porte caractervizados
por uma grande dispersac entre suas saidas @ entradas
de controle, devido a problemas de confiabilidade e
custo do sistema de comunicagbes exigido, nem  sempre

& possivel ou economicamente vigvel ComURIcar todas



as saidas dos sensores, espalhados pelo sistenma, W
ponto central onde & calculada a lei de controle uflt)
gue depois deve ser comunicada de volta aos atuadores

também espalhados pelo sistema.

(h} Se aoc problema do regulador otimo L-Q-C de tempo in
finito forem impostas restrigdes afetando a comupicagdo entre  as
saidas dos sensores o as entradas dos atuadeores,nio ha mais garan
tia de que a lei de controle Stima, caso possa ser obtida, tenha
as interessantes propriedades dos itens {a), (b}, (¢} anveriores,
fw particular, a sepavagdo dos problemas de estimacao e controle
nao 6 mais valida e a lei de controle Otima pode wir a depender
doz registro de dimensdo infinita de todas as observagoes anterig
res ao invés do vetor de dimensap finita das estimativas de esta
do ohtides através do filtro de Kalman (Sandell e outros,{50} Wit

senhausen, 164}1).

E(t)

Fig. 1.2 - Diagrama de blocos do regulador estocastico Otimo

L-03=0 de tempo infinito
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1.4 - SOLUCAD NUMERICA DAS EQUACDES DE LIAPUNOV B RICCATI

Hesta segdo vamoes discutiy e apresentar metodos numérg
ca, de uso geral, para solucdc das equacdes algebricas de Liapunoy

e Ricocati.

1.4.1 - PEguagao de Liapunoy

Seja a eguagao matricial de Liapunov

ATX o+ XA+ Q = 0 (1-247)
onde A & uma matriz de dimensdo (nxn) e %,Q s80 matrizes simetri

cas tambhénm de dimensdes {(nxn).

Gs mérodos numérices de solugao de (1-247}) podem ser

classificadas em tres tipos:

(a) Mérodes dirervos {Bingulac,{8};Chen,{12};Loose,{37}}.
Hstes métodes consistem em transformar a equagao {(1-247jewm um s$is

tema de (n+1in/?2 squacdes lineares na forma padrao:
. b4

BYy = -Q (1-248)

onde X, Qy s3n vetores contende os elementos de X ¢ § respectiva
mente. A maior parte do esforgoe computacional reguerido por esses
mérodos & devido 8 solucdo do sistema de eguagoes (1-248). A soly
cio do sistema de equactes (1-248) necessita gproximadamente n" /6
somas & wmultiplicacgoes e nﬁfz posigdes de memoria {Pace e Barnett,
{511y,

(b) Métodos iteratives (indivetos) (Smith,{58}.{59}, Hosg
kins & outres,{27}). Nestes métodos, a solugido da equagac {1-247;
¢ dada pela soma de uma série infinita, convergente, de matrizes.
O metedo de Smith (Smith,{587.{59}} tem convergéncia guadraticsa e
requer aproximadamente 25n° somas e multiplicacoes e 35”7 posictes
de memdria. O método de Hoskins (Hoskins e ocutros,{27}]) tem  con
vergéncia superior ao Smith e se o espectro da matriz A ia for co
nhecido, este metode requer aproximadamente 1?&5 wmultiplicagdes e
50mas € énz posicgbes de memdria. O problema maior do método de Hos
Lins ¢ a necessidade do conhecimento prévio do espectro de A que,

em Ultima instanciaz, requer ¢ caloulo dos autovalroes da matriz Al
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(<} Transfermaceoes de similarvidade (Golub e outroes |
{74}, Estes metodos procuram straveés de transformagdes de simila
ridade, aplicadas & matriz A, colocar a egquagao (1-247%em uma for

ma de fécil solugdo.

Em estude comparative envelvende a maioria dos metodos
acima citados, Pace e Barnett,{51} concluiram que os metodes dire
tos sio melhores para n €10, enguanto gue para n >10 os métodos i
teratives com convergéncia quadrdtica devem ser preferidos.Em sis
temas de grande dimensdo existem ew todas as areas da teoria de
sistemas uma curiovsidade geral sohre os mails variados aspectos de
sossibilidades de decomposicao de problemas de grande porte. Mila
ni,{41} apresenta um métode de decomposigao iterativo para equa
cGes de Liapunov. O desempenho computacional deste método & em ge
ral inferior aocs de Smith e Hoskins e o seu uso € recomendavel a

nenas om situacoes mulito especials, dentre as guais ressaltanes:
i o

- Restrigdes de memdria interna do computador obrigam a

decomposicao da equagac {1-247).

- Siztemas com caracteristicas bastante acentuadas de
gscoplamento fraco entre seus subsistemas € 4 mesmna @
quagio deve ser resolvida para varios termps de entra

da diferentos.

A seguir apresentaremos o método de Smith, gue fol uni
lizade na solucdo de todas as egquagoes de Lispunov dos exemplos

ijustrativos nests trabalho.

Teorems 1.27 - (Smith,{581,{59})

Seiam:

U= (g, - &) (1-249)
Vo= UqL + A) (1-250)
W o= 2qU0u° (1-251)

onde I & a matriz identidade de dimensdoc (nxn) e q & uma constan

te escalar positiva.

Ce A 6 uma matriz assintoticamente estavel, entao:
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tim Yi = X {1-252)

R
onde Y& ¢ dado pela recorrencia:

. A
P N a L
Yoo = Y50t v Ty Vo Voo oy, =W (1-253%)

A razio de convergéncia de {1-253) & gquadratica.

Em testes feitos com sistemas de grande dimensao {ng 146}
o método de Smith mostrou-sz suficientemente precisc (Smith, {8913,
Uma caracteristica importante da recorrencia (1-253) € ela envol
ver apenas somas e multiplicagdes de matrizes.Estas opevagdes sao
facilmente executadas com as matrizes parcionadas em submatrizes
de menor dimensio, o que veduz bastante o efeito dos erros de ar

redondamante.

1.4.2 - Eguascao de Riccati

Seja a equacac de Riccatl:

Afw + wa + ofo - wer¥'w = o (1-254)

onde: A,B,Q.R,W sBo matrizes de dimensoes (nxn)}, (nxm), {rxu}, (mam},
(nxn)} respectivamente. O par [A,Bl & estabilizavel e o par [A,Q]
& detectavel; R & uma matriz definida positiva.

Do teorema 1.25 sabemos que neste caso a cquagac{1-~2547
possue uma Gnica solugio W semidefinida positiva.

Uma alternativa para solugao da equagao {1-254) £ resod

ver a eguagao dinamica de Riccati

Yiey = ATY + YA + 0'Q -~ YBR™IBIY ; Y{0) = 0  (1-55)

utilizando métodos numéricos de integragdo de equagoes diferen
ciais tais come Runge-~Kutia, Predictor-Corrector ¢ outros [Kwakey
naak e Sivan.{34}). A solucdo da equagdo (1~254) € a solugdoc  ds
regime permanente de {1-Z55):

Tim Y(t) = W (1-256)

)

Devido as dificuldades normais de integragdo  numérica



Aoy

S A

de grandes sistemas de equagbes diferenciais e a fraca razao de
convergéncia de (1-256), este método €& de pouca utilidade  para
sistemas de grande porte {(Xleinman,{31}).

A segulr, apresentEremos um método iterative para SO
lugdo da equagao (1-254) propoesto por Kleinmam,{31}. Este método
doi desenvelvido simultaneamente e independentemente por outros
sutores {Puri e Gruver,l%2}: Baldwin-Sims,{9}: Blakburn,{10} ¥Won

ham ¢ Cashman,{65}).

Teorema 1.28 - {Kleinman,{31})

Seia VK a unica solucde da equacaéoe de Liapunoy

A%?K VAL P QQ LRl = 0 | {1-257]
ande temns sucessivamente
R R -
LK = R TR vgui {1~258}
Ap = A - Bly {1-25%)

& Lﬁ & sscolihido de formg a termos {&«ELQJ uma mEtriz  assintoti

camente estavel.
Entao:

(a) W&V €V K=0,1... {1-260)

K+ K&ans

(b) lim V, = ¥ (1-261)
Kopsor

(¢} A venvergencia de VQ para W € quadrética.
K

A maior parte do esforgo computacional requeride pelo
mBtodo de Kleinman & devido a4 solugdo repetida da equagdo de Liz
punov (1-257) de ordem n. Utilizando o método de Smith, nao ki
prohlema em resolver (1-2Z57) para sistemas de grande dimensao
fn€120). Utilizando esse mesmo método, © célenio da  recorrencia
(1-257), (1-258), {1-2h9) exige apenas sSOomas o moltiplicagoes de
matrizes, as gquais podem sey faclilmente executadas com  as  matri

zes parcionadas para reduzir errvos de arredondamento.
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Limitantes superiores ¢ inferiores para a solugdo da ¢
gquagio de Riccati podem ser obtidos utilizando o seguinte teorems

citado em {Isaksen e Pavne, {307}

Tecrems 1.2% - Dada a esuuegdo de Riccati

r T

alw + warglo - wer!

BlW o= 0 (1-262)
onde o par [A,Q] & completamente observavel.

Temos:

130
B o M {1~263}
(AeBE) T+ M{AYBE) + FIRF + Q'Q = 0 (1-264)

(b} Se além disso a matriz {wﬁinIQMNi} for estavel, te
TEMOS:

N ow (1-265]

we-al-gTouw 1y + T Ty e w il » e eT = 0

{1-266)
Prova:

Bazendo L.=F na recorréncias {(1-257), (1-258), (1-25%}) ,

a
veriticanos facilmente gue o teorema 1.28(a) garante:

WM {1-267}

Como o par [A.Q} & completamente shservavel, o teorema
1.25(d) garante que ¥ € uma matriz definida pesitiva e portanto

sua inversa existe. Pré e pds multiplicande a equagao (1-262) por

Hﬁ', temos

wlial e oawt e witawt - omiet = 0 (1-268)
gue pode ser reescrita Como

pr-aTy + -a"yTp - pQlap + ar7TRT = 0 (1-269)

- o v

Fazendo LGmQMMl na recorrencia {(1~2573),{1-2583,{1-259},

\ o . I PR TS . .
verificamos facilmente que se (A -Q QM 7} for wna matriz assintg
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ticamente estavel, o teorvema 1.28{a) garante que:

Poe oWt <N [1-278%

T

o N e e o
ve-aT-gfou )+ eateqloer HTn + wiigTuet + mrmte!

Bo= 0
{12713

(1-270% garante gue N € uma matriz definida positiva e consequente

mente a existencia de Nt Em (1-270) é facil verificar também que
W oy N (1-272)
¢ ogue, junto com {1-267), resulta em
N gwogw (1-273)

Para concluilr esta segao, lembramos qmé wma condicie ne
cessiria para a utilizacio do método de Kleinman & a inicializa
cao da recorrencia (1-257), (1»258}, {1-25%} com um LD que estabi
lize assintoticsmente a matriz (A-BL,}. Este problema nem sempre
& de ficil solucde, mas (Kleinman,{32}] e Fernando,{ 189} lapresentanm
métodes que, quando aplicdveis, sdo de muito fdcil utilizagdo.

1.5 - CONCLUSAQ

Foram apresentados um conjunto de definigoes, resultados
e comentiaries dentro da teoria de sistemas lineares invarisntes no
vtempo, problemas dos veguladores Gtimos L-Q e L-0-G de tempo infl
nito e soluclo numérica das equagbes de Liapunov e Riceati. A £}
natidade principal foi a de coletar subsidios necessarios aos <z
nitules 11 e IIl seguintes, onde sao definidos e tratadaes o3 pro
hiemas de otimizacio de pardmetros oriundos da sintese de regula
dores L-0 e L-Q-G com restrigoes de estrutura.

A utrilidade do que foi aqui apresentado poderd ser nota
da no desenrolar da matéria, nos capitulos seguintes deste ‘traba
tho. A orviginalidade do contelde deste capitulo, se existir,& mui
to pequena. BEla se resume na forma de demonstrar os teoremas 1.23
e 1.24 & & resultade do tegrema 1.24 & um pouco menos restritivo
gque o do corellrice 1.5 apresentado em {Gevomel , {23}). Esses teore

mas e corolirins mostram como especificar as matrizes das  expres



sGes quadraticas integrals de tempo infinito para que elas, aoc 2
presentar valores finitos, garantam a estabilidade assintGtica dos

sistemas lineares invariantes no tempo que as formam,
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CAPTTULO 171

REGULADOR L0 COM RESTRICOES DE ESTRUTURA

4.1~ INTRODUCAD

s b e e T e I
Sem considerar a possibilidade de utilizar reconstrugac
de estado, em um problema pritico de engenharis de controle, o €n

genheiro deve examinar as seguintes possivels restrigoes (Kosut,{331}:

fa) O conjunto de saidas do sistema e sua relagao comos

estados do sistona

(b} 0 conjunto de saidas a ser colocado a disposigdc de

cada canal de realimentagdo

{cy A forma do controlador: malha fechada, malha aberta,
misto de maiha fechada e asherta, linear, nao linear.

2t ..

As restricoes [a}, {b) e {¢), acima mencionadas sioc €0
nhecidas na literatus por "restricdes de estrutura de controle' . D
item (b em particular define o que aguil chamamos gue gstrutura

de informagao do controlador.

Conforme foi visto na secdo 1.3.1, a sclugao do proble
ma do regulador Otimo L-Q de tempo infinite € uma lei de controle
tineay, invariante no tempo, na forma de realimentagdo de estado
¢ independente da condicdo inicial do sistema. Estas propriedades
sh0 as principais responsivels pelo sucesse do problema do regulsa
dor &timo L-0Q de tempo infinito como fervaments para sintese  de
sistemas de controle. Na mesma secao vimos que do ponto de vista
da implementacdo do sistema de contrele, suas principais desvanta
gens sdo a exigencia de medigao completa de estado e o seu cara
ter centralizado, onde cada uma das entradas de controle pode de
pender de todos os estados do sistema. Os motives principals sio
que em muitos sistemas nde £ possivel ou economicamente vidvel fa
zer medigdo completa de estado e incorporar todas as malhas de reg
Timentache rvequeridas pela lel de controle. EHsses fatores 580 Par
ticularments acentuados em sistemas de grande porte caracteriza
dos por uma grande dispersido gecgrifica entre os estados do siste

B,

ma ¢ as entradas de contrele. Dois casos tipicos,onde isso ocorre,

sdc 2 vegulacido de vias exnressas e a regulagas de cargae frequen

&
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cia em sistemas de potencia (lsaksen e Payne 130}, Davison © ou
rros {161H),

Quanto ac problema do regulador Gtimo L-0 de tempo infi
nito enunciado na segaoc 1.5.1, sho screscidas restricdes sobre @
estrutura de informacie do controlader que nao permitem 4 alguma
das entradas de controle depender de algum estadeo do sistema,nada
garante que =@ solucio Gtima, caso venha a serv abrida, tenha todsas
45 interessantes propriedades de ser na forma de realimentacac 11
near, invariante no tempo ¢ independente das condigoes inicials

do sistema.

Uma solugio de compromisso bastante utilizadas & resol
vey o problema do regulador gtimo L~0 de tempo infinito porescido

das seguintes restrigoes:

(g} Lei de controle na forma de realimentacao de salda,

lineasr & invariante no tempo.
(b} BEstrutura de informagio predeterminada.

(¢} Especificageoes sobre & condicdo inicial do sistema.

Tsto resulta em um problema de stimizacho de parametros
onde as variaveis independentes sio todos os elemenios da matriz
de realimentacio admissiveis dentro da estrutura de informacac a
dotada.

o “hom sense’ recomenda restringir o uso deste tipo de
ghordagem a problemas onde uma estrutura de coentreole conveniente
possa ser escolhida sem que © desempenho do sistema de controle
seia significativamente afetado. A razho disto & que,em case  <on
syirioc,s sensitividade da solugio Stima abtida para com as especi
ficactes sobre a cvondigdo dnicial do sistems pode ser grande e,pa
ra uwma mesma estrutura de informacho, uma lei de controle nio 11

near pode ter um desempenho significetivamente melhor Ccom um  Cus

to praticamente igual.

Até o presente, a selegao da gstrutura de contrvels line
ar & haseade em  tentaitivas € €rv1os, utilizando justificativas heu

¥

rlsticas. cavacteristicas de acoplamento 'fraco” e "forte' no sis
tema dinamico e o conhecimento da solugdo do probiema do regula
dor atimo L~ de tempo infinito {(Sandell = ocutres [563). No mesmo

tyabalho & argumentado com muits propriedade  que uma abordagen
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verdadeiramente cientifica do problema de selecgan da estrutura de
controle deveria inclair no indice de desempenho, de forma realis

ta, 0s seguintes toépicos:

{a)} Custe de comunicagao;

{by Confiabilidade;

{cy Custo das interfaces dos computadores;

{dy Valor da inforwgae incompleta ou atrasada;

{e} Uma medida formal da complexidade do sistema.

KNio menos importante que a selegao da estrutura de con
tyole & a solucio do problema de otimizaciio de parametros.A rigor
a gquestac ¢ téo antiga quanto pode ser antigo o probleme de otimi
zacio de pardmetros em sistemas dinamicos. Em particular.este pro
Slema ni tratado snterviormente em {Davison e outros, {161}, (Le
vine e Athans, [36}), {Naeije e outros, 167}}). (Xosut, {331} ,{Isa
Lsen e Payne, [30}). ifteromel e Rernussou, {21,231},

Levine e Athans {361, Naeije e outres {67} trataram >
problems do regulador linear com medida incompleta de estado.bles
ghtiveram o conjunte de equacdes correspondentes ds ceondigGes =ne
cessirias de otimalidade ¢ o resolveram utilizando técnicas de so
lugde de equaghes algébricas. Davison e outros {16}, Geromel e Ber
susaeul 21, {23 trataran o caso mais geral de restrigoes de sstruty
ra, quando além da medigdo incompleta de estado, sdo impostas res
tricdes tambdm sobre os estados mensurfiveis disponivels a cada ca
nal de realimentacfo. Eles preferiram ¢ uso de métodos de minimi
zagio de usc geral, do tipo descida (garantem o decréscimo da fun
cdo obietivo a cada passo). Davison, por ndo saber como cCaloular
¢ vetor gradiente em forma fechada, optou pelo métodoe de Resen
hrock. Geromel ¢ Bernussou propuseram ums maneilra facil de caleu
lar o vetor gradiente em forma fechada e utilizaram © métods do
gradiente (Steepest descent”] COm PAsso adaptivel para gavantir
o decréscimo da fungao objetivo. A vantagem principal do use = de
metodos de descida para este tipo de problema de otimizagdo de pa
rimetros & que uma selegio adequada do indice de desempenho ¢ &
existéncia de uma soluglo factivel, que estabilize o sistema con
srotade em malha fechada,sdo suficientes para garvantir a estabill
dade do sistema controlade em malha fechada durante todo o proces
sn de descida até a splugdo do problema de otimizagao de paTing

tros {Geromel, {23}).
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Kosut {33}, utilizando a solugdo do regulador dtimo L-Q
como referéncia, propds dois métodos heuristicos para obtey  uma
solucdo aproximada do problema de otimizagao de parametros. [sak
senn ¢ Payvne {30! propuseram um outro método, especializado para
reguladores com estrutura local em sistemas interconectados carac
terizados por acoplamento fraco entre os subsistemas. Tanto os me
redos de Kosut quanto o de Payne sdo facels de urilizar, requeren
pequenc esforce computacional, mas nephum deles garante a  estabi
tidade do sistema controlado. Quando o sistema controlade obtide
& estavel, esstes metedos podem ser utilizades, com bom provelto

durante a fase de selegan da estrutura de controle.

Levine a Athans {36} e Geromel {23} tratavam também do
prohlema de especificagao das condicoes inicials do sistema na
formulacao do problema de ofimizagao de parametros. A especifica
ciao das condigoes iniciais do sistema influenciam a soplugan do pro
hlems de otimizacio de parvametros e &-upma questdo conexs ao  proble
ma de selecio do indice de dQSémpenhm para garantir a eostabilida

de assintdticsa do sistema controlado em malha fechada.

Este capitulo € inteiramente devotado ao estudo da solu
cio exata do problems de otimizagdo de pavametros utilizande meEte
dos de minimizagde do tipe descida. As questdes conexas sobre se
lecho do indice de desempenho e especificagdo das condigoes ini
ciais saAc também abordadas, porem com menoy enfase. Os resultados
shtidns sao comentados ao longe do capitulo e comparades com seus
similares conhecidos anteriormente. Este trabalho nao trata do

problema de selegdo da estruturs de controle.

2.2 - DERINICAD DO PROBLEMA DE OTIMIZACAQ DE PARAMETROS

Dados;:
{a} O sistema linear invariante no tempo £ 0 indice de Ge

sempenho quadrdtico integral de tempo infinito.

x(ty = Ax{ y+Bu{ry o x{U) = 50 (21}
vit) = Cx(1] {2-2)

Fa—
o
fA]
H
3
i
N

sx(thvu’ (1)5,u(t)]dt



onde: x{t), Xy v(t), u{t) sdc vetores de dimensoes n,n,r.m Tes
pegiivamente; ﬁgﬁ,C,SE,S $a0 matrizes regis, eaﬁﬂtautasfdimensig

nadas consistentemente; $, ¢ uma matriz definida positiva, 'posto

ol = r; Xy & uma variavel aleatdria com matriz de momentos de se
A v =

sundz ~dem X K.
gunda ordem .QXQ

‘hy A restrigao de estruturs gue obriga uft) ser na for

ma de realimentacio de saida, linear e invariante no tempo

)
P
p——
e,
I
i
e
ot

onde alguns elementes da marriz G{g) sao fixados igusis a zers o

a« & um veter de dimensdo np representarde og slementos ndo pré-fi

xados de Glg).

¢ problema de otimizacac de parametros corresponde a de
terminar o que minimiza o indice de desempenho gquadridtico {2~33su

jeito as restrigbes (2-1), (2-2), (2-4).

Substituindo (2-4% em {(2-13} e {Z~3), temos

(1) =lA+BG{e) Clx(t) © x(0) = x, (2-5)

J{a) = EB{] g'l{tzlsisﬁa% (a)$,6(a) Clx(t)dt) (2-6)
{ ot

Do teorema 1.1, Lesos

(1) = exg{{A+HG{@}C}tExQ (27}

- ' - it

Substituinds (2 -7} em (2 <6}, temos

Tin) = B{ % X{t)x.dt} (283"
L Sy
p 0
E{t)ﬁéxp{{§+ﬁﬁﬂa}ﬂ}it][ai }+(}& ()5, &L&}{ exp {A+BC{a ()t ]
um— Ak b

(2 -9}

Aplicande a (2 -8) o teovema 1.19, verifica-se facilnmen
te gue

Lk

d{o} = traga{ﬁéﬁﬁ % X({tydr} f2~14)
-



&

Se o sistema (2-5) € assintoticamente est@vel, aplicande a {2-10)

o teorvema 1.21, podemos redifinie o problema de ovimizacgao de pa
TAmetTOs COmo:
min J{n} {2 =113
d
. S 1
J{a) = i:.‘i‘ae;al.}(l{.}x@'?j (2~12)
T ST R (U LU , \
{A+BGla} () ?+f{A+Bu(%;L)+bl3z+L & {g}hzhigJLmﬁ {2-133

Calcular Jla} através das equagdes (2-12) e (2-13) ¢ bem mals ¢
ficiente que através das equagdes {2 -9) e {2~-10Y. E importante
para a aplicabilidade prética do sistema de contyvole obtide que a
solugic do problema de otimizagaoe de parametros establilize assin
thticamente o sistems {2 .5). Aplicando a (2 -10) o teovema 1.24,
Temes que se XB e Si forem escaihi&ag de forma gues O par Eﬁ,51]§§
ia detectivel e o par {(&+BG{§3C3,XQ 1] seja completamente contryo
lavel, basts J{g) ser finito (J{g}<=) para garantirque (A+BG({gjC}
& wma matriz assintSticamente estivel e consequentemente 3 valida
de de ( 2-12%, { 2-13). Isto viabiliza sobremsneira o usc de me
todos de otimizacho iterativos do tipe descida para a solugio do
preblema de otimizacio de parvametvos { 2~11),  2-12}, ( 2-13). A

razdn & que ssses metodos parantem gque J {Q-K'*“l}g g fEEE.K} g oportanto,

partindo ﬂe_gﬁ que estabilize assintéticamente o sistema { 25}

LRYOmOS SompTe j(@K}§3{a§}<W,o gque gavante nao s6 a validade  da
- R

r

Formulacds { 23113, { 2-12), ( 2-13) durante todo o processo de
descida como também que a solugdo final estabiliza assintdticamen
te o sistems {72-8),

N .

Nao foi pﬁﬁsﬁvei encontrar na literatura garantias sobre
a2 convexidade de J{o) e consequentemente pouco se pode afirmar =«
praticamente nada & encontrade na literatura sobre existencia de
sclucio para o problems de otimizagdo de parametros e a globalids
de do pontoe de minimo que proventura venhs a ser encontrado. Devi
do a essas incertezas todas, parece-nos de Thom senso’ limitar na
medida do possivel o uso de otimizagio de parametros a0s CAS0S en
gue a3 restricoes de sstrutura sdo fracas e utilizar a solucio do
problema do regulador Stimo L-Q de tempo infinite como. refe
réncia para orientar na escolha dos par@metros @ SErem O

timizados. Neste caso, 0§ mnétodos de Kosur {33} , Isaksen e



|
¥

Payne {30} podem ser utilizados pava a obtencao de um Py proximo

do ponto otimo global ou peleo menos na sua regiae de atratividade.

2.3 - CALCULD DU VETOR CRADIENTE E MATRIZ HESSIANA

Nesta secido os problemas de calceule em forme fechada do
Tndice de desempenho quadratico, seu vetor gradiente e matriz hes
siana shc tratados de ums maneira unificada {(Milani {421}].

]

2.3.1 = Vetor gradiente

Utilizande J{o) dado por {2-12}3, {(2-13), os elenentos

i

gjﬁgjf%ﬁi do vetor gradiente vJig) de dimensac np sac dados por

ENREY T
s ® L PRCO XﬁXG At (2~ 14)
3&i 7 3&1

- - o
ga+ﬁﬁ(u}C)iéﬁw *-?1 (A+BG{&}€}+C‘X+KIC = ) {2-153
e d&i {.“}Cii e
?GI fo} oy
X = e [BOT45,6(g) C { 2-186)
i‘lgvi - -

Aplicande o lema 1.4 as equagdes (2-14), {Z-15), (2 -

161, tenos
aF () .

e et tragaiW{CiX+Xiﬂ)} {2173
dorg
iA@Bﬁ{g}C}Wé%(ﬁ*ﬁ@{a}ﬁjyﬁxixg = 0 ( 2-18)
i - kf 7
O lema 1.3 garante que W & uma matriz simeétrica e neste
casg o teeorema L.20 garante gque
. Y . e o :
tragm[ﬁh X1 = iragc[wk ¢ { 2~1%9)

Substituindoe { 2-19), ( 2~16) en [ $~17), temos



8J () . IR
g 2trago {CWITR+C G {g}&z] o
i 3

A matriz a6{a) /3w, tem todos o5 elementos nulos  exceto
e 4

aguele na posigac ocupada por w, que & igual a um. Portanto., por
inspecdo na equagdo (2.20) podemos verificar facilmente gue
a.f (o)
[N ) o EY
s % L 2=21)
1 1T

v T U SO |

q = 208,6{a)C+B TIWC
onde {ii’G1§ é a pesicio do parametro . T3 matriz Gla} & q, -

Co : e .8

. et T T Py 1771

¢ oelemento {iigcij da matriz Q de dimensac {mznj.

7 - Matriz hessians

N
A, B

Utilizando J{a) dade por { =12y, ( 2=133, os elementos
da matriz hessiana H{g) de dimensdo (npxnp} san dadas por

h.
1,3
3% ) Cae et o
by g T Tmase T raselXgXy e (2-23)
779 17
. L2
(A+BG(a) ) et 1Y (A*BG{0)C)+Z=0 { 2-24)
- o fo. da. 3,
1] I
3GLa) _ . 3G ia)
. @) T oaT T sblg)
o= (B e ) ot (B EEW 2
3 i i J
aG{ny . e . aG{a}
v (B dox Cj} ;3? 53 (B 143 C) +
i j J 1
T _ T ‘
36 (9) G () . 96 (2 16(a)
S o , Ty b L P 2 TR “



Aplicande 3s equagbes [ 2-23), ( 2-247, ( 2-25) o lema 1.4 ¢ do

resultado do teorema 1,20, veriticamos facilmente que

Iy L= 3 T {_j g '{ + . ] - e y
o trago} Y Yy F o oy B Y §*
- i 1 i S
1
3 L {E‘i H T Aa (KE. }
b TFEPACE E ety e Te TR
+ ftrago S (OWE ) Sa bz { 2=203

Defininde os elementos das matrizes M, (o) e H,{a) de dimensao
A FA
{npznp} comge
o G
E 4 £ - - o
1E w 2traco §OW B e { 2~27)
1. . I o .
1.3 L 3

by = Jtrago |~ (LW} g B 2-28)
25,5 d&j éai 2

tenos h, . = h + h} + h., { 2~293

¢ consesquentenente,
- . ; T, N .
Higr = H, {oy + H () + H,{e} { 2 ~30)
- 1 L & -

Podemos verificar facilmente por inspegdo nas eguagoes [ 2 -27)

{2 =28} que

I S L B P
Zisj %is{} Lﬁi?ié - L3
. - o ar o )
= 7 B e Wi (2 -33)

T

1
2
[
e
!
s
o

I
i
e

Sant



onde: &, ¢ o elemento (%.,4.) da matriz 5,
‘2,8, o -
LI
L o e £, ¢ 530 os elementos (gi,ﬁéj? {ﬁgsﬁjﬁ das matri
LR R T E ! .
173 ; \ : . .

& 3Jd zps P e P respectivamente

{iiﬁci}, {ij,aj) sae as posigoes de ©{m) ocupadas pelos pa
2 respectivamente .

Tamerras u, @ &i

Considerando que o produto de duas matrizes de dimensa

0
{nxn} veguer n3 somas ¢ multiplicagdes e apreximadamente 3n” posi
coes de membria e gue a solugao de uma equagao de Liapunov de oy
dem 1 pelo método itevativo de Swmith {58} requer aproximadamente
75n° somas e multiplicacdes e 3n? posicbes de memdria {(ver segao

1.4.1Y, temos:

(a] Nas eguagdes {2 -12) e (2 -13) verificamos que a
maior parte do esforgo computacional necessério @ obtengdo de J{o)
para um dado @ & representado pela solucio de uma eguacao de  Lia

yunoy {2 137 de ordem n.
i _ _

(bY Das equagdes (2 -213), (2 ~22) verificamos que [H ]
vez que T tenha 33 sido obtide para o calculo de J{g), a  maiox
narte do esforgo computacional necessario 3 obtengao de VJ(g] &
representade pela solucdo de uma equagac extra de Liapunov(Z -3i8)

de ordem un, independentemsnte do nimero de parametros np.

fc} Das equacoes {2 ~32), {2 -34}1 verificames gue T}
vez que W & T tenham j& sido obtides para o <dlculo do par [J{g},
??{g}}! a ohbhtencao de H?(g} reguey um esforgo computacional extra
muito pequeno. Nas mesmas condigles, das equagoes ( 2-31Y, [ 2-33)
verificamos gue a obtengao de Hlfg} requer o cilculo de uma meswma
equacio de Liapunov {7 -15) de ordem n para np termos de entrada
diferentes. Utilizando o método de Smith {58}, o esforgo computa
cional necessidrio para isso € pouco menor que o rvequeride pela so
iugdo de np equagoes de Liapunoy diferentes, o que & sem duvida
uma tarefa computacional muite pesadas quando tratamos de sistenas
de prande dimensdo,com grande numere de parametres a serem otimi

LALOE .

7.3.3, ~ Proprisdades da matriz H?(g}

Além do haixe esforgo computacional necessaric a sua ob



-

Teovema 2.1¢ H,{u} ¢ uma matriz definida positiva se a matriz

{A+BG(e)C) € assintdticamente estdvel & o par [Q&+B$Cg}€},xé] &

Da equacdo (2-28) € fdcil verificar que i, {a) & a4  ma

triz da fungdo quadridtica

J€e) = tragolG(a) cwet ol o) 5, ] (2-35)
Por inspegaoc na equacac {2-35) &€ facil verificar que

Jo{e) = Xiy, {2-7%6)

Tl YO AN

X . g b v e

X o= Glo)CWC (2-377

Y = §.G(8) (2-38)

onde Ky Yy sao vetores de dimensao {(mr} contendo respectivamente

os glementos das matrizes X, ¥ de dimensde {(mxr). Aplicando{(2~37}
(2-38Y o teorema 1.16, temns

(1 ®ewcHe (e = X, (2-39)

(5, ® 1 )6,(0) = v, (2403

onde mei sao matrizes de dimensoes {(mxm}, (v.v), vrespectivamen

T
te o G?{a} & um vetor de dimensaoe {mr) contendo 0s elemnentos da
matyiz G{u} armaszenadoes por linha.

Substituindo {(2-30%Y, {2-40Y em (£-367, tenmos
Jote) = Guta) (1 @ ene ) (8,® 136, (@ (2-41)

Aplicando o teorema 1,15 & {Z-41), tenmos

i{%jgﬁz X CWCijﬂv[g} (2,42)

I la) = Gy

Da definigio do problema de otimizagic de parametros,te

mos gque S, 6 uma matriz definida positiva e poste {Cl=r. Por hips
2 i



o

tese Lemes ¢ DAar {(A+BG{E§}C},KE} completamente centrolivel e con
seguentemente, pelo Teoremd 1.12 temos o par [{A* b(g }f { 7;a0m
platanente chservivel. Com isto mais a estabilidade d%%l?tﬁit

de [A+BG{o3C), o lema 1.3 garante que W & uma matviz defin%da po
sitiva. Posto {Cl=r e W definida positiva garantem que Chﬂi £ tam
hem wma matriz definida positiva. Con QWCI e % definidas positi
vas, o teorema 1.17{a) garante gue (5 (:)ﬁuh y & tambem definida
positiva e portante s forma quadrazita (2-42) & definida positiva.
Asgim sendo, Hgfﬁj & uma matriz definida positiva porgque € a wma

tviz hessiana de uma forma quadritica definida positiva (Z2-42).

Teorema 2.7: 5S¢ &, & uma matriz diagonal e os parametros de Glg)
4 serem otimizados sdo armazenados por linha em g, entao H_{a}

tem uma estrutura bloco diagonal, O numero de submatrizes emf hﬁ
& igual ao nimero de linhas de G(g) onde existem PRArametTos e a
dimensic de cada submatviz & igual ao nimero de parametros na 11

nha de G{gla ela associada.

Prova:

Este teorema pode sery facilmente verificado por insps

cdo na equacdo {2-32), notando que

hz‘ =0 5 iy # v {(2~43)
i3 3
o que significa que h, = 0 sempre gue o, € @, estan situados

*

C":;’-»-u

1
em linhas diferentes de

ig}

Teorema 2.35: Se o par [A,B] & estabilizavel e o par {AgSll ¢ de

tectavel, entap Hjigjzﬁ ¢ consequentemente H,{w) = HZQE} guando

G(a)C == BT (2-44)

I

n - g"'“}_ 'i'" - e . .
onde,come & bem sablido, (w&? B°TY & a solugan do problema do regu

tador otime L-Q de tempe infinito,

Prova:

Substituindo (2-44) em {2-15),(d~10}, temos

S1 T T 8T W . .
a-ss it T e 2l st = 0 (2-45)
oy A9y :



w Z.1E -

Lom o par {&,B] estabilizavel e o par Eﬁgﬁll derectavel, o  teore
‘ R )
ma 1.2.5({b} garante gue a matriz {(A-5, BTEE & ﬁaa;ntotl camente €8

tavel e portanto, o lema 1.5 garante qua a equagao {Z-45) tem 50

tugds Onica

a1 _
v = {1 Y
Y5 v 46}
i

Substituiado {(2-46) em (2-33). femos

Hyte) = 0 (2-47)
e conseguentemente, de {2-30} verificamos finalmente

Hia) = H,(a) (2-48)

Em Gltima andlise, a\tecrema 2.% esti mostramdo gue nas
proximidades do peanto de Stimo, H {%} & uma eficiente aproXximagao
de H{a} quande as restrigoes de estrutura impostas sao 'fracas’ no
sentido de gue a solucfio do problema do regulador L-{ com restri
cBes de estrutura e a solugdo do regulador sem restrictes sfo prd

ximas uma 48 outra.

2.4 ~ CONDICAC INICIAL DO SISTEMA E GRAU DE SUBOTIMALIDADE

2.4.1 - Comentarios sobre a escolha da condigae inicial

Conforme foi mostrado nas segles 2.2 e 1.3, as especifi
caches sobre as condigbes iniciais do sistems afetam o indice de
desempenho, vetor gradiente, matriz hessiana e suas propriddades
¢ as garantias ds que a solugdo do problema de ctimizacae de para
metrps resultars em um sistema controlado assintéticamente esta

vel. No ponte de Otimo, temos como condigdo necessaria
VI(g*) = 0 (7-49)

Sghstituinds {2-49) na eguagso {(Z-21) que define o3 clementos de
VJ{a), verifica-se facilmente que o ponto de minimo do problems
de otimizacho de pavametros depende da escolha da matriz de momen

tos de segunda ordem da condigac inicial X



T . ;
RS £
E{xﬁ ﬁ RQKQ {2-540)
Guando XﬁXg & uma matriz definida positiva, temos

NOSLO §Kﬁ5 = posto [T;} = (7-51)

s

g consequentemente, O pary {fﬁ+5@(u)ﬁ}gxnj £ completamente  conirg
1Avel para gualguer matyiz [A+BG{p)C) . Conforme foi mostradona se
cho 2.2, isto facilita muito a existencia das condicoes que garan
tem que a solugdo do problema de srimizacio de parametros resulta
v em um sistema controlado assintoticamente gstavel e favorecem

a utilizacho dos métodos de otimizacgao do tipo descida.

No caso de conhecimento completo da condigae inicial do

sistema {Ep dererninistico}, temos

ST S - ¥ e e

o T . T e

J{u) = trago x x.T = X5ty [2-53
fluando pouce se conhece sobre o estade inicial, Levine ¢ Athans
{26} sugeren

T, JT. . n Y

Elxgxgh = Spfy = 37 L2-58]

I (8] = —— trago(T) (2-55]

N e 1 L .

onde Iﬁ & a matriz unidade de dimensao {nxn). (2-55) corresponde
a considerar xﬁ uma variavel aleatéria unifovmemente distribuida
ns esfera unitdria de dimensio n. Geromel { ‘ltrata daguestio for

mulando um problema de jogo minimax:

min Jz(ﬁ} {2~56)
2
Js{a) = max {traco(XT}} {2-57)
- X
BUES! (2-58)
onde ||+!| & o operador norma euclidiana. Sendo T uma matriz simg
rrica, podemos escrever



trace{XT) = <Xv§T¥> {2 58)

onde kaTv sdo vetores de dimensao nz contendo os elementos de X
e T armazenades per linha e <+,+>» & a operagao produto escalar .
Lembrando gue o produte escalar de dols verores € maximo guando
eles sio colinesres e de mesmo sentido, e considerando a restrigao

(2-58), & fAcil verificar que o ponto de maximo de (2-573 e J,{(a)

sao
X = (2-60)
[T é
J,{a) = trago g—ﬁgmwmyf = LT (2-61}
“ |
, . - RSN o
T o= {traco(T j}i/ (2627

F importante notar que Gevomel{23} tratou o problema da  escolha

de Xy de forma indireta, porgue J, {a)} em {2~57] & J{n) para o pl

or cado de matriz de momentos de segunda ordem Xﬂiﬁ gque nas € o
mesmo que Jin} para o pior caso de Xp» Meste Gltimo caso, temos o
seguinte problema minimax:
min J_ (o) “ (2-63)
o
% ﬁéTﬁg ?
J,{a) = max ;ww%@~ém (2-64)
X Ko K,
~{ é ~{3 =0 s
gque & hem sabide ser igual a
J (a) = AM{T} {2~65)

onde A, (T} representa o maior autovalor de T.
i ’

Antes de prossegulr, vamos demonstrar o seguinte  resul

tado;
Lema 2.1: Se X € uma matriz semidefinida positiva de Gr

dem m, Lemoes

! a 1/n _ nel 1/n+1 )
brraco{X V] sltraco (X7 )] » AM{Kf; n=} atd =
(2~667
_ A Iin
1im {trago{X )| = A@{XE {2=67)

Ty



Prova:

Do teorema 1.18 temos
1/n 1 A 1/n
- P .yl e
[trace (X7} = oA (0 (2-68]
1=1
onde A. (X} & o i-ésimo autovalor de X. Dividindoe ambos 05 lados

de (2-68) por A,(X}, temos

_ 1/n
1 /n L eyy D
{ME.}LE?&‘:ZEL}&}M} , E I (ﬁlifim) :E (268
Can P Y ory ' k

Como ¥ & semidefinida positiva, todos seus autovalores si@o positi

vos ou nulos e facilmente verificamos que

A (K) _

§ g —m— &1 1 1=l aten (2-70}
Ay ()
i) Ai{X} n

18 % -wwwwww> S9N {2-713
i=1 ey

Bevide a {(2-70) e {(i-71}), temos

14n i/n+l

M a0 0 b (0 n+l
Z w—«---fm-—w-—n- ----- ;5 E _—.,_,,.,..;M...I.WM } 1 {h 2‘ - ,? Z }

substituindo {2-72) em {2-68), verificamos que

n.L/n - L+l o+l _ o ep o
ftraco(X™)] ' }[tragO{X’ e » k%{X} {2-733

Da expressio (2-69), temos

o 1/n
) » fragaiin) o m liix} )

iim s - = 1im P} e w1

1yree Ay e § 1=l 0N AL IRY/
g conseguentementie |

1 1/n
1im ltrago{X )] = Ry (X [2~75)

R
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Voltande ao problema das condigoes iniciais, com o35  re
sultados do lema 2.1, vemos que J, {a) (2-55) e J,{a] {2-%7%sa0 ca
PR 4

sps particulares de

1/n
I (a) = E}rago{?ni] (2-76)

payra n=1 e n=2 respectivamente. E facil ver também gue ambos 580
apraximag@eg crescentes  de Jwggj (2-65) gue corresponde a Jia)
para a pier condigde inicial x,. A principal razio para a ndo uti
lizagho de J_(a) (2-65) & a dificuldade de seu calculo e de suas
derivadas de primeira ¢ segunda ordem em forma fechada, Contudo
conforme mostrou o lema 2.1, o indice de desempenhe Jn(gj com n
suficientemente elevade pode ser uma beoa aproximagdo de J_{gl. A
seguir, trataremos do problema do caiculo em forma fechada do  ve

tor gradiente e matriz hessiana para o indice de desempenho 3niﬁj°

1.4.7 - (dlculo do vetor gradiente e matriz hessiana para jn{ﬁj

Tomando Jn{gj dado por {(2-76}, o3 elementos 3Jq(§)fg&§

do vetory gradiente ?JQ(&) de dimensio np sdo dados por
i e
ad {a} I-n/n e .
U S = {tf&gc{?n}] [traga T l—;ém} (2773
i

onde T e &Tfaai sfio dades por (2-13), (2-1%). respectivamente. Re

arranjando os termos em {(2-77}, temos

E}r? {i};) g ‘_ﬁ"l g 0y
e e = RTAGH ! =TT ;3 {2-~78%
7% ? (trago (1)) %

Comparando (2-78) com {(Z-14} na secao 2.3.1, vemos gue para calcy
lar ?Jﬁ{g} podemos usar a expressao (2-21) para cidleulo de YJI{x),
substituinds

T anl

XXg = TR {2-79}

(traco(T"))

na equacio {2-18) parvs cdleulo de W.
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s elenentos hn da matriz hessiana ﬁﬂ{g} de dimensio
1, '
{npxnp) sdo dados poT:

ni‘} Buiéaj Eafdzj
_ t-n/n N .
+ {p=-1} [tz‘aga {"17;2‘)} TTACD h Lo 8t 8t *
' E&j a1

1~2n/n aa -
* ii”ﬂBE?TSQG(TH]} t?3g0<Tﬁ ! §¥;>txago<fb&.§£w>

% a0 .
i i

-

{Z-80)
podemos reescrever (2-80) na seguinte forma:
4 =1 + D P, [2-81%
N 1i¥j gigj “iL3
' onel y: ;
Py = LYACo g - W7 E S (2~823
i@i S 'e n E&’.« 3{:‘% -
: (trago(T")) 1% %
i-n/n e .
p, = (n-1) Etragm{?ﬁ}} rragalTh “ At 3T
3&3 gﬂej 333?.1
{2-83}
Cl-2n/n . - 1o
o = {i~n){traga(TH§] tyg§g<?n i §;£u>tfa§0<ﬁil §E;>
G B Bty
1sd y J Y
(2~843

Comparandoe {2-82) com {2-23) na segac 2.3.2, vemos {que para <alcy

lar py podemos usar & expresgac (2-19) para catculo de hi i
.igj L)

substituindoe (2-79}) na eguagdo [I~18) para chteulo de W.Assin sen

do, & ficil verificar que

% . = e . ~ 3 J . 2 w5
H,(a) Hﬁlu.&zﬁ * Hn_Iifg} * i*inzi.ggif + Ho (o) {2-85)
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onde os slementos de Hn.§§3 e H
1 "2
32Y, substituindo {2-79} ew (2-18) para o catculo de W, os elemen

{g) sdo obtidos de (2-317 @ {Z-

1

tos h N de H_ (e} sdo dados por
E 3
h = 7 v, - 867
i}m F 2 N . I 3. . {Z %{1}
b I .} Iy .,; 1. j

Lembrando gque para

Gla)C =-R "B (2-87)
g - _,,._%.:gm w ,_ﬁj;:?,_m = {3 By TR~
tOMOS e T 0 {2-88)
J
2 Fieil verificar nas equagdes (2-31), (2-83) e [2-56) que
" y e ! . {, -
Holed = H (e “ (2-89)

para G{a) dado por {2-87). £ imediatc também constatar que Hn (]
2
tem as mesmas propriedades de HE(%}. Para finalizar, & fécil veri
ficar que para 3n{g} hasta o par iAas}} ser completamente observa
vel & existit ¢y tal que (A+BG£§GJQ} & assintoticamente estivel
para garantir que [A+BG (a1 C] i assintoticamente esthvel em todos
os passos intermediirios de um método de otimizag@o do tipo descl
da vomegando. en LA As mesmas condicdes sdo também suficientes pa
va garantir que a solugao do problema de otimizacio de parametyos
com Jﬂég} resultard em wn sistema controlado assintoticamente  es

tavel,

5 .4.% - Orau de subotimalidade da solucao do problema de otimiza

cao de parametros

Conforme foi mostrado na secao 1.3, o valor do indice
de desempenhc para 2 selugdo do problema do regulador otimo L~

de tempo infinito €

T N
Tp = %Py (2-90)

afp « pa + sl - PBSIia'P = 0 [2-91)
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H

Para o mesme sistema, o indice de desempenho para a solugdo do pro
nlema do regulador L-Q de tempo infinito com restrigdes de  estru
tura & dado por

. T .
. Y L ’1“..." zw _2\
T{a*} Xy 1%, (2-92}

MG T + TORBGEMO) + 518, + €6 (018,6(e*)C = 0 (2-93)

Podenmos definir o graw de subotimalidade da solugao o

kS

LOMS

Jla*) ? % ;ﬁfl‘i‘zsg 3
B o= max §-omyee o F R [ {2-94)
X 0 % £p 5 X Py %
$ bem cenhecido que
- PR PR
B o= h (P 7T) (2-95)

fomo T 6 caloulado guando da shtengdac de o, pava calcularmos & U
tilizando {(Z2-95} devemns obter P resclvendo & eguacio de Riccati
1

£2-911 e calcular ¢ maior sutovalor da matriz {(P7TY. Quando P nao

& disponivel podemos obter um limitante superior para E sem resol
ver a equagag de Riccati {2-91) (Isaksen & Payne {301, Do teors

wa 1,728 , temos que se a matriz {-A ~S§31Tm1) & assintoticamente
estiavel, entao
~1 . :
N P AT (2-96)
T ofe w1 B GRS U N Iy ey B T e
N{-A" 813, (-8 ~8I8. +T > 5T = {0 -7
N(-A' 818, T )+ {-A"-8,8,T ) "N+ $,8,T +BS, "B =0 (2~97%
De (2-90) temos
Ny oph oy (2-98)
e portanto,
- }- Pt A ]
POOT £ N {Z2-9%9)
.y pmlae . ) _
E o= 2 (P 711 € 2y, INT) (2-100]
Conforme foi mostrado acima, a obtengdo de um limi

tante superior para b depende da phbtencdo de  uwn  limitante
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inferior para a solugdo dm equagaoc de Riccatl. Yassuda e Hirai{sd}
apresentam um limitante inferior para solucao da cquagao de Ricca

ti, alternative ao acima apresentado.

2.5 - UM METODO DE OTIMIZACAG QUAST-NEWTON bSO CTALTZATR]

Nesta secio 6 proposto um algoritmo de otimizagan  espe
cializade do tipo Quasi-Newton para solugao do problema de otimi
:schn de parametyos definido na secio 2.2. U desempenho computa
cianal do método proposto sera analizado e o seu esforgo  computa
cional por passo serd comparado com o de OULIOS conhecides meELo

dos de uso geral (Milani, {43}).

2.5.1 - Apresentagdo do Algoritmo

Apoiado pelas propriedades da matriz Holg) ¢ procedimen
tos de calculo apresentados nas segoes 2.%.1 a 2.3.3 o seguinte
algoritmo pode ser utilizado para resolver o problema de otimlza
cio de parametres definido na segho 2.2:

Gp,q 5 Gy~ BY (2-101)

Hy (e dy = Wgg (2-102)

onde g & um escalar. A recorvencia acima deveser inicializada com
wa gue estabilize assintoticamente a matyiz {A+BG{36}C] e B de

iy Dy €
ve ser determinade de forma a garantiv

J{a

PP IC (2-10%)

O teorema 2.1 apresenta condigoes suficientes para que
H,la) seia uma matriz definida positiva. Se H.{a} ¢ positiva defl
uada e sempre possivel obter um B parantindo (2 103}y {Luemberger,
£40131). Se H {a} & definida positiva,e facil verificar gque se &
recorrencia {Z 101y, (2~10Z2) converge (§K+1mgk}” entan Lemos ne

cassariamnsnte

VI(gy) = 0 (2~104)

Como pouco se sabe sobre a convexidade de J{a), {(2-104) nao € su
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ficiente para garvantir que foi obtido um ponto de minimo ¢ nem se
o ponto de minimo porventura obtido & gilobal. Em todo caso, & de
“hom senso’ esperar que fol ac menos obtido um ponto de minimo 1o
cal, porgue os pontos de minimo sdac pontos de equilibrio estaveis

de recorrencia {2-1013. (2-102) {Bingulac,{71}.

0 teorema 7.2 apresenta sugestles que facilitam e mini
mizam consideravelments o esforco computacional para solugdo do
siztema de eguacobes lineares [2-102). £ bem conhecido que a razap
de convergéncia do algoritmo (2-101). (2-102) aumenta e se aproxi
ma da do mérode de Newton na medida que a matTiz H(gK} {(2~10%) se
aproxima da matriz unidade, o que deve acontecer na medids quE

Hﬁ{gK} se aproxXima de H(ggj,

: ~1 : \ ”
I ] : I{s -
&{QK) BLE {gK)HkgKJ (2-105}
0 teovema 2.3 indica gue nas proximidades do ponto de minima de

J{a, H2(§K) se aproxima de H{QK} na medida gue as restrigoes de
estruturs impostas sdo f{racas,.no sentide de que a solucao do pro
hiema com restricbes e a do regulador otimo L-G de tempo infinito
sip proximas uma da outra.
0 seguinte procedimento de calcule pode ser utilizado
parva computar & recorvancia {2-101%, {2-1023:
passo 13 Inicializagio
Fagrer K={; 8—*60
Daterminar &y que estabiliza assintoticamente a matTiz
{&*BG(QK}Q)

e vy . ’ §f b
Caleular J{&,J, fJ(ng

B

NASSD Calcular Hziﬁg}

Resolver o sistema de equagbes lineaves

Holgdy = V) (2-1906)
passo 3@ Calcular

Bpey & Gg © BY (2-107)

passo 4: Calcular J{&K*l}
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passe 5: Testar se J{§X+1} < J(QK}
Sim: Bmﬁﬁ e segulr para o passo b
Mio: B=B/2 e voltar para o passo 3
passo 6@ Calcular ?J(gg+1}
passo 7: Testar se [[VJ(gy, 311 < Toleréncia:

Sim; parav

i

Nace: Fazer K=K+1 2 voltar a0 Dasso

No procedimento de calculo acima, & facil verificar gue
a malor parte do esforgo computacicnal pory passo ¢ devido primei
ramente so calculo do par [J{g), 9i{ae)] ¢ em seguida pela solugfo
do sistema de equagtes lineares simétrico (2-102). Quando o teorg
ma 2.2 & aplicével, esta Gltima parte torna-se geralmente insigni
ficante. '

Para utilizar © método Quasi-Newton especializade na 50
luche do problema de otimizacio de parametros com © indice de de
sempenio J {a} (2-76), basta trocar J{a), VI{al. H {a)na reLorTen
cia (2= 1%1} {7-102% e no procedimento de cilculo na sgegdo 2.5.1
nor 3n§ﬁ}»?3niﬁ3 2 ﬁﬁ?{g, cuin cileulo & discutide nas  segbes
2.4.1, 2.4.2. "

Para encerrar, nao fol possivel obter uma estimativa de
de M{X) que permitisse antecipar Com precisas a vazao de CONVeT
gencia da vecorrencia (2-101), (2-142%) utilizando o precedimento
de chlenle acima. Em todo caso, & importante lembrar gue uma ra
s56 de convergéncia baixa & um indicador de que @ desempenho  do
sistema de controle pode ser significativamente afetado pelas ves
trigoes de estyutura impostas, o que, conforme foi discutido nas
secches 1.3, 2.1, 2.2, pode inviasbilizar o problema de otimizagao
de pardmetyos aqui tratado,.como ferramenta para sintese de siste

mas de controle com restrigoes de estrutura.

2,.5.2 -~ Comparac8e com outros métodos de otimizacgag

O desempenho computacional glebal de um metodo de  oti
mizagie qualguer na solugao de wum problema de otimizaglc € fungse

do seu esforge computacional por Passo © da sun rarao de conver
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géncias. Bm wma aplicaciio especifica € em geral facil obter hoas
eetimativas do esforgo computacional por passo. 34 o mesmo nao o
corre com as previsdes sobre razao de convergéncia. Nesta Segdo,
haseados nes procedimentos para cdlculeo de J{o). J{a).Hig) Hlal,
apresentados nas sepbes 2.2, 2.3, vamos fazer uma estimativa  do
esforco computacional por passe dos sepuintes métodos de otimiza
cao: Gradiente de passe fixe{"stespest descent’); (uasi-Newton especializa
do {2-101), (2-102) secdo 1.5, hewton; Davidon-~Fletcher - Powell
{171: Flercher-Reeves, {18}; Rosembrock, 153}, As estimativas do
esforgo computacional por passo servan utilizadas,juntamente com
algumas consideragdes rudimentares sohre as caracteristicas de con
vergéncia dos metodes citados.para a obtencdo de uma visao de con
junte do desempenho desses métodos de otimizagdo na solugao dopro
hilema de otimizagdo de parametyos definido na segao .24
Consideremos o seguinte procedimento computacional basi
cos
Passo 1: Inicializagao

Dade o, que estabiliza assintoticamente a matriz

£
(A+BG(a,)C)

Fazer K={

falcular o par lé{gaj, ?J{gﬂ}}

ol

Passgo 2 Caicular
(2-108)

S o o= oo, v flad
Sxel 2K L

ak

4«

Passo Testar se | 1vJ(a,, ) !] g Tolerancia:

Sim: parar
Nin: Fazer E=K+1 o voltar ao passo 2 onde & fungap  veto

rial flog] variga com o mAatodo de otimizagao
Sejam LYAP{n) e LSYS{np) o tempo de cOmputacan para  s0
jucao de uma equagao de lLaiapunov de ordem n e um sistema de equa
coes lineaves simbtrice de ordem np,Tespectivamente. Seja CMPT{ .}
o tempo de computacdc para calcular ns termos da recorrencia {2-108)
do métode (-) no procedimento de calculo basico apresentado acima.
Considerando as suas predominncias sobre outros fatores no calcu

1o ds J{gﬁjg v&ggg}, ﬁ{gK}ne H?{QK} apenas LYAP{n} ¢ L8YS(np)} sg



30 considerados para o caleulo de CMPT{-1. Nessas condigoes , ¢

HES 3T
{al
()
{ol
{d}

]
L
i

4

pradiente de passo fixo
floe) = - BV (o) (Z-109)
onde & & um escslar selecienado para garantir
{0 Yoo Jiw
FlOgeqd @ I
CM??(gradianté}mE{ns+1}LYA?{A}
Quasi-Newton especializado {(2-101),{2-102}
flag) = -BY {Z-110}
Hziﬁg)ﬁ = %J(gﬁj {2-3111}
onde 6 & um escalar selecionado para garantir
3{51;_};&3“} < J{%K}
CMPT (quasi-Newton}) = 2 (ns+1YLYAP (n}+nsLSYS{np)
Quando o teorema 2.2 @ aplicdvel, temos

m
LSYS(np} = & LSYS{ﬁQi) (2-112}

i=1

onde np, £ o nimero de parametros a serem  otimiza
dos na linha 1 da matriz Gla). Geralmente isto torv
ne LEYS{np)} insignificante quando conparado Com

LYAP(n) e messas condigDes Temos:

CMPT{Qussi-Newton) = 2{ns+13LYAP{n)

Newton

f{gﬁ} = - Hy {2~113)
‘-[{, %oy oo ﬂ',‘.). v\ zf'wé
Hiaply = Vdigy) {2~114}

onde £ & um escalar selecionado para garantir

Tag,y) < Jlggd

CMPT {Newton) = {ﬁgiﬁp*z}+3)LY&P{§)+&$LSY$(%§)
{2-115}

Daviden-Fletcher-Powell {17,407}

Quando este metodo & operado de forma it@rada,f{gx}
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5 obtida através de uma sequencia de buscas unidimensionals em np
divegoes., A sequencia de buscas constroe uma aproximagan  progres
siva da matriz hessiana inversa e se aplicada a uma fungio quadri

rica, no fim da sequencia, temos;

» =1 e PO,
flay) = H CTARAS Y {2-116)

Assumindo otimisticamente que cada wma das buscas unidimensionais
sho evecutsdas através de uma sequencia de duass interpolagies cu
bicas o considerando que cads interpolagfo cibica requer o caloun
1o do par LJ(a) . vJ{a}] em dois pontos diferentes, & facil verifi
Car que

CMPT (Fletcher-Powelly = (fnsnp+ 2)LYAP (1) [2-117)

(¢} Fletcher-Reeves {183 .1{40:

Como o método de Fletcher-Powell, eoste metedo  tam
hiam & baseado numa seguencia de buscas unidimensionais em np dire

T b

cBes. Quando aplicado a uma fungido guadrdtica com matriz hessiana

H{QK} as diregoes geradas sao H(ﬁK} conjugadas e ap final obtenmos

diretamente

o ; » .
f{gﬂ}{} = wH {9(‘}{}?}(3&{} {2-118;
sem construlr H—E{%K},

CMPT(Fletcher~Reeves) = {Gnsnp+2YLYAP(N] {2119}

(f} Rosembrock {53}

? um méetodo heuristico concebido com dois objetivos:
obhter uma vazho de convergencia melhor que a <o nétodo de gradien
te {"steepest descent’) & evitar o cilculo do gradiente. Neste mé
todo ffgg} & ahtida através de uma sequencia de buscas unidimen
Fionals om np diregbes ortogonais. Analogamente &0 Fletcher - Ree
ves, Lemos

CMPT{Rosembrock) = {6nsnp+ 2} LYAP {n) {21283

fe requisites de memdria interna dos métodos  Gradiente
Guasi-Newton especial, Fletcher-Reeves, Rosembrock que nao cons
rroem a matriz hessiana sdo praticamente iguais, 0s requisitos de

meméria interna dos métodos de Newton e Navidon - Fletcher ~ Powell
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sag praticamente jiguais & correspondem ac requerido pelos metodos
cue ndo utilizam a matriz hessiane acrescidas do numero de  posi

ches de memGria ocupadas pela matriz hessilana.

Quanto &s previsces gerals sobre a convergeéncia dos méto

dos agui tratados, temos:

(a) 0 método Quasi-Newton especializado tem a CONVEeTgen
cin garantida mesmo longe do ponto de minimo e nas proximidades
do mesmo.sua razde de convergencia melhora e se aproxima da do New

ton guande as restyigoes de estrutura sao fracas.

(b O metodo do Gradiente ten convergencia garvantida mes
me jonge do ponte de minimo. Seu grande problema & que nas prozimi
dades de ponto de minime,sua razac de convergencia pode ser nmuito

baixa quandce & matriz hessiana ¢ mal condicionada.

(¢} O método de MNewton apresenta razio de ceonvergencia
quadratica quando nas proximidades do ponto de minimo. Longe dopopn
to de minime,o uso deste métode & desaconselhdvel guando nio  exis
tem garantias sobre a convexidade da fungao objetivo.

{4} Os metodos Bavidon~Fletcher~Powell & Fletcher-Reeves
guande ntilizados de forma jterada,.tem convergéncia garantida lon
se e préxime do ponte de minimo. E muito diffcil prever as Taz0es
de convergencia e neste trabalho ficaremos com a hipétese simplis
ta de gue eles, quando utilizados de forma iterada, apresentam nas
vroximidades de ponte de minimeo razdo de convergéncia igual @ do

setodo de Newton.

(ej £ diffcil prever a razao de convergencia do métode
do Dosembrock devido 3 sua concepcio heuristica. Ndo hd razdo para
crer que ele apresente um desempenhe computacional superior ao Flet
cher-Reovas.

Para uma dada tolerancia no teste de convergencia , pars
fins de comparacio,é razoavel supor gue nas vizinhancas de wm  pon

o de minimo temes:

as (Rewton) = ns{Fletcher-Powell) = ns{Fletcher-Reeves)
{2-121)

ns{MNewton) < ns (Quasi-Newton) < ns {Gradiente) (2-122)
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ns (Newton)«<<<ns{Gradiente} {2,123}

bos esforces computacionais estimades, vemos que o esfor
co computacional por passo dos métodos Cuasi-Newton especializado
e Cradiente com mesmo tipo de passo sdo muito proximos e pratica
mente independentes de np. Bsta propriedade mals as suas gqualica
des de convergéncia fazem do. Quasi-Newton sspecializado um metodo
particularmente bem adaptado para $istemas de grande dimensioc com
grande numerp de parametros. Sugerimos que a splucdo do problemade
piimizacido de parametroes inicie sempre com © metodo Quasi-Newtones
peciatizadeo. A medida que a sua razho de convergéncia se mostrar
jpnsatisfatdria, teremos uma indicagfo de que as restrigdes de es
trutura impostas podem afetar significativamente o indice de desem
penhe de sistema. Neste Caso, 5¢ a otimizacgde € ainda desejada, o
processo deve sey continuado utilizande o métode de Newton para pe
quenos valores de np e © metodo de Fletcher-Reeves para grandss va
iores de np. Ests preferéncia pelo Fletcher-Reeves schre o Daviden
~Fletcher-Powell e Newton € que a utilizagao de matvizes de grande
dimensio por esses metodos causam ndc $0 problemss de  disponibili
dade de memBris mas também acentuam o problemas de erros de  arre

dondamento nos céalculos,

2.6 ~ APLICACOES

Nesta secho serdp ilustrades o uso e desempenho do mEtQ
do Quasi-Newton especializade e outros métodos citades na  secgao
anteriocr. Serdo tratados dois exemplos de veguladoves L-0 de tempo
infinito com restrigoes de estrutural um regulador descentralizado
nara um sistema de pequena dimensdo COM pOUCOs parametyos a Seren
atimizados e um regulader com estrutura de controle local para  um
segmento de via expressa descritc por um modelo lineavizado.0 exen
plo da via expressa,por suas caracteristicas e dimensoes, yepresen
ta um caso tipico bastante significativo de sintese de reguladores
-0 com rvestrigoes de estrutura para um sistema de grande porie conm

grande ntmevo de parametros a seram otimizados.

e

2.6.1 - Hepuladoy L-Q descentralizado: Bistema com dimensces o ny

mero de parametryos reduzidos




Nesta secdo serfo utilizados os métodos Quasi-Newtoneg
pecializado, Gradiente de passo fixoc, Newton & Davidon-Fletcher-FPo
well para a solugdoe do problema de otimizagac de parametros resul
cantes da sintese de um vegulador descentralizade L-Q de tempe in
finito. Os dados sobre o sistema dindamico e a formulagao do proble
ma de otimizacho de parametros foram obtides em (Geromel e Bernus
sou, {21}.{231).

Equacdes do sistema e indice de desempenho:

R(t) = Ax(t) + Bu(t) {2-124)

uft} = G{aix{t] {2-1253

L1 . T T - y

J(g) = —— trago | 1 (x (tyx{t) + u (tyult)idr (2 126}
8 0

A

pnde: x{t]), u{tl sio vetores de dimensdo n=6, m=¢ respectivanente;
o controle & dividido em tres subsistemas e o vetor de paramerros
s serem otimizados g é de dimensdo np=8; as matrizes A,B san dadas

abaixo:

0. 1. 5. 1. 6. 0. ] 1. 0. 0. 0.
“2. -3. 1. 6. 0. 1. 1. 8. 0. 0.
VR DT P O S UM S N LIS PR E
8 -.5 1. 3. B. -.5 6. 0. 4. 0.
L6, 1. 0. 0. 1. 6. 0. . 2.
0. 5. 5. 0. -3, -4, 0. 0. 0. 2.

¢ vetor g, dos pardmetros iniciais escolhides e amatyiz
G{gﬁ} SA0
ag = [-11.5 L85 . ~2.3,-.62,-.82,~3.41,-4.96,~.06 1 (I-128)

“11.51 .58 0. 0. 0. 0.
Glagi=| © g, «2.% .62 0. 0. (2-129)
Qk {}o «.*82 “3*4’1 Qs Utﬁ
o, 0. 0. 0. w496 ~.06

Os valores obtidos para o indice de desempenho J{gg} e &

norna adotada pars o vetor gradiente §§$3(g$}§! SHG T



Jlay) = 1.473692 (2-130)
. &
BRARCIR NI mgw £ lgyl o= (1169456 (2-131)
’ i=1

onde ﬁgii & o valor abselute do i-€simo elemento de VJ{u,l.

Para o0 teste de convergencis

5

[fod{a) il € 107 [2~132)

todos os metodos de otimizagdo convergiram para O WMESMO pONLo de
minimo. O vetor de parametros Otimos a* e o correspondente indice

de desempenho foram:

0 . [.1.1848, -.3855, ~1.4454, - .5399, -.9299,

-2.2766, -1.6121, -.3674){2-133)
J(g*) = 4977398 : (2-134)

Os resultados em cada etapa dos processo iterativoes obti
dos com os métodos OQuasi-Newton especializado, Newton e Gradiente
de passo fixo sae apresentados nas Tabelas 2.1, 2.2 ¢ 2.3, vespec
rivamente. Na Tahela 2.4 sido apresentados o5 Tempos de cdlculo uti
tizados na solucho do problema de otimizagao de parametros. Confiy
mandg as previsoces Feltas na seccio 2.5.2, vemoes gue mesme  elm
sistema de pequena dimensac TOmM POUCOS parametyes & otimizar, © de
sempenho computacienal de métods Quasi-Newtnn especializado pode
ser bastante superior aos 4o metode de Newton, Davidon-Fletcher-Po
well e Oradiente de passo fixo. Comparando os valores de CMPT o ten
po de "CPUY dos métodos Quasi-Newton especializado ¢ Gradiente de
passo fixo apresentados na Tabela 2.4, vemos que reslmente e55eS8
métodos possuem esiorgos computacionais  por  passo praticanente

iguais.



TABELA

Regulador L-( descentralizade

MAtode Quasi-Newton especializado

Btapas do processo

iterativo

X B J(a,) RRNICIORN

0 - 1.473692 1169456

1 1. 1.413800 1116349

z 1. L 8184661 L8277122%10 7
3 1. L 5793556 L 5035244x107
4 1. 5081433 . 2335840x107 %
5 1. 4983083 .8332994x107°
6 1. 4877790 L 2248645x107
7 i. 1077435 LF120837x100
8 1. 4077402 . 2279869x107°
3 1. 4977398 . 7266128x10” %
10 1. LA077398 L2331968x10°
11 1. L 4977398 L 7439858x107°

TABELA 2.2
Regulador L-Q descentralizado
Método de Newton
FEtapas do processo iterativo

K 8 SACHY ERNICPORE

g - 1.473692 1169455

1 .5 L 8017500 .7990945x107
7 .5 5810024 L 4854772x107 0
3 1, L 5126557 6623608x107%
4 .5 5041515 3620300%107
5 1. 4980659 6686071x107°
6 1. 4977403 L 2278862x107°
7 1, 4677398 5251720%107°

4,31



TARELA 2.3

Regulador L-Q descentralizado
Método do Oradiente de passo fixo
BEtapas do processc 1terativo

K 8 J{ay) RAAICTORE
o 4 - 1.473692 1169456
1 3. 1.413800 1110349
2 s 1.359798 1057092
3 3. 1.310633 1008344
41 s, 1.265532 L9631588x107 "
5 | 3. 1.223903 .9208441x10" "
6 | 3. 1.185282 . 8808767x10° "
7 | 3. 1.149289 .8428532x107 %
g | 3. 1.115654 L 8064582x107 "
g 3. 1.084096 L 7714436x107 %
10 3. 1.054416 L 7376142x107
11 | 3. 1.026438 70481833107
12 3, 1.000008 6729402x107%
13 | 3. 9749939 6418055x107%
14 | 3. 9512779 6116263x107
15 | 3. 9287565 .5820978x107 %
16 3. 9073367 5532486x1071
17 1 3. 8869351 .5252168x10 7
18 1 3. 8674758 4978770x107
19 3. 84880072 47894855107
20 3. 8311159 L 4629411x107%
71 3. L 8140965 L 4465648x%107
138 3. 4977308 | .9341854x107°

Tod

L

-3



TABELA 7.4

Regulador L-Q descentralizado
Tempo de computacao utilizado
(@) || < 107

z : y
: Tempo de "OPUY
o S BTG CUHTOAME
\%91 o d{} {:H T i 1} Dl { i 1 1 {.,fa‘o., iF :3
{sepgundos)
Oupsi~Newt e 4w A e , . o
Quasi-Newton 2ALYAP (6)+44LEYS (2) 8,39

especializado

Newton | 75LYAP(6)+7LSYS(8) 29.86
Gradiente de 276LYAP(6) 99.48
passe fixo §

 Davidon-FLetcher | sg61yap(6) 143,42

L
[ ~Powell™

* Versio contida na biblioteca de programas SEP/IBM

7.6.7 - Regulador L-Q com estrutura de controle local para um tipi

co sistems de grande porie

Nesta secio serdo utilizados os metodos Quasi-Newton o3
pecializado e Gradiente de passo fixo para a solucdo dos problemas

de otimizacho de parameires resultantes da sintese de um regulador

L-0 com estrutura de controlelocal™ para um segmento de vig X
pressa com olto milhas de comprimento descrito por modelo 11

neatizado apresentado en (Thompson e Payne, {p1}t). Pela dispersio
geografica entre seus estados e entradas de controle, pelas SURS
dimensdes e caracteristicas dinamicas, & via expressa & um exemplo
tipico de sistema de gramie porte onde um vegulador com estrutura
de controle local, om principio suhatimoe, € mails interessante na
pratica que um regulador Stimo mas com estrutura de controle cen

sralizado {Athans, { 1}; Isaksen e Payne, {301).



As equacdes do sistema dindmico e indice de desempenho
SEG

Xt} = Axi{v) * Buft) {2-13501}

ult) = G{z)x(t) (2-1363

L n]
»

e}
L—

| 1 ! T o s T e T
Jilal e trago? [ﬁ {t}blg(t}+gi[t}&ggﬁt}}dt% {7-13

0
onde: x(t} & um vetor de dimensdao n=34 com os elementos Tmpares re
presentando as densldades médias de trafego e o5 elementos pares
representando as velocidades médias dos velculos em 17 secgdes con
secut ivas da via expressa; uf{t) & um vetor de dimensio m=l1l vrepre
centande o fluxe de veiculos nas rampas de acesso 3 via expressa ;
as elementos das matrizes A de dimensde {34x34), B de dimensao {34
x111 e das matrizes disgonais definidas poesitivas Sl de dimensio

(34x34) e &, de dimensdo (1lxll) sac dados na Tabela 2.5,

du

As estruturas de controle Jocal consideradas s5a0:

Kstrutura L: A mesma estrutura de controle utilizada em

{Thompsen e Payne, {61}) resultante da aplicagio do mérodo de Mau
mentacdo™ parva sintese de reguladores lineares com estrutura de
controle local. B composta por np=106 parametros o utiliza medigao
completa de estado. A posigio dos elementos do vetor de paramertros

o na matriz Glgl & apresentada na Tabela 2.6,

Egtrutura 2; Esta estrutura foi selecionada de forma 3

englobar a maloria das posicbes com os ganhos mails stgnificativos
na matriz de realimentag@o da solugao do problema do vegulador bti
me L-0 de tempo infinito. E composta por np=5b parametros € utill
za apenas medidas de densidade de trafepo. A posigio dos elementos
do vetor de pardmetros g na matriz Glo) & apresentads na Tabela i
G

0 vetor de pavametroes iniclails G, para a estrutura 1 foil
obtide utilizande o métode de "mumentagao’ {Tsaksen ¢ Payne, {301)

e seus elementos sio dados na Tabela 2.7.
Paras @ estrutura 2 & adotado Ay = {t,
it ¥

0 reste de convergencia &:



) 3 17 P 5

V(e F s a.f « 10 S
e - np oy iﬁli {2-139}
onde lg.] & o valor absoluto do i-@simo elemento de VJ(a).

i
Ds resultados obtidos foram:

Egtrutura 1: 0s elementos do vetor de parametros otimo o

sia apresentados na Tabela 2.9. Us valores inicial J{aaj ¢ Otimo

J{a*) do indice de desempenho 580

Jlag) = L7OL405T : (2-1403
J{a™) = 7513719 {2-141)

O vesultados em cada etapa do processe iterative obtido com o me

todo Quasi-Newton especiallizado sio apresentadeos na Tabela 2.8,

Estrutura 2: Os elementos do vetor de naTaAmerros SLimos

a* sdco apresentados na Tabela 2.9. Us valores inicial e finsi do

indice de desempenho sS3o:

Jlog) = (8392886 (2-142)
J{a¥} = 75129825 (2-143)

s resultados em cada etapa dos processos iterativos gbtidos com
oo mAtodos Quasi-Newton especializado e Gradiente de passo £ixe s&o
apresentades nas Tabelas 2.8 e 2.10 respectivamente,

0 valor do Indice de desempenho {2-137) para a solugao

do problems do regulador Stimo de tempe infinito &:

(2-144)

]
e
4
]
i
Ee.

=1

{.}‘ * == - ; i

Pm (2-1413, {2-143), (2-144) podemos veritficar que 0% va
iores Stimes do indice de desempenho pava a2 estrutura de controle
1, estrutura de controle Z e vegulador dtimo L-@ sao maito proxi
mos wm do outro. A diferenca entre eles ndo chega a 0, b.Temos por
anto um caso tipico de restrigles de estrutura "fracas™, o que &

confirmado pelas excelentes razles de copvergencia do método Quasi



~Newton especializado, apresentadas na Tabela 2.8, Comparando 0%
esultados nas Tabelas 2.8 e 2.10, vemos que o desempenho computa
cionsl do métods Cuasi~Newton & bastante supervior a2o do  Oradiente

de paszso fixo.

Seiam CMPT, {»‘ o esforco computacicnal por passo do METo
. Utilizando as £6rmulas apresentadas na  segac 2.5.2, para

gste exemplo com a estrutura de Controle, temoes

CMPT | (Newton) = 6LLYAP(34) + LSYS(55)

23

Mﬁi {D F-pP) = (CMPT. {F Ry o CMPTi{ﬁasembeck)

Assim sendo,. vemos que ¢ método Quasi-Newton egspecializa
do rescliveu o problema do otimizacio de parametros em umtempo mais
que seis veres menos gue O necessArio para dar um OGnico passo do

Srodo de Newton. Em relacio aos métodos de Navidon-Fletecher-Powell,

m1etcher-Reeves & Rosembrock, esta relagdo muda para trinta e LYes.

Nas Figs. 2.1, 2.2 e 2.5 san apresentados esquemas 5im
nlificados dos sistemas de controle correspondentes ap  regulador
Gtimo L-0, feguiaﬁar L~ com & estrutura 1 e o reguladoy -0 Com

estrutura 2. Comparando of requisitos para implementagao dos siste

mas de controle. vemos gque os do regulador L-Q com a estrutura 2
c5e ns menores e sensivelmente inferiores aos do regulador Gt imo
;.z “{‘2 ¥

3RZ2LYAD(34)



TABEL

A Z.5

Via expressa: Regulador L-Q com estrutura local
ALB

Matrizes do indice de desempenho: SE’SZ

Matrizes do

sistemna:

. .
i,1

- S
1,3+1

Ed

i,1

*

REwy
L4
[ ¥y

[ T
£ £
},...d 4 e
vw o L
e A

£

Lk
L
Led

LBTD
LU50
L0964
LY
BT
B34
706
L T08
1,037
LR25
1,106
1.041
652
LBO1
L0816
L7RZ
LU34
L B96
LH80
L 946
L 716
L0606

5}
il
e

1.571
1.170
L 1.253
1,591
L 1.626

1.656

L30L
1.071
L3494
1.203
LLB5
705
. 200
1.137
L314
1.188%
2659
LAL5
. 338
895
L d51
1.487
A58
1,232
LBl

L 1.339

-~ 129

k]

~1.758
~1, 2040
2,371
~3.122

L8346

-2.467

~2.130
- L9617

- t?ig

S

-1.805

-2, 007
~1.078
-2. 215
- B4R
-1 880
~1. 001
~1,975

2200

-1

-2 . 3499
~1.619
~2.844
~-1.659
E -2,889

- LU64

-2.161

~2.079

~1.033

- LHOE

~1. 666
- L 697

1,856

~ 303

1= 0754

!

- nzﬁ?
Pe 723
3

- 031?

~3.123%
- 298
~1.266

~ . 299

- 925 |~ L9553
2,250 | - .371
- 031 - L8B1
“2.175 | - .449

513 [ -1.487

L1t b it s

1.000
1.929
1,000
1.929
1,000 |
1.929
1.000
1.929
1.000
1,929
1.000
1.929
1,000
1,929
1. 000
1.929
1,000
1,929
1.600
1,929
1.000
1.929
1,000
3.929%
1,000
1,029
1.000
1.929 |
1.000
1.929
1.000
14929
1,000
1.929

Eoud

1

3

10

11

25,00

| 25.00

25. 08

25,00

25,04

25,00

25,400

* § & o nimero da coluna para a qual by

1,1

N elementos nao postrados nesta tabela Sao

}.0

1EuEis 4

TET3,



TABELA 2.6

Via expressa: Regulador L-0 com estrutura local

a2y

Posicio dos elementos do vetor o na matris Gl

Eostrutura de controle 1

% i z 3 4 5 5 ¥ 8 3 1
ﬁ\\i 7 % & § & 7§ B IO AL LZ LS 14 15 16 17 1§ 19 20 L 22 23 24 25 26 7 23 29 30 31 32 33 M4
3

13 % 2 3 4 % 6 7 8 §10 .

2130 17 13 34 §5 16 17 38 19 28

391 27 IS 26 Z5 26 27 2B 29 30

4 31 .3Z 33 34 35 3%

8 57 %R 19 30 41 43 4% 44 45 46 47 43

5 49 50 51 $2 53 B4 55 56 57 5% 5% &b

7 81 62 &1 64 A5 65 67 68 69 TH FI T2 ,

5 7% 74 F5 76 77 78 75 8¢ 81 87 83 B4

g 8% 88 K7 8% &Y

15 81 91 3 93 &% B& ST @

11 99 10D 101 102 103 184 105 108

Estyutura de controle 2
K 1 2 3 4 5 4 o4 g 1% 11
H
WAy 23 4 s 5 v 8§ 510 11 121X 14 1§ 36 1718 15 20 21 22 33 24 25 26 27 % % 30 A 32 33 3%

1 2 4 5

2 ¥ B 51

% il i i3 is 15

i i% 17 1B ig i

3 PRI A S T

& 2% &1 8 2% D

7 31 3z 3% 34 5%

& b 37 3% 38 48

9 41 4z 43 44 45
1 4 47 48 48 56

L 51 &2 53 58 L3
i - representa as linhas da matriz Gim)d

fe
e
L

i - yepresenta colunas da matyiz G{a) e as linhas da matriz B

i

¥ o« yepresentd as colunas dis matriz B, onde b% g = i,

2

sosicbes de G{g) ndo occupadas por elementos de o sdo iguais &

5
=
18

ZETO.




¥ia

gupressal

TABELA

2

u ok

7

.58

Regulador L-Q com estrutura local

Elementos do vetor de parametros imicial % {x25.)

Estrutura de ¢ontrole

i

. _ . ! _ 3
R 2 E B 5 6 7 8 g 10|
o L~ L4610 L1899 - U754, L1320~ 619 L124(~ ,233 ) LO073)- 059 L0727
%,qg T -50Z 7 046G - L0618 LORT 1,562 1 L2421~ L6120 L1707~ 150 ) L0587
% ag | T #1988 {035 - L2330-.014 0~ L6121 - 001 -1.197 L1830~ 272 ¢ 084
% 5p |7 <696 | -.012 ~1L501) 217 0- L3481 LOBRI-1.434 0 ~.1407-1.715 | .180
% qp |- 880 [~ 2190 - LG71D L1a1le L1650 L082¢-. . 056 1 L0250~ 772 4o
O cq - +879 | -.033 | 1,367 218 |- 018 | L178[- .245 | L1131~ 078 | 034
O e - +024 1=, 108 ¢ - L6710 -.001 i~ L918 | -. 012 ~2.245 ] L2711~ 686 | .267
<2+WQ - .188 0 L0820 - L1400-.033 - 164 - 0411~ 244 - 046] - LGBS |~ 041
1%Q§ ~1.107 1 L0235 0~ L263) L0901~ 461 - 008(-1.071 L1668 - L2561 064
O gp v 705 L 061 - <9287 L147 - L4351 105~ 158 - 061 - 389 | -.018
0 - L A35 . L0141 L1361~ 136 .11 - - - -
ieigol © 435 | L0546 311. 56 136 114
o representa o i~esime elemento do vetor oy multiplicadoe pelo fator 25,
TABELA 2,8
Via expressa: Regulador L-{ com estrutura local
Mérodo Quasi-Newton especializado
Brapas do processo iteratlivo
Fetrutura de controle 1 Estrutura de contyole 2

K B Jlay) BEAICTS I B % 4 I () | ERZICEN

% 0 w 1 L7624637 1,23258814 % 0 % - LBIU2E86] LB3NZERE

i 1 1. L7514499 1,1926159x10 FR A O L75972591 L 3681124

|2 1. &?5}3?13§,13?1%53x1% 2 1. 1 L7BI30SS 1&3%@?3x1@“1

§ 50 1. | .7513710 .1010831x1070 0 3 1. | .7512926 .2528578x10 "

L4 1. | LTSL3TLIO . §303315x107 7 4 | 1. L 75132925 . 6722810x1877

§ | IOLYAP(34)+16LSYS(12)+

1 i F1Z2LBYS(10)+

g CHMPT ; +BLEYS(8) o+ CMPT TOLYAP(3471+44L8YS(5) |

; | +8LEYS(6) %

 Tempo CPU PDP-10 Tempo CPU PDP~10 %

L UNTCAMP (segundos ) 346,34 UNICAMPIsepundos ) ;




TABELA 2.9
Vig expressa: Regulador L-0Q com estrutura local
flementos do vetor de pardametros otimo of
Extrutura de controle 1

i1 2 3 4 5 6 7 8 5 10
s -, 01220 ,00491~,01771 L0034 ~. 0178 00341 ~.0106] .0033]-.0103 1 ,0028
05e10 L OLBZ1 -, 00061~ 01781 L00151-.0015] 000621 -.0258) 0074 ~.0254 | 0065
G20 e DLO6 «. 0030 = 0108 -, 00221 ~,0263]1 -, 0021 -, 0425] 00751 ~-,0414 1 L0092
§m4+3@ e 04421 - 0040 ~, 06241 L0082 - 0587 LCGOVE - 0305 ~. 00611 ~,. 03661 0041
§§§+iﬁ ~. 0201 L0058 -, 01850 00491 -,0065] 00351 -,0050) J0021{~-.0224 (-, 0054
a5 . 02000, 0017 ~. 05040 L0058 -.0244] .00501~-.0081, L0045 -.0071 .ﬁGZ??
Eaéﬁﬁg w0218 -, 00611 ~, 0181 ~. 0041 ~, 0243 -, 0015} ~. 05661 0068 ~.0231 .ﬂﬁﬁ?é
Egi+?§ - 01761 L0063~ 00711~ 00251 ~.0064; -, 0025 ~,0$91§wa0028§w‘0233 - G031
éﬂg+g$ - 0338 L0073 -, 02280 00651 ~.0¢500 -, 00352 WQUESS§ L0039 -,02601 L0052
JATay % L , . e s
§&i+¢g -, 0190 ~,0017, -, 0188 0040 -, 0088 -.0028 w,ﬁﬂﬁbé L0016 -,0086 1-.0011
L L g088 Lp015i-.01830 L0037 -.0070 003 - - -
§&i*153§ ﬁ@%%g ﬁizﬁi 0183 (03 | Dozt 1031 | |
: : ] !

Estrutura de controle 2

i i Z 3 4 2 {5 7 3 B 16
#i D154~ 0173 -, 0181 . 0005 ~, 105 |-, 0272} -.0432{-,02063}~,.01068 - 0201
ﬁi+30 v D3040 - 0433 -, 02671 . 209 1~,0194; ~. 0445 -. 0623 ~. 0423} ~. 0100 - 02156
%420 e D38RI~L 0367 «. 01030 -, 0183 -, 0094 ~. 0330 ~.0307{~. 0244 -.0093~.0072
530 w 04301 -, 05621 - 0237 -,01311~, 0104 -, 0298}~ 0328 - O16RE -, 0101 -, 0072
54D e 0248 -, 0352 ~. 0211 - 00621 ~,0044; -, 00831 ~,0148,-.0181 ~ QU861 0034
G5y g f-, 8045 ~.0073 w 008G~ 0183100753 - - ~ - -

Nesta tabela. representa o i-&simo elemento do vetor a”,

i??;i




TABELA 2.10

Via expressa: Regulador L-0Q com estrutura local

Gradients de passo fixo: Etapas do processo iterativo

Estrutura de controle I

K B oy | EERCYIRE

0 . 8392886 é 2,678697

i 17 L8361674 5 2.557642

2 17 .7627394 L 4093299

3 17 7548473 L 2357636

4 17 L 7524787 (1248452

5 17 7518341 .7232422%107 7
6 17 7516046 . 5056693x10" "
7 .17 7514918 . 3767508x107 1
8 17 L 7514271 L 2901763x107 "
9 17 7513870 L 2284486x107 "
10 17 L 7513610 1866615x107%
46 17 7512027 L 4617823x107°

NPT Q4 LYAP (34)
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.7 - CONCLUSAD

o

Podemos classificar os assuntos tratados neste capitulo

em dois grandes grupos:

{a) Solucdo do problema de otimizagao de parametyos  uti

tizande métodos de minimizacgao do tipo descida;

e - - PR

(b)Y Escolha do Indice de desempenho quadratico:condigOes
pava garantir a estabilidace assintotica do sistema controlado em
malha fechada e especificacde das condigfes iniciais do sistema na

formulacio do prohlema de otimizacdo de parametros,
No grups {a) destacamos 0$ seguintes resultados:

{33 Uma aborvdagem unificada, com um tratamento detalhado
e on profundidade de problems de cdlculo em forma fechada do  Indi
ce de desempenho J{a), vetor Gradiente VJia), matriz hessiana H{go)
& suas componentes i»{?! ¢ H,{a}. Embora deduzido de forma diferen
1

cu
posto em (Geromel ¢ Bernussou, {21}, (23

(D

te, o algoritme para o <4 P do par [J{a), Vi)l ¢ ipual ao pro

1. O algoritmo para cdlcu
1o de Hial, Hi{g} £ }2(4} e as propriedades de ﬂzgg} apresentadas
sns feoremas 2.1, 2.7, 2.3 sio resultados relevantes que conside
ramos originais.

(i1} HEQQ} e suas prepriedades serviram de base paraa cop
feccdo de um nove algoritmo de otimizagho papecializado do tipo
Guasi~Newton, cuja razao de convergencia melhora e se aproxima da
do nétodo de Newton na medida que as restrigoes de estrutura a0
“fracas™. O seu esforge computacional por passo & praticamente 1
gual o do Gradiente com mesmo tipo de passo e £ praticamente inde
pendente do nimero de pardmetros a serem otimizados.

A abordagem unificada do chiculo de J{a}, Vi{al, H,(a) ,

associasda com considevagdes grosseiras sobre a razao de COﬂvergég
cis de virins metodes de otimizacdo de uso corrente, permitiu a ob
tencio de uma vwisdo de conjunte do problema de nré-andlise e sele
cao de wétodos de otimizagdo de parametros. Os resultados mostram
gue guande as restrigoes de estrutura s8¢ fracas, a superioridade
do método Quasi-Newton especiallizado ¢ marcante para gqualguer tipo
de sistema. Por suas caracteristicas de converg ancia ¢ esforgoe com
y&i&cisﬁai BOT PASS0, dovenos comegar a solugao do problema de otl

mizagfo de pardmetros utilizando o metode Quasi-Newbon especinliza
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do. Quando sus razdo de convergéncia € baixa, temos uma indicagao
de que ¢ desempenhe do sistema pode ser significativamente afetado
pelas restrigdes de estrutura. Em sistemas de grands dimensiao com
grande nimere de parametros a serem otimizados, somente uma TRILAD
de convergencia realmente muito baixa pode vir a viabilizar o uso
de putros mgtodos como o Gradiente (utilizado em Usromel e Bernusg
sou, {211, {23}), Rosembrock (utilizado em Davison e outros, {16}}.
Mewton, Davidon-Fletcher~Powell e Fletcher Reeves.B importante ain
da lembrar que a Traqueza das restri¢des de estrutura & um requisi

to importante para a factibilidade de problema de aotimizacao de

rimetros comso ferramenta para sintese de sistemas de controle o
gque as aplicagdes covrventes desty récnica boorrem justamente em pro

hlemas de sintese de reguladores lineares onde procura-se eliminar
4% malhss de vesalimentacdo de menor importdncia para o desempenho
do sistema de controle £ com custo de implementagde elevado (Davi

l

. Ysaksen e Payne, {3011, 0 mitodo Guasi~ Newton

f—

son e outros, 116
L“p?&ldaiﬁﬁdﬁ untamente com a visio de conjunto do problema ide o
imizagio de parametyos,sac resultados rvelevantes que consideramnos
ingiﬂﬁlﬁf
(i1} As aplicacdes apresentadas na secgdo 2.5 COMPTOvam
a eficifncia do método Quasi-Newton especializado na splugac de pro
biema de otimizacBo de parametros. Bm particular, o exemplo da via
expressa ilustra muito bem a presenga de restrigoes de  estrutura
tfpacas’: a estruturs de controle 2 com somente SH parametros  tem
desempenho apneas 0,4% inferior ao do regulador Stime L~ com 374
parimetros; o excepcional desempenho computacional do nétodo (uasi

~Noewton especliiizado.

Mo grupo (b} destacamos 03 seguintes resultados:

(i} Na secdc 2.4.1 foi mostrade que o Indice de desempe

iele Jn{i}* % medida gue 7n cresce, converge uniformemente  para
Jﬂ{m} = i, (T} que corvesponde a J{a} para o pior casc de condigao
ks s A% e

ipicial do sistema. Foi mostrado também que a sugestao en {Levine,
{36} ) de considerar x, Como uma varifvel aleatOria com distribui
cio uniforme & equivalente a utilizar J(y) = J,(z) e que a abordg
pem min-max em {Geromel, §233%% corvesvonde a utilizar J{g) = ﬁziﬁ},
Na seccdo 2.4.2 fol mostrado que ad expressoes para o calcoulo de

Jlay, 93{a}, H,{o) podem ser muito facilmente adaptadas para © Cal
& i pa £



cula de J (o}, W {o), H {2) respectivamente ¢ que H, (e} possue
E - 3 :‘) — 5;} e

as mesmas propriedades gue H,{a). Isto faz com yue © métodos Quasi-

~Newton especiaslizade possa ser utilizado para a solugido do proble
ma de otimizagfo de parametros, bastando para isso  frocar J{ag,

VI(e) e Hyla) por J {al, v le)s B ) respect ivamente. O iIndice
2 ) . 5

n
Polal, sua relacio com J{a) para o pilor <aso de Xy sao resultados
originais, O algoriimo parva calonlo de ?Jﬂ[g}, embhora deduzido de
313,

galgoritme para calculo de L {a) € uma extenspo do utilizado pa
- Pa

Lo
F
i

forma diferente, & uma generalizagdo do utilizade emiGeromel,!

-

ra obtencio de H,{al.
A

(11} Quanto & selecio do Indice de desempenho para garan
tiv g estabilidade assintotica do sistema controlado, nada de rele

vante foi screscentado do anteriormente conhecido. Fol visto na se

cho 2.2 para J{g} gue a existencla de gy que es tabilize assintotfl
camente L‘%B{{&C}L} mails a deﬁactlal idade do pav iﬁ,ml} ¢ & oon
trolabilidade do par [(A+BG(alC )gh durante todo o processode des
cida formam em conjunto uma candlgaa suficiente.A controlabilidade
do par %{A+8G(§}C},XEE & o reouisite mais incOmodo, porque depende
de o durante O Processo de descida. Bssa condicio suficiente & bem
mels restritiva que a sua similar para o regulador Otlmo L- que
necessita apenas gque o par [A,B] seja estabiliziavel e o par {ﬁ%SEE
seia detertdvel para gavantir ndo &6 & estabilidade assintStica do
cistema controlado. mas também a existencia e unicidade da solugdo
Gtina,. Para Jnig)f na secio 2.4.2 fol mostrado que 4 gxistencia
de K Gue estabilize assintoticamente {A+BG§§G}5) mais a observa
hilidade do par X,J}E formam em coniunte uma condigaosuficlente pa
ra garantir a estabilidade assintética do sistema controlado. Nao
existem garantias de unicidade da solugac Stima para Jig) ou ﬁﬁ{g}

levido & falta de gavantias sobre a convexidade desses indices de

e
[

desempenho.

Pava encerrar este capitule,® importante nolar que para
abter n soluche do problems do regulador Stimo L-0 de tempo infini
teo bhasta resolver uma eguacio de Riccati de ordem i, Btilizande o
nitodo de Kleinman (teorema 1.28) isto & obtido atraves de uma  sg
guéncia com razac de convergeéncia guadrdtica, onde & malor parte
do esforco computacional por passo € devida G solucfo de uma equa

cao de Lispunov de oraem n. O métado Quasi~Newton especializado pa
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. T F

ra resclver um problemas com vestrigoes de estruture hem "fracas’” u

tilize uma seguoncia com razdoe de convergencla praticamente gquadsi

=

tica onde a maior parte do esforgo computaciontl por pPasso & devi
da @ solucio de duas equacfes de Liapunov de ordem n,uma das guals
& praticamente igual i gue aparvece na sequéncia do métode de Klein
man, Fortanto, & faAcil conclulr gue o esforgo Ccomputacional pars
obter a solucde do problema do regulador gtime L-0 de tempo infini
t0 & um limitante infericr do esforgoe computacional para 80 1Ugao
do problema do regulador L~ com restricoes de estirvutura  para o
sesme sistema. Isto enfatiza mais uma ver que as rvestrigoss de eg
tyuturs $ao impostas por razoes ligadas a4 problemas de implementsa

o do sistema de controle ¢ ndo para facilitar o problema de sin

£
Py

tene dn zistema de controle.

¥



REGULADOR L-0~G COM RESTRICOES DE ESTRUTURA

.1 - INTRODUCAQD

i

Com reconstrucio de estado temos as seguintes restrigoe
de estyultura:
{2} O conjunte de saldas ¢ estimativas de estado do sis-
tema a sey colecade B disposigio de cads canal de
realimentagas .

{hY A forma do controlador: Malha fechada, malha aberta,
misto de malha fechada e aberts, linear., ndo linear,

centralizadeo, descentralizado, etoc... .

0 item {a) define o gue agqul chamaremos de estrutura de

informagao do controlador.

Conforme foi visto na secao 1.3.2 splugas 4o problems
G g !

, 8
do regulador Gtimo L-(-G de tempo infinite tem & seguinte forma:

u () = 6 x(t} | {3-13

Y{ry = AX(0) + H{y(ty - Cx{x)) + Bultl:

ponde § & a matriz dos ganhos de realimentacdo da solugaoe do proble
ma do regulador L-Q de tempo infinito e X{t) & a estimativa de es
tado gervada pelo filtro de Kalman (3-2). O resultado € portanto um
controlader na forma de realimentacio de saida, de dimensao finlt,
linear. invariante no tempo, cujos ganhos sao independentes das con

dicoes iniciails do sisteoma.

Ka mesma Secio vimes gue estas propriedades 580 8% prin-
cipais responsdveis pelo sucessc do problema do regulador L~0-G o
me ferramenta para sintese de sistemas de controle. Vimos tambén
que suas principais desvantagens, do ponto de vista da implementia
cdo do sistems de controle, sao o carater centralizado de sus @5
trutura de informagio e a necessidade de calcoulo em tempo reasl pa

ra solugio das sguagdes de filtro.



Lrd

As necessidades de cidleule em tempo real se agravam com
dimensioc de sistemz e a solucfo comumente adotada & a utiliza -
cho do processaderes paralelos equipados com unidades aritméticas
para operacdes com ponto flutuante. O carater centralizado da  eg
trutura de informacio reguer um esforgo de comunicagido gque seagra
va com a dimensip do sistema e a dispersao espacial entre as suas
safdas & entradas de controle. A dimensac de sistems aumenta mui-
to o namero das malhas de realimentagdo e a dispersae espacial o
comprimente dessas malhas.
Quando ao problema do regulader Stimo L-0-G de tempo in
finite, enunciado na secdo 1.3.2, sfo acrescidas restrigoes sobre

a4 esstrutura de informacdo do controlador, nada garante que a Soiu

Ao Otima, caso venha a ser obtlda, apresenta as desejaveis pro
priedades de linearidade e invarianga e a lei de controle nods

ainda depender do registro de dimensdo infinita das medidas pas

sadas (Sandell e outros {56},witsenhausen 641 1.

Ume solucdo de compromisso € resolver o problema do  re
gulador Otime L-Q-G acrescido das seguintes res strigoes de estrutu

ra {Sandell ¢ ocutros 150}, Loose e oulros {37,381

{2} Controlador na ferma de realimentacdo de saida 1i
near, invariante no tempo, de dimensae finita & con
ganhos independentes da condigao iniclial do sistana.

{#1 Estrutura de informagao predeterminada.,

Isto resulta em um problema de otimizagie de DATARETTOS,
onde s variaveis independentes sdo todos os elementos das matri-
sos deo controlador admissiveis dentro da estrutura de informagdc
adotada.

As restricoes de estrutura devem ser escolhidas de for

ma a facilitar a utilizaglo dos processadores paralelos e dimi -
nuiT os problemas de custo g confiabilidade do sistema de comuni-
cacoes, Como no vasc do regulador L~ & de "bom sensol limitay
¢ uso desta técnica aos casos de restrigbes de estrutura fracas”
e as mesmas vonsideragdes sobre o problema de selegdoc da estrutu-

va sao também vialidas.

O nroblema de otimizagdo de parametros fol tratado an-



teriormente por Legse e outros {37, 38} . Eles estudaram o proble
it de.seleg§a do indice de &es&mpeﬂh@ para garantir a estabilidade
assintftica do sistema contrplado, propuseram algoritmos para cal
cule do indice de desempenho e vetor gradiente em forma fechada ¢
ytilizaram o método de Bavidon - Fletcher-Powell {17} para resolver
o problema de otimizacdc de parametros.

Fste capitulo & inteiramente devotade & solugl@o do proble
ma de otimizacBo de parametros, utilizando métodos de descida. o
sasunto & abordade da mesma Fforma utilizada para o regulador - no

capituls I7.

3.2 - DEFINICAD DO PROBLEMA DE OTIMIZACAQ DE PARAMETROS

Dados:

{2} O sistemz linear invariante no tempe ¢ o indice de

desempenho quadratico integral de tempo infinito
x{t) = A x{t} + Bu{r} + g(t} s x(0) = x4 {3~3)

Cx{t) + €t} [3~-4)

Pty
Loty
L—

i

B3]

Jlu(t))=lim B (- § [x' (£)5;5x(t)+ uh (st d (3-5)
anann G A e e P

Toron

Qg a(t - 1) (3-6)

bri
iy
S
ey
o
L
faai
o
o
pa—
ot
i

R Lt ~ 1) {35-73

hes
ey
i
P
¥
Pt
£
§ et
1l
i
S
L]
Mragarl
L
#

BE{a{ty} = B{ g()r = 0 {3-8]

S ST S €%

R O L 5

E{ <ty ! X . )

e vy e ren T o mraresety oo SR

E 5’: it E:} ( T = B i éj { t ) :V’S-_O Po= HOR ( T :3 5 o= U L5 {1
onde: x{t), Xy, £{t) si#o vetores de dimensao nm; u(t), y(t), a(t)

50 de vetores de dimensoes m,r.r vospectivamente: AR, C.5.,5,, O,
% Doy 4

i

sFig matrizes reais dimensionadas consistentemente; posto | Cl= r:

o

L5y

L3
R sio matrvizes definidas positivas; £{t),0(t}) sic processos ¢$

oy
> kd
rocasticos ruldos Drancos.



(b} A restrigac de estrutura de controle
u{t} = Glaglx(t) {3-113

R(t1=Flag) R(t) + H{ap) (y(t)-CE(t) + Bu(t) X(0) =

AT,
f3
H
ot
]
St

A {1

cnde: alguns elementos das marrizes G[ﬂﬁ)i P{af), Hiny,} sac fixados
iguais a zerni Oy, %, Up sdo vetores de dimensdes npg. nph, npf re
presentando 085 elementos nao prefixados de G{ag), H{og) . F{E{} TES

pectivamente.

O problema de otimizacdo de pardmetros corresponde a esco-

. . 0 - . Cal “
iher og, 8y, Gg, que em CONjunto minimizanm o indice de desempenho ~
[ 3-5), sujeito &s vestrigbes ( 3 ~3), ( 3 -4}, ( 5 -1i1).( 3 ~12J.

Combinande (3-3) 0, (3-43 , (3-5) , (3-11)} , (3-12}

temos:
%{t] A BG (o) Eygg{t} I 0 g{t}wg
= " + [3~-13}
x{t) H{op)C  Flogd* BG(og)-H{m)C (1) 0 Hijo

onde x & o vetor de dimensso np indicado abaixo.

o 2h {3-15)

np = npg + aph +  oapf AE-16)



Se ¢ sistema { 3-13) @ assintoticamente estdvel, apli -
cando a {3-13), (5-14% ¢ teorema 1.22, podemos redifiniropro

i,

blema de otimizacic de parametros como:

min J{ o) {3-17)
o
Jay = trage [é{_&gi %} (5-18)
A W+ WA Y+ By =0 (3-19)
- )
-.Sj_i‘rs.i. G
S(a,) = (3-720)
0 6l () 8,600,
A BG og)
Ala) = (3-21)

 Hlgp) © Flag)*BGlag) -Hlay) C©

ot 0

i}ﬁz-ﬁ? - (3-22)

. .
0 Hlap) RHE (op)

Calcular J(w) através das cquagoes {3~18), (3~19Y &

bem mais eficiente que o fazer através ddas equagoes [3-132, -

{ 3-34). Também & importante para a aplicabilidade pratica do

sistema de controle obtide, gque & solugac de problema de otimizs -~
Ao de parametros estabilize assintoticamente o sistema { 5 ~13).
Loose e outras {37 } mostraram que se o par [K(a),V S(a)] €& com
pletamente observivel, o par [E{g}$v/§£g)T I & completamente con
trolavel, entido,partindo de um 24 gque estabilize assintoticanmente
0 SiLsTems [3-133, o indice de desempenho {3-14} tende para o
infinite & medida que K{g) se aproxima do limite da sua regiao de
estabilidade gue contém 5 . Esta propriedade permite aos métodos

de ovimizagdo do tipo de descids, partindo de oy, obter A{a}  as

gintoticamente estavel durante tode o processo de descida. isto

’




nermite & utilizagho da formulacas { 3 ~17), {3-18%, {3-19) =
gaﬁant& que g solugo final porventura obtida estabiliza assinto-
ticamente o sistema (3~13), Loose ¢ outros {37! wmostraram gue
J{u) nas £ necessariaments CONVEXo, que ¢ dominio de estabilidade
de Eig} nAn & necesssriamente conexo ¢ consequentemente, pratica-
mente nada se pode afirmar sobre a globalidade do ponte de minimo

porventura obtido.

G5 - CALOULO DO OTNDICE DE DESEMPENHO, VETOR CRADIENTE H MATRIZ

Nesta segao os problemas de cilculo em forma fechada do
indice de desempenho quadritico, seu vetor gradiente € matriz hes

signa she tratados de uma maneira unificada (Milani {44,486} 3.

i.%3.1 - Indice de desempenho

Utilizande a matriz de transformagac

it

i

M (3-23)

il

g o lema 1.5, podemes reescrevey as equacbes ( 3-183), ([ 3-18} co

Jla) = trago [S(gW | (3-24)
AN ¢ WAT(®) ¢ z(oy) = 0 (3-25)

Ao+ BGLog)  -BGlag)

ale) = MM =

—
Led
3
I
g
!

A-Flug] F{gf) - H{ghﬁﬁ

- I P, . N )
\.31553 + {3 {_{}g}532§5{m%g} {3 {j ) { }E

ey §
& ~E

i
-
e
i,
[
o~
pad
LN
et
st
i

S(gg) {(3~27}

6 (g,) S,G(ay) 61 (0,)8,6(a,)

ol oI

L:
e
e
Eis
1
>,
=
i

ola ofQ + Higy) M ey



Qg
g = Zh (3-3%)
S
aplicande a {3-243), {3-23) o lema 1.4, temos tambénm
J{u) = traco [ I{ay)T] (3-30)
AT+ TAe) - S(ay) = 0 (3~31)

Das equagoes (3-24), (3-253 e (3-30), (3~31} verifica -
mos gque 8 malor parte de esforgo computacional necessario ao cal
culp de J{g} para um dado o & representads pela solugao de  uma
das equagdes de Liapunov {3-25) ou {3-30} de ordem In.

Assumindo a restrigac de estrutura
Flagl = A {3-32}
gue elimina Qg do vetor de parametros o, de {3~26) temos
A+BG{a ) ~BG{a,}
A{g}m%v £ B (3-33)
- {3 A-H gy, JC-

Considerande W e T parcicnadas em matrizes de dimensdo {n X n)

i
?..-.E
4 ot
- )
; et jend

W {3~34}
Y21 Y22
~ E .T
Tip Ty |
Po= {3-35)
[ T2r Taz
devide 4 estrutura  blogo triangular de Afa}, a solugao

das eguagoes {(3-I5) em W e (3-30}) em T podem ser decompOstas naso



lugdo das seguintes equagoes de ordem n

(A-H (e JOTH 5 #¥, Aot (gy )Y ¢ Q' + Hig JRH [gy) = 0 (3-36)
(@-Hlgy)C) Wy + Wy (¢ BG()))' + QQ - 1y (BG G 3t (3-37)

ko T wi o T vaTonTn o S
b&%%@{§g}} Wy ¥ W11{A+Bhﬁggj} MQ%G(QgJJ%Z}f”WEE {Bh(gﬁ)}1+QlQ = {2-38}

T

Sz + L ( } 32 Gl 3 = 0 (3~-39}

g —H

B o TapT E Tr

M- O T T, fAsBG (g, ) - (B6(, N Tu - g {ct ) S6l) =0 (3-40)

21
(A-HTG )0 Ty, + TopA-H{z )OI -Ty (BGR)) - (B6(x, 3 T?}f "

+ 67 (3 )8,60n, D - : - (3-41)

Neste cmse verificamos que, quando F(gf} = AL, A maior
parte do esforgo computacional para a obtengao de J{g} & repressn
tado pela solugdo de um dos conjuntos de equactes de Liapunov de
erdem n{3~36%, {(3-37), (3-38) ou (3-39), (3-40}, {3-41%.

ey

5.3.2 - Vetor gradiente

Diferenciande {5-243Y, (3-25) com respeite a Gy s Lenns 0%

glementos m§i§?} do vetor gradiente VJ(g) de dimensac np dados
pOY: day
3dla) rraco] 228 w4 §(g,) —2 (3-42)
&1 B, s
i i
; 1
xw}Qﬁw LN 3§%}“¢wmﬁ§@ +
éﬂ‘ei éﬂxl aai ﬁb“"l
,  JAEen) . g (5-43)
3&1



andas W e

LR

i-44) &
g{@) de

ot

Aplicando o lema 1.4 as equagdes (3-42),

Y P . h
23(8) - trago gms g) W o opx
do g - Boy
A . B ,1‘ " e £
w o= JBAE) woo. ow BA ) o, %Elop)
3“& 3&i Bt
T sdo dadas por (3-25) e (3-31) respectivamente.

- 3.9 -

{(3~-43) Temos:

(3-44)

(3-45)

Sejam W e T parcionadas como em {3-34), (3-35) e VJ(Bjco

Vo (e
g (e}
I {n)= ?kiﬁ) (3-45}
¥ .{a
()
Substituindo (3-34) em {3-45) ¢ trocando w; pov Gy am
{3-45), os elementos wgéigé do vetor sung&&ientﬁ
dimensdo npg sdo dados por &i
!
U AR trago % wégifg} W+ TX% {3-47)
&ﬁgi g4
“ e W wWoT W wlg
B30 (¢g) p 80 (%g) 11 ¥ Y1 Wn
BEL oy le!
o ';j_ gi- -ﬁ“ ERES
l o 4 W21 WEZ Wﬁl WEE
_ebiie) Rt g
3&@_.
o (5-48)
iy 0
-:.:;.’?L_......_ i
B
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Substituindo {3-48%, (3-34) em (3~47% e utilizando os teoremas 1.19
e 1.24, temos

m..v%&‘(}é}mw o A g [ . 114 e :I‘ . ] " ri" . k! &+ T
. brago g1 Uiy Wyy =Wy * Wyp) (67(a,) Sy + Ty B)
3 ‘

5 L EYEEC T D | y
¢ (W +W ) uliv"rﬁw] T {3-49)
g1

Efetuando a diferenciacio parcial com respeito a o, ., @

fAicil verificar gque o tnico elemento ndo nule da matriz L
86 (g o 3 .
g de dimensio (mxn) & aguele npa posigac ocupada poy o, , que
dgi i
& igual a um. Por inspegdc em (3-49) & facil verificar gue
edled oL g - (3-50)
.o
’Z}Qﬁ_ . \aiqhi
i
. " o T g o L ; P
e £ : . FRL — . - .;. A1
ST E;(bz Glay) * BTyy) gy - Wy = Wy * Wpy)
wulir .+ TR (W, - Wou) (%-51)
RS & S i 21 22 R

onde {L.,2.) & a pogicdo do parametro o na matriz G{n,) e X
irvA : : : g5 g LS IR

§ o elemento [4;,c;) da matriz K.
Urilizande a mesma sequéncia de passos & facil verificar
que:

(s elementos aiiﬁﬁjﬁah_ do vetor subgradiente ?higj de
dimensdon nph sac dados pory

3 (g

E&hé £..¢C




onde 5£;;Ci§ & a posicaa do parametro ny, | pa matriz H(Gh) e
T = i o
X, p o
v o alemento .0 4 maty o
“o..0. © lemento (4,,c,) da matriz K,

E
0s elementos 9J{(n)/ dueg do vetor subgradiente Vfﬁﬁ) de
dimensdo npf sao dados por *

Y Fra
A Lk (3-54)
0 ¢ Tk,
i 173
S TR T SN s ce
Ky = Toq(Wyy = Wygd v Topllyy = Woyl (3-53)
onde s iii’ci} & a posicde do parametre ap Na matriz F{af} 2
. - . {i Tt
K & o elemento {f,.c¢.) da matriz K.
i.‘i.\{:i

Nas equacgdes [3-503, (3-52), (3-54) verificamos que uma
vez gque W tenha sido obtida para calculo de J(g). & malor pavte do
gaforco computacional necassiario ao calculo de VJI{a), para um da
do o, © representade pela solugio de uma Gnica egquagao de Liapunov
extra {3-31) de ordem Zn, para ohtengac de T. Assim sendo, & BRior
parte do esforco computacional necessdrio as calculo do par Jlal,
yJ{n} para um dado g £ representado pela solugdo de apenas duas
sgquagoes de Liapunov de ordem In, independentemente do nlmero de

parimetros np.

Loose e outros {37,38) utilizaram as equagoes {3-24) R
(5-25Y e (3-42)., {3-43) parsa calcule de J{o} e os elementos de
Vi{n) vespectivamente. Nessas equagoes & facil verificar que %

maior parte do esforgo computacional para cileulo do par [ J{a) ,
73{g}} # vepresentado pela obtengac de ¥ e 3W/ 3o, que Tequer a sg
lugio de uma mesma equagae de Liapunov {3-43) de ordem In paTH
fnp + 11 termos de entrads diferentes. Para sigtemas de grande di
mensio, o use de métodos iteratives {51, 58} é obrigatfrio e neste
caso praticamente {np + 1) equagdes de Liapunov de orden 2n devem
ser resolvidas. O procedimento de cilculo para obtengdao do nar

[J{g), VJ{g}}proposto nesta segdo & notoriamente superior as pro
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Lo

poste em {Loose € oulros f27 , 38} ) ¢ amplias significativamente
az possibiiidades de utilizacido de todos os métodos de otimiza ~
cio, baseados no cilcule de | J{g). ¥J{u) ] . na solugac do pro
blema de otimizagdoe de parametros. Esta melhoria & thao mais sig
nificativa e mesmo decisiva guanto maiores forem a dimensao do

sistema n & o namere de parﬁm@tres N

Finalmente, lembramos que, quando

F i {} = A (Z~567

as solugtes das equagbes de Liapunov {3~251 & {3-31) de ovdem In
podem ser decompostas nas solugoes das equaches (3-36), {(3-37) ,
(3-381 & {3-39), (3-40), {3-41} de orden .

3,.3.3 - Matriz hessiana

Urilizando J{a) dado por {3-24}, (3-23}, o©s glementos

his da matriz hessiana H{a) de dimensic (np x npl} s&o dados poy

y ,Z-\. E i ETES
Ry o= s el < traco 375 8g) oy . B5(mg) aw

1y 3 oy amj Boi gfj

R

S
37
i
ik
)

o3

55 (g ) W . 2.
+ (g‘"-}i ‘ 2 * S {?‘(r} _ﬁg-_mw}fiwm»- {L-57 }
- o, . e
2%y s fo; Ba

2 2 ¥ B - 5y H 'r ’

NS W, BTW A i) v SAfey BN A A (o)
A LA - BRATINY. LIRS

- . o &, P T R - i a M e i

Ejléwj 3&13&3 04 Gy iy E@}

3&; 30;,' B__C_:gv" B&‘ 3{1,% Eﬂi'

onde W, Afa). S{ag). Iiay) ¢-¥§§T sin dados por [3-25), (3-26}

}
{%-27Y, {5~-28), {(3-43), vespectivanente,

4o

B ALy B WAl L el L 3.5



Aplticando o lema 1.4 as equagoes (3-587), (3-58), temos

. AtW T W Conal o
TrHGa [Sla, ) ~$¥jirwm I o= trago! T | oAle) SR ?R ﬁﬁrigﬁw
—& 5aig&j L Qaj ém% &mi éai

. S
AN BW 2 A" (o)

Loy e + oy f“ :
305 QMj gaj darg
azv'u
3(.\2._5_ ‘4}‘1‘5:}
onde T & dado por {(3-313.
Aplicande ¢ teorema 1.20 a {3~-59) temos
_ £ or e _ o1
LYacso ifﬁ%g} _aTwW 1= trago | T {7 mﬁﬁ{%l, _BW
Eai 3&5 Qaj Bui
LA W, 3% 1 () (560
Bo . So ey L o i C g
i 1 i i

Subsatituinde {(3-60)} em (3-57) e defininde os  elementos

das matrizes H' (o} e H (g} de dimensdo {(np X np) COM

Ty ! w = Lraco { t __wwﬂ,%ﬂ.} - 2 aA{gw} J “E}W % i?}ﬂﬁij
1 Bay Boig 9%y
Lov s 2w pe _
Equ = trage | wrmééggi‘ o2 wé?ixé%hi. i [3-62)
23 %y 3&} 3y Baj

B, . = h'., . * h*j .o+ RV, . {Z2-63)
gue corresponde @ Lermos

Hia) = H'(a) + H' () *+ H'(a) (3-64)



assumindo ¢ . W, T parcionados come ¢m [3-20Y, {3-343, (3-35), em
[3-£2) verificamos gue:

H' (@) = diag ii--i*‘g(_gg_}, HO(a) L 0 (3-65}

onde os elementos hiy

v dz matriz H% {4} de dimensdo {(npg = npg)
1, e ' ’

sag dados por

w 7 8lug) {3-66)

ni = trage
Fid a0 B 5
- [ -
3 =g
¢ os elementics hg da matriz H”hiﬁ} de dimensic {nph x nphj sao
dadas por s
2 L
: . (G Y
hg = LTACo (. DRESY; (5-67)

e i 30{,5 30

"y
1=

4

i
Caleulande as diferenciacfes parciais duplas em (3-06) e

utitizande o teorema 1.20, temos

T y 2 GT o 3G
hé* = traco | 2 {%11~w21nw31 + w223 J;mmgiwglu gz.m“gé; 3wﬁ,} (3683
) -

i1

4 . T,
| B _ Es £y
Por inspecio podemos veriticar em (3-68) gue

R = 2o 5 v ko
B3 “i0%3 TR (3-69)
Poe (W, Whoo - W, W) (3-70)

gnds: {ii,ciéf {zj5cj} shin as posigoes de G{@g) ocupadas pelos ps
}v"".’.‘l

TEROLTOS o £ respectivamnente] 85 & o clenento {i,§2%}
Baa g ' 1773
1 3 #, i g“%
da matriz S, de dimensao {m x ©on Y
fa matri , de dimensa { m) }ai*i@ 4 o clementa (gi*cé )
da matriz ¥ de dimensidc {(n x n).
Analogamente a h” , os elementos hY szo dados  poy

gi._j 3,7

13 : SEEY '\T M 3
" - tracol 2 1, M) g MG (3-71]

1.3 Bety, 3 Cig,
3

-
i



& f.'f..‘i'}‘i'kSi‘?{}&ifﬁ??f.ﬁ‘}ﬁﬁﬂt(’.“- Tamss

=
.
L
i
S|
T
-

R o= 7ot
hi?j R R A (PR o

onde: [L.,c.). {%,, ©.) sao as posigoes de H{8,] ooupadas  pelos
iti i i & (S k 3

NATAREITOS O, , B, ;T % +1ement ~LL,elt da matrd
¥ ae hi‘ R Tec o elemento (gl,gjf da matriz B de
- e - j,.‘ - -~ . . . . via
dimensao {r x v} 3 i??' g o elemento {zi,zj) da matriz To,
. H“ﬁ}; ;« oo
.!’v‘ )‘1

de dimensao {(n x nl.

Nag squacdes [3-65), (3-89}, (3-7Z) verifiaamoalque unma
vez que W e T tenham sido obtidas para cilculo do par{ SECHIRATCHE
o calculo de H' {2} requer um gsforgo computacional extra muito

pequenc. Fodemos verificar enm {32-617 que o calculo de H' (%) 2
consequentemente o de H{g) reguer a solucio de uma eqUAgaO de

Lispunov {(3-43) de ordewm In para np temos de entrada diferentes.
(Loose e outryos { 37} ) trata do problema de solucdao eficiente
de uma mesma equagdo de Liapunoy para diversos termos dg entrada
diferentes, utilizando métodos divetos {Pace e Barnett {3111. O
uso de meteodos diretos torna-se rapldamente impratic&wei com 0
suments da dimensio do sistema n. Um estude similar ao de (Loose
¢ outros {37}). utilizando wmétodos itevativos € obrigatdrico pa
ra o viahilidade do calculo de H{o) para grandes valores de n ®
np. Nas condigdes atusis, 0 esforgo computacional necessdrio %
obtengan de H{w) nin & significativamente inferior ac reguerido
pela solugdo de np equagbes de Liapunov de ordem 2Zn diferentes .

Quando temss

- e

Flgg) = A (3-73)

& solucdc da equagdo (3-43) de ordem In pode ser decomposta na

solugio de trés eguagoes de ordem n.

3.%.4 - Propriedades da matriz H7(8)

Além do pequeno esforgo computacional necessario & sua
gbtencao, H'(a) tem outras interessantes propriedades:

Teorema 3.1~ Hg {fa} e Hg(%) sio matrizes definidas po

sitivas se o par |A{a)./3 (g,)] for completamente observavel e
=3



O pAar iﬁ(g}g ¥ Z(gh)i] for completamente controlavel.
Prova:

Podemos verificar na equacgac [3-09) que H;{aj & g matriz
- . el r P - h -
hesziana da funcao quadratics.

Jyle,) = trago [P Gziézgl 5, G{a,)] (3-74)
Po= Wy = Wyy = Wy v W (3-75)

Comn o par { Aal, v &;? 13 completamente controlivel,
o tecrems 1.12{a) garante que o par [& {a), ¥ EIE%T | & complets-

mente ohserviavel o consequentemente o lema 1.3{b} garante que W
5 uma matriz definida positiva. Por inspegdo, € facil  verificar
Qe
| Mrow I
Cfr o1 : ey
po=fr -1l (3-76)
Wy Wss -1,

ande EP & a matriz unidade de dimensio {n x n). Como W ¢ definida

positiva e {in ”in] tem posto n, temos que a matriz P & defini-

da positiva. Aplicando o teorema 1.16 a {3-74} temos

Jylag) = Gy (ap) (5,009 Gylay) (3-77)
onde G¥(J Y& um vetor de dimensao nm contenda o elementos de

Gla ) armazenados por linha. Sendo 5, e P matrizes definidas posi
tlv.h, g reosrvema L.17(s) garante que (%¢<:> Py & tambEwm uma ma
triz definida positiva ¢ conseguentemente Jligﬁ) & uma fungdo qua
dririce definida positiva Assim sendo, HY {ﬁ? & uma matriz defli
nids @ﬁ%i?iﬁ&'@ﬂﬂy&i@ 4 matriz hessiana dﬁmjz(gg} que € uvma fun-
cho quadrdtica definida positiva.

Analogamante, provamos facilmente que 53¢ O DAr I A {a) .

Jwﬁﬁaﬁfl & completamente shseyvavel, 5 matriz ?R‘{“} & definida
— E-, - . e

positiva porque ela € & Matriz hessiana da funcio quadratice defl

nida positiva.



& " o :i‘ £ =y - o ey
Iylay) = Hyley) (T, (D R Hylay) (3-78)
onde HV{§h} & um vetor de dimensac rn contendo os elementos da

Hiﬁn3 armazenados poy linha .

Teorema 3.2

o

{2} Se o contém os parametves de Gfg ) arvmazenados poy
[ : g i

Tinha ¢ 5, B ouma matriz diaponal, entao: H;{m} tem uma estrutura
hiloco diagonal onde cada submatriz & biunivocamente associada a

uma finha de G{gg} com parametros a serem otimizados: a dimensio
o

de cada submatriz & ipual ao nimero de parametros na linha de -

G{%g} 3 ola associada.

{b} A mesma prepriedade vale para Hﬂ(ﬁ) $2 ©f parametros
de Hig,] forem armazenados por colund em 4, = B for uma matriz dia
gonal. A dimensio de cada submatriz & igual ao nimero de parime -
tros na coluna de H{ﬁh} a ela assoviada.

Frova:

As propriedades {a) e (b) acima podem sev facilments ve
rificadas por inspecdo nds equagbes (3-68) o (3-7Z). Na equagio

(3-69) verificamos que se 5, & uma matriz diagonal, temos

R = [} se by # ﬂ} {3-79}
gisj J

. r o . o o n g - -
Em outras palavras, hgi ; € Z8ro SEmpre que o, & agj

sertencerom g 1inhas diferentes de  G{a ). Analogamente, se R & uma
B !

matriz diagonal, ns equagac {(3-71) temos

R = {3 g8 ¢. F C. [(3-803
.o i i
i,
g que corresponde & ter ﬁ% Cigual a zevo sempre que o, € oy
i, 5 3

pertencerem a colunas diferentes de Hig.J.

Tesremz 3.3

Se
F{ﬁf} = B {53-81})



H HoL
g8 gh
CHi) = (3-82]
iﬁhg Hin
Gg) = - 5,0 BT (5-83)
gy “ 2 11 '
H{g,} = W,, C'R™ (3-84)
SRS T P v . ;
ande: ngﬁ thg th§ ﬂhh san submatrizes da matriz hessiana H{o 3
associadas a ﬁg e oy conforme indicado em seus subscritos; T11 )
Wy sio ohtidos substituinde (3-83), (3 84} em (3- 39}, {3~36) res
pectivamente e corvespondem & solugdo do problcma do reguladoy 6~
timo L-0-G de tempo infinito.
Entdo:
o a = [ P =R 155 e - s
diag {Hgg* Hhh] H (o} di&g[ Hofod, Hy kg}j {3285}
Prova:
Nas eguagdes {3961} a {(3-65) verificamns gue
ding E:}Egg,}'{h&} = diag { §”(ij€} i;;{C } + diag {fiég, thj
- - . . '}w
+ diag {i'igg, Hiy (3-86)
H 't > s k £ ! e Ry < 3 - 5 F ‘N = ’ X3
ande 0s elementos h__ E hh, i das matrizes H gy Hhh sap dados
i,3 i,3
pey: § ?
hy = trago Eﬁi@ . op AL E o (3-87)
", h g B, EL N 15 %
83 g4 g} _
- ; s
hy = trago 2T AL _.an (3-88)
1.3 ~ 3{}.}1 : E‘C‘ih )
’ i

Devido a
{3-411%.

(3-81) podemos obter W ¢ T atraves das EQUECEES
Niferenciando as sguagdes {3-36) a (3-38) com



!
Tt
.
it
. e’

§

respelito 4 . , Lemos:
o

j
. W o
(A-Hlgy)C) <22+ 2 ()0 = 0 (3-89)
gfj\‘g [l g;_‘
& 5
_ T Y
(A + BG(a)) ——the el e mog, 1T 4
5 do ’ 3o o 5
3:3, g5
E‘JZE (B *—g‘é“l‘:‘%g}“)i - WZ’; (B “Egjﬁﬁ"i’“ 51 = 0 (3-50)
i ¥ .
gj g j
r”,' ;;w . K e
AeBGla 1) 2L a2l (aenaia )T o+ (8 -ClBely w4
_N_g 5o o 3L o “‘“"g By 1,;
& ,} t;:] E
Wy (B - 8G(2g) 3T | g 36{agly Wy - WEE(E _BGELST
By £ _ ) gj " - By gj
- {BG{o }) PA N (BG{a 1} = 0 (3-91)
g =g
a0 ooy
7. g
1 1

Substituindo (3~84) em {3-35Y, somando e subiraindo
w?ziﬁﬂigg}}? ag resultado, temos

I . T T s
(A=W, ,C RTICY Wyy + Wy, (AFBG(a)) -Wyy(BS(a))" + Q=0 (3-92)

#n

Substituinde {3-84) em {(3-37), temos

H

(A~ 0 ') W, oy, {;A-e»as:;(gg})? - Wy, ;ﬁﬁig_gj;f + 00 {3-9%)

21

Gomparands {(3-82) e {3-83}), temos:

B} . T ;
Wop = Wy = W (3-94)

he A



Substituindo {3-83) em {3-40) temos

27 2 JI’ [45]
(A-H{g,)C)" Ty

£ consequentemente

Substituinde {3-84) em (3-890}, temos

(A + BGL))

w 5020 -

=0 (3~95)

{3-26)

AW, W
id e 2h (5-97)
30 g
7] £
e (3-89}, temos
&1
e g (3~58)
3
8]
Calculande as dervivadas com respeito a a, em {3-873 .

substituindo {3-96), {3-97), {(3-898) e rearf&njaﬁdélas termos,  te

WA

. TR T S AP T
R =  tyaco [ |G ﬁﬁg)&z + EllBi

i

Substituindn {(3~83% em [3-98), temos

o
i
s

L

Apalogamente, © ficil verificar

h! = {
h

i,3
g conseguentemente, temos

e o OW
QYT 11 }oo(3-0m
Bt er By

B tkﬁj

{3-100}

{3~101}

{3~102)



]
S T

HY = ¢ =
] o [%-103)

Substituinde {3-102), (3-103) em {3-86Y, temos Finalmente.

diag iﬁgg,-ﬁhh] = H”fg}%hagiﬁgiﬁ} RUNCIE (5-104)

Em Gltima andlise, o teorema 3.3 mostra Gque, nas proximi-
dades do ponte de &timo, H'(a) & uma eficiente aproximagio da Cor
respondente parte bloco diagonal de H{z}, gquande as.festrigéeg de
estrutura impostas sao fracas no sentide de gue a solugde do ‘pro
bilema do regulador otimo L-Q-G e’'a solugdo do problema do regula -
dor L-0Q~G com restricoes de estrutura sio proximas uma da  outra .
E importante notar gue neste caso H" (o) aproxima apenas 2 parte
bloco diagonal de H{a) e nao H{a) completa como no caso 4o reguia

dor L-G com restrigdes de estrutura tratadeo no capitule IL.

3.4 - I METODO QQASI—NEWTQ% ESPECIALIZADD

Nesta segdo & proposto um algoritmo de otimizagido especi
alizado do tipo Quasi-Newton para solugdo do problema de otimiza -
¢d0 de parametros definido na segio 3.2. O desempenho computacio -
nal do método proposto € analisado e comparado com o de outros s
nhecidos métodos.de uso geral. O use ¢ o desempenho computacional
do método Quasi-Newton especializade & ilustrado através da soly
gao de um problema de otimizagdo de parametros decorrentes da  sin
tese de um regulador L-0O-G com estrutura de controle local, DATS
um segmento de via expressa descrito por um modelo linearizade (Mi

lani ¢ Yamakami {45 33,

i.4.1 - Apresentacdo do Algoritmo

Sejam

.

‘_mé;(
o = {3-108)
- Zh



ERACT S TR (3-106)
Vyla)

H'(a) = diag [H" (). Hy{e), O] {3-107)

Hiln) = diag H‘* (@), Hyled. 1o.¢] (5-108)

Apciados nas propriedades &a matyiz H"'{u} & nos procedi -

mentos para caloule de J{o), ¥J(p), H{z} apresentados nas BECOES
3.3.1 & 3.35.4, o seguinte algoritmo pode ser utilizado para sg
tucie do problema de otimizagdo de parametros definido na Segac
5.2,
G I -
kel i By (%2-108}
HY (ay) ¥ = 99 () (3-110)

A recorréncia acimas deve ser iniclalizada com unm % g tal
que Algn) seja assintoticamente estavel e 8§ deve ser escolhido de

modo 8 garantir que

T fagey) € Jlag) (5-111)
O teorems 5.1 apresenta condigoes suficlentes para que
ﬁ"m} & ‘”(a} seiam matyrizes definidas positivas ¢ em {3-108} &

imediato verificar que ﬁ {q} & definida positiva se¢ 2 somente e

”{x} 2 H {a forem md1?£285 definidas positivas. 5¢ ﬁﬁﬁ;j & defi

nzda LﬁSlth’ & sempre possivel obter um B garantindo {3-111}. e

i (o) % definida positiva temos que se a recorréncia {3~108],(5-1189
gon%erglr {akfl = a%}, temos necessariaments ?E{m%} = {,

Como nico temos garantias sobre a convexidade de Jial), xbta

nio & suficiente para gerantir que foi obtido wm ponto de minimo ©

nem se o ponto de minime porventura ohtide & global. Em todo caso



§ de "bom senso” esperar que foi ao menos obtido um ponto de minj
mo local, pogue apenas os pontos de minime sdo pontos de eguili ~

hrio estaveis da recorréncia (3-108), (3-130) {(Bingulac { 7 J }.
¥ teorema 3.2 apresenta sugestdes gue facilitam ¢ minimi
cam consideravelmente o esforgo computacional para solugao do sis
tema de eguagtes linearves [3-11071.
¥ bem conhecido que a razace de convergencia do algoritmo
[3-108%, (3-110% aumenta ¢ se aproxima da do metodo de Mswton na
17

medida gque a matriz M{ag) {3-112) se aproxima da matriz unidade.

. RS R . I,
Mgy = H () H (g) (3-112)

Quando o problema de otimizagac de parametros nac inclue

Gpe temos

o
=g

g = (3-113)
%

Neste caso, am lugar da recorréncia {3-109), (3~110}), te

ma s

Zgay T UK
H™(agdy = V() (3-115)

cuja razao de convergencia aumenta e se aproxima da do método de
Newton na medida que a matriz M*(QK} (5-116} se aproxima da ma -~
triz unidade,

?zml
Mlee) = B H () M) (3-116)

O tecrema 3.3 indica que nas proximidades de ponto de mi
nimo, H'{g,) se aproxima da parte bloco diagonal de His,) na medl
da que as restricdes de estrutura impostas sdo fracas , no senti-~
do de gue 8 sclugao do problema <on restricoes e a do reguladoy
Stime L-Q~0 de tempo infinite sao proximas uma da outra. Assim sen

do, a razao de convergencia do algoritmo {3-114), (3-115) deve me



ihovar e se aproximar da do métede de Newton na medida

3.24 -

4% res

trigoes de estrutura san fracas ¢ a parte bloco diagonal de Hin)e

dominante.

ra computar & recorrencia [(3-109), (3-1103:

Passp 1 - Inlcializagao

it

e

Fazer K

2
R

Determinar o, que estabiliza assintoticamente

4
Afo)

Caleular Jlae) . VI (ay)

Passo 2 - Calcular W {oy). Hylay)

Resolver os sistemas de eguagbes lineares
H" ¢ vy, = Sy
g {i{;{) i1 v g (_C‘ﬁg‘}

Hy legd Yo = I leg)

Passo 3 - Lalcular

passo 4 - Calculayr J (ag,.4)

Passs 5 - Testar se J£§K+1} < J{QK}:

Sim 1 B = f, ® segulr para o passc 6
Nio : & = 8/2 ¢ voltar para o passo 3

Passe b -~ Calcular ?3{%K$1}

]
3

Passo Testar se // Vi{ay..)// < Tolerdncis:
b g
Sim : parar

Nao : fazer K = K+1 & voliay para O Dasso

Z

3

0 procedimento de caloulo abaixo pode ser utilizado pa

matriz

(3-1173

{3-118}

{3~119)
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0 mesmo procedimento de cileulo pode Ser utilizado para
computar a recorréncia (3-114), {3-115), bastando substituly oA
squacae {3-11%) no passo 3 por

| | Yy
Zer T & 7B} (3-120)
Y

No procedimento de calculo acima, & facil verificar gque 2
maior parte do esforge computacional por passo & devido primeira-
mente do calculo do par {5(§}3 Vifal)] e em seguida pela solucao
do sistema de equagoes linearves simétrico (3-117}) (3-118). Quan-
do o teorema 3.2 & aplicdvel, esta 0ltima parte torna-se geral -

mente insigpificante quande comparada com & primelva.

Come no caso do regulador L0 com restrigoes de estrutu-

ra apresentado no capitulo 2, ndoe foi possivel obter estimativas

de M{a.) e M) que permitissem antecipar com precisdo & THLZAD
de convergencia das recovrencias {3-109), (3-118}) e (E-114} .

[3-115). B de se esperar no entanto gue enm igusidade de condigoes
quanto & fraqueza das restrigdes impostas, a recorvéncia [3-114).
{53-1153) apresente uma razﬁa de convergencia inferior a  sua  simi
lar {(2-101Y, [2-102) ne capitule 2. O motive & que no caso do  1g
gulador L-Q,H,{a)} gproximava & matriz hessiana H{a) e no presente
caso, H'{a) aproxima apenas a parte bleco diagonal diag I H \

] B8
Hhh} da matriz hessiana Hix).

3,4,2 - Comparagao com outrcs wétodos de otimizacio

Sejam LYAP(n) e LSYS(np) o tempo de computagao para soly
cho de uma equagdc de Liapunov de ordem n e um sistema de BQua~
cdes lineares simétrice de ordem np respectivamente. Seja OMPTL.)
o tempo de computagio para cdlculo ns passos do método de otimiza
cho (.).Como ma secho 2.5.1.apsnas LSYS(.) e LYAP(.) seyao considera -
dos no cdlculo de CMPT{.)}. Utilizando procedimento aniloge ao da

1
secio 2.5.2 no capitule I, temos

{83 Gradiente de passo fFixoe

+

CMPT {gradiente}) = 2 {ns 1Y LYAP {Zn) {3-121}

(b} Duasi-Newton especializado (3-109), (3-110} ou (3-114},

o
e
i
it
121
-



CMPT {Quasi-Newton) = I (ng+1} LYAP{Zn)+ns (L5YS {nph} +
+ LSYS {npgl) {3-3127}

Quando o teoyema 3.2 ¢ aplicével, temos

_ i )
LSYS {npg) = .EELSYS gnpiéj : {3~123)
. L v N .
LSYS {(nph} = L _LBYS {npc.) {3124}

i=1 L

onde npi;, npey sio o mamero de parametros na ifsima linha da ma-
triz G{gg} e o numerc de pavametros na i€sima coluna da matriz Hly )
respectivamente. Geralmente 1sto Torna (LSYS {npg) + LSYS{nph}} in
significante guando comparands com LYAP {2Zn). Assin sendo temos:
CMPT (Quasi-Newton) = 2(ns +13 LYAP {Zn) {3-125)
(¢} Hewton
CMPT (Newton} = {msinp+Z} + 2} LYAP{2n} + ns LSYS(ap)}{3-1206]
{43y tGavidon-Fletcher-Powell {17}, Fletcher-Reeves {181} ,
wasembrock {53} aplicades de forma iterads
CMPT (D-F-P} = CMPT (F-R) = CMPT(Rosembrock) =

= {Gnsnp + 2) LYAP (2n) {3-127%

Quando ag 2 eliminado do conjunto de varvidvels independen

tes o assumindo P{gf} = &, conforme foi mostrado na secdo 2.3.1,dg
yemos ter:

LYAP (IZny = 3LYAP(n) (3-128)

tsto reduz consideravelmente o esiorgo computscional de
todos os métodos acima. quando $&0 tratados sistomas de grande di
MENSBC .

Nos resultados apresentades acima, vemos que utilizande O
teprema 3.2 o esforgo computacional por PASSO do método Quasl -
Newton especializado € praticamente igual ao do gradiente de passo

fixo e independente do nimero de parametros np. Dada @ gxpectativa



el

de ele possuir uma razdio de convergencia melhor gue O método  do
gradiente, o metode Quasi-Newton especializado deve ser preferido
para tratar sistemas de grande dimensdo n g grande nimers de para
metros np. Em (¢), (d) & fiacil verificar a forte dependéncis  do
esforco computacienal por passo dos métodos de Newton, Davidon -
Fletcher-Powell, Fletcher~ Reeves e Rosembrock., Para justificar
o uso de qualquer em desses métodos em problemas com grandes valg
res de n e np € preciss que a razao de convergeéncia do método Qua
si-MNewton especializado, ou mesmo a do metodo do gradiente con

mesme tipo de passo, sejam muito fracas.

3.4.3 - Exemplo ilustrativo

Nesta secdo serdo utilizades os métodos Quasi-Newton es
pecializado {3-114), {3-115) e gradiente com mesmo tipo de  passo
na solucdo de um problema de otimizagao de parimetros, oriunds da
sintese de um regulador L-Q-G com estrutura de contrele "local®

para o mesmo segmento de via expressa tratado na seean 2.6.2.

Az equagtes do sistema dinamicoe e Indice de desempenho

i
5y
]

X(t) = Ax(t} + Bu{t) + £(r) : x(0) = X, (3-129)
vi{ty = Cx{t) + 8{t} (35-130%
u(t) = Gla,) &) (3-131)
S0ty = AR(1) + H(g,) (x(t)- CE() « Bu(n): &(O=x, (5-132)
T )
Ha)= Lin 7 (e D s a0 spin ] ag (34133
Eolo(r) £ () = Qe -1) (3-134)
BEL o(t) 0 (1)) =R 8Lt -7 (3-135)
E{ 9(t)} = B{ E{t}} =0 (3-136)

E{xgt= X, {3~137}



£ z{tyelol = Ei{gﬁt}X2ﬂ-z & £@ﬁt}_§5 =4 {3-158)

onde: x{t}). Ego £{r) s o vetores de dinmensao n =34 ; 03 eiementos
impares de x{t]). ENE £{t) si40 associados iz densidades de trafego
médias ¢ 0s elementos pares as velocidades médias dos veiculos em
17 seches adjacentss da via expressa; o controlador (3-131}, -
(3-132) & suposto dividido em 5 subsistemas ¢ &, o, saoc vetores
de dimensdes npg = 112, nph = 154 re:wécilvawante. Tados os dados
referentes aos sistema, indice de desempenho e contreolader estdo
r'“*miﬁ@% sas tahelas 3.1 a 3.5. Nessas tabelas os subsistemas do
controlador sép identificados por algarismos romanos de I a V.

¢ indice de desempenho Otimo €

J(g*) = 43.8516 (3-139)

0 Indice de desempenho Stimo para o problema do regulador
dtimo L-0-0 de tempo infinito &

J* = 43,5538 {3-140}

Comparando {3-139), (3-140}, temos

RS ¥ 100 = 0,7 % (5-3417

o gue mostra a fraqueza das restrigoes impostas. Conforme pode ser
verificado nas figuras 3.1 e 3.2, o3 reguisites para implementagac
do sistema de controle para o regulador L-Q-G com restricoes de es

truturs Sio inferiores aos de regulador otimo L-Q-G.

0s resultados em cada etapa dos processos iterativos obti
dos rom os metodos Quasi-Newton especializado e gradiente com mes
mo tipo de passe 530 apresentados nas tabelas 3.8{at & {b) vespec-
tivamente. Nessss tabelas podemos constatar a supevioridade do mé
rode Cnasi-Newton especializado sobre o gradiente Com mes®mo tipo
de passe. 08 métodos de Newten, Davidon-Fletcher-Powell, Filetcher-
Reeves, sac impraticdveis para este problema devido a0 grande nime

5

ro de pardmerros envolvides {np = 207},
Comparando o desempenho do métodn Quasi-Newton espeRcialiil-
zado ne problema do regulador L~ com restricdes de estrutura [ se

cig 2.6) com o seun desempenho no problema do regulador L-Q-G com
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restrigfes de estrutura, Vemos gue neste Gitimo, o desemponho do

nétado fol bem inferior. Conforme comentado na segan 3.3.4, temos

Hiy) parcionado como

3
Ty on

s (3-1472)

4

H{e

E“hg Hin

g o teovema 3.3 garante que com a frafqueza das restricoes de R
trutura H'{q} aproxima disg {Hgg* ﬁhhl . 0 menoy desempenho ob-

tido ¢ explicado pela influencia da matriz dos termes cruzados

Hela) = ' (3-143)
b

¥
g

que nao se anula mesmo parva & solugdo do rvegulador Gtime L-(-G de

tenpo infinite.

ROLUSAD

3.5 -

bate ﬂﬁpftula tratou praticamento apenas dos aspectos  Con
putacionais da solugao do problema de otimizagidc de parawetros u-
fitizando mérodos de minimizagido do tipo descida. O nroblema de
otimizacic de parametves tratados neste capitulo & bastante seme-
thante an tratado no capitﬁiﬂ 11, o que & confirmado pela simila-

vidade dos vesunltades ohtidos. Dentye cutrod destacamos:

{1} lma aborvdegem unificada com um tratamento detalhado
& em profundidade do problema de cileule em forma fechads do Indi

e suas componentes H'{n), H'{g). O algoritmo para calcule do par
1J{ay, 9J{a)] & bastante superior 4o proposio com a mesma finall
dade por Loose e outros { 37, 38 } . A sus originalidade contwlo ,
se existir # muito pequena porque Kwakernusk e Sivan { 34 lobhteve o
mesmo resultade para um problema de otimizacio de parametros equl
vatentes oriundo da sintese de compensadores de ordem reduzida.0s
algovitmos para calculo de Hial, HY (o), H'{g) e as propriedades
de H''(a) apresentadas nos teoremas 3.1, 5.2 e 3.3 siae  resultados

relevaniss gue considerames originais.



{11} H"{w)e suas propriedades seryiram de base para a con
focoao de wn novo algoritmo  de ntimizacac especializade do  tipo
Quasi-Newton, cujsd razac de convergéncia melhora com a fraquezadas
restrigdes de estrutura. Comparado COm OULros métodos de otimiza -
cio, o método Quasi-Newton especializado mostrou-se melhor adapta-
do para tratar sistemas de grande dimensdo com grande nimero de pa
rAmetros a serem otimizados. Este método especializado & um resul-

tadn relevante que consideramos original.

{111} Ainda com relacao ao método Quasi-Newton especiall
zado, vimes através do exemplo da via expressa que scu desempenho
computacional € bastante inferior aoc seou similar para ¢ vegulador
L~0 no capltuloll. O primeiro motivo & que Qg quando incluide no
conjunto das varifvels independentes, varia através de DASS0S do

método do gradiente. A hipdtese Flu,) = A elimina esie incovenien-

to & roduz consideravelmente o esforge computacional para calculo
de J{a]. VI{a}. H{ax) . Conforme, pode ser verificade na tabela 3.5
do exenplo da via expressa, em sistemas com matrizes A com a forma
de handa estreita, poucas variaveis devem ser comunicadas entre 08
subcontroladores pars se obter Flagl = A. 0 segundo motive € que
WESMO SOR pe & COM restricgbes muite fracas 0fs LOVMOS cruzados da

"

matriz hessiana ndo sio nulos e afctam a razao de convergencia do

algorivmo,

Pars finalizar, & facil verificar que ¢ esforgo computa -
cional para obter a solugaoc do problems do regulador otimo RS L&
de tempe infinite & um limitante inferior do reguerido para # solu
ci¢ do problema do regulador L-G-G com restrigoes de estrutura.



TABELA 5.1
Vig BExpressa: Regulador L-Q-G com Estrutura Local
Matriz do  Sistema:d
: ¥
; a, . G- . . A . .
+ i, i~2 “1, i-~1 1,1 R TS S |

b P ek
oo g L

-}

P R
o M D0

b
g

[
sk

ek ot e e
. v N .

tad wed UEOAD
[N T o T+ ¥
Lo R W

]
]

850
L 364
L8962
N
. B4
L7006
LTU8
1,057
B8
1.106
1.041%
57
CHOY
L9135
L7R2
L9354
L9586
E OB
L OUG
71D
L8640
1.571
1.170
1,253
1.581
1.62¢
650

i

o f

243
c 722
33
1.071
L3584
1.203
285
L7865
L2006
1,137
L3104
1.188
L2558
LBES
L339
LB95
451
1.487
L 454
1.232
611
1,350
-.029

C-3.122

~1.758
-1 .200

37T

£k

- L9460

H
[
A
o

o

;
ER
.

-

- 718
~2. 020
. 703

~- L8963
-2,22¢6
T A
AN

-1.65Y

~2. 884

- 267
~ 725
- 17

23

- {3’«\
- 371

0= slementeos nido mostrados nesta tabels si0 nulos.

.
Lk
o




TABELA 3.2

™

Via expressa: Regulador L-0-G com Estrutura

Local

Matrizes do Sistema B,C
Matrizes de Covariancia: (R

Matrizes do Indice de Desempenbo: S5;, S

Lt
]

i } 1y ” hij}j 9 93 3 ooz
1 1.0680 oo 2. 16.
2 - 1.929 S

3 11 1,000 25, Z Z. 14.

i 4 L1.929 1.

5 z 1.000 15, 3 2. 16.
& 1.892% 1
7 3 1,000 25. 4 2. 16,
8 1.929 1.
4 1.000 5 2. 16.
10 1.4929 i
£1 11 4 1,000 25, i 2. 16,
12 1.929 1.
13 1.000 7 2. 16,
14 1.929 1. |
15 5 1,000 25. 8 Z. 16,
16 1.929 1.
17 & 1.00¢ 25, g 2. 16.
111 18 1.529 1.
19 7 -~ 1,000 25. 10 2. 16.
20 1.928 1.
21 8 1.008 25. 11 Z. 16,
22 1.929 1.
23 1.000 12 2. 16.
24 1.928 1.
v 25 9 3. 000 z5. 13 2 16
26 1.929 1.
27 1,000 14 2. 16.
28 P 1.929 1.
29 10 1.000 25. 15 2. 16,
34 L 1,929 1,

v o 31 11 1 1.000 25, 16 2. 16,
32 Po1.929 1. g
L33 [ L.ono 17 2. 16.

%4 1.929 1. i

i representa o nimero da coluna da matriz B onde temos bi

Os

representa o nimere da linha da matriz C onde temos C, .

elementos nao mostrados

nesta tabels

50 nulos.

%

. &



TABELA 5.3

Viag Expressa: Regulador L-Q-G com Estrutura local

Posicio dos elementos do vetor o na matriz G(Q?E
el ¥

i1l v

i

-2

[

SRI )

A - A s R

D ] TR LT e fed ol et / ol
£
el

Lo e W
PERR VR R

oM
bt

A

i

+.
*

A

10

e f

e

i

=

e
oM

et
m

ID 18

i6
17

19

F
I4

3

22

B R
3
W e e P

i
W

23
24
25
26
27
28

i
}{
¥4
Y

A A A

e

¥
»

24
30
A1

Py

Lad Al
A Lk T

e

ot WM
Ed

W
w

X

Os

representa que A4 posigaoc

plementos

de

Qe

waf OL

R

]

fora

& pcoupada por um

elemento o

I

dos posicoes marcadas x sao nulos



TABELA

3.4

Vig Bxpressa: Regulador L-0-G com Bstyutura Local

Posicio dos elementes do vetor gh na matriz H{g, )

w3 I 11l TV v
; .
i i b1 734 546 7 £ 9 10 11 1315 14 15 16 17
i
I % % % x
2w % ox ox
Tix x ox ¥
I 4 i x % % X
51X x ¥ X ®OX
AT DD - G 4 i X
T X X ox X N
B x x o x X %X

11

B N At

o ope o

o

o

Wb e
EA A A o

#

o

s
=i

o

il

Pk Bl Tod b ek ped ol bl
oy bl fmoagn DR e} 400 LFT

b

A A A

A A A
N A R

L L

BB MM

31
34
33

54

- i

25 1 H X OX X

24 X koKX 3
w25 X % X% x

AR XX X 4

27 X X X x

28 ¥ OXK K X

75 X

30 4 X

AR A L
PRI I S S

»

A A

% representa

(s

glementos

que a pusigao

& ocupada por um elemento de oy.

H

5,54

de Hig,} fora das posigoes marcadas ¥ 530 rulos.
AN v
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Via Fxpressa: Regulador L-0-G com Bsyrutura Local

Erapas do Processo fterativo

fa} MEtodo Quasi-Newton Especializado

K Jloy] 793 e d 8
0 43,9759 1584 x 107t -
1 43,9400 1155 x 167h ) L1z
2 43,6964 L8375 x 107° 25
3 43.8625 5161 x 1077 5
4 43,8551 1203 % 1077 .5
5 43.85%4 8321 x 1077 5
6 43,8524 L5066 x 1070 5
7 43,8519 L3606 x 10“? 5
8 43,8516 2763 x 1077 5
a Je T

g%ﬁ?iﬁd;wzéégP 45,0 minutos

(b)) Métode do Gradiente com mesmo Tipo de Passo

& Iy VRICRY 8
9 13,9759 15840 x 1074 -
1 43.92166 93258 x 1077 | .01
2 43,90305 58675 x 1072 | .01
3 43.89478 38932 x 107 | .01
4 4%.89010 27409 x 1077 | .01
5 43.88854 45481 x 1074 | .02
6 43.88427 24516 x 1074 | .01
7 43.88191 20643 x 1075 | .01
8 43.88157 36504 x 1072 1 .02

Ae DU

;%§?§Qigwiéi§p 60,0 minutos

/4. 7/ representa @ norme suclidiana.
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- 4.1 -

CAPTTULO 1V

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram tratados varios aspectos da formula-
cie e principalmente da solugao do problema de otimizagdo oriunde
da sintese via otimizagao de parametros de reguladores L-U e L-{-{
com restricoes de estrutura. Fol considerada uma classe particular

de problemas com as seguintes caracteristicas:
(a) Problema de otimizacfio sem restrigoes
{h} Sistems linear invariante no fempo

(¢} fndice de desempenho quadrdtice integral de tempo in
Finito

{4y Controlader de dimensio finita na forma de realimenta
cao, linear, invariante no tempo, com gstryptura de in

formagao predeterminada.

Acreditamos ter apresentado neste trabalho contribuigoes
significativas as quais foram detalhadamente discutidas nas segoes
de conclusao 1.5, 2.7, 3.5 dos papitulies I, I e 111 vespectivamen
te. Por suas importancias, possibilidades de serem estendidas a ou
tras classes de problemas ou mesmo de sevem aperfeigoadas, faremos

agui uma vecapitulagao de aigumas das contribuigbes deste trabalho!

{a) Uma abordagem unificada, com um tratamenio detalhado
¢ em profundidade do problema de cidleculeo em forma fe
~hade do indice de desempenho, vetor gradiente e  ma

triz hessiang.

(b} Do estudo dus propriedades da matriz hessiana nasceu
um nove método Quasi-Newton especializado pars solu -
do problema de otimizagdo de parametros. O novo méto
do £baseado em uma aproximacde definida positiva da
matriz hessiana tem um esfor¢o computacional puy pag
so praticamente igual ao do gradiente com mesmO Lipo
de passo ¢ explorva a fragueza das restrigoes de esiry
tura para cobtengiao de uma melhor razho de convergeéa -

cia. Restrigoes de estrutura fracas 5430 muito frequen



tes devide so compromisso que deve existir entre a
subntipalidade do desempenho do sistema de controle

¢ a viahilidade de sua implantagfo pratica,

(c) Uma visde de conjunto da selegao de métodos para 50
tugio do problema de otimizagao de parametros. Comps
rado com varics métodos, o método Quasi-Newton 25pg
cializado se mostrou particularmente bem adaptado pa
ra solucio de problemas envolvendo sistemas de  gran
de dimensio e grande nimerc de pavametros, sendo <3
paz de apresentar um desenpenho computacional muitas

VeZes Superior.

(d} Um tratamento eficiente do problema de otimizagao de
parametres oviundo da sintese de reguladores L-Q com
restricoes de estrutura para o plor Laso de condigao

inicial do sistema.

(e} Em condigoes cemethantes de fragueza de restrigbes,o
método Quasi-Newton gspecializado apresenta melhoer
desempenho com o regulador L-Q com restrigoes de €3
syutura do gque com o regulador L-Q-G. A razao disto
£ que neste Gltime existem partes da matriz hessians
que nac se anuvlam com & fragueza das TeEStTigoes &
nac sstao incorporadas na aproximagdo definida posi

tiva da matriz hessiana ng qual © método se baseia.

Acreditamos npao haver diticuldade em estender os resulia

dos enumerados acima a problemas sem restricbes nos parametros. Pa

ea sistemas discretos com indice de desempenho de tempo infinito e
cistemas continnos e discretos com indice de desempenho de  tempo

finito. Para os sistemas continuos com Indice de desempenho de tem
po finito, basta utilizar © Meswo procedimento, substituindo aequa
cio algébrica de Liapunov pela equacioe diferencial de Liapunov. (3
mespo vale para os sistemas discretos, wtilizande a correspondente
squagdoe de Liapunov para sistemas discretos.

Quanto aos problemas com restricnes nos p&r%matreﬁ o3}
mesme no estado do sistemz, 4 projecan da direcde de descids geva

da pelo método Quasi-Newton especializade, sobre o conjunto das



ey

[ B

restrictes, tem grande possibilidade de ser mals eficiente que pro

jetar o gradiente sobre 45 mMesmas.

Além das extenstes acima mencionadas, ficam ainda as  se

guintes sugestdes para trabalhos futuros:

(a) Estudo das possibilidades de utilizagao de wdeles
simplificados na obtencao de forma eficiente da solu
cae aproximada de uma mesma equacio de Liapunov para

muitos termos de entrada difeventes.

b} Estudo das possibilidades de integrar a AproXinacan
da matriz hessiana utilizada pelo meétodo Quasi-New -
von especializado com um processo de construgao pro

gressiva da matriz hessiana.

Acreditamos que o sucesso em gualquer uma dessas possibi
lidades peymitird melhorar o desempenho do método Quasi-Newton na
solugio do regulador L-0-0( com restrigdes de estrutura, permitira
tratar de problemas onde as restrigbes nde sao fracas  ou  MeSHD
contornar algum prohlema que POsSSA SPATECET HAS prtensces comenta-

das anteriorments.
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