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Resumo

Neste trabalho, € proposto um novo método para o projeto de filtros robustos em norma Hs, que
consiste na utilizacdo de uma combinacgdo linear dos filtros de Kalman obtidos para os vértices do
politopo de incertezas. Para esta classe de filtros, sdo obtidos problemas, expressos na forma de
LMIs, para a determinacdo dos coeficientes que produzem o melhor filtro robusto. Inicialmente,
uma sub-classe de sistemas politopicos € considerada e, em seguida, os resultados sao generalizados
para sistemas a tempo continuo e discreto com incertezas paramétricas politdpicas. S@o definidos
limitantes inferior e superior para a norma do erro de estimacdo que permitem avaliar a qualidade
do filtro proposto. Sua ordem € geralmente maior que a do sistema em estudo, o que contribui para

melhorar o seu desempenho.

Palavras-chave: Filtragem Robusta, Filtros de Kalman, Desigualdades Matriciais Lineares.

Abstract

In this work, a new method to H, robust filtrer design is proposed. A convex combination of
Kalman filters, calculated in each vertex of the uncertainty polytope, is used to synthesize the robust
filter. For this model, the best one is calculated through a convex programming problem, expressed
in terms of LMIs. Inicially a sub-class of polytopic systems is considerated and later it is widened
to cope with both continuous and discrete time systems subject to polytopic parameter uncertainty.
Lower and upper bounds of the estimation error norm are defined in order to evaluate the quality
of the proposed filter. Its order generally is greater than the order of the plant, which contributes to

reduce conservatism.

Keywords: Robust filtering, Kalman filters, Linear Matrix Inequalities.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo do projeto de filtros € criar um sistema que reproduza sinais de interesse, reconstituidos
com a menor influéncia possivel do ruido presente nos sinais de entrada do filtro. Para um sistema
com parametros bem definidos, a solucdo 6tima deste problema € o filtro de Kalman. No entanto,
grande parte dos sistemas reais possuem incerteza em seus parametros. Essa incerteza, dependendo
de sua natureza e influéncia, pode fazer com que o filtro projetado para as caracteristicas nominais do
sistema ndo seja o mais apropriado quando ele ndo obedece a risca estas caracteristicas. Neste caso,
€ necessdrio que o projeto leve em conta as incertezas e que o resultado seja um filtro robusto, isto &,
tolerante as variacdes das caracteristicas do sistema.

Nos tltimos anos, o problema de filtragem robusta foi considerado em diversos trabalhos. Apesar
disto, ndo h4 atualmente na literatura uma soluc@o 6tima para este problema. A principal dificuldade
surge da necessidade de um filtro Unico, que tenha um limitante superior para a norma do erro de
estimacao valido para todos os modelos possiveis, gerados através dos parametros incertos do sistema.
Podemos destacar as contribui¢des ao tema feitas para sistemas a tempo continuo em (Geromel 1999),
(Li, Luo, Davidson, Wong & Bossé 2002), (Souza & Trofino 1999), (Tuan, Apkarian & Nguyen
2001) e (Xie, Soh & de Souza 1994); e para sistemas a tempo discreto em (Geromel, de Oliveira &
Bernussou 2002), (Shaked, Xie & Soh 2001), (Theodor & Shaked 1996) e (Xie, Soh & Du 1999).
Todos os resultados presentes nestes trabalhos tém uma caracteristica em comum, que € a ordem do
filtro projetado igual a ordem do sistema.

Para um sistema de caracteristicas bem definidas, o filtro 6timo, chamado filtro de Kalman, é um
sistema linear invariante no tempo e de ordem igual a ordem do sistema. No caso de um sistema com

incertezas paramétricas, o projeto do filtro consiste em um problema do tipo minimax. Ou seja, no
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caso da filtragem robusta, objetiva-se encontrar o melhor filtro, que garanta uma norma minima do
erro de estimacgdo para todo o dominio de incertezas do sistema estudado. Nesta situacdo, a norma
do erro é minima em relagdo aos parametros do filtro e maxima em relac@o as incertezas do sistema.
A solugdo de equilibrio deste problema € dificil de ser calculada, e existe método para encontri-la
apenas em uma sub-classe de sistemas com incertezas paramétricas politdpicas, veja (Regis Filho
2004).

Neste trabalho, consideramos sistemas continuos e discretos no tempo, sujeitos a incertezas pa-
ramétricas politopicas. O filtro robusto serd determinado através de uma abordagem minimax. Os
problemas sdo resolvidos utilizando-se desigualdades matriciais lineares - LMIs!. Propomos um li-
mitante inferior para a norma do erro de estimagdo, que fornece um parametro para inferir a distancia
do filtro projetado ao filtro robusto 6timo. O projeto do filtro € feito através de uma classe restrita de
sistemas lineares. Desta forma podemos encontrar uma solu¢ao sub-6tima do problema. Os exemplos
considerados aqui mostram que apesar de se tratar de uma solugdo sub-6tima, a metodologia proposta
apresenta resultados melhores que os existentes na literatura e, em alguns casos, significativamente
proximos da otimalidade. Esta solug@o difere das solugdes apresentadas na literatura na ordem do
filtro encontrado, que neste trabalho €, a menos de possiveis cancelamentos de polos e zeros, igual a

ordem do sistema vezes o nimero de vértices do conjunto politépico de incertezas.

1.1 Apresentacao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd dividida em cinco capitulos. Este primeiro capitulo contém a introdugdo ao
tema da dissertacao e a estrutura de capitulos adotada.

O segundo capitulo apresenta uma revisdo de alguns conceitos e ferramentas matematicas fun-
damentais para a elaboracdo deste trabalho. Em especial, apresentamos a representacdo de sistemas
dinamicos lineares, a norma Hs, bem como a metodologia utilizada para seu cédlculo; o problema de
filtragem cldssico e sua solucao para sistemas sem incertezas paramétricas. Ao final do capitulo ha
uma rapida explicacdo sobre sistemas com incertezas paramétricas € o modelo de filtragem proposto
neste trabalho.

O terceiro capitulo define o primeiro modelo de incertezas tratado, que consiste em sistemas li-

neares cujas funcoes de transferéncia dependem linearmente dos parametros incertos. O problema de

!do inglés, Linear Matrix Inequalities
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filtragem € entdo resolvido considerando o modelo de filtros proposto neste trabalho, tanto para sis-
temas continuos e discretos no tempo. O capitulo contém ainda exemplos de sistemas com incertezas
e a utilizacdo do método proposto, e comentdrios sobre os resultados obtidos.

O quarto capitulo expande o modelo de incertezas paramétricas do capitulo anterior para tratar
sistemas com incertezas paramétricas politopicas genéricos. S3o propostos limitantes inferior e su-
perior para a norma do erro de estimac¢do dos filtros robustos. O problema de filtragem para estes
sistemas € resolvido através do mesmo modelo de filtro proposto e utilizando-se LMIs. Para esta
classe de sistemas incertos a solu¢do 6tima do problema de estimacao robusta ndo é conhecida e a
metodologia proposta neste trabalho obtém resultados melhores que os presentes na literatura para os
exemplos considerados no capitulo.

Encerrando, o quinto capitulo contém conclusdes sobre o método proposto e perspectivas para

trabalhos futuros.

1.2 Notacao

A notagdo utilizada ao longo deste texto é convencional. Letras latinas maidsculas denotam ma-
trizes e letras mindsculas denotam vetores ou escalares. As letras gregas sao utilizadas para escalares
e conjuntos. Para simplificar a notacdo de matrizes simétricas o sinal e indica o elemento simétrico

em relacdo a sua posi¢do. Fungdes de transferéncia sao notadas de duas formas distintas :

H({) = CI-A)'B+D
A|B

= (1.1)
C|D

ficando evidenciada uma possivel representacdo de estado minima definida pelas matrizes reais de

dimensdes compativeis (A, B, C, D). A notagdo H(w) indica duas situa¢des diversas :
* para sistemas a tempo continuo H (w) = H(() calculada para { = jw com w € R;
* para sistemas a tempo discreto H(w) = H(¢) calculada para ¢ = ¢* com w € R.

o uso de cada uma delas, sem ambigiiidade, serd definido pelo contexto. A nota¢do H(w)™~ indica o
complexo conjugado transposto de H (w). O simplex unitédrio de dimensdo N, composto por todos os

escalares \; > 0,2 =1,--- , N tais que Zfil A; = 1 € denotado por A. Fungdes de transferéncia que
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dependem de forma ndo linear de A € A sdo denotadas por H (A, w). A notagdo H,(w) ou A, é usada
para explicitar a dependéncia linear de fungdes de transferéncia ou matrizes em relacdo a A € A. A

fungdo trago de matriz é denotada ¢7(.).



Capitulo 2

Filtragem Linear

Neste capitulo apresentamos o formalismo matematico utilizado durante o trabalho. Inicialmente
introduzimos o cdlculo de norma H» para sistemas dindmicos lineares continuos ou discretos no
tempo. Duas versdes sao discutidas, a saber, o cdlculo de normas a partir dos gramianos e alternativa-
mente através de problemas de programacdo convexa expressos por desigualdades matriciais lineares
(LMIs).

Em seguida, o problema de filtragem classico que levou a determinacao do Filtro de Kalman é
introduzido. Apresentamos sua solug@o 6tima para sistemas continuos e discretos no tempo através de
problemas descritos por LMIs. Trata-se de re-apresentar resultados cldssicos porém com uma visao
voltada para a programagao matemadtica que sera ttil no tratamento dos capitulos posteriores.

Este capitulo termina com uma rdpida discussdo a respeito dos modelos dindmicos sujeitos a
parametros desconhecidos porém pertencentes a um dominio poliedral convexo dado. Para esta classe
de sistemas lineares com parametros incertos, discutimos o problema de filtragem 6tima robusta, bem

como, introduzimos a estrutura proposta para os filtros a serem projetados nos capitulos seguintes.

2.1 Sistemas Lineares Invariantes no Tempo

Um sistema linear invariante no tempo, a tempo continuo pode ser representado no espago de

estados pelas seguintes equacoes:

(t) = Ax(t)+ Bw(t) (2.1)
y(t) = Cx(t) + Dw(t) (2.2)
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onde t > 0 é a varidvel independente, z(t) € R"™ é o vetor de estado, w(t) € RP é a entrada e
y(t) € R é a saida do sistema. Em todo o decorrer deste texto assumimos que os sistemas tratados
sempre evoluem a partir de condi¢des iniciais nulas. Para este modelo, podemos escrever sua funcao

de transferéncia, definida no dominio da transformada de Laplace, dada por
H()=C{I—-A)"'B+D (2.3)
No caso de sistemas a tempo discreto, a representacdo no espago de estados passa a ser

z(k+1) = Ax(k)+ Bw(k) (2.4)
y(k) = Cuz(k)+ Dw(k) (2.5)

onde k& > 0 € a varidvel independente. Da mesma forma que no caso anterior, z(k) € R" é o vetor
de estado, w(k) € R? é a entrada e y(k) € R? é a saida do sistema e, em todo o decorrer deste texto
assumimos que ele evolui a partir de condi¢des iniciais nulas. A func¢do de transferéncia, obtida a

partir da aplicacdo da transformada Z, é dada por
H()=C{I-A)"'B+D (2.6)

Como j4 ressaltado no capitulo anterior, a expressdo H (w) é utilizada para representar as fun¢des
de transferéncia de sistemas continuos e discretos no tempo, H(¢), avaliadas em ¢ = jw e ( = e/,

respectivamente.

2.2 Norma H>

Para podermos medir a qualidade de um determinado filtro € preciso definir um critério de quali-
dade. Neste trabalho o critério adotado é a norma 5 do erro de estimacao.

Um sistema linear continuo e invariante no tempo, como os que sdo aqui tratados, tem funcdo
de transferéncia que pertence ao dominio H, se e somente se ele for estivel e estritamente proprio.

Neste dominio, podemos atribuir a cada fun¢do uma norma, chamada norma H», definida por

HOE = = / e (H(—jw) H(jw)) de @)

21 J_ o
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Empregando o teorema de Parseval podemos reescrever a expressao (2.7) de modo a permitir que
seja calculada no dominio do tempo. O vetor e; representa a i-ésima coluna da matriz identidade
de dimensdo p portanto a resposta impulsiva do sistema para uma entrada w;(t) = e;d(t), dada por
yi(t) = h(t) x e;0(t) onde h(t) = L1 (H(()), permite determinar

1 oo P . .
IH(O)II5 = o Zei/H(_jw)/H(jw)eidw
T =1

-y /0 () (0t
_ / e (h(eYh() d 2.8)

Podemos ainda utilizar a expressdo da resposta ao impulso, i(t) = C'e* B+ D§(t), obtida a partir

da representacdo de estados, para obter uma férmula alternativa para o cdlculo da norma, ou seja

IHQZ = / tr (h(t)h(0)) dt
- / tr (B'eA’tC'CeAtB + B'e*tC'Di(t) + D'Ce™ Bi(t) + D’D52(t)> dt
0

= tr (B’/ eA/tC”C’eAtdtB) +tr(B'C'D) +

0

+r(D'CB) + tr(D'D) / St

= tr(B'PB) + tr(B'C'D) + tr(D'CB) + tr(D'D) / 521t (2.9)
0

Como podemos perceber, esta norma € finita apenas para sistemas que tenham a matriz A com
autovalores com parte real negativa e D = 0, pois tr(D’'D) [ 6*(t)dt é zero para D = 0 e infinito
caso contrdrio. Isto justifica a necessidade dos sistemas serem estaveis e estritamente proprios, €

simplifica a expressdo para o cdlculo da norma
IH (O3 = tr (B'PB) (2.10)

onde o gramiano de observabilidade P = fooo eAtC'Cetdt > 0 é obtido pela solugdo da seguinte
equacgdo de Lyapunov
AP+PA+C'C=0 (2.11)
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Alternativamente a mesma norma pode ser calculada por uma formulacio dual, utilizando o gra-

miano de observabilidade Q = [, e** BB'e""dt > 0, que leva as equagdes

|H(O)|? = tr (CQC) AQ+ QA + BB =0 (2.12)

Para sistemas a tempo discreto a norma H, tem expressdes andlogas aquelas para sistemas a
tempo continuo. Neste caso, a Unica restricdo para a existéncia da norma € que o sistema seja assin-
toticamente estdvel. Lembrando que a transformada Z inversa fornece h(0) = D e h(k) = CA*1B

para todo k£ > 1, com o teorema de Parseval obtemos

1 2

IHQI = 57 | tr (HEVHE) do
=S b (kY H(R)
— §;ED’D+B’PB) 2.13)
— (DD +CQC") 2.14)

onde os gramianos de observabilidade e controlabilidade, P > 0 e () > 0, sdo definidos por:

P=> (A)yc'car APA-P+C'C=0 (2.15)
k=0

Q=) _ A'BB(A) AQA' —Q+ BB =0 (2.16)
k=0

Vale a pena observar que para os casos continuo e discreto, as equacdes de Lyapunov que permi-
tem determinar os gramianos, admitem uma unica solu¢do como decorréncia da estabilidade assinto-

tica dos sistemas em consideragao.

2.3 Calculo da Norma H, através de LMIs

Neste trabalho, utilizamos LMIs para o cédlculo da norma Hs. Deste modo, podemos utilizar
algoritmos de otimizag@o convexa para a solu¢c@o dos problemas propostos. As equagdes de Lyapunov
em (2.11), (2.12), (2.15) e (2.16) por serem lineares, podem ser transformadas em desigualdades, ou

seja LMIs, através de uma manipulacdo algébrica simples e do complemento de Schur. Desta forma



2.3 Calculo da Norma H, através de LMIs 9

torna-se possivel a utilizagao de métodos numéricos para a resolu¢do de LMIs e o conseqiiente cdlculo

da norma Hs.

Lema 2.1. Considere A assintoticamente estdvel. Para toda a matriz X simétrica definida positiva
tal que
AX+XA+C'C<0 (2.17)

temos |H(C)||? < tr(B'X B).

Prova. Qualquer matriz que satisfaca a desigualdade (2.17) resolve a equacao de Lyapunov
AX+XA+C'C+R=0 (2.18)

com R > 0. Portanto X > P > 0 e conseqiientemente ||H (¢)||3 = tr(B'PB) < tr(B'XB), o que

prova o lema proposto. ]

Este resultado é bem conhecido (Oliveira 1999) e € também valido para sistemas a tempo discreto.
Como qualquer solugdo X > 0 factivel em relacdo a desigualdade (2.17) é limitada inferiormente,
isto ¢ X > P > 0, a minimizagdo da quantidade ¢r(B’X B) sujeita as restricdes X > 0 e (2.17)
fornece a norma H, de H((). Desta forma reescrevemos as expressdes (2.10) e (2.11) na forma de

LMIs.

Q) = win tr(W)

W B'X
>0
° X
AX+XA '
<0 (2.19)
° -1

A mesma manipulacdo pode ser feita para o cdlculo da norma na forma dual para sistemas conti-
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nuos no tempo, levando as expressoes

|H()I = mintr(W)

)

W CcY

>0
o Y
AY +YA B
; <0 (2.20)
. J—

No caso de sistemas a tempo discreto as LMIs para o cdlculo da norma H, podem ser escritas da

seguinte forma

1 X AX
H(O? = mintr(W woBX 0 0 2.21
| (C)IIQ—ganl r(W) . X > e X 0|< (2.21)
. ° ° —]_
- Y AY B
H(O2 = mintr(W Wy 0 0 2.22
()12 = mintr(W) I e Y 0]< (222)
. ° ° _—

Em relacdo a todos os problemas envolvendo LMIs devemos ressaltar que os conjuntos de restri-
coes sdo abertos. Rigorosamente deveriamos té-los formulado com “inf” no lugar de “min”, porém
isto ndo € necessario se entendermos que todos os conjuntos abertos aqui tratados podem ser fecha-
dos com um escalar € > 0 arbitrariamente pequeno, sem que isto altere a solu¢do 6tima do problema
em consideragdo. Os métodos de pontos interiores, muito usados para tratar problemas envolvendo

LMIs, levam este fato em consideracdo fazendo com que a precisdo € > 0 seja definida pelo usuério.

2.4 Problema de Filtragem

O problema de filtragem consiste em recuperar um sinal de interesse que foi corrompido pela
presenca de ruido. Este ruido pode ser devido, por exemplo, a um canal de transmissdo ruidoso ou a
um transdutor sensivel a interferéncias externas.

Podemos representar o problema através da figura 2.1, que mostra um sistema H (w), que gera o

sinal z, a ser estimado pelo filtro, e o sinal y, utilizado como entrada do filtro. Neste contexto, o sinal
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Fig. 2.1: Estrutura de Filtragem

de entrada do sistema w € um vetor aleatério, na verdade um ruido branco. O filtro produz um sinal
de saida zy, que € a estimativa do sinal z. A diferen¢a e = z — z; € chamada de erro de estimacdo,
e a minimiza¢do do erro médio quadratico fornece um critério de qualidade para o projeto do filtro.
Alternativamente, o mesmo problema pode ser formulado pela minimiza¢ao da norma H, da fungdo
de transferéncia entre o sinal de entrada e o erro de estimacao.

Retomando a figura 2.1, a fungdo de transferéncia H(w) pode ser particionada em func¢des de

transferéncia 7'(w) e S(w), que produzem os sinais y e z, respectivamente, isto é

Hiw) = |1 (2.23)
S(w)
cuja representacdo de estado € escrita na forma
#(t) = Ax(t)+ Bw(t) (2.24)
2(t) = Csz(t) + Dsw(t) (2.26)

que permite definir o problema para a obtencao do filtro 6timo como sendo

i — F(w)T(w)]]3 2.27

min |S(w) = F(w)T(@)]]2 (2.27)

tendo em vista que a funcdo de transferéncia entre w e é é dada por E(w) = S(w) — F(w)T'(w).
O dominio F engloba todos os filtros lineares, causais € invariantes no tempo. Quando o modelo
do sistema ndo possui incertezas, a solu¢do 6tima do problema (2.27) nos da o filtro de Kalman.
E importante observar que o filtro de Kalman tem duas propriedades que devem ser ressaltadas. A

primeira diz respeito ao fato de que o filtro de Kalman minimiza globalmente a norma - da funcao de
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transferéncia F/(w), isto é, ndo é possivel determinar um outro filtro invariante no tempo, de qualquer
ordem, com melhor desempenho. A segunda € que o filtro de Kalman tem ordem igual a ordem da

fun¢do de transferéncia H (w).

2.5 Filtragem para Sistemas com Parametros Conhecidos

O projeto de um filtro 6timo para sistemas com parametros conhecidos, isto é, com a funcao de
transferéncia H (w) dada, determina o chamado filtro de Kalman. Este filtro pode ser calculado atra-
vés da solugdo de uma equacdo de Riccati que estabelece as condigdes de otimalidade do problema
de filtragem. Em seguida, apresentamos uma solu¢do alternativa obtida através de LMIs. Em se-
guida, assumimos que o sistema seja assintoticamente estavel. Muito embora esta hipétese nao seja
importante no contexto do filtro de Kalman, ela torna-se necessdria para a sintese de filtros robustos.

Definindo um filtro genérico porém com ordem fixa, igual a ordem de H(w), através de sua

representacio de estados

Zr(t) = Apzp(t) + Byy(t) (2.28)
zp(t) = Cya(t) + Dyy(t) (2.29)

e conectando-o ao sistema (2.24)-(2.26) como na figura 2.1, podemos definir um novo vetor de estados

A : ~
xsp = [x; 2] e escrever o modelo para o erro de estimagdo na forma

b)) = Awg(t) + Bu(t) (2.30)
e(t) = Cx(t)+Dw(t) (2.31)

onde as matrizes (A, B,C, D) sdo dadas por

A A 0 A B
A= B £ (2.32)
ByCy Ag B¢ D,
C=| (Co—DsCy) —Cy ] D=£| (D, — D;D,) ] (2.33)

onde devemos notar que a estabilidade assintética de A é assegurada pela estabilidade assintética de

A e da matriz Ay do filtro que se deseja projetar.
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2.5.1 Sistemas a Tempo Continuo

O teorema 2.2 permite o célculo do filtro de Kalman para um sistema a tempo continuo utilizando-
se LMIs. Ressaltamos que se trata de resultados bastante conhecidos (Boyd & Vandenberghe 2004) e

que sdo largamente utilizados nos capitulos subseqiientes.

Teorema 2.2. O filtro que produz a melhor estimativa, ou seja, produz o menor erro de estima¢do

pode ser calculado resolvendo-se o problema convexo

min  tr(W)
W B'X+D/L

s.a. > 0
° X

AX+XA+C/L'+LC, C
<0 (2.34)
° —1

onde as matrizes W = W', X = X' e L sdo de dimensées apropriadas. As matrizes da representagdo

em espaco de estado do filtro de Kalman sdo calculadas da seguinte forma

| A+xzo | XL
B C, ] 0

(2.35)

Prova. A norma do erro de estimagé@o pode ser calculada através da minimizagdo de ¢r (1), obede-

cendo as seguintes desigualdades

W BP
>0 (2.36)
e P
AP+ PA (C
; <0 (2.37)
. —

Particionamos a matriz simétrica P, sua inversa e definimos uma matriz 7" da seguinte forma

X U L |y v I I
j j T = (2.38)
U X ViV 0 V'y-!
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Definimos as varidveis L = UB re £ Y~!. Da defini¢io de P e P~! é possivel provar que
U+XVY t=0eX+UV'Y!=Z Em seguida, multiplicamos a desigualdade (2.36) a direita

por diag(I,T') e a esquerda por sua transposta.

W B'X+D/L' BZ
° X Z | >0 (2.39)
° ° A

Definimos as varidveis G = C;V'Y ~te Q £ UA;V'Y L. Multiplicando a desigualdade (2.37) a

direita por diag(T, I') e a esquerda por sua transposta, obtemos

AX+XA+C/L+LC, AZ+XA+LC, +Q cy
. AZ+ZA o/ -G <0 (2.40)

° ° —1
Multiplicamos esta desigualdade a direita e a esquerda pela matriz R obtemos:

I 00
R210 0 I (2.41)
01 0

AX+XA+C/'L'+LC, C) AZ+XA+LC,+Q
° —I C,— G <0 (2.42)
° ° AZ+ZA

Como A é estavel e Z > 0, podemos garantir que A’Z + ZA < 0 e simplificar a expressdo
(2.42) impondo Q = —A'Z — XA — LC; e G = C,, mantendo a otimalidade ¢ obtendo (2.36).
A desigualdade (2.38) permite concluir que a solucdo 6tima € dada pela escolha de Z > 0 factivel
arbitrariamente pequena. As varidveis (), Z e G assim determinadas, fornecem a representacdo de

estados do filtro dada por (2.35). Isto prova o teorema proposto. U

Este teorema mostra que o filtro de Kalman pode ser calculado, sem dificuldades, com uma rotina
que resolve LMIs. Assim procedendo obtém-se o mesmo filtro que seria obtido através da solugdao

das condicdes de otimalidade expressa por uma equagao matricial de Riccati, ver (Colaneri, Geromel
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& Locatelli 1997). Geralmente, a solug@o obtida com a equacdo de Riccati € menos custosa do ponto
de vista computacional. No caso da sintese de filtros robustos a equacdo de Riccati ndo pode ser

empregada pois ndo traduz a otimalidade do problema a ser resolvido.

2.5.2 Sistemas a Tempo Discreto

De maneira similar, o teorema 2.3 apresenta a solu¢do 6tima para o problema de filtragem para

sistemas discretos no tempo sem incertezas.

Teorema 2.3. O filtro de Kalman pode ser calculado para sistemas discretos, resolvendo-se o se-

guinte problema convexo

min  tr(W)
(W B'X+D/L' D.— DM

s.a. ° X 0 >0
. . I

X AX+co'L o) -c/'M
° X 0 >0 (2.43)
° ° I

A matrizes da representacdo em espaco de estado do filtro de Kalman sdo calculadas da seguinte

forma:
A+ XTLC | —X'L
= (2.44)
C,—MC, | M
Prova. A prova deste teorema segue os mesmos passos da prova do teorema 2.2. ]

Como a norma H para sistemas discretos ndo estd restrita a fungdes de transferéncia estritamente
proprias, a solugdo 6tima do problema acima, geralmente é tal que Dy = M # 0. Se desejarmos obter
um filtro estritamente préprio basta incluir a restricdo M = 0. Neste caso, é evidente, o resultado
serd um erro de estimacdo maior (Hoang, Tuan, Apkarian & Hosoe 2004) porém o filtro resultante
serd mais simples e conseqiientemente mais facil de ser implementado. Para que se possa comparar
os resultados obtidos aqui com os resultados da literatura, quando necessdria a restri¢do linear M = 0

serd introduzida no cdlculo do filtro. Em particular, isto ocorreu nas comparacdes descritas no capitulo
4,
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Fig. 2.2: Banco de Filtros
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2.6 Incertezas e Estrutura de Filtragem Proposta

O modelo de filtro apresentado na se¢do anterior foi desenvolvido para sistemas com parametros
conhecidos. Quando isto ndo ocorre, dizemos que se trata de um sistema com parametros incertos.
Para essa classe de sistemas, € necessario utilizar um filtro robusto, que tenha um desempenho sa-
tisfatério em todo o dominio de incertezas paramétricas considerado. Neste trabalho, utilizamos o
dominio de incertezas politépicas para representar os parametros incertos presentes no sistema em
estudo. Este modelo € apresentado com maiores detalhes nos capitulos 3 e 4. De forma simplifi-
cada, podemos dizer que o dominio de incertezas € um politopo convexo, cujos vértices sao modelos
extremos do sistema com parametros bem determinados. Deste modo, as matrizes de sua represen-
tacdo de estado sdo combinagdes convexas, com pesos desconhecidos, das matrizes que definem a
representacio de estado dos vértices.

Neste trabalho, o filtro robusto serd projetado como um banco de filtros, ilustrado na figura 2.2.
Como os filtros que compdem o banco devem ser definidos antes da etapa de otimizacgdo, escolhemos
os filtros de Kalman associados a cada um do vértices do politopo de incertezas. Esta escolha se deve
ao fato de que estes filtros produzem a melhor estimativa do sinal desejado para cada um dos vértices
do politopo.

O projeto do filtro robusto passa a ser a determinagdo dos coeficientes que minimizam a norma

garantida do erro de estimac@o em todo dominio de incertezas. Assim sendo, o filtro robusto pode ser
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escrito na forma

N
Fy(w) =) 0;K;(w) (2.45)

j=1
para algum 6 € A. O objetivo deste trabalho é determinar o melhor conjunto de pesos 61, --- , 0y

de tal forma a minimizar o custo garantido associado ao erro de estimagdo (norma H,). Deve-se
colocar em evidéncia que o problema associado a determinacdo dos pesos 6timos € convexo e pode
ser expresso através de LMIs. As comparacdes realizadas mostram que este procedimento gera filtros

robustos com melhor desempenho que aqueles existentes na literatura.

2.7 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as principais ferramentas matemadticas utilizadas ao longo deste
trabalho. Em especial, a norma H,, que fornece meios para a determinacdo de um critério de quali-
dade para o projeto de filtros. Foram determinadas expressoes para o cdlculo da norma H através de
LMIs, para que possam ser utilizados algoritmos de programac¢do convexa.

Em seguida, o problema cléssico de filtragem foi escrito como a minimiza¢ao da norma da funcao
de transferéncia do erro de estimagdo. A solucdo 6tima deste problema ¢ o filtro de Kalman e serve
como ponto de partida para a construgdo do filtro robusto proposto neste trabalho.

Por dltimo, o capitulo contém uma breve explicagdo sobre sistemas com parametros incertos e
o modelo de incertezas paramétricas politdpicas utilizado para representd-los em todo o trabalho.
Deste modelo de incertezas surge a proposta da utilizagdo de um banco de filtros para a obtencdo do
filtro robusto. A utilizacdo dos filtros de Kalman para formar o banco pode parecer arbitraria, porém,
¢ baseada na otimalidade destes filtros para os correspondentes modelos extremos do conjunto de
incertezas. De fato, como serd visto em exemplos nos préximos capitulos, essa escolha produz bons

resultados.



Capitulo 3

Filtragem Robusta para uma Classe de

Sistemas Politopicos

Inicialmente o modelo considerado neste trabalho para as incertezas paramétricas presentes nos
sistemas engloba todos aqueles cujas fungdes de transferéncia dependam linearmente de um ou mais
parametros incertos. Este modelo foi proposto por (Regis Filho 2004). Ele € importante pois para
esta classe particular de incertezas paramétricas o problema de filtragem robusta admite uma solugao
6tima global que pode ser determinada sem grandes dificuldades. No capitulo seguinte considera-
remos um modelo mais abrangente, porém com uma solu¢do bastante mais complexa do mesmo
problema.

Segundo este modelo, a fungdo de transferéncia do sistema em estudo, H(w), pertence a um

conjunto H, dado por:

H = conv{H,(w), Ho(w), ..., Hy(w)} 3.1)

onde conv{---} representa o conjunto formado pela combinagio convexa de todas as func¢des de
transferéncia Hy(w), -, Hy(w). Assumimos que estas funcdes de transferéncia sdo assintotica-
mente estaveis. O conjunto H € um politopo de func¢des de transferéncia com N vértices ao qual a
funcdo de transferéncia do sistema incerto em estudo pertence. De fato, qualquer funcdo de transfe-

réncia do sistema em estudo pode ser escrita na forma

H(w) =Y \Hw) (3.2)

18
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onde A, - -, Ay sdo as componentes de um vetor A € R” pertencente ao simplex unitdrio em
N
Aé{)\eRN : Z)\izl,)\i>0} (3.3)
i=1

Como a norma é uma funcdo convexa e o maximo de uma fun¢do convexa em um conjunto
politépico ocorre e um de seus vértices, para um filtro qualquer com funcdo de transferéncia F'(w)

podemos escrever

2

max ||S(w) — F@)T@)[3 = max ;Axsi(w)—F(wm(w))Q

= max_|Si(w) — F(w)Ti(w)|?

i=1,-,N

= min{y : [Si(w) = F)Ti@)l; <7, i =1+, N} G4)

O primeiro passo para sintetizar um filtro robusto dentro da proposta deste trabalho, discutida
anteriormente, é encontrar os filtros de Kalman para cada um dos vértices do politopo de incertezas.

Estes filtros servirdo como vértices do politopo de filtros que servird para a sintese do filtro robusto,

ou sejaparacada j = 1,--- , N determinamos os filtros de Kalman
Kj(w) = argmin | ;(w) — F()T5()] (3.5)

e parametrizamos os filtros robustos através da combinagdo convexa

N
Fy(w) £ 0;K;(w) (3.6)
=1

onde o vetor de pesos # € A deve ser convenientemente determinado. De fato, como o problema de
filtragem robusta busca determinar o melhor filtro associado a pior incerteza paramétrica, ele pode

ser formulado como

min max ||S(w) — F(w)T(@)]l3 (3.7

Assim sendo, levando em conta (3.4) e (3.6) obtemos a sua formulacao final a ser utilizada ao longo
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deste capitulo, ou seja

2

N
i X — K : <t = .. .
min Si(w) jZIQJKJ(w) Ti(w) 2 <vi=1,.,N (3.8)

Neste ponto deve ser observado que o problema acima € convexo e sua solu¢do 6tima global pode
ser calculada sem dificuldades. Ademais a sua solu¢do 6tima permite determinar um filtro robusto
com funcdo de transferéncia (3.6) cuja ordem, antes do eventual cancelamento de pdlos e de zeros €
igual a N vezes a ordem de cada vértice do politopo H. Como veremos nos proximos capitulos, este

aspecto ¢ fundamental para obter filtros com excelentes desempenhos.

3.1 Sistemas a Tempo Continuo

Nesta secdo abordaremos com detalhes varios aspectos do problema de filtragem (3.8). Utilizare-
mos dois métodos para determinar os coeficientes f € A que definem o filtro robusto. No primeiro,
adotamos uma aproximacao linear para o célculo da norma do erro, esta maneira garante uma sim-
plicidade ao problema de otimizacdo, no entanto sua soluc¢do é sub-6tima. A segunda abordagem ¢é
através de um modelamento quadratico do problema de otimizagdo. Nesta abordagem, o modelo é

um pouco mais complexo, porém a solugdo 6tima € calculada.

3.1.1 Aproximacao Linear

A partir da funcdo objetivo (3.8) e utilizando a desigualdade triangular podemos determinar um

limitante superior 7, para a norma do erro de estima¢ao dado por

N 2 N
2
D 0(Siw) = K@) Tw))|| <65 11Siw) = K; (W) Ti(w)ll; < 7 3.9)
j=1 g gl
paratodoi = 1,--- , N. Essa expressao pode ser utilizada para a sintese de um filtro sub-6timo. Isto

se deve ao fato da desigualdade acima ser, geralmente, estrita. A vantagem, no entanto, € de termos

um problema linear de otimizagdo, o que permite o uso de algoritmos bastante simples e eficientes
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como € o caso do método Simplex. A formulagdo final € a seguinte

woen E

N
sa. Y Rty <y, 1<i<N (3.10)

j=1
onde R;; = ||Si(w) — K;(w)T;(w) Hg para todo i,j = 1,--- , N sdo coeficientes calculados a priori
tendo em vista que dispomos dos filtros de Kalman K;(w) paratodo j = 1,--- , N. O lema seguinte

fornece limitantes inferior e superior para o valor 6timo de ;. Isto €, podemos estabelecer limitantes
inferior e superior para a norma do erro de estimagao a partir das normas dos erros produzidas pelos

filtros de Kalman.

Lema 3.1. O valor dtimo da fungdo objetivo ~y; do problema (3.10) admite os limitantes inferior e

SUperior Yinr < Vi < Ysup dados por

A 1 L= ..
Ying = Maxg min Ry = max Hy (.11
Ysup = min  max Ry (3.12)

j=1, N i=1,-,N

Prova. Como o filtro 6timo para cada um dos vértices € o filtro de Kalman associado, em fungao
deste limitante inferior para cada um dos vértices, podemos definir um limitante inferior global. De

fato,

N
7; = min max ZHJ-HSi(w)—Kj(W)E(w)Hg
7=1

0eA i=1,-- N —
N
. 2
> max lgglz;@j 1Si(w) = K (@) Ti(w)ll;
]:
> max  min [[Si(w) — K;(@)Ti(w)l;

Z:17 7Nj:17 7N

>  max_ min_ Ry (3.13)
i=1,+ N j=1,- N

Observe que sendo K;(w) o filtro 6timo para o vértice 7, a segunda igualdade de 3.11 se verifica.
Por outro lado, considerando a utilizagcdo de cada filtro de Kalman no sistema incerto, podemos

definir um limitante superior para o desempenho do filtro robusto. Neste sentido, fazendo 6, = 1 para
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k = je 0, =0parak # j que define um vetor § € A, obtemos o limitante

N
v.* = min max Z%HSZ‘(W)—KJ'(W)E(W)H;
7j=1

e i=1,- N =

< max [Si(w) = KG(@)Tiw)l; (3.14)

que € valido para todo j = 1,--- , N. O menor deles € exatamente o valor denominado 7, definido
em (3.12), o que conclui a prova do lema proposto. U

A existéncia de limitantes superior e inferior que podem ser facilmente calculados é um fato
importante pois permite avaliar a distancia (em termos do critério adotado) da solug@o sub-6tima

calculada até solug@o 6tima do problema de filtragem robusta.

3.1.2 Modelo Quadratico

Para o célculo exato da norma do erro, podemos utilizar um modelo quadratico. Com isso o filtro
robusto obtido € o 6timo global do problema (3.8), sendo portanto o melhor filtro dentre aqueles do

conjunto de filtros proposto neste trabalho.

Teorema 3.2. Para cada filtro da forma (3.6), a norma Hs da funcdo de transferéncia do erro de

estimagdo em cada vértice do politopo 'H pode ser calculada através de

1Si(w) = F(w)Ti(w)ll; = 0'Q:b
Qi(j, k) = tr(Bi'PyjrBix)
Pijk = / €A;thij,Cik6Aiktdt (315)
0

onde as matrizes (A;j, Bij, Ci;) definem a representagdo de estado da fungdo de transferéncia do

erro de estimagdo E;j(w) = S;(w) — K;(w)T;(w) paratodoi,j =1,--- ,N.
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Prova. Partindo da defini¢do da norma H;, para o erro de estimagdo, obtemos

1Si(w) = F(w)Ti(w)|; =

o0 j=1 k=1
N N 1 o
= ZZ% tr (B (w)™ Ei(w)) dwb ;6
7=1 k=1 -
= Q. (3.16)

sendo que os elementos da matriz simétrica e semi-positiva definida (); podem ser calculados, utili-

zando-se o teorema de Parseval, da seguinte forma

QUK = 2 [ tr(Byw) Ea(w)) d

2r J_ o

= / tr (e’ (t)eu(t)) dt (3.17)
0
onde eij(t) = C’ijeAithij para todo ¢ > 0, ou seja

Qz(]; k‘) = / tr (Bij,eAijltOij/ ikeAiktBik) dt
0

= t{r (Bij// €Aij/tcij/ ikeAiktdtBik)
0

onde a dltima igualdade decorre do fato de que todas as matrizes A;; para¢,j = 1,---, N sdo, por
hipdtese, assintoticamente estdveis. Isto prova o teorema proposto. U

Nio ha novidade em salientarmos que as matrizes F;j;, utilizadas no calculo da norma do erro
de estimagdo podem ser determinadas de forma mais eficiente, resolvendo-se a seguinte equagdo de
Lyapunov

Aij' Piji + PjrAj + Cii'Ci = 0 (3.19)

para todo 4,5,k = 1,--- ,N. De fato, avaliando a derivada temporal da expressao (3.15) de dois

modos distintos temos primeiramente que, como conseqiiéncia do teorema fundamental do cédlculo e
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da estabilidade assintdtica das matrizes A;;,

Fd g At Aty 1 At |
%6 Y Cij Oike wtdt = e’ Cij C’ike ik
0 0

/
= —C;; Cy (3.20)
. ~ . ! .
Por outro lado, avaliando a mesma expressdo com a matriz W (t) = eAii tC’ij'C’ikeAlkt, obtemos

© , 00
/ £€AU tCij/CZ‘keAiktdt = / (AZ]/W(t) + W(t)AZk>dt
0 0

W / W(t)dt + / W (t)dt s
0 0
= Aij/ ik + PijiAik (3.21)

Igualando as expressoes (3.20) e (3.21) chega-se a equacao de Lyapunov (3.19).

E preciso salientar que as matrizes Q;,7 = 1,--- , N sdo simétricas e definidas positivas. Pelo
Teorema 3.2, em principio, estas matrizes sdo semi-definidas positivas e admitem um autovalor nulo
desde que exista @ € RY tal que ;0 = 0. Entretanto isto requer que o filtro '(w) produza um erro de
estimacgdo nulo, ocorréncia que podemos descartar em problemas reais. Assim sendo consideramos
que estas matrizes sdo definidas positivas e portanto ndo singulares. Aplicando o Complemento de

Schur, o problema de estimacio (3.8) pode ser expresso na forma

min
6/
s.a. 79 >0, 1,---,N (3.22)
° Ql_l

que é um problema convexo passivel de ser resolvido com algoritmos dedicados a solucao de LMIs.
Finalmente, devemos salientar que o mesmo raciocinio adotado para provar o Lema 3.1 relativo a

aproximacao linear permanece valido para o custo 6timo g™ que satisfaz

Yinf < VQ* < Vsup (323)

onde os limitantes indicados sdo dados por (3.11) e (3.12).
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‘ Método ‘ 0* ‘ Estimador ‘ Norma Real ‘
Aprox. Linear [0.4388 0.5612], v = 4.3304 3.4986
Quadrético [0.5092 0.4908]" | yo* =3.2482 |  3.2482
(Regis Filho 2004) - 2.4996 2.4996

Tab. 3.1: Resultados do exemplo 3.1.3

3.1.3 Exemplo

Este exemplo foi retirado de (Regis Filho 2004). Em um sistema, representado por sua fun¢do de

transferéncia (3.24), incide uma fonte de ruido de caracteristicas incertas, (3.25).

2
Hs(¢) = 0050 11 (3.24)

_ ¢ _ ¢
Q) = mg0sc 702 109 O = mgosc 72 709 (3.25)

Considerando o ruido como sendo aditivo ao sinal, a fun¢do de transferéncia H(() definida em (2.23)
¢ dada por T'(¢) = [HS(C) HN(C)} e S(C) = [Hs(g) 0} . Os filtros de Kalman obtidos para cada

um destes vértices sdo representados abaixo.

~ 1.514¢% 4 3.643¢* 4 0.4812¢ 4 0.7135
T (Y4 3.391¢3 + 4.845¢2 + 2.313C + 0.8242

K1(Q) (3.26)

3.225¢3 +2.379¢% + 13.01¢ + 8.872
Ka(0) = ¢ ¢ ¢

_ 3.27
(4 4 4.034¢3 + 11.04¢2 + 14.15¢ + 16.49 (3-27)

Os coeficientes utilizados nos problemas de otimizagdo (3.10) e (3.22) sdo mostrados abaixo.

2.4344 5.8126 2.4344  2.4346 7.7152 1.6843
R= Q1 = Q2 = (3.28)
7.7152 1.6842 2.4346 5.8126 1.6843 1.6842

Os resultados obtidos através dos dois métodos podem ser vistos na tabela 3.1, juntamente com o
filtro 6timo global dado em (Regis Filho 2004). A figura 3.1 mostra a norma do erro de estimagdo
para os filtros de Kalman e para o filtro robusto obtido com o modelo quadritico, em funcdo do

parametro incerto. A figura 3.2 mostra o diagrama de Bode de médulo do filtro robusto e também
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Magnitude

wlrad/s]

Fig. 3.2: Diagrama de Bode do ruido e filtro do exemplo 3.1.3

do ruido presente no sistema, definido pelas fungdes de transferéncia extremas Hy1(¢) e Hyn2(().
Nota-se perfeitamente uma maior atenuacao nas regides onde o ruido € mais significativo.
Considerando os limitantes inferior e superior obtidos através da utilizacao dos filtros de Kalman
nos diferentes vértices do problema, ~;,y = 2.4644 € 74, = 5.8126, respectivamente, podemos
afirmar que o método proposto apresenta bons resultados. Apesar de apresentar resultados piores que
em (Regis Filho 2004) com filtros de mesma ordem, o filtro proposto neste trabalho conta com uma
dificuldade menor de implementacdo, ja que pode ser obtido através de uma combinagdo convexa de

filtros desacoplados de ordens menores.
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3.2 Sistemas a Tempo Discreto

Nesta se¢do, analisamos o problema de filtragem robusta para sistemas a tempo discreto. O de-
senvolvimento para este caso foi elaborado para ser o mais proximo possivel do caso de sistemas a
tempo continuo, respeitando, entretanto, as diferencas no tratamento matematico dado a estes dois

tipos de sistemas.

3.2.1 Aproximacao Linear

A aproximacdo linear utilizada no caso continuo € igualmente védlida no caso discreto, pois a
expressao (3.9) permanece verdadeira para ambas situagdes. No entanto, deve-se levar em conta que
os coeficientes R;; = ||Si(w) — K;(w)T;(w)||> devem ser calculados segundo a defini¢io da norma
‘H, para sistemas a tempo discreto. O problema a ser resolvido continua sendo o problema linear

(3.14).

3.2.2 Modelo Quadratico

No caso do modelo quadrético, as expressdes validas para sistemas continuos ndo se aplicam, pois
sdo dependentes das expressdes de cdlculo da norma Hs. O teorema a seguir fornece as expressoes

utilizadas para sistemas a tempo discreto.

Teorema 3.3. Para cada filtro da forma (3.6), a norma Hs da fungdo de transferéncia do erro de

estimagdo em cada vértice do politopo 'H pode ser calculada através de

[Si(w) = Fw)Ti(w)ll; = 0'Q:f
Qi(j. k) = tr (D' Dix + Bij' PijiBir)

P = (Ai")"Cij Cir(Aig)™ (3.29)
m=0
onde as matrizes (A;;, Bij, Ci;, D;;) definem a representagdo de estado da fungdo de transferéncia

do erro de estimagdo E;;(w) = S;(w) — K;(w)T;(w) paratodoi,j =1,--- /N
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Prova. Partindo da defini¢do da norma H, para o erro de estimagao, , obtemos

2

19i(w) — Fw)Ti(w)|5 =

N
> 0iEi(w)
j=1

J=1 k=1
N N 2
- Z Z o tr (Bij(w)™ Eig(w)) dwt;0
j=1 k=1 0
= Q0 (3.30)

sendo que os elementos da matriz simétrica e semi-positiva definida (); podem ser calculados apli-

cando-se o teorema de Parseval, obtendo-se

2w

QU = 5 [ tr (B Buw) de
= ) tr (e (m)ew(m)) (3.31)

onde e;;(m) = CijA,;jm’lBij para todo m > 1 e e;;(0) = D;;. Portanto

Qi(j, k) = tr (Dij/Dik + Byj’ Z (Aij/)mcz’jlcik(Aik>mBik>
m=0

= tr (D};Dix + Bij' Piji Bix)) (3.32)

sendo que a tltima igualdade € possivel gracas a estabilidade assint6tica das matrizes A;;. Isto prova

0 teorema proposto. O]

Como no caso continuo, as matrizes P;;;, utilizadas no célculo da norma podem ser calculadas de

forma mais eficiente, resolvendo a seguinte equagdo de Lyapunov
Aij PijiAig — Pij + Cij'Cip = 0 (3.33)

para todo i, j,k = 1,--- , N. Considerando uma matriz W (¢) = S* _ (A4, )"Ci; Cir(Ai)™, que

m=0
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‘ Meétodo ‘ 0* ‘ Estimador ‘ Norma Real ‘
Aprox. Linear | [0.5121 0.4879]" | v;* = 1.9642 | 1.7724
Quadrético 048590 0.5141]" | yo* = 1.7524 | 1.7524
(Regis Filho 2004) — 1.6777 1.6777

Tab. 3.2: Resultados do exemplo 3.2.3

no limite para £ — oo tende a F;j;, substituindo-a na equacdo (3.33), obtemos

0 l
= Aij/ (Aij/)mcijlcik(Aik>m Ai — Z (Aij/)moijlcik(Aik)m + Cz'j/Cik
m=0 m=0
l
_ (Aij/)f-i-loij/ ik(Aik)Z—i—l + Z (Az‘j/)moij/ zk(Azk)m _
m=1

- Z (A )"Cyi Cir(Aig)™ — Cij' Ci + Ci' Ci,
m=1

_ (Aij/)erlCij/ ik(Aik)€+1 (334)

Considerando que A;; e A;; tenham autovalores de médulo menor que um, o limite da expressio
(3.34) quando ¢ — oo fornece (3.33). Portanto as matrizes P;;;, sdo solugdes das respectivas equagdes
de Lyapunov. Com exceg¢do das expressdes para o cdlculo das matrizes (); e P;;;, o problema de otimi-
zacdo € igual ao do caso continuo. Portanto, o problema de otimizacao convexa (3.22) € igualmente

valido para o caso discreto.

3.2.3 Exemplo

Este exemplo foi retirado de (Regis Filho 2004). Um sistema de telecomunicagdo tem sua funcao
de transferéncia afetada pelo efeito Doppler. Os extremos que esta funcdo de transferéncia pode

assumir sao dados em (3.35). O sistema € afetado também por uma fonte de ruido (3.36).

0.4450¢ + 0.4299
(2 — 1.0300¢ + 0.9048

0.7924¢ + 0.7378

3.35
(2 — 0.2885( + 0.8187 (3-35)

Hgi(C) = Hgy(C) =
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0.7446¢ — 0.7446
(2 — 0.7209¢ + 0.9048

Hy(¢) = (3.36)

Considerando o ruido como sendo aditivo ao sinal, a fungao de transferéncia H ({) definida em (2.23)
¢ dada por T'(¢) = [HS(Q‘) HN(C)} e S(C) = [HS(C) 0} . Os filtros de Kalman obtidos para cada

um destes vértices sdo representados abaixo.

B 0.557¢* — 0.1695¢3 + 0.01505¢? + 0.4418¢ — 0.291
© (4 —0.06167¢3 — 0.04315¢2 + 0.8266¢ — 0.1806

Ki(¢) (3.37)

~0.5143¢* + 0.3088¢? + 0.1973¢2 + 0.4549¢ + 0.2007

K
2(¢) ¢4+ 0.2125¢3 + 0.3672C2 + 0.5529¢ + 0.02462

(3.38)

Os coeficientes utilizados nos problemas de otimizacdo (3.10) e (3.22) foram calculados como

sendo

1.5013 2.4501 1.5013 1.5014 2.3386 1.5712
R= Q1= Q2 = (3.39)
2.3386 1.5713 1.5014 2.4501 1.5712 1.5713

Os resultados obtidos através dos dois métodos podem ser vistos na tabela 3.2, juntamente com
o otimo global dado em (Regis Filho 2004). Os limitantes inferior e superior deste exemplo sdao
Vinf = 105713 € Ysyp = 2.3386.

Novamente o filtro ponderado apresenta desempenho inferior ao desempenho do filtro proposto
por (Regis Filho 2004). Este resultado ja era esperado pois este segundo filtro é o 6timo global do
problema de filtragem robusta em estudo (3.7). No entanto, € necessario notar que o filtro proposto
aqui tem uma complexidade de projeto e implementagdao menor, pois apesar de ter a mesma ordem do
filtro proposto por (Regis Filho 2004), é formado pela combinagdo convexa de filtros desacoplados,

cada um deles de ordem igual a ordem do sistema.

3.3 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada a primeira abordagem ao problema de filtragem robusta. Para isto,
foi considerada uma sub-classe de incertezas paramétricas politdpicas, caracterizada pela dependén-
cia linear da funcao de transferéncia do sistema em relacio aos parametros incertos. Para estas incer-
tezas a soluc@o 6tima global do problema (3.7) foi determinada em (Geromel & Regis Filho 2006).

Logo, o método proposto neste trabalho ndo poderia reduzir ainda mais a norma do erro de estimacao.
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No entanto, o modelo considerado neste capitulo € essencial para o desenvolvimento do modelo do
capitulo seguinte.

Foram definidos limitantes inferior e superior para a norma do erro de estimacao. Desta forma, é
possivel uma andlise comparativa do desempenho do filtro projetado para os problemas considerados.

Dois filtros robustos foram propostos. Primeiramente, um deles foi calculado através de uma
aproximacdo linear para a norma do erro de estimagdo em funcdo dos pesos a serem determinados.
Este método, apesar de nao fornecer a solucao exata, permite um desenvolvimento bastante simples
do filtro robusto.

Em seguida apresentamos um método para o cdlculo exato do erro de estimagdo em relacdo as
varidveis de decisdao. Desta forma, a solucao do problema por este método tem sempre um resultado
melhor, ou pelo menos igual, ao do caso anterior, o que foi comprovado através de exemplos.

E importante ressaltar que todo o desenvolvimento do capitulo foi feito para sistemas a tempo
continuo e discreto. Além disto, dois exemplos ilustram o método proposto e sua aplicagdo em

sistemas reais.



Capitulo 4

Filtragem Robusta para Sistemas com

Incertezas Politopicas

No capitulo anterior, foram apresentados os resultados obtidos para sistemas cujas funcdes de
transferéncia dependem linearmente dos pardmetros incertos. Estes resultados sdo importantes pois
permitem uma solu¢do menos complexa para uma classe de sistemas que apresentam incertezas mais
simples de serem tratadas. No entanto, muitos sistemas de interesse ndo obedecem a esta restricao.
Neste capitulo, os resultados serdo ampliados para sistemas com incertezas politopicas genéricas,
permitindo assim o projeto de filtros robustos para uma quantidade maior de problemas.

No capitulo anterior, a comparagdo entre 0 método aqui proposto € o método proposto por (Regis
Filho 2004) mostrou a sub-otimalidade do primeiro. No entanto, devido as ndo-linearidades presentes
em sistemas com incertezas politdpicas, isto €, devido ao fato de que as funcdes de transferéncia a
serem manipuladas dependem de forma ndo linear dos parametros incertos, até o presente momento
ndo existe nenhum método capaz de determinar o filtro robusto 6timo global para estes sistemas.
Mostraremos que o método proposto aqui, apesar de sub-6timo, obtém, nos exemplos considerados,
resultados melhores que os existentes na literatura.

Para resolver o problema do projeto do filtro robusto, utilizamos a fun¢do objetivo

. 2 _ . . 2
min max || Ey(A, w)[|; = min max [[S(A, w) — Fy(w)T(A, w)ll2 4.1

onde S(\,w) e T(\,w) sdo as fungdo de transferéncia particionadas de H(\,w) € H e Fyp(w) do

filtro robusto proposto. O conjunto H que define as incertezas politdpicas a serem consideradas, é

32
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discutido com detalhes a seguir.

4.1 Modelo de Incertezas

Neste capitulo utilizamos um modelo de incertezas paramétricas politopicas genérico para repre-

sentar os sistemas em estudo. Considerando a representagcdo no espaco de estados a tempo continuo

(t) = Ax(t)+ Bw(t) 4.2)
y(t) = CGu(t) + Dyw(t) (4.3)
2(t) = Csz(t) + Dsw(t) 4.4)
ou a tempo discreto
z(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) 4.5)
y(k) = Cu(k)+ Dyu(k) (4.6)
z2(k) = Csz(k)+ Dsu(k) 4.7)

em que as matrizes indicadas ndo sdo exatamente conhecidas, o modelo de incertezas paramétricas

polit6picas assume que as fungdes de transferéncia H (A, w) pertencem ao conjunto

H = |co

.. N (4.8)

Csi Dsi

onde € imperativo notar que cada elemento de H depende nio linearmente dos parametros incertos

A € A, ou seja

4.9)
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sendo que

Ay By N A B
Cia D | =D AN | Cu Dy (4.10)
Cs)\ Ds)\ = Csi Dsi

para qualquer A € A. Observe que os parametros da representacio de estados de cada modelo factivel
depende linearmente de A € A, mas 0 mesmo nio ocorre com as respectivas fungdes de transferéncia
devido aos produtos e inversa de matrizes necessdrios para a definicdo de H(\,w). Assim sendo, o
modelo de incertezas politdpicas que acabamos de definir € mais abrangente que o modelo utilizado

no capitulo anterior.

4.2 Estrutura e Desempenho

Como no capitulo anterior parametrizamos o filtro robusto na forma Fy(w) = Zjvzl 0, K;(w),
onde § € A sera determinado tendo em vista o melhor desempenho possivel. Com o intuito de
simplificar as expressdes utilizadas neste capitulo definimos uma matriz $(0) £ [0,1,--- ,0x1]', de

dimensdo Np X p, e combinamos as funcdes de transferéncia pertencentes ao politopo H com os

filtros de Kalman K (w), -+ , Ky(w), obtendo a notagdo simplificada para o erro de estimagao
N
Ep(A\w) £ 0, (S(Aw) = Fj(w)T(\ w)) (4.11)
j=1

cuja representacdo de estados € dada por

Ay | ByE(0)

Bl == Dys(0)

(4.12)

com (Ay, BAX(0),Cy, D\X(0)) definidas como sendo a seguinte combinag¢do convexa

Ay ByX(0) l A B;X(0)

-3\ (4.13)

Cn DyX(0) i1 Ci D;x(0)
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para A € A. Note que as matrizes A;, B;>(0),C;, D;%(6) definem uma representacdo de estados da

funcdo de transferéncia do vértice i combinada com o filtro Fy(w) e, portanto, sdo definidas por

./47; édl&g [Aﬂ) e aAzN} Bl édzag [Bﬂ’ o ’BZN]
Cié[Cﬂ,"' 7CiN] Dié[Dih'" ,DiN] (4.14)

sendo que as matrizes (A;;, B;j, C;;, D;;) sdo calculadas segundo as expressoes

A, 0 B;
Ay = B 2
BijCi  Ayj By Dy;
Cij = | (Csi — DiiCu) —Ciy Dij £ | (Dy — Dy;Dy) (4.15)

onde (A;, B;, Ci, D;) e (A, Bij, Cij, Di;) sdo, respectivamente, as matrizes da representacdo de
estados do vértice ¢ do politopo de pardmetros e do filtro de Kalman K;(w).

Desta forma, apesar da ndo linearidade da fungdo de transferéncia Fy(\,w) em relagdo ao pa-
rametro incerto A € A, podemos aproveitar a linearidade em relagdo a 6 € A para definirmos um
limitante superior para a norma do erro de estimacao.

Verificamos que as idéias introduzidas no capitulo anterior podem ser adotadas para determinar
um filtro, cuja robustez ndo é assegurada, mas que serve para estabelecer um limitante inferior do
desempenho do filtro robusto 6timo. Este limitante inferior serd calculado e permitird avaliar de

maneira bastante precisa o desempenho dos filtros robustos propostos.

Lema 4.1. O limitante inferior definido abaixo é vdlido para os sistemas com incertezas politopicas

genéricas.
N 2
7P = inmax z; Ai(Si(w) — F(w)Ti(w)) (4.16)
i= 2
Prova. De fato, este resultado decorre diretamente da desigualdade
. . 2 . A . ‘ 2
min max ||[$(A,w) — F)TAw)ll; > min max |[Si(w) - Fw)Tiw)l,
N 2
> mi  (Si(w) — - :
> minmax Zl Ai (Si(w) = F(w)Ti(w))||  4.17)
i= 2

onde notamos que a primeira desigualdade é conseqiiéncia do fato de limitarmos A ao conjunto dos
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vértices de A. A segunda desigualdade ocorre pois a norma é uma fungdo convexa, e portanto, seu

maximo ocorre em um dos vértices de A. Il

Este lema nos permite utilizar as fungdes de transferéncia dos vértices de um sistema politdpico
com a metodologia do capitulo anterior para determinar um limitante inferior para a norma do erro
de estimacdo. O limitante inferior que este lema fornece corresponde ao filtro robusto 6timo proposto
em (Regis Filho 2004). Como o limitante inferior do lema 3.1 depende apenas dos filtros de Kalman
para ser calculado e € vdlido para o problema introduzido em (Regis Filho 2004), vamos utilizi-lo

tendo em vista que

2

Yp = minmax
FEeF XeA

> M(5i(w) = F@T))

min max_||S;(w) — F(W)Tz(w)Hg

2

FEF i=1,..,N
> max min [1Si(w) = F()Ti()[l;
> max  min [[Siw) = K@) Tw)]; = ving (4.18)
onde observamos que o minimo em relagdoa j = 1,--- , NV ocorre para j = 1.

4.3 Sistemas a Tempo Continuo

O teorema a seguir fornece um limitante superior para a norma H, do erro de estimagdo Fy(\,w) e

um filtro factivel da forma Fy(w) = Zjvzl 6, K ;(w) com desempenho garantido igual a este limitante.

Teorema 4.2. Considerando o sistema em estudo com D; = 0 e matrizes (A;, B;,C;) que satisfazem

as seguintes LMIs
AG+GA, P+AL—-G BX(0)

° —L-I 0 <0 4.19)
° ° -1
W, cV
>0 (4.20)
o V+V' —P

para todo i = 1,--- /N com 0 € A, as matrizes simétricas definidas positivas P;,W; e matrizes
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completas L, G, V. E vdlido o limitante superior

N
| Es(X w)ll3 <Y Nitr(W;), VA€A (4.21)

i=1
Prova. Multiplicando a desigualdade (4.19) por A\; > 0, somando o resultado paratodo? =1,--- | N

e aplicando o complemento de Schur na terceira linha e coluna, obtemos

A\G + G' A + BAE(Q)E((Q),B)\, P+ AL -G
° —L-L

<0 (4.22)

Em seguida, multiplicando a desigualdade acima a esquerda por [ I A, ] e a direita por seu

transposto obtemos a desigualdade
A\Py + PLVAY + B (0)2(0) B, < 0, VA € A (4.23)
Por conseqiiéncia a seguinte equacio também é vélida para qualquer A € A
Py > / h e BAL(0)2(0) ByeNtdt (4.24)
0

Multiplicando a desigualdade (4.20) por A\; > 0, somando o resultado para todo 7 = 1,---, N,
podemos afirmar que V' é uma matriz ndo singular pois a desigualdade V' + V' > P, > 0 é valida

para qualquer A € A.

Wy C\V
>0 (4.25)
[ ] V + V/ — P)\
Wy >CV(V+V' —P) VC (4.26)

Em seguida combinamos a definicio da norma H- e a desigualdade (4.24). E bem conhecido que a

desigualdade V'P, ™'V > V + V' — P, é valida para P, > 0 e V ndo singular, logo verifica-se que
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Py, < V(V 4+ V' — P,)"'V'. Finalmente, utilizando a desigualdade (4.26), obtemos

[Eg(\w)|l5 = tr (C,\/ eAAtBAE(G)Z(H)’BS\eA&tdtCf\)
0

g tr (C)\P,\CS\)

< tr(GV(V+V =P)VE)

< tr(Wy), VAeEA 4.27)
Como W, € fungdo linear de A\ € A o limitante superior (4.21) é valido. L]

O melhor custo garantido para a norma do erro de estimag¢do, dado pelo teorema 4.2, pode ser

calculado através da solucdo do seguinte problema de programacao convexa, expresso por LMIs.

vy A min maX{Z)\itr(I/Vi) : (4.19)—(4.20)}

0eA,P;>0,W;,L,G,V €A

= min {o : tr(W;) <o, (4.19) — (4.20)} (4.28)

o,0e\,P;>0,W,;,L.G,V

Ap06s a solugdo deste problema, o filtro robusto pode ser calculado com o vetor 6timo 6* € A, através

de
Flw) =Y 07K;w) (4.29)

onde K;(w) € o filtro de Kalman associado a fungdo de transferéncia H;(w) paratodo j =1,--- , N.
Através do teorema 4.2 podemos afirmar que o custo garantido deste filtro é dado por || Ep- (A, w)||3 <

~vu, valido para todo A € A.

4.3.1 Exemplo

O exemplo a seguir foi considerado em (Geromel 1999), (Souza & Trofino 1999), (Tuan et al.
2001) e (Barbosa, de Souza & Trofino 2005). Um sistema linear tem sua funcdo de transferéncia

definida por

0 —14+03a | -2
1 —0.5 1
—100 + 108 100 0
1 0 0

(4.30)

0
0
1
0




4.3 Sistemas a Tempo Continuo 39

Parmetros la| <1 || <1||a]<2||a/ <3| |a/<3
Bl<1l]| f=a | B=a |[fl<1| =0
(Geromel 1999) 5.728 4.819 - - -
(Souza & Trofino 1999) | 4.867 4.373 - - -
(Tuan et al. 2001) 2.382 2.382 - 93.365 | 100.963
(Barbosa et al. 2005) - - 6.285 - -
Y 2.114 2.115 6.266 | 21.566 | 26.434
Yinf 2.114 2.114 6.245 | 15.509 | 12.093

Tab. 4.1: Norma garantida do erro para o exemplo 4.3.1

Esta funcdo de transferéncia depende dos parametros reais desconhecidos « e 3. O nimero de vérti-
ces no politopo de incertezas deste sistema depende de como definimos a varia¢ao destes parametros.
Consideramos os casos em que [ assume o mesmo valor do parametro «, ou um valor incerto dentro
de um intervalo conhecido. No primeiro caso o politopo é definido por dois vértices, enquanto no
segundo por quatro vértices, ja que ambos os parametros « e ( pertencem a intervalos independentes.
A tabela 4.1 faz uma comparacio entre diversos métodos existentes na literatura para o projeto de
filtros robustos em relacdo a diversos casos deste exemplo. Podemos perceber que o método proposto
neste trabalho garante resultados melhores e que em muitos casos a norma garantida estd bastante
proxima do limitante inferior definido na equagdo (4.18). Em seguida, analisamos dois casos com

maiores detalhes.

* Caso |a] < 1, f = a - O primeiro passo no projeto do filtro robusto proposto é o célculo dos
filtros de Kalman associados a cada um dos vértices. As funcdes de transferéncia dos filtros

obtidos sao

_—2.004¢ — 2.292
T (24 320.2¢ + 53.02

~ —1.163¢ — 1.806
T2+ 280.1¢ + 47

K1(¢)

K>(¢) (4.31)

O quadrado da norma do erro de estimacdo destes filtros nos vértices em que foram calculados
€ de, respectivamente, 0.0127 e 2.114. Segundo a equacdo (4.18), temos um limitante inferior

Ying = 2.114 para o quadrado da norma do erro de estimagéo do filtro robusto.

/
Resolvendo o problema (4.28) encontramos um vetor de pesos 6* = [0,003 0,997} e um
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AN 255
prm— Y

15(w) = F(w)T(w)

Fig. 4.1: Norma do erro de estimacao para os filtros de Kalman(K; e K5) e o filtro proposto

limitante superior vy = 2.115. O filtro robusto, calculado a partir de (4.29), é

—1.165¢% — 374.5¢2 — 640.2C — 95.79

Fy-(C) =
o+(¢) ¢4+ 600.3¢3 4 89790(2 + 29900¢ + 2492

(4.32)

Como #* tem a primeira componente praticamente nula, podemos entdo considerar, para todos
os fins praticos, Fy-(({) = K»((). Para o exemplo que estamos discutindo a tabela 4.1 informa
que Yg = Yins O que mostra que € impossivel determinar um filtro robusto com desempenho
melhor que Fy-(¢) = K5((). Assim sendo, podemos afirmar que o filtro de segunda ordem

K,(() é o filtro robusto 6timo, solugéo do problema

— mi _ 2
Ky = min max 1SN\, w) — F(w)T(A\,w)ll5 (4.33)

A figura 4.1 mostra a norma do erro de estimagdo produzido pelos filtros K7(¢), K2(() e Fp(¢)

em fun¢do do parametro incerto A € A.

 Caso |a] < 3, § = a - Da mesma forma, os filtros de Kalman foram obtidos e com a solugéo
6tima do problema (4.28) encontramos um vetor de pesos 6* = [0_442 0,558] . A figura 4.2
mostra a norma do erro de estimacdo produzido pelos filtros K7(C), K2(C) e Fp«(¢) em fungdo

do pardmetro incerto A € A.

Nota-se que no primeiro caso o filtro 6timo € de segunda ordem. Entretanto, o mesmo nao ocorre
com o segundo caso pois o filtro 6timo € de ordem quatro. Podemos supor que o melhor desempe-

nho dos filtros propostos, em relagdo aos existentes na literatura, reside na sua maior ordem e por
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K

15() = F@)T()I3

Fig. 4.2: Norma do erro de estimacao para os filtros de Kalman(K; e K5) e o filtro proposto

conseguinte na existéncia de maior flexibilidade para reduzir o erro de estimacao.

4.4 Sistemas a Tempo Discreto

Os sistemas a tempo discreto podem ser tratados de forma bastante similar. A diferenca central
reside na determinacdo do custo garantido e dos pesos # € A do filtro robusto a ele associado. O

proximo teorema trata destes aspectos.

Teorema 4.3. Considerando o sistema em estudo com matrizes (A;, B;,C;, D;) que satisfazem as

seguintes desigualdades:

AG+GA—P, AL-G B0
. P—-L-L 0 |<o0 (4.34)

° ° —TI

w; cV D,3(0)

o V4V —PB 0 >0 (4.35)
° ° I
para todo i = 1,--- | N para as matrizes simétricas definidas positivas varidveis P;, W;, matrizes

varidveis completas L, G,V e 0 € A. E vdlido o limitante superior (4.36).

|Eg(\,w)||2 < Z)\ tr(W;),¥A € A (4.36)
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Prova. Multiplicando a desigualdade (4.34) por \; > 0, somando o resultado paratodo? =1,--- | N

e aplicando o complemento de Schur para a terceira linha e coluna, obtemos

A\G +G' Ay — Py + BAZ(Q)Z(Q)/B)\/ A\L — G’
° P\—L-L

<0 (4.37)

Em seguida multiplicamos esta desigualdade a esquerda por [ I A, ] e a direita por seu trans-
posto para obter

A)\P)\AS\ — P+ B)\E(Q)Z(Q),B;\ < 0, VAe A (4.38)

Por conseqiiéncia a seguinte equacdo também é vélida para qualquer A € A

Py > (A" ByE(9)S(0)'B) (A))™ (4.39)
m=0
Multiplicando a desigualdade (4.35) por \; > 0, somando o resultado para todo i = 1,--- , N, e

aplicando o complemento de Schur em relacdo a terceira linha e coluna, podemos afirmar que V' é
uma matriz nio singular pois a desigualdade V' + V' > Py > 0 é vilida para qualquer A € A. Estas

operacdes permitem determinar

Wy — DAX(0)(0)' D), C\V
[ ] V+VI—P>\

>0 (4.40)

ou seja

Wy = DaX(0)S(0) Dy + GV (V + V' — P)'VCY (4.41)

Em seguida combinamos a definicio da norma s e a desigualdade (4.41). E bem conhecido que a
desigualdade V'P, 'V > V + V' — P, é valida para Py > 0 e V ndo singular, logo verifica-se que
P, < V(V +V'— P,)"'V’ e conseqiientemente

H@@Mmg:trD@wmwnx+q(fx&wﬁgwmwﬁugﬁ>q]
i (DAS(0)S(0) D 1 CAPCL)
tr (DAS(0)S(0) D) + OV (V + V' = P)'V'C)

tr(Wy), VA€EA (4.42)

VAS/A

N
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Como W, € fungdo linear de A € A o limitante superior (4.21) é valido. ]
O melhor custo garantido para a norma do erro de estimag¢do, dado pelo teorema 4.3, pode ser
calculado através da solugdo do seguinte problema de programacgdo convexa expresso através de LMIs

Vi = {o : tr(W;) <o, (4.34) — (4.35)} (4.43)

min
a,0€A\,P;>0,W;,L,G,V

que ao ser resolvido fornece o vetor 6timo 6* € A que permite calcular o filtro robusto Fp-(w).
Neste ponto cabe ressaltar um aspecto interessante que € valido para os casos continuo e discreto
indistintamente. Trata-se da implementacdo do filtro robusto aqui proposto que pode ser feita de

maneira bastante simples notando que a estimativa z;(¢) pode ser escrita na forma

N
2p(t) =) 05z(t) (4.44)

j=1
onde zy;(t) é a estimativa produzida pelo filtro de Kalman j = 1,--- , N tendo como entrada comum

o sinal recebido y(t) para todo ¢ > 0.

4.4.1 Exemplo

Este exemplo foi considerado em (Xie et al. 1994), (Theodor & Shaked 1996), (Xie et al. 1999) e
(Shaked et al. 2001). A funcao de transferéncia

[0 —05|-6 0]
HO) 1 1461 0 was)
100 10 | 0 1
1 0 [0 0

O parametro incerto satisfaz |J| < 0.3. Os filtros de Kalman encontrados para cada vértice sdo

—0.0008199¢ + 0.004918
¢? —0.7049¢ — 0.00002548

Ki(C) = (4.46)
—0.004904¢ + 0.004509

K. —
2(¢) C2 —0.7722¢ + 0.00002868

(4.47)

e as normas minimas dos erros de estimagdo sdao 36.000 e 51.380, respectivamente. A solu¢cdo do
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‘ Método ‘ Custo Garantido ‘
(Theodor & Shaked 1996) 69.07
(Xie et al. 1999) 66.90
(Shaked et al. 2001) (a) 52.17
(Shaked et al. 2001) (b) 51.43
Yu 51.384

Tab. 4.2: Norma garantida do erro para o exemplo 4.4.1

problema (4.43) para este exemplo é vy = 51.384 com #* = [0,001 0,999} ’. Para todos os efeitos
praticos, Fp-(¢) = K5(().

A tabela 4.2 mostra os resultados obtidos frente aos resultados presentes na literatura. Como
podemos ver o filtro projetado tém um custo garantido muito préximo do limitante inferior definido

em (4.18). Isto nos mostra que neste exemplo, calculamos o melhor filtro possivel.

4.4.2 Exemplo

Este exemplo foi resolvido em (Xie et al. 1994), (Theodor & Shaked 1996), (Xie et al. 1999) e

(Shaked et al. 2001). Considere o sistema descrito pela funcao de transferéncia

[0 —08187+4 | —6 0 |
1 —09854+25| 1 0
H(C) = (4.48)
~100 10 0 1
1 0 0 0]

com o pardmetro incerto dado por || < 0.08. Os filtros de Kalman encontrados para cada vértice sdo

(4.49) e (4.50). As normas minimas dos erros de estimac¢do sdo 54.204 e 36.001, respectivamente.

0.002204¢ + 0.009208

F =
1(¢) 2 1 0.8507¢ — 0.00006902

(4.49)

~ —0.001212¢ + 0.007267
T (24 0.8347¢ — 0.0001549

£5(¢) (4.50)

A solugdo do problema (4.43) para este exemplo é vy = 54.274 com 6* = [0.9596 0.0404(’. O
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‘ Método ‘ Custo Garantido ‘
(Theodor & Shaked 1996) 151.85
(Xie et al. 1999) 97.73
(Shaked et al. 2001) (a) 70.40
(Shaked et al. 2001) (b) 63.95
(Shaked et al. 2001) (c) 56.60
Vinf 54.204

Tab. 4.3: Norma garantida do erro para o exemplo 4.4.2

filtro robusto obtido, de quarta ordem, € dado por

_0.002066¢? + 0.01085¢2 + 0.007625¢ — 0.000001389
"~ (4 + 1.685¢3 + 0.7098¢% — 0.0001893¢ + 0.00000001069

F(Q) (4.51)

A tabela 4.3 contém os custos garantidos associados a cada filtro proposto na literatura e neste
trabalho, bem como o limitante inferior (4.18). Como no exemplo 4.4.1 o filtro proposto se aproximou
bastante do limitante inferior. Isto mostra que o método proposto neste trabalho permite a obtencao

de resultados bastante expressivos.

4.5 Conclusao

Neste capitulo, o modelo de incertezas paramétricas politopicas foi generalizado em relacio ao
utilizado no capitulo anterior. Desta forma, o filtro proposto neste trabalho pode ser aplicado a siste-
mas cujas matrizes da representacdo de estado dependem linearmente dos parametros incertos. Com
esta generalizacdo, algumas das hipdteses que permitiram o desenvolvimento do capitulo anterior
deixam de ser necessdrias. Logo, este capitulo tem um desenvolvimento diferente para o método de
projeto do filtro robusto.

Ap6s definir devidamente o modelo de incertezas utilizado, foi deduzido um limitante inferior
para a norma do erro de estimagdo. Este limitante permite avaliar a distancia entre o filtro projetado
e o 6timo global e, portanto, serve como um indicador seguro determinar o desempenho do filtro
proposto.

Em seguida, foram deduzidas as expressdes que permitem o projeto do filtro robusto para sistemas

com incertezas paramétricas politopicas genéricas. O resultado € um modelo de otimizacido convexa
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expresso por LMIs, que pode ser resolvido facilmente com um algoritmo apropriado.

Os exemplos contidos neste capitulos sdo analisados em diversos trabalhos e permitem a avali-
acdo da eficiéncia do filtro proposto em relacdo aos métodos existentes na literatura. De fato, para
estes exemplos, o desempenho do filtro € melhor que todos os outros considerados. Atribuimos esta

vantagem ao fato de que o filtro proposto poder ter ordem maior que a dos outros filtros.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foi proposto um novo método para o projeto de filtros robustos para sistemas
lineares continuos ou discretos no tempo, com incertezas paramétricas politopicas. Utilizamos os
filtros de Kalman associados a cada um dos vértices do politopo de incertezas para formar um banco
de filtros que produz uma boa estimativa do sinal a ser estimado. O filtro robusto foi determinado
como sendo uma combinag¢do convexa apropriada dos elementos do banco de filtros.

Este método foi aplicado primeiramente para uma sub-classe de incertezas paramétricas. Dois
modelos foram considerados para o calculo do vetor de pesos 6timo para o banco de filtros: uma
aproximacao linear e um método exato. A aproximacao linear tem um modelo mais simples, que per-
mite uma implementag¢do mais rapida do problema de otimizacdo. Entretanto, para se obter resultados
exatos, € necessdrio utilizar um modelo quadrético para a norma do erro de estimag¢do. Desta forma,
como esperado, no segundo caso, obtemos filtros robustos com desempenhos melhores. Apesar do
fato de que para esta sub-classe o problema tem solucdo 6tima global conhecida, € importante notar
que os resultados obtidos podem ser ampliados para sistemas com incertezas paramétricas politopicas
genéricas. Este fato é importante na medida que neste caso a solucdo 6tima global do problema de
filtragem robusta ndo é conhecida.

Em seguida, o modelo foi expandido para sistemas com incertezas paramétricas politopicas ge-
néricas. Deste modo € possivel o projeto de filtros robustos para um nimero maior de sistemas de
interesse. Foram determinados os modelos de otimiza¢do dos pesos para o filtro ponderado, todos ex-
pressos na forma de LMIs. O limitante inferior proposto para a norma do erro de estimacao fornece
um critério para avaliar a qualidade do filtro robusto calculado.

Ressaltamos que em todo o trabalho, foram analisados sistemas a tempo continuo e discreto. De

47
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fato, os métodos propostos t€ém equivalentes continuos e discretos. Foi mostrado, através de diver-
sos exemplos, que o método proposto para sistemas com incertezas paramétricas genéricas produz
resultados melhores que os existentes na literatura.

Este trabalho foi a base para a elaboracdo de dois artigos, a saber, (Martins & Geromel 2006),
apresentado em congresso e (Geromel & Martins 2007), submetido para publicagdo em revista cien-
tifica internacional.

Para trabalhos futuros é importante considerar a generalizagdao dos resultados aqui apresentados
para tratar o projeto de filtros robustos em norma H.,. Outro ponto que merece atengdo € a determi-
nacao da solugdo 6tima global do problema de estimacdo robusta para uma classe de sistemas mais

ampla que aquela considerada em (Geromel & Regis Filho 2006).
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