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ResumMo

Neste trabalho discute-se¢ aspectos teéricos de uma estratégia de controle do
tipo preditiva de horizonte longo, o Controlador Preditivo Generalizado - GPC. Anali-
sa-se o controlador GPC sob os enfoques do comportamento determinfstico, isto ¢, a

resposta ao sinal de referéncia, ¢ de robustez do sistema em malha fechada.

Neste trabalho estuda-se a influéncia dos parimetros de projeto do GPC na
resposta do sistema a variagdes no sinal de referéncia, e compara-se seu desempenho
com outras estratégias de controle, como o Controlador por Alocagio de Pdlos e um
Controlador Proporcional Derivativo. E conhecido na literatura que para o con:rolador
GPC ¢ dificil obter uma relagio geral entre os polos do sistema em malha fechada e
seus parimetros de projeto. A solugdo deste problema nio € trivial ¢ ainda ndo estd
disponivel na literatura. Portanto, o estudo do comportamento determinfstico do siste-
ma ¢ felto através de propriedades do polindmio caracterfstica do sistema em malha
fechada e de resultados heuristicos da influéncia dos parimetros de projeto no desem-

penho do sistema.

Um importante campo de estudos no GPC € a andlise da robustez do sistema em
malha fechada quando em presenga de dindmicas ndo modeladas do processo. Par. tanto
obtém-se o diagrama do limite de estabilidade para o GPC e, a partir do estud. deste
diagrama, propdem-se diretrizes para a aumentar a robustez do sistema em malhs fecha-
da.

Desenvolve-se também a estratégia de controle por alocagdo de pdlos a fim de
obter analogias e comparagdes com o GPC. Utiliza-se o modelo de um sistema flexivel,

para comparagdo de desempenho destas estratéglas de controle.
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CAP[TULO 1
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1.1 - INTRODUCAO

O crescente desenvolvimento da inddstria de microeletrénica com diminuigio
do custo do hardware digital para controle de processos ¢ a necessldade de aprimora-
mento da qualidade dos processos industrials, vem tornando cada vez mais freqiente a
utilizacio pela inddstria de sistemas de controle digitais. Este fato traz como conse-
quéncia o desenvolvimento e a possibilidade de implementagio de algoritmos de controle
mais complexos, avangados e adequados i tecnologia digital, em substituigio ac cléssi-
co PID de ganho fixo. O controlador PID apresenta um comportamento satisfatério na
maioria dos casos, porém apresenta problemas quando, por exemplo, ¢ processo € varian-
te no tempo ou quando as especificagdes de projeto sio muito rigidas. Nestes cusos, a
utilizacso destes algoritmos complexos de controle tem o objetive de melhorar o desem-

penho do sistema.

Uma destas estratégias de controle, que podem ser utilizadas em subs ituigdo
ao PID, s3o os Controladores Preditivos de Horizonte Longo {Long Range Pr-dictive
Control - LRPC), que tiveram seu conceito introduzido por Richalet em [Richalet78].
Desde entdo, os LRPC vem recebendo grande atengio na literatura, com o desenvolvimento

de diversos algoritmos de controle baseados no conceito de LRPC.

O tema deste trabalho € o estudo do comportamento determinfstico, da
robustez quando em presenga de dindmicas ndo modeladas, e da aplicagio no controle de
posigao de uma junta isolada de robd, de um algoritmo de controie baseado no conceito

de LRPC, o Controlador Preditivo Generalizado (Generallized Predictive Control - GPCH.

A seguir, pna secido 1.2, faz-se uma revisio dos LRPC. Na secio 1.3 di:cute-se
o problema de controle de manipuladores robéticos, e na secho 1.4 apresenta-se os

objetivos e a organizagdo deste trabalho,
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1.2 - CONTROLADORES PREDITIVOS DE HORIZONTE LONGO

Os controladores preditivos de horizonte longo (LRPC) baseiam-se na previsao
do comportamento futuro do processo para o cdlculo do sinal de controle. As previsdes
sdo feitas utilizando-se um modelo deste processo sobre um horizonte de tempo Cenomi-
nado Horizonte de Previsio. O conceito destes controladores € ilustrado pea fig.

(1.1) a seguir:

1l ity

) I S 3 3

u

PASEADO FUTURO

Fig. (1.1} - Conceito de controle preditivo

onde: t € o instante de tempo atuval
y € a saida do processo
yp & a saida prevista do processo
Hp € o horizonte de previsio
w € o sinal de referéncia

ulk), e k < t, € o sinal de controle

O controlador preditivo calcula a sequéncia dos futuros sinais de controle,
isto é€,

u(t), u(t+1), ..., u(t+Hp-1)

que minimizam um critério, que usvalmente € um critério quadritico como o descrito a

seguir:
Hp

2
J = (Yp(t+j) - w(t+j)] .
j =

[
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Normalmente o problema de minimizagio requer a utilizagio de um procedimento
iterativo, porém, quando o modelo do processo ¢ linear e ndo existem resirigbes no
sinal de controle (como por exemplo, sinal minimo ou mdximo para u(.)) o processo de

minimizagdo pode ser feito analiticamente.

Dos sinals de controle calculados, somente o primeiro € utilizado para o
controle do processo naquele instante de tempo. No préximo Instante, todo o procedi-

mento € repetido. Esta caracterfstica possui o nome de método de "receding horizon™

Em controladores preditivos, qualquer tipo de modelo pode ser utilizado para
a previsio do comportamento do processo. Porém, o mais usval € utilizar um modelo
discreto do tipo entrada e safda descrito por equagdes a diferengas linecares. O modelo
CARIMA (Controled Auto Regressive Integrated Moving Average) ¢ um exemplo dete tipo
de modelo, e ¢ descrito a seguir:

A@H w0 = B'@Y) wit-d) + ctq"‘)zg(z)/_,A (1.2)

onde: o A{qﬁi), B’(qml) e C(q_l) sio polindmios no operador deslocamento dados por:
A(qwi) =1 + alq—I + L aMcfml

B(qg™) b

il

-1 -1
b0+ blq + oL+ ban

~nc

C(q-I) 1+ c:lq_1 +..+¢C g

ne

o 'd’ € a diferenca entre o nimero de pélos e o mimero de zeros mais o atraso de

transporte do processo.
o u(.) e y(.) sd3o, respectivamente, a entrada e a saida do processe.
o A ¢ dado por A = (1-q-})

o £(.) € um rufdo branco

O modelo CARIMA [LambertM87] evita a estimagdo do nivel DC do pro:esso e
modela adequadamente pertubagdes do tipo browniano.

Pode-se reescrever a eq. (1.2) com o atraso do processo 'd-1' incorpoiado ao

polindmio B(qwl) na forma de 'd-1° coeficientes nulos, como a seguir:

Al@hH y© = B(@™" ule-1) + C{q{*>g(:)/ﬂk (1.3)

Note que o polinbmio B(q-i) da eq. (1.3) possui a ordem incrementada de
'd-1’ unidades em relacio ao polindmio B'(q“l) da eq. (1.2).
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Existem na literatura diversos tipos de controladores baseados no conceito
de LRPC, como por exemplo:

o Extended Horizon Adaptive Control {EHAC) [Ydstie84 apud Keyser88]

o Extended Prediction Self-Adaptive Control (EPSAC) [Keyserss]

o Dynamic Matrix Control {DMC) [Cutler80 apud Keyser88]

o Generalized Predictive Control (GPC) [Clarke87]

o Model Algorithmic Control (MAC) [Richalet78]

o Multipredictor Receding Horizon Adaptive Control {(MURHAC) [Lemos85 apud

Kramer91}

¢ Multistep Multivariable Adaptive Control (MUSMAR) {Menga79 apud Clarke89]

o Predictive Control ALgorithm (PCA) [Bruijin86 apud Socterboek91]

o Optimum Control Synthesis (OCS) {Peterka82 apud Kramer91}

Em [Keyser88} [Kramer91} faz-se uma comparagdo entre alguns destes algorit-
mos de controle, e, Em [Soeterboek91], desenvolve-se uma versio unificada para contro-
ladores preditivos, e apresenta-se o Unified Predictive Control (UPC). Através da
selecio apropriada dos parametros do UPC pode-se obter vérios controladores preditives

citados anteriormente, assim como suas caracteristicas.

Os algoritmos de controle preditivos, com auxflio de um método de estimagio,
podem ser implementados de forma adpatativa, isto €, na forma controladores
adaptativos indiretos [Astrom89]. Controladores adaptativos sac controladores que,
através de um esquema de identificagdo, atualizam seus parimetros em fungdo de
mudancas ou incertezas na dinimica do processo, e s3o basicamente divididos e¢m dois
grupos: os Diretos e os Indiretos. Os controladores adaptativos diretos séo aqueles em
que os parametros do controlador sio estimados e atualizados diretamente pelo
algoritmo de identificagdo. Os controladores adaptativos indiretos séo aqueles ¢m que
os parimetros do modelo s3o estimados diretamente, €, entdo utilizados para sintese,
on-line, da leli de controle. Esta lei de controle pode ser uwma lel de controle
preditiva de horizonte longo. O GPC adaptativo ¢ um bom exemplo de controlador

preditivo adaptativo.

Desde o trabalho de Clarke [Clarke87), o Controlador Preditivo Generalizado
(GPC) tem recebido grande atencdo na literatura [Mohtadi86a] {Mohtadi86b] [LambertM87]
[Favier88] [Clarke89} [Saaman89] [Crisalle90] [Bitmead90] [Coelho90] . Ele pode ser
visto como uma extensdo, ¢ uma evolugio, do controlador de Varidncia Minima Generali-
zada (GMV} [Clarke75]. Isto ¢ feito através do aumento do mimero de previsdes, de 1
(uma) previsio no GMV para um horizonte de previsio no GPC, como demonstra Mothadi em
[Mohtadi86al. Com esta caracteristica, o GPC mostra-se robusto quando aplicado a pro-

cessos de atraso desconhecido ou variante [Clarke87], principal problema do GMV.
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Na literatura encontram-se diversos exemplos da aplicagio do GPC em controle

de processos, como a seguir:

o Manipuladores robdticos [Lelic87] {LambertM&7]

o Secador de uma f4brica de agucar de beterraba {Prada91]
o Usina de moer cimento [Clarke90]

o Torre de secagem com spray [LambertER7 apud Clarke90]
o Coluna de destilagio {Coelho90] [Souza%90]

o Turbina a vapor para geragio de eletricidade [Rossiter91]
o Controle de pressio arterial [Kwok90]
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1.3 ~ CONTROLE DE PosICAC DE UMA JUNTA IsOLADA DE Rosd

Na 4rea de robdtica, frequentemente estuda-se o problema da movimen:agdo e

localizagio no espago de um robd, isto €, o controle de posigio do manipulador.

O controle de posi¢do da garra de um robd pode ser implementado pelo contro
le de posi¢io de cada junta isoladamente. Através de uma transformagdo de espa0s, do
espago cartesiano para o espago das juntas, isto €, o cdlculo das posigbes das juntas
que correspondem a uma determinada posigio da garra [Cralg86], obtém-se as referéncias
que cada junta deve seguir para que a garra descreva determinada trajetdria. Assim, um
robd industrial ¢ um sistema de posiclonamento no qual cada uma das juntas possui um

sistema prdprio de controle de posigao.

Paul em [Paul81], e Luh em [Luh83] assumem, para o controle de posigho, que
um robs pode ser representado por corpos rigidos (bragos) interconectados e movidos
por puras fontes de torque. Porém, estes modelos sio inadequados [Good8S5] para
representar a malor parte dos manipuladores mecanicos devido ao fato de negligenciarem
a interagio dinimica entre as juntas e os atnadores. Em [Good85], propde-se um modelo
que incorpora a existéncia de flexibilidade na conexio entre o motor e o brago do
robd, e que € validado quando comparado com o robd real usado nos experimentos. Em
[Gimeno88] desenvolve-se um modelo de junta de robd que apresenta o efeito de torgdo
na transmissio do torque produzido pele motor. Este fato introduz pdlos caoiaplexos

conjugados mal amortecidos tipico de sistemas flexiveis.

O controle de sistemas flexiveis € também estudados em [LambertM87]
[Astrom90] e [Frankling88]. Em [LambertM87] encontra-se o problema do controle dg posi-
cio de um robd composto por uma junta e com um brago flexivel. O algoritmo de controle
¢ o Controle Preditivo Generalizado (a ser descrito no Capftulo 4). Em [Astrom90]
tem-se a aplicagdo do algoritmo de controle por Alocagio de Pélos (a ser descrito no
Capitulo 3) no controle de posigdo de um mecanismo robético cujo modelo € semclhante
a0 descrito em [Gimeno88]. E finalmente, em [Franklin88] estuda-se o projeto de um

sistema de controle de posigio de um satélite, que também demostrou ser um sistema

flexivel.

O sistema de controle de posigio de uma junta isolada de robd, a ser descri-
to neste trabalho, ¢ baseado em medidas de posigio feitas no motor, isto €, procura-se

controlar a posigdo do brago do robd a partir de medidas de posi¢io do motor. Quando
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isto ocorre diz-s¢ que o sensor € colocado. Quando ocorre o imverso, isto ¢, o sensor
estd posicionade na carga e portanto o controle € feito a partir de medidas da carga,
diz-se que o sensor ¢ ndo colocado. Exitem problemas de implementacio prética do sen-

sor nio colocado devido 2 dificuldade de se obter medidas da posigio da carga.
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1.4 - OBJETIVOS E ORGANIZACAC DO TRABALHO

O objetivo deste trabalho € fazer um estudo do Controlador Preditivo
Generalizado (GPC) abordando os seguintes aspectos:

o Comportamento deterministico do sistema em malha fechada, com: dedugio e
andlise da fungdo de transferéncia, estudo das condigbes de sintonia onde
os polos de malha fechada desejados possam ser especificados a priori, ¢

da influéncia dos parimetros de projeto no desempenho do sistema.

o Robustez do sistema em malha fechada quando em presenga de dindmicas ndo

modeladas e a influéncia dos pardmetros de projeto nesta robustez.

o Exemplo de aplicaglio em sistemas flexivels, através de simulagio em compu-
tador digital do GPC quando aplicado ao controle de posicdo de uma junta
isolada de robd, e da comparacic de desempenho com o Controlador por

Alocacio de Pdlos e com um Controle Proporcional de Velocidade e Posicao.
A organizagio do trabalho € a seguinte:

No Capitulo 2 apresenta-se um modelo de uma junta isolada de robd e o esque-

ma de controle proporcional de velocidade e posigéo.

No Capftulo 3 tem-se a descricio do Controlador por Alocagéio de Pdlos
[Astrom90] para fins de comparagio e obtengdo de analogias com o GPC. Discate-se a
utilizagio do método do Lugar das Raizes Reciproco [Kailath80] para a escolia dos
pélos a serem alocados, e, obtém-se¢ medidas para a robustez do sistema em malha fecha-
da, como o diagrama do limite de estabilidade. Este controlador € escolhido como com-
paragiac com o GPC por apresentar uma base tedrica simples e bastante estudada ra lite-

ratura, e, utilizar um modelo geral para a lei de controle.

No Capftulo 4 apresenta-se o algoritmo de controle GPC. Deduz-se sua lei de
controle ¢ a fungido de transferéncia do sistema e¢m malha fechada. Obtém-se proprieda-
des da fungiio de transferéncia e condigbes que relacionam os parimetros de projeto com
o nimero de pélos em malha fechada na origem. Analisa-se as condigbes de sintonia do
GPC onde os pélos de malha fechada desejados possam ser especificados a priori, e
compara-s¢ estas condigdes com o Controlador por Alocagio de Pélos.

No Capitulo 5 estuda-se a robustez do sistema em malha fechada controlado

pelo GPC, quando em presenga de dindmicas ndo modeladas. Isto ¢ feito através da dedu-
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¢io e andlise do diagrama do limite de establlidade do GPC. Obtém-se condigtes que

relacionam o comportamento deste diagrama com os pardmetros de projeto.

A obtengio de condigbes que relacionam o niémero de pélos na origem com os
pardmetros de projeto ¢ de condigdes que relacionam o comportamento do disgrama do
limite de estabilidade com os parimetros de projeto sio as principais contribulgdes
deste trabalho.

No Capfitulo 6 analisa-se a Influéncla da varlagio dos parametros de projeto
do GPC no desempenho do sistema em malha fechada, quando utilizado no contiole da
junta isolada de robd. Compara-se o desempenho do GPC com o Controlador por Alocagio

de Pélos e com o Controlador Proporcional de Velocidade e Posigao.

No Capfitulo 7 encontram-se as conclusfes.
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CAP{TULO 2

O MODELO E CONTROLE DE POSICAO

DE UMA JUNTA ISOLADA DE ROBO



2.1 = INTRODUGAC

Neste capftulo, na segdo 2.2, apresenta~se o modelo de uma junta isciada de
robd desenvolvido em [Gimeno88). Como discutido no capftulo 1, sabe-se que o controle
de posigio de um robd pode ser decomposto no controle de posigao individual de cada
junta, Uma estratégia de controle que pode ser utilizada em cada junta isolada ¢ um
Controlador Proporcional de Velocidade e Posicio. Esta estratégia € descrita na secdo
2.3, como base para comparagho com as estratégias mais elaboradas, comeo o conirolador
por Alocagio de Pdlos (a ser descrito no Capftulo 3) e o GPC (a ser descrito no
Capfitulo 4).
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29 - O MODELO DE UMA JUNTA lsoLAaDA DE RoBO

O modelo de uma junta isolada de robd € descrito a seguir.

As

fungées de transferéncia deste sistema, cujos valores de entrada sio a

Tensio (V(s)) ¢ o Torque de Perturbagao (Tp(s)), e os valores de saida sdo a posiglo

o_ i

do motor (8m(s)) e a posigio da carga 6l(s), onde "s' € o operador diferencial s =

d / dt’ sdo dadas por:

Com:

onde:

-]

[+]

i)

ii)

eémis) = (Ki/R][(Jl s+ cs + Kt)/s DEN(S)]V(S) +

- n[(ct 5 + Kt)/S DEN(S})TP(S) (2.1

Bi(s) = [Ki n/R] [(ct § + Kt)/s DEN(S)}V(S} +

- {(Jm sZ+ (B + nlct)s + nth)/s DEN(S)} Tp(s) (2.2)

itiy 6l(s) = n[(ct s + Kt)/(ﬂ Zics 4 Kt)} em(s) {2.3)

DEN(s) = [Jm s + B] [Jl 52+ cs + Kt] + nz(j} 5 + Bl} {ct 8 + Kt]

Ki -
R -
Kb -
Jm -
Bm-
Kt -
ct -
n -
J -
Bl -

Constante de torque do motor
Resisténcia do motor

Constante de f.c.e.m.

Inércia do motor

Atrito viscoso do motor

Constante da mola

Atrito viscoso da mola

Redugio da engrenagem {motor/carga)
Inércia da carga

Atrito viscoso da carga

B =Bm~i~i(iKb/R

¢ =ct + Bl (2.4)
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Em [Gimeno88] atribui-se as equagbes (2.1) ¢ (2.2) os seguintes valores

numéricos
Para: Ki = 0.9 Kt = 13750
R =2 ¢t = 61.875
Kb= 0.9 n = 0.04
Jm = 0.011 J1 = 6.875
Bm= 0.002 Bl =0

Assim, as equagOes (2.1) e (2.2), com Tp(s) = 0, tornam-se:

B 9m//V = num(S}/‘llf:n(s)

num(s) = 3.0038s + 27.8438s + 6187.5000
den(s) = 0.07563s’ + 4.1594s° + 327.6831s° + 5596.2500s
zeros = -4.5000 * j44.4944
polos =0
~20.4018
-17.2091 + §57.6877
it) Bl/v o num(s)/den(s)
num{s) = 1.1137s + 247.5000
den(s) = 0.07563s" + 4.1594s” + 327.6831s” + 5596.2500s
zeros = =222.2222
polos =0
~20.4018

~17.2991 & j57.6877

iii) 81/9m2 num(s’/den(s)

num(s) = 2.4750s + 550.0000

den{(s} = 6.8750s° + 61.8750s + 13750
zeros = -~222.2222

polos = -4.5000 % j44.4944

A flexibilidade deste processo ¢ caracterizada pelos pélos mal amoriecidos,
-17.2991 * j57.6877, da funcio de transferfncia 6m /V e pelos pélos mal amortecidos,
- +
4.5000 * j44.4944, da funcdo de transferéncia 6l /9m'
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2.3 - O CONTROLADOR PROPORCIONAL DE VELOCIDADE E POSICAD

Em [Gimeno88] propde-se, para o controle posigio da junta Isolada de robd um

esquema de controle proporcional de velocidade e posigao (neste trabaltho denomirado de

CPVP), como o descrito a seguir:

-—30-3| Kp F—o0—>| G’ (s)

om

K1

w

i/s

8m

e

Hs)

el

Fig. (2.1) - Sistema de controle proporcional de velocidade e posigio,

aplicado a uma junta isolada de robd

onde: G’(s) = f¢. de transferéncia da
{saida).
e, G'(s)= G'm/v = (Ki/R] [H s +cs+ Kt]/DEN(s)
I(s) = Qi/em

tensio (entrada) pela velocidade do motor

(2.7)

O comportamento do sistema em maltha fechada é funcdo dos valores atiibuidos

a K1 e Kp. No capitalo 6, apresenta-se a melhor condigido de desempenho do CPVP para

comparagio de desempenho com o GPC.

Em [Gimeno88] mostra-se que o ajuste dos ganhos do controlador deve ser

feito de forma que os modos flexiveis ndo sejam dominantes no sistema. Isto leva a

limitagBes nos ganhos do controlador, que consequentemente, limitam a performasce do

sistema em malha fechada.
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CAPITULO 3

O CONTROLADOR POR ALOCACAO DE POLOS

(POLE-PLACEMENT)



3.1 - INTRODUCAO

O projeto de controle por alocagio de pdlos tem como principio bésico obter
a compensagdo do processo a partir de um controlador geral, ¢, em seguida determinando
seus parametros de forma que o sistema em malha fechada possua as caracteristicas
desejadas. Nesta estratégla de controle as especificagdes de projeto sho traduzidas em

localizagio dos podlos e zeros em malha fechada.

Na literatura, o desenvolvimento do Controlador por Alocagio de Pdlos
(Pole-Placement Controler, neste trabalho denominado por simplicidade de CAP) pode ser
encontrade em [Astrom90] [Seborg86] [Wittenmark90], entre outros. Wittenmark, em
[wittenmark90] considera esta estratégia de controle um método de projeto bastante
flexfvel, e destaca o fato de que outras estratégias de controle podem ser descritas
como a de Alocacio de Pdlos, como por exemplo, o Controlador de Variincia Minima Gene-
ralizado (GMV) [Clarke75].

Quando implementado como lei de controle em controladores adaptativo, indi-
retos [Astrom89), o CAP mostra-se robusto quando em presenga de processos com atrasos
variantes, porém, torna-se instdvel quando a ordem do modelo estimado do processo €
sobre-estimada [Mohtadi86al.

A escolha dos pélos do sistema em malha fechada pode ser feita a partir de
especificagbes de respostas temporais, como por exemplo, tempo de subida, amortecimen-
to. Pode ser feita também através da utilizagdo do método matemdtico denominado Lugar
das Rafzes Reciproco (LRR) [Kailath80l. A utilizac3o deste meétodo garante que ¢ siste-
ma em malha fechada vai otimizar um critério de desempenho quadrdtico, calculado no

intervalo de tempo de zero a infinito, como o mostrado a seguir :

J = (Baida - Re:fcréru:ia)2 -r (Controie)z

L.

A constante 'r’, da equagio anterior, torna-se uma medida do comp-omisso

desejado entre o erro da safda e o nivel de controle utilizado.

A seguir apresenta-se o método de Controle por Alocagio de Pdlos. Na secho
3.2 desenvolve-se o algoritmo de controle. Medidas de robustez do sistema em malha

fechada sio descritas na segfio 3.3. A definigio de Lugar das Raizes Reciproco, assim

como sua aplicagfio neste método, encontram-se na segio 3.4.
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3.2 - O ALGORITMO DE CONTROLE

3.2.1 - INTRODUGAO

Utiliza~se para representar o processo um modelo descrito através de equa-
¢des a diferengas, como o modelo CARIMA, descrito no capfielo 1, e reescrito a

seguir:

1l

Ay = BlgHu(t-D + cg” Hee Vs (1.3)

Define~se Gm(q"i} como sendo as especificagbes de resposta & mudaras na

referéncia desejadas para o sistema em malha fechada:
Gm(g™") = q"'Bm(g™) -1 (3.1)
7=9 597 Zamg™ :

e os polindmios Am(q—l) € Bm(q“EI contém os polos e zeros desejados para o sisttma em

malha fechada. Estes polindmios tem a seguinte forma:
-1 -1
X(q)mx0+x1q + .. +% q

¢ possuem ordens nam e nbm, respectivamente. O polindmio Am(qwl} € monico, Isto €,

possue o coeficiente do termo de maior grau igual a unidade.

O atraso do processo Gm(qwl) deve ser malor ou igual ao do processc repre-

sentado por G(qq) {Astrom®0], onde:

G6(g™h = q'B(q! Y ah (3.2)

Uma estrutura geral para a lei de controle, denominada aqui de RTS, ¢ dada

R(g Du(t) = Te(@ w() - s(g™y(0) (33)

onde : o u(.) € o sinal de controle, w{.) é o sinal de referéncia ¢ (.} &
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sinal de safda.
s R(g™), Tc(qmll e S(q”") sio da mesma forma de x(g™"), e possuem as

ordens nr, ntc ¢ ns. O polindmio R(q“i) ¢ monico.

Daqui em diante serd omitido o operador (q"}) da notagio dos polinbmlos por

motivo de simplicidade.

O controlador representado pela eq. (3.3) pode ser descrito como uma compo-
sicdo de uma parte feedfoward do sinal de referéncia e de uma parte feedback c¢o sinal

de safda, como mostra a figura a seguir:

e Processo

 — — TC/R ——30

5
rd

P

5/r

Fig. (3.1) - Diagrama de blocos da lei de controle RTS
onde: a parte feedfoward € Hff = TC/R {3.4)

e, a parte feedback ¢ H. = S /R (3.5

3.2.2 - A ALOCACAO DE POLOS

A scguir obtém-se equagbes que relacionam os pdlos e zeros desejados do
sistema com os polindbmios do controlador, descritos pela eq. (3.3). Inicialmen.e de-
duz-se a fungio de transferfncia em malha fechada do sistema através da combinzgio do

modelo do processo com o modelo controlador.

O modelo RTS equivalente do controlador ¢ dado pela eq. (3.3), r.escrita

a segulr :
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R ult) = Te w{t) - § y(©) (3.3)

ol

u(t) = (TC/R)w(t) - (S/R)y(t)
e o modelo do processo € dado pela eq. (1.3), reescrita a seguir:
A (D) = q7B w0 + C &(t), (1.3)

Substituindo-se a eq. (3.3) na eq. {1.3) obtém-se:
A ylt) = q'lB[(Tc/R)w(t) - (S/R)y(t)] +C S(z)/ﬁ

-1 .
y(f.):[q B TC/(A R + q—IB S)}W(t) + [C R/( AR + q“lB S )]g(t) {3.6)

ou

y(t) = [ernf/?mf]w”(t) + [Zme/me}E(t)

onde: s AR*=R 3.1

e a ordem de R* € nr*, cujo valor é nr* = nr-1.

Pela eq. (3.6) tem-se que o polindmio caracterfstico do sistema controlado €

dada por:
Pmf = AR + g B S (3.8)
O nimero de pélos do sistema em malha fechada é&:
nat+nr
npmf = mix (3.9)
nb+14ns
O numerador da fungdo de transferéncia entre a referéncia ¢ a saida ¢ dado
por
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Zimf = q"'B Tec (3.10)

Para que o sistema em malha fechada possea as caracterfsticas especificadas

por (3.1) tem-se que:
-1 -1
q BTC/(AR-fq'}B S) = q Bm/ (3.11)

Assim, o projeto do controlador basecado em Alocagio de Pélos consiste em

encontrar os polindmios R, Tc e S que satisfazem a eq. (3.11).

Analisando~se a eq. (3.11) nota-se que os pélos do sistema compensadc. obti-
dos através da equagio A R + qnlB S = 0, devem conter os zeros de malha aberta que
deseja-se cancelar. Para separar os zeros de malha aberta que serfo cancelados dos que
nio serio cancelados, faz-se uma representagio do polindmio B afravés de uma multipli-

cacdo de dols polindmios, da seguinte forma:
B=B B (3.12)
onde: B' contém os zeros do processo original que serfo cancelados. Este polinimio €
monico.
B contém os zeros do processo original que nio serio cancelados, por ¢ emplo,

os possfvels zeros fora do circulo unitdrio do sistema original, evit mdo-se

assim a introdugao de pdlos instdveis.

Uma vez que as raizes do polindmio B estarfo entre os zeros dc malha

fechada, deve-se reescrever o polindmio Bm da seguinte forma:
Bm = B Bm’ (3.13)

Através das equagdes (3.12) e (3.13), a eq. (3.11) torna-se:

] _"i" .
gB B Tc/(ARdﬂq"lBS)"qB Bm/Am

ol

TC/(A R + q-'lB S) = Bm'/(B+ Am) {3.14)
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Com o objetivo de representar dinidmicas do sistema em malha fechada (ue néo
s&o excitadas pelo sinal de referéncia, a seguir Introduz-se o polindmio Ao(q'l), de

ordem nao, como sendo o Polindémio Observador do sistema e cuja forma € dada por:

~nag

Aolg™) = a, + aiq-l voota

O nome “polindmio observador” para Ao origina-se do desenvolvimento desta
mesma estratégia, porém utilizando uwm modelo do processo baseado em espago de estados

[Astrom901].

Multiplicando-se a eq. (3.14) por ( Ao/Ao ) obtém-se:

TC/(A R + q-iB S) = A0 Bm’/{B+ Am AO) (3.15)

Da eq. (3.15) tem-se que os polindmios R, Tc e S do controlador podem ser
obtidos pela resolugio das seguintes eguagfes:

Te = Bm® Ao (3.16)

AR +qg'Bs =58 Am Ao (3.17)

ou

AR*+q'Bs=8" Am Ao

onde: o A= AL =1 + alq-1 L én&q'”§

o a ordem de A € n3, cujo valor é ni = na+l.

3.2.3 - A EQUACAO DIOFANTINA

Uma equagio do tipo:

AX+BY=YV : (3.18)
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onde A,X,B,Y e V sio polindbmios, é denominada equagio diofantina, em horaenagem
a0 mateméitico grego Diofantus (¥ 300 AC). Este tipo de equaglio possui a caracterfstica
de admitir diferentes valores de X e Y como solugio. Seu estudo € relevante aqui devi-

do ao fato de que a eq. (3.17) € uma equagio diofantina.

Astrom, em [Astrom90], prova que: uma equagio do tipo da eq. (3.18) possui

solugio se o malor fator comum de A ¢ B for também um fator de V.

Assim, os polinémios do modelo do processo, polindmios A e B, nio devem
possuir fatores comuns. Quando esta estratégia de controle € implementada de forma
adaptativa, e a ordem do modelo estimado € maior que a ordem do processo, os polind-
mios A e B estimados possuiric fatores comuns, € a solugio da eq. (3.17) ndo existird.
Na prética, apesar do cancelamento perfeito (isto &, dos fatores comuns de A ¢ B) néo
ocorrer, este ’quase’ cancelamento torna o sistema instdvel [Mohtadi86al. Logo, o
controlador por Alocagiio de Poélos € imstdvel quando a ordem do sistema ¢ sobre-

estimada, uma vez que neste caso os polindbmios A e B possuirdo fatores comuns.

A seguir apresenta-se alguns resultados sobre a equagido diofantina, repre-

sentada pela eq. (3.17)

Seja a eq. (3.17) escrita na forma matricial, como a seguir:

1 0 100 1 1
! *
1
51 4 ; bO 0 rl Vi
B
32 ﬁl 1 i bl bﬁ Vz
!
; b2 b1
: X r* . =
§ ar
a ' b b s
na i @b nb-1 0
'
0 ﬁ11£i an&—t ' 0 bnb 5
1
0 ana : 0
: i
|
g 0 0 o0 o s v
ns nv
ou, M. z{_ = y_
onde: M € R(n‘”’l)x(ﬂf*ﬂﬁ*z)’ X € R(nz-+ns+2)xl eV e R(nvﬂ)xl

O polindmio V(quL) =1+ vﬂcf1 + ..+v q , de ordem nv, cujos elementos
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formam o vetor V, dado por:

v = B Am Ao (3.19)

e, de M.X = V, tem-se que nv ¢ igual a:

com:

na+l+nr*
nv = mix
nb+l+ns

Assim, a eq. (3.17) pode ser descrita como um sistema de equagbes lineares

mimero de incognitas igual a: mr* + ns + 1 e,
(3.20)

nimero dc equagdes igual a: max(na+l+nr*,nb+1+ns)

Analisando~se as igualdades descritas na eq. (3.20) tem-se:

i)

11)

1it)

Dados os polindbmios R e S, solugdo da eq. (3.17). A condigdo necesséria
¢ suficiente para existir outros polinémios R’ e &, de mesma ordem,
que também sio solugio da eq. (3.17), € dada por:

nr* > nb

E (3.21)

ns > na

Dados os polindmios R e S, solugho da eq. (3.17). A condiglio necessdria
¢ suficlente para nio existir outros polindbmios R' e §', de mesma or-
dem, que também s3o uma solugio da eqg. (3.17), ou seja, R e § sio uma

solugio tdnica, é dada por:

nr* < nb + 1

ou (3.22)

ns < na + 1

A condigio suficiente para existir solugdo, e ela ser Wunica, parsa a eq.
(3.17), ¢ dada por:
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ns =na £ nr*tzanb

ou (3.23)

nt*=nb E ns 2 na

3.2.4 - A INFLUENCIA DO POLINOMIO OBSERVADOR

Tem-se que a funglo de transferéncia entre a perturbagdc e a saida do siste-

ma € dada por:

70 = [CRY (4 gy gl NEE

ou, pela eq (3.17)

y(0) = [c R/ (5" am Ao)]“?“’ (3.24)

Na eq. (3.17) tem-se que, se B' ¢ fator de [B+ Am Ao), ¢ fator de q—1!3 S,
mas nio € fator de AA, logo, B' ¢ fator de R*. Assim o polinémic R* pode ser descrito

como a seguir:

R* = B' R’

e a eq. (3.24) torna-se:

§() = [c R/ (am Ao)]gm (3.25)

Portanto, apesar do polindmio observador Ac n3o influénciar a resposti servo

do sistema, pela eq (3.25), verifica-se sva influéncia na resposta do sistema 2 per-
turbagoes.

A melhor escolha para Ao, sob o ponto de vista do problemz de regulagio ¢

quande as perturbagbes sio um rufdo branco, € selecionar Ao igual a C [Wittenmark90].
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3.2.8 - UMA ESPECIFICACAC DE PROJETO

Escolha gg Am

E «dtil, em projeto de sistemas de controle, poder especificar os pélos
dominantes desejados de malha fechada em fungio de parimetros no tempo, como por
exemplo, tempo de subida e amortecimento. Isto facilita a escolha dos coeficientes de
Am que determinam o comportamento desejado. Esta escolha pode ser feita quando se
obtém o comportamento especificado por uma aproximagic de um par de pdlos dominantes

a.
de um sistema continuo de 2° ' ordem, como a seguir:

Seja um par de pélos do polindmio Am dado por [Astrom90] :

P(@) =1+ pqu + pzq':Z (3.26)
H P, = wze_gwnmcos(wnm 1-—6;2
p, = e—2§wnbt

onde: W ¢ a frequéncia natural especificada do sistema, dada por:

w = [chosulg} (3.27)

7/ [m/??}

At € o perfodo de amostragem, e, ts ¢ ¢ sdo, respectivamente, o tempo de subida

e o fator de amortecimento, descjados para o sistema em malha fechada.

Cancelamento QE Zeros

Algumas formas de¢ implementagio do controle por Alocagiio de pélos, :omo o
controlador de Dahlin’s [Seborg86], sugerem o cancelamento completo dos zeros de malha
aberta. Porém, sistemas discretos frequentemente apresentam zeros fora efou no eixo
real negativo do cfrculo unitdrio [Astrom84]. Estes zeros n3o devem ser cancelados,
uma vez que, S¢ cancelados, introduzem polos instiveis no sistema, no caso de zeros
fora do cfrculo unitdrio, ou ringing, isto €, oscilagic excessiva ‘no sinal de controle
devido a polos estdvels com parte real negativa. Wittenmark, em [Wittenmark90] sugere

que uma boa escolha no projeto de controle por alocagio de pélos ¢ ndo modificar os
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zeros de maltha aberta.

Erros de Regime para entradas em degrau

Uma vez que a especificagio do sistema em malha fechada € dada por:

Gm = q-IBm/Am = quu Bm’/Am

A fim de evitar erros de regime para entradas em degrau deve-se projetar o

polindmio Bm tal que:

Bm’{1) = Am(l)/aw(l) (3.28)

Escolha _c_iﬁ Ao

Como jéi descrito na segdo 3.2.5, uma escolha 6tima para o polinémio
observador, quando se conhece a natureza das perturbagbes atuantes no sistema, e c¢las
sio descritas por um rufdo branco mais um filtro linear, ¢ fazer Ao igual a C. Quando
isto n&o ocorre, um ponto de partida ¢ projetar Ao com uma dindmica 1.5 a 2 vezes mais
répida que a dinamica desejada para Am [Wittenmark90], a fim de que a dinamica Ao nao
seja dominante em relagdo a Am. Pode-se utilizar, para projetar o polindmio Ao, as eq.
(3.26) e eq. (3.27).

3.2.6 - O ALGORITMO DO CAP

Caso ndo adaptativo

Dados: Polinémios A ¢ B do modelo do processo

Especificagoes: Polindmios Bm, Am e Ao

Passo 1) Decompor B em B' ¢ B , onde B~ ¢ fator de Bm.
Passo 2) Resolver a equagio: AA R* + q“IB S =B Am Ao
Passo 3) Resolver a equagio: Tc = Bm Ao /B—

Passo 4) A lei de controle é: R u =Tc w~-Sy

com as ordens nr e ns segundo as igualdades (3.23).
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Caso adaptativo

Dados: ordens do polinémios A ¢ B do modelo do processo

Especificagbes: polindmios Bm, Am e Ao

Passo 1) Estimar os polindmios A ¢ B
Passo 2) Decompor B em B ¢ B, onde B torna-se fator de Bm.
Passo 3) Resolver a equagdo: AA R* + q'18 S = B" Am Ao
Passo 4) Resolver a equagiio: Tc = Bm Ao B
Passo 5) A lel de controle é: Ru=Tew -8y
com as ordens nr e ns segundo as igualdades (3.23).

Passo 6) Voltar ao passo 1
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3.3 - Mepipas DE RoBUSTEZ DO SiSTEMA EM MALHA FECHADA

3.3.1 -~ INTRODUGAO

Muitas vezes, durante a operagio do sistema, o modelo do processo
representado no controlador ndo corresponde A realidade, devido a ndo linearidades,
atrasos varlantes do processo, etc.. , ow, a fim de projetar um controlador mais
simpies ¢/ou reduzir o esforgo computacional, toma-se como base um modelo simplificado
do processo. Lembrando-se que quando controladores sdo projetados por meétodos
analfticos, como o método em questio, sua complexidade estd diretamente ligada 3
complexidade do modelo do processo (ver igualdades (3.23)). Assim, torna-se importante
analisar a sensibilidade do sistema em malha fechada 2 variagdes do processo em

relagio ao modelo utilizado no projeto.

Seja Gr a fungio de transferéncia do processo real, e seja G, quwlB/’A ),
a funcio de transferéncia do modelo do processo utilizado no projeto controlador. As

diferengas entre o modelo do processo e o processo real, denominadas de dindmicas nio

modeladas, podem ser representadas como a seguir:

H

AA G - Gr {3.29)

A representagdo (AA) acima € descrita como sendo a dindmica na3c modelada

aditiva do sistema.

A dinimica AA ndo é conhecida a priori ¢ sua presenga pode levar o sistema
em malha fechada 2 instabilidade. O conceito de robustez € frequentemente encontrado
na literatura associado Aas estratégias de controle denominadas Controle :lobusto
[Morari89] [Astrom89]. Aqui, diz-se que um sistema em malha fechada € mais robusto th;

outro quando ¢ menos sensivel A presenca de dinimicas nio modeladas.

As estratégias de controle adaptativo sio uma forma de diminuir a influéncia
das dinimicas nio modeladas. O processo de modelagem feito pelos algoritmos de =stima-
¢io, faz com que o modelo estimado aproxime do processo real, diminuindo o valor de
AA.
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3.3.2 - O LIMITE DE ESTABILIDADE

Limite de Estabilidade € o limite além do qual o sistema em malha techada

apresenta um comportamento estdvel com a presenca de dinamicas nac modeladas, oo seja,
¢ o valor méximo que o mddulo da resposta em frequéncia de Aa pode atingir e o sistema

em malha fechada € estdvel.
A seguir calcula-se o limite de estabilidade.

Teorema _:ii

Seja o projeto de controle por alocagio de pélos baseado num modelo do pro-
cesso cuja funglo de transferéncia € dada por

G=qB/,

e, seja Gr a fungdo de transferéncia do processo real. Assume-se que G e Gr possuem o©

mesmo nimero de pélos fora do circulo unitdrio, € que Gm, eq. (3.1} € estdvel.

Entio, o sistema em malha fechada é estdvel se:

G- Gr| < |G TC/(Gm S) G /6ml* HH/H (3.30)
fb
para Vq=ejwmveeiR
onde H e H_ sao, respectivamente, (Tc/R) (S/R).
Este tecorema e sua demonstragio enconiram-se em [Astrom90].
[

Pelo teorema 3.1 tem-se o Hmite de estabilidade (AL) de um sistema, isto &,

o valor mﬁximo'que a dinamica AA (eq. (3.29)) pode atingir e¢ o sistema € estdvel, ¢
dado por:

ALl = G/Gm X Hﬁ/Hfb {3.31)
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Nota-se que o cdlculo do limite de estabilidade ndo depende do conhecimento
da fungdo de transferéncia real do sistema, e pode ser calculado a partir da

ejwm, em virios valores da frequéncia w. A robustez, isto €, o

eq. (3.31) para q =
grau necessdrio de precisio no conhecimento do modele, pode assim ser descrito em
termos de condi¢des no dominio da frequéncia. Quanto maijor for o valor do mdcule de
AL, maior poderd ser o valor do médulo de AA que ndo instabliiza o sistema em malha

fechada. Malor assim sua robustez, ou Insensibilidade, ds dinamicas ndc modeladas.

Assim, € importante projetar um controlador que assegure o malor valor
possivel para o limite de estabilidade (AL), contanto que a performance do sistema em

malha fechada se mantenha aceitdvel.

Pela eq. (3.31), pode-se dizer que os requerimentos na precisio do medelo

sio menores (isto €, a robustez € maior) se:

o a largura de faixa do sistema em malha fechada diminui.
o o ganho da parte feedfoward ¢ maior que o ganho da parte feedback, em

determinada frequéncia.
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3.4 - O LugaR DAS Ralzes RECIPROCO

3.4.1 - DEFINICAO

Observa-se, através da secgdo 3.2, que a partir dos polindmios Am, Bn: ¢ Ao
especificados & possivel deduzir a lei de controle necesséria para obter o comnporta-
mento desejado. Para auxiliar na escolha dos polinémios Am ¢ Ao tem-se que é possivel
calcular seus coeficientes em fungio de dados mensurdveis no tempo, como tempo de
subida a2 uma entrada em degrau, indice de amortecimento. Uma outra forma de especifi-

car os polindbmios Am e Ao ¢ através do método denominado Lugar das Rafzes Reciproco.

O Lugar das Rafzes Reciproco (LRR) [Kailath80] [Kwakernaak72] € um

procedimento matemdtico presente na Teoria de Controle Otimo. Através desta

metodologia obtém~se os pélos em malha fechada otimizando um critério quadritico que

considera o erro entre a safda e a referéncia e o nivel de controle.

Um sistema linear SISO { Single Input - Single Output ) pode ser representa-

do pelo seguinte modelo, descrito em espago de estados:

y(n+1) = C x(n)

x{n+1) = A x(n} + B u{n)
{3.32)

e uma funcdo de custo quadrdtica para este sistema, quando N tende a infinito, pode

ser descrita por :

N
J = Z [(y(l) - w(i))2 + T (u(i))z] (3.33)
i=

0

Tendo em vista a minimizagio da fungdio de custo descrita pela eq (3.33), a

solucio 6tima para o sistema dado pela eq. (3.32), pode ser descrita como uma reali-
mentacio de estado, on seja :

u(i) = - K x(i) (3.34)

3.6



Teorema 3.2:

Seja o polindmio caracterfstico do sistema, descrito pela eq. (3.32) com
realimentacgio de estados dada pela eq.(3.34), representado a seguir:

P
det{qg 1 - A +BK) =pi{q - q) (3.35)
i=0

onde: I € a matriz identidade e K € a soluglio 6tima do problema anteriormente descri-

to.

Os pélos do sistema descrito pela eq. (3.35), ou seja, | q, 1, sdo as 'p’

rafzes dentro do circulo unitdrio da identidade polinomial de ordem "2 p’ , a seguir:
1+ k6@ GQ) =0 (3.36)

onde: o k = 1/1." 3 {(3.37)

o Glq) = C( ql - A )—iB , ou seja, a funcdo de transferéncia em malha aberta
do sistema descrito por (3.32).

A demonstracio encontra-se em [Kwakernaak72].

£l

Note que a constante 'k’ ¢ fungdo da constante de ponderagio 'r’. Assim,
para cada ’r’, que descreve um compromisso entre o erro na saida e o nivel de controle
(eq. (3.33)), tem-se um ’k’. Através deste 'k’ e da eq. (3.36) obtém-se os pélos de um
sistema que € otimo baseado no critério especificado. Variando-se 'k’ de 0 a infinito

descreve-se um lugar de rafzes. Este logar de rafzes € denominado Lugar das Raizes

Reciproco.

3.4.2 - APLICACAO DO LRR NO CONTROLE POR ALOCACAO DE POLOS

No algoritmo de controle por alocagio de pdlos, o Lugar das Rafzes Recfproco

auxilia na escolha dos pélos de malha fechada desejados para sistema. Escolhendo-se,

para rafzes de Am e Ao, os pélos dentro do circulo unitirio do LRR, para determinado

valor de ’k’, tem-se que o sistema especificado minimiza o critério quadritico deseja~-
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do. Este método de escolha apresenta a vantagem, €m relagio & escolha por c.itérios
temporals (segio 3.2.5), de existir um balaceamento entre o erro de saida e o esforgo

de controle.

Assim, diferentes valores de 'k’ especificam as diferentes caracteristicas
do sistema em malha fechada e sio a sintonla do controlador. Cada valor de 'k° deter-
mina um comportamento para o sistema em malha fechada. Quando 'k’ tende para Bufinito,
'r’ tende a zero, e¢ a funcio de custo pondera mais os erros da saida em detrimi nto do
nivel de controle. A medida que o valor de 'k’ diminui, pondera-se mais o sinal de

controle, € o sistema apresenta erros malores na safda com menor esforgo de controle.

Os passos para a escolha de uma especificagio para o controle por ¢locagio
de p6los, utilizando o LRR, ¢ descrito a seguir:

Passo 1) Escolhe-se um valor para ’'r’, segundo o compromisso disejado,

descrito pela eq. (3.33).
Passo 2) Resolve-se a eq (3.36) para k = 1 yes

Passo 3) Constroe-se o polindmio Am, a partir dos pélos dentro do circulo
unitdrio do LRR para 'k’.

Passo 4) Repete-se 0s passos 1, 2 e 3 para o polindmio observador Av. espe-
cificando-se para Ao uma dinamica mais rdpida (entre 1.5 a 2 vezes)

que a escolhida para Am.
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CAP[TULO 4

O CONTROLADOR PREDITIVO GENERALIZADO

(GPC)



4.1 - INTRODUCAO

O algoritmo de controle denominado Controlador Preditive Generalizado (GPC)
faz parte da categoria dos controladores do tipo Preditivos de Horizonte Longo (LRPC).
Como 4 descrito no Capftulo 1, estas estratéglas de controle sio constituidas basica-

mente por:

o Célculo da previsio da safda em um horizonte de tempo 2 frente especifica-

do, baseado em um modelo do processo.

o Cdlculo da lei de controle, através de um algoritmo que determina a sc-
quéncia de sinais de controle de modo que as previsdes de saida atinjam os

valores especificados, isto &, minimizando uma fungic de custo.

Uma importante linha de pesquisa nesta érea € o© estudo do comportamento
determinfstico de um processo controjado pelo GPC. Porém, atualmente nio se dispde na
literatura de um método geral que relacione diretamente, como acontece no Controlador
por Alocagdo de Pélos, os parametros de sintonia com os polos do sistema em malha
fechada. Métodos heuristicos podem ser obtidos [McIntosh89] [Samaan89] [Nazzetta9i]l e
sjo analizados no Capftulo 6. Somente em Casos particulares, isto €, atraveés de condi-

gdes particulares de sintonia do GPC, ¢ possivel especificar a priori a localizagdo
dos pélos em malha fechada.

Portanto, no GPC, ¢é possivel encontrar os pdlos de malha fechada correspon-
dentes a uma determinada sintonia do controlador, porém, enconirar a sintonia do con~
trolador correspondente a um determinado conjunte de polos de malha fechada desejado

s6 & possivel em certos casos particulares.

Neste Capitulo estuda-se o comportamento deterministico de uvm processo con-
trolado pelo GPC através da dedugao e andlise da fungdo de transferéncia do sisttma em
malha fechada. Esta funcio & obtida através da colocagio da lei de controle do PC na
forma geral RTS (Capitulo 3) e da combinagio desta lei de controle com o modelo do
processo, como realizado no Capitulo 3 para o CAP. A partir da anidlise do polindmic
caracterfstico do sistema em matha fechada pode-se deduzir suas propriedades ¢ obtém-

se condigbes que relacionam os pardmetros de projeto com o nimero de pdlos na origem ¢

formas particulares de sintonia do GPC.
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Nas secbes seguintes apresenta-se o algoritmo de controle GPC. Na seq¢io 4.2
discute~se o critério de minimizagio para o cédlculo do sinal de controle. O cdlculo da
previsio da safida em um horizonte de ftempo encontra-se¢ na segao 4.3, Na secio 4.4
obtém-se a lei de controle a partir da minimizagio da fungdo de custo apresentada na
secio 4.2. A andlise da fungdo de transferéncia em malha fechada e o posicloamento
dos p6los sio discutidos na segdo 4.5. Na segio 4.6, tem-se as diferentes formas de
sintonizar o GPC onde os pélos de malha fechada desejados podem ser especificados ¢

priori.
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4.2 - A FuncAio pe CusTo

A lei de controle do algoritmo preditivo generalizado ¢ deduzida minimizando

a seguinte fungio de custo:

NY NU

-y ~ 2 sy
j = E {P(q“)ym;) - D(q"I)w(Hj)] N E

2
a{mmmn} (4.1)
j=N1 j=1

onde: o N1 € o horizonte inicial de previsao

-}

NY € o horizonte final de previsio

NU ¢ o horizonte de controle

Q

o A € uma constante de ponderacio do sinal de controle

o

P(q"") ¢ D(q"') sio polindmios de ponderagio em q"!, da forma:

-1 -1 ~nx
X{g )} = X, ¥ X9t .. +vX g
e, P(qwi);(t-!-j) ¢ a safda prevista no instante "t+j", filtrada por P(q').
D(qal)w(t-t-j) é a referéncia do sistema no instante "t+)", filtrada por D(qal).
A ¢ dado por: A = (1—q-1)
Au(t+j) € igual a u(t+)) - ult+j-1), ou scja, € o incremento do sizal de

controle.

Logo, a fungio de custo € a soma dos quadrados do erro futuro do sistema
(diferenca entre a safda prevista filtrada e a referéncia filtrada) com os quidrados
dos incrementos futuros do sinal de controle multiplicados por um fator de ponderagio

A (escolhido como uma constante positiva, por simplicidade).

Os polinomios P(q™)) e D(g”) aumentam a flexibilidade de projeto do contro-
lador GPC, na medida em que permitem filtrar os sinais da saida e da referéncia. Sua
escotha deve ser tal que a razio entre seus ganhos seja igual 2 unidade, ou seja,

(D(l) / P(l)) = 1, a fim de se evitar erros de regime para entrada em degrau.

Do critério (4.1) pode-se notar que, para a minimizagio da fungdo de custo ¢
necessdrioc o conhecimento das referéncias futuras do slstema entre os instantes "{+N1"
¢ "t+NY". Quando se possui o conhecimento desta informag3o, como acontece em muitas

aplicagdes na robdtica por exemplo, ela ¢ utilizada diretamente ¢ dizemos que a refe-

4.3



réncia ¢ pré-especificada. Caso contrério, utiliza-se como valor das referénclas futu-

ras o valor atual da referéncla, ou seja w(t), e dizemos que a referéncia € normal.

A partir da minimizago do critério quadritico dado pela. eq. (4.1) obtém-se
NU's Incrementos do sinal de controle. Estes incrementos do sinal de controle deveriam
ser aplicados entre os instantes "t" e "t+NU-1". Apds o instante "C+NU" ¢ at o fim do
horizonte de previsdo "t+NY", ou seja, entre "teNU" e "t+NY", o sinal de controle €
feito constante e igual ao existente em "t+#NU-1". Ou seja, neste perfodo considerado o
incremento do sinal de controle € zero. Esta abordagem do algoritmo € denominada GPC
incremental. Esta caracteristica introduz uwm aspecto integral no algoritmo de contro-
le, reduzindo o erro de regime, e ¢ a diferenga bdsica de outra forma de implementar o
GPC, o GPC posicional.

No GPC posicional utiliza-se uma fungio de custo modificada em relagio ao
GPC incremental. A diferenca estd em que se minimiza a funcio de custo sobre a
varidvel u(t), ao invés de sobre a varidvel Au(t) (Na fungdo de custo do GPC posicio-
nal deve-se trocar a varidvel Auf{t) por u(t)). Este fato acarreta os seguintes proble-

mas de erros de regime. Sdo eles:

1) NU offset: Ocorre quando NU < NY. Através da minimizagio da fungio de
custo do GPC posicional obtém-se NU’s sinals de controle que seriam
aplicados no sistema. Assim, os NY-NU sinais de controle finais do hori-
zonte de previsio s3o nulos. Este fato faz com que, nos NY-NU instantes
finais, o comportamento previsto do processo seja a sua respostz livre.
O sinal de controle calculado com estas restrigdes traz como consequén-—

cia valores elevados de erros de regime , especialmente guando NU << NY.

ii) A offset: Ocorre quando A # 0.

Devido a estes motivos o GPC incremental foi o método utilizado neste traba-
tho.
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4.3 ~ PRevISAO DAS SalDAs FUTURAS

4.3.1 - INTRODUCAO

O modelo do processo € descrito” por uma equagio a diferengas, conforme

apresentado no capitulo 1, e reescrito a seguir:

Atg Hy(t) = B(g Hau-1) + Clg"HEW  ou

(1.3)
y(t) = (B(q—l)/;\{q—l))ﬁu(t—l) + (C(qmi)/g(q-i))ﬁ(ﬂ

onde o polinémio A ¢ dado por:
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previsdes da saida podem ser obtidas através de duas estratégias. Na

primeira utiliza-se uma equagio diofantina para separar, em cada instante de teripo, as

perturbagées previsivels e as imprevisivels. O outro método realiza um cdlculo itera-

tivo da safda utilizando o modelo descrito pela eq. (1.3). As duas formas sdo apresen-

tadas nas segoes 4.3.2 e 4.3.3, respectivamente. A primeira forma ¢ mais adequada para

o cédlculo da fungio de transferéncia em malha fechada do sistema controlado. Jd a

segunda forma de se obter as previsoes, € a implementada devido ao menor esforg) com-

putacional. Lambert, em [lLambertM87] prova que o erro de previsio € igual nos dois

métodos.

4.3.2 ~ PREVISAO ATRAVES DA EQUACAO DIOFANTINA

Para se obter uma previsic da saida filtrada "J" Instantes de tempo & frente
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do atual, utiliza-se a seguinte equagdo diofantina:

P(g Hctq™) = Ejlg DA™Y + q IFitg™) (4.2)

onde Ejg’) e Fi(q") sio polindmios calculados a partir dos polindmios A@™,
P(q—l), C(qml) ¢ do passo de previsio "J'. Existe solugio unica para Ej(qni} e F}(qml)

quando as ordens destes polindmios satisfazem:

ne

na
nfzméx{
np + n¢ - }J

i-1

A identidade polinomial (4.2) permite separar, na previsio da safda filtrada
no Instante "t+}", a informagdo disponivel até o instante "t" (fungdo das medidas

passadas), da informagio desconhecida (fungio das medidas futuras).

Para simplificar a notagio ¢ aumentar a clareza das fdérmulas, serd suprimido

nos desenvolvimentos a seguir o termo (qwi) da notagio dos filtros e polindmios que

estio em fungdio de "q".

A seguir calcula-se a previsdo da safda filtrada.

Multiplicando-se a eq. (1.3) por P(qul}q}, e definindo:

yfp(ﬁj) = P y(t+}) (4.3)
obtém-se:
Ve (1) = (P B /3)dult+j-1) + (P C /i)E(t+)) (4.4)
Substituindo-se a eq. (4.2) na eq. (4.4), obtém-se:
1+ = (P B /z)dultri-1) + Ey £(t+)) + (Fy /z)&¢0) (4.5)
Pelo modelo da eq. (1.3), tem-se que a perturbagio £(t) pode ser descrita
como sendo:

£ = (A/C)y(t) - (B/(Jﬁﬁ(t”}i) (4.6)
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Substituindo-se a eq. (4.6) na eq. (4.5), obtém-se:

yrp(t+j) (p B/A]Au(t-i»j—l) + Ej £(t+]) + (Fj/c)y(t} o L B 4 &Au(t»l)

il

yfp(£+j) [(P B/A) - (Fj B /c A)q“’]Au{u;-n + (Fj/ay(t) + Ej E(t+]) 4.1

Multiplicando-se por (B /(C‘ A)) a eq. (4.2) obtém-se:
- ; ~J
(PB) /4= (BE) /o *qa(F B)/(C A) (4.8)
Substituindo-se a identidade (4.8) na eq. {4.7) obtém-se:

V) = (B Ei /) Bu(t+j-1) + (Fi /() y(O) + Ej £(t+)) (4.9)

O termo Ej E&(t+)) s6 possui componentes de ruidos que ocorrem apds o
instante "t" (a ordem de Ej ¢ "j-1"), e, portanto, nio s3o conhecidos através das
medidas disponfveis no instante "t". Assim, pode-se dizer que a melhor previsido para a
saida filtrada (; {P(.)) no instante "t+]", com a informagdo dispenivel no ’nstante

"t", € dada por:

;rfp(t-i-j/t) = (B Ej/c) Au(t+}-1) + (i“j/c) y(t)

ou, definindo Gj(qwl) = E(C;'l)ﬁj{q_l) tem-se que:

yfp(t+j/t) = (Gj/c) Au(t+)-1) + (Fj/c) y(t) (4.10)

O erro de previsio € dado por:

e(t+j/t) = Ej £(t+)) ' (4.11)

Observando a eq. (4.10) pode-se concluir que para se obter um conjunto de
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previsdes futuras ¢ necessdrio calcular os polindmios Ej e Fj da eq. diofantina (4.2)
para cada instante futuro "t+j". Com esses valores e com os polindmios do modelo do
processo pode-se obter a previsio da saida nos instantes "t+]" futuros. Um procedimen-
to para resolver estas equagbes diofantinas rapldamente, € calcula~las recursivamente.
Em [Clarke871, é apresentado um método para resolver as eqs. diofantinas recursivamen-

te, isto ¢, cada polindmio Ej e Fj do passo "J' em funcio dos polindbmios dc passo
"j—lﬂ.

4.3.3 - PREVISAQ PELO CALCULO ITERATIVO DO MODELO

Este método baseia-se no fato de que o estado dinimico do processo pode ser

completamente definido no tempo "t" pela medida da saida y{t) e pelos vetores de
estado:

{ y(t-1) y(t-2) ... y(t-na) ]

[ AuGt-1) Au(t-2) ... Bu(t-nb-1) ] (4.12)

As previsbes das safdas futuras podem ser facilmente obtidas pela utilizagio

da equagio do modelo do processo {eq. (1.3)), dos vetores de estados comhecide, mais

a safda atual, como segue:

;r(t+1/t) = - éiy(t) - ﬁzy(t-it) + .- énay(t—néﬂ) + B(q"lmu(t) +

+ clep(t) + czep(twl) + .4 cmep(t-ncﬂ)

y(t+2/t) = - ﬁlgr(tﬂ/t) - ézy(t) o= ﬁﬂgy(t—né-bil} + B(q“I)Au(tﬂ) +
+ cch(t) + caep(twl) + ot cncep(t-nc+2}
Y(43/1) = - B y(t42/0) - A y(+1/0) + ... - &_y(t-nas3) +

+ B(qﬁl)Au(t+2} + c3ep(t) + c4ep(t—1) + .. cnccp(t—ncﬂ)

(4.13)

onde: ep(i) = y(i) -~ ;(i/i-—l)
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Para se obter a previsdio da safda filtrada por P, {yfp(.)), basta
multiplicar todos os membros das eqs. {4.13) por P.

4.3.4 - A INCORPORACAO DO FILTRO T

Para calcular as previsbes futuras da saida do processo € necessdric obter
um modelo que o represente adequadamente. O modele CARIMA, citado anteriormente, pode
ser utilizado para este fim. Quando o modelo do processo nbdo € conhecido, deve-se
utilizar um estimador, como o dos minimos quadrados recursivo estendido, para se obter

os parametros deste modelo.

A convergéncia da estimagio do polindmio C £ lenta, e, este polinmio €
variante no tempo sc¢ as fontes de perturbagio que agem no sistema variam no tempo.

Estes fatos tornam diffcil a correta estimagio do polindémic C [Mohtadi86al.

Uma solugido comumente utilizada na literatura € substituir o polindémio C por

um filtro T, isto ¢, utiliza-se o seguinte modelo:
A y(t) = B Au(t-1) + T &(t) (4.14)

onde T ¢ um polindémio de ordem nt da seguinte forma:

1

T(q ) = € ¥ th_l + ..+t oq (4.15)

O polindmio T ¢ uma especificagio de projeto e, sob o ponto de vista do
problema de regulagio, deve conter o conhecimento sobre as perturbagdes que &iem no

sistema, a fim de que as previsdes sejam as mais corretas possiveis [Clarke89].

Com o polindmio T pode-se aumentar a robustez do sistema quando em presenga
de dinimicas nio modeladas [Oliveira92]. No Capitulo 5 deste trabalho ¢ mostrado que a
influéncia deste polindmio na fungdo de transferéncia em malha fechada € semelhante 2

do polinémio observador na estratégia de controle por alocagio de pdlos.

Para obter as novas previsdbes das saidas filtradas futwra do sistema,

define-se , em substitulgdo 2 eq. (4.2) a seguinte cquagio:
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PT=Ej A+q F (4.16)

onde Ej e Fj sao polinbmios calculados a partir dos polindmios A, P, T e do pusso de

previsio "j". Existe solugic tnica para Ej e Fj quando as ordens destes polindmios

satisfazen:

nec

i-1

na

nf=méx{np+nt_j

Combinando~se a eq. (4.16) com a eq. (4.14), como foi feito anteriormente,

obtém-se como a melhor previsio da safda filtrada no instante "t+j" o seguinte:

y”m(uj/t) = (GJ/T)Au(Hj-i) + (Fj/,r)y(t) (4.17)
ou
;{pn{ﬁj/t) = Gj Au“(t+j-1) + Fj y“(t) (4.18)
onde: Au“(t) = (1/"1‘)&11({)

i

e ¥, (0 (1/T)y(®)

A incorporacio do filtro T nas previsdes das saidas filtradas por P, pelo
método do célculo iterativo do modelo, pode ser feita através da substituigio do mode-
lo original por:

A (y(t)p) = B(autt-1) /1) + € (4.19)

Assim, pode-se calcular as previsdes da safda filtrada iteragindo-s¢ como

feito anteriormente, o modelo acima com os seguintes vetores de estado:

[ y(t-—l)/T y(t-~2)/T e y{tond) /o ]
[ l.\u(t:--l)/,r Au(t*z)/,r l.\u(t--nb—i)/T ]

As previstes obtidas estdo filtradas por P e por (3/’1"), como abaixo:
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[ yfp(tﬂ/t)/T yfp(t-a-zh)/,r yfp(u»NY/t)/T ]

Para se obter a previsio da saida filtrada somente por P, como dusejado,
deve-se retirar a influéncia do filtro (1/T) filtrando-se o resultado por T, como
descrito pelas eqgs. (4.20):

yfp(tﬂ/t) = tayfpn(tﬂ/t) * tlyfp (t) + ...+t {t-nt+3}

ft ntYeprt

yfp(t+2/t) = toy[p“(tﬂ/t) + tlyfp“{f.ﬂ;/t) + ...+ tmyfp“(t»-nmz)

yfp<t+NY/t) =ty b t(t+NY/t) + tlyfp“(HNY—l/t) ety (t+NY-nt/t}

07 fpf 7 fpft
(4.20)

onde:

yfpﬂ(u-i/t) = {1/T )yfp{t-ri/t) e

ti & o i-¢ssimo coeficiente do filtro T
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4.4 - A Lt pe CONTROLE

4.4.1 - INTRODUCAO

A lei de controle do algoritmo GPC é obtida minimizando a soma do ervo qua-

dritico entre as previsdes da saida e as referéncias futuras filtradas, mais o quadra-

do dos incrementos de controle futuros multiplicados por um fator de ponderugio. E

importante destacar que a fungio de custo € minimizada em relagio ao vetor iormado

pelos incrementos futuros do sinal de controle, e nio somente em relagdo aos futuros

sinais de controle.

Os passos para a obtencdo da lei de controle so os seguintes:

i)

if)

i)

Decompor a safda prevista em duas partes, uma parte livre (que depende
do estado do sistema até o instante "t", e que porianto nio pode ser
alterada pelos controles futuros) e uma parte forgada (que depende dos
acontecimentos apdés o Instante "t" e ¢ funglo somente dos incrementos

do sinal de controle nos instantes seguintes)

Substituir a safda prevista decomposta {(passo i} na funglo de custo e
minimizar, através de diferenciagio pelo vetor Ay dos incrementos de

controle nos instantes posteriores.

Como resultado obtém-se um vetor (Au), cujos elementos sdo incromentos
de controle que minimizam a fungdo de custo. O primeiro clemento deste
vetor {0 elemento Au(t)) € o incremento do sinal de controle :plicado

no sistema.

4.4.2 - A DECOMPOSICAO DA SAIDA PREVISTA

Tem-se que a saida prevista filtrada do sistema no instante "t+j" € :lescrita

pela equagio (4.18), reescrita a seguir:

yr?“(t-t-j/t) = Gj Au“{ﬁgwl) + Fj yft(t) (4.18)
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Com o objetivo de separar os valores de Au(.) cophecidos até o instante "t

e os valores a serem calculados, define~se a seguinte identidade polinomial:

Gy = EjB =T Hj + q (4.21)

onde Hj e Ij sio polindmios calculados a partir dos polindmios Ej, B, T e do passo de
previsao "j". Existe solugio tnica para Hj e Ij quando as ordens destes polinémios

satisfazem:

nh = §J - 1

nb -1

nkimzm’nu{m__1

Substituindo-se a eq. (4.21) na eq. (4.18) obtém-se:
yfp“(rﬂ/t) = Hj Au(t+j-1) + Auft(t-»l) + Fj y”(t) {4.22)

Observando-se a eq. (4.22), e sabendo-se que a ordem do polindmic Hj ¢
“j-1", pode-se verificar que as previsbes das safdas apds o instante "t" s@o
facilmente descritas em fungho dos incrementos futuros dos sinais de controle e des
acontecimentos ocorridos anteriomente ao instante "t". Sendo assim, pode-se dividir as

previsées futuras conforme segue:
y =yf +yl (4.23)

onde: yf, safda forgada, ¢ a parte da previsdo da safda que € fungio dos incrementos

futuros no sinal de controle, supondo que o estado inicial € zero; e,

o~

yl, safda livre, é a parte da previsio da saida que ¢ funcgido das saidas e sinais
de controle passados, ou seja, a resposta do sistema com nenhum incrementoc no

sinal de controle aplicado.

Sendo assim, pode-se decompor a previsio da safda filtrada, dad: pela
eq. (4.22), por:
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]

yxfp“(t-»j/t) I} Au“(tul) + Fj yn(t) (4.24)

yffp“(t*-j/t) Hi fu(t+j-1) (4.25)

O célculo da decomposigio das previsdes da saida, segundo o método iterati-
vo, ¢ desenvolvido a seguir. Uma vez que este método ¢ utilizado principalmente para a
implementagio do algoritmo de controle, por simplicidade considera-se o filtro 7 como
sendo igual a 1. Posteriormente ao desenvolvimento, encontram-se as consideragdes

necessirias para a implementagio do caso geral, ou seja, para um filtro T gualquer.

Tem-se que as previsoes yfp(t'rj/t) sac dadas pelas equagbes (4.13)
multiplicadas por P(qni), como mostrado a seguir:

- - . _ _ » -1 -1
yfp(&l/t) = ﬁlyfp(t) ﬁzyfp(t 1) + .. aﬂyfp(t na+l) + P(q )Blg lault) +

+ clepfp(t) + czepfp(twl) + ..+ cnc“‘p;?(t"“"ﬂ)

» - Iy -1
yfp(t+2/t) = - 51yfp(t+1/t) = azy{p(t) + .- éﬂéyfp(t-—nﬁﬂ) + P(g ")B(q )Au(t) +
+ czepfp(t) + c3epfp(t-1) + . * cmepfp(t—ncﬂ)
”~ _ B -~ _ ~ _ N “1 _
yfp{t+3/t) = ﬁlyfp(t-i'?.'/t) ézyfp(t+1/t) L anayfp(t ni+3) + Plg )B(g JAu(t)+

+ c3epfp(t) + céepfp(t-l) + Lt cncepfp(t-nc'*?,)

(4.26)

Fazendo a decomposigiio da previsao em yf fp e ylfp, tem-se:

-~

i) ylfp:
ylf?(£+1/£) = - 51yfp(t) - azyfp{s:-l) + .- anayfp(tmnéﬂ) +
+ pblﬂu(twl) + prAn(t—z) + Lt pbnpbﬁu(t“npb) +
+ clepfp(t} + cchfp(tml) + o cncepfp(tmncﬂ)
yifp(t+2/t) = - alyif?(m/t) - izyfp{t} + .- anayfp{t—na-kz)d»

+ prAu(t-—l} + pb3Au(t-2) + .. pbn?bﬁu(twapbﬂ)

+ czepfp(t) + caepfp(t—l) ot caccpfp(t-—ncﬂ)
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ylfp(u?:/t) = - alyl[p(uzlt) - azylfp{t«t»i/t) + .. - angyifp(tnnaﬁ)
+ pbBAu(t-l) + pb4&u(t~2) ot pbn?bAu(t—npbﬁ)

+ csepfp(t) + c4cpfp(t-1) + . cncepf?(twnc-!»?))

(4.27)
-1 S NS |
onde: PB{g } = P(q )B(q ) e
-1, _ -1 -npb
PB(g ') = pbﬁ + pbzq + oLt pbnpbq
i) yffp:
yffp(t+l/t) = bonu(t)
yffp(t+2/t) = -»ilyffp(ul/t} + pb Ault+1) + pblml(t)
yffp{£+3/t) = -alyffp(ta-zlt) - &2yffp(t+1/t) + pbgma(wz)
+ pb Au(t+1) + pbzﬂu(t)
on
yf{p(tﬂ/t) = pbozm(t)
yff?(ﬁz/!;) = pb du(t+1) + (pb1 - alpbg)z:\u(t)
yffp{t+3/t) = pbOAu(t+2) + (pbI - ﬁ}pbejAu(tﬂ) +
+ (pvb2 - & (pb - apb) - ﬁzpbe)ﬂu(t)
(4.28)

Analisando-se as e¢gs. (4.28), comparando-se com a eq. (4.25), vpode-se

reescrever as eqs. (4.28) como segue:

j~1
yf fp(t+j/t) = Z hiAu(Hj-i-l) (4.29)
i=0

onde hl € o i-éssimo elemento do polindmio Hj, e descrito pela seguinte férmula recur-

stva:
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min{i,n&)

- - (4.
h = pb Z (akhi_k) 4.30)
k=1
Das egq. (4.16) e eq. {4.21) tem-se gue:
T=EA/p+ q Fi/p (4.16)
EjB=TH +q (4.21)
Substituindo o polindémio T da eq. {4.21) pela eq. (4.16) obtém-se:
Ej B = [(Eg A+q? Fj)/ P}H; + q'j Ij
(4.31)

(P B/A) = Hj + q'j(P I} + Fj Hj) (Ei A)

A seguir verifica-se que o0s elementos hi correspondem também ao 1 -€ssimo

elemento da divisio (P B/A)'

Com os elementos hi do polindémio Hj, pode-se definir a seguinte matriz:

= | h
H N1-1 Bni-2 hm-NU
h
hai Ni-1 Py 1-nua

h h ... h
- - -NU
| NY-1 ONY-2 NY-NU -} (Ny-NinsNU

ondehx=0parax<0

Utilizando-se da definicio da matriz H, e sabendo-se que os incremestos do

sinal de controle entre os instante "t+NU+1" e "t+NY" sdo zeros, pode-se reescrever a

previsao da safda filtrada ifp (eq. (4.23)}), como segue:

~

¥

=H A +Al 432
p u pr { )
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onde:

° - - - T
Y = [ (N0 Y, (N11/0) ...y, (0eNY/1) ]

- -~ ~ - T
e = [ ylfp(wm/t) yl{?(t+N1+1/l:) ylfp(t-l-NY/t) ]
su = [ Au(®) su(t+1) ... dulesNU-1) 17

Os vetores xfp e ﬁfp € R(NY—N“})“ e o vetor Ay € IF!NU"1

Incorporagdo do filtro T na decomposigdo da safda prevista

A incorporagio do filtro T, na decomposi¢io da safda pelo método do célculo

iterativo do modelo, € feita de maneira andloga & descrita na secio 4.3.4.

Pela eq. (4.25) tem-se que a parte forgada da safda filtrada previcta nio
depende do filtro T, ou seja, nio se altera com a incorporagio do filtro T, uma vez

que os elementos hi $40 os mesmos com ou sem filtro T.

Na parte livre da previsao da safida filtrada, a principal modificagdo € que,
agora, os incrementos futuros do sinal de controle filtrados n#o s3o mais nulos,
possuem novos valores. Sio os incrementos do sinal de controle filtrados por ( 1/T },

ou seja, € o vetor:

[ 0(t+NY) ... O(t+1) O(t) Aul(t-1) Au(t-2) 1@ /T)

4.4.3 ~ A MINIMIZACAO DA FUNCAO DE CUSTO

Tem-se que a fungfo de custo, eq. (4.1), reescrita na forma vetorial € dada

~ T r
T
I = [xfp - .w..fd] [x - ,w.m] + A Ay By (4.33)
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onde: w, (t) = D(g Dw(t);

T
W, = [ W (ND W (6N ow (6NY) ]

~N1+1)xl
O vetor W, € SR(NY *x

Substituindo-se o vetor y ip da eq. (4.33) pela sua forma decomposta descrita

pela eq. (4.32), tem-se que:
T T
J = {H Au + y_!fp - Em) [H Ay + ylfp - yy_w} + A Au Au {4.34)

Minimizando a eq. {(4.34) em relagio ao vetor de controle Au, obiém-se:

T T{" _
8 J/aAg =2H H Au + 2H [X‘I“fp - “‘Y’{d] + 2A Ay = O {4.35)
logo:
T 1o "
bu = [H H + M] H [Efd - xi{p] {4.36)

Obtém-se assim, os incrementos futuros do sinal de controle que minimizam a

funcio de custo J, representada pela eq. {4.1).

N

Processo

b 4

ksl D |—0——! (HTH + a1 Y 'HT

fp Preditor

A A

Fig.(4.1) - Diagrama de blocos - GPC acoplado a um processo

Observa-se, uma vez que a eq. (4.36) € fungdo da matriz H, que quanto menor
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for o valor de NU menor serd o esforgo computacional do algoritmo, pela diminuigdo do

ndmero de colunas da matriz H e, consequentemente, de tempo de processamento para a

inversio da matriz H'H. O fator A, além de ponderar o sinal de controle, peirmite o

condicionamento da matriz ( H'H + Al ), quando esta for singular.

O processo mais controlador pode ser representado pelo diagrama de blocos da

fig. (4.1).

4.4.4 - O ALGORITMO GPC

Caso nio adaptativo

Dados: Horizontes N1, NY e NU; fator A; filtros P(qwl), D(q—l) e T(qml) e

polinémios do modelo do processo Al e B(g™ ")

Passo 1:

2:

o

Calcular a matriz H

Obter a saida do processo y(t)

3: Fazer a previsio das safdas livres filtradas, (;(,1(?)
4:
5

Obter as referéncias futuras filtradas, (yy__{ d)

Calcular o vetor Aw, pela eq. (4.36), fazendo Au(t) igual ao 1°

elemento de Au.

: Aplicar o controle mo processo, isto &, u(t) = u(t-1) + Au(t).

: Voltar ao passo 2

Caso adaptativo

Dados: Horizontes N1, NY e NU; fator a; filtros P(qnl}, D(q'l) e T(q_i) e

ordens dos polindmios do modelo do processo A(qml) e B(q_i)

Passo 1:

AN L S

pey

Obter a safda do processo y(t)

Estimar os polinbmios :\(q";) e lg(q-l}

Calcular a matriz H

Fazer a previsio das saidas livres filtradas, (iifp)

Obter as referéncias futuras filtradas, (__\y,f d}

Calcular o vetor Au, pela eq. (4.36), fazendo Au(t} igual a0 12
elemento de Au.

Aplicar o controle no processo, isto €, u(t) = u(t-1) + Au(t).

Voltar ao passo 2
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4.5 - A FUNCAO DE TRANSFERENCIA DO SISTEMA EM MALHA FECHADA

4.5.1 - INTRODUGAO

Nesta seg3o obtém-se a fungio de transferéncia em malha fechada de um
sistema controlado pelo GPC. Inicialmente mostra~se que a lei de controle do GPC pode
ser colocada na forma aqui denominada de RTS, tipica de um controlador por alocugio de
pélos (Capftulo 3). Para o caso do GPC, € introduzido um filtro, denominado Fc, para o
valor da referéncia "NY" instantes de tempo a frente do atual a fim de representar o

conhecimento a priori da referéncla, isto €, a referéncia pré-especificada.

A forma RTS € descrita pela eq. (4.37}, a seguir:
R u(t) = Te w”(t) - § y(o) (4.37)

onde: wff(t) = Fc wi{t+NY)

R, Te, § ¢ Fc  sao polindmios em qwl da forma:

-1 ~B¥
¥ =X + X + ..+ X
¢] lq nxq

O diagrama de blocos correspondente €:

—> Precesso

S/R ¢

Fig.(4.2) ~ Diagrama de blocos da lei de controic RTS

Na secio 4.5.2 desenvolve-se uma equagdo para os polinbmios R, S, Tc ¢ Fc da
eq. (4.37) em fungio dos pardmetros de sintonia do GPC e do modelo do processo. A
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partir dos polindmios R, § ¢ Tc do controlador e dos polindbmios A ¢ B do modelo do
processo & possivel calcular a funglio de transferéncia do sistema em malha fechada.
Este desenvolvimento encontra-se na sego 4.5.3. Na secfo 4.5.4 tem-se¢ uma andlise da

eq. caracteristica ¢ dos pélos do sistema em malha fechada.

4.5.2 - O MODELO RTS EQUIVALENTE

Do desenvolvimento do algoritmo de controle GPC, tem-se que o veior dos
incrementos futuros dos sinais de controle entre os Instantes "t" e "t+NU" € dado pela

equagao (4.36), reescrita a seguir:

by = (H'H + A0)H (w, - ilf?) (4.36)
onde: (HTH + ?«I)“IH'r e RNUX(NY-NI+1) o (gv_fd - ;gfp) e RINY-Ni+1)xl

Devido i utilizacdo da estratégia de “receding horizon”, somente € :plicado
ao sisiema o primeiro elemento do vetor Au, ou seja, bu(t). Portanto, som:nte a

primeira linha da matriz [ (H H + Al) Tu’ ] ¢ importante. Sendo assim, define-se:
M=U[ (HH+a)H ] (4.38)

onde: U=[1 6 0..0]

M= m
= [ mm N1+l mNY ]1x(NY»N1+1)

O controle Au(t) aplicado ao sistema pode ser descrito como sendo:

au(t) = M we, - vl ) (4.39)

A previsio da safda livre filtrada € dada pela eq. (4.24). Substituindo-se
esta equagdo na eq. (4.39) obtém-se: '
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- [(FN1/T)y(0) + (IN1/T)bu(t-1) ]

(Fny/T)y(t) + (INY/T)oult-1)

hult)y = M{ v
NY
Ault) =
j=Nt
NY
[‘I‘ + qdz‘ (mjlj)]Au(t) =
j=N1

NY

[T + q'ly (milj)]Au(t) = [’I‘ D Z m(NWN}_j)q‘”"N”]wgtmy) - {

ek
j=N1

NY

["r

}q m}{ w () - ( By/T Yy - ( /T )aule-1) }

NY NY
DY (m pe)] - [ ) (m 1) |y
J=N1 J=N1

NY

(m st)]y(t)
j=N1

NY

[[T + q“IZ(ijj)]A}u(t) = [T D K] [[ Z m(mmw)‘l—”"m}}/K]W(“NY) +

j=N1

- [ f(mjf‘j)]y{t)

onde:

NY
ij

K =
j=N1

Comparando a eq.
(4.37), pode-se definir:

(4.40) com o modelo do controlador RTS,

j=N1

(4.40)

j=N1

{4.41)

dado p:la eq.

NY
R= AR*= [1 - q"]('ﬁ é‘} (m 1 )}
NY j=N1
S = F
NERD
j=N1
Te = KD T (4.42)
NY
_ b ~(j-N1)
Fe = {E_‘ M NY4NI-)) ]//K;
j=N1
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Definindo-se como nr, ns, ntc ¢ nfc os valores das ordens de R, 5, Tc e Fe,
respectivamente, e sabendo-se que a ordem de Fj, nof, € o méx(na,np+nt-j) ¢ a ordem de
13, ni, é o méx{nb- 1,nt-1), pode-se dizer que:

nt nt +1
nruméx{ni+1}+1»méx{nb+1
_ _ na _ na
“S'“f“m"”‘{npa-m-j"mé"{np«;m-—m {4.43)
ntc = nd + nt
nfc = NY ~ Nl

O polindmio Fc representa a Incorporagio, no GPC, da referéncia pré-especi-
ficada.

Se a referencia € pré-especificada, o polindmio Fc torna-se um filtro para o

valor da referéncia "NY" instantes de tempo a frente do instante atual.

Se a referéncla ¢ normal, ou seja, ndo hd conhecimento 2 priori das referén-
cias futuras, todos os valores de w() nos instantes a frente de "t" sdo considerados
como se fossem iguals, ao valor atual. Isto ¢, sendo w(t+N1) a w({+NY) sido i:vais a

w(t). Com esta caracterfstica o polindmio Fc torna-se um ganho unitdrio.

4.5.3 - A FUNCAO DE TRANSFERENCIA DO SISTEMA EM MALHA FECHADA

A fungio de transferéncia em malha fechada do sistema ¢ obtida combinando-se

o modelo do processo com o modelo do controlador.

O modelo RTS equivalente do controlador € dado pela eq. (4.37), roescrita
abaixo:

R ult) = Tc w”(t) - S y(t) (4.37)

ou

u(t) = (T{:/R)w“(t} - (S/R)y(t)
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A equagio do processo € dada pela eq. (1.3), reescrita a seguir:

Ayt =q Bul)+C £(t)/, (1.3)

Substituindo-se a eq. (4.37) na eq. (1.3) obtém-se:
A y©) = q'B [(Tc/R)w”(t) - (S/R)y(t)] + CElt),

ym“[q BT /(AR +q"Bs )]"’n“) * [C RA(ArR+q'BS )}‘5(“

ou

§lt) = [sz /me]w OR [zsz /me}g(:)

Pela eq. (4.44) tem-se que o polindmioc caracteristico do sistema em malha

fechada ¢ dade por:

Pmf = AR +q B S (4.45)

Onde, se polindmios A e B modele do processo ndo sio ceonhecidos, pocem ser

estimados através de um método como o dos minimos quadrados recursivo.

O nimero de pdlos do sistema em malha fechada € :

na + nt +1

na + nr = mdx
{na+nb+1

npmf = méx
nb+1+ns=méx{§giii2;+nt~h¥l
. {4.46)
na + 1 + nt
npmf = méx { na + 1 + nb

nb + 1+ nt + np ~ NI

Os zeros do sistema em malha fechada da fungido de transferéncia entre a

safda do processo ¢ a referéncia sdo obtides do polinémio Zimf descrito a seguir :
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Zimf = q 'B Tc | (4.47)

4.5.4 - ANALISE DO POLINOMIO CARACTERISTICO PMF
4.5.4.1 ~ Propriedades do Polinémio Caracteristico Pmf

O polindmio caracteristico do sistema em malha fechada contrelado pelo GPC €

descrita pela eq. (4.45), reescrita a seguir:
Pmf = AR +q'BS (4.45)

Substituindo~se os valores dos polindmios R e S representados pelas eqs.

(4.42) na eq. {4.45), obtém-se:

NY NY
Pmf = A[’I‘ + q'ly (mjlj)] + q-IB[ 2 (mIFj)] (4.48)

j=N1 j=N1

Proposicio 4.1

O filtro T ¢ um fator do polimdmio caracteristico Pmf [Samaan89]. As.im, as
rafzes de T pertencem ao conjunto de pélos especificados em malha fechada. Isto ¢, o

polinémic Pmf pode ser descrito como a seguir:

Pmf = T P* {4.49)
onde:
NY
P* = A + q‘“l[ Z mj(B P - A Hj )qf] (4.50)
i=N1

e, nio existem parcelas de P* onde o operador "q" esteja elevado a wm ndmero positivo,

ou seja, nio existe qx , € x>0, em P*.,
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A demonstragio encontra-se no Apéndice A , secio A1

Proposicdo 4.2

O polindmio P* da equagho caracteristica € dade pela seguinte equagio :

na+l na+1-k NY np+tab+l-N1  NY-1
B -k -k
Pt =1+ Z{ak - Z 3(“”[2 mjh(jwlwi)]}  * Z [Z pb(n+k)m(ﬂ+1)}q
k=1 i=0 j=N1 k=1 a=Nl-1

onde: PB(q ") = P(q )B(g ) = pb+ pbq '+ ... + pb g

A demonstragio encontra-se no Apéndice A, segio A.2, ou para o caso particu-

lar do filtro P = 1, em [Acundeger90].

Proposicio 4.3

Quando a constante lambda de ponderagiio do sinal de controle € igual a zero
(A = 0) tem-se que os coeficientes do polindmio P* da equagdo caracteristica Pmf sio

descritos por:

na+1-NU na+1l-k NY nptnb+1-N1 NY-1
R S T D I TN | e S 3 TN F e
k=1 t=NU j=N1 k=1 a=Nl-1

A demonstragio encontra-se no Apéndice A, se¢io A.3, ou para o caso particu-

lar do filtro P = 1, em [Acundeger90].

4.5.4.2 - Anidlise dos Polos de Malha Fechada

Da equagdo caracterfstica do sistema em malha fechada (eq. (4.45)) tem-se

que o nimero de pdlos em malha fechada é dado por:

na +1+ nt
npmf = mdx { na + 1 + nb

nb + 1+ nt + np - N1
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Proposicio 4.4

A condicio suficiente para que parte dos pdlos em malha fechada estejam na

origem ¢ dada por:

(nt < nb) E (nt + np - N1 < na) (4.53)

O nimero de pdlos na origem consequéncia desta condigdo € dado por:

(nb - nt) quando {np - N1 = na - nb) (4.54)

(na - nt - np + N1) quando (np - N1 = na ~ nb) (4.55)

A demonstragdo encontra-s¢ no Apéndice A, seglo A4

Proposicao 4.5

Quando a constante lambda de ponderagio do sinal de controle é jgual a zero
(A = 0) tem-se que a condigho suficiente para que parte dos pélos de malha “echada

estejam na origem € dada por:
(np-Nl<na-nb) OU (nt+np-~-Nt<na) (4.56)

O mimero de pdlos na origem consequéncia desta condigdo, € dado por:

NU
min quando ( nt = nb ) (4.57)
na — np - nb + N1

NU + nb - nt
min quando ( nt = nb ) (4.58)
na - np - nt + N1

A demonstragio encontra-se no Apéndice A, secdo A.S.
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Nota-se que, se a condigio (4.53) ¢ satisfeita, tem-se que a condigio (4.56)

também ¢ satisfeita. Isto ocorre devido ao fato de que a proposigho 4.5 trata de um
caso particular da proposigao 4.4.

4.5.4.3 - Exemplos

A seguir apresentam-se exemplos ilustrativos das proposigbes 4.4 e 4.5.

Exemplo 4.1: flustragio da proposigio 4.4

Neste exemplo ilustra-se que quando as condigdes (4.53) ¢ (4.54) sac satis-
feitas, o nimero de pélos na origem ¢ igual a (nb - nt}).

0O modelo do processo € dado por:

G = q_lB/A

onde: B

#

0.0017 - 0.0015q '~ 0.001q% + 0.0014q "
A

]

1 - 3.2255q7 + 4.0828q 77 - 2.4343q" + 0.5769

assim, nb = 3 ¢ na

i

4.

O GPC é sintonizado com os horizontes; NI = 1, NY = 8, NU =1 ¢ 2 = 0.001; ¢
os filtros;

P=1 D=1¢e¢T = 1. Pela eq. (4.46) tem-se que npmf = na + nb + 1 = 8§,
ou seja, o nimero de pélos em malha fechada ¢ 8 ( oito }.

Entre os 8 { oito ) pdlos em malha fechada, existirfio pdlos na origem pois a
condicdo (4.53) € satisfeita :

nt <nb(0<3)ent+np~Nl <na(0+0-1<4).0
nimero de pélos na origem & (nb - nt) (3 - 0 = 3) pois a condigio (4.54) € satisfeita:
np-Nl=sna-nb(0-1=<4-3)

A equagdo caracteristica do sistema em malha fechada, obtida da eq. (4.48),

Pmf(qg’!) = 1 - 3.2140q" + 4.2592q72 - 2.8408q" + 0.9178q % - 0.1046¢"
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ou, Pmf*(q) = 1q° - 3.2140q" + 4.2592¢° - 2.8408¢" + 0.9178¢" - 0.1046q
onde Pmf*(q) € o polindmio caracteristico em funglo do operador "g".

Os pdlos em malha fechada sio : 0.7206 t j0.4540, 0.7704 * j0.1666, 0.2321,

0, 0, 0. E confirma-se que o nimero de pélos na origem € nb-nt = 3-0 = 3,

Exemplo 4.2 : Ilustragdo da proposigio 4.4

Neste exemplo mostra-se que o sistema em malha fechada nio apresenta pélos
na origem, quando a condigio (4.53) ndo € satisfeita. Mostra—se também que as rafzes

do filtro T pertencem ao conjunto de pdlos de malha fechada ( proposicio 4.1 ).

O modelo do processo € o mesmo do exemplo 4.1, com nb=3 ¢ na=4.

O GPC € sintonizado com os horizontes; N1 = 1, NY = & NU =1¢ A = (.001; ¢
os filtros; P=1, D=1e T = (1 + O.Sqmi) 3 Pela eq. (4.46) tem-se que

npmf = na + nb + 1, ou seja, o nimero de pélos em malha fechada € 8 ( oito ).

A constante A ¢ diferente de zero, ¢ nt < nb (3 < 3 "falso"). Assim a condi-

¢io suficiente para ter pdlos na origem, condigido (4.53), ndo ¢ satisfeita.

A equaglo caracteristica do sistema em malha fechada, dada pela resolugio da
eq. {4.48), &

Pmf(q ') = 1 - 4.7140q" + 9.8302q > - 11.7651q" + 8.7752q " -

- 4.1444q + 12004q° - 0.1932g9" + 0.0131q"°

ou, Pmf(q) = 1q° - 4.7140q" + 9.8302¢° - 11.7651q° + 8.7752¢" ~

- 4.1484q° + 1.2004g° - 0.1932q" + 0.0131

e o5 pdlos em malha fechada sdo : 0.7206 * j0.4540, 0.7704 % j0.1666, 0.2321, 0.5,
0.5, 0.5.

Nota-se que os pélos em malha fechada do sistema, que ndo sio rafzes do
filtro T, ndo variaram em relagdo ao caso de simulagiio 4.1. Estes polos sdo as rafzes
do polindmio P*. A diferenga de sintonia entre os casos 4.1 ¢ 4.2 foi somente do fil-

tro T. O polindbmio P*, como pode ser observado pelas eq. (4.50) e eq. (4.51), nio €
funcio do filtro T.
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Exemplo 4.3: Illustragio da proposigio 4.5

Neste exemplo projeta-se¢ para a constante A o valor 0. Mostra-se que o mime-
ro de pdlos na origem € lgual a (NU + nb - nt) porque as condigdes (4.56) e (4.58) sio
satisfeitas (proposigio 4.5).

O modelo do processo € o mesmo do caso de simulagdo 4.1, com nb = 3 € na = 4.

H

O GPC € sintonizado com os horizontes; Ni=1, NY=8, NU=1 e A=0; e os filtros;
P=1, D=1 e T=1. Pela eq. {(4.46) tem-sc que npmf = na + nb + 1 = 8, ou seja, o nimero
de polos em malha fechada € 8 (oito).

Entre os 8 { oito ) pdlos em malha fechada, existirdo pdlos na origem pois a
condiclio (4.56) ¢ satisfeita : np - NI < na - nb (0 - 1 < 4 -~ 3). O nimero de pSlos na
origem ¢ (nb - nt + NU) (3 - 0 + 1 = 4) pols a condigio (4.58) € satisfeita : rb z nt
(3 z 0).

A equagdo caracteristica do sistema em malha fechada, deduzida pela resolu-
cao da eq. (4.48), €

Pmf(g™) = 1 - 2.9900q" + 3.5840q % - 2.0267q"° + 0.4563¢""
8 7 6 5 4
ou, Pmf(q) = 1q° - 2.9900q"+ 3.5840q°- 2.0267q° + 0.4563q

e os p6los em malha fechada sio: 0.7201 + j0.4569, 0.7749 * j0.1551, O, €, 0, 3. E o
nimero de pélos na origem é nb -~ nt + NU =3 - 0 + 1 = 4,

4.5.5 - REFERENCIA PRE-ESPECIFICADA E REFERENCIA NORMAL

Uma das grandes vantagens do GPC reside em poder utilizar o conhecin:ento g
priori da referéncia a fim de obter um melhor desempenho. Através de uma atuagas ante-
cipatéria da agio de controle. obtém-se uma transigio mais suave entre dois estados da
referéncia do sistema (w(.)), com diminuicdo do tempo necessdrio para atingir um
novo valor. Obviamente, a presenga da referéncia pré-especificada sé faz sentido

quando hd o conhecimento do comportamento futuro da referéncia.

Os sistemas robdticos, que geralmente executam uma trajetdéria pré-determina-
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da, sac um dos candidatos naturais para o uso da referéncia pré-especificada, uma vez

que os sinais futuros da referéncia estio usualmente disponivels.

A utilizagio do recurso da referéncila pré-especificada implica na utilizagdo
do polindmio Fc para filtrar o valor da referéncia em "t+NY". Assim, a nova referéncia
para o sistema serd wff(.), isto ¢, w(.) filtrado por Fc, ao invés de w(.). Nao hd

alteracao dos pdlos do sistema em malha fechada.

O seguinte exemplo ilustra diversos valores da referéncia w“(.), que ¢
aplicada no sistema, em fungio do parimetro de projeto "NY" para uma enirada em de-
grau, como sinal de w(.). Varla-se o horizonte de previsio porque, como € ilustrado no

exemplo 4.4, este pardmetro de projeto influi bastante no cardter antecipatério do

sistema.

Exemplo 4.4

O modelo do processo € dado por:

G=9q"8/,

onde: B = 0.0017 - 0.0015¢ '~ 0.001q"2 + 0.0014q"

A =1 - 32255 + 4.0828q 7 - 2.4343q"> + 0.5769q "

O GPC ¢ sintonizado com os horizontes; Ni=l, NU=1 ¢ a=0; e os filtros; P=i1,
D=1 e¢ T=1. Na fig. (4.3) mostra-se o valor da referéncia filtrada por Fec (wff(.‘f) para
vdrios valores do horizonte NY. Nota-se que, quanto maior ¢ valor de NY, mais anteci-

patdrio torna-se o sistema, pois wff(.} movimenta-se "NY" instantes de tempo amfes que

a referéncia real (w(.}).

A utilizagio da referéncia pré-especificada, geralmente, traz os scguintes

beneficios para o desempenho do sistema em malha fechada em relagio & referéncia

normal:

i) Diminuicio do tempo de subida e de estabilizagido do sistema.

i) Diminuigio do nivel do sinal de controle.
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Fig. (4.3) - Valor da referéncia filtrada w“(t) para vidrios valores de NY

As caracteristicas anteriormente citadas ndo sio observadas quando ocorre,

principalmente, dois fatores: em configuragdes especificas dos horizontes (como por

exemplo, observa-se uma excessiva varlancia no sinal de safda antes da mudaica da
referéncia quando se aumenta o horizonte "NU" até valores préximos da ordem do polind-
mio A, ou seja, o exemplo 4.4 com Nl=1, NY=8, e NU=3), e, quando o perfodo da :eferén-
cia € pequeno (isto €, a frequéncia da referéncia € alta) quando comparado com o tempo

de previsiao ("NY" vezes "o perfodo de amostragem” segundos).

Pode-se caracteristicas "’e '#i’., Em

observar no sepuinte exemplo as
[LambertM87] e [Lelic87] encontram-se casos de simulacio onde observam-s¢ as raesmas

caracteristicas.

Exemplo 4.5

O modelo do processo € o mesmo do exemplo 4.4.

O GPC ¢ sintonizado com os horizontes; Nl=1, NU=1, NY=8 e A=0; e os filtros;
P=1, D=1 e T=1. Sio feitas simulagdes usando as referéncias normal e pré-especificada.
As fig. (4.4) e fig. (4.5 mostram o comportamento do sistema com os dois tipos de

referéncia.
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4.6 - ALOCACAD DE P6LOS ATRAVES Do GPC

4.6.1 - INTRODUCAO

Os pélos e zeros do sistema em malha fechada sio determinados de acorio com
as especificagbes de projeto da fungio de custo {eq. (4.1)), como fol visto m seglo
4.5. Portanto, os polos e zeros de malha fechada sdo obtidos indiretamente a partir da

sintonia do controlador.

Para cada sintonia, estd associado uwm conjunto de pdlos que podem ser
facilmente obtidos através do cdlculo das raifzes da equaglo caracteristica do sistema
(eq. (4.48)). Porém o inverso, Isto €& a especificagio da sintonia do controlador a
partir de um conjunto de pélos desejados de malha fechada, ¢ dificil, dada a

complexidade da relagho dos horizontes com a localizagio dos pélos em malha fechads

Denomina-se neste trabalho por Alocacfio de Pdélos através do GPC, quindo €

possivel especificar a priori os p6los do sistema em malha fechada. Isto € rmssivel
porque em algumas combinagées dos pardmetros de projeto do GPC, mostradas a seguir,
pode-se realizar simplificagbes na equagdo caracterfstica do sistema, e assim a aloca-
¢io de podlos em malha fechada pode ser feita a partir da especificaglio dos fiitros de
projeto.

Atualmente, encontra-se na literatura {Mcintosh89] [Clarke89] [Sc »aan89]
tres formas diferentes de fazer a determinagio a priori dos pdlos em malha fecrada do
sistema controlado pelo GPC. Estas formas sio determinadas pelas diferentes sintonias
do GPC que permitem especificar os pélos e zeros de malha fechada desejado:. Cada
sintonia admite um diferente gran de flexibilidade para escoltha dos pdlos ¢ zeros,

isto €, os parametros de projeto.

A seguir apresentam-se trés (3) formas de especificar os pélos no GPC.
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4.6.2 - ALOCACAO DE POLOS TIPO 1

Proposicdo 4.6

Quando: Ni = d
NY = 'qualquer’
NU=NY ~-NL+1
A =0

tem-se¢ que a fungdo de transferéncia do sistema em malha fechada ¢ dada por:

y(0) = [T D/t P]wﬁ{t-d.}

ou

y(t) = (D/P)w“(t—d)

onde "d" é o atraso do processo, ¢, lembrando-se que o modelo utilizado do processo €

dado por:
Al@ YD = g B@ ) + cgHEw/a (1.3)

e os "d-1" atrasos do processo restantes sdo incorporados no modelo numa forma em que

os "d-1" primeiros coeficientes do polinémio B(qui) sdo nulos (Capftulo 1).

A alocagio de pdlos € feita especificando-se os polinbémios P ¢ D com os

pélos e zeros, respectivamente, desejados para o sistema em malha fechada.

Prova

A fungio de transferéncia, entre a referéncia e a safda, do sistema emr malha

fechada ¢ dada por:

y(t) = [Zlmf/i,m{]w”(t)

onde:
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Zimf = ¢ 'B Tc (4.47)

NY '
Pmf = T {A + q"‘[ Z m (BP-A H;)q-*]} (4.49)

. j=N1

j_
u - ~(J-1-k)
& Hj Z h{;~1-—k}q

k=0

Pmf pode ser reescrito como segue:
NY - NY -1
= i -\~ | I ~(j-1-k) }

Pmf = T {A +q [Z mj(B P)q] q A[[Z Z mjhu_l_k)q q”} (P6.1)

j=N1 j*N1 k=0

¢ a matriz H € dada por:

hmq hm-z th-—NU

N1 th-l hNi—NU+1

h .. h
NY-1 NY-2 -
- NY-NU (NY-Ni1+1)xNU

E seus elementos sdo descritos pela eq. {(4.30), reescrita a seguir:

min{i,n&)

h =pb - Z (ah ) (430
k=1

Sabendo-se que os elementos do polindémioc B, bx, sio nulos para 0 = x = d-2,
tem~-se que os elementos hx da matriz H sio nulos para 0 = x = d-2, que, pelas condi-

¢des iniclais, € igual a 0 = x = N1-2. Logo, a matriz H € triangular inferior.

Tem-se, pelo desenvolvimento feito na demonstragio da proposigdo 4.3, (equa-
¢oes (P3.3) a (P3.5)), que quando A = 0, a matriz M € dada por:

MH=Ulm[1{)...O]lxNU

Supondo-se que ndo existem elementos hx nulos para Vx, tal que

Ni-1 = x = NY-1, ela torna-se;
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M= [t/h,  00.. 0]

Logo: m = 1/hm*1 em =0 parax > Ni-1
Portanto, o valor de K, eq. (4.41), &

NY
K = z mo=mo=1/h (P6.2)
i=N1
e a eq. (P6.1) pode ser reescrita como a seguir:
N1-1
_ x -1 N1l _ 4 k
Pmf =T {A + q {le(B Plq ] A[{mmz Bvi108 ]]} (P6.3)
k=0

Da eq. (P6.2), e sabendo-se que hx = 0 para x < Ni-1, ¢ que N1 = d, tem-se
que a eq. (P6.3) torna-se:

Pmf = T {A + (l/th) (8 P)qu - A(i/hmn) (hm-z)}

da-1
Pmf =T (1/h, ) q BP,on
Pmf =T (i/h, ) B P (P6.4)
onde: B' = qdwlB, ou seja, B € o polindbmio B sem o atraso incorporado {(ver eu. (1.2}

e eq. (1.3)).

Utilizando-se a definigiio de Te e as egs. {4.42), {(P6.2), a eq. {4.47) pode

ser reescrita como sendo:
-1
Zimf =q (1/h, _JBDT

Logo a saida do sistema em malha fechada é dada por:

(1) = ((1/th“1) BDT /“NM’B'T"]W“(I"I)
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e sabendo-se que B' = ¢°”'B, obtem-se que:

y(t) (T D/,I,P]w“(tud)

ou

i

y(t)

[v /P} w (t-d)

Nota-se que os zeros originais do sistema em malha aberta nfo estio presen-
tes no sistema em malha fechada. Isto ocorre devido ao fato da eq. caracteristica do
sistema em malha fechada possuir o polindmio B como fator, quando o GPC € sintonizado
segundo a proposigio 4.6. Assim, esta forma de obter alocagio de pdélos € inadequada
quando o sistema em malha aberta apresenta zeros fora do circulo unitdrio, pois o
controlador apresentard pdlos instéveis gue sdo cancelados, o que poderd acarretar

problemas de instabilidade quando o modelo do processo nidoc ¢ conhecido adequadamente.

4.6.3 - ALOCACAO DE POLOS TIPO 2

Para se obter a alocagdo de pélos através da sintonia a ser desc ita na
proposi¢io 4.7 define-se [Mohtadi86al [Clarke89] mais um polindmio de projeto, o fil-

tro V(q'l), que filtra os sinais de safda e entrada do processo.

Ele tem a mesma forma que os filtros de projeto citados anteriormente ¢ a
sua utilizagAo no sistema dd-se através de uma modificagio no modelo do processc. como
segue:

A@™HVig Ty = Big Havig Hu(e-1)

ou definindo~se os sinais auxiliares, tem-se que:
Alg™) wlo) = Blg™Ha $(t-1)

onde: Y(t) = V(q_lly(i) e
#(t) = Vig Hult)
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Proposigio 4.7

Quando: Nl 2 nb + np + 1
NU 2 na +1
NY z méx(N1,NU)
A =0
P

'qualquer’

tem~se que a fungio de transferéncia do sistema em malha fechada ¢ dada por:

y(e) = K(T BD /- V)wﬁ(td)
ou
y(t) = K[B D /V}wﬁ(t—l)
O GPC, com esta sintonia, ¢ quando V = 1, tem um comportamento do tipo dead
beat.

Da equagio anterior, pode-se verificar que os pélos em malha fechada podem
ser especificados pelo polindmio V e parte dos zeros podem ser especifiacados pelo
polindmio D.

Prova

A fungio de transferéncia, entre a referéncia e a saida auxiliar, do sistema

em malha fechada € dada por:

wlo) = [Zlmf /pmf]w”(t)

onde:
Zimf = B Tc (4.47)

Pmf = T P* (4.49)

Como A ¢ igwal a O, pela proposicio 4.3 (segio 4.5.4), tem-se que o
polinémio P* é dado por:
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pa+i1~-NU na+1-k np+nb (Ni-1) NY-1
-k
Pt Z { Z a(“k)[ (} -1-1)" }Q {2_, (I:)b(mk)m(nﬂ))}q
J=N1

x=1 1=NU n=Ni-1
{4.52)
Sabendo-se que NU 2 na+l, N1 2 nb+np+l, P* torna-se:
p* =1
E Pmf pode ser reescrito como a seguir:
Pmf =T (P7.1)

Sabendo-se que Tc € igual a K D T , a eq. (4.47) pode ser reescrita como

sendo:
Zimf =q KBDT (?7.2)
Assim, das eq. (P7.1) e eq. (P7.2), a saida auxiliar y(t) ¢ dada por:
W = K[B DT /T]w”(t-»l) (P7.3)
Sabendo-se que y{t) = V(qwi)w(t), pode-se descrever a saida do sistema como
sendo:
y(o) = K[B DT V}w”(t—l)
ou
y(t) = K[B D/v]w”(t-l)
cqd
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4.6.4 - ALOCACAO DE PGLOS TIPO 3

NY - o
NU= 1
A =0
=1

tem-se que a funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada ¢ dada por:

y(t) = K[B D T/T A}w“(twi)
ou

y(1) = x[s D, A]w D)

O GPC com esta sintonia tem am comportamento do tipo mean level, devido ac

fato dos pélos do sistema em malha fechada serem os pélos do sistema em malha abe:ta.

Neste caso somente € possivel escolher parte dos zeros do sistema em malha

fechada, através do polinémio D.

Prova

A funcio de transferéncia, entre a referfncia e a saida, do sistema em malha

fechada ¢ dada por:

y(t) = {Zlmf/;,mf]wff(t)
onde:

Zimf = q"'B Tc (4.47)

Pmf =T p* {4.49)

Sabendo—sé que Tc é igual a K D T, a eq. (447) pode ser reescrita como
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sendo:

Zimf = q K BDT (P8.1)

Sabe-se que quando NY tende para infinito, P* tende para o polindmio A

[Samaan89]. Assim, Pmf pode ser reescrito a seguin
Pmf =T A {P8.2)

Assim, das eq. (P8.1) ¢ eq. (P8.2), a fungdo de transferéncia do sistema &
dada por:

y(t) = K[B D T/T A}w”(t—l)

4.6.5 - ANALISE DOS 3 METODOS DE SINTONIA DO GPC

i}  Vantagens:

Tipo 1: Pode-se especificar todos os zeros de malha fechada.
Pode-se especificar todos os pélos de malha fechada.

Tipo 2: Pode-se especificar todos os pdlos de malha fechada.
Pode ser utilizado guando o sistema em malha aberta € de fase nio
minima.
Tipo 3: E mals robusto i erros de modelagem que o tipo 2 [Robinson91].

ii) Desvantagens:

Tipo 1: Nao pode ser utilizado quando o sistema em malha aberta € de fase

ndo minima.

O atraso do processo deve ser conhecido,
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Tipo 2: Os zeros de malha aberta, necessariamente, estardo entre 05 Zeros
de malha fechada.

Nota-se, durante testes de simulagio, que esta configuracio de

sintonia apresenta problemas de condiclonamento numérico para

a inversio da matriz HTi{.

Tipo 3: Nio possui flexibilidade de escolha dos zeros e pélos de malha
fechada.

Alto custo computacional, pois vma das dimensdes da matriz H aumen-
ta muito.

Se o sistema em malha aberta for instdvel, o sistema em malha

fechada também o serd.

4.6.6 ~ COMPARACAO DA ALOCACAO DE POLOS ATRAVES DO GPC COM O CONTROLADOR
POR ALOCACAO DE POLOS

Partindo do principio de que deseja~se fazer a especificagio de projeto em
termos de pélos e zeros de malha fechada, a seguir compara-se duas estratégias de
obter esta caracter{stica : O controlador cldssico de alocagdo de pdles - CAP (Capftu-

lo 3), ¢ a alocagdo de pdlos através do GPC, com as maneiras descritas nesta segao.

Tanto no CAP quando no GPC ¢ possivel especificar os pdlos de maltha ‘echada
descjados. Nota-se porém, que nas sintonias descritas nesta se¢io ndo hd flexibilidade
de cancelamento de zeros de malha aberta, isto €, ou cancela~se todos os zeros de
malha aberta (tipo 1) ou n#do hé cancelamento de zeros (tipo 2 e tipo 3). O Cor rolador
por Alocagio de Pélos (CAP) permite maior flexibilidade na escolha dos zeros z serem

cancelados.

Com o CAP pode-se ndo somente obter todas as equagbes caracteristica: obti-
das com as sintonias do GPC da seglo anterior, como também apresenta vantegens gquando

comparado com cada uma delas, como a seguir :
Se o sistema € de fase nao-mfnima pode-se:

o utilizar o GPC sintonizado como tipo 2, e tem-se problemas de condiciona-
mento mimerico ¢ um sistema em malha fechada dead bear (os pdlos especifi-

cados sdo introduzidos no sistema através de um filiro na saida e no sinal
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de controle) o que normalmente acarreta sinals de controle elevados. No

CAP estes problemas nio existem.

o utilizar o GPC sintonizado como tipo 3, e¢ nic se tem flexibilidade de
escolha dos pélos de malha fechada. No CAP este problema nio existe.

Se o sistema € de fase minima pode-se utilizar o GPC sintonizado como tipo
1, e evita-se os problemas da sintonia tipo 2, porém o atraso do processo deve ser
conhecido e cancela-se todos os zeros de malha aberta, fato gue pode levar 2 oscilacio
excessiva no sinal de controle (como discutido na segio 3.2.5). No CAP tem-se a opgho
de ndo cancelar os zeros de malha aberta, ¢ o CAP € robusto quanto ao conhecimento

anterior do atrase do processo.

Porém, o CAP, quando implementado de forma adaptativa, torna-se iInstdvel se

as ordens do modelo estimado sio sobre-parametrizadas {(segio 3.2.3).

Portanto, nota-se que o CAP possui vantagens em relacio s sintonias descri-
tas anteriormente. Porém, estes meétodos possuem utilidade pois, através deles pode-se
observar a tendéncia dos pélos de malha fechada quando se varia os parametros wc pro-
jeto. Por exemplo, quando o horizonte de controle NU tende para o horizonte final de
previsio NY, e A € igual a zero, os pélos de malha fechada tendem para os pélos do
polinomio P. Estas tendéncias seram analisadas no Capitulo 6.
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CAPITULO 5

ESTUDOS DE ROBUSTEZ PARA O

CONTROLADOR PREDITIVO GENERALIZADO (GPC)



5.1 - INTRODUCAO

Como descrito no Capftulo 4, tem-se que para o cdlcule da lei de controle do
GPC ¢é necessério calcular as previsées futuras da safda filtrada do processo. Para
tanto, obtém-se um modelo que o represente adequadamente. Frequentemente, na utiliza-
¢do prética, ndo se dispde de um modelo preciso do processo ffsico para o projeto do
controlador, ¢ assim, ocorre a existéncia de dinimicas ndo modeladas, que podem levar

o desempenho do sistema fora das especificagées descjadas, ou mesmo & instabilidade.

Neste capftulo deduz-se o limite de estabilidade para o Conirolador
Preditivo Generalizado (GPC), para a anélise da robustez do sistema em malha fechada
em relacio a dinimicas ndo modeladas. Através de um estudo comparativo entre o
controlador por Alocagio de Pélos - CAP (Capitulo 3) e o GPC, pode-se, partindo-se da

equacio do limite de estabilidade para o CAP, desenvolver uma equagdo semelhante para
o GPC.

Através da andlise da equagdo do limite de estabilidade para o GPC pode-se
obter diretrizes para a sintonia do GPC, e, mais especificamente, para a sintonia do
filtro de projeto T, também denominado polinémio observador [Mohtadi86al. O polindmio
observador T € uma especificagio de projete e, sob o ponto de vista do problima de
estimacio, deve conter o conhecimento sobre as pertubagbes que agem no sistema, a fim
de que as previsGes sejam o mais corretas possiveis [Clarke89]. Neste trabalho anali-

sa-s¢ a selecdo do polindmio T de modo a aumentar a estabilidade do sistema em maltha

fechada quando em presenga de dinidmicas ndo modeladas.

A seguir, na segdo 5.2, deduz-se o limite de estabilidade para o GPC. As

diretrizes para a escolha do polindmio observador T sdo apresentadas na secéo 5.3.
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5.2 - O Limite DE ESTABILIDADE PARA © GPC

Como jd fol discutido na segd3o 3.3, tem~-se que muitas vezes ndo se dicpde de
um modelo preciso do processo fisico para o projeto do controlador. Assim pode
ocorrer a existéncla de dindmicas nio modeladas. Estas dindmicas ndo modeladas podem
levar o sistema em malha fechada & instabilidade, e sl3o representadas pela eq. (3.29)

reescrita a seguir:

AA = G - Gr {3.29)

onde: G € a fungldo de transferéncia estimada do processo dada por:

G = q“‘B/A (1.3)

e Gr € a funcio de transferéncia do processo real.

Na estratégia de comtrole por alocagdo de pdlos (Capitulo 3), das eq. (3.6),
eq. (3.16) e eq. (3.17), tem-se que a funglo de transferéncia do sistema em malha
fechada € dada por:

y(t) = q'1 [B Bm’ Ao ]w(t) + [C R¥* ]E(t) (3.6)

/(8" Am Ao) /(8" Am Ao)

No GPC, pela proposicio 4.1 (secdio 4.54), e eq. (4.42), tem-se que a funcio
de transferéncia do sistema em malha fechada (eq. (4.44)) pode ser descrita como

sendo;

y(t) = q“‘{B KDT ]w (t) + [c R* ]&{:) (4.44)
(T p)d ff /(1 P¥)

Considerando-se que ambos os controladores estio descritos na forma RTS, e
que o modelo utilizado para o processo (modelo tipo CARIMA) é o mesmo, das eq. {3.6) e
eq. (4.44) observa-se que existem polindmios andlogos entre o GPC ¢ o controlador por
Alocagao de Pélos (CAP), como descrito na tabela 5.1, a seguir:
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GPC CAP
Tec Bm’' Ac
K D Bm’
T Ao
P B Am

Tabela 5.1 - Analogla entre os polindmios do GPC e os polindmios
do controlador por Alocagio de Pdlos

Da tabela 5.1, verifica-se que o filtro de projeto T € o polindmic observa~
dor para o GPC.

A seguir desenvolve-se a equagho do limite de estabilidade para o GPC.

Seja o limite de estabilidade, descrito pela eq. (3.31), discutido ni seglo

3.3.2 para o controlador por Alocagio de Pdlos, reescrito a seguir:

AL | = | G /em | H /Hfb {3.31)

para Vq=eiwmveelR
_ -l
Com: ° Gm = q Bm /, 3.1

¢ Hff = TC/R {3.4)

o Hfb = S/R i {3.5)
Da eq. {(4.42), tem-se que Tc € igual a K D T, logo:

H” =K D T/R (5.1}
Da sechio 3.2.2, tem-se que:

B=B B | (3.12)

Bm = Bm’ B (3.13)
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Multiplicando-se a eq. (3.1) por (B+/ B+), e, utilizando as equagdes (3.12)
e (3.13), obtém-se:

6m = ¢ 'Bm B’ /(8" Am) = q'Bm’ B /(5 Am) (5.2)

Substituindo-se os polinémios Bm’ ¢ 8" Am pelos valores correspondentes da

tabela 5.1, obtém-se:

Gm =K q" (D B) /p, (5.3)

Assim, através da substituigdo dos valores de G, eq. (1.3), Gm, eq. (53},
Hff’
aplicada ao GPC, € dada por:

eq. (51 ¢ H ., eq (3.5), na eq. (3.30), a equagdo do limite de estabilidade,

AL

X

[ o) | (o)l

ou

AL (5.4)

1

TP*/(AS)

‘Ewmav'weﬂ?

para Vg = ¢

Na estratégia de controle por Alocagdo de Pdlos o polindmic P* ¢
especificado pelo usudrio. Entretanto no GPC, o valor de P* € determinado
indiretamente através dos parametros de projeto {(eq. (4.50) e eq. {4.51)). O polindémio
S pode ser calculado em fungio do valor especificado de T e de P*. Portanto, pira uma
sintonia qualquer dos parametros de projeto do GPC, € dificil prever a localizagdo dos
pélos do sistema em malha fechada, logo, ndc ¢ uma tarefa simples fazer uma andlise
matemiética exaustiva do comportamento da equagio de |AL| em fungdo da variagdo dos

pardmetros de projeto do GPC.
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5.3 - A SELECAO DO PoLinOMIO OBSERVADOR T

5.3.1 -~ INTRODUCAQ

O polinémio observador T estd presente tanto no denominador quanto no nume-
rador da fungdo de transferéncia entre a referéncia e a safda do processo. Desta for-
ma, seu valor ndo interfere no comportamento servo do sistema em malha fechada guando
o modelo do processo € igual ao processo fisico. Porém, da segdo 5.2, verifica-se que
o polindmio T tem uma importante influéncia no limite de estabilidade de um grocesso

controlado pelo GPC.

Como J4 fol discutido anteriormente, ndo ¢ trivial explicitar a Influéncia
das rafzes do polinémio observador T na equagdio do limite de estabilidade. Quando se
faz restrigbes na sintonia, como descrito mno Capitulo 4 ({segio 4.6), pode-sc
determinar a priorf o valor de P*. Dols destes casos particulares da sintonia do GPC,
descritos nas segbes 4.6.3 ¢ 4.6.4, alocam os pélos na origem ou mantém os pélos do
sistema em malha aberta, respectivamente. Robinson [Robinson9i] e Clarke [Clarke90]
mostram a influéncia do filtro T mna robustez de GPC, para estes dois casos
particulares. Porém, estes casos restringem a liberdade de projeto dos horizortes do
controlador, uma vez que sio utllizadas condigbes rigidas para a obtengio do pﬁiinémio
P* desejado. Por exemplo, para P* > A, o valor de NY deve tender ao infinito, o que na
priatica & invidvel, pois seria necessdria a inversio de mairizes com diriensdes
infinitas. Robinson, em {Robinson91], considera que valores de NY malores que . razdo
entre a constante de tempo dominante do sistema e o periodo de amostragem sdo

suficientes para obter os mesmos resultados que quando NY - o,

Outra solugho possivel para observar o comportamento da equagio de |sL| em
relagio a variagbes na sintomia do controlador € projetar o filtro T pertencente ao
Lugar das Rafzes Reciproco (LRR, Capitulo 3, segfo 3.4). Neste caso, a sintonia do GPC
nio € pré-especificada, trazendo maior liberdade para o projeto do controlador. Esta
escolha para T € pertinente pois, quando os pdlos de malha fechada pertencem ao LRR, ¢
equivalente a resolver um problema de controle 6time que minimiza um -ritério
quadrético especificado. Como as rafzes do filtro T estio entre os pélos de malha
fechada (proposigic 4.1), ¢ T € o polindbmic observador, tem-se que quando T & LRR,
parte dos pdlos de malha fechada, os pdlos do observador, pertencem ao LRR, estando
assim de acordo como o método de especificagio descrito na segio 3.4.2. Os outros

pélos do sistema em maltha fechada, rafzes de P*, s@o determinados pelos parimetros de
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projeto do GPC em fungo de outras especificages de projeto.

A seguir analisa-se o limite de establlidade com o objetivo de s¢ obter

diretrizes para a escolha da ordem e das rafzes do polindémio T.

§.3.2 -~ A ESCOLHA DA ORDEM DO POLINOMIO T

A seguir estuda-se a influéncia da variagdo da ordem do polindmio T na curva
do limite de estabilidade (eq. (5.4)). Para tanto analisa-se o comportamento da
assfntota de alta frequéncia do mdédulo de AL. E mostrado que a declividade desta

assintota ¢ fungéo da ordem do polinémio T.

Na verdade, nesta sec¢hio utiliza-se erroneamente o sentido da palavra
"assfntota”, uma vez que a curva do modulo da resposta em frequéncia em sistemas
discretos € invertida a cada Ti/At e ¢é periddica a cada 20/At ( 4t € o perfodo de amos-
tragem ). Porém, a parte da curva de resposta em frequéncia de um sistema aialisada
nesta trabalho ¢ aquela entre 1 ¢ I/At. Assim, por analogia com sistemas discretos
diz-se por "declividade da assintota da curva de [AL| em altas frequéncias”" a tendén-

cla da curva de |AL] em frequéncias préximas a TL/At.

Proposicio 5.1

A condicdo suficiente para determinar a declividade da assintota da cirva de
|AL] em altas frequéncias em fungdo da ordem de T e dos valores dos horizontes N1, NU,
A € da ordem de P, np, € dado pela tabela 5.2, quando A = 0, e pela tabela 5.3, guando
A=0, a séguir. Supbe-se, por simplicidade, que na = nb+l.
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I) Quando nt+np-Ni<nb+l e

1.a) nt-NU>nb ey LT E GCERLE
1.b) nt-NU=nb ey CONS tante
1.¢) nt-NU<nb -—3  decrescente

I1I) Quando nt+np-Nl=nb+l ¢

I1.2) nt-NU>nb ~——3 g¢rescente
iI1.b} nt-NU = nb -—— constante
11.¢} nt-Ni<nb —— CONSLante

1IT) Quando nt+np-Ni>nb+l e

111.a) nt-NU>nb se¢:

o1=np-N1 -—— constante

e1>np-N1 se o NU<l-np+NI -3 c¢res.

¢ NUzl-np+N1l — cons.
I[iI1.b) nt-NU=nb -——3 constante
I{i.c) nt-NU<nb vy CONS Lante

Tabela 5.2 - Declividade da assintota da curva de |AL| em altas frequéncias

em fungdo da ordem de T, quando A = (.

I Quando nt+ap-Nl<nb+1 e

f.a) nt>nb —3 c¢rescente
I.b) nt=nb ey CONSLANLE
I.c) nt<nb ——3  decrescente

11) Quando nt+np-Nl=nb+1l e

I1.a) nat>nb  ——3 crescente
II.b} nt=nb — constante
I1.c} nt<nb ——3 constante

111) Quando nt+np-Ni>nb+1l ¢

HIi.a) nt>nb ge :
o 1snpp~-Nl ey constante
¢ 1>np~-Nl ——3 crescente
I1.b) nt=nb -y constante
Hi.c) nt<nb -y constante

Tabela 5.3 - Declividade da assintota da curva de |AL| em altas frequéncias

em fungio da ordem de T, quando A # 0.
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Prova

A demonstracio dos resultados das tabelas 52 ¢ 5.3 basela~se no fato de que
a relacdo entre, o nuimero de rafzes fora da origem do numerador ¢ do denominador da
curva de |[AL| (eq. (5.4)), determina a declividade da assintota em altas frequéncias.
Assim, se existem mais rafzes no numerador que no denominador fora da origem, s assin-
tota & crescente. Se este numero for igual, a assintota € constante, e, se for menor a

assfntota é decrescente. Supde-se que na = nb + 1.

Sabe-se que:
{4.43)

na + nt + 1
npmf = mdx { na + nb + 1 (4.46)

na + nt + np - Nl

H

Logo: ordem(T P*} = npmf - numerador

ordem (A S) na + ns > denominador

ordem* (T P*] é o nimero de pdlos que Influenciam o mdédulo da resposta

em frequéncia

Parte 1: quando A = O:

i.a e L.b) quando:  nt+np-N1 < nb+l

ni-NU = nb

Das equagbes acima tem-se que:

np < 1+N1

NU < 1-np+N1

€ que: ordcm(T P*) = na+nt+l

ordem(A S) = natnb+l

A condigdo suficiente para existirem pdlos na origem em T P* € satisfeita
(Proposigdo 4.5 se¢dio 4.5.4), Como nt = nb e NU < 1-np+Ni, os pélos na origem sio em
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nimero de NU. Assim, tem-se que:

ordem* (T P') na+nt+1-NU

]

ordem (A S) na+nb+1

S¢ nt-NU > nb, ordem*{T P*) ¢ malor que ordem(A S}. Logo a declividade da
assfntota da curva de |AL] em altas frequéncias € crescente.

Se nt-NU = nb, ordem*(T P*) ¢ igual a ordem{A S). Logo a declivicade da

assintota ¢ constante.

I.c) 1) quando: nt+np-N1 < nb+l
nt-NU < nb

nt > nb

Destas equagbcs tem-se que:

np < 1+Ni
e que: ordem (T P*) = natnt+l
ordem{A S} = na+nb+l

A condi¢io suficiente para cxistirem pdélos na origem em T P* € satisfeita
(Proposigdo 4.5). Como nt > nb, os pélos na origem sdo em mimero de min(NU,1-ap+N1).

Assim:

S¢ NU = i-np+Nl, tem-se que: ordem* (T P*) na+ni+l-NU

ordem (A S) na+nb+l

Como nt+np-N1 < nb+l, ordem* (T P*} ¢ menor que ordem{A S). Logo a decli-

vidade da assfntota € decrescente.

na+tnt+i-1+np-N1
na+nb+1

Se NU > 1-np+Nl, tem-se que: ordem*(T P*)
ordem (A S)

Como np < 1#N1, ordem*{T P*) ¢ menor que ordem(A S). Logo a declividade da

assfntota € decrescente.

59



ii) quando: nt+np-N1 < nb+1
nt~-NU < nb

nt = nb
Das eqguagdes acima tem-se que:

ordem (T P*) = pa+nb+l

ordem (A §) = natnb+l

A condigdo suficiente para existirem pdélos na origem em T P* € satisfeita
{Proposi¢io 4.5). Logo, ordem* (T P‘") ¢ menor que ordem (A S), e a declividade da assin-

tota € decrescente.

Il.a e II.b) quando: nt+np-N1 = nb+1

nt-NU = nb

Destas equagbes tem~-se que:

np < 1+N1
NU = 1-np+N1

e que: ordem (T P*) = natnt+1
ordem(A §) = natnb+l

A condicdo suficiente para existirem pdélos na origem em T P* ¢ satisfeita
{Proposigao 4.5). Como nt = nb e NU = I-np+N1, os pdles na origem sio em nimero de NU.

Assim tem-se que:

ordem* (T P*) na+nt+l-NU

]

ordem (A S) na+nb+1

Se nt-NU > nb, ordem‘('[‘ P*} ¢ maior que ordem(A §}. Logo a declividade da
assintota é crescente.

Se nt-NU = nb, ordem*(T P*) ¢ igual a ordem{A S). Logo a declividade da
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assfntota € constante.

fi.c) i) quando: nt+np-N1 = nb+i

nt-NU < nb

nt > nb

Das equagfes acima tem-se gue:

np < 1+N1

NU>1-~np+ N

i

e que: ordem (T P*) = na+nt+1

ordem(A S} = natnb+l

A condigdo suficiente para existirem pélos na origem em T P* € satisfeita

(Proposigao 4.5). Como nt = nb ¢ NU > 1-np+Nl, os pélos pa origem s&o em ndmero de

1-np+Nl. Assim tem-s¢ que:

ordem* (T P*} = na+nt+1~1+np-Ni

ordem (A S) = pa+nb+l

Como nt+np-N1 = nb+l, ordem* (T P*) € igual a ordem (A S). Logo a declividade

da assfntota € constante.

i1} guando: nt+np-N1 = nb+l
nt-NU < nb

nt s nb

Destas equagdes tem-se que:

ordem (T P*) = na+nb+l

|

I

ordem(A $) na+nb+1

A condigio suficlente para existirem pdlos na origem em T P* pio € satisfel-
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ta (Proposigdo 4.5). Logo ordem* (T P‘) ¢ igual a ordem(A S), ¢ a declividade da assin-

tota € constante,

IlLa) 1) quando:  nt+np-N1 > nb+i
nt-NU > pb

np = 1+N1

Das equagdes acima tem-se que:

ordem (T P*) = na+nt+np-Nt

il

ordem (A S) na+nt+np-Ni

A condigio suficiente para existirem pélos na origem em T P* pdo € satisfei-
ta (Proposigio 4.5). Logo ordem*(T P*) ¢ igual a ordem{A §), e a declividade da assin-

tota ¢ constante.

ii) guando: nt+np-N1 > nb+l
nt-NU > nb

np < 1+N1

Destas equagles tem-se que:
ordem (T P*} = na+nt+1

ordem(A S) = na+nt+np-N1

A condigio suficiente para existirem pdlos na origem em T P* € sutisfeita
(Proposigdo 4.5). Como nt = nb, os pdlos ma origem sio em mimero de min(NU,1-ap+N1).

Assim:

Se NU < 1-np+N1, tem-se gue: ordem*(T P*} = na+nt+1-NU

ordem (A S) = pa+ni+np-Ni

Como 1-NU > np-N1, ordem*{T P*} € maior que ordem{A S). Logo a declividade

da assintota € crescente.
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Se NU z 1-np+Nl, tem-se que: ordem*(T P*)

]

natnt+l-1+np-N1

ordem (A S) na+nt+np-N1

Logo, ordem*(’r P*) ¢ igual a ordem{A S), ¢ a declividade da assintota €
constanie.

IILb e lil.c) 1) quando: nt+np-Ni > nb+i
nt-NU = nb
nt > nb

np & 1+N1
Das condic¢bes anteriores tem-se que:

ordem (T P*] = na+nt+np-N1

ordem (A S) = na+nt+np-N1

A condicio suficiente para existirem pSlos na origem em T P* nio € satisfei-

ta (Proposigic 4.5). Logo ordem*(T P*) ¢ igual a ordem{A S), ¢ a declividade do assin-
tota € constante.

ii) quando: nt+np-N1 > nb+l
nt-NU = nb
nt > nb

np < 1+N1
Das equagdes acima tem-se que:
NU > 1i-np+N1

e que: erdcm('.{‘ P"‘) = na+nt+l

ordem(A S) = na+nt+np-N1

A condigio suficiente paré existirem pdlos na origem em T P* € satisfeita
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{(Proposigio 4.5). Como nt = nb e NU > 1-np+Nl, os pélos na origem sdo em nimerc de
1-np+N1. Assim tem-se que:

ordem* (T P*} = natnt+1-1+np-N1

ordem(A S} = na+nt+np-N1

Logo, ordem*(T P*} ¢ igual a ordem(A S}, e a declividade da assintota ¢

constante.

iii} quando: nt+np-N1 > nb+l
nt-NU = nb

at = nb

Destas equagfes tem-sc que:

np = 1+N1
e que: ordem(T P*) = na+nt+np-N1
ordem{A S) = na+nt+np-N1

A condigao suficiente para existirem pdlos na origem em T P* nio & satisfei-
ta (Proposigio 4.5). Logo ordem* (T ?*) é igual a ordem (A S), ¢ a declividade da assin-

tota é constante.

Parte 2: quando A # O:

l.a ¢ Lb) quando:  nt+np-N1 < nb+l

nt =z nb

Das condigdes anteriores tem-se que:

np < 1+N1
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e que: ordem(T P*) = na+nt+1

ordem {A S) = na+nb+l

A condicio suficiente para existirem pélos na origem em T P* pndo € satisfei-

ta (Proposigio 4.4 segéo 4.5.4).

Se nt > nb, ordem*(T P*} ¢ malor que ordem{A S). Logo a declividade da

assintota € crescente.

Se nt = nb, ordem* (’I‘ P*) € igual a ordem (A S). Logo a declividade da assin-

tota € constante.

I.c) quando: nt+np-N1 < nb+l

nt < nb
Das eguacdes acima tem~-se gque:

ordem (T P*) = natnb+l

ordem (A S) = natnb+l

A condicio suficiente para existirem poélos na origem em T P* € satisfeita
(Proposigdo 4.4). Logo, a ordem* (T P*) ¢ menor que a ordem(A S), e, a declividade da

assintota € decrescente.

IL.a) quando: nt+np-N1 = nb+l

nt > nb
Das condigbes anteriores tem-se que:
np < 1+N1

e que: ordem (T P*} = na+nt+1

ordcm (A S) = pa+nb+l

A condigio suficiente para existirem pélos na origem em T P* pdo € satisfel
ta (Proposigio 4.4). Logo ordem(T P*) ¢ igual a ordem(A 8), e, a declividade da

assfntota € constante.
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Ifi.a) i} gquando:  nt+np-N1 > nb+l
nt > nb

np = 1+N1

Das equagbes aclma tem-se que:

ordem (T P*} = na+nt+np-N1

ordem (A S) = na+nt+np~N1

A condigio suficiente para existirem pdlos na origem em T P* nio & satisfei-
ta (Proposigio 4.4). Logo ordem*(T P*) & igual a ordem(A S), e a declividade da assin-

tota € constante.

i) quando: nt+np~N1 > nb+l
at > nb

np < 1+N1

Das condigfes anteriores tem-se que:

ordem (T P"‘)

na+nt+1

1§

ordem (A S) na+nt+np~N1

A condigio suficiente para existirem pdlos na origem em T P* pio é satisfei-

ta (Proposi¢do 4.4). Como np < 14#N1, ordem*(T P*} ¢ malor que ordem(A S). Logo a

declividade da assintota € crescente.

HED ¢ Hi.c) guando: nt+np-N1 > nb+l

nt < nb

Destas equagbes tem-se que:

np > 1+N1

e que : ordem(T P*)

ordem (A S)

na+nt+np-Ni

na+nt+np-N1
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A condigio suficiente para existirem pdlos na origem em T P* nio € satisfei~

ta (Proposigao 4.4). Logo ordem*(T P*) ¢ Igual a ordem(A §), ¢ a declividade da assin-
tota € constante.

eqd

Exemplo 5.1:

Nesta simulagdo procura-se exemplificar alguns dos resultados demonstrados
na proposigho 5.1.

Seja 0 modeloc do processo dado por G = q*iB/A , onde:

B = 0.001739 ~ 0.001512q"" - 0.0009802q > + 0.001361q ", nb = 3

>
#

1 - 3.2255q " + 4.0828q " - 2.4343q"° + 0.5769q 1 , na = 4

O GPC € sintonizado com N1 = 1, NY = 8, NU=lex =0, comP=1¢eD=0.

Escolhe-se para valor de T os seguintes polindmios:

TO

(1-0797") =1 -21q" + 14747 - 0343

Ti=(1-0797")% =1- 28" +294q7 - 1372 + 0.240107"

T2

(1 - 0.7q7)%= 1 - 3557 + 4.90q7 - 3430977 + 1.2005q"* - 0.1681q"

Na fig. (5.1) encontram-se valores da curva do limite de estabilidade que
confirmam a proposigio 5.1. Note que para nt = 3 tem-se o caso (l.c} da tab. (5.2).

Para nt = 4 ¢ nt = 5 tem-se, respectivamente, os casos {I.b) e {IL.a) da tab. (5.2),

517



1gt

100

18-t}

3 b S e 0 2E

i

1a-2

in¥

Fig. (5.1) - Curvas do limite de estabilidade para diferentes valores da ordem de T
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Resultados semelhantes s3o obtidos quando se faz A # 0, na sintcala do

controlador apresentada anteriormente. Na fig. {(5.2) encontra-se a curva do limite de

estabilidade para o processo consideradoe quando A

igual 2 (1 - 0.7{;—1)4. Observa-se que guando A

0 e quando A # 0. O polindmio T €

0 a declividade da assintota ¢ cons-

tante (caso Lb da tab. (5.2)), e quando A # O a declividade da assintota € crescente

(caso {.a da tab. (5.

3.
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Fig. (52) - Curvas do limite de estabilidade para variagio de A

4

Portanto, da proposicio 5.1, pode-se concluir que, aumentando-se o valor da

ordem do polindmio T, melhora-se o valor do limite de estabilidade em altas

frequénclas. Apesar de nio haver garantias da mesma melhora em baixas e médias
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frequéncias, pode-se sugerir projetar a ordem do polindmio T conforme segue:

nt = nb + NU {5.5)

Através de (5.5) garante-se que a2 forma da declividade da assintota da curva

de |AL] em altas frequénclas n3o é decrescente.

O polindmio T substitui a estimacio do polindmio C para pardmetiros do

processo, ou seja, estima-se o seguinte modelo:

YO = (B e+ (T /)&, (4.14)

Portanto, o valor da ordem do polindémio T nao deve exceder ao valor da ordem
do polindmio AA, isto é:

nt < na +1 {5.6)

Como as ordens dos polinémios do centrolador {ns e nr), sio funcéo do valor

escolhido para nt, para se obter um controlador mais simples, nt nio deve ser elevado.

Sabe-se que as ordens dos polindémios 5, R ¢ R* (supondo-se¢ na = nb+1) sio:

_ nb+1 - nt+l . nt
ns = méx { npnt-N1 * nr = mix { nbey € T = mix { b (4.43)
A equagdo caracteristica do sistema em malha fechada €:
ALR* + q'BS = Pmf (4.45)

A solugdo para os polindmios S e R* da eq. (4.45) € inica se a eq. (3.22) €
satisfeita, isto é€:

nr* < nb+l > nr* = nb

(3.22)
ns < na+l = nb+2
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Supondo-se, pela eq. (5.5), nt € malor que nb, tem-se que nr* = nt ¢ nr* >
nb. Logo, pelas equagbes (3.22), a solugdo para os polindbmios § ¢ R no GPC, ¢ dunica,

se ns for menor que nb+2. Portanto as ordens de T ¢ P devem satisfazer a:

nb+1 > np+nt-N} (5.7

As equagbes (5.5) a (5.7) sic vm conjunto de diretrizes para a escolha da
ordem dos polindmios T e P, sob o ponto de vista da melhora da robustez do sistema em

maltha fechada. Estas equagbes s#o reescritas a seguir.

nt =z nb + NU
nt < na + 1 (5.8)
nb + 1> np + nt - N1

5.3.3 - A ESCOLHA DAS RAIZES DO POLINOMIO T

A seguir analisa-se a forma da equagio do limite de estabilidade, eq. (5.4),
e discute-se a escolha das raizes do polindmio T para aumentar a robustez no GPC. Esta
andlise fol possivel somente em alguns casos particulares da configuragio dos horizon-
tes do controlador, nos casos em que P* > A, e P* = 1, e também quando projeta-se o

polindmio T pertencente ao Lugar das Rafzes Reciproco.

5.3.3.1 - Limite de Estabilidade quando P*5> A (GPC mean leve})
Através da sintonia descrita na proposigio 4.8 (segdo 4.6.4) tem-se que:
P* > A

logo,
AR+qBS=AT (5.9)

Pela eq. (5.9) tem-se que o polindmio A ¢ fator de (A R} ¢ de (A T), logo,
também € fator de (q-IB §), e o polindmio S pode ser descrito como sendo:
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S=85 A (5.10)

-1 -ns
€ S«»sg+siq +...+smq
O polindbmio S* torna-se o escalar S, quando na = np+nt-NI, pois a ordem de
S, ns, € dada por méx(na,np+nt-N1). Quando ns = na, S* é um escalar. Sabendo-se que o
polindmio A ¢ ménico, este escalar € Sy Mas, se na < npnt-Ni, a ordem de § € malor
que a ordem de A, € S* € um polindbmio. Assim, supondo-se que na = np+nt-Ni, o

polindmio S € dado por:
S=sA (5.11)

O valor do escalar 5 € obtido fazendo-se q = 1 na eq. (5.9). Sabendo-se que
R(1) = 0 (O polindbmio R contém A como fator, ¢ A(l) = 0) tem-se que o escalar s, ¢
dado por:

o = T /50y (5.12)

Através das equagbes (5.10) e (5.12), o limite de estabilidade, quando P* -
A, € dado por:

A= TAS (aPray/e))

= 1 (1/s))T /o {5.13)

AL = B(i)T/(T(l)A)

Neste caso, pode-se explicitar a fungdo do polindmio observador T no limite
de estabilidade do sistema em malha fechada, ¢ com tisso simplificar sua andlise. Da
eq. (5.13), tem-se que projetando-s¢ rafzes mais lentas para T o limite de
estabilidade aumenta. Assim, a escolha apropriada de raizes dominantes do polinémio T
permitem aumentar a robustez do sistema. Porém, as rafzes de T pertencem aos pslos da
fungio de transferéncia entre a perturbagio do sistema ¢ a safda. Se as rafzes de T
forem os pélos dominantes do sistema, sua resposta i perturbagdes degrada-se quando as
rafzes de T tornam-se mals lentas. Portanto ¢ necessério um compromisso entr: estas

duas caracteristicas, alta robustez e rdpida rejeigfio 4 perturbagdes.

Em balxas frequénclas a influéncia do polindmic T € pequena pois |T] = T(1).
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Fazendo-se T = A, o limite de estabilidade € constante e igual ao ganho do

processo, isto é:
| AL | = B(i)/A(l) = G(1) (5.14)

Quando nt=na, e sabendo-se que NU=1, Ni=1, P=1, A=0, {(condigfio para P* » A),
entdc nt=nb+NU, ¢, da tab. 5.2 parte (Lb), tem-se que a declividade da assintota da

curva de |AL| em altas frequéncias ¢ constante.

§.3.3.2 - Limite de Estabilidade quande P*= 1, (GPC dead beat)

Através da sintonia descrita nma propesicio 4.7 (secio 4.6.3), e, fazendo-se
o polindmio V igual a 1, tem-se que:

AR+qBS=T (5.15)

Projeta-se um polinémio T de modo a conter o polinémio A como fator, como a

seguir,
T=T" A (5.16)

onde: T* é um polinémio em q = de ordem nt*

Logo, a eq. (5.15) torna-se:
AR+qBS=T A (517)

A partir da eq. (5.17) pode-se fazer um raciocfnio andlogo ao caso anterior,
Isto €, o GPC mean level. Assim, tem-se que o limite de estabilidade do GPC dead beat,
quando o polindbmic T contém o polindmio A como fator, € igual ac do GPC mean level.
Porém deve-se fazer a ressalva de que nt* deve satisfazer a mwt* = Ni-np. Pois, no
desenvolvimento anterior, quando P* 5 A, supunha~se que na 2z np+nt-N1. Mas, pela

eq. (5.16), tem-se que nt = nt*+na, logo neste caso deve-se supor que nt* s Nl-np.
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5.3.3.3 - Limlite de Estabilidade quando T € LRR

Tem-se que o Lugar das Rafzes Recfproco € o lugar descrito pelas rafzes, com

a variagiio de k de 0 a Infinito, da seguinte equagao:
-1 -1, -1
Alq )AQ) + k(g Blg )B(@) =0 (3.36)
A eq. (3.36) possui ‘2xna’ rafzes, das quals 'na’ estdo dentro do cfrculo

unitdrio.

Seja Lrr(k) o polindmioc em q-I formado pelas 'na’ rafzes estdveis da eq.

(3.36), para determinado ’k’, como a seguir:

-1 ~2 -fa
Lrr(k) = 1 + Irrlq + Irrzq 4 .t Irrnaq

Esta proposta de sintonia para T basela-se em fazer o polindmio observador T
igual a Lrr(k). Assim, a escolha de um valor para T limita-se a especificar um valor
para 'k’ na eq. (3.36). Em seguinda obtém-se Lrr(k)} e faz-se T = Lrr(k).

A ordem do polindmio T assim escolhido € igual a 'na’.

Em sequéncia determina-se a equagio do limite de estabilidade (eq (5.4)),
quando T = Lrr(k), nos valores limites de Lrr(k), que sdo: Lrr(0) e Lrri{w).

i) Quando T = Lrr(0x

Pela eq (3.36) tem-se que quando k = 0, Lrr{0) € igual 2 A. Logo, T = A, ¢ a

equagado caracteristica do sistema torna-se:
AR+qBS=P*A (5.18)

Para que a ordem de S seja 'ma’ supde-se que Nl-np = 0 {Como J4 discutido
anteriormente, quando P* 5 A, e sabendo-se que nt = na). Assim, tem-se que:

S= SGA (5.11)
¢ 8, =P (5.19)
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¢ a equagio do limite de estabilidade, quando T = Lrr{(0), € dada por:

AL

-

P* A Aty /Ba) l

ou

AL {5.20)

(B(i)/l’*{l)) P*/A,

Pelas equagdes (1.3) e (5.3), suvpondo-se D = 1 por simplicidade, pode-se

recscrever a eq. (5.20) como a seguir:

AL (5.21)

Gm(1)G /Gm

Assim, quando s¢ especifica o polindmio observador T pertencente ao LRR (e
k = 0), ou quando especifica-se T = A, a robustez do sistema em malha fechada ¢ funcio
somente de sua largura de faixa, determinada pelos parimetros de projeto. Isto €, a
robustez do sistema aumenta quande a largura de faixa especificada diminui. Intuitiva-
mente, pode-se dizer que quanto mais rdpido desejamos que o sistema se comporte,

melhor devemos conhecé-lo.

Em baixas frequéncias, quando |Gm| » Gm(1) ¢ |G| » G(1), tem-se que:

| AL | = G(1) (5.22)

i) Quando T = Lrr(w):

Pela eq. (3.36) tem-se que quando k = o, Lrr{w) possul as raizes de B mais
(na-nb) raizes na origem. Assim, faz-se T = B / bo , com nt = nb. E a equagio

caracteristica do sistema & dada por:
AR+qBS=pPB b (5.23)
0

O polindbmio R possui a ordem de nr = méx(nt+l,nb+1). Como nt = nb, nr ¢
igual a nb+l. Tem-se que R ¢ descrito por:
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R = AR (4.42)

Pelas equagbes (4.42) ¢ (5.23), e sabendo-se que o polindmio R ¢ mobnico,
tem-se que R* € igual B , €
/b,

Ab + boqmls = P*
ou
$ =q(P* - Ab) (5.24)
0

Substituindo-se a eq. (5.24) na eq. (5.4) obtém-se:

AL

l P* B/b

Aq( P -Ab) 4

como G = q'lB YN obtém-se:

ML= G angpe

AL | = | G/ [1- (aa/P*) (K B B)] l

ou, pela eq. (5.3), ¢ supondo-se por simplicidade que D = 1, tem-se que o limite de
estabilidade, quando T = Lrr(w), ¢ dado por:

AL

G/ [1 - (6m /) (a /K)] I (5.25)

Em baixas frequéncias, quando |A| = 0 ¢ |G| = G(1), tem-se que:

| &L | = GQ) (5.26)
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fi1) Quando T = Lrrk) e 0 < k < w:

A segulr tem-s¢ um exemplo do comportamento curva do limite de estabilidade

guando varia-se 'k’ de 0 a », ¢ T = Lrr(k).

Exemplo 5.2

Seja o modelo do processo dado por G = q'lB A onde:

w
H

0.001739 - 0.001512¢"" - 0.0009802q> + 0.001361q">

1 - 32255q" + 4.0828q% - 2.4343q" + 0.5769q "

P
i

¢ o GPC sintonizado com N1 = 1, NY = 8§ NU =1, P=1 ¢ D = 1. Sio atribuidos a T os
seguintes valores do LRR em fungic de k:

k=0 :TO=1-3225q" +4.0828q " - 2.4343q" + 0.5769q"*

k=75:T1 =1

It
§

3.0358q"" + 3.6711q7% - 2.0058¢ + 0.47579"*

k=10":T2=1-27723¢" + 31103 - 1.6457q + 0.3553¢""

e
]

10° : T3 = 1 - 1.7044q"" + 0.9510q"> - 0.1075q"> + 0.0656q *
99

e
i
S
e
E-S
il
[y
3

0.8697q” - 0.5637q ° - 0.7825q

As curvas do limite de estabilidade, eq. (5.4), para os valores de T ante-

riormente descritos, encontram-se na fig. {5.3).
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Fig. (5.3) - Curvas do limite de estabilidade para valores de k iguais a: 0 s k = o
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A partir de resultados de simulagio (exemplo 5.2) nota-se que, para valores
intermedidrios de 'k’, ou seja, quando 0 < k < w, a curva do limite de estabilidade
posiciona-se entre os valores extremos, e, que em baixas frequéncias seus valores
pouco variam com a variacko de 'k’ {ver eg. (5.22) e eq. (5.26)). Nota-se também que
os valores do limite de estabilidade diminuem quando 'k’ varia de 0 para infinito, ou

seja, a nivel do critério quadritico do LRR, reescrito a seguir,

J=) (v - wo )+ (vk ) (uw)?

™1s

|
(=

t

tem-se que, quando a ponderagio no sinal de controle diminui, o limite de estabilidade

diminui.

Quande T € LRR, tem-se que nt € ignal a na ou nb+l, ¢, se A = 0 e NU = 1, a
declividade da assintota da curva [AL1 em altas frequéncias € constante, ver tab.
{5.2) parte (Lb), (ILb) ou (ILb). Logo, com a variagioc de 'k’ de o para O,
aumenta~se o valor do patamar da curva de |[AL| em altas frequéncias (fig. (5.3))
methorando a robustez do sistema nesta regifo. Na fig. {(5.3) observa-se que, quando
'k’ tende para infinito, a declividade da assintota da curva de |AL| € decrescente.
Isto ocorre devido a que, neste caso T » B, ¢ nt » nb, satisfazendo a parte (i.c) da
tab. (5.2).

Com a escolha de T pertencente ao LRR , a sintonla do controlador nio &
determinada a priori, fato que traz mais liberdade para o projeto. Como as raizes do
filtro T também s@o os pdlos de malha fechada, tem-se que gquando T € LRR, parte dos
pélos de malha fechada, os pdlos do observador, pertencerdo ac LRR, estando assim de
acordo com o método de especificagio descrito na segio 3.4.2. O restante dos pdlos de

malha fechada, raizes de P*, podem ser determinados pelos parfmetros de prosto do
GPC.

5.3.4 - EXEMPLO

A seguir ilustra-se o desempenho do método para selegdo do polindmio

observador T, onde a variagio do polindmio T aumenta a robustez do sistema frente a

dindmicas nfio modeladas. Simula-s¢ a utilizagfio do GPC em um processo (Gr(s)) como a
seguir:
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2
Grls) = [ 1007 % + 1405 + 1007 ) )[ 03/(s+0.5)s ]

O modelo G(q'l) utilizado para a previsdo da safda nc controlador € uma
versdo simplificada de Gr(s), com perfodo de amostragem de 0.01 segs., e ¢é descrito a
seguir:
Gls) = [o.s /(s +0.05 )S) ou: B = 0.000025 + 0.000025q" nb=1

H

A=1-1995" + 09995¢%  na=2

O GPC € sintonizado com Ni=1, NY=8, NU=l, P=1 e¢ D=1. Sio simulados dois
casos: ¢ primeiro com T=1, para fins de comparagiio, ¢ o segundo com o polindémo T
selecionado de acordo como os métodos citados nas segdes 5.3.2 e 5.3.3. Para a ordem
de T escolhe-se o valor nt=2, pois: satisfaz 2 eq. €55), ¢ a curva do limite de
estabilidade € constante (ver tab. (5.2), para A=0 e nt-NU=nb ou 2-1=1), e, satisfaz
as egs. (5.6) e (5.7). Para a escolha das raizes do polinébmio T, faz-se T pertencer ao
LRR do processo G(q '), como a seguir:

T = Lrr(10000) = 1 - 1.9001q"" + 0.9048q"

Pela fig. (5.4) nota-se que a mudanga do filtro T aumentou-se ¢ limite de
estabilidade nas frequéncias mais altas. Também na fig. (5.4) encontra-se a resposta
em frequéncia da dinimica nic modelada Aa (AA = G(q_l) - Gr(qw}“)) para ¢ caso
simulado. A resposta de Aa uitrapa'ssa o limite de estabilidade quando T = 1, pas nido

ultrapassa o limite quando T = Lrr(10000).

189 - I
S
il T -
\"m
1678 b e §
: e RN o 1 < Lo10000)
S e Lo -
mamica delta e
% 107*L  nap wodelada ﬂ\‘ﬁh Wizl .
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l’-? " 4 Lol " irmeerdd denbandd 4 "
1p¢ 18t 182 18

frequemia
Fig. 5.4 - Influéncla do filtro T na estabilidade do sistema

5.28



A seguir simula-se¢ a utilizagio do GPC, no processo Gr, sintonizado com T = 1 e
com T = Lrr{10000). Na fig. (5.5) encontra-sc a resposta do sistema em malha fechada a

uma entrada em degrau, para os dois casos.

2

2.5} :
:
: :

5 is %5 . ] 25 38 35
ftearacons
Fig. 5.5 - Safda do sistema

Nota-se, pela fig. (5.4), que a variagio da ordem e das rafzes do pﬂ;in.{’smio
T, utilizando as diretrizes descritas nas segﬁes. 532 e 5.3.3, aumentou a robustez do
sistema frente as dindmicas n3o modeladas do processo real. Esta melhora foi
comprovada nos resultados de simulagio (fig. (5.5)). Nota-se também que esta 2scolha
do polindmio observador T resultou na melhora da robustez do sistema sem restrangir a

escolha dos horizontes do controlador.
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CAPITULO 6

ANALISE DA INFLUENCIA DOS PARAMETROS DE PROJETO
DO GPC
E DESEMPENHO PARA O CONTROLE

DE UM SISTEMA FLEXIVEL



6.1 - INTRODUGCAO

O critério minimizado para se obter o algoritmo de controle GPC ¢ dado pela
eq. (4.1) reescrita a seguir:

NY 3 NU 2
J = Z [p Y+ - D w(t+j)} + Z a{Aumj—-n] (4.1)
j=N1 p=1

Os horizontes NI, NY e NU, a constante A, ¢ os filtros de projeto ¥ ¢ D,
proporcionam flexibilidade de projeto do sistema em malha fechada, para satisfazer as
especificagées do usudrio. Porém, como ji foi discutide no capitulo 4, ¢ tarefa
complexa obter os pdlos do sistema em malha fechada & priori em fungao dos parfmetros
de projeto (excegdo feita aos casos descritos na  secdo 4.6). Assim, {crna-se

necessdria uma estratégia pratica para a seleglo destes parametros de projeto.

Devido a experiéncia prdtica e simulagbes, mna literatura [Clarke87]
[MohtadiB6a] considera-se como escolha inicial para os pardmetros do GPC os sgguintes

valores:

Nl=1 NY =10, NU =1

O Horizonte Final NY € usualmente escolhido de forma a ser maior que o tempo

de subida do processo [LambertM87] [Mohtadi86al. Para a matoria dos PrOCessos
estdvels, a dinimica em malha fechada torna-se mals rdpida com a diminuigio do
horizonte NY [Samaan90]. Para processos instdveis, altos valores de NY podem -uvar o
sistema em malha fechada 2 instabilidade (uma vez que, pela proposigdo 4.2 segdo

4.6.4, os pSlos de malha fechada tendem aos de malha aberta com o aumento de NY)

O Horizonte Inicial N1 é usualmente escolhido como sendo pele menos m:ior ou
igual ao atraso conhecldo do processo, a fim de evitar cdlculos  surrfulos

{LambertM87]. O avmento de N1 diminui o esforgo computacional do algoritmo.

O Horizonte de Controle NU, quando A € igual a zero e o valor ¢: N1 ¢

R i i ——————————  ——

elevado, influi diretamente no nimero de pdlos na origem do sistema compensado

(Proposicio 4.5 seglo 4.5.4.2). Com altos valores de NU obtém-se sinais de controle
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nais atlvos, e também, o aumento de NU aumenta o esfogo computacional para o cilculo
ie u{t). Assim, o valor de NU deve ser o menor possfvel, que permita ao sistema um
jesempenho satisfatério. Com a diminuigio da relagio NY-NU, os pdlos de malha schada .
rendem para os pdlos de filtro P.

A introducdo da constante A diminui os niveis do simal de controle ¢ aumenta
a sobreelevagio da safda do sistema. Isto € devido a que, com valores difereries de
zero para A, o sinal de controle passa a ter seus valores ponderados na funioc de .
custo. Sua introducio também melhora o condicionamento dos cdlculos de u(t), pois, no
caso adapiativo, podem existir linhas nulas na matriz H'H, o que a torna ndo singular,
logo n#o inversivel. Um valor nio nulo para A permite a inversio desta matriz (ver .
eq. (4.38) ¢ eq. (4.40)).

ey

O filtro de projete P € usualmente utilizado para diminuir a sobreelevagio

da safda do sistema compensado. Isto acontece para valores de NU pequenos comparados a
NY. Quando NU aumentz tendendo a NY, os pdlos de malha fechada tendem para o valor de
P (Proposigio 4.6 seqdo 46.2), e assim, o filtro P torna-se, juntamente com ¢ filtro

D, a especificagio do sistema em malha fechada.

O filtro de projeto D especifica os zeros em malha fechada e € projetado tal

que D(1) seja igual a P(1), a fim de evitar erros de regime para entrada em degrau.

Em [Nazzetta9ll encontra-se um estudo da variagio dos paramectros do GPC ¢

desenvolve-se uma base de regras para sua escolha.

Nas secbes 6.2 a 6.6 tem-se um estudo da variagio dos pardmetros de sintonia
do GPC e seus efeitos no desempenho do controle de posigio de uma junta isolada de um
robé (Capitulo 2 eq. (2.1) eq. (2.2) com valores numcricos pela eq. (2.5)), cujo mode-

lo discreto, com perfodo de amostragem de 0.01 segs., € descrito a seguir:
i) Funcao de transferéncia entre a posi¢do do motor € a tensio de entrada:

e = num( ) -1
mv 97 /den(q™)

num(q™!) = q 117393 - 1.5128q '~ 0.9804q"% + 1.3610q>).107°

den(q™!) = 1 - 32255 '+ 4.0828q - 2.4343q >+ 0.5769q "

zeros = 0.8629 + j0.4114 pélos = 0.7049 t j0.4587
-0.8561 0.8514
1




ii) Funcdo de transferéncia entre a posicio da carga ¢ a tensdo:

— “1 -
91/\’ = num(q )/dcn(q h

num(g” )= q 1(0.3316 + 1.6835q '+ 0.4866q >~ 0.07300q ).107°

den(q V)= 1 - 3.2255¢" '+ 4.0828q %~ 2.4343q >+ 0.5769q "

zeros = 01085 pdlos = 0.7049 % j0.4587
~(.4265 (.8514
-4.7591 1

Na se¢io 6.7 encontra-se um exemplo da influéncia da escolha do periodo de
amostragem nos valores dos horizontes. Uma comparagic de desempenho entre o GPC com ¢
sem referéncia pré-especificada (Capftulo 4), o Controlador por Alocagio de Pdlos
(Capitulo 3), e o Controlador Proporcional de Velocidade e Posigio (Capitulo 2} no

controle de posigio de uma junta flexfvel de robd encontra-se na segdo 6.8.
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6.2 - ANALISE DA INFLUENCIA DO HORIZONTE DE NY

O GPC ¢ sintonlzado com: N1 = 1, NU =1, A =0, P=1, D=1¢e¢ T = 1. Sio
feitas simulagbes com os valores de NY iguais a 6, 8 ¢ 10. As fig. (6.1), fig. (6.2) e
fig. (6.3) mostram o comportamento do sistema {(saida do motor, safda da carga e sinal

de controle, respectivamente) para uma entrada em degrau ¢ diferentes valores de NY.
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Fig. (6.1) ~ Posigdo do motor para NY igual a 6, 8 ¢ 10
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Fig. (6.2) ~ Posigio da carga para NY igual a 6, 8 e 10
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Fig. (6.3) - Sinal de controle para NY igual a 6, 8 ¢ 10

Dos resultados anteriores pode-se observar que:

a) A safda torna-se mais lenta com o aumento de NY, apesar de ser malis ante-

cipativa.
b) Ocorre uma diminuicio da sobreelevagio com o aumento de NY.

¢) O nivel do sinal de controle diminui com o aumento de NY.

Pelas fig. (6.4) e tab. {(6.1) observa-se ¢ comportamento dos pdélos em malha
fechada quando o valor de NY aumenta. Na segunda metade da tab. (6.1) estdo cs pélos
em malha fechada representados pela sua frequéncia natural e amortecimento na ferma do
sistema contfnuo (perfodo de amostragem igual a 0.01 seg.). Nota-se que, para o par de
pélos dominante, a frequéncia natural diminuiuw e o fator de amoriecimento aumerta com
o aumento de NY. Verifica-se que o aumento de NY faz os pélos de malha ‘echada

tenderem para os pélos de malha aberta (proposigio 4.8, segio 4.6.4).
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NY 6 8 10
1°"par | 0.7422 # J0.4323 | 0.7201 % J0.4569 | 0.7091 £ j0.4611 |
2° par | 0.7247 % j0.2129 | 0.7749 % j0.1551 | 0.8033 * jO.1188
Wwn < Wn G Wn ¢
1° par | 54.89 | 0.28 58.74 | 0.27 60.04 | 0.28 |
2°" par 40 .05 | 0.70 30.73 | 0.77 25.48 1 0.82 |

Tabela 6.1 - pdlos do sistema em

amortecimento

foat Leoue p/ 68O

Hit &
we: 4 -> 19
T

i OF g
"= am 3B
g b

1.5

malha fechada - valor, frequéncia natural ¢

1

1&‘\%& ,&,#

Fig. (6.4) - Lugar das Raizes para o GPC - variagio de NY

Tem-se que o controle Au(t) aplicado ao sistema € descrito pela eq. (4.40),

reescrita a seguir, € o vetor M pondera o erro entre a safda livre prevista ¢ a refe-

réncia.

onde:

Au(t) =

=
1

=
|

j=N1

M(w

fd

- lep)

- [ Mt Mnia

NY
K= z m](4.41)

UL (HTe )T

o My ] 1x(NY-N1+1)

(4.40)

(4.38)

Pode-se verificar, pela tab. (6.2}, que o valor de NY afeta directamente a

quantidade ¢ o valor dos elementos do vetor M. Como o valor de K dimipui com o ¢.mento

de NY, para um mesmo erro previsto, o sinal de controle calculado € menor se NY aumen-
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ta, tornando o sistema mals lento.

NY Matriz M K
6 1.04 3.49 6.56 9 .81 13.11 16.55 50, 56
8 0.39 1.29 2.43 3.63 4.85 6.13 7.52 9.11 35.35
10 0.17 0.57 1.06 1.59 212 2.68 25.84
3.29 3.98 4.77 5.64

Tabela 6.2 - Matriz M x NY

Observando-se o polindbmio R do controlador em cada simulacio, nota-se que

existiram p6los Instdveis no controlador em todas as simulagdes feitas nessa segéo,

porém o sistema em malha fechada n%o apresentou instabilidade. O aumento de NY ndo

estabilizou o controlador.
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6.3 - ANALISE DA INFLUENCIA DO HORIZONTE DE N1

O GPC € sintonizado com: NY = 8 NU =1, A =0, P=1, D=1eT=1 Sic
feitas simulagdes para os valores de NI iguais a 1, 4 ¢ 8. As fig. (6.5), fig. (6.6) ¢
fig. (6.7) mostram o comportamento do sistema (saida do motor, safda da carga < sinal

de controle, respectivamente) para uma entrada em degrav ¢ diferentes valores de Ni.
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Fig. (6.5) - Posi¢Zo do motor para NI igual a 1, 4 ¢ 8
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Fig. (6.6} - Posigio da carga para Ni igoal a 1, 4 ¢ 8
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Fig. (6.7) - Sinal de controle para N1 igual a 1, 4 ¢ 8

Dos resultados anteriores pode-se observar que:

a) H4 uma pequena modificacio no sistema quando N1 varia no sea dominio,

isto €, de 1 a 8. O tempo de subida praticamente ndo varia.
b) Ocorre uma pequena diminuigio da sobreelevagio com o aumento de N1

¢) O nivel méaximo do sinal de controle aumenta com o aumento de NI,

Através do lugar das rafzes em fungdo de NI, fig. (6.8}, pode-se verificar

que os pélos em malha fechada sofrem pequena alteragdo quando NI varia em seu dominio,
isto €, de 1 a 8.
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Fig. {(6.8) — Lugar da Rafzes para o GPC - variagdo de Ni

Os polinémios R, S e a equagio caracterfstica do sistema em malha fechada

também n#o apresentaram variagdo significativa.

Intuitivamente tem-se que o aumento de N1 aumenta a capacidude de
antecipagio do sistema, pois $6 sio considerados pelo algoritmo os 'valores mais a
frente da referéncia, que sdo os que se alteram primeiro. Esta caracteristica ¢
observada no filtro de referéncia Fc. Quando N1 aumenta, diminui & ordem do filtro Fc
(eq. (4.42)) e aumenta o valor de seus eclementos, causando uwm aumento nos valores
iniciais da referéncia filtrada (wff(.)). Porém, nas simulagbes feitas, esta variagdo

foi pequena para causar mudanga significativa no comportamento em malha feciada do

sistema.

A influéncia de N1 nfio deve ser considerada isoladamente. Dependeido da
escolha dos outros parimetros, o valor de N1 altera o nimero de pdélos na origem do
sistema  (Proposigdo 4.5 secdo 4.54.2). Produz-se assim, wuma alteragdc mals

significativa no sistema do que a constatada nas fig. (6.5} ¢ fig. (6.7).
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6.4 - ANALISE

O GPC ¢ sintonizado com: N1 = i, NY = 8§, A =0, P=1, D=1¢ T =

DA INFLUENCIA DO HORIZONTE DE NU

feitas simulagdbes com os valores de NU igwais a 1, 4, 5 e 8. As fig.

(6.9),

1. Sio

fig.

(6.10) e fig. (6.11) mostram o comportamento do sistema (safda do motor, s:zfda da

carga e sinal de controle, respectivamente) para uma entrada em degrau e diferentes

valores de NU,

wimal

winal

i ; i i ; i
Y- ] 25 » k . a8 % 5%

iteracoos

Fig. (6.9) - Posigdo do motor para NU igual a 1, 4, 5 e 8

fteraconn

Fig. (6.10) - Posigdo da carga para NU igual a 1, 4, 5¢ 8
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Fig. (6.11) - Sinal de conirole para NU igual a 1, 4, 5e 8

Dos resultados anteriores pode-se observar que:
a} O nivel do sinal de controle aumenta guando o valor de NU cresce.

b) Para o motor, o sistema torna-s¢ mais rdpido com o aumento de NJ (sem

penalizar a sobreclevagio, quando NU € maior que na+1).

Pode-se verificar dois comportamentos distintos quando ocorre variz do de
NU. Para NU entre 1 a na ¢ quando NU varia de na+tl a NY. Este fato estd ilust:ado no
lugar das rafzes das fig. (6.12) e fig. (6.13). Quando NU varia de 1 a na, o sistema
torna~s¢ mais rdpido porém com elevada sobreclevagio. J4 quando NU varia de na+l a NY
o sistema torna-se mais rdpldo sem penalizar a sobreelevagio, e a -quacho
caracterfstica vai ficando préxima dos zeros de malha fechada. Quando NU ¢ igus. a NY
os pdlos de malha fechada sio os zeros de malha fechada mais ¢ polindmio P fque ¢

igual a 1), e o seguimento da referéncia ¢ perfeito.

Equacdo caracteristica em malha fechada quando NU = NY:

Pmf = 1 - 0.8697q" - 0.5637q> + 0.7825q"

Pélos: 0.8629 * j0.4114
-0.8562
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Fig. (6.12) - Lugar das raizes

Fig. (6.13) - Lugar das raizes para GPC - variagdo de NU entre na+l e NY
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Este comportamento pode ser explicado utilizando-se da proposigio 4.3 (segdo

4.5.4.1), pois sabe-se que quando A € igual a 0, o fator P* da equagio caracteristica

do sistema em malha fechada & dado por:

na+1-NU

na+ i~k

NY

o) 40wl )

k=1

f=NU

I

=N1

mheoa

np+ab+1-N1

-k - -k
Bt o2 1) Pewman)e

k=1

NY-~i

n=N1-1
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Quando NU varia de 1 a na, exlstem elementos da 2% parcela na eq. (4.72) que
participam do resultado final de P*. Quando NU varia de natl até NY somente el mentos

da 1% e 3% parcelas participam da soma total, acarretando uma modificacio de comporta-

mento do sistema.

Os movimentos rédpidos da safda do motor causaram excessivas oscllagbes na
safda da carga, devido & existéncia de flexibilidade na junta do robd.

Para valores de NU entre 1 e na existem pélos instavels no controlador, 4
para valores de NU entre natl, os pdlos do controlador s&c estdveis (tab. {6.3)).

Quando NU € igual a NY as rafzes de R* sfo os zeros de malha aberta.

Pl .

de R* NU=1 NU=4 NU=5 NU=8
12 2.2604 1.3823 | 0.8037 * j0.5062 | 0.8629 * ;0.4114
28 1.2971 0.5509
32 -0.8182 | -0.8481 -0, 8515 ~0 . 8562

Tabela (6.3) - Raifzes do controlador
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6.5 - ANALISE DA INFLUENCIA DE A

O GPC € sintonizado com: N1 = 1, NY = 6, NU=1, P=1, D=1e T= 1. Sio
feitas simulagbes com os valores de A iguais a 0, 0.001, 0.003, 0.005. As fig. (6.14),
fig. (6.15) e fig. (6.16) mostram o comportamento do sistema (safda do motor, saida da

carga e sinal de controle, respectivamente) para uma entrada em degrau e diferentes

valores de A.

1.8 -

winal

R R S
& S i8 15 2B 25 3IW w48 & S8

itevncone

Fig. (6.14) - Posigido do motor para A igual a 0, 0.001, 0.003 e 0.005
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Fig. (6.15) - Posigdo da carga para A igual a 0, 0.001, 0.003 e 0.005
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Fig. (6.16) - Sinal de controle para A igual a 0, 0.001, 0.003 e 0.005

Dos resultados anteriores pode-se observar que:

a) Ocorre um aumento da sobreelevagio do sistema com aumento de A.

b} O nfvel de controle diminue com aumento de A.

Pelo lugar das rafzes da fig. (6.17) nota-se que os pélos em malha fechada

do sistema variam pouco com o aumento, até um certo limite, de A. Somente um pclo real

move-s¢ da origem em diregio ao ponto 1+j0. Apds este limite (que nas siinulagdes
feitas € da ordem de A =

0.001) ocorre uma grande variagdo nos pélos do sistera (tab.

(6.4)) com o aumento de A. Quando A tende a infinito, observa-se que os pélos d: malha

fechada tendem para os pdlos de malha aberta mais um pélo real em 1" [Mcintoshd9l, ou

seja :

Quando A + o , Pmf + A( 1q" )

Iambda 0 0.001 0.005
12 par 0.7422 * j0.4323 0.7256 + }0.3880 0.9073 £ j0.2810
2¢ par 0.7247 % j0.2129 | 0.7315 * j0.3147 0.6912 = j0.4497
3¢ o 0.5031 0.7048

Tabela 6.4 - Pélos do sistema em malha fechada em fungio do valor de lambda
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Fig. (6.17) - Lugar das rafzes para o GPC - variagio de A

Este comportamento pode ser explicado pela influéncia de A no cdlculo do

vetor M, reescrito a seguir:
M=U[ (HH+a)"H ] (4.38)

Para os horizontes Nl=1, NY=6 e¢ NU=1, o valor do produto H'H € gual a
0.0017. Assim pode-se ter uma idéia da magnitude do valor de A qgue vai, (¢ nio,
influenciar o comportamento do sistema em malha fechada. Este valor pole ser

aproximado pela seguinte equacao:

p| trago( H'H ) ]//NU (6.1

onde p € uma constante tal que 0.5 = p = 1.

O aumento do valor de A aumenta a estabilidade do conmtrolador, como pode ser

observado pelas rafzes do polindémio R* na tab. (6.4).

Pél.

de R* A=0 A=0.001 A=0.005

in 2.1190 | 1.1610 = jO0.5624 | 0.6273 % j0.6122
28 1.1814

3z -0.8156 -0.7675 -0.63522

Tabela (6.4) ~ Rafzes do controlador
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8.6 - ANALISE DA INFLUENCIA DO FILTRO P(le)

O GPC ¢ sintonizado com: N1 = 1, NY =6, NU=1, A= 0, D

if

1eT=1 83
fettas simulagbes para os seguintes valores para o filtro P: P = 1, P = 2 - i‘q“l (raiz
em q = 0.5, P = 4 - 3¢ (raiz em q = 075). As fig. (6.18), fig. (6.19) e fig,
(6.20) mostram o comportamento do sistema (safda do motor, saida da carga e sinal de

controle, respectivamente) para uma entrada em degrau e diferentes valores para P.

- i
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» 48 L 8
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Fig. (6.18) — Posigao do motor para diversos valores de P
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Fig. (6.19) - Posigéo da carga para diversos valores de P
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Fig. (6.20) ~ Sinal de controle para diversos valores de P

Dos resultados anteriores pode-se observar que:

a) Ocorre uma diminuigdo da sobreeclevagio qﬁando o mddule dos pdlos de P

aumentam.
b) O sistema torna-se mals lento quando o mddulo dos pélos de P aumentam.

¢) Ocorre uma diminui¢do do sinal de controle quando o mddulo dos pélos de P

aumentam.

Pela tab. (6.6) observa-se o comportamento dos poélos em malha fechada em
fungio dos pdélos de P. A segunda metade da tab. (6.6) apresenta os pdlos em malha
fechada descritos pela sua frequéncia natural e amortecimento (frequéncia de
amostragem igual a 0.01 seg.). Note-se que o aumento mddulo do pdlo de P, aumenta o

fator de amortecimento e diminui a freq. natural dos pdlos dominantes.

P6l. P 0 0.5 0.75

1°"par | 0.7422 + jO.4323 | 0.7426 % j0.4494 | 0.7500 + jO.4633

2°'par | 0.7247 % j0.2129 | 0.7427 + j0.1652 | 0.7572 * j0.0784
Wn Y Wn e Wn g

1% par 54.89 | 0.28 56.23 | 0.25 56.75 | 0.22

2% par | 40.05 | 0.70 35.02 | 0.78 29.17 | 0.94

Tabela 6.6 - pélos do sistema em malha fechada - valor, frequéncia natural e

amortecimento em fungio dos pélos de P

6.19



6.7 - ANALISE DA INFLUENCIA DO PERIODO DE AMOSTRAGEM

O GPC ¢ sintonizado com: N1 =1, NY = § NU =1, A =0, P=1, D =1c¢e
T = 1. Sao feitas simulagbes com o modelo contfinuo de uma Junta flexivel de um robd
{Capftulo 2, eq. (2.1) e eq. (2.2) com valores numéricos dados por 2.5) com periodo de
amostragcrﬁ de 0.005 seg., 0.01 seg. e 0.02 seg..

Na tab. (6.7) tem-se¢ os resultados de desempenho da simulagdo da atwagdo do
GPC em um modelo amostrado de trés maneiras diferentes. As simulagdes foram denomina-
das de S1, 8§82 e S83.

periodo de amostagem 0.005(81)| 0.01(S2)] 0.02(83)] 0.01(84)
tp. de subida 0.05 0.06 0.10 0.11
motor tp. de acomod. 0.20 0.12 0.20 06.20
sobreecleva ¢ do 7.47 2.43 0.0z g
tp. de subida 0.03 0.04 0.10 0.10
carga tp. de acomod. 0.35 0.08 0.18 .19
sobreelevagio 41.67 2.17 0.02 0
nivel de cont. médx 46 .1 17.2 6.2 6.2
min ~18.3 -2.0 0 0

Tabela 6.7 - Resultados de desempenho do GPC

Dos resultados anteriores pode-se observar que:
a) A saida tornou-se mals lenta com o aumento do periodo de amostragem.

b) Ocorreu uma diminuicio da sobreelevagdo com o aumento do perfodo de amos-

tragem.

¢) O nivel do sinal de controle diminuiu com o aumento do perfodo de amos—

{ragem.

Nota-se que as observagdes feitas quando aumenta-se o periodo de amostragem
sio as mesmas de quando o valor de NY aumenta. Isto € devido ao fato de que, em
relagdo ao tempo real, o awmento do periodo de amostragem, para um NY constante,
aumenta o horizonte de previsio em segundos. Isto ¢, Em S1 (NY-N1) igual a 7 equivale

a 0.035 seg. e, em 53, (NY-N1) igual a 7 equivale a 0.14 seg. Portanto o horizontc de

previsio, em segundos, aumentou, o que equivale a aumentar NY com o periodo de

amostragem constante.
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De outra forma, pode-se sintonizar ¢ GPC com: N1 = 2, NY = 16, NU = 1, A =
0, P=1,D=1¢eT =

desempenho desta simulagio encontram-se na tab. (6.7) com o nome de simulagio 54.

1. E, o perfodo de amostragem € 0.01 seg.. Os resultados de

Nota-se que os horizontes de previsio inicial e¢ final do caso de simulagio 54 sio o
dobro dos horizontes do caso de simulagio S3, e o periodo de amostragem ¢ a metade. O
objetivo fol obter os mesmos horizontes, em segundos, para as simulages 53 ¢ 84. O
horizonte de controle nfio foi alterado a fim de manter a caracteristica de ter somente
um incremento de sinal de controle disponivel mnos cédlculos. Esta caracterfstica ¢ mals

singnificativa que as diferengas nos tempos do horizonte de controle.

Pela tab. (6.7) nota-se que os resuitados de desempenho entre S3 e S4 sao
iguals. Na tab. (6.8) tem-se os pdlos de malha fechada das simulgbes S3 e 84. Na se-
gunda metade desta tabela os pdélos estdo representados pela swa frequencia natural e
amortecimento, forma que permite a sua comparagdo. Nota-se que os pdlos em malha fe~

chada s@o os mesmos, o que explica o mesmo comportamento,

caso de sim. &3 54
19 par 0.2871 % j0.6460 | 0.7051 + j0.4582
292 par 0.7126 = j0.0909 0.8466 £ jO.0498
Wn G Wn C
12 par 60 .18 .29 60 .18 0.26
2¢ par 17.71 0.93 17 .50 0.94

Tabela (6.8) ~ pdlos do sistema em malha fechada - wvalor,

amortecimento

Entre os casos de simulagio S1, $2 e S3, os polos

uma regifo de

instabilidade (S1 e §2) para uma regido de

frequéncia natural e

do controlador safram de
estabilidade (83).

Porém,

contrariando as igualdades apresentadas entre as simulagbes 83 & 84, os pdlos alocados

para o controlador na simulagio S4 foram instdveis (tab. (6.9)).

rafzes de R*

S3
54

0.3564
1.6114

*
*

j0.9308
j0.6639

~-0.6563
-(.8147

Tabela (6.9) - pdlos do

controlador das sim. 83
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6.8 - CoMmpAaRACAO DE DEsSeMPENHO ENTRE GPC, CAP e CPVP

A seguir faz-se um estudo comparativo do desempenho do controlador GPC {com
e sem referéncia pré-especificada), do controlador por Alocagio de P6los - CAP
{Capftulo 3) e do Controlador Proporcional de Velocidade e Posigio ~ CPVP ({(Capitulo
2), quando utillzados no controle de posigio de uma junta isclada de robd, descrita no
Capitulo 2. '

Como base para a sintonia dos controladores, utiliza-se aqui as seguintes

restrigbes de projeto para o sistema.
i} O nfvel de controle deve se manter entre * 100 unidades.

1i) A sobreelevacio da safda deve ser menor que 5%, para uma entrada em

degrau.

A vpartir destas condigdes procura-se¢ a sintonia dos controladores tal que o
sistema apresenta o menor tempo de subida. No GPC o ajuste € feito pela variagio dos
horizontes e filtros baseada no conhecimento adquirido nas segdes 62 a 6.7. No

controle por Alocagio de Pdlos o ajuste € feito com o auxilio do LRR (segdo 3.4).

Assim sendo, utiliza-se para o GPC os seguintes pardmetros de projeto:

Ni=1, NY=8, NU=l ¢ A=0,
P=1, D=1

TeLrr(10%)= 1 - 2.3157q7" + 2.1527q"> - 0.9205q + 0.1951q "

O polinomio T foi escolhido de acorde com os diretrizes da segdo 5.3. Isto

é, a ordem de T satisfaz s egs. (5.5), (5.6) e {5.7), e suas raizes pertencem ao LRR.

Para o Controlador por Alocagio de Pdlos o8 parimetros de projeto séo:

Am = Lrr(1250) = 1 - 2.9984q7" + 3.5913q™> - 2.0312q " + 0.4573q "

nio hé cancelamento de zeros de malha aberta

Ao = Lrr(10%) =1 - 23157¢" - 2.1527q"% - 0.9205¢" + 0.1951q"*

Para o CPVP os ganhos utilizados para o controlador sio:
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Kp=29 e Ki=1

A seguir, nas fig. (6.20), fig. (6.21) e fig. (6.22), encontram-se as res-

postas dos trés sistemas a uma entrada em degran.

1.2 ' ; . ;
Referencia : : ,
F GPWMW&,.._E ]
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Fig. (6.21) - Posigdo do motor para o GPC (com/sem referéncia pré-especificada),
CAFP e CPVP
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Fig. {6.22) - Posiclio da carga para o GPC (com/sem referéncia pré-especificada),
CAP ¢ CPVP
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Fig. (6.23) - Sinal de controle para o GPC {com/sem referéncia pré-especificada),
CAP ¢ CPVP

Dos resultados acima pode-se observar que:

a) O GPC com referéncia pré-especificada apresenta melhor desempenho.

b) O desempenho dos outros métodos de controle, incluso o GPC sem referéncia

pré-especificada, € semelhante,

Portanto, nota-s¢ que a inclusio de referéncia pré-especificada no GPC ¢ o

fator determinante para a sew melhor desempenho.

O cédlculo do limite de estabilidade para o GPC e para o CAP, nas sintonias
anteriormente descritas, mostra que estes algoritmos de controle possuem a mesma Fro-
bustez quando em presenga de dindmicas nfo modeladas. Porém, se implementados adapta-
tivamente, o CAP torna-se instivel se as ordens do modelo estimada sio sobre- parame-

trizadas, fato que nio ocorre com o GPC [Clarke87].

O GPC € limitado em sua possibilidade de sintonia pela flexibilidade
existente entre o motor ¢ a carga. Isto é, se o movimento do motor ¢ muito rdpido, a
carga apresenta excessiva oscilagio (veja figs. (6.9) e (6.10)). Isto nido ocorre para
o CAP ¢ o CPVP. Ou seja, se o pardmetro de comparagio fosse somente a posicio do

motor, o GPC teria um desempenho melhor, € o CAP e o CPVP nio.

Pode-se concluir que o GPC possue a melhor performance entre os controlado-

res pois:
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o E mals robusto que o CAP, se forem implementados adaptativamente, ¢ pos—
suem a mesma robustez quando em presen¢a de dindmicas nioc modeladas.

o O desempenhe do GPC ¢ melhor que os outros controladores, e, se nfo for
possivel utilizar a referéncia pré-especificada, seu desempenho é no mini-

mo igual aos outros controladores.
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7.1 - CoNncLusOES

O trabalho teve como objetivo o estudo do controlador preditivo generalizado
- GPC, sob os aspectos do comportamento determinfstico (resposta a mudancas no sinal
de referéncia) e da robustez da estabilidade do sistema em malha fechada. Estudou-se
também a aplicagio do GPC em sistemas din&micos mal amortecidos, utilizando como exem-
plo uma junta isolada de robd. Para fins de comparagio com o GPC, utilizou-se a técni-
ca de controle por alocagio de pélos cldssica ~ CAP, devido a que o CAP ¢ uma estraté-
gia de controle simples, cuja base tedrica Jd estd bastante estudada ¢ basela-se em um
modelo geral para o controlador. Mostrou-se que a lei de controle do GPC pode ser

obtida na forma deste mesmo controlador geral.

A equagdo caracteristica do sistema em malha fechada utilizando o controla-
dor GPC pode ser escrita em fungdo dos parametros de ajuste do controlador, isto &,
horizontes e ponderagbes utilizadas na fungio de custo, mas € bem conhecido na litera-
tura que n3o € simples a obten¢do do caminho inverso. Isto € devide 2 complexidade dos
cdlculos da equagio caracteristica ¢ & natureza discreta dos horizontes do controla-
dor. Demonstrou-se que com determinadas especificagoes dos horizontes de previsio e de
controle € possivel calcular a priori o nimero de pélos na origem do sistema em malha
fechada. Isto € feito através de condig¢bes que relacionam os pardmetros de projeto com
a quantidade de pélos na origem. A partir destas condigbes também pode-se especificar
um sistema em malha fechada com nimero minimo de pdlos na origem, fato que, em geral,

aumenta sua robustez.

Também no estudo da equagdo caracterfstica ¢ conhecide que, através de casos
particulares na sintonia do GPC, € possivel especificar a priori os pdlos desejados
para o sistema em malha fechada. Porém o método cldssico de alocagio de pdlos apresen-
ta vantagens em relagio ao GPC sintonizado desta forma. Estes métodos de sintonia s&o
dtels no estudo da tendéncia dos pélos em malha fechada quando os horizontes do con-

trolador tendem para algum destes casos particulares.

£ conhecido na literatura que o controlador GPC, quando Implementado na
forma de um controlador adaptativo, ¢ mals robusto que o GMV e que o Controlador por
Alocagio de Pdlos. Neste trabalho estudou-se a robustez do sistema na presenga de
dindmicas ndo modeladas. Analisou-se o diagrama do limite de estabilidade ¢ a influén-
cia do polindmio de projeto T neste diagrama, ¢ obteve-se diretrizes para a escolha

deste polindmio. Através destas diretrizes pode-se melhorar a robustez do sistema em

malha fechada.
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A obtenciio de condigbes que relacionam o ndmero de pélos na origem com os
parametros de projeto e de condigbes que relacionam o comportamente do diagrama do
limite de estabilidade com os pardmetros de projeto sio as principals contribuigoes

deste trabalho.

Neste trabalho simulou-se a utilizagio do GPC em sistemas flexivels o pro-
blema do controle de posigio de uma junta isolada de robd. Mostrou-se que nestes caso
a incorporagdo da referéncia pré-especificada permite um seguimento mals svave da
referéncia, importante no controle de sistemas flexiveis [Sasaki90]. A antecipacio de
variagbes na referéncia € o fator determinante para o melhor desempenho do GPC quando
comparado com outras estratégias de controle ndo preditivas, como o Controlador Pro-
porcional de Velocidade ¢ Posicdo e o Controlador por Alocagdo de Pélos. Estudou-se a
influéncia dos parimetros de projeto no desempenho do GPC no controle de uma junta
isolada de rob®, o que permite estabelecer regras heuristicas da influéncia de cada
parametro de projeto. Estes resultados sdo representativos para sistemas mal amorteci-

dos em geral.

Em relagic a trabalhos futuros pode-se sugerir a continvagio do estudo da
equagdo caracteristica, a fim de obter novas relagdes, propriedades ¢ Influéncias dos
parametros de projeto. Devido a existéncia de um conhecimento heuristico da influéncia
dos parimetros de projeto do GPC, e sua sintonla nio € dircta, pode-se sugerir a cons-
trugio de um modo supervisor para sintonia automidtica do GPC. Como foi discutido no
capftulo 6, o conhecimento sobre a sintonia do GPC contém grande mimero de informagdes
pouco precisas, como por exemplo, "Alto" "Baixo" "Lento" "Rédpido", etc... Portanto
este supervisor poderia ser baseado em ldgica difusa, também denominada, ldégica nebu-
losa, que € adequada para o tratamento deste tipo de informacho. Supervisores baseados
em ldgica difusa jd4 foram testados com sucesso na sintonia automética de controladores
tipo PID [Lemke85] [Oliveira9i]l. Pode-se sugerir também a continuagio do estudo do
diagrama do limite de estabilidade e da alocagdo dos pélos fora da origem como uma

forma de aumentar a robustez do sistema em malha fechada,

Outra importante linha de pesquisas atualmente sobre o GPC € o desenvolvi-
mento de seu algoritmo utilizando, para a previsio do comportamento do processo, ou-
tros tipos de modelos que nio os do tipo ARMA, por exemplo, modelos ndc lineares, ou
também o desenvolvimento do algoritmo GPC com restricdes, como amplitude e taxa de
variagio, no sinal de controle e no sinal de safda, uma vez que estas restrigbes fre-

quentemente estio presentes na prética.

Utilizou-se na simulagio dos algoritmos de controle de programas de computa-
dor feitos em AT-Matlab e Pascal. Uma vez que nio era objetivo do trabalho aplicagdes
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em tempo real, a linguagem AT-Matiab mostrou-se adequada e eficiente, mesmo implicando
em excessiva lentidio de tempo de processamento quando comparada com liguagens como
PASCAL ou C. Testou-se com sucesso uma interface, através de leltura e escrita de
arquivos, entre AT-Matlab e Pascal no simulador do algoritmo GPC. Neste simulador os
cdlculos eram feitos em AT-Matlab, devidos &s facilidades de implementagio, ¢ a inter—

face homem-maquina em Pascal, devido a sua malor versatilidade.
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APENDICE A

DEMONSTRACAO DAS PROPOSICOES DA SECAO 4.5 (CAP{TULO 4)

A.1 DEMONSTRACAC DA PROPOSICAC 4.1

O polindmio caracteristico do sistema em malha fechada, descrito

pela eq. (4.48), pode ser reescrito como segue:

NY
Pmf = AT + q'}'[ Z mj(A Ij + B Fj)] (P1.1)
j=N1

Sabe-se, pelas eq. (4.16) ¢ eq. (4.21), que:

d(PT-AE) =F _ (4.16)

¢(BE - TH) =1 (4.21)

Multiplicando-se a eq. (4.16) por B e a eq. (4.21) por A, e somando- se os

resultados, obtém-se:
AL +BF = (BPT-ATH)q (P1.2)

Substituindo-se a eq. (P1.2) na eq. (P1.1) obtém-se:

NY
Pmf = AT+ Ef[ Z mj(B PT-AT Hj)qS] (P1.3)
}=N1

ou

Al



NY

Pmf = T {A + q"[ y m(BP-A H})qj}} (4.49)

j=N1

O filiro T ¢, entdo, um fator do polindmio caracteristico Pmf, provando a
primeira parte da proposigio 4.1.

A presenga do fator "qj“, na eq. f{4.49), possibilita a existéncla de
parcelas em que o operador "q" esteja elevado a wm nidmero positivo. Porém isto nao

ocorre devido ao fato de que (B P - A Hj) possul como fator o elemento " que

cancela com “qj". Este fato € demostrado a seguir:

Sabe-se, pelas eq. (4.21) e eq. (4.16), que:

B = (T Hj)/ Ej + q ' (1j)/ Ej (4.21)

b
It

(P T)/ Ei - ¢ (F)/ Ei (4.16)

Multiplicando-se a eq. (4.21) por P ¢ a eq. (416) por Hj e, subtrsindo-se
os resultados, obtém-se:

(PB-AH) =q( P g, * i H}/Ej) (P1.4)

o que prova a segunda parte da proposigdo 4.1.
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A.2 DeMONSTRACAO DA PROPOSICAC 4.2

Pelas eq. (4.16) e eq. (4.21) tem~se que:
T = (Ej A)/ P +q (F)/P (4.16)

EjB=THj+q' I (4.21)
Substituindo-se o polindmio T da eq. (4.21) pela eq. (4.16) obtém-se:

EjB = [(Ej A+qlF)/ ?]H; + gl

-}
(PB ;) = Hi+q (P 1j+Fj H) (4.31)
ou
(PB-AH) =q’(Py+FH)
7 Ej
Definindo-se Rej como sendo: Rej(qml)z( P I + Fj Hy )/ Ej pode-se dizer
que:
(P B - A H)) = q(Re)) (P2.1)
Define-se o polinémio Vj(q_l) como sendo:
Vi=(PB-A H;)quf" (P2.2)
-1
s Vi = (R
ou i= ej)qu
Os elementos de Vj sio descritos pela seguinte férmula:
min(pa+l-k, j~1)
Vik © (pb(j-lﬂr.) B ﬁ(|+k)h(1~1~1))mj (P2.3)
i=0
onde:
v -1 -2 4 -nv]

Vv
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=1y -1 o T ~1 ~nph
e PB(q ') = P(q )B(q ) = pbo + pblq + .+ pbnpb

Através da eq. (P2.3), a equagio de Vj, eq. (P2.2), pode ser reescrita como

sendo:

np+ab-(j-1) na+i min{na+i-k,j~1)
_ -k _ -k
vi= Z (pb“_ulﬂ)mj)q z [ Z a(Hk)h(j"l»i)mj]q
k=1 k=1 i=0
(P2.4)
mas, sabe-se que 3 = 0 para x > na+l. Entio a eq. (P2.4) torna-se:
np+ab-(j-1) na+l na+l-k
Vi = {pb m )qu - i h mlq"  (P2.5)
(1-1+k) {i+k) {j-1-1) }
k=1 k=1 i=0

A demonstracio da proposicio 4.2 prosegue substituindo-se o polindmdo Vi,

definido anteriormente, na equagio de P*.

Pela equagdo do polinémio P*, eq. {4.50), tem-se que:
Pt = A + q‘l[ } mj(B P-A Hj)qj] (4.50)

Pela definicao de Vj, dada pela eq. (P2.2) e eq. (P2.5), pode-se reescrever
a eq. (4.50) como sendo:

NY
- . mny
P = A+ z‘ Vj {(P2.6)
j=N1
ou
na+l np+nb-{j~1) na+l na+li-k
* = - - .
P X aa Z{ Z (b)) Z [Z a(i+k)h(§—i-i)m1]q }
E=o }=N1 k=1 k=1 i=0




na+l na+l-k NY ,ap+nb-(j~1)
=1 {3 Z[Z TTSLICT ;}q { Z(p(jwhk)mj)}q |
k=1 j=N1_ i=0 j=N1

k=1
{P2.7)

Definindo-se o polindomio X como sendo:

ap+nb-{j-1)
-k
X = y{ Z (pb(j Ley™ )q } (P2.8)

§=N1

a eq. (P2.7) torna-se:

na+l na+l-k NY
_ i B K
P* =1+ ak {z ﬁ(Hk)[z h(j__}_”mj]] + X (P2.9)
k=1 i=0 i=N1

Definindo-se a varidvel "n" como sendo: n = j-1; polinémic X, torna- se:

NY-1 ,np+nb-n

-k
=T T i)
=N1-1 k=1

Sabendo-se que pb (nsk) = 0 se n+k > nb+np, pode-se dizer que n_. € n:rnb-k,

e, sabendo-se que Mo T 0 se n+l > NY, pode-se dizer que n ¢ NY-1. Assim n é

méx méx
o minimo entre NY~1 ¢ np+nb-k, logo:
NY-1 ,np+nb-n  nap+ab-{N1-1} min(NY~1,naptnb-k}
Y iy - Y ) P2
n=“N‘l—1 k=1 k=1 n=N1-1

Pode-se dizer que min{NY-1,np+nb-k} = NY-i, pois pb(mk) ¢ igual a 0, para
n > np+nb-k. Assim a eq. (P2.11) torna-se:

NY-1 , np+ab-n ap+nb-{N1-1)

NY-1
Y iy - Y
a=Nl~1 k=1 k=1 n=N1-1

1
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Substituindo-se a eq. (P2.12) na eq. (P2.10), obtém-se:

apenb-(N1-1), NY-1
= -k
s Z { Z (pb(n+k)m(n+l))}q {P2.13)

k=1 n=N1-1

Substituindo-se o polindmio X, eq. (P2.13), na equagio de P*, eq. (P2.9),

obtém-~se:
natl na+l-k NY np+nb-(N1-1) MNY-1
* o _ -k %
pr=te {ak a(i’fk)[}_ B -en™ ]}q ' Z {Z ( pb(mk)m(mn)}q
k=1 i=0 j=N1 k=1 n=Nl -1
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A.3 DEMONSTRACAO DA PROPOSICAOD 4.3

Tem-se, da proposigio 4.2, que:

na+l ra+l-k NY np+ab-(N1-1)
B -k
P*=1+Z{ﬁk_za(i+k)[§_‘ Raen™ )}q * Z
k=1

k=1 1=0 j=N1

Definindo-se 0 escalar Yk como sendo:

na+i-k NY
Y, = Z a(m)[}_ h(}wlni)mj]
T=0 J=N1

a eq. (4.51) torna-se:

na+l np+nb-{Ni~1} NY-1
wk —
P =1+ {ék - Yk}q + E { E_‘ pb(n+k)m(n+1)

k=1l n=N1-1

Propriedade do produto das matrizes M e H, quando lambda € igual a zero

Dadas as definigdes de U, M e H, repetidas a seguir:

v=[10 0 0 ]um}
M = [ mm mmu mNY ]zx(NYleﬂ)
H=[ ]

th—l th—z th*NU
h h
N N1-1 hN1—NU+1
h h .. h
NY-1 NY-2 NY-NU
- J(NY-N1+1)xNU

=~k
Z ( pb{nJrIc)m(nni»l ))}Q

(4.51)

{P3.1)

}q‘k (P3.2)

Sabe-se, pela eq. (4.38), que: M = U[ H'H + Al ]’IHT. Supde-se que lambda €

igual a 0, pelas condigdes inicials da proposigio 4.3, entio:
T -1.,T
M=U[HH] H

Pés-multiplicando-se a eq. (P3.3) por H, obtém-se:

(P3.3)

Al



MH =UI (P3.4)

onde 1 é a matriz identidade.

Da eq. (P3.4) pode-se dizer gue:

NY
mjh(jnl) =1
j=N1
(P3.5)
NY NY
& Z mjh(jui»l) =0 mjh{j-l-(NU—l}) =0
J=N1 j=N1
Fim
O escalar Yk pode ser reescrito como sendo:
NY NU-1 NY na+l-k NY
Y = ak( Z‘ h(;-:)m;] ¥ Z ﬁ(m)[z h(j—x—i}mj] * Z a(m)[ Z h(j—1~;}mj]
j=N1 i=1 j=N1 i=NU j=N1
{P3.6)
Substituindo-se as igualdades (P3.5) na eq. (P3.6) obtém-se:
nat+tl-k NY
Y = &+ E: ﬁ(ﬁ+k}{ }: h(3_1—;fn;] (P3.7)
i=NU j=N1

Substituindo~-se o escalar Yk’ eq. {(P3.7), na eq. (P3.2), obtém-se:

na+l na+l-k NY np+nb- (N1-1) NY-1
— _ B % . -x
Pt Z { z a{“k}{ E.‘ h(j‘l“”mj}}q " Z {Z (pb(n«‘rk}m(ﬂ*l-l)}}q

k=1' {=NU §=N1 k=1 a=Ni-1
{P3.8)

Sabendo-se que: & = 0 se i+tk > na+l, e, que o "i" minimec € NU, .ntio o

(i+k)
"k" méximo ¢é na+l-NU. Assim a eq. (P3.8) torna-se:

na+l-NU, na+1-k NY ap+ab-{N1-1)} , N¥-1
L J— - -k - -k
pr=1 z Z a(i+k)[zh(3—1-i)m3]}q ¥ Z {2_ pb{mk)““(nn)}q
k=1

k=1 i=NU j=N1 a=N1-1
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A.4 DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 4.4

Com o objetivo de calcular os pélos do sistema em malha fechada, transforma-
-se¢ o polindmio caracterfstico Pmf, que estd em fungdo de "qui“, para a forma em fun-
cio de "g", ou seja, transforma-se me(qpl) para Pmf*(q). Isto ¢ feito multiplicando~
-s¢ Pmf (q—l) por q“pmf, onde npmf ¢ o nimere de pélos do sistema controlade, ¢ ¢ dade
pela eq. (4.46), repetida a seguir:

na + 1+ nt
npmf = méx { na + 1 + nb (4.46)
nb + 1+ nt +pnp - Nl

Pela condigio (4.53), da proposigio 4.4, pode-se dizer que: npmf = na+nb+l

Multiplicando-se Pmf (q-l) por qnpmf obtém-se:
pmf*(q) = ¢ ™ Vemrq™ (P4.1)

Substituindo-se me(qﬂl) da eq. (P4.1) pela sua definicdo na proposigio 4.1
(eq. (4.49) e eq. (4.50)), repetida a seguir:

NY
Pmf(q™") = T(q"){A(q“} + q“z m}(mq"‘m(q“‘) - A(q“m;{q‘*))q’"} (4.49)
{=N1
obtém-se:
4 NY
Pmf*(q) = q"’““b*”{A(q*)T(q") + q“z m}(P(q_l)T{q-l)B(q_l} +
' j=N1
- A(q'"l)T(q_i)Hj{q‘i)) qj}
NY
me*(q) - q(na-&»nb«rl)A(q-I)T(q—l) + Z mj( q(na+nb+J)P(q“I)T(qWI)B(qwl)
j=N1
- g D g NTig HHKg™ ) (P4.2)
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mas: A@HTgh = VAT
P HT(qHBE ™Y = ¢ P p(g)T(q)B()

A@HTQOHKGY = gD A TigHQ)

logo:
NY
j=N1

(P4.3)

Dado que nb-nt > 0, e na-np-nt+] > 0, para N1 = j = NY, pelas hipdteses
inicials, tem-se que existirio pélos na origem se condigdo (4.53), da proposicido 4.3,

for satisfeita. O nimero de pélos em malha fechada na origem ¢ dado por:

mi nb-nt (1)
na-ap-nt+j (II )}, para : N1 s j = NY

que € igual a:

nb-nt a1
min { na-np-nt+N1 (I ) (P4.4)
O minimo de (P4.4) serd ( I ) se:
nb-nt = na-np-nt+ N
nb = pa-np+ Nl
np - NI = na-nb
e, o minimo de (P4.4) serd ( Il ) se:
nb - nt = na-np-nt+ Nl

nb = na-np+ Nl

np-Nl = na-nb
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A.5 DEMONSTRAGAO DA PROPOSICAC 4.5

Pela cq. (4.46) tem-se que o numero de pélos do sistema em malha fechada €

dado por:

na+l+nt (i)
npmf = mix { na+l+nb (1) {(4.46)
ab+l+nt+np-N1 (i)

A regra (4.56) implica no fato de que o termo (iii), do célculo de npmf (eq.
(4.46)), nao ¢ o maximo entre (i), (i1) e (iil). Assim esta demonstragio € dividida em
duas partes. Parte 1, quando npmf ¢ igual a (i), e, parte 2, quando npmf ¢ igual a
(11). A diferenca de resultades, isto é, do nimero de pdlos na origem, quando nmpf €

jgual a (1) ou (ii), s#io dados pelas equagbes (4.57) e (4.58).

Parte L

Supde-se: na > nt + np - N1 (4.56)
e nt = nb {4.58)

Assim o0 mimero de pdlos em malha fechada € dado por (il), ou por:
npmf = na + nb + 1

Com o objetivo de calcular os pélos do sistema em malha fechada,
transforma-se a equagho caracteristica Pmf, que estd em fungado de “qwl", pera 3 forma

em fungio de "q", ou secja,transforma-se me(qﬂl) para Pmf*{(q). Isto € feito

multiplicando-se me(qnl) por q“pmf, onde npmf € igual a na + nb + 1.

Através do desenvolvimento feito na demonstragio da proposicio 44, eq.

(P4.2), sabe-se que se npmf = na+nb+l entio Pmf*(q) pode ser escrito como a seguir:

NY
Pmf*(q) = q(na+nb+I)A(q—1)T(q-i) + Z mj(q(na+nb+})P(q“I)T(qml)B(qwl)
j=N1
" q(na+nb+j )A(q'i)T(q“i)Hj(q"l}) : (P5.1)

All



NY NY
Pmf*(q) = Y m}(q(“““b”’P(q’lmq'}}atq")) +§ mj(q(“‘”“”“"’’“),ﬁx(q"l)fr(q"’)/K .
NI j=N1

_ q(ri a+nb+] )A{qﬁl)T(qml)Hj(qvl))

NY NY
Pmf*(q) = } m (@ pq T B ™) + Z mj[q‘“““b”’A(q“‘)f(q“)(x/x R
J=N1 J=N1
- qU Duyg™ )] (P5.2)

Definindo~se X como sendo:

NY
_ {pa+tnb+1), -1 -1 _ -1 -1

X—ij[q AT (1 - o ™) | (P5.3)
j=N1

a equacdo de Pmf*(q), eq. (P5.2), torna-se:

NY

Pmf*(q) = Z mj(q(“““"*j)P(q“)Tﬁq")B(q"l)) + X (P5.4)
j=N1

Sabendo-se que o polindémio Hj pode ser escrito por extenso como a seguir,
j-1
I ~(j~1-%)
Hj z h(j—]—k)q

k=0

o polinémio X, eq. (P5.3), torna-se:

NY j-1
- (na+ab+1) -1 -1 _ -0 -(j-1-k)
X ij[q Aq TN (1 - a Zh(ﬁ_k)q )]
j=N1 k=0
NY j-1
_ o (na+nb+1) g -1 -L} ~(f-ky _(j-1)
X =q Alg )T(g )[1 Z( Z m}hu_l_k)q Ja } (P5.5)
j=NI k=0
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Evidenclando-se o termo do somatdrio em k, para k

= (0, ¢ decompondo o que
resta do somatdrio em k nas partes entre 1 ¢ NU-1 e entre NU ¢ j-1, obtém-se

NY NU-1
_ {na+nb+1) -1 -1 _ k
X =gq Alg T(g )[1 Z 3 (1 " Z (§ mjh(j—l—k))q
j=N1 j=N1 k=1
(1~1—k) (j-1)
Ym0 @56
}J=N1  k=NU

A semelhanga do desenvolvimento feito na demostragio da proposicdo 4.3
(equagdes (P3.3) a (P3.5)), tem-se que para A = 0 verifica-se que:

NY

Z mjh(j 0 =1

j=N1

NY

€, }_‘ mjh(j—i—i) =

j=N1

NY

E_, mhb ooy =0 (P3.5)
j=Ni

Das igualdades (P3.5), pode-se reescrever a eq. (P5.6) como a seguir:

NY j-1

X = - q(“““"““”A(q”l)T(q")[ Z m ( Z h(}_wiwk)q“”“l"k))] P5.7)

Definindo~-se nHj(qﬂl)como sendo:

T
Z
Lad
L
9
Z
L

j-1

nHi(q ) = Z h(j_l_k)q'“‘l‘“ (P5.8)
K=NU

a eq. (P5.7) torna-se:

A3



NY

X o= - q(ﬁa+nb+l)[ Z mj(A(qmi)T(q—l)nHI(q-l))] (P5.9)
j=N1

Através da eq. (P5.9), pode-se reescrever Pmf*(q), eq. (P5.4), como a seguir:

NY
Pmf*(q) = ij (q(n“”b”)P(q”l)T(qml)B(q»i)] -
j=N1

NY

- g{narav ’[ Z m (A(q“‘)T(q")nH;(q"))] (P5.10)
j=N1

-{np+at+nb)

mas: Pq T IB(q ) = g P(q)T(q)B(q)

-(natl+ni+j-1-NU)

AlgHT(q HnHig™) = q AlgyT(q)nHjq)

logo:
NY NY

Pmf*(q) = Z m, (q(”““p“mﬂ)P(q)T(q)B(q)) - q{Nm“b“M)[ Z mj(@(q)T(q)nH}(qﬂ]
j=N1 j=Nt

Dado que na-np-nt+j > 0 para ¥j N1 £ j = NY, e NU+np-nt > 0, pelas hipGteses
iniclals, tem-se que existirio pélos na origem se a condigio (4.56), da proposigio
4.5, for satisfeita através da parcela (na > nt + np - N1). Se (nt = nb), o mimero de

pélos em malha fechada na origem ¢ dado por:

min NU + nb - nt
na - np - nt + j, para : N1 s j s NY

que & igual a:

NU + nb - nt
min { na - np - nt + NI {P5.12)

A.l4



Supde-se: na - nb > np - N1 (4.56)
nt = nb (4.57)

Assim o nimero de pdlos em malha fechada € dado por: npmf = na + nt + 1

Multiplicando~se Pmf (q-l) por q”pmf obtém~se:
Pmf*(g) = g Vpmf(g™) (P5.13)

Substituindo-se me(q”i) da eq. (P5.13) pela sua definicio na proposicac 4.1
(eq. (4.49) e eq. (4.50}}, repetida a seguir:

NY

Pmf(qh) = T(q”‘){A(q") + q"’? mj(ﬂq“‘m(q") - AqMHi(ghH )q’-}
j=NI1
obtém-—se:

NY

Pmf*(q) = q‘“*‘*‘“*“{A(q“’)T(q“‘) + q‘lz mE(P(q“)'r(q‘i)acq”l} +
j=Ni

R TURp R I
- A{gq )T(q IHj{q ))q} \P5.13)

Através de desenvolvimento andlogo ao feito nas equagbes de (131) a

(P5.10), pode-se reescrever a eq. (P5.13) como sendo:

NY
mem(q) = Z m}( q(na+at+§)P(q-i)T{q—I)B(q—l) ) -
j=N1

NY

- qf“““*”[ Z mj(A(q"‘)’r(q"l)nﬂj(q"))] (P5.14)
j=N1

mas: P(g (g HBg™) = g P " R(g)TIq)B(Q)

Al@HT@ HnHig ™ = q”(naﬂmt+3—I'NU)A(q)T(q)nHj(q)

AlS



© logo:

NY NY
Pmf*(q) = Z m (a7 i) T@B() - qNU{ Z m}{ﬁx(q}’f(q)n}{j(q})] (P5.15)
j=N1 i=Ni

Dado que NU > 0 e na-np-nb+} > 0 ¥] N1 s j = NY, pelas hipdteses iniciais,
term-se que existirio pdlos na origem se a condigio (4.56), da proposigio 4.5, for
satisfeita através da parcela (na - nb > np - Ni}J. Se (nt z nb), o nimero de pélos em

malha fechada na origem € dado por:

mm{na~np—nb+j,para:NisjsNY
que € igual a:

p NU

min { na - np - ob + Ni ‘P5.16)

AL




