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Resumo

Nas ultimas décadas os feixes nao-difrativos e os pulsos localizados tem sido
objeto de muitos estudos, principalmente apés a demonstracao experimental dos
feixes de Bessel por Durnin e colaboradores e pela geracao das ondas do tipo X
por Lu (ultra-som) e outros, devido as suas aplicagoes potenciais em metrologia,
microlitografia, captacdo de imagem na medicina, cortes ultra-precisos em chapas
metdlicas e cirurgia a laser, éptica nao-linear, comunicagoes épticas e comunicagoes
sem fio (wireless).

Os feixes Opticos nao-difrativos sao solugoes da equacao de Helmholtz nao su-
jeitos a difracao, ou seja, idealmente o perfil de intensidade transversal nao sofre
mudancas ao longo da direcao de propagacao. Na pratica tem-se conseguido boas
aproximacoes para tais solucoes ideais. Ja os pulsos localizados surgem naturalmente
da modulacao dos feixes nao-difrativos.

Neste trabalho faz-se um estudo dos feixes nao-difrativos e dos pulsos localizados,
especialmente em coordenadas elipticas cilindricas, que despertaram muito interesse
desde a producao experimental dos feixes de Mathieu por Gutiérrez-Vega. Para fazer
possivel a andlise dos pulsos de Mathieu, na qual surgem integrais em frequéncia
muito complexas para serem efetuadas com as funcoes de Mathieu exatas, é também
apresentada uma aproximacao valida e bastante 1til para as funcoes de Mathieu to-

talmente nova ao nosso conhecimento.

Abstract

In the past decades the nondiffracting beams and the localized pulses have been
the subject of many studies, since the experimental demonstration of Bessel beams
by Durnin and coworkers and the X-Waves generation by Lu (ultrassonography) and
others, due to their potential applications in metrology, microlithography, medical
imaging, nonlinear optics,laser machining and surgery,optics and wireless communi-
cations.

Nondiffracting beams are Helmholtz equation’s solutions unaffected by diffrac-
tion, ideally the transverse intensity profile have no changes along the propagation
direction. In practice good approximations have been made for the ideal solutions.

The localized pulses arrives naturally from the modulation of diffraction-free beams.



In this work a study of diffraction-free beams and localized pulses is made, spe-
cially in elliptic cylindric coordinates, because of the actual interest generated due
to the experimental demonstration of Mathieu beams by Gutiérrez-Vega. To make
possible the analysis of Mathieu pulses, in which integrals evaluated in frequency
must be done and are very hard to do with the exact Mathieu functions, is presented
here a valid and useful approximation to Mathieu functions, totally new to the best

of our knowledge.
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Capitulo 1

Introducao

Os fenomenos de difracao e dispersao sao inerentes a todos os campos ondu-
latorios, indesejaveis na maioria das vezes, pois sao responsaveis pelo espalhamento
da energia eletromagnética no espaco e no tempo, distorcendo a informacao trans-
portada pela onda e tornando-a muitas vezes incompreensivel. A difracao ocorre no
dominio espacial, sendo governada pela Equagao de Helmholtz. Considerando um
sistema de coordenadas cilindricas para uma onda que possui uma direcao preferen-
cial de propagacao, z, a difracao provoca o espalhamento espacial da energia eletro-
magnética de um feixe e o que se observa é que o perfil de intensidade transversal
sofre um alargamento tanto maior quanto maior for a distancia propagada em z,
ocorrendo a reducao da amplitude no ponto onde esta assumia seu valor maximo.
Para uma distribuicao transversal gaussiana radialmente simétrica, no ponto inicial
de propagacao, z = 0, a energia esta inicialmente concentrada em torno de p = 0. Ao
propagar-se ao infinito a onda tenderd a tornar-se uma onda plana, para a qual nao
ha regiao de concentracao preferencial da energia, e a densidade de energia é uma
constante, porém com a amplitude de todos os pontos muito menor do que a ampli-
tude no ponto de maximo da onda na posicao inicial. Usualmente a compensacao
deste fenomeno se faz através do guiamento das ondas, seja por guias metdlicos ou
coaxiais em microondas (~ 10° Hz), seja através de fibras 6pticas no dominio éptico
de frequéncias (~ 10 Hz). Os meios nos quais a onda nio ¢ guiada sdo chamados
meios difratores, exemplo disso é o espaco livre e todo o meio de indice de refracao
constante em todos os pontos, nao limitado espacialmente por outro meio.

Pulsos sao formados a partir da adequada superposicao dos feixes, e estao su-
jeitos tanto ao fenomeno da difracao quanto ao da dispersao. A dispersao é um

fenomeno temporal e ocorre em meios no qual o indice de refracao é funcao da



frequencia, de tal forma que a velocidade de propagacao de cada componente es-
pectral do pulso seja funcao da sua frequéncia. A defasagem entre as componentes
provodada pela dispersao faz com que o pulso inicial sofra alargamento e distorsao
temporal, ocasionando erros na recepcao em sistemas de comunicagoes, devido a
Interferéncia Intersimbélica (ISI) por exemplo. O procedimento usual para corre¢ao
dessas distorgoes é compensar a dispersao alterando a forma inicial do pulso (pre-
distor¢ao), de maneira a chegar com o formato desejado ao destino final, ou através
de regeneradores de sinal ao longo do caminho, o que torna o sistema mais caro e
complexo.

Ja em 1915, o trabalho pioneiro de Bateman demonstrou que toda equacao de on-
das homogeénea, seja escalar, vetorial ou spinorial, admite solugoes com velocidades
de grupo menores que aquela das ondas ordindrias no meio considerado. Mais recen-
temente, solucoes com velocidades maiores do que a velocidade das ondas ordindrias
no meio foram propostas e verificadas [1]. Solugoes localizadas subluminais e su-
perluminais podem se propagar sem mudanca no formato por distancias infinitas,
sendo chamadas de ”Undistorted Progressive Waves”por Courant e Hilbert [2].

Os feixes nao-difrativos foram descobertos por Stratton [3] em 1941 e redescober-
tos em 1987 por Durnin [4, 5]. Esses feixes teoricamente tem profundidade de campo
infinita, na pratica propagando-se por distancias consideravelmente maiores do que
feixes convencionais. O trabalho de Durnin e colaboradores é um marco por ter sido
realizado experimentalmente, através da geracao dos chamados feixes de Bessel, de-
vido ao padrao transversal de intensidade ser dado por funcoes de Bessel. Tais
feixes sugerem de imediato a aplicacao em comunicacoes sem fio, devido ao fato de
reduzirem-se significativamente os efeitos difrativos, ou seja, tais feixes sao quase
imunes a difracao por longas distancias, mesmo sem a presenca de um guia de onda.
Pulsos obtidos através da superposicao de feixes de Bessel foram produzidos inicial-
mente em acustica por Lu [6], sendo reproduzidos em microondas posteriormente, e
denominados de ondas do tipo X, devido ao formato espaco-temporal se assemelhar
a um ”X”. Muitos trabalhos tem sido realizados no sentido de encontrar solugoes de
ondas localizadas que possam ser aplicadas na préatica. Na dissertacao de Mestrado
de Michel Zamboni-Rached [7], realizada no Instituto de Fisica ” Gleb Wataghin”sob
a orientacao do Prof. Dr. Hugo E. Herndndez-Figueroa, encontra-se uma boa de-
scricao da estrutura de ondas localizadas e algumas aplicagoes.

Muito embora surja de imediato a possibilidade de aplicacao desses tipos de on-



das em comunicagoes, as aplicacoes potenciais extrapolam essa area do conhecimento
tecnolégico, encontrando utilizacao em guiamento de atomos e particulas, microli-
tografia, metrologia, cortes a laser ultra-precisos em chapas metélicas, captacao de
imagem e cirurgias a laser na medicina, éptica nao-linear e outras [8, 9, 10]. Em
comunicacgoes Opticas sem fio apresentam aplicacoes imediatas para interconexoes
de redes e conexoes a curtas distancias, onde se torna mais apropriado e simples que

o lancamento de cabos e fibras épticas.

Entre os anos de 2000 e 2001 a publicacao de um artigo relatando a geragao
experimental de um novo tipo de feixes denominados feixes de Mathieu (Mathieu
beams) por Gutiérrez-Vega et al [9, 11, 12] provocou grande impacto devido ao fato
de estes anunciarem distancias de propagacao de 15 m para tais feixes, utilizando
para produzi-los aparato semelhante aquele utilizado por Durnin para gerar feixes
de Bessel. No entanto, a distancia maxima propagada pelo feixe de Mathieu (anun-
ciada pelo grupo de Gutiérrez-Vega) era da ordem de 10 vezes mais do que aquela
prevista para os feixes de Bessel produzidos no mesmo aparato. A diferenca mar-
cante entre um tipo de feixe e outro é a modulacao angular de uma fenda anular,
e além do que, o calculo de estimativa de 15 m supostamente estava baseado em
dados puramente geométricos. A motivacao e grande objetivo desta dissertacao,
inicialmente, é estudar em detalhes os feixes nao-difrativos de forma a demonstrar
as possiveis vantagens dos feixes de Mathieu sobre os feixes de Bessel. Obviamente,
afora situacoes em que a simetria radial é indesejada, nao ha nenhuma vantagem de
um feixe sobre o outro no que se refere a distancia maxima de propagacao, como
sera demonstrado posteriormente nessa dissertacao. A continuidade do trabalho leva
ao estudo dos pulsos de Mathieu e das aproximacoes as funcoes de Mathieu, para
simplificar o estudo dos pulsos, que foram grandes contribuicoes para este trabalho
de dissertacao.

No Capitulo 2 as solucoes do tipo feixes nao-difrativos sao demonstradas direta-
mente a partir da equacao de ondas escalar. A consideracao da equacao de ondas
em coordenadas cilindricas circulares leva diretamente aos feixes de Bessel, ao passo
que quando a equacao de ondas é considerada em coordenadas cilindricas elipticas
obtém-se os feixes de Mathieu. Tais feixes formam um conjunto completo de fungoes
ortogonais, fazendo com que a superposicao de tais funcoes seja solugao da equagao
de ondas também. Uma forma de obtencao da solucao da equacgao de ondas é colocar

tal solucao na forma de uma integral de Whittaker, ou seja, considerar a adequada



superposicao de ondas planas. No caso ideal, tem-se uma forma simplificada da
integral de Whittaker [13, 3], cuja solucao leva diretamente aos feixes de Bessel e de
Mathieu dependendo da funcao espectral angular considerada. Ainda nesse primeiro
capitulo mostra-se o Teorema de Lu em coordenadas cilindricas elipticas. A demon-

stracdo do teorema é mostrada em detalhes em [7] para coordenadas genéricas.

No Capitulo 3 considera-se a teoria escalar da difracao para a obtencao dos feixes
de Bessel e de Mathieu, de forma a tomar conhecimento também da fonte necessaria
para gera-los na pratica. A combinacao das idéias de Huygens e Young em 1818
por Augustin Fresnel produziu uma teoria ondulatéria da 6ptica quantitativamente
razoavel. O principio de Huygens considera cada ponto de uma abertura como fonte
puntual de ondas esféricas. Obviamente os trabalhos de Huygens e Fresnel datam
de antes dos trabalhos fundamentais de Maxwell na teoria eletromagnética entao
muitas consideragoes arbitrarias foram feitas para adequar teoria e pratica. Requer-
se a solucao das equacoes de Maxwell para a obtencao de resultados quantitativos
corretos em qualquer faixa do espectro eletromagnético, porém, fazer a andlise dos
fenomenos com base em tais equacoes e nas condicoes de contorno requeridas para
satisfaze-las torna-se muito dificil, exceto em casos simétricos. Muitos cientistas, in-
cluindo Kirchhoff, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria da difragao no
dominio 6ptico bastante simplificada, entre 1880 e 1900. Os resultados dessas teorias
concordam bem com os experimentos ao menos qualitativamente, portanto tal teoria
é utilizada para avaliar os feixes de Bessel e de Mathieu produzidos experimental-
mente através do aparato proposto por Durnin. Mostra-se que os feixes de Mathieu
podem ser considerados superposicao adequada de feixes de Bessel e nao ha motivo
especial para os feixes de Mathieu propagarem-se distancias maiores que feixes de
Bessel produzidos através do mesmo aparato, ainda mais considerando-se apenas a
Optica geométrica para fazer a estimativa de distancia maxima de invariancia. As
estruturas multi-anulares podem produzir interessantes fenomenos devido a inter-
feréncia de multiplos feixes nao-difrativos de constantes de propagacao diferentes, e
também sao estudados neste Capitulo.

No Capitulo 4 apresenta-se uma aproximacao valida e bastante 1til as funcoes
de Mathieu. Deu-se énfase desde o inicio ao sistema coordenado cilindrico eliptico,
no qual as funcoes de Mathieu surgem naturalmente. No entanto, a integracao de
tais fungoes no dominio da frequéncia se faz praticamente impossivel. A necessidade

de avaliar os pulsos resultantes da superposicao de feixes de Mathieu fez com que



uma aproximacao adequada que simplificasse de maneira significativa os calculos
fosse desenvolvida. Neste Capitulo sao avaliadas as fungoes aproximadas e os lim-
ites de validade dessas aproximacoes, bem como demonstra-se o desenvolvimento
matematico necessario para chegar-se as férmulas gerais de aproximacao.

No Capitulo 5 sao estudadas as estruturas dos pulsos localizados no espago-
tempo. Os pulsos localizados sao estruturas nao sujeitas a difracao e a dispersao,
e por isso despertam tanto interesse, especialmente em comunicagoes. Aqui sao
avaliadas as estruturas do tipo X, apenas para efeito de comparacao com os pulsos
de Mathieu. Utilizando-se as aproximacoes as funcoes de Mathieu desenvolvidas no
Capitulo 3, obtém-se as propriedades basicas dos pulsos de Mathieu par de ordem 0 e
impar de ordem 1. Mostra-se que os pulsos de Mathieu tem varias das propriedades
das solucoes do tipo X, exceto pelo fato do perfil transversal nao ser radialmente
simétrico. Sao avaliadas também as situacoes mais realistas, que envolvem espectros
convencionais na modulacao de um laser em forma de feixe de Bessel. O teorema
da convolugao é apresentado, como forma de demonstrar teoricamente algumas pro-
priedades dos pulsos que se tornam mais evidentes pela aplicacao desse teorema.

No Capitulo 6, de Conclusoes Gerais apresentam-se as observagoes finais deste
trabalho e sugestoes futuras dissertacoes e para a continuidade desas pesquisa, ja

que ha muito por ser estudado ainda nesta area do conhecimento.






Capitulo 2

Feixes ()pticos Nao-Difrativos:
Analise via Equacao de Ondas

Os feixes nao-difrativos (nondiffracting beams) tem sido intensamente estuda-
dos nas ultimas décadas, devido as potenciais aplicagoes nas mais diversas areas
tecnologicas, especialmente no dominio de frequéncias épticas, onde se faz mais sim-
ples a sua geracao, podendo-se, entretanto, extender a teoria para qualquer banda
do espectro eletromagnético. Tais feixes nao sofrem difracao e portanto mantém o
padrao de intensidade transversal ao longo da propagacgao. Idealmente, propagam-
se ao infinito sem mudanca no perfil transversal, porém, mostrar-se-a mais adiante,
no Capitulo 3, que isso é fisicamente inconcebivel, pois demandaria uma fonte de
dimensoes infinitas, ou ainda, resultaria em energia infinita. Na pratica, é possivel
a geracao de ondas que propagam-se como feixes nao-difrativos ideais por longas
distancias em comparagao com o comprimento Rayleigh, que é da ordem do com-
primento de onda.

O trabalho de Durnin e colaboradores [4, 5] em 1987 é um marco na drea, princi-
palmente por demonstrar experimentalmente a possibilidade da geracao de feixes
nao-difrativos através de elementos Opticos simples. Também conhecidos como
Campos Opticos de Propagacao Invariante (PIOF - Propagation Invariant Opti-
cal Fields) os feixes ndo-difrativos possuem um amplo espectro de aplicagoes como
microlitografia, para criagdo de pequenos padroes isolados [8], metrologia, cortes a
laser ultra-precisos em chapas metélicas, captacao de imagem e cirurgias a laser na
medicina [9, 11]. Tem-se demonstrado bastante eficientes em éptica ndo-linear [10],
geragao de segundo harmonico, terceiro harmonico e geragdo Raman [14]. Feixes

de Bessel podem ser utilizados para guiamento de atomos, pois atuam como guias



dpticos de dtomos, para acoplamento de dtomos frios [15]. A aplica¢ao tecnoldgia
mais desejada atualmente estd nas comunicacoes sem fio (wireless) [11, 16]. Ver
também referéncias [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

Um requerimento necessario para a obtencao dos campos 6pticos de propagacao
invariantes € a solucao da equacao de Helmholtz em sistemas coordenados cilindricos,
dos quais serao aboradadas as solucoes em coordenadas cilindricas circulares e
cilindricas elipticas. Uma outra abordagem se faz através da solucao de uma forma
simplificada da integral de Whittaker [3, 13]. Neste capitulo mostrar-se-a todas essas
abordagens bem como a transformacao de Lu em coordenadas elipticas cilindricas.
Tal transformagcao permite encontrar a solucao de uma equacao de ondas em n + 1
dimensoes a partir da solucao n-dimensional. Na Secao 2.1 faz-se a apresentacao
da Equacao de Helmholtz e suas solucoes. Na Secao 2.2 é realizada a solucao da
equacao de Helmholtz em coordenadas cilindricas circulares e na Secao 2.3 em co-
ordenadas cilindricas elipticas, resultando nos feixes de Bessel e feixes de Mathieu
respectivamente. Na Secao, 2.3.1 apresenta-se a transformacao de Lu. A Secao 2.4
traz a solucao da equacao de Helmholtz a partir de uma integral simplificada de

Whittaker e finalmente em 2.5 sao apresentadas as conclusoes gerais do Capitulo.



2.1 A equacao de Helmholtz

No dominio das frequéncias 6pticas os fenomenos eletromagnéticos podem ser
tratados, ao menos qualitativamente, por uma funcao de ondas escalar, ou ainda,
em sistemas coordenados cilindricos a componente longitudinal do campo elétrico
ou magnético sempre obedece uma equacao de ondas desacoplada das componentes
transversais. Essa funcao de ondas escalar obedece a equacao de ondas homogénea

no dominio temporal:

(v2- 61—2 aa—;)‘l!(r, £) = 0. (2.1)

Fazendo a decomposicao do laplaciano em suas componentes transversais e lon-
gitudinais a equagao (2.2) toma a forma abaixo:

0? 1 02

Vit —-—= —

( L0022 2 o

onde 1 denota as componentes transversais com relacao a direcao de propagagao.

)q!(rL,z,t) ~0 (2.2)

Aplicando-se a transformacao de Fourier em z e t, e fazendo uso das propriedades

de transformadas:

0? 0?

obtém-se a Equacao de Helmholtz no dominio de k, e w:

(Vi + ki)@/}(rl, ki)=0 (2.3)
onde: ,
K2 = j—2 — K2 (2.4)

A solucao no dominio de k, e w é:

U(r,,k,,w) =1,k )expli(k,z — wt)] (2.5)

Voltando ao dominio temporal:

U(r, 1) = / " dk / o Ak, w)ib(r)eith (2.6)
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Dado que k, e w devem respeitar a relacao de dispersao dada pela equacao (2.4)

entao a solugao pode ser colocada da seguinte maneira:

wmn:/cmmmmeT%awé] (2.7)
onde:
(=z—uvt (2.8)
C
- 2.

! cos (29)

k, = %COSG (2.10)

Y (2.11)

C

Na Fig. 2.1 mostra-se a relacao entre k,, k; e o angulo # no espaco.

Figura 2.1: k,, k, e o angulo 0

A expressao (2.7) leva em conta somente vetores de onda tangentes ao cone que
forma um angulo 6 com a direcao de propagacao z. Para levar em conta o efeito
de vetores de onda cujo angulo com a direcao a propagacao sao diferentes, deve-se

integrar a expressao na variavel # também de tal forma que:

™ (e.@) : 9 ) 9
wmﬂ5éw[mmA@mwnnywmffq (2.12)

Um feixe 6ptico corresponde a uma onda monocromatica de tal forma que a
fungao espectral A(f,w) é:

A#,w) =50 — 0p)d(w — wp). (2.13)
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A substitui¢ao da funcao espectral (2.13) na equagao (2.12) tem como resultado

os feixes monocromaticos:

wo sin B,

\Ij(ra t) = ’(,/)(I‘L,

Para resolver o problema dos feixes nao-difrativos precisa-se resolver a equagao

) exp(iwgg) (2.14)

(2.3), onde somente a funcao transversal ¢ (r %ﬂao) estd por ser determinada em

um sistema coordenado cilindrico qualquer, para substitui¢do posterior em (2.14).



12

2.2 Coordenadas Cilindricas: feixes de Bessel

Considerando a equagao de Helmholtz (2.3) em coordenadas cilindricas circulares,

o laplaciano transversal serda dado por:

2
L= o)

A equacao de Helmholtz tranversal sera:

Ea% (pa%) - %88—;2 + ki]w(p, p, k) =0 (2.15)

Utilizando-se o tradicional método da separacao de variaveis, e devido a neces-
sidade de periodicidade 27 na variavel ¢ , para que a solugao possua o mesmo valor

em ¢ =0 e ¢ = 2w, caso contrario, haveria uma inconsisténcia fisica, tem-se:
U(p, ¢, kL) = R(p,k1)e™m =0,1,2,3...

A substituicao da expressao acima em (2.15) resulta em:

10 ( 8) m?

1909 __ij]Rp,/gL —0 2.16

5 B, k) (2.16)
A expressao (2.16) é a equacao de Bessel e a solucao geral fisicamente vidvel serd

entao [2, 24, 25, 26, 27]:

U(p,,C) = AT (kL p)e™ e (2.17)

onde A,, é uma constante qualquer e .J,,, é a funcao de Bessel de ordem m.

A solugao dada pela equagao (2.17) é conhecida como feixe de Bessel (Bessel
beam) de ordem m. Esta solugao é ideal, e propaga-se ao infinito sem sofrer mu-
dancas no padrao de intensidade transversal. Alguns padroes transversais para os
feixes de Bessel sao mostrados na Fig. 2.2. O feixe de Bessel de ordem zero é o
mais comumente utilizado em virtude de que o maximo da intensidade transversal
encontra-se no eixo de propagacao p = 0. Em sistemas de comunicagoes, por exem-
plo, o feixe de Bessel de ordem zero seria mais desejavel. Para o guiamento éptico
de atomos, porém, os feixes de Bessel de ordem mais alta sao utilizados, e podem
ser obtidos através de ”axicons” (elemento 6ptico de formato conico), conforme [15].

Os feixes de Bessel de ordem mais alta formam uma espécie de guia éptico, sendo
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Figura 2.2: Intensidade Transversal F' = |¥|*:(a)Feixe de Bessel de ordem 0; (b)Feixe
de Bessel de ordem 1; (c)Feixe de Bessel de ordem 2.
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nula a intensidade central, o que faz com que o guiamento dos atomos ocorra no
centro.

O feixe de Bessel de ordem zero possui um ”spot”de luz central como mencionado
anteriormente. Para os feixes de Bessel de ordem maior o ponto central apresenta
intensidade zero, e a maxima intensidade no perfil transversal encontra-se nos anéis
conceéntricos ao eixo de propagacao, afastando-se mais e mais do centro tanto maior
¢ a ordem do Bessel beam.

Os pulsos localizados serao tratados mais adiante, porém, a forma de obter estru-
turas localizadas no espaco-tempo se faz através da modulagao dos feixes localizados.

Para a modulacao dos feixes de Bessel tem-se entao:

U(p, i, ) = €™ / Ao A(w) I (2 sim )25
C

— 00

(2.18)

Dado que a velocidade de propagagao dos feixes de Bessel é dada por (2.9), cuja
dependéncia estd na variavel 6, é possivel a composicao de feixes de diferentes ve-
locidades. Isso pode ser feito através de estruturas multi-anulares, tratadas mais
adiante. Outro fato a ser ressaltado aqui é que da forma como a velocidade do feixe
é definida, esta é maior que a velocidade da luz no meio. O fato de a velocidade
do feixe ser superluminal ja foi muito discutido na literatura corrente e para uma
analise simples ver [28]. E importante notar que o padrao apresentado pelo feixe é
criado através da interferéncia de frentes de onda que se propagam com a veloci-
dade da luz, e qualquer informacao transmitida se propaga com velocidade luminal.
Para qualquer feixe nao-difrativo as mesmas conclusoes a respeito da velocidade de
propagacao do feixe e velocidade de propagacao da informacao sao as mesmas, e a
velocidade da informacao sempre é igual a velocidade da luz, nao havendo violagao

dos principios da Relatividade Restrita.
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2.3 Coordenadas Cilindricas Elipticas: feixes de
Mathieu

O sistema de coordenadas cilindricas elipticas [29, 30| consiste na representagao
dos pontos no plano xy através de um conjunto de hipérboles e elipses, conforme

mostrado na Fig. 2.3.

Figura 2.3: Coordenadas Cilindricas Elipticas no plano z =0

Matematicamente um ponto P(z,y,z) pode ser representado nesse sistema de
coordenadas cilindricas elipticas por P(u, v, z) onde:
x = hcosh ucoswv
y = hsinhusinv
z2=2z (2.19)

Todo o espaco tridimensional de pontos é mapeado desde que:

—00 <2< (2.20)
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Para valores de u constante, no plano z = 0 variando-se apenas v, resultam
elipses confocais, de foco maior quanto maior for o valor de u. Mantendo v constante,
variando-se apenas u obtem-se um conjunto de hipérboles. O laplaciano no sistema

de coordenadas cilindricas elipticas é dado por [26]:

2 ( 0? 0? ) 0?

— — 2.21
h?(cosh 2u — cos 2v) * * (2:21)

2 __
Vi= ou?  Ov? 022

Tomando-se agora somente as componentes transversais do laplaciano dado por

(2.21) para resolver a equagao (2.3) tem-se:

2 ( 0?  0?

h?(cosh 2u — cos 2v) \Qu? T w) + ki] Y(u,v, k1) =0 (2.22)

Utilizando-se o Método da Separacao de Variaveis, pode-se supor ¢ da forma

abaixo:

Y(u,v,k1) =U(u, ki) V(v k) (2.23)

A substitui¢ao de (2.23) em (2.22) resulta em duas equagoes diferenciais para
U(u) e V(v) conhecidas como Equacao de Mathieu Modificada e Equacao de Math-

ieu, respectivamente:

d? k
% — (a— 2 geosh 2u) Uu, k1) = 0 (2.24)
u
d*V (v, k
% + (a—2 qcos2v) V(v,ky ) =0 (2.25)
onde:
2 1.2
_h 4’“ (2.26)

As solugoes de (2.24) e (2.25) sao as funcoes de Mathieu Modificadas e as fungoes
de Mathieu, respectivamente. As funcoes de Mathieu sao ainda chamadas de Seno e
Cosseno Eliticos, e as fun¢oes de Mathieu modificadas de Seno Hiperbdlico e Cosseno

Hiperbélico Eliticos. Utilizar-se-a a notagao convencional:

cen(a, q,v) — Cosseno Eliptico
se,(a, q,v) — Seno Eliptico
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Cey,(a,q,v) — Cosseno Hiperbolico Eliptico
Se,(a, q,v) — Seno Hiperbolico Eliptico

O parametro livre nas equacoes de Mathieu e Mathieu Modificada é o valor de
a. Porém ha a necessidade de periodicidade 27 para os problemas fisicos reais, em
termos das coordenadas transversais, que no caso sao u e v. Nesse caso especifi-
camente deve haver periodicidade nas funcoes de v. Ha um conjunto de solugoes
peridédicas da Equacao de Mathieu. Somente determinados valores de a tornam a
funcao periddica, e estes sao ditos valores caracteristicos da funcao de Mathieu. Os
valores de a sao diferentes para o cosseno e o seno elitico. O valor de n é dito ordem
da funcao de Mathieu, e para haver periodicidade de 27 deve tomar valores inteiros
(24, 25, 31]. Para uma discussao mais detalhada a referéncia [31] é a mais indicada.

Tem-se entao as solugoes possiveis fisicamente:

lﬁﬁar(w v, kz, w) - ei(kzz—wt) Cen(ana q, u) Cen(ana q, v)a n = 07 17 2... (2‘27)
wqilmpar(u,q),kz,w) - ei(kZZﬂdt) Sen(bn7Q7U) Sen(bnaqav)a n = 17273 (228)

As solugoes gerais para a equacao de ondas homogénea nas coordenadas cilindricas

elipticas sao entao:

Ypar (U, v, 2, 1) :/ dkz/ dw A(k,,w) Cep(an, g, 1) cep(an, q,v) =790 (2,29)

wimpar (U, v, 2, t) - / dkz / dUJ A(kza UJ) Sen(bn; q, U,) Sen(bn; q, U) ei(kZZﬂ‘)t)
— 00 — 00
(2.30)
onde a, sdo os valores caracteristicos das fun¢oes Mathieu ce(a, ¢, v) de ordem n,

e b, sao os valores caracteristicos das fungoes de Mathieu se(b, ¢, v) de ordem n e
_ h? K}
— 4

como uma soma das funcoes par e impar, tem-se, como solugao geral:

. Mas como k, e w estao relacionados entre si, e podemos escrever a solugao

(u,v,z,t) = /Oﬂ do /Z dw [Z(An(ﬁ,w) Cen(q,u) cen(q,v))+

+ Y (Ba(0,w) Sealq, u) sen(q.v))| €55 (2.31)
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onde:

h?* k2 h*w?sin?@
4 4c?
Fixando-se a variavel 6, ou seja, nao ha composicao de feixes de diferentes ve-

q (2.32)

locidades, a equagao (2.31) torna-se:

Y(u, v, 2,t) = /00 dw [Z(An(w) Cey,(q,u) cen(q,v))+

o0 n

+Z(Bn(w) Sen(q, u) sen(q,v))] el et (2.33)

O feixe de Mathieu de Ordem 0, verificado experimentalmente por Gutierrez-
Vega e colaboradores [11] trata-se apenas de um caso particular, monocromético
desta solucao geral da equacao de ondas, na qual pode-se supor um espectro do tipo

delta de Dirac em Agy(w) e zero para todos os outros coeficientes, resultando:

Ap(w) = Ad(w —wyp) ; Ap(w) =Bu(w)=0/n#0

to(u,v,() = A exp (iwov%) Ceg(ao, g, u) cey(ao, g, v) (2.34)

Portanto , os feixes de Mathieu de ordem 0 resultam naturalmente da solucao da
equacao de ondas homogeénea em coordenadas cilindricas elipticas. Aqui as variaveis
¢ e vy sao dadas por (2.8) e (2.9) onde v; é a velocidade, para ndo haver confusdo
com a variavel transversal v. Qualquer feixe de Mathieu pode ser obtido da solugao

geral em coordenadas elipticas cilindricas dada por (2.33). Trivialmente obtém-se:

WP (y v,() = A exp (iwovg) Cen(q,u) cen(q,v);n=0,1,2,3... (2.35)
1

W (,0,0) = A exp (iw0>) Seale,u) sealg,v)in =128 (230)
1

As Figs. 2.4 e 2.5 mostram o perfil transversal para alguns feixes de Mathieu
utilizando os valores ¢ = 25 e h = 1. Nota-se aqui que estas solucoes nao possuem
mais simetria radial, podendo ser aplicadas em situagoes em que se requer assimetria
radial. Os pulsos 6pticos podem ser obtidos modulando-se os feixes localizados, o
que serd tratado mais adiante, porém a integracao de (2.33) é bastante dificil para

espectros que nao sejam a funcao delta de Dirac.
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(c)

Figura 2.4: Intensidade Transversal F' = |¥|?:(a)Feixe de Mathieu par de ordem 0;
(b)Feixe de Mathieu par de ordem 1; (c¢)Feixe de Mathieu par de ordem 2.
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Figura 2.5: Intensidade Transversal F' = |¥|?:(a)Feixe de Mathieu impar de ordem
1; (b)Feixe de Mathieu impar de ordem 2; (c¢)Feixe de Mathieu impar de ordem 3.
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2.3.1 A transformacao de Lu em Coordenadas Elipticas
Cilindricas

A transformacao de Lu permite a obtencao da solucao da equacao de ondas em
n dimensoes a partir de uma solucao conhecida em n — 1 dimensoes. A prova do
teorema é dado em [7]. De forma geral tem-se a equa¢ao de ondas em n dimensoes

da forma:

=0

or2 2 O

)

L92d, ., 10%%,
> =
=1

entao:

O, =P, 1(zsinf, xesinb, ...t —

serd solucao de:

"L 02d, 10%°9,
=0

ox? ¢ Ot?

i=1
Considerando-se a equacao de ondas em 3 dimensoes, cuja solucao é funcao de

u,v e t em coordenadas cilindricas elipticas:

2 <82¢ 82<I>) 1 0°®

B
h? (cosh 2u — cos 2v) \ Ju? T 0v? c? 0t?

Sendo a solucao conhecida e da forma abaixo:

®(u,v,t) = Flu,v) e ™!

onde:

F(u,v) = Cey(q, u) cey(q,v) ou Sen(q,u) sey(q,v)

O Teorema de Lu em coordenadas retangulares ou cilindricas diz que pode-se
conhecer a solucao de uma equacao de onda n dimensional, sabendo-se a solucao da
equacao equivalente a n — 1 dimensoes, através de uma transformacao das variaveis.
O que se deseja é obter um teorema equivalente para o sistema de coordenadas

cilindricas elipticas. A passagem para 4 dimensoes, exige que:
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cos 0
t—t—

z

Fazendo-se esta transformacao na varidvel ¢ da solucao original, qual é a trans-
formagao adequada em u e v que é solucao da equacao de ondas em 4 dimensoes?
Nao ha mudanca trivial, em u e v, como ocorre nas coordenadas retangulares ou
cilindricas. Tem-se que verificar novamente a equacao de ondas:

2 (8%5 0?¢

Z (1= 2 _
h?(cosh 2u — cos 2v) \ Ju? + 902 ) + ( cos“0) ¢ =0

Pode-se escrevé-la de dois modos distintos:

2 ¢ 0%

— sin?0 ¢ =0 2.37
h?(cosh 2u — cos 2v) (8u2 T 81}2) + c? sin6 ¢ = (2:37)

2 0? ¢
— ( i ) (2.38)

h? sin” §(cosh 2u — cos 2v) \OJu? 82}2
No caso tridimensional em u, v e ¢ tem-se “—2 k%, e ao passar para quatro

dimensoes, u, v, z e t faz-se:
cos f

d(u,v,t) = d(u,v,t —

2)

Dadas as equagoes (2.37) e (2.38) pode-se construir duas hipdteses igualmente
validas, que é o equivalente ao teorema de Lu:

1) Ao passar de 3 para 4 dimensoes fazendo a substitui¢ao t — ¢ — <= ‘9z a con-
stante transversal k£, devera ser multiplicada por sin#, de tal modo que ¢(u, v,t—
%z) seja solucao da equacao de ondas a 4 dimensoes. A interpretacao dada é que

a constante transversal fica reduzida por um fator sinf. Esta situagao é retratada

na equagao (2.37).

2) Analisando a equacao (2.38), nota-se que também é possivel a substitui¢ao
h — h sinf. Ou seja, se tivéssemos um contorno eliptico, cuja condicao de contorno
a ser cumprida em uma elipse de semi-eixo h, em 3 dimensoes, entao, o semi-eixo

fica reduzido por um fator sin 6.



23

Em ambos os casos as condigoes de contorno devem ser revistas, e como as duas
interpretacoes sao equivalentes, obviamente as dimensoes transversais do problema
tridimensional ficam reduzidas por um fator sinf no caso de 4 dimensoes. Pode-
se interpretar o teorema de Lu, da mesma forma, em qualquer que seja o sistema
coordenado, ou seja, ao passar da solucao n—1 dimensoes, para n dimensoes, através
de uma mudanca de variaveis do tipo proposto, as dimensoes ”transversais” sempre
sofrem uma reducao por um fator sinf.Para as coordenadas cilindricas elipticas

tem-se resumidamente:

0
¢(U, v, t) — ¢(U, Uat - o

2)
h — hsin@

ou entao:

kJ_—>kJ_Sin0
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2.4 Solucgoes via integral simplificada de Whit-
taker

Feixes localizados podem ser descritos através de uma forma simplificada da
integral de Whittaker [11, 13]:

2w
\If(x,y,z,t) — ei(k;szt) / A((,OI) eikL(zcosnp’+ysinap’) dgp’ (239)
0

A funcao A(¢') é uma fungao ¢’ periédica de periodo m ou 27 e:

k| = kosinf ; k, = kgcosf

k
ko = @ ; tanf = e
c k,
Mostrar-se-a que tal equagao integral é solugdo para a equagao de ondas (2.2).

Considerando-se a equacao (2.39) entao:
27
VQ _ _)ei(k;z—wt) / A((,Ol) eikl(mcosap’—l—ysinap’) ngl -0
0

Efetuando-se as derivadas em z e ¢ fica-se com:
w2 ) 27 ) . o
(Vi 4 C_2 _ kz) ez(kzszt) / A((,Ol) esz_(xcoscp +ysing') dg[), -0
0

w2

2 12
g - kz - kJ_

Como a integral é efetuada em ¢’ e as derivadas transversais sao em x e y
utilizando-se o sistema coordenado retangular, pode-se inserir o operador dentro da

integral:
2w
ei(kzszt) / A((,Ol) (Vi + ki) eikJ_(ICOS ¢ +ysin¢') d(,Ol -0
0
Efetuando-se agora as derivadas em x e y tem-se:
) 2w ) , o,
ez(kzszt) / A(QO,) <_ ki(COS2 (,0, + sin2 901) + ki) esz(mcoscp +ysin ') dg[), -0
0

Obviamente o resultado do integrando é nulo pois (cos? ¢’ + sin?¢’) = 1 e estd
provado que a integral de Whittaker é solucao para a equacao de ondas. Como

foi descrito por Gutierrez-Vega [11], o aparato experimental para a producao de um
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PIOF baseia-se no fato de que a intersecao do cone contendo os vetores de onda com

uma esfera delineia uma circunferéncia de raio proporcional a k. Faca-se entao:

zcosy +ysing' = /a2 1 42 cos(id! — tan~'(2))
T

Agora, substituindo x e y pelas suas representacoes em coordenadas cilindricas

elipticas obtém-se:

p =22+ 12 = hvcosh® u — sin? v (2.40)

p = tan_l(y) = tan~'(tanh u tan v) (2.41)
T

ki(zcosg +ysing') = ki pcos(¢' — ) (2.42)

Utilizando o fato de que em coordenadas elipticas cilindricas ¢ é dado por (2.32):

obtém-se:

zn=kip= 2\/cj\/(:0sh2 u — sin? v. (2.43)
Substituindo a defini¢do (2.43) na equagao (2.42) tem-se:

27
\IJ(I‘, t) — ei(kzszt) / A(gol)eizl cos(wf,@)d(p/ (2.44)
0

A expressao (2.44) pode ainda ser modificada para:

2
W(r, t) = eilk==w1) / A(p") [COS(Zl cos(¢’ — @) +isin(z; cos(p — ) |dy’ (2.45)
0

Pode-se ainda colocar a integral de Whittaker de forma a possuir séries infinitas

das fungoes de Bessel. Tem-se as seguintes relagoes, que sao bastante tuteis:
cos(zsin ) = Jo(z) + 2 Ja(x) cos(20) + 2 Jy(x) cos(40) + ...

sin(z sin f) = 2[Jy(x) sin 0 + J5(z) sin(36) + J5(x) sin(50) + ...]

Fazendo a manipulagdo adequada da expressdo (2.44) obtém-se a integral de

Whittaker como um somatdério de funcoes de Bessel:

U(r,t) = ei(kzzm)/o ' dSOIA(WI){JU(Zl)-FQZ [J2n+2(21) COS[(27L+2)((P,_SO+%)]+

Fidonsi(z1) sin[(2n +1)(¢' — o+ g)]] } (2.46)
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Da tabela de integrais de Gradshteyn tem-se [24]:

2m A"
CeZn(qa O)CeZn(qa 7T/2

2T
/ cos[z1 cos(p — a)]cen(q, 0)dp = Cew (g, 0)cen(a )
0

27
/ sin[z; cos(¢ — a)]cean(q, p)dp =0
0

—2m g AT
C62n+1(q, 0)C62n+1(Q7 7T/2

2
/ SiH[Z1 COS(SO—CY)]CGQnH(q, SO)dQO = )Ce2n+1(q, U)C62n+1(q, U)
0

2w
/ cosz1 cos(p — a)]cean11(q, p)dp =0
0

QTF\/aB%nJrI
S€2p41 (q, O)Se2n+1 (q, 7T/2

2T
/ SiH[Z1 COS(SO—CY)]Sean(q, @)dQO = )562n+1(q, U)562n+1(q, U)
0

2
/ cos[z1 cos(p — a)|seant1(q, p)de =0
0

27rqB§”Jr2
S€2n+42 (QJ O)SeZn+2(q7 7T/2

2
/ COS[ZI COS((p_a)]Se%H»? (QJ QO)d()O = ) Se2n+2 (QJ u)862n+2 (QJ U)
0

2T
/ sin[z; cos(p — a)]seani2(q, p)dp =0
0

onde:

2 =2./q \/COSh2u—Sin2?)

o = tan” '(tanh u tan v) (2.47)

Facilmente pode-se agora comparar a expressao (2.45) com as expressoes in-

tegraveis de Gradshteyn, inserindo-se fun¢oes de Mathieu periddicas no lugar da
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fungao espectral A(¢'). Obtém-se basicamente 4 tipos de solugoes distintas:
1) A(y') = cean(q,¢)

o2 A%”
CeQn(qa 0) Ce?n(qa 7T/2
2) A(¢") = ceanyi1(q, ¢')

k>z—wt)

P — ) Cean (g, 1) cezn(q,v) €

2 /g A7
Cean41 (qa 0) CeZn+1(q7 7T/2
3) A(SOI) = SeZn+1(Q7 90,)

par  __
\I]2n+1 -

) Ceoni1(q, 1) ceanyr (g, v) ez

i 2w \/q B"!
S€2n+1 (QJ O) S€2n+1 (QJ 71—/2
4) A(SOI) = SeZn+1(Q7 90,)

\Ijimpar -

2n+1 — ) SeZn+l(QJU) Se2n+1(QJU) ei(kZZﬂUt)

i 21 q Ba"t?
S€on 42 (QJ O) S€on 42 (QJ 71—/2
Estas solugoes sao os feixes de Mathieu pares e impares, obtidos diretamente da

impar __
\Ij2n+2 -

(kzz—wt)

) Sean+2 (q, U) S€2n+2(q, U)ei

equagao integral de Whittaker.
Agora considerando-se uma funcao espectral angular do tipo:
1

AY) = gAmeimW, (2.48)

A solugao da equacao (2.44) para a fungao espectral dada pela expressao (2.48)
serao os feixes de Bessel. Para provar esta afirmativa, inserindo-se um espectro
angular A(p) = 42 em (2.46), o que se obtém é o feixe de Bessel de ordem 0
proposto por Durnin [4] em 1987. As integrais que contém senos e cossenos, quando

integradas de ¢' = 0 até ¢/ = 27 se anulam, ficando apenas:
. 2 AO .
V(z,y,z,1) = el(kzz_m)/ dip 2_J0(21) = Ag Jo(z1) e'tk==70)
0 m
e tem-se portanto:
\Ij(xa Y, z, t) - AO J() (kj_p) ei(kzzf“”)
De forma geral tem-se inserindo (2.48) em (2.44):

1, T i /
\II(I', t) — %ez(k;z—wt) / Amezmap el cos(yp _(p)d(pl (249)
0
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A integragao em ¢’ nos dé:
W(r,t) = A S (k1 p)e’™e im0

onde A,, é uma constante qualquer e os outros parametros ja foram definidos
anteriormente. A expressao acima é equivalente aquela dada pela expressao (2.17)

obtida diretamente da equacao de Helmholtz em coordenadas cilindricas.
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2.5 Conclusoes do Capitulo 2

Neste Capitulo demonstrou-se teoricamente a obtencao das solucoes para feixes
nao-difrativos diretamente da equacao de ondas e da solucao da integral de Whit-
taker simplificada. Tais solugoes sao ideais, nao fornecendo muitas informacoes a
respeito das fontes para gerar os feixes nao-difrativos e possuem energia infinita,
sendo fisicamente irrealizaveis. Porém, assim como as ondas planas obtidas em co-
ordenadas cartesianas, que também possuem energia infinita, podem ser muito tteis
na andlise de problemas fisicos reais. Tanto os feixes de Bessel quanto os feixes de
Mathieu formam um conjunto completo de funcoes de base e qualquer solucao para
a equacao de ondas pode ser representada adequadamente como uma combinacao de
tais funcoes de base. Os feixes de Bessel formam o conjunto de fungoes ortogonais no
sistema de coordenadas cilindricas e os feixes de Mathieu no sistema de coordenadas
cilindricas elipticas.

A partir dessas solucoes gerais verifica-se ainda que os feixes de Bessel possuem
simetria radial ao passo que os feixes de Mathieu nao. A demonstracao do Teorema
de LLu em coordenadas elipticas cilindricas nao havia sido ainda demonstrado, e difer-
entemente dos sistemas cartesiano e cilindrico, onde o fator (sin ) atua diretamente
nas variaveis de coordenadas, multiplicando x e y ou p quando passamos de trés para
quatro dimensoes, no sistema de coordenadas cilindricas elipticas esse termo nao ira
multiplicar u e v, e sim o parametro h. Qualquer um dos feixes nao-difrativos aqui
estudados se propagard com velocidade superluminal, e isso fica bastante evidente

na transformacao de Lu, ja que quando aplicada leva uma solucao em ¢ para uma
cos 6
(&

e a velocidade de propagacao sera v =

solucao em t — z. A funcao solucao resultante sempre possuird essa dependéncia

—=5> que é sempre maior que ¢ para ¢ real
e diferente de zero. Esse fato ja foi bastante discutido na literatura e nao implica
violagao dos postulados da Relatividade especial ja que apesar de a velocidade de

grupo ser superluminal a informagao é carregada com velocidade subluminal [32, 28].
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Capitulo 3

Feixes ()pticos Nao-Difrativos:
Analise via Teoria Escalar da
Difracao

Difracao e espalhamento sao fenémenos intrinsicamente ondulatérios. A teoria
escalar da difragao [33, 34, 35] aproxima o vetor campo elétrico ou magnético através
de uma tnica funcao escalar e adota uma representacao bastante simplificada da in-
teracao das ondas eletromagnéticas com a matéria. Apesar de apenas parcialmente
correta, devido ao fato de nao levar em conta o carater vetorial das ondas eletro-
magnéticas, produz resultados bastante satisfatérios do ponto de vista qualitativo e

quantitativo quando trata-se do dominio éptico.

Aceitando-se a teoria escalar de Huygens-Fresnel, torna-se possivel manipular
imagens alterando-se o seu espectro de frequéncias espacial, do mesmo modo que
é possivel manipular o som alterando o espectro de frequéncias temporal por um
circuito eletronico apropriado. Em 1818 Augustin Fresnel combinou as idéias intu-
itivas de Christian Huygens e sua teoria ondulatéria da luz, de 1678, com o principio
de interferéncia de Young para produzir uma teoria ondulatoria da éptica quanti-
tativamente razoavel. O principio de Huygens considera que cada ponto de uma
abertura age como fonte puntual de ondas esféricas.Evidentemente os trabalhos
de Huygens e Fresnel sao anteriores aos trabalhos fundamentais de James Clerck
Maxwell na teoria eletromagnética (1865), entao muitas consideracoes arbitrarias
foram feitas de modo a conciliar a teoria escalar com os fenomenos observados ex-
perimentalmente. Requer-se a solucao das equacoes de Maxwell para a obtencao

de resultados quantitativos corretos em qualquer faixa do espectro eletromagnético.
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Fazer uma andlise dos fenomenos com base nas equacoes de Maxwell e nas condi¢oes
de contorno requeridas para satisfazeé-las torna-se, entretanto, muito complexa, ex-
ceto em casos simétricos. Felizmente muitos cientistas, entre 1880 e 1900, incluindo
Kirchhoff, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria da difracao no dominio
optico bastante simplificada. Os resultados dessas teorias sao bastante satisfatorios
e concordam bem com os experimentos.

Neste Capitulo analisam-se os feixes nao-difrativos através da teoria escalar em
sua forma mais simples, que nao leva em conta o fato de que as ondas esféricas
difratadas devem propagar-se apenas para frente. Tal teoria pode ser obtida através
da consideracao do principio de Huygens, muito mais fisico e intuitivo, bem como
das técnicas de andlise de Fourier ou dos teoremas de Green aplicadas a equacao de
Helmholtz. Na Secao 3.1 um panorama geral da teoria da difracao escalar é apresen-
tado. Na Secao 3.2 utiliza-se a teoria escalar para a demonstracao da possibilidade
da geracao dos feixes Bessel. Na Secao 3.2.1 o aparato esperimental de Durnin é
apresentado e analisado na geracao de feixes de Bessel. A andlise da geracao dos
feixes de Mathieu através do aparato de Durnin mudulado através de uma funcao
angular de Mathieu é feito na Secao 3.3. A Secao 3.4 traz uma anélise das estruturas
com fendas multi-anulares, que produz a superposicao de feixes nao-difrativos de ve-
locidades diferentes. Finalmente na Secao 3.5 sao apresentadas as consideragoes e

conclusoes finais do Capitulo 3.
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3.1 A teoria escalar da difracao

Uma onda escalar monocromatica é representada por uma funcgao do tipo:

A integral de difracdo, na sua forma mais simples, obtida a partir da integral de
Kirchhoff [33], é mostrada abaixo:

W 2) = g [ v ) s (3.1)
R=\/(z -2+ (y—y)+(z—2)? (32)

onde (2',y', 2') sdo as coordenadas da abertura difratora, (x,y, z) sdo as coordenadas
do ponto de observacao, a integral é efetuada sobre todo o plano S’ da abertura. O
parametro 7(z’, y') é a funcao de transferéncia da abertura. Supondo que a abertura
difratora estd no plano 2z’ = 0, e para valores grandes de z, pode-se expandir (3.2)
em séries considerando apenas os termos em primeira ordem. Facilmente mostra-se

que para valores grandes de z o resultado é:

p* + p'? — 2pp' (cos @ cos ¢’ + sin @ sin ')
2z
No denominador de (3.1) o valor da distancia R da abertura ao ponto de ob-

R=2z+

(3.3)

servagao pode ser aproximado por z. A substituicdo de (3.3) na exponencial da
integral de difracao dada por (3.1) leva-nos & seguinte equagao, em coordenadas

cilindricas:

2+ p2+p1272ppl(cos o cos ¢’ +sin ¢ sin gp,) }

Vipyp,2) = 5 — / / pdpdd' (0, )0 (0, ¢, 0)el 2
712 ) y—o J o

(3.4)
Fazendo algumas manipulagoes algébricas, a equagao (3.4) pode ser colocada de

forma mais clara e simples:

12
'dod ' 00 ikf’—z —iz1 cos(p’ —¢)
V(p,p,2) = 2mz /,, O/I P o (0, @) (P, ¢, 0) e e
(3.5)

onde:
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kpp/
Z1 =
z

(3.6)

Expandindo agora a exponencial e~%1 (¥ =%) em termos de funcoes de Bessel,
em procedimento analogo ao realizado no Capitulo 2 para a integral simplificada de

Whittaker obtém-se o resultado abaixo:

keik(z+§) 00 2T L
w(p,w,z)=7/ / pldp'dy’ x
P @

2miz '—0 '—0

12

- kp
x 1(p', ") (p', ¢, 0) e {J0(31)+

) Z [J2n+2(z1) cos[(2n +2)(¢' — p + g)]_

n=0

—iiJani1 (1) sinl(2n + 1) (' = ¢ + )] | (3.7)

Quanto a integral de difragao (3.5) aqui utilizada, pode-se chegar naturalmente
a ela utilizando-se a aproximacgao paraxial e transformadas de Fourier como serd
demonstrado.Por simplicidade considera-se a equacao de Helmholtz em coordenadas
cartesianas:

w+a—y2+w+k2>\ﬂ(x,y,z):0 (3.8)

Agora considere a seguinte solucao para a equacao de Helmholtz:

U(z,y,2) = ¥(z,y, 2)e™* (3.9)

de modo a eliminar variagoes rapidas em z. A substituicao de (3.9) em (3.8) resulta
em:
0? 0? 0
s o+ 2k ),y 2) = 0 3.10
(8x2 + oy? i 0z ¥(9,2) ( )
A equagao (3.10) é conhecida como equagao paraxial. A forma de solugao mais
simples é a aplicac¢do da transformada de Fourier bidimensional em (z, y):
O bk by 2) = —- (k2 + k2) (ks b 3.11
%lb( T y,Z) _ﬂ( :v+ y),(vb( i3 yaz) ( . )
Resolvendo-se (3.11) em z obtém-se:

Dk, iy 2) = o (ks Ky exp[;—lz(kg +k2)z] (3.12)
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Voltando-se ao dominio (z, y) pode-se aplicar o teorema da convolu¢ao das trans-

formadas de Fourier:

’g[}(l‘,y,Z) :@Z}O(l‘,y)*h(l',y) (313)
onde:
oz, y) = F~! [1/)0(1*3:1:, ky)] (3.14)
2 | 12 k koo o
h(z,y) = F~ [exp[ k(k +k )z]] o exp[g(x +y)] (3.15)

Portanto, ao efetuar a convolucao dada por (3.13) obtém-se finalmente:

v =g [ [t e (Sl -+ )] drdy’ (3.0

27mz

Substituindo (3.16) em (3.9) e voltando as coordenadas cilindricas circulares
obtém-se a equagao (3.5). Aqui a fungao ¥y (z',y") é o produto da onda incidente
com a funcao de transferéncia da abertura.

Outra forma de obtencao da integral de difracao é a aplicacao dos teoremas de
Green a equacao de Helmhotz, procedimento usual adotado pela maioria dos autores

como por exemplo [33, 35].
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3.2 Feixes de Bessel

No Capitulo 2 os feixes de Bessel foram obtidos diretamente da equacao de
ondas ou através da integral simplificada de Whittaker, porém sem mencionar qual
a forma de geracao de tais feixes, ou seja, sem fazer mencao ao aparato necessario
a geracao. Nesta Secao sera analisada a criacdo de um feixe de Bessel através da
teoria de difracao escalar estabelecida na Secao 1 deste Capitulo, o que permite
obter informacoes sobre a forma de geracao. Para criar um feixe de Bessel, suponha
que a onda incidente na abertura difratora seja uma onda plana com amplitude
Ay em todos os pontos da abertura, ou seja, ¥(p, ¢',0) = Ay. Considere-se ainda
a situacao ideal em que a abertura é infinitamente extensa, e por conveniéncia a

funcao de transferéncia da abertura serda dada pela seguinte equacao:

(0, ¢") = Jo(kop') (3.17)

ou seja, ¢ uma fungao de Bessel de ordem zero. Substituindo (3.17) em (3.7) e inte-
grando primeiramente na variavel ', os termos contendo senos e cossenos naquela
equacao se anulam quando integrados de 0 a 27 entao a integral resultante fica

simplesmente dada por:

2
Akeik(z+g7) 00 ko2 koo
Blpy i, 2) = ke T / g5 Tkl ) Jo(L2) (3.18)
0

12 —0 z

Com a ajuda de [24, 36] pode-se integrar (3.18) diretamente:

> ikp'? kpp 12 _jko? ,i@
/ pldp'e’ 2= Jo(k,p') Jo( Zp )= Te e Jo(k,p)
p'=0
Finalmente a solucao é mostrada abaixo:
k2
V(py,2) = AoTy(kyp)e't 302 (3.19)
onde:
k2
— i =k, (3.20)

Tal solugao ¢é valida para valores grandes de z, ja que utilizou-se a teoria escalar
da na Secao 1, onde k, predomina, o que pode ser concluido através de (3.20) ja

que tal expressao ¢ a relagao de dispersao para k, pequeno em comparagao com
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k.. Uma teoria correta da difracdo levaria & mesma resposta [37]. Aqui nota-
se que também o feixe de Bessel obedece a lei da difracao, porém para obter um
feixe obedecendo a equacao de Helmholtz e ainda assim permanecer nao-difrativo,
mantendo o padrao de intensidade transversal inafetado, a abertura difratora deve
ser infinitamente extensa, ou seja, uma fonte infinitamente extensa se faz necessaria,
o que ¢ inconcebivel no mundo fisico real, pois também a energia necessaria para a
geracao de tal feixe é infinita. Observa-se que para geracao de feixes de Bessel de

ordem maior a funcao de transferéncia da abertura infinita deve ser:

(0, ¢") = T (o )e™? (3.21)
A substituigao de (3.21) em (3.7) resulta em:
W(p, 0, 2) = Am i (kipp)e™eeilkzz—uD)

onde k, é dado por (3.20).
Dada uma abertura cuja funcao de transferéncia seja dada por 3.21, porém com

raio finito R tem-se para o feixe de Bessel de qualquer ordem:

. . 2
Ay k ezmnpezk(erg—z)

Y(p, p,2) =

R 2 koo
/ P o) () (3.22)
o

¥ '—0

com Ay sendo uma constante qualquer.

3.2.1 O aparato experimental de Durnin e obtencao de feixes
de Bessel

Considerar-se-a agora uma aproximacao mais realistica para a geragao dos feixes
de Bessel, baseada na teoria escalar da difracao e no aparato experimental proposto
por Durnin [4]. Atualmente existem muitas formas de geracao de feixes Gpticos
nao-difrativos consistindo de elementos épticos mais sofisticados como por exemplo
os "axicons”[15, 22|, interferometros de Fabri-Perot [8] entre outros [21]. Geragao
de feixes de Bessel de ordem maior utilizam-se basicamente de ”axicons”. Porém o
aparato proposto por Durnin utiliza-se apenas de elementos 6pticos simples e ainda
¢ o mais utilizado para propdsitos experimentais didaticos. Mostrar-se-a que no
caso ideal o aparato de Durnin é completamente equivalente a considerar a abertura
difratora infinita de funcao de transferéncia do tipo Bessel. A configuragao basica

utilizada por Durnin é mostrada na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Arranjo experimental proposto por Durnin para a criacao dos feixes nao
difrativos.

Nesta configuracao basica uma fenda anular, que pode ser modulada através de
uma funcgao angular qualquer,é iluminada por um feixe de laser colimado. Uma lente
delgada situa-se a uma distancia focal f da fenda anular. Idealmente a fenda anular
de raio a possui a seguinte funcao de transferéncia para a criacao do feixe de Bessel

de ordem zero:

(0, ¢") = 6(p' —a) (3.23)

Considerando-se uma onda plana incidente na fenda (feixe de laser colimado),
colocada no plano 2z’ = 0 e inserindo a func¢ao de transferéncia (3.23) na equagao
(3.7) fornece:

2

00 27
/ / pdp'dye’ 6(p" —a) A eith {Jg(z1)+
p'=0Jyp

/ '—0

) 2
kezk(z+%)

) Z [J2n+2(zl) cos[(2n +2)(¢" — p + g)]_

n=0

—iTns1(z) sin[(2n + 1) (¢ — 0+ 3] | (3.24)

A integracao da equacao (3.24) é trivial e o resultado é:

) 2 9
Agakelk(z+g7+37)

Y(p, p,2) = kap

Jol(

2miz z

) (3.25)
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A onda plana sera afetada pelo efeito difrativo da fenda anular. O perfil transver-
sal de intensidade resultante apés a fenda assemelha-se a uma fungao Bessel de ordem
zero, porém este perfil ird espalhar-se transversalmente enquanto a onda propaga-se
ao longo de z, fato que pode ser percebido facilmente analisando a equagao (3.25).
O padrao produzido pela fenda propaga-se até o ponto onde encontra-se a lente
delgada. Para uma lente delgada convergente ideal, ou seja, sem atenuacao da onda
incidente, a fungao de transferéncia pode ser dada por [34]:

e

Tlens(p,a (10,) - 6_1 2f (326)

A lente delgada convergente transforma uma onda plana incidente em sua su-

perficie em uma onda esférica convergindo ao foco f da lente. Se a lente é colocada
a uma distancia focal da fenda, como no caso do experimento de Durnin, entao a
lente poderd corrigir o efeito difrativo, de maneira ideal. O padrao transversal que

chega a lente apds propagar-se da fenda até a lente sera:

Aga k eik(f+g_f+%)J kap
omi f ol f

Para analisar o fenomeno apenas do ponto de vista qualitativo, deixe-nos abrir

Y(p,p,z=f) = )

mao das constantes de amplitude e fase, entao:

k
W(p, o, f) = ApeHr 7 Jo( ;p

Considerando-se entao uma lente de raio R, impondo novamente 2z’ = 0 e sub-
stituindo (3.26) e (3.27) em (3.7) resultara em:

2
keik(z+g—2) R 21
¢(Pa @, Z) - N / / pldp,ngl X
p @

2miz 1—0J =0

) (3.27)

kap -k'p’2
) eZ 2z

X 6_. 2f Af 6 2f Jg( {J0(21)+

) Z [J2n+2(z1) cos[(2n +2)(¢" — p + g)]_

—iJongr (1) sin[(2n + 1)(¢' — ¢ + g)]] } (3.28)

Note que o termo exp( ) da onda incidente é totalmente cancelado pelo termo

exp(—1 kp ) proveniente da lente convergente. Se a lente convergente é colocada a
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uma distancia arbitraria qualquer diferente da distancia focal f a onda incidente
na lente possuird um termo de fase do tipo exp(i%), onde z; é a distancia da
fenda até a lente, e verifica-se que o cancelamento de tal termo de fase, que é
responsavel também pela difracao do feixe, nao é totalmente cancelado, por isso foi
dito anteriormente que se a lente esta a uma distancia focal da fenda anular o efeito
difrativo é corrigido totalmente, de maneira ideal. A integracao de (3.28) em ¢ é

trivial, fornecendo o resultado abaixo:

2
Apke*Ct5) R a2 kap' | kpp'
blpop ) = S [ iy SRR (529
0

12 —0 f
Se o raio da lente tende ao infinito, no caso ideal, a solucao é dada da mesma
forma que em (3.19).Porém aqui a constante transversal é estabelecida pelo aparato

experimental utilizado na geracao:

_ka
- f

Em casos préticos o raio da lente é finito e a integral (3.29) deve ser avaliada

kp (3.30)

numericamente, ja que nao ha solucao analitica para tal equacao. Através de uma
lente de raio finito obviamente o feixe nao permanecerd sem sofrer espalhamento
do perfil transversal até o infinito, mas pode-se determinar o maximo ”range”de

invariancia do feixe assumindo que:

R k
7 = k—” (3.31)
Nestes casos é valido ainda assumir que:
k, = ksinf
k, =k
L = % . 0 = tan ! (%) (3.32)

As expressoes (3.32) sao obtidas diretamente da éptica geométrica e sao mostradas

na referéncia [4]. Para a geracao de feixes de Bessel de ordem qualquer utiliza-se:

imy’

(0 ¢') =6(p — a)e

O caso analisado até aqui foi idealizado devido ao fato da fenda possuir funcao

de transferéncia do tipo delta de Dirac mesmo no caso em que a lente possua raio
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finito. Considere-se agora o caso real em que a funcao de transferéncia da fenda
nao é mais 7(p', ¢') = 0(p' — a).De fato, no mundo fisico real, devido a dificuldades
praticas de construcao o anel da fenda tem uma certa dimensao da onde passard luz.
E apds integrar a equacao (3.7) em ¢ tem-se:

da

2
Akezk(er%) a+ 3 p'? koo
b(p,p,z) = 0—/ pd e Jo(~22) (3.33)
o

12 r=q—82 z

. . . I2 . ~
Pode-se aproximar a exponencial exp(z%) no integrando como uma funcao con-
stante dentro do intervalo de integracao, devido ao fato de que da << a e a integral
tem valor nao nulo somente nas proximidades de a. Considerando que a onda re-
sultante propagou-se da fenda até a lente, ou seja, uma distancia focal e impondo
;L . . -
novamente 2z’ = 0 no plano da lente, considerando-se ainda que a lente possui raio

finito, leva-nos a seguinte expressao, depois que a onda passa pela lente:

ApkehetE) R w2 kpp
W(p,p,2) = L / pdpe’s= Ty (~22)
12 /=0 z
da da
a — da J k(a_T)pl —(a+ da J k(“"‘?)pl
X<( 5 )1 (= )p,( 5 )J1 (= )) (3.3)

A funcao entre parénteses em (3.34) tende a funcao de Bessel de ordem zero
quando da — 0:
k(a—°%2) k(at°3)

(a_%a)Jl( PI)_(G"‘%&)JI( r) k a da ka ,
( — ) e e CTURNCED

Analisando com mais detalhe a funcao acima tem-se:

ame oy 7 kot s
@iuﬁ”n—_y(m‘%hwf”m—w+%hmﬁﬂm)(wm
o da N f T Sams0 0 '

Mas das propriedades das funcoes de Bessel tem-se que:
1 d kp'a . 1 _ kp'a, ka kp'a ka . kp'a

Para a validade da equagao (3.36) é requerido que da << a. Para conciliar as

equacoes (3.35) e (3.37), a condigao para o raio da lente deve ser R < 27rfka. A

funcao transversal que chega a todos os pontos da lente aproxima-se a uma funcao

de Bessel de ordem zero se a condicao que segue é satisfeita:

Af
) — :
o << (3.38)
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i
2rka”

Tal expressao é obtida conciliando-se o requerimento de que da << ae R <
O fato da relacdo (3.38) nao ser satisfeita, faz com que a fun¢do que chega aos
limites da lente seja aproximadamente a funcao de Bessel de ordem zero somente
nas proximidades do centro da lente. O padrao transversal que chega nas regioes
mais periféricas da lente ja nao é mais uma Bessel de ordem zero, contribuindo entao
para a degeneracao do feixe de Bessel. Na verdade a amplitude da onda que chega
a periferia da lente é menor do que seria se um padrao Bessel verdadeiro estivesse

chegando a lente.

Figura 3.3: Simulacao numérica em p = 0 para intensidade do feixe de Bessel de
ordem zero, com as dimensoes utilizadas por Gutiérrez-Vega para criar feixes de
Mathieu

Na figura 3.2 reproduz-se a simulagao numérica da intensidade ”on-axis” para

o setup experimental utilizado por Durnin, distancia focal da lente f = 305 mm,
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Figura 3.4: Simulacdo numérica em p = 0 para intensidade do feixe de Bessel de
ordem zero, com as dimensoes utilizadas por Gutiérrez-Vega respeitando a relacao
(3.38).

raio da lente R = 3.5 mm e raio da fenda ¢ = 1.25 mm, com da = 10 pm e
A = 632.8 nm. Facilmente calcula-se a distancia maxima de invariancia de tal feixe
e para esse caso o resultado é 85 cm e esta em perfeita concordancia com a simulacao
numérica mostrado na Figura 3.2. A Figura 3.3 mostra os resultados utilizando-se
a expressao (3.34) para a intensidade ”on-axis”com os parametros utilizados por
Gutiérrez-Vega [11] para produzir os feixes de Mathieu, mas aqui a simulagao foi para
o caso de feixes de Bessel. Foram utilizados os seguintes parametros de simulacgao:
f=T7cm, R =938 mm, a = 3.35 mm, da = 0.1 mm e o mesmo comprimento
de onda utilizado por Durnin. O raio da lente nao foi fornecido por Gutiérrez-Vega
naquele trabalho. Nota-se que o experimento de Durnin obedece a relacao (3.38) e
propaga-se uma distancia razoavel com relagao ao comprimento Rayleigh, enquanto
que com os parametros de Gutierrez-Vega aquela relagao nao é contemplada e o
feixe degenera-se rapidamente O resultado no segundo caso é que tem-se um padrao
transversal Besse que varia ao longo de z inclusive degenerando completamente e
apresentando méaximos e zeros no eixo p = 0, assemelhando-se aos padroes de onda
estacionaria de linhas de trasmissao. Esse fato foi verificado experimentalmente no
Laboratoério de Ensino de Optica do Instituto de Fisica ”Gleb Wataghin”, da Uni-
camp. Utilizando-se os valores f = 75 cm, R = 9.38 mm, a = 3.35 mm,porém com
da = 10 pum a relagao (3.38) é respeitada e a distancia maxima de invariancia pre-
vista é de 2.345m, valor que concorda com a simulac¢ao. Veja Figura (3.4). Volta-se a

afirmar que para obter um feixe nao-difrativo a relac¢ao (3.38) deve necessariamente
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ser respeitada, no caso do aparato de Durnin, para a sua geragao.

Observa-se que para o aparato experimental de Durnin ocorre uma oscilacao na
amplitude do feixe Bessel em p = 0. Tal fato deve-se a reminiscéncia das franjas
de difragao de Fresnel, que ocorre nos contornos da fenda. Sistemas compostos por
axicons podem ser utilizados de tal forma a eliminar as oscilagoes causadas pela
difracdo do contorno [21]. Tal sistema proposto na referéncia citada é composto
por um elemento que transforma um feixe gaussiano em um feixe anular com um
envelope 1/p. O segundo elemento éptico do sistema transforma tal feixe em um

campo aproximadamente do tipo feixe de Bessel.
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3.3 Feixes de Mathieu

Os feixes de Mathieu ideais foram analisados no Capitulo 2, entretanto, o aparato
experimental utilizado por Gutiérrez-Vega para a geracao de feixes de Mathieu é
analogo aquele utilizado por Durnin, com a diferenca de que a fenda é modulada
por uma funcao angular. O mesmo procedimento adotado na Secao anterior serd
utilizado aqui para determinar o comportamento dos feixes de Mathieu, ou seja,
considerar-se-a a integral de difracao na sua forma simplificada e o aparato exper-
imental de Durnin. Considere-se, por simplicidade e conveniéncia, que a relacao
(3.38) é respeitada e entao a fungao de transferéncia da fenda é dada aproximada-

mente por (3.23) multiplicada pela modulacao angular:

(', ¢") = Al¢)d(p' — a) (3-39)
Uma onda plana passando através de tal fenda ira difratar-se e a onda que deixa

a fenda sera:

keik(z"'zz) 0o 2m C k
w(p,w,Z)Zi./ / pddde A() 5(p —a) Ag €5 {Jo( Zp )+
P @

2miz 1—0J =0

42 Z [J2n+2 cos[(?n +2)(¢' — p+ g)]_

/

)sinl(2n +1)(¢' — o+ 2)]] } (3.40)

A integracao na variavel p' é direta,devido ao fato de haver uma funcao delta de

. k
—2J2n+1( PP

Dirac no integrando. O resultado é mostrado abaixo:

ketkGtaz)  r2m kpa
wpp2) =25 [ gt ae) o {0
P

2miz =0
+2 Z [J2n+2(%) cos[(2n + 2)(¢' — ¢ + g)]—
—z‘JQnH(]‘;Zﬂ) sin[(2n + 1)(¢' — ¢ + g)]] } (3.41)

Se a lente estd situada a uma distancia focal da fenda, para maior eficiéncia da
lente, a onda incidente no plano da lente delgada serd:
2
keik( f+5%5) por

27T7/f ©'=0

kap

7T

ooz = f) = dp' @) Ay 5 {
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#23 [T cosl(om+ 20— o+ DI

) ka
—ZJ2n+1(—

f

Considerando o plano da lente sendo em 2z’ = 0, deixando a parte as constantes,

Zysinl(2n + (¢ — o+ 2)]] } (3.42)

sendo a funcao de transferéncia da lende dada por (3.26) e utilizando novamente

(3.7) fornece como resultado a equacao que segue:

V(p,p,2) = /% dy’' / Odw”/ pdp A(S) &' {Jo(kc}p )+

+2 Z [J2n+2(kc}p ) cos[(2n +2)(¢" — ¢" + g)]_

n=0

!

—iTanin (S ) sin[(2n + 1) (¢ — @+ D))

7
AR 123 [
z z

n=0

)cosl(2n +2)(¢" — ¢ + )]

. kpp' . 7r
—iiTan i (25 sinl(2n + 1) (" — ¢ + )] | (3.43)
A multiplicacao de todos os termos do integrando resulta em nove termos, que
podem ser avaliados separadamente. A forma mais simples de efetuar a integral
¢ comecar a integragao pela varidvel ¢”, e fazer uso de propriedades das fungoes

trigonométricas de ortogonalidade. Escreve-se a integral como segue:

2

W(popnr) = A Z (3.44)

Agora cada termo sera avaliado separadamente.

2T 2T R ko2 k k
¢1:/ d*”'/ d¢" / ddo Ay &% 1(FP) 1o pp) (3.45)
@ ® P

1:0 //:0 1:0 f

O resultado da integragao em " é:

2
¢1—27r/ dcp/ pldp A(Y ¢

O segundo termo é:

ap )JO(’“””') (3.46)

Zz JO( f .



47

2T 2T R ko2
¢2 = 2/ d(,p’/ dgp"/ pldp A(¢')e' = x
@' =0 ©''=0 o' =0

kap'
f

O resultado da integracao em " é:

X J()(

)3 b cosl(n 42 o+ D) (347)

¢ =0

Entao vé-se que todos os termos envolvendo funcoes Bessel de ordem zezro no
integrando serao nulos, exceto o primeiro, devido ao fato de a integracao em "
sempre dar resultado nulo para termos envolvendo apenas um seno ou um cosseno
no integrando. Os termos envolvendo produtos de seno por cosseno serao nulos por
ortogonalidade. Entao apenas dois termos mais serao nao nulos. Estes dois termos
envolvem produtos do tipo cos() x cos() and sin() x sin() e devem ser de mesma

frequéncia. O procedimento é trivial e tem-se:

2T 2T R ko2
¢s5 = 4 / dy’ / dp" / pldp" A(p')e" 2= x
©'=0 ©''=0 p'=0

- kap 7r
X D T =) cos{(2n 4 2) (¢ — ¢! = 5) x
n=0
X iJ (kLp,)cos[(anLQ)( "—p+ z)] (3.48)
£ 2n+2\7 ¥ ¥ 9 .
27 2 R o2
Pg = 4/ d(p'/ dgp"/ pldp A(p')e' = x
Lp/:o (p”:O pI:[]
- kap'| . " T
X D B () sinl(2n + 1)(p" - ¢ = 5) x
n=0
X i JQHH(M) sin[(2n +1)(¢" — p+ E)] (3.49)
— z 2

O resultado final da integragao em ¢” considerando novamente a ortogonalidade

das fungoes trigonométricas em (3.48) e (3.49) é:

2
27TA€ik(z+%%) 2 R
V(s p,2) = —/ dso’/ p'dp'x
'=0 o

z = =0



48

< A(e) & { (L) n( )+
+2 Z J2n+2(ka7ﬂ)t]2n+2(kp7ﬂ) cos[(2n + 2)(¢" — ¢)]—
-2 Z Far (S o (22 sinl(2m+ 1) — )]} (3.50)

A equacao (3.50) é a expressao geral para o aparato de Durnin, consistindo de
uma fenda anular ideal e uma lente delgada, sendo valida também para o caso de
qualquer abertura de raio i e modulacao angular arbitraria. Tal abertura pode ser
conseguida por meio de hologramas ou outras técnicas. Agora serd considerada a
modulacao angular da fenda como sendo funcoes de Mathieu pares de ordem 2n.

Estas funcoes de Mathieu sao dadas em séries de Fourier:

A(p) = cean(q, @ ZAW cos(2ry) (3.51)

r=0

Inserindo a expressao acima em (3.50) leva-nos a seguinte equacao:

2 Aetk(at 2m
V(s p,2) = / dw/ p'dp'x

kap', . kpp/
7 )Jo(= =)+

XZAQT cos(2ry’) €’ % {J[)(

+2 Z Jonga( kc}p )J2n+2(kpzp ) cos[(2n +2)(¢" — ©)]—
23 (%) (2 snlon + 1 - T} (3.52)

Novamente termos envolvendo produtos do tipo cos(mx)sin(n(x + 6)) terdo in-
tegral nula, pelo fato de que m é par e n é impar nesse caso, e quando m # n a

integral é nula pela propriedade de ortogonalidade. Apds efetuada a integracao em

¢’ tem-se:

2
Ar? Aeit+E) R ko' n . kap' . kpp'
bloop.) = T [ e (a0 1)+
=

kap
f

kpp

+2A2m+2sz+2 ) ia () cosl(2m £ 2)()] | (353)
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Uma pequena troca de indices nas funcoes de Bessel é feita para nao fazer con-
fusao entre os indices das funcoes e a ordem da funcao de Mathieu que modulam a
fenda que foi representada por 2n.0Os coeficientes Agi") sao os coeficientes das funcoes
de Mathieu de ordeme 2n e sao funcoes de g.Facilmente podem ser calculados por
ortogonalidade:

1 2

2n

ceon(q, x)dx

1 2m
Aéﬁ”) = ;/ cean(q, ) cos(2rx)dz ; r >0
0

A integral (3.53) ¢é colocada abaixo em uma forma mais compacta:

4 ZA ik(z ) R 2
V(s p,2) = L/ pdp'es x
p

z '—0

XZA ) Tom ’“Jlf )JQm(kZ ) cos(2my) (3.54)

Para uma lente de raio infinito a integral resulta em:

k ka’z
(2”Z+“)

0 kap' kpp ize 2f2 kap
d 2z m m = —1)™ m(——
[, 70 e () (S50
Tem-se entao:
- )z = m ka
b(p,p,2) = Age™ ZA )™ Jom( fp)cos(chp) (3.55)
m=0
De acordo com [31]:
ym kap
Pon Z AP (1) Ty (552 cos(2mep) = Cean (g, w)cean (g, v)

f

onde:
Cean (q; O)Ce2n (QJ 71'/2)

e u e v sao definidos em coordenadas elipticas cilindricas Este resultado é justamente

Do2n =

o feixe de Mathieu par de ordem 2m. Relembrando novamente que a analise é para
grandes valores de z e por este fato: and because of that:

2
a
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Portanto a solucao para a modulagao angular do slit ideal por uma funcao Math-

ieu par de ordem 2n e lente de raio infinito é:

A
Y(u,v,z) = il elkzzCegn(q, w)ceqy, (q,v)
DPon

Para um dado aparato k, ¢ fixo, entao a excentricidade das elipses que compoem
o sistema coordenado serar maior ou menor de acordo com o valor de ¢ da funcao
angular modulante.

_ Ik

ka
q = 4 akpg_

f

Aqui demonstraram-se os feixes de Mathieu de ordem par, porém inserindo-se a

funcao angular adequada na integral de difracao obtém-se todos os feixes de Mathieu,
conforme mostrado no Capitulo 2.

Pode-se entao entender os feixes de Mathieu como a superposicao adequada de
feixes de Bessel Isto é evidente do fato de que as func¢oes de Bessel compoe um
conjunto completo de funcoes de base ortogonais que sao solucoes da equagao de
Helmholtz em coordenadas cilindricas. O contrario também é verdadeiro. Pode-se
pensar que os feixes Bessel sao a superposicao adequada de feixes de Mathieu, ja que
as solucoes feixes de Mathieu também constituem um conjunto de fungoes de base
ortogonal solugoes da equagao de Helmholtz em coordenadas elipticas cilindricas.
Entretanto é mais facil e mais natural pensar os feixes Mathieu como superposicao
de Besseel beams do que o contrario. O comportamento dos feixes de Mathieu, é
portanto semelhante ao comportamento dos feixes de Bessel. A distancia maxima de
invariancia pode ser dada pela equagao (3.32). Para calcular o padrao transversal em
casos reais, considerando o raio finito da lente é necessario integrar a equacao (3.54)
numericamente. Tal integral foi calculada para os valores f = 75 em, R = 9.38 mm,
a = 3.35 mm, e da — 0, ou seja, a relacao (3.38) é respeitada e a distancia maxima
de invariancia prevista por Optica geométrica é de 2.1m. A funcao de Mathieu
utilizada é de ordem 0 e ¢ = 25 para modular o slit. O resultado é mostrado na
Figura 3.5 para ¢ = 0, e como pode ser observado a distancia maxima da regiao de
invariancia concorda bem com o valor tedrico de 2.1m, para o caso em que a fenda
seja ideal. Portanto o valor previsto de 15m pelo grupo de Gutiérrez-Vega [11] ndo

pode estar correto.
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Figura 3.5: Simulagao numérica para intensidade do feixe de Mathieu de ordem zero
e q=25.

3.4 Estruturas Difrativas com varios anéis

Inicialmente serd feita a analise de uma estrutura multi-anular ideal, mostrada na
Fig. 3.6 com n anéis concentricos. Isto significa que a condigao (3.56) é preservada
e pode-se considerar que cada um dos anéis atua como uma funcao de transferéncia
delta de Dirac Em (3.56) a; é o raio do j-ésimo anel, da; é a espessura do j-ésimo
anel, A é o comprimento de onda, f a distancia focal da lente e R é o raio da lente.

Af

daj << = (3.56)

Entao para cada um dos anéis tem-se a seguinte funcao de transferéncia

7i(p, ) = d(p — a;) (3.57)

Para um anel de raio a;, e funcdo de transferéncia dada por (3.57), utilizando a
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L 4

multi-annular
slit Lens

Figura 3.6: Arranjo experimental de Durnin para fendas multi-anulares.

teoria da difracao escalar, supondo uma onda plana incidente na fenda e propagando-
se apos a fenda uma distancia f em z,onde estd colocada a lente a funcao resultante
incidente na lente delgada é entao:

a?
~ Apazkexplik(f + & + 55)]

ka.
Ui(p o f) = o7 =

f

e a expressao (3.58) é o padrao Bessel produzido pelo j-ésimo anel da fenda na lente

Jo(——) (3.58)

delgada. A funcao de transferéncia da lente delgada ja foi dada anteriormente mas

é aqui reproduzida:

2
-k
jLp_

Tlens(pa 90) =e

A funcao total incidente na lente, gerada por n anéis é dada abaixo:

T/J(Plﬁplaf) = Z%‘(Pla%’,a f) (359)
j=0

Tirando-se as constantes novamente e considerando apenas Ay tem-se:

Arkexplik P lﬁ Riens ka:o koo ko?
bip.p,2) = AERIEL LN $ oo / gl To (=55 Jo (L)
1z s /=0 f z

(3.60)
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No caso ideal o raio da lente vai a infinito a solucao é dada pela equacao que

segue:
2

| k
U(p, @, 2 AZ%BZ o (27 g (2

f

A cada anel corresponde um feixe de Bessel com constante de propagacao transversa

0 (3.61)

e longitudinal dadas em fungao dos raios dos anéis e da distancia focal da lente. Isso

é visualizado mais facilmente do caso ideal, para grande z:

k a

- a,
ko= —21: K =k(1 - =L 3.62
== (1-575) (3.6
Levando-se em conta a largura de cada um dos anéis, a integracao em cada
anel precisa ser efetuada entre p' = a; — 5% ep =a;+ %, seguindo o mesmo

procedimento das seccoes anteriores e obtém-se:

n

A a2 Riens k
¢(p7g072) = — Zkz lep Zemﬁ/ deJ( pp )6 2@ X
z
P

7=0
1 da; k(a; — 5%) , da; k(a; + 5%) ,
Xl = R — oy GO )] (363)
No caso em que tem-se para todos anéis da; — 0,tem-se
1 daj o k(o — %) daj. o k(e + %) kaj . ka;p
e = OIS0 — a5+ SO o SR

(3.64)
e tem-se a solugao dada por (3.60). Considerando-se agora essa solucao ideal, esta
¢ dada por uma onda plana incidindo na fenda, mas se a onda incidente nao é mais
uma onda plana, tem-se um grau a mais de liberdade na solucao e pode-se construir
qualquer padrao longitudinal desejado. Utilizando-se elementos 6pticos para dar
fase e amplitude a onda incidente em cada anel da fenda, e em cada um deles fase

e amplitude diferentes, pode-se considerar uma solugao do tipo:

k(1= ka;
Y(p,p, 2 AZO’“ 7 Jo(~2p) (3.65)

onde:
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no caso nao ideal,onde o raio da lente é finito, mas a relacao (3.56) é respeitada

a solucao é dada por:

Arkexplik(z + 2)] & Ryens ka;p' . . kpp . ko2
R S N SVACO R Y

z o' =0 z

J=0

Outro aparato optico e utilizando-se luz policromatica pode ser utilizado para
iluminar a fenda, de tal modo que cada anel receba um comprimento de onda es-

pecifico, de tal forma que a solucao para o problema seja dada por:

n 2 Rjens / I
V(p,p,2) = % z;cjkj explik;(z + %)] /p':lo p'dp’JO(ij;cjp )Jo(kjgp )eik];:
" (3.67)

Com a expressao (3.67) é possivel encontrar composicoes de campos bastante
interessantes mas na pratica tornar-se-ia dificil separar a luz policroméatica de modo
a que cada anel recebesse a frequencia especifica correta. Pode-se usar para isso

técnicas holograficas.

3.4.1 Espacamento logaritimico dos anéis

Um caso bastante interessante das estruturas multi-anulares ocorre quando os

anéis seguem uma ordem de raios logaritimica. Considere o vetor abaixo:
n=1{2;2.2;2.4;2.6;2.8; 3; 3.2; 3.4; 3.6}
O raio dos anéis serda dado por:
aj = log(n;) mm

Na Fig. 3.7 é plotado o gréafico do raio dos anéis como uma funcao de n. No
caso ideal pode-se utilizar a expressao (3.61) para plotar a distribuigao espacial re-
sultante do campo. Na Fig. 3.8 tem-se a intensidade normalizada F' do campo em
todo o espaco e a intensidade ”on-axis”. O comportamento do campo é tal que
cria um padrao estacionario de interferéncia construtiva em apenas poucos pontos
do espaco, e poderia ser utilizado como paredes eletromagnéticas em dois ou mais

pontos localizados do espaco. Pingas eletromagnéticas e armadilhas para particulas
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Figura 3.7: Raios dos anéis em fungao de n.

também poderiam ser algumas das aplicagoes para tal comportamento. A regiao
onde a interferéncia é construtiva poderia ser modificada por algum mecanismo ade-
quado que mudasse o raio dos anéis. O comportamento para o caso do espacamento
logaritmico foi analisado somente na regiao 0 < z < 2m, o comportamento para
z > 2m nao é analisado aqui.

Os valores usados nos cédlculos sao f = 360 mm e A = 632.8 nm.

3.4.2 Espacamento senoidal, exponencial e linear dos Anéis

Os caso de espacamento senoidal, exponencial e linear dos anéis é apresentado a
seguir. No caso ideal pode-se utilizar a expressao (3.61) para plotar a distribuigao
espacial resultante do campo. Para o caso do espacamento senoidal considere o vetor

abaixo:
n={1,1.051.1,1.15,1.2,1.25,1.3,1.35,1.4,1.45, 1.5}
O raio dos anéis serda dado por:
a; = 2sin(n;) mm

Na Fig. 3.9 tem-se a intensidade normalizada F' do campo em todo o espaco a
intensidade ”on-axis”.

Para o caso do espacamento exponencial considere o vetor abaixo:

n = {0.42,0.44,0.46,0.48, 0.5, 0.52, 0.54, 0.56}
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Figura 3.8: Padrdo de intensidade F' = |4|?: (a) em todo o espago; (b) para p = 0.

O raio dos anéis sera dado por:
a; = exp(n;) mm

Na Fig. 3.10 tem-se a intensidade normalizada F' do campo em todo o espaco a

intensidade ”on-axis”.
Finalmente apresenta-se o caso do espacamento linear dos anéis. Considere o

vetor abaixo:
n=1{1.2,14,1.6,1.8,2,2.22.4 2.6}
O raio dos anéis serd dado por:
a; = n; mm

Na Fig. 3.11 tem-se a intensidade normalizada F' do campo em todo o espaco a

intensidade ”on-axis”.
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(b)

Figura 3.9: Padrao de intensidade F' = [¢|*: (a) em todo o espago; (b) para p =0
para o espacamento senoidal.

Os valores usados nos cédlculos sao f = 360 mm e A = 632.8 nm. Observa-se
aqui que quando se deseja variagoes espaciais bastante rapidas ao longo da direcao
de propagacao do feixe, maior deve ser o espaco entre os anéis, ou seja, as diferencas
entre os raios dos anéis, entao tanto maior serd a diferenca de fase entre cada um
dos feixes produzidos pelos anéis individualmente e as variagoes espaciais serao tanto

mais rapidas.

3.4.3 Analise do espagcamento logaritmico dos anéis para o
caso real: lente finita.

No caso real da utilizacao de fendas multi-anulares, deve-se levar em conta as
dimensoes finitas do aparato experimental. Considerando-se que a condicao (3.56) é
respeitada, entao pode-se efetuar o calculo do comportamento de um tal feixe através

da equagao (3.60). Considera-se aqui o espagamento logaritmico entre anéis, porém
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(b)

Figura 3.10: Padrao de intensidade F = [¢)|*: (a) em todo o espago; (b) para p =0
para o espacamento exponencial.

com apenas trés anéis. O vetor n é dado por:
n=1{3,3.2,3.4}

e o raio dos anéis por:
a; =log(n;) mm

Analisou-se o comportamento ideal e comparou-se ao comportamento do feixe se
houvesse sido utilizado um aparato equivalente ao de Durnin multi-anular com uma
lente de raio R = 7 mm e distancia focal f = 360 mm no comprimento de onda
usual A = 632.8 nm em experimentos com éptica. O comportamento ideal e através
do aparato de Durnin é mostrado na Fig. 3.12.

Nota-se que o comportamento na regiao de invariancia, cuja maxima distancia
pode ser predita pela equagao (3.32) e um raio médio dos anéis é aproximadamente
igual ao do caso ideal, decaindo rapidamente apds a regiao de invariancia no caso
de utilizar-se o aparato experimental de Durnin. Entao pode-se inferir o compor-

tamento de um feixe composto através das formulas ideais, sendo valida a solugao



29

Figura 3.11: Padrao de intensidade F = [¢)|*: (a) em todo o espago; (b) para p =0
para o espagamento linear.

dentro da regiao de invariancia média do feixe.
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()

Figura 3.12: Padrao de intensidade F' = ||?: (a) em todo o espaco e (b) para p =0
no caso ideal; (¢) em todo o espago e (d) para p = 0 para o aparato de Durnin
multi-anular.

3.5 Conclusoes do Capitulo 3

Neste Capitulo foram estudados os feixes nao-difrativos a partir da teoria escalar
da difracao. Esta teoria funciona muito bem no dominio éptico. Demonstrou-
se a solucao para os feixes de Mathieu a partir da teoria escalar da difracao e a
possibilidade de criar feixes nao difrativos a partir de estruturas multi-anulares.
A partir de estruturas multi-anulares é possivel conseguir um comportamento de
interferéncia construtiva em apenas algumas regides do espaco, os parametros do
aparato experimental utilizados na sua criacao podem ser manipulados de tal forma
a mudar a regiao de interferéncia construtiva de acordo com a conveniéncia, apre-
sentando aplicagoes potenciais em pincas a laser, armadilhamento de particulas e
outras aplicagoes. Os resultados experimentais podem ser ligeiramente diferentes

devido ao fato de o formalismo escalar nao estar levando em conta o cardter vetorial
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das ondas eletromagnéticas.

Importante também é destacar que para estruturas cuja diferenca de raio entre
os anéis sao maiores, maior é a oscilacao do feixe ao longo da direcao de propagacao.
Outro fato importante que pode ser facilmente verificado é que quanto maior é o
nimero de anéis mais concentrada fica a regiao de intensidade maxima do feixe, ao
longo da direcao de propagacao. Também este fenomeno pode ter alguma aplicacao
importante pois iluminando-se um nimero maior ou menor de anéis pode-se fazer
a regiao de intensidade maxima contrair-se ou expandir-se. Para que o ponto de
intensidade maxima desloque-se ao longo do eixo se faz necessaria a variacao da

distancia focal da lente.
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Capitulo 4

Aproximacao as funcoes de
Mathieu

As funcoes de Mathieu foram introduzidas por E. Mathieu [38] por volta de
1868, quando este estava analisando os movimentos de uma membrana de forma
eliptica. Desde aquela época muitos problemas fisicos, astronomicos ou simples-
mente matemdticos necessitam o cdlculo destas fungoes em sua andlise. Em vir-
tude das dificuldades oferecidas na determinacao analitica das fungoes de Math-
ieu, estas apresentam muito menos aplicacoes atualmente do que as tao conhecidas
fungoes hipergeométricas e as fungoes de Bessel. Na corrente literatura da Fisica
Matemadtica, muitas tentativas de aproximacoes foram feitas, [39, 40] para citar
alguns. As aproximacoes feitas em [40] por exemplo sdo expansoes assintéticas
para valores pequenos de ¢ ou entao expansoes em termos das fungoes cilindricas
parabélicas para valores grandes de ¢, porém as expansoes assintoticas parecem tao
complexas quanto a prépria funcao original. Neste Capitulo, no intuito de facilitar a
analise de problemas fisicos sao demonstradas e introduzidas algumas aproximagoes
bastante simples e tteis. Na Secao 4.1 demonstram-se as formulas gerais de aprox-
imacao para as fungoes de Mathieu. Na Secao 4.2 mostram-se algumas férmulas
obtidas empiricamente para as funcoes de Mathieu e os resultados obtidos através
dessas aproximacoes, e finalmente na Secao 4.3 sao apresentados os comentarios e

conclusoes finais desse Capitulo.
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4.1 Demonstracao das féormulas gerais de aprox-
imacao as funcoes de Mathieu

As fungoes de Mathieu sao dadas em termos de séries trigonométricas, como

mostrado abaixo [31]:

ceqn (g, x ZAQT cos(2rz) (4.1)

ceoni1(q, T ZA;T{I cos((2r + 1)x) (4.2)
o

seont1(q, © ZB;T{I sin((2r + 1)z) (4.3)
o

s€an12(q, T ZB;T;Z sin((2r + 2)x) (4.4)

Os coeficientes A e B dependem de q e a sua determinacao é bastante ardua,
apesar dos excelentes recursos computacionais de hoje entao muitas tentativas de
aproximar as funcoes de Mathieu foram e estao sendo feitas ao longo do tempo no
intuito de facilitar os calculos. Tentar-se-a demonstrar aqui algumas aproximacoes

validas e uteis. Considere a funcao de Mathieu par:
o0
ceon(q, x Z AP™ cos(2ra) = A2 + AP cos(2x) + AP cos(4x) +
r=0
Considere as relagoes trigonométricas a seguir [26]:

cos acos f = =[cos(a — ) + cos(a + )]

[cos(a — ) — cos(a + B3)]

sinasin 3 =

—_ N o =

sinacos § = §[Sin(a — ) +sin(a + §)]

Uma série de senos ou cossenos pode entao, a partir destas relagoes, ser separada
em um produto de duas séries trigonométricas se os coeficientes sao adequadamente

escolhidos:

o o
ceon(q, Za cos(2rx) x Zb% cos(2rx)
r=0

r=0
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de maneira que as fungoes de Mathieu assumam a sua forma exata ou muito

bem aproximada. Os coeficientes sao funcoes de ¢ e da correspondente ordem 2n da

funcao. Expandindo as somatoérias:

ceon(q, ) = A(q)[ad™ + a3 cos(2x) + al" cos(4x)...]
x[b" + b5™ cos(2x) + b3" cos(4x)...+]

Se ambas as séries possuem infinitos termos obtém-se:

Ce?n(q, ) = A( ){ nb2n + = Z nb2n

[ nb2n + a2nb2n 4= Z 2z+2_|_
+a§?+2b§?)] cos(2z) + [a nb4 + a4nb2n
1 o
+5 D (@310l + a3y, 03] cos(4x)] + }
i=1
Desse modo a determinacao dos novos coeficientes toma uma forma exata:
A%n — A( 2nb2n 4= Z 2nb2n
AT = AaB + a3+

+5 Z a2nb;?—|—2r + a2z+2rb;?)] , T> 0 (45)

Resolvendo-se o sistema de equagoes acima, pode-se encontrar 3" bem como os
valores b3 e A(q). Ao invés disso, truncar-se-a uma das séries para simplificar os

calculos.Pode-se, particulamente assumir:

2n

cean(q, ) = A(q) Z al”™ cos(2rz) x Z ™ cos(2rz) + er(q, z)

r=0 r=0

onde er(q,z)) é a fungdo que leva em conta o erro de truncamento da série.

er(q,x Z a% COS (2rzx) Zb% cos(2rx) (4.6)

r=2n-+1
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Tendo-se em conta a série truncada, pode-se escolher adequadamente os coefi-

cientes a3®, b3 e A(q) de modo a minimizar o erro dado pela equagao (4.6):

cean(q, ) = A(q)S1(q, ) S2(q, v)

onde:
2n

Si(g,x) =y ay” cos(2ra)

r=0

So(q,z) = Z "™ cos(2rm)
r=0

2n
1
AT = AU+ 5 Y
i=1

Agy = Alg)lag"bsy + azrdy"+
2n—r

1
+§ Z (ag?bgznﬂr + a%znwrbgzn)] , 7 >0.
i=1

Agora, expandindo a funcao exponencial abaixo em séries de Taylor:

o k(@n)yGeos* () _ 1 _ k(2n)\/q cos® (z)+

k%(2n)q
2
Utilizando as relagoes abaixo:

k3 (2n)g??
3!

+ cos’ () + cos®(x) + ...

1 1
cos?(z) = 515 cos(2x)

3 1 1
cos' () = 3 +3 cos(2x) + 3 cos(4x)

cos™(r) = Z Com cos(2mz)

m=0

a expressao (4.11) pode ser colocada na forma abaixo:

e~k@n)Vicos’ T Z bar(q, k) cos(2rz)
r=0

(4.10)

(4.11)

(4.12)

Escolhendo Ss(g, z) como sendo a fungao dada pela expressao (4.12) obtém-se:

2n
Cean(q,7) = Apn(q) S al?") cos(2rx) e HEMVICosz
r=0
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Utilizando-se o procedimento andlogo, demonstra-se que aquela funcao exponen-
cial pode ser escolhida para todas as func¢oes de Mathieu. A demonstracao de que
e k@n)Vacos®s ¢ yma funcao sempre vilida nao é trivial e foi obtida de um ponto de
vista heuristico, mas é uma funcao adequada para a aproximacao, seguindo os argu-
ments acima demonstrados. O truncamento da série S;(g, ) elimina parcialmente
termos de frequéncia mais alta, o que pode ser mostrado através de transformadas

de Fourier. Pode-se assumir ainda que:

Aon(q) = ceon(q, © = Timaz) fon(q)

onde ' = X4 € 0 valor de x onde a funcao de Mathieu toma seu méaximo valor.

As férmulas gerais para aproximacao das funcoes de Mathieu sao mostradas abaixo:

cean (4, ) = ce2n (4, Tmaz) fon ( Z%r cos(2rz) e FMVAos (4.13)
2n+1
ceant1(q, 7) = cezn+1(q,xmm)f2(;21(q) X Z agff:l) cos((2r + 1)z) e FCEmVacos’s
- (4.14)
seont1(q, 7) = sean1(q, Tmaz) f2n+1 Z b;f_ﬁl sin((2r + 1)z) e~ k(2n)\/gcos® z
2n+41 (4.15)
seant2(q, ) = seani2(q, Tmaz) f2n+2 Z bQiT;Z sin((2r +2)z) e~ k(2n)\/g cos® ¢

(4.16)
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4.2 Algumas férmulas aproximadas para as funcgoes
de Mathieu

As férmulas a seguir sao dadas para algumas fungoes de Mathieu com coeficientes
determinados empiricamente, mas utilizando as férmular gerais dadas na Secao an-

terior.

1) Fungao Mathieu Par de Ordem 0
A férmula abaixo aproxima a funcao de Mathieu de ordem zero, tanto melhor

quanto maior for o valor de ¢:

ceg(q, x) = ceo(q, g) e~V costa (4.17)

Se uma aproximagcao mais precisa se faz necessaria pode-se utilizar:

ceolq, ) 2 cepla, 3)(1 - giqcos(zx))e—ﬂws% - giq
A expressao (4.18) se reduz a expressao (4.17) quando ¢ assume um valor grande.
A fungao (4.18) trabalha melhor para valores 3 < ¢ < 25.
2) Fun¢ao Mathieu _fmpar de Ordem 1

Tal aproximacgao também funciona melhor quanto maior for o valor de gq.

(4.18)

se1(q, ) = seq(q, g) sin(z) e VI ©05® (4.19)

3) Fun¢ao Mathieuw Par de Ordem 1

2

q q q
=~ (1.76 — — —
cer(g, ) = (176 + o5+ 756) (1 = 15000

) ce1(q, 1.35) [cos(z)—

—0.8 cos(3x)]e VT 5T 10 < ¢ < 2000 (4.20)

4) Fung¢do Mathieu _fmpar de Ordem 2

seagyr) = (219+ 9L 4 T g
xTr) = .
2\, 1225 1700000

q .
30000) ses(q,1.35) [sin(2z)

—0.19sin(4z)]e” VT ©5°2 10 < ¢ < 2000 (4.21)
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5) Fung¢ao Mathieu Par de Ordem 2

2
q q q T Ln(q)
~(_3- L _ -9 T0.624 —D 1 28 cos(22)—
cea(g,) = (=3= 6= 70000’ (1~ 2300)°¢2(¢ )1 16+ 0.001g cos(2z)
—0.8 cos(4z)] e OVT T 95 < ¢ < 140 (4.22)

6) Fun¢io Mathieu fmpar de Ordem 2

@=25), (0. D)= (0.39+6.7.=25)

~ (27 +4.
sea(¢, ) = (2m+4.6— o0 2 10000

) sin(z) —0.353 sin(3z)+

+0.2sin(5z)] e OBVI @57 90 < ¢ < 160 (4.23)

7) Fun¢io Mathieuw Par de Ordem 3

(¢g—125 q—125

cez(q,x) = (2.35+1.42W))ce3(q, 1.125)[(2.240.9

) cos(x)—0.5 cos(3z)+

+0.75 cos(5z) + 1.72 cos(7x)]e~ O+ a0)vVicos™® 100 < ¢ < 300 (4.24)

8) Fun¢ao Mathieu _fmpar de Ordem J

(q—125 q—125

W))S&;(q, 1.125)[(6.55 + 1.85

seq(q, ) = (0.67 4 0.45 ) sin(2z)—

(g—125)
0

—1.461 sin(4z) — 2.45sin(62) + 2.459 sin(8x)]e” O 7H0-00 0 )Vacos e 100 < ¢ < 250

(4.25)

As expressoes mostradas anteriormente sao véalidas apenas nas regioes definidas,
mas pode-se encontrar coeficiente que fitam melhor as fungoes em qualquer que seja
a regiao de interesse. Pode-se ainda colocar mais termos na série trigonométrica,
como mostrado para a funcao de Mathieu de ordem zero. H& vérias maneiras de
estimar o erro para as funcoes aproximadas, mas o erro relativo nao é um parametro
adequado nesse caso, em virtude de a funcao exata de Mathieu possuir valor zero em
pontos em q a aproximagao vai muito proximo a zero, mas o erro relativo resultaria

infinito nesses pontos. Uma das formas de estimar o erro é computar a integral do
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quadrado da funcao como mostrado abaixo, ja que as func¢oes de Mathieu obedecem

a seguinte relacao:

fA(z)dr =7
0

Nas fungoes aproximadas tem-se:
2m
2
2.85 < /0 fapa(x)dx < 3.35

Outras estimativas de erro podem ser feitas, como o erro absoluto e a integral

da norma quadratica do erro absoluto (erro médio) como mostrado abaixo:

€abs (7)) = |F(2) = fapa ()] (4.26)

2w
€ quad = / 2. (7)dx (4.27)
0

O erro médio dado pela equacao (4.27) é mostrado na Fig. 4.1. Foi assumido
que o erro médio nao pode ser maior que 0.05 para a funcao de Mathieu exata ser
bem representada pela aproximacao. Se maior precisao é requerida entao pode-
se fazer uma imposicao para que o erro médio maximo seja inferior a 0.05. Os
resultados para as aproximagoes (4.17) até (4.25) sao mostrados nas Figs. 4.2 e
4.3. Na Fig. 4.2-(a) utilizou-se a expressao (4.18) para plotar a fungao aproximada.
Como ja foi dito anteriormente as funcoes de Mathieu estao bem representadas pela
aproximacao e se maior precisao é necessaria mais termos devem ser incluidos nas
aproximacoes. Os termos de baixa frequencia da funcao de Mathieu verdadeira
estao melhor representados na aproximacao do que os termos de variacao rapida,
como pode-se verificar através das transformadas de Fourier, ou observando-se na
expressao para o erro que os termos de frequéncia mais alta foram desprezados.

Para provar a validade da aproximacao as fungoes de Mathieu pode-se resolver
a integral de Whittaker para obter os feixes de Mathieu utilizando as férmulas
aproximadas da funcao de Mathieu de ordem zero, e integrar numericamente. Os
resultados sao mostrados nas Figs. 4.4 e 4.5, para o padrao transversal. Foram uti-
lizados 1000 pontos na integracao numérica através do Método de Simpson. Nota-se
que os perfis obtidos pela solucao ideal e pela aproximacao sao idénticos. Foram

utilizados h = 1 e ¢ = 25 para todos os casos.
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Figura 4.1: Erro médio calculado utilizando a equagao (4.27) em fungao de ¢ para

:(a) ceo(q, x); (b) sei(q, x); (c) cer(q,x); (d) ses(q,x); (e) ce

ces(q,x); (h) seq(q, ).

2(q, 2); (f) ses(q, 7); (g)
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4.3 Conclusoes do Capitulo 4

Neste Capitulo foram introduzidas novas aproximacoes para as funcoes de
Mathieu, analiticas em todo o dominio da variavel independente, que representam
adequadamente cada uma das fungoes de Mathieu. Tais aproximagoes contribuiram
bastante para este trabalho de dissertacao, ja que as funcoes de Mathieu sao um
tanto complexas, e muitas formas de aproximacoes foram estudadas ao longo dos
anos, sendo algumas formas de aproximacao assintéticas quase tao complexas quanto
as funcoes exatas. As aproximagoes aqui apresentadas sao simples, eficientes, 1teis
e apresentam férmulas fechadas. Pode-se dar um tratamento mais rigoroso a deter-
minacao dos coeficientes das féormulas aproximadas, e possivelmente pode-se fazer
consideragoes a partir das condigoes de ortogonalidade das fungoes de Mathieu para
tal determinacao.

Através das funcoes aproximadas de Mathieu faz-se possivel a andlise dos pulsos
de Mathieu, que serao vistos mais adiante, no Capitulo seguinte. Tornar-se-ia muito

dificil a andlise de tais pulsos sem as aproximacoes aqui apresentadas.



73

¥ gq=125

(2)

Figura 4.2: Fungoes de Mathieu Pares, extas (curva sélida) e aproximadas (curvas
tracejadas): (a) ceg(q, z) for ¢ = 5; (b) cep(q, z) for ¢ = 25; (c) cei(q, x) for ¢ = 15;
(d) cei(q,z) for ¢ = 125; (e) cex(q,x) for ¢ = 25; (f) cesx(q,z) for ¢ = 125; (g)
cez(q, x) for ¢ = 125.
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-0.5
-1
-1.5

y g=125

Figura 4.3: Funcoes de Mathieu Impares, extas (curva sélida) e aproximadas (curvas
tracejadas): (a) sei(q,x) for ¢ = 5; (b) sei(q, x) for ¢ = 25; (c) sey(q, x) for ¢ = 15;
(d) sex(q, ) for ¢ = 125; (e) ses(q, x) for ¢ = 25; (f) se3(q, z) for ¢ = 125; (g) se4(q, z)
for ¢ = 125.
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Figura 4.4: Padrao de intensidade com ¢ = 25 para as funcoes de Mathieu Pares:
(a),(c),(e) exatas; (b),(d),(f) aproximadas de ordem 0,1 e 2 respectivamente.
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Figura 4.5: Padrao de intensidade com ¢ = 25 para as fun¢oes de Mathieu fmpares:
(a),(c),(e) exatas; (b),(d),(f) aproximadas de ordem 1,2 e 3 respectivamente.



Capitulo 5

Pulsos ()pticos Localizados

Os pulsos localizados formam uma classe especial solucoes da equacao de ondas
que idealmente nao sofrem qualquer efeito de dispersao, mantendo-se localizados
no espago-tempo, sem decaimento. Em termos praticos os pulsos localizados sao
ondas que propagam-se por longas distancias sem mudanca significativa no seu for-
mato espaco-temporal, ou em outras palavras, mantém seu perfil de intensidade
transversal e seu formato temporal ao longo da propagacao. Encontram aplicacoes
em diversas dareas. Potencialmente em comunicacoes 6pticas, onde torna-se possivel
a transmissao de dados a longas distancias minimizando o erro devido ao fato de
o pulso propagar-se sem distor¢ao. Em aplicagoes médicas onde se faz necessario o
uso de lasers pulsados, dentre varias outras.

O primeiro passo na construcao de pulsos localizados é a construcao dos feixes
nao difrativos [4, 11, 14, 17], j4 estudados com bastante detalhes nos capitulos
anteriores desta dissertacao. A modulacao de tais feixes através de uma funcao
temporal resulta entao em estruturas localizadas no espaco-tempo, ou seja, os pulsos
localizados. A modulacao de um feixe Bessel através de uma estrutura temporal que
possui decaimento exponencial no dominio da frequéncia produz as tao conhecidas
ondas do tipo X (X-Shaped W9aves) [7, 1, 41, 42, 43]. Esta estrutura serd mostrada
brevemente, mas em sistemas de comunicac¢oes nao é a mais conveniente em virtude
de privilegiar as frequéncias mais baixas do espectro, estando bastante abaixo do
espectro optico.

A modulacao de um laser aproximadamente monocromatico translada o espectro
do sinal modulante para uma regiao de frequéncias mais altas no espectro, entao
¢ mais conveniente trabalhar com outros padroes espectrais, devido a geragao de

pulsos localizados com formatos temporais usualmente utilizados em sistemas de
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comunicagoes. Neste Capitulo é dada uma descricao geral dos pulsos localizados, e
os pulsos de Mathieu sao obtidos pela primeira vez ao nosso conhecimento.

Na Secao 5.1 as solucgoes do tipo X sao apresentadas e brevemente analisadas.
Na Secao 5.2 os pulsos de Mathieu sao obtidos, utilizando-se algumas das expressoes
obtidas no Capitulo 4 para as funcoes de Mathieu. Utilizando-se espectros usual-
mente utilizados em comunicagoes analisam-se na Secao 5.3 pulsos Opticos resul-
tantes da modulagao de um laser através desses espectros e em 5.4 algumas pro-
priedades dos pulsos localizados sao obtidas através do teorema da convolucao. Fi-

nalmente em 5.5 as consideracoes e conclusoes do Capitulo 5 sao colocadas.
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5.1 Solucao de Onda do tipo X

As solugoes de onda do tipo X foram intensivamente estudadas na corrente liter-
atura [7, 1, 41, 42, 43]. Através da transformada inversa de Fourier a equacao(2.44)

toma a forma abaixo:

2T o]
<I>(p, QpaC) :/ d(pl/ dw A(gp’,w)eizl cos(np/_np)eiwyC (51)
0 —00

Relembrando que:

(=z—ut
21 = kyp
ky = gsin9 Dk, = E(:050
c c
¢
= 5.2
v cosf (52)
Considere uma funcao espectral da forma abaixo:
Alp,w)=0; w<0
A(p,w) = AgB(w)e T .y >0 (5.3)
Substuindo (5.3) em (5.1) resulta na equagao abaixo:
q) P, 90, — / ng / dw B aw+inap’eizl COS(Lp'pr)eiw COCSGQ (54)

A integragao de (5.5) em ¢’ resulta na solugao geral para as ondas do tipo X:

B(p, 0, C) = Agei™? / Ao B()Jp (2 ) (15200 (5.5)
0

Vé-se diretamente da equagao (5.5) que as ondas do tipo X sao formadas a
partir da superposicao ou modulacao de feixes de Bessel de ordem n. Paran =0 e
B(w) =1 tem-se a X-Shaped Wave de ordem 0, e apds algumas manipulagoes nas

equagoes:
Ao
V0a—iQ2+ (% - 1)p2

®(p, ¢, ¢) = (5.6)

onde agora tem-se:
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Considerando-se novamente o espectro dado por (5.3) com n = 0 e B(w) = 1,
a substituicao desse espectro em (5.1) e integragao inicialmente em w resulta na
seguinte equacao:
2w 1
o =A / dy’ -
o= [ I i sl — )

A equacao (5.7) serd importante para comparacao da X-Shaped de ordem zero

(5.7)

com a equacao resultante para os pulsos de Mathieu de ordem zero. A integracao
de (5.7) em ¢’ obviamente fornece o resultado ja conhecido da equacao (5.6). A
Fig. 5.1 mostra o formato das ondas do tipo X de ordem zero utilizando os valores
a = 0.01, velocidade normalizada com relacao a velocidade da luz em unidades em
que c=1¢e 0 =0.43633.

Na referéncia [1] é analisada a possibilidade de geragao das ondas do tipo X eletro-
magnéticas, e mostra-se que tais solugoes sao solugoes das equagoes de Maxwell e o
vetor de Poynting estd na direcao z. Porém, tais solucoes, conforme aqui apresen-
tadas, possuem energia infinita. Solugoes com energia finita ja foram estudadas e
sugeridas porém nao permanecem localizadas ”ad infinitum”, podendo permanecer

bem localizadas por longas distancias, entretanto.
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Ty A,
X
A A oY
A .

e
7

Figura 5.1: X-Shaped Wave: (a) Intensidade F' = |®|?; (b) Contornos para o grafico
da figura (a); (c) Contornos da intensidade F' = |®|* no centro do pulso ¢ = 0.
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5.2 Pulsos de Mathieu

Em coordenadas cilindricas elipticas, os feixes de Mathieu sao as solugoes naturais
para a equacao de Helmholtz, entao uma solucao que é a superposicao de feixes
de Mathieu é possivel, e é esperado que o comportamento de tal pulso, resultante
da modulacao dos feixes de Mathieu seja semelhante as ondas resultantes da su-
perposicao de feixes de Bessel, como é o caso das ondas do tipo X, tendo todas as

propriedades bésicas dos pulsos localizados. Considere o espectro abaixo:
Alp,w) =0; w < wy

A(p,w) = B(w)e “cean(q, ¢);w > wy (5.8)

Este espectro é uma fun¢do B(w) que depende somente da freqiiéncia, multipli-
cada por uma funcao de Mathieu par de ordem 2n, sendo esta, funcao da freqiiéncia
(q é dependente da freqiiéncia) bem como é uma fungao angular. A substituicao de

(5.8) em (5.1) e integrando em ¢ nos leva a seguinte equagao:

D(p, 0, () = /Oo d 2T B) AT (0)

wo CeZn(qa O)CeZn(qa 7T/2

cosé‘
)Ce2n (q; U) Ceop, (QJ U) (a ' C)w (59)

Utilizando [31] a equacao (5.9) pode ser colocada na forma abaixo:

o0

B(p.0.0) = Do (-1)" con(img) [ duB) AL @ an()e O (5.10)
wo

m=0

Observa-se que (5.10) é bastante semelhante a equacao (5.5). Denota-se entao os
pulsos resultantes da equagao (5.10) ”pulsos de Mathieu”. Estes pulsos sao gerados
a partir da superposicao adequada dos feixes de Mathieu ou em outras palavras,
comparando (5.10) com (5.5), os pulsos de Mathieu sdo gerados a partir da ade-
quada superposicao de X-Waves. Uma importante conclusao pode ser tomada deste
fato: os pulsos de Mathieu comportam-se tal qual as X-Waves, exceto pelo padrao
de intensidade transversal. Devido ao fato de ¢ possuir dependéncia em w e to-
dos os coeficientes Agm) das funcoes de Mathieu sendo funcoes de ¢, a integracao

analitica da equacao (5.10) é muito dificil sendo impossivel, e mesmo numericamente

os calculos sao bastante pesados. Ao invés disso, as aproximacoes para as fungoes de
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Mathieu podem ser utilizadas, esta é a proposta principal das aproximagoes apresen-
tadas no Capitulo anterior. Elas provaram ser eficientes e simplificarao a integracao

numérica: Relembrando a aproximacao (4.17) para o feixe de Mathieu de ordem 0:

Ce[](q; (10) = cey (q’ g)e_ﬂCOS(QDp

com:

hs1n9

A funcao espectral dada abaixo sera utilizada por conveniéncia:

Alp,w) = 0;w < wp

efaw

A L > 5.11
(pyw) = Ceo(q,g)ceo(q,w),w_wo (5.11)

O espectro (5.11) é similar aquele utilizado para gerar X-Waves de ordem 0:
tem valor nulo para w < wy, onde pode-se fazer wy = 0 ou nao, e tem decaimento
exponencial com a frequéncia para w > wq. A parte angular do espectro tem a forma
de uma funcao de Mathieu de ordem 0, e estd normalizada com relacao ao valor de
maximo da fungao que ocorre em ¢ = 7. A normalizagao ¢é feita por conveniéncia
e ird simplificar os cdlculos A substituicdo de (5.11) em (5.1) e ji considerando a

aproximacao para a funcao de Mathieu nos leva a seguinte expressao:

27
P,QOC / d(p/ dwe h521cngwcos( )26w[_a+i(psm9

A integracao em w é simples e da o seguinte resultado:

(' —0)+ 28 ()]

cosé‘ C) sm9 hsmé‘

e_wo[( cos(ip' —p)+ 2818 cos(p')?]

2w
(I)(pa(pac):/[; d@,(a_ cos0<—) s1n0

5.12
cos(p’' — ) + 2228 hsmg cos(y')? ( )

Na equacdo (5.12) ocorre um termo extra (2328

cos(¢')?) que nao ocorre para a
X-Shaped Wave, no formato integral dado por (5.7). Este termo é responsédvel por
variacoes angulares no padrao de intensidade transversal, que nao ocorre nos pulsos
localizados construidos trivialmente com feixes de Bessel Os resultados sao obtidos
numericamente utilizando-se o Método de Simpson. Os valores aqui utilizados foram

h=1,¢=1,a=0.01, wg =20 e # = 0.43633. O padrao de intensidade transveral
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no centro do pulso de Mathieu de ordem zero é mostrado nas Fig. 5.2. Esta onda
pode ser chamada Mathieu X-Shaped de ordem zero, no sentido de que este pulso
tem o mesmo comportamento que a onda X, a amplitude maxima estd em ¢ = 0, com
rapido decaimento afastando-se do centro, apenas o padrao transversal é diferente. O
pulso mantém-se ao longo da propagacao, tendo portanto as propriedades desejaveis
dos pulsos localizados. Como no caso das ondas do tipo X mostradas, possui energia
infinita, e fisicamente somente aproximagcoes para estes pulsos podem ser obtidas.
Para a criacao do pulso de Mathieu impar de ordem 1 o procedimento adotado
é identico e os valores dos parametros adotados na integracao nimeérica foram os
mesmos daqueles utilizados na geracao do Mathieu de ordem 0. A funcao espectral

é dada abaixo:

Alp,w) = 0;w < wy

Alp,w) = ¢ ﬂ)sel(q, ©);w > wy (5.13)

se1(q, 5

Os gréficos sao mostrados na Fig. 5.3.
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z-v t=0

z-v t=20

Figura 5.3: Intensidade F' = |®|? para o pulso de Mathieu impar de ordem 1: (a)
e (b) em ¢ = 0; (c) em ¢ = —20; (d) em ¢ = 20. A amplitude é desprezivel para
pontos longe do centro do pulso.
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Blp.p,0) = e [ doA) () explis’)
m=0,1,2,3... (5.14)

Para os pulsos retangulares no dominio temporal (usualmente utilizados em co-
municagoes) nos temos:

fA) =11t <o
f(t)=0;1t| >0
A parte as constantes, a transformada de Fourier desta funcao é dada por:

sin(bw)

F(w) =2 "

Na Fig. 5.4 é plotada a fun¢ao e sua transformada.

£(%)

A .

Al
YTV

Figura 5.4: Pulso retangular f(¢) e sua transformada de Fourier F'(w).

Deixando de lado as constantes e utilizando as propriedades de deslocamento em
frequéncia nas transformadas de Fourier, devido ao fato de que este pulso temporal
é utilizado na modulacao de uma fonte de laser de frequéncia wg, tem-se no dominio

da frequéencia:
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_ sin(b(w — wp)

F(w) = o — o) (5.15)

Inserindo-se o espectro dado por (5.15) na expressao (5.14) e fazendo m = 0, que

significa a modulacao do feixe de Bessel de ordem zero, a solucao seréa:

q)(r, C) _ /oo deO(pSin gw) sin(b(w - wo)ei“’% (5.16)

oo c (w - u)[))
onde 2b ¢ a largura temporal do pulso. Como é usual nas comunicacoes Opticas,
considera-se que a largura temporal do pulso é muito maior que o periodo de os-
cilacao de portadora, o que significa que
2T

2b >> —
Wo

A contribuicao mais significativa a integral na expressao 5.16 estard na regiao
proxima a w = wy. Considere que a duracao do pulso no tempo é da ordem de 10 x i—z
no pior caso. Empiricamente podemos determinar a regiao onde o integrando é mais

significativo e para esta condicao tem-se:

2wo : 9
®(r, () :/_ﬂ deo(pSICn w) exp(iw%) & — o)

sin(b(w — wy)

(5.17)

Na Fig. 5.5 tem-se o padrao de intensidade para a modulacao dos feixes Bessel
de ordem zero com um pulso retangular no dominio temporal. O grafico esta nor-

malizado para amplitude méxima unitaria. O resultado foi obtido integrando a

107

equacao (5.16) numericamente. Os valores utilizados foram ¢ = 1wy = 15,b = 5 e

0 = 0.004098 rads.

Considere agora outro pulso muito utilizado, o pulso gaussiano no dominio tem-

poral como segue:

+2

ft)=e22 (5.18)

A transformada de Fourier de (5.18), & parte constantes, e com deslocamento em

frequéncia ja considerado é:

Flw)y=¢e 72 (5.19)
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Figura 5.5: Padrao de intensidade F' = |®|? normalizado para modulagao de pulso
retangular.

Substitui¢ao de (5.19) em (5.14) para o feixe de Bessel de ordem zero, e levando-
se em conta apenas a parte em que o integrando possui valores significativos nos
leva a seguinte equacao:

B(r, () = / T T (P30 ) exp(iwS) expl— W = 90)”, (5.20)

o—I c v 2
Na Fig. 5.6 mostra-se o padrao transversal para a modulacao do feixe de Bessel
de ordem zero com um pulso gaussiano. Os parémetros utilizados foram ¢ = 1,wy =

15,b = 110—5” e 6 = 0.004098 rads novamente.

Figura 5.6: Padrao de intensidade F' = |®|* normalizado para modulagao gaussiana.
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5.4 Teorema da Convolucgao e algumas propriedades
dos pulsos localizados

Iniciando novamente de (5.14), esta equacao é reproduzida abaixo:

O(r,() = /_00 de(w)Jg(pSicnew) exp(iw%)

o0
Esta solucao espago-temporal é a transformada de Fourier inversa da solucao no
dominio frequencial. Considere agora o Teorema da Convolucao das transformadas
de Fourier

/ T AP (@)Gw)e™ = £(1) # (1)

o0

onde * denota convolucao no dominio temporal. Fazendo as identificacoes abaixo:

F(w) = A(w)
Glw) = Jo(psinﬁw)
tem-se:
®(r, ) = f(¢/v) * g(¢/v) (5.21)
onde:
F(C/v) = / i A(w) exp(iw%) (5.22)
o(¢/v) = /_OO deO(”SiC“%) exp(iw%) (5.23)

Considerando-se o experimento de Durnin [4] j4 mencionado nos capitulos anteri-
ores para a geracao de feixes de Bessel e modulando-se o feixe com um pulso temporal
finito, vé-se que o resultado serd a convolucao do formato temporal do pulso com
a funcao de transferéncia do aparato experimental. A funcao de transferéncia do
aparato imaginado por Durnin é o feixe de Bessel no dominio da frequéncia. Ha
aqui uma importante conclusao: o formato do pulso no dominio espago-temporal
serd a convolucao da estrutura temporal da funcao modulante de entrada, que se
translada ao longo da direcao de propagacao, com a funcao de transferéncia do
aparato necessario para produzir o feixe. Deve-se alertar o leitor que a funcao de
transferéncia do aparato serd uma fungao de (p, () e a fungdo modulante serd de ¢

somente.
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5.5 Conclusoes do Capitulo 5

Neste Capitulo foram estudados os pulsos localizados, especialmente no dominio
optico. Uma breve introducao através das ondas do tipo X ja muito conhecidas na
literatura corrente, para a apresentacao do novo tipo de pulsos, que denominamos
pulsos de Mathieu. Nenhuma solucao do tipo Mathieu para pulsos é encontrada
na literatura corrente, e foram analisadas as propriedades basicas de tais pulsos
verificando que comportam-se com as propriedades desejadas dos pulsos localizados.
As aproximacoes apresentadas no Capitulo anterior contribuiram enormemente para
a simplificacao dos calculos e obtencao dos pulsos de Mathieu.

Uma andlise de estruturas temporais usualmente utilizadas nas comunicacoes
opticas, como os pulsos gaussianos e retangulares no dominio temporal nos permitiu
concluir, também utilizando o teorema da convolucao, que o formato do pulso sera
sempre dado como a convolucao, ou a grosso modo, um produto entre o sinal modu-
lante, e a funcao de transferéncia do aparato. Pode-se inferir ainda que a modulacao
dos feixes localizados, como feixes de Mathieu ou feixes de Bessel sempre produzem
pulsos localizados, e a forma de obtencao dos pulsos localizados é justamente a mod-
ulacao dos feixes. As solucoes obtidas sao de energia infinita, o que é fisicamente
irrealizavel, porém o proprio aparato experimental para gerar os feixes faz com que
o feixe fique localizado apenas por uma regiao determinada do espaco, dependente
dos parametros do aparato, removendo o problema de energia infinita.

Finalmente acrescenta-se que a geragao de tais pulsos pode apresentar imensas
vantagens de transmissao em sistemas de comunicacoes ja que nao se distorcem e

minimizam O erro.
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Capitulo 6

Conclusoes Gerais

Neste trabalho de dissertacao, requisito necessario para a obtencao do titulo de
Mestre em Engenharia Elétrica foram estudados muitos aspectos importantes dos
feixes nao-difrativos e dos pulsos localizados. Estes tipos de ondas tem aplicacao
imediata na engenharia, seja em comunicagoes ou em &areas como medicina, mi-
crolitografia, guiamento de atomos, metrologia e outras. Conseguiu-se realizar um
estudo bastante profundo dos feixes nao-difrativos, através da equacao de ondas
diretamente, e especialmente através da teoria escalar da difracao, que permitiu a
analise dos feixes de Bessel e feixes de Mathieu gerados a partir do aparato experi-
mental proposto por Durnin. O objetivo inicialmente proposto, de estudar os feixes
nao-difrativos de modo a poder comparar os feixes de Bessel bastante conhecidos
na literatura, com os feixes de Mathieu, recentemente propostos, foi concluido com
éxito. Conclui-se que quanto a distancia propagada, nao hd vantagem de um feixe
sobre outro, quando gerados a partir do mesmo aparato, diferenciando-se apenas
pelo padrao transversal. Na sequéncia do trabalho, naturalmente faz-se a andlise
dos pulsos com a necessidade do desenvolvimento de uma aproximacao as fungoes
de Mathieu que permitisse a simplificacao das integracoes, e obteve-se uma forma
de aproximacao que é de grande contribuicao para esta dissertacao, sendo nova ao
nosso conhecimento. O estudo dos pulsos de Mathieu e o teorema da convolucao
fecham o trabalho.

No Capitulo 2 demonstrou-se a obtencao das solucoes para feixes nao-difrativos
através da solucao direta da equacao de ondas e da solucao da integral de Whittaker
simplificada. Tais solucoes sao ideais e possuem energia infinita, sendo fisicamente
inconcebiveis podendo, entretanto, ser bastante uteis na analise de problemas fisicos

reais. Tanto os feixes de Bessel quanto os feixes de Mathieu formam um conjunto
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completo de funcgoes de base e qualquer solucao para a equacao de ondas pode
ser representada adequadamente como uma combinagao de tais funcoes de base. Os
feixes de Bessel formam o conjunto de funcoes ortogonais no sistema de coordenadas
cilindricas e os feixes de Mathieu no sistema de coordenadas cilindricas elipticas.

No Capitulo 3 foram analisados os feixes nao-difrativos a partir da teoria escalar
da difracao. Esta teoria funciona muito bem no dominio 6ptico. O aparato experi-
mental proposto por Durnin foi analisado e demonstrou-se que os feixes de Mathieu
e os feixes de Bessel possuem comportamento semelhante no que se refere a distancia
maxima de propagacao, e demonstrou-se ainda a decomposicao dos feixes de Math-
ieu em feixes de Bessel. Ainda como contribuicao, um estudo de estruturas com
varios anéis foi levado adiante, demonstrando as equacgoes basicas que descrevem
tais situacoes, obtidas através da teoria escalar de difracao.

No Capitulo 4 novas aproximagoes para as funcoes de Mathieu, analiticas em
todo o dominio da variavel independente e representando adequadamente cada uma
das fungoes de Mathieu foram apresentadas. Estas aproximacoes sao muito tteis
para qualquer aplicacdo matematica. Através das funcoes aproximadas de Mathieu
fez-se possivel a andlise dos pulsos de Mathieu.

No Capitulo 5, foram estudados os pulsos localizados, especialmente no dominio
6ptico. As ondas do tipo X ja muito conhecidas na literatura corrente, foram com-
paradas ao que denominamos pulsos de Mathieu, analisados com o auxilio das aprox-
imacoes as fungoes de Mathieu apresentadas nessa dissertacao. Nenhuma solugao
do tipo Mathieu para pulsos havia sido encontrada na literatura corrente, e foram
analisadas as propriedades basicas de tais pulsos verificando que comportam-se com
as propriedades desejadas dos pulsos localizados. A andlise de estruturas temporais
usualmente utilizadas nas comunicagoes 6pticas, como os pulsos gaussianos e retan-
gulares no dominio temporal e o teorema da convolugao permitiu a conclusao de
que o formato do pulso serd sempre dado pela convolugao, ou a grosso modo, um
produto entre o sinal modulante, e a funcao de transferéncia do aparato.

Nesta dissertacao deu-se énfase ao estudo tedrico dos feixes e pulsos com suas
caracteristicas mais essenciais. Para a geracao de tais ondas apenas o aparato ex-
perimental proposto por Durnin foi estudado em maiores detalhes. A abordagem
utilizada nesse trabalho foi a teoria da difracao escalar, porém, para casos mais com-
plexos faz-se necessdria a andlise através de uma teoria vetorial. Sistemas de trans-

missao de dados seriam muito mais precisos e confiaveis utilizando-se uma tecnologia
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adequada para implementar a geracao de pulsos localizados, ja que tais pulsos nao
sofrem distor¢oes por longas distancias. O guiamento de particulas parece ser uma
aplicacao bastante promissora para os feixes de Bessel de ordem maior. Essas e out-
ras questoes de ordem prética e tedrica ficam em aberto para futuras dissertacoes e
nesse Capitulo serao mencionados e comentados de forma geral a seguir. Na Secao
6.1 sao feitos comentarios a respeito do estudo da viabilidade dos sistemas opticos
wireless. Na Secao 6.2 a andlise do guiamento de atomos e particulas através de
feixes de Bessel. A Secao 6.3 trata de guias de ondas e cavidades elipticas e final-
mente em 6.4 comenta-se o estudo de sistemas de geracao de feixes nao-difrativos

para futuras dissertacoes.

6.1 Estudo da Viabilidade dos Sistemas ()pticos
Sem Fio

Os sistemas de comunicacoes Opticas sem fio ja estao se tornando realidade. Feixes
de luz propagando-se através do ar oferecem a velocidade dos sistemas dpticos sem
o custo da fibra éptica. Atualmente utilizam-se feixes de laser focalizados. Feixes
nao-difrativos e pulsos opticos localizados ainda nao sao utilizados e para tal se
faz necessario o aprimoramento tecnolégico na geracao de ondas. Além de reduzir
custos, devido a nao necessidade de fibras e sem o onus pela negociacao de direito
de passagem e lancamento de cabos, os sistemas épticos sem fio apresentam muitas
aplicagoes [16], a serem citadas abaixo:

- Redes cuja extensao é de alguns poucos metros. Ampliacao das redes de comu-
nicacoes nas areas metropolitanas ja existentes e baseadas em fibras dpticas, sem
necessidade de implementar novo cabeamento;

- Pode ser utilizado para conectar usuarios nos pontos de chegada de internet ou
outros servigos, providenciando alta velocidade sem necessitar de cabeamentos;

- Interconexao em redes locais, que sao separadas por regioes de dominio ptblico,
como ruas e construgoes, novamente sem a necessidade e o onus de realizacao de um
sistema de cabeamento de fibras épticas;

- Backup de redes de fibras épticas, o wireless 6ptico pode fazer o link redundante
para seguranca do sistema de fibras, mas sem a necessidade de um segundo link de
fibras;

- Aceleracao de servigos, pode providenciar servico instantaneo no caso de a infra-
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estrutura de fibras estar em atraso(lag) ou congestionado.

Apresentam também certas desvantagens com relacao ao sistema de fibras, como
por exemplo:
- Os sistemas atuais sao confiaveis apenas para distancias relativamente curtas, até
4 km. o feixe estd sujeito a difracao no ar, ao passo que apresenta-se confinado
quando utiliza-se fibra 6ptica. Utilizacao de feixes nao-difrativos poderiam ser a
solucao, porém nao ha um estudo sobre o efeito mais nocivo ao sinal, se a perda de
localizacao pela difracao, ou a absorcao no ar;
- As distancias permitidas sao bem menores que aquelas utilizadas em sistemas
utilizando fibras, e além disso apresentam menor confiabilidade, pois o feixe de
laser esta sujeito a obstrucao, por qualquer interferéncia atmosférica, como chuva,
neve, neblina (que atenua o sinal), ou entdo a passagem de uma ave na linha de
visada. Oscilacoes da estrutura de um prédio onde esteja colocado o transmissor ou
o receptor também podem tirar o feixe da linha de visada;
- Os sistemas utilizam-se de lasers em 1550 nm. Lasers de 850 nm sao bem mais
baratos, porém a utilizacao do espectro infravermelho se deve a protecao do olho

humano, além de poder transmitir poténcias maiores atualmente.

A utilizacao de feixes 6pticos nao-difrativos em sistemas de comunicagoes 6pticas
sem fio poderia aumentar efetivamente o alcance do sistema e também a confiabili-
dade ja que um feixe nao-difrativo propaga-se no ar ou espaco livre como se estivesse
confinado por uma fibra, na regiao de invariancia do feixe, muito embora os feixes
nao-difrativos também sejam susceptiveis a interrupcao por obstrucao. O problema
de confiabilidade do sistema é facilmente resolvido através de criacao de rotas al-
ternativas e estruturas em anel. Fica em aberto para futuras dissertacoes a andlise
de estruturas utilizando-se de feixes nao-difrativos e confiabilidade do sistema, e
também o estudo da competicao entre a difracao e a absorcao, para saber-se qual
fenomeno degenera mais o sinal a ser transmitido. A propagacao e efeitos de difracao
e dispersao dos feixes e pulsos pticos no ar também podem ser estudados com bas-

tante detalhes, mesmo em sistemas que nao se utilizem de feixes nao-difrativos.
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6.2 Um sistema para guiamento de atomos e particulas
através de Bessel beams

Uma aplicacao que parece ser bastante promissora para os feixes nao-difrativos
¢ o guiamento de atomos e particulas, sem a existéncia de um guia metalico. Feixes
de Bessel de alta ordem produzem um padrao cuja intensidade central é nula e a
uma determinada distancia radial tem-se uma ”parede”feita de luz para atomos e
particulas, tendo-se entao um guia constituido apenas de luz para particulas. Tal
fenomeno poderia ser utilizado até mesmo em aceleradores de particulas.

Tendo em conta a solugdo (2.17):
imep iwS
\Il(pa 2 C) = Jm(kJ_p)e ve

pode-se supor que tal solugao é a componente longitudinal do campo elétrico ou
magnético, ja que tal componente encontra-se desacoplada das outras componentes
na equacao de ondas vetorial e através das equacgoes de Maxwell pode-se obter todas

as componentes através das componentes longitudinais:

Modos TE:
E,=0; H,=9(p,¢,¢)
E. = ﬁ e, x V,H, (6.1)
L= ﬁvtﬂz (6.2)
Modos TM:

EZZ\IJ(P,QO,C); Hz:()

ik,
H,= " e, xV,E, (6.4)

w?ue — k?
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Uma forma de encontrar solucoes fisicas para as equacoes de Maxwell também
seria utilizando-se a teoria dos potenciais, e de forma simplificada para o Bessel
beam de ordem zero é tratada em [37]. O quadrivetor potencial, utilizando-se a
notacao tensorial usual é dado por:

A= Ayet = (¢, —A)

e obedece a equacao de ondas:

1 9%
2 _— — = —9
(V=5 55) 4w = =i (6.5)
onde:
J :j#eu = (p, —j)

Novamente a solugao (2.17) pode ser escolhida para ser qualquer das componentes
do quadrivetor A, e cumprindo a condi¢ao de propagacao de Lorentz sao os campos

dados entao por:

, 0A

E=-V¢——
Ve ot
E:ng

As possiveis solugoes devem cumprir as condigoes exigidas pelas equacoes de
Maxwell e as condicoes fisicamente possiveis.

Uma terceira forma de solucionar o problema fisico, tendo em conta a solucao
ideal (2.17) é através dos potenciais de Hertz [33] pdg. 280-282. Ver também [1]. A
obtencao dos campos gerados pelos pulsos é trivial, podendo-se fazer a superposicao
em frequéncia dos campos obtidos para os feixes, ou entao diretamente dos pulsos
obtidos pela equacao (5.1). No caso dos feixes de Bessel a equacao (5.5) pode ser
utilizada diretamente.

A dinamica de uma particula sujeita aos campos gerados pelo feixe obedece a

equacao de Lorentz:
F=q(E+7xB)

e esta sendo analisada atualmente, para conclusoes a respeito do comportamento da
particula carregada em tal feixe, e qual a possivel aplicacao. Uma possivel aplicacao
seria a obtencao de um condutor luminoso de resisténcia central nula, porém, isto é

especulativo.
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6.3 Guias de ondas e cavidades elipticas

Os guias de ondas constituem um elemento importante na geracao e na trans-
missao da energia eletromagnética. Para frequencias na faixa das microondas sao
utilizados guias de ondas metdlicos, e no dominio 6ptico as fibras épticas, que sao
guias de ondas constituidos por meios dielétricos [33]. As cavidades ressonantes sao
bastante utilizadas em filtros e osciladores e sao nada mais do que um guia de onda
fechado em seus dois extremos. Um estudo de guias de ondas e cavidades elipticas
foi realizado porém nao faz parte desta dissertacao em virtude de a teoria dos guias
de ondas ja estar bem estabelecida e uma andlise de fibras dpticas elipticas é feita
em [44, 45, 46, 47]. A solugao é bastante complexa devido a prépria complexidade
das funcoes de Mathieu e dificuldade para cumprir analiticamente as condigoes de
contorno requeridas pelas equacoes de Maxwell no caso das fibras opticas, onde o
campo nao se anula na interface entre os dois meios dielétricos, o da casca e o do
nicleo. Guias elipticos podem ser utilizados na rotacao de polarizacao dos cam-
pos, devido ao acoplamento dos componentes de campo inerente a simetria eliptica.
Mesmo quando nao se deseja utilizar uma fibra déptica de simetria eliptica, o es-
tudo de imperfeicoes pode ser efetuado considerando que a fibra é aproximadamente
eliptica. As equacoes de Maxwell em coordenadas cilindricas elipticas, na auséncia

de fontes, e para os modos TE e TM sao mostradas abaixo:

Modos TE:
E,=0; H,=3(u,v,k,,w)
g - W 1 ov
Y wius — k2 py/sinh®u + sin? v OV
7 —W 1 ov
t wlue — k2 h\/sinh2 u + sin?p Ou
ik, 1 o
Y wie — k2 py/sinh®u + sin? v Ou
1k, 1 oV
H, = 2 )2 —— —_ Ov (6.6)
e —FR; h\/smh u + sin” v 9V
Modos TM:

E, =9(u,v,k,,w); H,=0
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B — ik, 1 ov
Y wlue — k2 h\/sinh2 u + sin?p Ou
B — ik, 1 ov
" wlue — k2 h\/sinh2 u + sin2y OV
o —IWwe 1 8_\11
Y wlie = k2 py/sinh? u + sin? v O
twe 1 ov

(6.7)

" w?pe—k2 py/sinh?u + sin?v Ou
De tais equacoes nota-se que a dependéncia dos campos sempre se da em u e v
simultaneamente havendo portanto acoplamento das equacoes dos campos transver-
sos. Propoe-se um estudo da eficiéncia de dispositivos de rotacao de polarizacao

utilizando simetria eliptica.

6.4 Estudo dos sistemas de geracao de feixes e
pulsos

Os sistemas de geracao de feixes nao-difrativos e de pulsos localizados requerem
um estudo a parte. Atualmente tais sistemas sao constituidos essencialmente pelo
aparato de Durnin com pequenas variacoes. Na corrente literatura, muitos sistemas
utilizando-se axicons e interferometros de Fabri-Perot sao mostrados, sendo estes
mais eficientes do que o aparato mais simples proposto por Durnin. Sistemas mais
eficientes poderiam ser criados através de métodos holograficos. Nao ha na corrente
literatura muitos trabalhos a respeito da geracao eficiente dos feixes e pulsos.

A geracao de feixes e pulsos localizados em microondas requer antenas capazes
de reproduzir o aparato de Durnin naquelas frequéencias. Tais antenas seriam muito
diretivas e as distancias de invariancia seriam muito grandes, ja que o que diferencia
um feixe em 6ptica e um feixe em microondas, quando tratado no vacuo, é apenas
um fator de escala. Feixes em microondas e feixes épticos diferenciam-se por um
fator de escala da ordem de 10°. Portanto para um feixe éptico que mantém-se
invariante no percurso de 1m deve haver um feixe de microondas que mantém-se
invariante por distancias de 10km.

Uma analise completamente baseada em teoria de antenas se utilizaria da teoria
da difracao vetorial e através de um sistema de transmissao utilizando feixes 6pticos

nao-difrativos poderiamos conseguir a transmissao de sinais a poténcias mais baixas
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e havendo menor espalhamento da energia por difragao, a poténcia recebida seria
bastante maior, entao o requerimento de eficiéncia do sistema receptor torna-se
menor também. Tais questoes, tratadas no ambito das microodas geraria uma outra
dissertacao a respeito de sistemas de geracao e transmissao de feixes e pulsos 6pticos

localizados.
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