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"A emo�~ao mais profunda que podemos sentir �e o mist�erio.

�E este o sentimento que ria toda a arte e a iênia verdadeiras.

Se algu�em n~ao onhee esta sensa�~ao

ou n~ao pode mais experimentar espanto ou surpresa,

j�a �e um morto vivo e seus olhos se egaram."

(Albert Einstein)
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Resumo

Nas �ultimas d�eadas os feixes n~ao-difrativos e os pulsos loalizados tem sido

objeto de muitos estudos, prinipalmente ap�os a demonstra�~ao experimental dos

feixes de Bessel por Durnin e olaboradores e pela gera�~ao das ondas do tipo X

por Lu (ultra-som) e outros, devido �as suas aplia�~oes poteniais em metrologia,

mirolitogra�a, apta�~ao de imagem na mediina, ortes ultra-preisos em hapas

met�alias e irurgia a laser, �optia n~ao-linear, omunia�~oes �optias e omunia�~oes

sem �o (wireless).

Os feixes �optios n~ao-difrativos s~ao solu�~oes da equa�~ao de Helmholtz n~ao su-

jeitos �a difra�~ao, ou seja, idealmente o per�l de intensidade transversal n~ao sofre

mudan�as ao longo da dire�~ao de propaga�~ao. Na pr�atia tem-se onseguido boas

aproxima�~oes para tais solu�~oes ideais. J�a os pulsos loalizados surgem naturalmente

da modula�~ao dos feixes n~ao-difrativos.

Neste trabalho faz-se um estudo dos feixes n~ao-difrativos e dos pulsos loalizados,

espeialmente em oordenadas el��ptias il��ndrias, que despertaram muito interesse

desde a produ�~ao experimental dos feixes de Mathieu por Guti�errez-Vega. Para fazer

poss��vel a an�alise dos pulsos de Mathieu, na qual surgem integrais em frequênia

muito omplexas para serem efetuadas om as fun�~oes de Mathieu exatas, �e tamb�em

apresentada uma aproxima�~ao v�alida e bastante �util para as fun�~oes de Mathieu to-

talmente nova ao nosso onheimento.

Abstrat

In the past deades the nondi�rating beams and the loalized pulses have been

the subjet of many studies, sine the experimental demonstration of Bessel beams

by Durnin and oworkers and the X-Waves generation by Lu (ultrassonography) and

others, due to their potential appliations in metrology, mirolithography, medial

imaging, nonlinear optis,laser mahining and surgery,optis and wireless ommuni-

ations.

Nondi�rating beams are Helmholtz equation's solutions una�eted by di�ra-

tion, ideally the transverse intensity pro�le have no hanges along the propagation

diretion. In pratie good approximations have been made for the ideal solutions.

The loalized pulses arrives naturally from the modulation of di�ration-free beams.
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In this work a study of di�ration-free beams and loalized pulses is made, spe-

ially in ellipti ylindri oordinates, beause of the atual interest generated due

to the experimental demonstration of Mathieu beams by Guti�errez-Vega. To make

possible the analysis of Mathieu pulses, in whih integrals evaluated in frequeny

must be done and are very hard to do with the exat Mathieu funtions, is presented

here a valid and useful approximation to Mathieu funtions, totally new to the best

of our knowledge.
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Cap��tulo 1

Introdu�~ao

Os fenômenos de difra�~ao e dispers~ao s~ao inerentes a todos os ampos ondu-

lat�orios, indesej�aveis na maioria das vezes, pois s~ao respons�aveis pelo espalhamento

da energia eletromagn�etia no espa�o e no tempo, distorendo a informa�~ao trans-

portada pela onda e tornando-a muitas vezes inompreens��vel. A difra�~ao oorre no

dom��nio espaial, sendo governada pela Equa�~ao de Helmholtz. Considerando um

sistema de oordenadas il��ndrias para uma onda que possui uma dire�~ao preferen-

ial de propaga�~ao, z, a difra�~ao provoa o espalhamento espaial da energia eletro-

magn�etia de um feixe e o que se observa �e que o per�l de intensidade transversal

sofre um alargamento tanto maior quanto maior for a distânia propagada em z,

oorrendo a redu�~ao da amplitude no ponto onde esta assumia seu valor m�aximo.

Para uma distribui�~ao transversal gaussiana radialmente sim�etria, no ponto iniial

de propaga�~ao, z = 0, a energia est�a iniialmente onentrada em torno de � = 0. Ao

propagar-se ao in�nito a onda tender�a a tornar-se uma onda plana, para a qual n~ao

h�a regi~ao de onentra�~ao preferenial da energia, e a densidade de energia �e uma

onstante, por�em om a amplitude de todos os pontos muito menor do que a ampli-

tude no ponto de m�aximo da onda na posi�~ao iniial. Usualmente a ompensa�~ao

deste fenômeno se faz atrav�es do guiamento das ondas, seja por guias met�alios ou

oaxiais em miroondas (� 109 Hz), seja atrav�es de �bras �optias no dom��nio �optio

de frequênias (� 1014 Hz). Os meios nos quais a onda n~ao �e guiada s~ao hamados

meios difratores, exemplo disso �e o espa�o livre e todo o meio de ��ndie de refra�~ao

onstante em todos os pontos, n~ao limitado espaialmente por outro meio.

Pulsos s~ao formados a partir da adequada superposi�~ao dos feixes, e est~ao su-

jeitos tanto ao fenômeno da difra�~ao quanto ao da dispers~ao. A dispers~ao �e um

fenômeno temporal e oorre em meios no qual o ��ndie de refra�~ao �e fun�~ao da

1
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frequênia, de tal forma que a veloidade de propaga�~ao de ada omponente es-

petral do pulso seja fun�~ao da sua frequênia. A defasagem entre as omponentes

provodada pela dispers~ao faz om que o pulso iniial sofra alargamento e distors~ao

temporal, oasionando erros na reep�~ao em sistemas de omunia�~oes, devido �a

Interferênia Intersimb�olia (ISI) por exemplo. O proedimento usual para orre�~ao

dessas distor�~oes �e ompensar a dispers~ao alterando a forma iniial do pulso (pre-

distor�~ao), de maneira a hegar om o formato desejado ao destino �nal, ou atrav�es

de regeneradores de sinal ao longo do aminho, o que torna o sistema mais aro e

omplexo.

J�a em 1915, o trabalho pioneiro de Bateman demonstrou que toda equa�~ao de on-

das homogênea, seja esalar, vetorial ou spinorial, admite solu�~oes om veloidades

de grupo menores que aquela das ondas ordin�arias no meio onsiderado. Mais reen-

temente, solu�~oes om veloidades maiores do que a veloidade das ondas ordin�arias

no meio foram propostas e veri�adas [1℄. Solu�~oes loalizadas subluminais e su-

perluminais podem se propagar sem mudan�a no formato por distânias in�nitas,

sendo hamadas de "Undistorted Progressive Waves"por Courant e Hilbert [2℄.

Os feixes n~ao-difrativos foram desobertos por Stratton [3℄ em 1941 e redesober-

tos em 1987 por Durnin [4, 5℄. Esses feixes teoriamente tem profundidade de ampo

in�nita, na pr�atia propagando-se por distânias onsideravelmente maiores do que

feixes onvenionais. O trabalho de Durnin e olaboradores �e um maro por ter sido

realizado experimentalmente, atrav�es da gera�~ao dos hamados feixes de Bessel, de-

vido ao padr~ao transversal de intensidade ser dado por fun�~oes de Bessel. Tais

feixes sugerem de imediato a aplia�~ao em omunia�~oes sem �o, devido ao fato de

reduzirem-se signi�ativamente os efeitos difrativos, ou seja, tais feixes s~ao quase

imunes �a difra�~ao por longas distânias, mesmo sem a presen�a de um guia de onda.

Pulsos obtidos atrav�es da superposi�~ao de feixes de Bessel foram produzidos iniial-

mente em a�ustia por Lu [6℄, sendo reproduzidos em miroondas posteriormente, e

denominados de ondas do tipo X, devido ao formato espa�o-temporal se assemelhar

a um "X". Muitos trabalhos tem sido realizados no sentido de enontrar solu�~oes de

ondas loalizadas que possam ser apliadas na pr�atia. Na disserta�~ao de Mestrado

de Mihel Zamboni-Rahed [7℄, realizada no Instituto de F��sia "Gleb Wataghin"sob

a orienta�~ao do Prof. Dr. Hugo E. Hern�andez-Figueroa, enontra-se uma boa de-

sri�~ao da estrutura de ondas loalizadas e algumas aplia�~oes.

Muito embora surja de imediato a possibilidade de aplia�~ao desses tipos de on-
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das em omunia�~oes, as aplia�~oes poteniais extrapolam essa �area do onheimento

tenol�ogio, enontrando utiliza�~ao em guiamento de �atomos e part��ulas, miroli-

togra�a, metrologia, ortes a laser ultra-preisos em hapas met�alias, apta�~ao de

imagem e irurgias a laser na mediina, �optia n~ao-linear e outras [8, 9, 10℄. Em

omunia�~oes �optias sem �o apresentam aplia�~oes imediatas para interonex~oes

de redes e onex~oes a urtas distânias, onde se torna mais apropriado e simples que

o lan�amento de abos e �bras �optias.

Entre os anos de 2000 e 2001 a publia�~ao de um artigo relatando a gera�~ao

experimental de um novo tipo de feixes denominados feixes de Mathieu (Mathieu

beams) por Guti�errez-Vega et al [9, 11, 12℄ provoou grande impato devido ao fato

de estes anuniarem distânias de propaga�~ao de 15 m para tais feixes, utilizando

para produz��-los aparato semelhante �aquele utilizado por Durnin para gerar feixes

de Bessel. No entanto, a distânia m�axima propagada pelo feixe de Mathieu (anun-

iada pelo grupo de Guti�errez-Vega) era da ordem de 10 vezes mais do que aquela

prevista para os feixes de Bessel produzidos no mesmo aparato. A diferen�a mar-

ante entre um tipo de feixe e outro �e a modula�~ao angular de uma fenda anular,

e al�em do que, o �alulo de estimativa de 15 m supostamente estava baseado em

dados puramente geom�etrios. A motiva�~ao e grande objetivo desta disserta�~ao,

iniialmente, �e estudar em detalhes os feixes n~ao-difrativos de forma a demonstrar

as poss��veis vantagens dos feixes de Mathieu sobre os feixes de Bessel. Obviamente,

afora situa�~oes em que a simetria radial �e indesejada, n~ao h�a nenhuma vantagem de

um feixe sobre o outro no que se refere �a distânia m�axima de propaga�~ao, omo

ser�a demonstrado posteriormente nessa disserta�~ao. A ontinuidade do trabalho leva

ao estudo dos pulsos de Mathieu e das aproxima�~oes �as fun�~oes de Mathieu, para

simpli�ar o estudo dos pulsos, que foram grandes ontribui�~oes para este trabalho

de disserta�~ao.

No Cap��tulo 2 as solu�~oes do tipo feixes n~ao-difrativos s~ao demonstradas direta-

mente a partir da equa�~ao de ondas esalar. A onsidera�~ao da equa�~ao de ondas

em oordenadas il��ndrias irulares leva diretamente aos feixes de Bessel, ao passo

que quando a equa�~ao de ondas �e onsiderada em oordenadas il��ndrias el��ptias

obt�em-se os feixes de Mathieu. Tais feixes formam um onjunto ompleto de fun�~oes

ortogonais, fazendo om que a superposi�~ao de tais fun�~oes seja solu�~ao da equa�~ao

de ondas tamb�em. Uma forma de obten�~ao da solu�~ao da equa�~ao de ondas �e oloar

tal solu�~ao na forma de uma integral de Whittaker, ou seja, onsiderar a adequada
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superposi�~ao de ondas planas. No aso ideal, tem-se uma forma simpli�ada da

integral de Whittaker [13, 3℄, uja solu�~ao leva diretamente aos feixes de Bessel e de

Mathieu dependendo da fun�~ao espetral angular onsiderada. Ainda nesse primeiro

ap��tulo mostra-se o Teorema de Lu em oordenadas il��ndrias el��ptias. A demon-

stra�~ao do teorema �e mostrada em detalhes em [7℄ para oordenadas gen�erias.

No Cap��tulo 3 onsidera-se a teoria esalar da difra�~ao para a obten�~ao dos feixes

de Bessel e de Mathieu, de forma a tomar onheimento tamb�em da fonte neess�aria

para ger�a-los na pr�atia. A ombina�~ao das id�eias de Huygens e Young em 1818

por Augustin Fresnel produziu uma teoria ondulat�oria da �optia quantitativamente

razo�avel. O prin��pio de Huygens onsidera ada ponto de uma abertura omo fonte

puntual de ondas esf�erias. Obviamente os trabalhos de Huygens e Fresnel datam

de antes dos trabalhos fundamentais de Maxwell na teoria eletromagn�etia ent~ao

muitas onsidera�~oes arbitr�arias foram feitas para adequar teoria e pr�atia. Requer-

se a solu�~ao das equa�~oes de Maxwell para a obten�~ao de resultados quantitativos

orretos em qualquer faixa do espetro eletromagn�etio, por�em, fazer a an�alise dos

fenômenos om base em tais equa�~oes e nas ondi�~oes de ontorno requeridas para

satisfazê-las torna-se muito dif��il, exeto em asos sim�etrios. Muitos ientistas, in-

luindo Kirhho�, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria da difra�~ao no

dom��nio �optio bastante simpli�ada, entre 1880 e 1900. Os resultados dessas teorias

onordam bem om os experimentos ao menos qualitativamente, portanto tal teoria

�e utilizada para avaliar os feixes de Bessel e de Mathieu produzidos experimental-

mente atrav�es do aparato proposto por Durnin. Mostra-se que os feixes de Mathieu

podem ser onsiderados superposi�~ao adequada de feixes de Bessel e n~ao h�a motivo

espeial para os feixes de Mathieu propagarem-se distânias maiores que feixes de

Bessel produzidos atrav�es do mesmo aparato, ainda mais onsiderando-se apenas a

�optia geom�etria para fazer a estimativa de distânia m�axima de invariânia. As

estruturas multi-anulares podem produzir interessantes fenômenos devido a inter-

ferênia de m�ultiplos feixes n~ao-difrativos de onstantes de propaga�~ao diferentes, e

tamb�em s~ao estudados neste Capitulo.

No Cap��tulo 4 apresenta-se uma aproxima�~ao v�alida e bastante �util �as fun�~oes

de Mathieu. Deu-se ênfase desde o in��io ao sistema oordenado il��ndrio el��ptio,

no qual as fun�~oes de Mathieu surgem naturalmente. No entanto, a integra�~ao de

tais fun�~oes no dom��nio da frequênia se faz pratiamente imposs��vel. A neessidade

de avaliar os pulsos resultantes da superposi�~ao de feixes de Mathieu fez om que
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uma aproxima�~ao adequada que simpli�asse de maneira signi�ativa os �alulos

fosse desenvolvida. Neste Cap��tulo s~ao avaliadas as fun�~oes aproximadas e os lim-

ites de validade dessas aproxima�~oes, bem omo demonstra-se o desenvolvimento

matem�atio neess�ario para hegar-se �as f�ormulas gerais de aproxima�~ao.

No Cap��tulo 5 s~ao estudadas as estruturas dos pulsos loalizados no espa�o-

tempo. Os pulsos loalizados s~ao estruturas n~ao sujeitas �a difra�~ao e �a dispers~ao,

e por isso despertam tanto interesse, espeialmente em omunia�~oes. Aqui s~ao

avaliadas as estruturas do tipo X, apenas para efeito de ompara�~ao om os pulsos

de Mathieu. Utilizando-se as aproxima�~oes �as fun�~oes de Mathieu desenvolvidas no

Cap��tulo 3, obt�em-se as propriedades b�asias dos pulsos de Mathieu par de ordem 0 e

��mpar de ordem 1. Mostra-se que os pulsos de Mathieu tem v�arias das propriedades

das solu�~oes do tipo X, exeto pelo fato do per�l transversal n~ao ser radialmente

sim�etrio. S~ao avaliadas tamb�em as situa�~oes mais realistas, que envolvem espetros

onvenionais na modula�~ao de um laser em forma de feixe de Bessel. O teorema

da onvolu�~ao �e apresentado, omo forma de demonstrar teoriamente algumas pro-

priedades dos pulsos que se tornam mais evidentes pela aplia�~ao desse teorema.

No Cap��tulo 6, de Conlus~oes Gerais apresentam-se as observa�~oes �nais deste

trabalho e sugest~oes futuras disserta�~oes e para a ontinuidade desas pesquisa, j�a

que h�a muito por ser estudado ainda nesta �area do onheimento.
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Cap��tulo 2

Feixes �Optios N~ao-Difrativos:

An�alise via Equa�~ao de Ondas

Os feixes n~ao-difrativos (nondi�rating beams) tem sido intensamente estuda-

dos nas �ultimas d�eadas, devido �as poteniais aplia�~oes nas mais diversas �areas

tenol�ogias, espeialmente no dom��nio de frequênias �optias, onde se faz mais sim-

ples a sua gera�~ao, podendo-se, entretanto, extender a teoria para qualquer banda

do espetro eletromagn�etio. Tais feixes n~ao sofrem difra�~ao e portanto mant�em o

padr~ao de intensidade transversal ao longo da propaga�~ao. Idealmente, propagam-

se ao in�nito sem mudan�a no per�l transversal, por�em, mostrar-se-�a mais adiante,

no Cap��tulo 3, que isso �e �siamente inoneb��vel, pois demandaria uma fonte de

dimens~oes in�nitas, ou ainda, resultaria em energia in�nita. Na pr�atia, �e poss��vel

a gera�~ao de ondas que propagam-se omo feixes n~ao-difrativos ideais por longas

distânias em ompara�~ao om o omprimento Rayleigh, que �e da ordem do om-

primento de onda.

O trabalho de Durnin e olaboradores [4, 5℄ em 1987 �e um maro na �area, prini-

palmente por demonstrar experimentalmente a possibilidade da gera�~ao de feixes

n~ao-difrativos atrav�es de elementos �optios simples. Tamb�em onheidos omo

Campos �Optios de Propaga�~ao Invariante (PIOF - Propagation Invariant Opti-

al Fields) os feixes n~ao-difrativos possuem um amplo espetro de aplia�~oes omo

mirolitogra�a, para ria�~ao de pequenos padr~oes isolados [8℄, metrologia, ortes a

laser ultra-preisos em hapas met�alias, apta�~ao de imagem e irurgias a laser na

mediina [9, 11℄. Tem-se demonstrado bastante e�ientes em �optia n~ao-linear [10℄,

gera�~ao de segundo harmônio, tereiro harmônio e gera�~ao Raman [14℄. Feixes

de Bessel podem ser utilizados para guiamento de �atomos, pois atuam omo guias

7
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�optios de �atomos, para aoplamento de �atomos frios [15℄. A aplia�~ao tenol�ogia

mais desejada atualmente est�a nas omunia�~oes sem �o (wireless) [11, 16℄. Ver

tamb�em referênias [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23℄.

Um requerimento neess�ario para a obten�~ao dos ampos �optios de propaga�~ao

invariantes �e a solu�~ao da equa�~ao de Helmholtz em sistemas oordenados il��ndrios,

dos quais ser~ao aboradadas as solu�~oes em oordenadas il��ndrias irulares e

il��ndrias el��ptias. Uma outra abordagem se faz atrav�es da solu�~ao de uma forma

simpli�ada da integral de Whittaker [3, 13℄. Neste ap��tulo mostrar-se-�a todas essas

abordagens bem omo a transforma�~ao de Lu em oordenadas el��ptias il��ndrias.

Tal transforma�~ao permite enontrar a solu�~ao de uma equa�~ao de ondas em n+ 1

dimens~oes a partir da solu�~ao n-dimensional. Na Se�~ao 2.1 faz-se a apresenta�~ao

da Equa�~ao de Helmholtz e suas solu�~oes. Na Se�~ao 2.2 �e realizada a solu�~ao da

equa�~ao de Helmholtz em oordenadas il��ndrias irulares e na Se�~ao 2.3 em o-

ordenadas il��ndrias el��ptias, resultando nos feixes de Bessel e feixes de Mathieu

respetivamente. Na Se�~ao, 2.3.1 apresenta-se a transforma�~ao de Lu. A Se�~ao 2.4

traz a solu�~ao da equa�~ao de Helmholtz a partir de uma integral simpli�ada de

Whittaker e �nalmente em 2.5 s~ao apresentadas as onlus~oes gerais do Cap��tulo.
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2.1 A equa�~ao de Helmholtz

No dom��nio das frequênias �optias os fenômenos eletromagn�etios podem ser

tratados, ao menos qualitativamente, por uma fun�~ao de ondas esalar, ou ainda,

em sistemas oordenados il��ndrios a omponente longitudinal do ampo el�etrio

ou magn�etio sempre obedee uma equa�~ao de ondas desaoplada das omponentes

transversais. Essa fun�~ao de ondas esalar obedee �a equa�~ao de ondas homogênea

no dom��nio temporal:

�
r

2
�

1

2
�2

�t2

�
	(r; t) = 0: (2.1)

Fazendo a deomposi�~ao do laplaiano em suas omponentes transversais e lon-

gitudinais a equa�~ao (2.2) toma a forma abaixo:

�
r

2
? +

�2

�z2
�

1

2
�2

�t2

�
	(r?; z; t) = 0 (2.2)

onde ? denota as omponentes transversais om rela�~ao �a dire�~ao de propaga�~ao.

Apliando-se a transforma�~ao de Fourier em z e t, e fazendo uso das propriedades

de transformadas:

�2

�z2
! (ikz)

2 = �k2
z

;
�2

�t2
! (�i!)2 = �!2

obt�em-se a Equa�~ao de Helmholtz no dom��nio de kz e !:

�
r

2
? + k2

?
�
 (r?; k?) = 0 (2.3)

onde:

k2
? =

!2

2
� k2

z
: (2.4)

A solu�~ao no dominio de kz e ! �e:

	(r?; kz; !) =  (r?; k?) exp[i(kzz � !t)℄ (2.5)

Voltando ao dom��nio temporal:

	(r; t) =

Z 1

�1
dkz

Z 1

�1
d! A(kz; !) (r?)e

i(kzz�!t) (2.6)
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Dado que kz e ! devem respeitar a rela�~ao de dispers~ao dada pela equa�~ao (2.4)

ent~ao a solu�~ao pode ser oloada da seguinte maneira:

	(r; t) =

Z 1

�1
d! A(!)  (r?;

! sin �


) exp[i!

�

v
℄ (2.7)

onde:

� = z � vt (2.8)

v =


os �
(2.9)

kz =
!


os � (2.10)

k? =
!


sin � (2.11)

Na Fig. 2.1 mostra-se a rela�~ao entre kz, k? e o ângulo � no espa�o.

Figura 2.1: kz, k? e o ângulo �

A express~ao (2.7) leva em onta somente vetores de onda tangentes ao one que

forma um ângulo � om a dire�~ao de propaga�~ao z. Para levar em onta o efeito

de vetores de onda ujo ângulo om a dire�~ao �a propaga�~ao s~ao diferentes, deve-se

integrar a express~ao na vari�avel � tamb�em de tal forma que:

	(r; t) =

Z
�

0

d�

Z 1

�1
d! A(�; !)  (r?;

! sin �


) exp[i!

os �


�℄ (2.12)

Um feixe �optio orresponde a uma onda monorom�atia de tal forma que a

fun�~ao espetral A(�; !) �e:

A(�; !) = Æ(� � �0)Æ(! � !0): (2.13)
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A substitui�~ao da fun�~ao espetral (2.13) na equa�~ao (2.12) tem omo resultado

os feixes monorom�atios:

	(r; t) =  (r?;
!0 sin �0


) exp(i!0

�

v
) (2.14)

Para resolver o problema dos feixes n~ao-difrativos preisa-se resolver a equa�~ao

(2.3), onde somente a fun�~ao transversal  (r?;
!0 sin �0


) est�a por ser determinada em

um sistema oordenado il��ndrio qualquer, para substitui�~ao posterior em (2.14).
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2.2 Coordenadas Cil��ndrias: feixes de Bessel

Considerando a equa�~ao de Helmholtz (2.3) em oordenadas il��ndrias irulares,

o laplaiano transversal ser�a dado por:

r

2
? =

1

�

�

��

�
�
�

��

�
+

1

�2
�2

�'2
:

A equa�~ao de Helmholtz tranversal ser�a:

h1
�

�

��

�
�
�

��

�
+

1

�2
�2

�'2
+ k2?

i
 (�; '; k?) = 0 (2.15)

Utilizando-se o tradiional m�etodo da separa�~ao de vari�aveis, e devido �a nees-

sidade de periodiidade 2� na vari�avel ' , para que a solu�~ao possua o mesmo valor

em ' = 0 e ' = 2�, aso ontr�ario, haveria uma inonsistênia f��sia, tem-se:

 (�; '; k?) = R(�; k?)e
im';m = 0; 1; 2; 3:::

A substitui�~ao da express~ao aima em (2.15) resulta em:

h1
�

�

��

�
�
�

��

�
�

m2

�2
+ k2?

i
R(�; k?) = 0 (2.16)

A express~ao (2.16) �e a equa�~ao de Bessel e a solu�~ao geral �siamente vi�avel ser�a

ent~ao [2, 24, 25, 26, 27℄:

	(�; '; �) = AmJm(k?�)e
im'ei!0

�

v (2.17)

onde Am �e uma onstante qualquer e Jm �e a fun�~ao de Bessel de ordem m.

A solu�~ao dada pela equa�~ao (2.17) �e onheida omo feixe de Bessel (Bessel

beam) de ordem m. Esta solu�~ao �e ideal, e propaga-se ao in�nito sem sofrer mu-

dan�as no padr~ao de intensidade transversal. Alguns padr~oes transversais para os

feixes de Bessel s~ao mostrados na Fig. 2.2. O feixe de Bessel de ordem zero �e o

mais omumente utilizado em virtude de que o m�aximo da intensidade transversal

enontra-se no eixo de propaga�~ao � = 0. Em sistemas de omunia�~oes, por exem-

plo, o feixe de Bessel de ordem zero seria mais desej�avel. Para o guiamento �optio

de �atomos, por�em, os feixes de Bessel de ordem mais alta s~ao utilizados, e podem

ser obtidos atrav�es de "axions"(elemento �optio de formato ônio), onforme [15℄.

Os feixes de Bessel de ordem mais alta formam uma esp�eie de guia �optio, sendo
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nula a intensidade entral, o que faz om que o guiamento dos �atomos oorra no

entro.

O feixe de Bessel de ordem zero possui um "spot"de luz entral omo menionado

anteriormente. Para os feixes de Bessel de ordem maior o ponto entral apresenta

intensidade zero, e a m�axima intensidade no per�l transversal enontra-se nos an�eis

onêntrios ao eixo de propaga�~ao, afastando-se mais e mais do entro tanto maior

�e a ordem do Bessel beam.

Os pulsos loalizados ser~ao tratados mais adiante, por�em, a forma de obter estru-

turas loalizadas no espa�o-tempo se faz atrav�es da modula�~ao dos feixes loalizados.

Para a modula�~ao dos feixes de Bessel tem-se ent~ao:

	(�; '; �) = eim'
Z 1

�1
d!A(!)Jm(

!


sin ��)ei!

os �


� (2.18)

Dado que a veloidade de propaga�~ao dos feixes de Bessel �e dada por (2.9), uja

dependênia est�a na vari�avel �, �e poss��vel a omposi�~ao de feixes de diferentes ve-

loidades. Isso pode ser feito atrav�es de estruturas multi-anulares, tratadas mais

adiante. Outro fato a ser ressaltado aqui �e que da forma omo a veloidade do feixe

�e de�nida, esta �e maior que a veloidade da luz no meio. O fato de a veloidade

do feixe ser superluminal j�a foi muito disutido na literatura orrente e para uma

an�alise simples ver [28℄. �E importante notar que o padr~ao apresentado pelo feixe �e

riado atrav�es da interferênia de frentes de onda que se propagam om a veloi-

dade da luz, e qualquer informa�~ao transmitida se propaga om veloidade luminal.

Para qualquer feixe n~ao-difrativo as mesmas onlus~oes a respeito da veloidade de

propaga�~ao do feixe e veloidade de propaga�~ao da informa�~ao s~ao as mesmas, e a

veloidade da informa�~ao sempre �e igual �a veloidade da luz, n~ao havendo viola�~ao

dos prin��pios da Relatividade Restrita.
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2.3 Coordenadas Cil��ndrias El��ptias: feixes de

Mathieu

O sistema de oordenadas il��ndrias el��ptias [29, 30℄ onsiste na representa�~ao

dos pontos no plano xy atrav�es de um onjunto de hip�erboles e elipses, onforme

mostrado na Fig. 2.3.

Figura 2.3: Coordenadas Cilindrias El��ptias no plano z = 0

Matematiamente um ponto P (x; y; z) pode ser representado nesse sistema de

oordenadas il��ndrias el��ptias por P (u; v; z) onde:

x = h osh u os v

y = h sinh u sin v

z = z (2.19)

Todo o espa�o tridimensional de pontos �e mapeado desde que:

u � 0

0 � v � 2�

�1 � z � 1 (2.20)
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Para valores de u onstante, no plano z = 0 variando-se apenas v, resultam

el��pses onfoais, de foo maior quanto maior for o valor de u. Mantendo v onstante,

variando-se apenas u obtem-se um onjunto de hip�erboles. O laplaiano no sistema

de oordenadas il��ndrias el��ptias �e dado por [26℄:

r

2 =
2

h2(osh 2u� os 2v)

� �2

�u2
+

�2

�v2

�
+

�2

�z2
(2.21)

Tomando-se agora somente as omponentes transversais do laplaiano dado por

(2.21) para resolver a equa�~ao (2.3) tem-se:

h 2

h2(osh 2u� os 2v)

� �2

�u2
+

�2

�v2

�
+ k2?

i
 (u; v; k?) = 0 (2.22)

Utilizando-se o M�etodo da Separa�~ao de Vari�aveis, pode-se supor  da forma

abaixo:

 (u; v; k?) = U(u; k?) V (v; k?) (2.23)

A substitui�~ao de (2.23) em (2.22) resulta em duas equa�~oes difereniais para

U(u) e V(v) onheidas omo Equa�~ao de Mathieu Modi�ada e Equa�~ao de Math-

ieu, respetivamente:

d2U(u; k?)
du2

� (a� 2 q osh 2u) U(u; k?) = 0 (2.24)

d2V (v; k?)
dv2

+ (a� 2 q os 2v) V (v; k?) = 0 (2.25)

onde:

q =
h2 k2?
4

(2.26)

As solu�~oes de (2.24) e (2.25) s~ao as fun�~oes de Mathieu Modi�adas e as fun�~oes

de Mathieu, respetivamente. As fun�~oes de Mathieu s~ao ainda hamadas de Seno e

Cosseno El��tios, e as fun�~oes de Mathieu modi�adas de Seno Hiperb�olio e Cosseno

Hiperb�olio El��tios. Utilizar-se-�a a nota�~ao onvenional:

en(a; q; v)! Cosseno Eliptio

sen(a; q; v)! Seno Eliptio
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Cen(a; q; v)! Cosseno Hiperbolio Eliptio

Sen(a; q; v)! Seno Hiperbolio Eliptio

O parâmetro livre nas equa�~oes de Mathieu e Mathieu Modi�ada �e o valor de

a. Por�em h�a a neessidade de periodiidade 2� para os problemas f��sios reais, em

termos das oordenadas transversais, que no aso s~ao u e v. Nesse aso espei�-

amente deve haver periodiidade nas fun�~oes de v. H�a um onjunto de solu�~oes

peri�odias da Equa�~ao de Mathieu. Somente determinados valores de a tornam a

fun�~ao peri�odia, e estes s~ao ditos valores arater��stios da fun�~ao de Mathieu. Os

valores de a s~ao diferentes para o osseno e o seno el��tio. O valor de n �e dito ordem

da fun�~ao de Mathieu, e para haver periodiidade de 2� deve tomar valores inteiros

[24, 25, 31℄. Para uma disuss~ao mais detalhada a referênia [31℄ �e a mais indiada.

Tem-se ent~ao as solu�~oes poss��veis �siamente:

 par

n
(u; v; kz; !) = ei(kzz�!t) Cen(an; q; u) en(an; q; v); n = 0; 1; 2::: (2.27)

 impar

n
(u; v; kz; !) = ei(kzz�!t) Sen(bn; q; u) sen(bn; q; v); n = 1; 2; 3::: (2.28)

As solu�~oes gerais para a equa�~ao de ondas homogênea nas oordenadas il��ndrias

el��ptias s~ao ent~ao:

 par(u; v; z; t) =

Z 1

�1
dkz

Z 1

�1
d! A(kz; !) Cen(an; q; u) en(an; q; v) e

i(kzz�!t) (2.29)

 impar(u; v; z; t) =

Z 1

�1
dkz

Z 1

�1
d! A(kz; !) Sen(bn; q; u) sen(bn; q; v) e

i(kzz�!t)

(2.30)

onde an s~ao os valores arater��stios das fun�~oes Mathieu e(a; q; v) de ordem n,

e bn s~ao os valores arater��stios das fun�~oes de Mathieu se(b; q; v) de ordem n e

q =
h2 k2

t

4
. Mas omo kz e ! est~ao relaionados entre si, e podemos esrever a solu�~ao

omo uma soma das fun�~oes par e ��mpar, tem-se, omo solu�~ao geral:

 (u; v; z; t) =

Z
�

0

d�

Z 1

�1
d!

hX
n

(An(�; !) Cen(q; u) en(q; v))+

+
X
n

(Bn(�; !) Sen(q; u) sen(q; v))
i
ei!

os �


� (2.31)
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onde:

q =
h2 k2

t

4
=
h2!2 sin2 �

42
(2.32)

Fixando-se a vari�avel �, ou seja, n~ao h�a omposi�~ao de feixes de diferentes ve-

loidades, a equa�~ao (2.31) torna-se:

 (u; v; z; t) =

Z 1

�1
d!

hX
n

(An(!) Cen(q; u) en(q; v))+

+
X
n

(Bn(!) Sen(q; u) sen(q; v))
i
ei!

os �


� (2.33)

O feixe de Mathieu de Ordem 0, veri�ado experimentalmente por Gutierrez-

Vega e olaboradores [11℄ trata-se apenas de um aso partiular, monorom�atio

desta solu�~ao geral da equa�~ao de ondas, na qual pode-se supor um espetro do tipo

delta de Dira em A0(!) e zero para todos os outros oe�ientes, resultando:

A0(!) = AÆ(! � !0) ; An(!) = Bn(!) = 0 = n 6= 0

 0(u; v; �) = A exp
�
i!0

�

v1

�
Ce0(a0; q; u) e0(a0; q; v) (2.34)

Portanto , os feixes de Mathieu de ordem 0 resultam naturalmente da solu�~ao da

equa�~ao de ondas homogênea em oordenadas il��ndrias el��ptias. Aqui as variaveis

� e v1 s~ao dadas por (2.8) e (2.9) onde v1 �e a veloidade, para n~ao haver onfus~ao

om a vari�avel transversal v. Qualquer feixe de Mathieu pode ser obtido da solu�~ao

geral em oordenadas el��ptias il��ndrias dada por (2.33). Trivialmente obt�em-se:

	par

n
(u; v; �) = A exp

�
i!0

�

v1

�
Cen(q; u) en(q; v);n = 0; 1; 2; 3::: (2.35)

	impar

n
(u; v; �) = A exp

�
i!0

�

v1

�
Sen(q; u) sen(q; v);n = 1; 2; 3::: (2.36)

As Figs. 2.4 e 2.5 mostram o per�l transversal para alguns feixes de Mathieu

utilizando os valores q = 25 e h = 1. Nota-se aqui que estas solu�~oes n~ao possuem

mais simetria radial, podendo ser apliadas em situa�~oes em que se requer assimetria

radial. Os pulsos �optios podem ser obtidos modulando-se os feixes loalizados, o

que ser�a tratado mais adiante, por�em a integra�~ao de (2.33) �e bastante dif��il para

espetros que n~ao sejam a fun�~ao delta de Dira.



19

-1

0

1
x

-1

0

1

y

0

0.5

1

F

-1

0

1
x

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

(a)

-1

0

1
x

-1

0

1

y

0

0.25

0.5

0.75

1

F

-1

0

1
x

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

(b)

-1

0

1
x

-1

0

1

y

0

0.25

0.5

0.75

1

F

-1

0

1
x

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

()

Figura 2.4: Intensidade Transversal F = j	j

2:(a)Feixe de Mathieu par de ordem 0;

(b)Feixe de Mathieu par de ordem 1; ()Feixe de Mathieu par de ordem 2.
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Figura 2.5: Intensidade Transversal F = j	j

2:(a)Feixe de Mathieu ��mpar de ordem

1; (b)Feixe de Mathieu ��mpar de ordem 2; ()Feixe de Mathieu ��mpar de ordem 3.
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2.3.1 A transforma�~ao de Lu em Coordenadas El��ptias

Cil��ndrias

A transforma�~ao de Lu permite a obten�~ao da solu�~ao da equa�~ao de ondas em

n dimens~oes a partir de uma solu�~ao onheida em n � 1 dimens~oes. A prova do

teorema �e dado em [7℄. De forma geral tem-se a equa�~ao de ondas em n dimens~oes

da forma:
n�1X
i=1

�2�n�1
�x2

i

�

1

2
�2�n�1
�t2

= 0

ent~ao:

�n = �n�1(x1 sin �; x2 sin �; :::; t�
os �


xn)

ser�a solu�~ao de:
nX

i=1

�2�n

�x2
i

�

1

2
�2�n

�t2
= 0

Considerando-se a equa�~ao de ondas em 3 dimens~oes, uja solu�~ao �e fun�~ao de

u; v e t em oordenadas ilindrias el��ptias:

2

h2 (osh 2u� os 2v)

��2�
�u2

+
�2�

�v2

�
�

1

2
�2 �

�t2
= 0

Sendo a solu�~ao onheida e da forma abaixo:

�(u; v; t) = F (u; v) e�i!t

onde:

F (u; v)! Cen(q; u) en(q; v) ou Sen(q; u) sen(q; v)

O Teorema de Lu em oordenadas retangulares ou il��ndrias diz que pode-se

onheer a solu�~ao de uma equa�~ao de onda n dimensional, sabendo-se a solu�~ao da

equa�~ao equivalente a n�1 dimens~oes, atrav�es de uma transforma�~ao das vari�aveis.

O que se deseja �e obter um teorema equivalente para o sistema de oordenadas

il��ndrias el��ptias. A passagem para 4 dimens~oes, exige que:
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t! t�
os �


z

Fazendo-se esta transforma�~ao na vari�avel t da solu�~ao original, qual �e a trans-

forma�~ao adequada em u e v que �e solu�~ao da equa�~ao de ondas em 4 dimens~oes?

N~ao h�a mudan�a trivial, em u e v, omo oorre nas oordenadas retangulares ou

il��ndrias. Tem-se que veri�ar novamente a equa�~ao de ondas:

2

h2(osh 2u� os 2v)

��2�

�u2
+

�2�

�v2

�
+

!2

2
(1� os2 �) � = 0

Pode-se esrevê-la de dois modos distintos:

2

h2(osh 2u� os 2v)

��2�

�u2
+

�2�

�v2

�
+

!2

2
sin2 � � = 0 (2.37)

2

h2 sin2 �(osh 2u� os 2v)

��2�

�u2
+

�2�

�v2

�
+

!2

2
� = 0 (2.38)

No aso tridimensional em u, v e t tem-se !
2

2
= k2

?, e ao passar para quatro

dimens~oes, u, v, z e t faz-se:

�(u; v; t)! �(u; v; t�
os �


z)

Dadas as equa�~oes (2.37) e (2.38) pode-se onstruir duas hip�oteses igualmente

v�alidas, que �e o equivalente ao teorema de Lu:

1) Ao passar de 3 para 4 dimens~oes fazendo a substitui�~ao t! t� os �


z,a on-

stante transversal k? dever�a ser multipliada por sin �, de tal modo que �(u; v; t�
os �


z) seja solu�~ao da equa�~ao de ondas a 4 dimens~oes. A interpreta�~ao dada �e que

a onstante transversal �a reduzida por um fator sin �. Esta situa�~ao �e retratada

na equa�~ao (2.37).

2) Analisando a equa�~ao (2.38), nota-se que tamb�em �e poss��vel a substitui�~ao

h! h sin �. Ou seja, se tiv�essemos um ontorno el��ptio, uja ondi�~ao de ontorno

a ser umprida em uma elipse de semi-eixo h, em 3 dimens~oes, ent~ao, o semi-eixo

�a reduzido por um fator sin �.
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Em ambos os asos as ondi�~oes de ontorno devem ser revistas, e omo as duas

interpreta�~oes s~ao equivalentes, obviamente as dimens~oes transversais do problema

tridimensional �am reduzidas por um fator sin � no aso de 4 dimens~oes. Pode-

se interpretar o teorema de Lu, da mesma forma, em qualquer que seja o sistema

oordenado, ou seja, ao passar da solu�~ao n�1 dimens~oes, para n dimens~oes, atrav�es

de uma mudan�a de vari�aveis do tipo proposto, as dimens~oes "transversais"sempre

sofrem uma redu�~ao por um fator sin �.Para as oordenadas il��ndrias el��ptias

tem-se resumidamente:

�(u; v; t)! �(u; v; t�
os �


z)

h! h sin �

ou ent~ao:

k?! k? sin �



24

2.4 Solu�~oes via integral simpli�ada de Whit-

taker

Feixes loalizados podem ser desritos atrav�es de uma forma simpli�ada da

integral de Whittaker [11, 13℄:

	(x; y; z; t) = ei(kzz�!t)
Z 2�

0

A('0) eik?(x os'0+y sin'0) d'0 (2.39)

A fun�~ao A('0) �e uma fun�~ao '0 peri�odia de per��odo � ou 2� e:

k? = k0 sin � ; kz = k0 os �

k0 =
!


; tan � =

k?
kz

Mostrar-se-�a que tal equa�~ao integral �e solu�~ao para a equa�~ao de ondas (2.2).

Considerando-se a equa�~ao (2.39) ent~ao:

�
r

2
�

1

2
�2

�t2

�
ei(kzz�!t)

Z 2�

0

A('0) eik?(x os'0+y sin'0) d'0 = 0

Efetuando-se as derivadas em z e t �a-se om:

�
r

2
? +

!2

2
� k2

z

�
ei(kzz�!t)

Z 2�

0

A('0) eik?(x os'0+y sin'0) d'0 = 0

!2

2
� k2

z
= k2

?

Como a integral �e efetuada em '0 e as derivadas transversais s~ao em x e y

utilizando-se o sistema oordenado retangular, pode-se inserir o operador dentro da

integral:

ei(kzz�!t)
Z 2�

0

A('0)
�
r

2
? + k2

?
�
eik?(x os'0+y sin'0) d'0 = 0

Efetuando-se agora as derivadas em x e y tem-se:

ei(kzz�!t)
Z 2�

0

A('0)
�
� k2

?(os
2 '0 + sin2 '0) + k2

?
�
eik?(x os'0+y sin'0) d'0 = 0

Obviamente o resultado do integrando �e nulo pois (os2 '0 + sin2 '0) = 1 e est�a

provado que a integral de Whittaker �e solu�~ao para a equa�~ao de ondas. Como

foi desrito por Gutierrez-Vega [11℄, o aparato experimental para a produ�~ao de um
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PIOF baseia-se no fato de que a interse�~ao do one ontendo os vetores de onda om

uma esfera delineia uma irunferênia de raio proporional a k?. Fa�a-se ent~ao:

x os'0 + y sin'0 =
p

x2 + y2 os('0 � tan�1(
y

x
))

Agora, substituindo x e y pelas suas representa�~oes em oordenadas ilindrias

el��ptias obt�em-se:

� =
p

x2 + y2 = h
p
osh2 u� sin2 v (2.40)

' = tan�1(
y

x
) = tan�1(tanh u tan v) (2.41)

k?(x os'
0 + y sin'0) = k?� os('

0
� ') (2.42)

Utilizando o fato de que em oordenadas el��ptias il��ndrias q �e dado por (2.32):

obt�em-se:

z1 = k?� = 2
p

q
p
osh2 u� sin2 v: (2.43)

Substituindo a de�ni�~ao (2.43) na equa�~ao (2.42) tem-se:

	(r; t) = ei(kzz�!t)
Z 2�

0

A('0)eiz1 os('
0�')d'0 (2.44)

A express~ao (2.44) pode ainda ser modi�ada para:

	(r; t) = ei(kzz�!t)
Z 2�

0

A('0)
h
os(z1 os('

0
�')) + i sin(z1 os('� �))

i
d'0 (2.45)

Pode-se ainda oloar a integral de Whittaker de forma a possuir s�eries in�nitas

das fun�~oes de Bessel. Tem-se as seguintes rela�~oes, que s~ao bastante �uteis:

os(x sin �) = J0(x) + 2 J2(x) os(2�) + 2 J4(x) os(4�) + :::

sin(x sin �) = 2[J1(x) sin � + J3(x) sin(3�) + J5(x) sin(5�) + :::℄

Fazendo a manipula�~ao adequada da express~ao (2.44) obt�em-se a integral de

Whittaker omo um somat�orio de fun�~oes de Bessel:

	(r; t) = ei(kzz�!t)
Z 2�

0

d'0 A('0)
n
J0(z1)+2

1X
n=0

h
J2n+2(z1) os[(2n+2)('0�'+

�

2
)℄+

+iJ2n+1(z1) sin[(2n + 1)('0 � '+
�

2
)℄
io

(2.46)
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Da tabela de integrais de Gradshteyn tem-se [24℄:

Z 2�

0

os[z1 os('� �)℄e2n(q; ')d' =
2�A2n

0

e2n(q; 0)e2n(q; �=2)
Ce2n(q; u)e2n(q; v)

Z 2�

0

sin[z1 os('� �)℄e2n(q; ')d' = 0

Z 2�

0

sin[z1 os('��)℄e2n+1(q; ')d' =
�2�

p

qA2n+1
1

e2n+1(q; 0)e2n+1(q; �=2)
Ce2n+1(q; u)e2n+1(q; v)

Z 2�

0

os[z1 os('� �)℄e2n+1(q; ')d' = 0

Z 2�

0

sin[z1 os('��)℄se2n+1(q; ')d' =
2�
p

qB2n+1
1

se2n+1(q; 0)se2n+1(q; �=2)
Se2n+1(q; u)se2n+1(q; v)

Z 2�

0

os[z1 os('� �)℄se2n+1(q; ')d' = 0

Z 2�

0

os[z1 os('��)℄se2n+2(q; ')d' =
2�qB2n+2

2

se2n+2(q; 0)se2n+2(q; �=2)
Se2n+2(q; u)se2n+2(q; v)

Z 2�

0

sin[z1 os('� �)℄se2n+2(q; ')d' = 0

onde:

z1 = 2
p

q
p

osh2 u� sin2 v

� = tan�1(tanh u tan v) (2.47)

Failmente pode-se agora omparar a express~ao (2.45) om as express~oes in-

tegr�aveis de Gradshteyn, inserindo-se fun�~oes de Mathieu peri�odias no lugar da
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fun�~ao espetral A('0). Obt�em-se basiamente 4 tipos de solu�~oes distintas:

1) A('0) = e2n(q; '
0)

	
par

2n =
2� A2n

0

e2n(q; 0) e2n(q; �=2)
Ce2n(q; u) e2n(q; v) e

i(kzz�!t)

2) A('0) = e2n+1(q; '
0)

	
par

2n+1 = �
2�
p

q A2n+1
1

e2n+1(q; 0) e2n+1(q; �=2)
Ce2n+1(q; u) e2n+1(q; v) e

i(kzz�!t)

3) A('0) = se2n+1(q; '
0)

	
impar

2n+1 =
i 2�

p

q B2n+1
1

se2n+1(q; 0) se2n+1(q; �=2)
Se2n+1(q; u) se2n+1(q; v) e

i(kzz�!t)

4) A('0) = se2n+1(q; '
0)

	
impar

2n+2 =
i 2� q B2n+2

2

se2n+2(q; 0) se2n+2(q; �=2)
Se2n+2(q; u) se2n+2(q; v)e

i(kzz�!t)

Estas solu�~oes s~ao os feixes de Mathieu pares e ��mpares, obtidos diretamente da

equa�~ao integral de Whittaker.

Agora onsiderando-se uma fun�~ao espetral angular do tipo:

A('0) =
1

2�
Ame

im'0

(2.48)

A solu�~ao da equa�~ao (2.44) para a fun�~ao espetral dada pela express~ao (2.48)

ser~ao os feixes de Bessel. Para provar esta a�rmativa, inserindo-se um espetro

angular A(') = A0

2�
em (2.46), o que se obt�em �e o feixe de Bessel de ordem 0

proposto por Durnin [4℄ em 1987. As integrais que ont�em senos e ossenos, quando

integradas de '0 = 0 at�e '0 = 2� se anulam, �ando apenas:

	(x; y; z; t) = ei(kzz�!t)
Z 2�

0

d'
A0

2�
J0(z1) = A0 J0(z1) e

i(kzz�!t)

e tem-se portanto:

	(x; y; z; t) = A0 J0(k?�) e
i(kzz�!t)

De forma geral tem-se inserindo (2.48) em (2.44):

	(r; t) =
1

2�
ei(kzz�!t)

Z 2�

0

Ame
im'0

eiz1 os('
0�')d'0 (2.49)
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A integra�~ao em '0 nos d�a:

	(r; t) = AmJm(k?�)e
im'ei(kzz�!t)

onde Am �e uma onstante qualquer e os outros parâmetros j�a foram de�nidos

anteriormente. A express~ao aima �e equivalente �aquela dada pela express~ao (2.17)

obtida diretamente da equa�~ao de Helmholtz em oordenadas il��ndrias.
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2.5 Conlus~oes do Cap��tulo 2

Neste Cap��tulo demonstrou-se teoriamente a obten�~ao das solu�~oes para feixes

n~ao-difrativos diretamente da equa�~ao de ondas e da solu�~ao da integral de Whit-

taker simpli�ada. Tais solu�~oes s~ao ideais, n~ao forneendo muitas informa�~oes a

respeito das fontes para gerar os feixes n~ao-difrativos e possuem energia in�nita,

sendo �siamente irrealiz�aveis. Por�em, assim omo as ondas planas obtidas em o-

ordenadas artesianas, que tamb�em possuem energia in�nita, podem ser muito �uteis

na an�alise de problemas f��sios reais. Tanto os feixes de Bessel quanto os feixes de

Mathieu formam um onjunto ompleto de fun�~oes de base e qualquer solu�~ao para

a equa�~ao de ondas pode ser representada adequadamente omo uma ombina�~ao de

tais fun�~oes de base. Os feixes de Bessel formam o onjunto de fun�~oes ortogonais no

sistema de oordenadas il��ndrias e os feixes de Mathieu no sistema de oordenadas

il��ndrias el��ptias.

A partir dessas solu�~oes gerais veri�a-se ainda que os feixes de Bessel possuem

simetria radial ao passo que os feixes de Mathieu n~ao. A demonstra�~ao do Teorema

de Lu em oordenadas el��ptias il��ndrias n~ao havia sido ainda demonstrado, e difer-

entemente dos sistemas artesiano e il��ndrio, onde o fator (sin �) atua diretamente

nas vari�aveis de oordenadas, multipliando x e y ou � quando passamos de três para

quatro dimens~oes, no sistema de oordenadas il��ndrias el��ptias esse termo n~ao ir�a

multipliar u e v, e sim o parâmetro h. Qualquer um dos feixes n~ao-difrativos aqui

estudados se propagar�a om veloidade superluminal, e isso �a bastante evidente

na transforma�~ao de Lu, j�a que quando apliada leva uma solu�~ao em t para uma

solu�~ao em t� os �

z. A fun�~ao solu�~ao resultante sempre possuir�a essa dependênia

e a veloidade de propaga�~ao ser�a v = 

os �
, que �e sempre maior que  para � real

e diferente de zero. Esse fato j�a foi bastante disutido na literatura e n~ao implia

viola�~ao dos postulados da Relatividade espeial j�a que apesar de a veloidade de

grupo ser superluminal a informa�~ao �e arregada om veloidade subluminal [32, 28℄.
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Cap��tulo 3

Feixes �Optios N~ao-Difrativos:

An�alise via Teoria Esalar da

Difra�~ao

Difra�~ao e espalhamento s~ao fenômenos intrinsiamente ondulat�orios. A teoria

esalar da difra�~ao [33, 34, 35℄ aproxima o vetor ampo el�etrio ou magn�etio atrav�es

de uma �unia fun�~ao esalar e adota uma representa�~ao bastante simpli�ada da in-

tera�~ao das ondas eletromagn�etias om a mat�eria. Apesar de apenas parialmente

orreta, devido ao fato de n~ao levar em onta o ar�ater vetorial das ondas eletro-

magn�etias, produz resultados bastante satisfat�orios do ponto de vista qualitativo e

quantitativo quando trata-se do dom��nio �optio.

Aeitando-se a teoria esalar de Huygens-Fresnel, torna-se poss��vel manipular

imagens alterando-se o seu espetro de frequênias espaial, do mesmo modo que

�e poss��vel manipular o som alterando o espetro de frequênias temporal por um

iruito eletrônio apropriado. Em 1818 Augustin Fresnel ombinou as id�eias intu-

itivas de Christian Huygens e sua teoria ondulat�oria da luz, de 1678, om o prin��pio

de interferênia de Young para produzir uma teoria ondulat�oria da �optia quanti-

tativamente razo�avel. O prin��pio de Huygens onsidera que ada ponto de uma

abertura age omo fonte puntual de ondas esf�erias.Evidentemente os trabalhos

de Huygens e Fresnel s~ao anteriores aos trabalhos fundamentais de James Clerk

Maxwell na teoria eletromagn�etia (1865), ent~ao muitas onsidera�~oes arbitr�arias

foram feitas de modo a oniliar a teoria esalar om os fenômenos observados ex-

perimentalmente. Requer-se a solu�~ao das equa�~oes de Maxwell para a obten�~ao

de resultados quantitativos orretos em qualquer faixa do espetro eletromagn�etio.
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Fazer uma an�alise dos fenômenos om base nas equa�~oes de Maxwell e nas ondi�~oes

de ontorno requeridas para satisfazê-las torna-se, entretanto, muito omplexa, ex-

eto em asos sim�etrios. Felizmente muitos ientistas, entre 1880 e 1900, inluindo

Kirhho�, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria da difra�~ao no dom��nio

�optio bastante simpli�ada. Os resultados dessas teorias s~ao bastante satisfat�orios

e onordam bem om os experimentos.

Neste Cap��tulo analisam-se os feixes n~ao-difrativos atrav�es da teoria esalar em

sua forma mais simples, que n~ao leva em onta o fato de que as ondas esf�erias

difratadas devem propagar-se apenas para frente. Tal teoria pode ser obtida atrav�es

da onsidera�~ao do prin��pio de Huygens, muito mais f��sio e intuitivo, bem omo

das t�enias de an�alise de Fourier ou dos teoremas de Green apliadas �a equa�~ao de

Helmholtz. Na Se�~ao 3.1 um panorama geral da teoria da difra�~ao esalar �e apresen-

tado. Na Se�~ao 3.2 utiliza-se a teoria esalar para a demonstra�~ao da possibilidade

da gera�~ao dos feixes Bessel. Na Se�~ao 3.2.1 o aparato esperimental de Durnin �e

apresentado e analisado na gera�~ao de feixes de Bessel. A an�alise da gera�~ao dos

feixes de Mathieu atrav�es do aparato de Durnin mudulado atrav�es de uma fun�~ao

angular de Mathieu �e feito na Se�~ao 3.3. A Se�~ao 3.4 traz uma an�alise das estruturas

om fendas multi-anulares, que produz a superposi�~ao de feixes n~ao-difrativos de ve-

loidades diferentes. Finalmente na Se�~ao 3.5 s~ao apresentadas as onsidera�~oes e

onlus~oes �nais do Cap��tulo 3.
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3.1 A teoria esalar da difra�~ao

Uma onda esalar monorom�atia �e representada por uma fun�~ao do tipo:

	(x; y; z; t) =  (x; y; z)e�i!t

A integral de difra�~ao, na sua forma mais simples, obtida a partir da integral de

Kirhho� [33℄, �e mostrada abaixo:

 (x; y; z) =
k

2�i

Z
S0

 (x0; y0; z0)�(x0; y0)
eikR

R
dS 0 (3.1)

R =
p

(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 (3.2)

onde (x0; y0; z0) s~ao as oordenadas da abertura difratora, (x; y; z) s~ao as oordenadas

do ponto de observa�~ao, a integral �e efetuada sobre todo o plano S 0 da abertura. O

parâmetro �(x0; y0) �e a fun�~ao de transferênia da abertura. Supondo que a abertura

difratora est�a no plano z0 = 0, e para valores grandes de z, pode-se expandir (3.2)

em s�eries onsiderando apenas os termos em primeira ordem. Failmente mostra-se

que para valores grandes de z o resultado �e:

R �= z +
�2 + �02 � 2��0(os' os'0 + sin' sin'0)

2z
(3.3)

No denominador de (3.1) o valor da distânia R da abertura ao ponto de ob-

serva�~ao pode ser aproximado por z. A substitui�~ao de (3.3) na exponenial da

integral de difra�~ao dada por (3.1) leva-nos �a seguinte equa�~ao, em oordenadas

il��ndrias:

 (�; '; z) =
k

2�iz

Z 1

�0=0

Z 2�

'0=0

�0d�0d'0�(�0; '0) (�0; '0; 0)eik[z+
�
2+�02�2��0(os ' os'0+sin' sin'0)

2z
℄

(3.4)

Fazendo algumas manipula�~oes alg�ebrias, a equa�~ao (3.4) pode ser oloada de

forma mais lara e simples:

 (�; '; z) =
keik(z+

�
2

2z
)

2�iz

Z 1

�0=0

Z 2�

'0=0

�0d�0d'0 �(�0; '0)  (�0; '0; 0) ei
k�
02

2z e�iz1 os('
0�')

(3.5)

onde:
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z1 =
k��0

z
(3.6)

Expandindo agora a exponenial e�iz1 os('
0�') em termos de fun�~oes de Bessel,

em proedimento an�alogo ao realizado no Cap��tulo 2 para a integral simpli�ada de

Whittaker obt�em-se o resultado abaixo:

 (�; '; z) =
keik(z+

�
2

2z
)

2�iz

Z 1

�0=0

Z 2�

'0=0

�0d�0d'0 �

� �(�0; '0)  (�0; '0; 0) ei
k�

02

2z

n
J0(z1)+

+2

1X
n=0

h
J2n+2(z1) os[(2n+ 2)('0 � '+

�

2
)℄�

�iJ2n+1(z1) sin[(2n+ 1)('0 � '+
�

2
)℄
io

(3.7)

Quanto �a integral de difra�~ao (3.5) aqui utilizada, pode-se hegar naturalmente

a ela utilizando-se a aproxima�~ao paraxial e transformadas de Fourier omo ser�a

demonstrado.Por simpliidade onsidera-se a equa�~ao de Helmholtz em oordenadas

artesianas: � �2

�x2
+

�2

�y2
+

�2

�z2
+ k2

�
	(x; y; z) = 0 (3.8)

Agora onsidere a seguinte solu�~ao para a equa�~ao de Helmholtz:

	(x; y; z) =  (x; y; z)eikz (3.9)

de modo a eliminar varia�~oes r�apidas em z. A substitui�~ao de (3.9) em (3.8) resulta

em:

� �2

�x2
+

�2

�y2
+ 2ik

�

�z

�
 (x; y; z) = 0 (3.10)

A equa�~ao (3.10) �e onheida omo equa�~ao paraxial. A forma de solu�~ao mais

simples �e a aplia�~ao da transformada de Fourier bidimensional em (x; y):

�

�z
 (kx; ky; z) =

�i

2k
(k2

x
+ k2

y
) (kx; ky; z) (3.11)

Resolvendo-se (3.11) em z obt�em-se:

 (kx; ky; z) =  0(kx; ky) exp[
�i

2k
(k2

x
+ k2

y
)z℄ (3.12)
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Voltando-se ao dom��nio (x; y) pode-se apliar o teorema da onvolu�~ao das trans-

formadas de Fourier:

 (x; y; z) =  0(x; y) � h(x; y) (3.13)

onde:

 0(x; y) = F�1
h
 0(kx; ky)

i
(3.14)

h(x; y) = F�1
h
exp[

�i

2k
(k2

x
+ k2

y
)z℄

i
=

k

i2�z
exp[

ik

2z
(x2 + y2)℄ (3.15)

Portanto, ao efetuar a onvolu�~ao dada por (3.13) obt�em-se �nalmente:

 (x; y; z) =
k

2�iz

Z 1

�1

Z 1

�1
 0(x

0; y0) exp
� ik
2z

[(x� x0)2 + (y � y0)2℄
�
dx0dy0 (3.16)

Substituindo (3.16) em (3.9) e voltando �as oordenadas il��ndrias irulares

obt�em-se a equa�~ao (3.5). Aqui a fun�~ao  0(x
0; y0) �e o produto da onda inidente

om a fun�~ao de transferênia da abertura.

Outra forma de obten�~ao da integral de difra�~ao �e a aplia�~ao dos teoremas de

Green �a equa�~ao de Helmhotz, proedimento usual adotado pela maioria dos autores

omo por exemplo [33, 35℄.
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3.2 Feixes de Bessel

No Cap��tulo 2 os feixes de Bessel foram obtidos diretamente da equa�~ao de

ondas ou atrav�es da integral simpli�ada de Whittaker, por�em sem menionar qual

a forma de gera�~ao de tais feixes, ou seja, sem fazer men�~ao ao aparato neess�ario

�a gera�~ao. Nesta Se�~ao ser�a analisada a ria�~ao de um feixe de Bessel atrav�es da

teoria de difra�~ao esalar estabeleida na Se�~ao 1 deste Cap��tulo, o que permite

obter informa�~oes sobre a forma de gera�~ao. Para riar um feixe de Bessel, suponha

que a onda inidente na abertura difratora seja uma onda plana om amplitude

A0 em todos os pontos da abertura, ou seja,  (�0; '0; 0) = A0. Considere-se ainda

a situa�~ao ideal em que a abertura �e in�nitamente extensa, e por onveniênia a

fun�~ao de transferênia da abertura ser�a dada pela seguinte equa�~ao:

�(�0; '0) = J0(k��
0) (3.17)

ou seja, �e uma fun�~ao de Bessel de ordem zero. Substituindo (3.17) em (3.7) e inte-

grando primeiramente na vari�avel '0, os termos ontendo senos e ossenos naquela

equa�~ao se anulam quando integrados de 0 a 2� ent~ao a integral resultante �a

simplesmente dada por:

 (�; '; z) =
A0ke

ik(z+
�
2

2z
)

iz

Z 1

�0=0

�0d�0ei
k�

02

2z J0(k��
0)J0(

k��0

z
) (3.18)

Com a ajuda de [24, 36℄ pode-se integrar (3.18) diretamente:

Z 1

�0=0

�0d�0ei
k�

02

2z J0(k��
0)J0(

k��0

z
) =

iz

k
e�i

k�
2

2z e�i
k
2
�
z

2k J0(k��)

Finalmente a solu�~ao �e mostrada abaixo:

 (�; '; z) = A0J0(k��)e
i(k� k

2
�

2k
)z (3.19)

onde:

k �
k2
�

2k
= kz (3.20)

Tal solu�~ao �e v�alida para valores grandes de z, j�a que utilizou-se a teoria esalar

da na Se�~ao 1, onde kz predomina, o que pode ser onlu��do atrav�es de (3.20) j�a

que tal express~ao �e a rela�~ao de dispers~ao para k� pequeno em ompara�~ao om
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kz. Uma teoria orreta da difra�~ao levaria �a mesma resposta [37℄. Aqui nota-

se que tamb�em o feixe de Bessel obedee a lei da difra�~ao, por�em para obter um

feixe obedeendo a equa�~ao de Helmholtz e ainda assim permaneer n~ao-difrativo,

mantendo o padr~ao de intensidade transversal inafetado, a abertura difratora deve

ser in�nitamente extensa, ou seja, uma fonte in�nitamente extensa se faz neess�aria,

o que �e inoneb��vel no mundo f��sio real, pois tamb�em a energia neess�aria para a

gera�~ao de tal feixe �e in�nita. Observa-se que para gera�~ao de feixes de Bessel de

ordem maior a fun�~ao de transferênia da abertura in�nita deve ser:

�(�0; '0) = Jm(k��
0)eim'0

(3.21)

A substitui�~ao de (3.21) em (3.7) resulta em:

 (�; '; z) = AmJm(k��)e
im'ei(kzz�!t)

onde kz �e dado por (3.20).

Dada uma abertura uja fun�~ao de transferênia seja dada por 3.21, por�em om

raio �nito R tem-se para o feixe de Bessel de qualquer ordem:

 (�; '; z) =
A0 k e

im'eik(z+
�
2

2z
)

iz

Z
R

�0=0

�0d�0ei
k�

02

2z Jm(k��
0)Jm(

k��0

z
) (3.22)

om A0 sendo uma onstante qualquer.

3.2.1 O aparato experimental de Durnin e obten�~ao de feixes

de Bessel

Considerar-se-�a agora uma aproxima�~ao mais realistia para a gera�~ao dos feixes

de Bessel, baseada na teoria esalar da difra�~ao e no aparato experimental proposto

por Durnin [4℄. Atualmente existem muitas formas de gera�~ao de feixes �optios

n~ao-difrativos onsistindo de elementos �optios mais so�stiados omo por exemplo

os "axions"[15, 22℄, interferômetros de Fabri-Perot [8℄ entre outros [21℄. Gera�~ao

de feixes de Bessel de ordem maior utilizam-se basiamente de "axions". Por�em o

aparato proposto por Durnin utiliza-se apenas de elementos �optios simples e ainda

�e o mais utilizado para prop�ositos experimentais did�atios. Mostrar-se-�a que no

aso ideal o aparato de Durnin �e ompletamente equivalente a onsiderar a abertura

difratora in�nita de fun�~ao de transferênia do tipo Bessel. A on�gura�~ao b�asia

utilizada por Durnin �e mostrada na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Arranjo experimental proposto por Durnin para a ria�~ao dos feixes n~ao

difrativos.

Nesta on�gura�~ao b�asia uma fenda anular, que pode ser modulada atrav�es de

uma fun�~ao angular qualquer,�e iluminada por um feixe de laser olimado. Uma lente

delgada situa-se a uma distânia foal f da fenda anular. Idealmente a fenda anular

de raio a possui a seguinte fun�~ao de transferênia para a ria�~ao do feixe de Bessel

de ordem zero:

�(�0; '0) = Æ(�0 � a) (3.23)

Considerando-se uma onda plana inidente na fenda (feixe de laser olimado),

oloada no plano z0 = 0 e inserindo a fun�~ao de transferênia (3.23) na equa�~ao

(3.7) fornee:

 (�; '; z) =
keik(z+

�
2

2z
)

2�iz

Z 1

�0=0

Z 2�

'0=0

�0d�0d'0 Æ(�0 � a) A0 e
i
k�

02

2z

n
J0(z1)+

+2

1X
n=0

h
J2n+2(z1) os[(2n+ 2)('0 � '+

�

2
)℄�

�iJ2n+1(z1) sin[(2n+ 1)('0 � '+
�

2
)℄
io

(3.24)

A integra�~ao da equa�~ao (3.24) �e trivial e o resultado �e:

 (�; '; z) =
A0ake

ik(z+
�
2

2z
+a

2

2z
)

2�iz
J0(

ka�

z
) (3.25)
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A onda plana ser�a afetada pelo efeito difrativo da fenda anular. O per�l transver-

sal de intensidade resultante ap�os a fenda assemelha-se a uma fun�~ao Bessel de ordem

zero, por�em este per�l ir�a espalhar-se transversalmente enquanto a onda propaga-se

ao longo de z, fato que pode ser perebido failmente analisando a equa�~ao (3.25).

O padr~ao produzido pela fenda propaga-se at�e o ponto onde enontra-se a lente

delgada. Para uma lente delgada onvergente ideal, ou seja, sem atenua�~ao da onda

inidente, a fun�~ao de transferênia pode ser dada por [34℄:

�lens(�
0; '0) = e�i

k�
02

2f (3.26)

A lente delgada onvergente transforma uma onda plana inidente em sua su-

perf��ie em uma onda esf�eria onvergindo ao foo f da lente. Se a lente �e oloada

a uma distânia foal da fenda, omo no aso do experimento de Durnin, ent~ao a

lente poder�a orrigir o efeito difrativo, de maneira ideal. O padr~ao transversal que

hega �a lente ap�os propagar-se da fenda at�e a lente ser�a:

 (�; '; z = f) =
A0 a k e

ik(f+
�
2

2f
+a

2

2f
)

2�if
J0(

ka�

f
)

Para analisar o fenômeno apenas do ponto de vista qualitativo, deixe-nos abrir

m~ao das onstantes de amplitude e fase, ent~ao:

 (�; '; f) = Afe
i
k�

2

2f J0(
ka�

f
) (3.27)

Considerando-se ent~ao uma lente de raio R, impondo novamente z0 = 0 e sub-

stituindo (3.26) e (3.27) em (3.7) resultar�a em:

 (�; '; z) =
keik(z+

�
2

2z
)

2�iz

Z
R

�0=0

Z 2�

'0=0

�0d�0d'0 �

� e�i
k�

02

2f Af e
i
k�

02

2f J0(
ka�0

f
) ei

k�
02

2z

n
J0(z1)+

+2

1X
n=0

h
J2n+2(z1) os[(2n + 2)('0 � '+

�

2
)℄�

�iJ2n+1(z1) sin[(2n+ 1)('0 � '+
�

2
)℄
io

(3.28)

Note que o termo exp(ik�
02

2f
) da onda inidente �e totalmente anelado pelo termo

exp(�ik�
02

2f
) proveniente da lente onvergente. Se a lente onvergente �e oloada a
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uma distânia arbitr�aria qualquer diferente da distânia foal f a onda inidente

na lente possuir�a um termo de fase do tipo exp(ik�
02

2zlf
), onde zlf �e a distânia da

fenda at�e a lente, e veri�a-se que o anelamento de tal termo de fase, que �e

respons�avel tamb�em pela difra�~ao do feixe, n~ao �e totalmente anelado, por isso foi

dito anteriormente que se a lente est�a a uma distânia foal da fenda anular o efeito

difrativo �e orrigido totalmente, de maneira ideal. A integra�~ao de (3.28) em '0 �e

trivial, forneendo o resultado abaixo:

 (�; '; z) =
Afke

ik(z+
�
2

2z
)

iz

Z
R

�0=0

�0d�0 ei
k�

02

2z J0(
ka�0

f
)J0(

k��0

z
) (3.29)

Se o raio da lente tende ao in�nito, no aso ideal, a solu�~ao �e dada da mesma

forma que em (3.19).Por�em aqui a onstante transversal �e estabeleida pelo aparato

experimental utilizado na gera�~ao:

k� =
ka

f
(3.30)

Em asos pr�atios o raio da lente �e �nito e a integral (3.29) deve ser avaliada

numeriamente, j�a que n~ao h�a solu�~ao anal��tia para tal equa�~ao. Atrav�es de uma

lente de raio �nito obviamente o feixe n~ao permaneer�a sem sofrer espalhamento

do per�l transversal at�e o in�nito, mas pode-se determinar o m�aximo "range"de

invariânia do feixe assumindo que:

R

Zmax

=
k�

kz
(3.31)

Nestes asos �e v�alido ainda assumir que:

k� = k sin �

kz �= k

Zmax =
R

sin �
; � = tan�1

�a
f

�
(3.32)

As express~oes (3.32) s~ao obtidas diretamente da �optia geom�etria e s~ao mostradas

na referênia [4℄. Para a gera�~ao de feixes de Bessel de ordem qualquer utiliza-se:

�(�0; '0) = Æ(�0 � a)eim'
0

O aso analisado at�e aqui foi idealizado devido ao fato da fenda possuir fun�~ao

de transferênia do tipo delta de Dira mesmo no aso em que a lente possua raio
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�nito. Considere-se agora o aso real em que a fun�~ao de transferênia da fenda

n~ao �e mais �(�0; '0) = Æ(�0 � a).De fato, no mundo f��sio real, devido a di�uldades

pr�atias de onstru�~ao o anel da fenda tem uma erta dimens~ao Æa onde passar�a luz.

E ap�os integrar a equa�~ao (3.7) em ' tem-se:

 (�; '; z) =
A0ke

ik(z+
�
2

2z
)

iz

Z
a+ Æa

2

�0=a� Æa

2

�0d�0ei
k�

02

2z J0(
k��0

z
) (3.33)

Pode-se aproximar a exponenial exp(ik�
02

2z
) no integrando omo uma fun�~ao on-

stante dentro do intervalo de integra�~ao, devido ao fato de que Æa << a e a integral

tem valor n~ao nulo somente nas proximidades de a. Considerando que a onda re-

sultante propagou-se da fenda at�e a lente, ou seja, uma distânia foal e impondo

novamente z0 = 0 no plano da lente, onsiderando-se ainda que a lente possui raio

�nito, leva-nos �a seguinte express~ao, depois que a onda passa pela lente:

 (�; '; z) =
Afke
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2

2z
)

iz
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�0d�0ei
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(3.34)

A fun�~ao entre parênteses em (3.34) tende �a fun�~ao de Bessel de ordem zero

quando Æa! 0:

�(a� Æa

2
)J1(

k(a� Æa

2
)

f
�0)� (a+ Æa

2
)J1(
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Analisando om mais detalhe a fun�~ao aima tem-se:
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Mas das propriedades das fun�~oes de Bessel tem-se que:

1

�0
d

da
[J1(

k�0a
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)℄ =
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�0
J1(

k�0a
f

) +
ka

2f
J0(

k�0a
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)�
ka

2f
J2(

k�0a
f

) (3.37)

Para a validade da equa�~ao (3.36) �e requerido que Æa << a. Para oniliar as

equa�~oes (3.35) e (3.37), a ondi�~ao para o raio da lente deve ser R < f

2�ka
. A

fun�~ao transversal que hega a todos os pontos da lente aproxima-se a uma fun�~ao

de Bessel de ordem zero se a ondi�~ao que segue �e satisfeita:

Æa <<
�f

R
(3.38)
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Tal express~ao �e obtida oniliando-se o requerimento de que Æa << a e R < f

2�ka
.

O fato da rela�~ao (3.38) n~ao ser satisfeita, faz om que a fun�~ao que hega aos

limites da lente seja aproximadamente a fun�~ao de Bessel de ordem zero somente

nas proximidades do entro da lente. O padr~ao transversal que hega nas regi~oes

mais perif�erias da lente j�a n~ao �e mais uma Bessel de ordem zero, ontribuindo ent~ao

para a degenera�~ao do feixe de Bessel. Na verdade a amplitude da onda que hega

�a periferia da lente �e menor do que seria se um padr~ao Bessel verdadeiro estivesse

hegando �a lente.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Figura 3.2: Simula�~ao num�eria para o feixe de Bessel de ordem zero em � = 0.
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Figura 3.3: Simula�~ao num�eria em � = 0 para intensidade do feixe de Bessel de

ordem zero, om as dimens~oes utilizadas por Guti�errez-Vega para riar feixes de

Mathieu

Na �gura 3.2 reproduz-se a simula�~ao num�eria da intensidade "on-axis"para

o setup experimental utilizado por Durnin, distânia foal da lente f = 305 mm,



43

0.5 1 1.5 2 2.5 3
z

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

F

Figura 3.4: Simula�~ao num�eria em � = 0 para intensidade do feixe de Bessel de

ordem zero, om as dimens~oes utilizadas por Guti�errez-Vega respeitando a rela�~ao

(3.38).

raio da lente R = 3:5 mm e raio da fenda a = 1:25 mm, om Æa = 10 �m e

� = 632:8 nm. Failmente alula-se a distânia m�axima de invariânia de tal feixe

e para esse aso o resultado �e 85 m e est�a em perfeita onordânia om a simula�~ao

num�eria mostrado na Figura 3.2. A Figura 3.3 mostra os resultados utilizando-se

a express~ao (3.34) para a intensidade "on-axis"om os parâmetros utilizados por

Guti�errez-Vega [11℄ para produzir os feixes de Mathieu, mas aqui a simula�~ao foi para

o aso de feixes de Bessel. Foram utilizados os seguintes parâmetros de simula�~ao:

f = 75 m, R = 9:38 mm, a = 3:35 mm, Æa = 0:1 mm e o mesmo omprimento

de onda utilizado por Durnin. O raio da lente n~ao foi forneido por Guti�errez-Vega

naquele trabalho. Nota-se que o experimento de Durnin obedee a rela�~ao (3.38) e

propaga-se uma distânia razo�avel om rela�~ao ao omprimento Rayleigh, enquanto

que om os parâmetros de Gutierrez-Vega aquela rela�~ao n~ao �e ontemplada e o

feixe degenera-se rapidamente O resultado no segundo aso �e que tem-se um padr~ao

transversal Besse que varia ao longo de z inlusive degenerando ompletamente e

apresentando m�aximos e zeros no eixo � = 0, assemelhando-se aos padr~oes de onda

estaion�aria de linhas de trasmiss~ao. Esse fato foi veri�ado experimentalmente no

Laborat�orio de Ensino de �Optia do Instituto de F��sia "Gleb Wataghin", da Uni-

amp. Utilizando-se os valores f = 75 m, R = 9:38 mm, a = 3:35 mm,por�em om

Æa = 10 �m a rela�~ao (3.38) �e respeitada e a distânia m�axima de invariânia pre-

vista �e de 2:345m, valor que onorda om a simula�~ao. Veja Figura (3.4). Volta-se a

a�rmar que para obter um feixe n~ao-difrativo a rela�~ao (3.38) deve neess�ariamente
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ser respeitada, no aso do aparato de Durnin, para a sua gera�~ao.

Observa-se que para o aparato experimental de Durnin oorre uma osila�~ao na

amplitude do feixe Bessel em � = 0. Tal fato deve-se �a reminisênia das franjas

de difra�~ao de Fresnel, que oorre nos ontornos da fenda. Sistemas ompostos por

axions podem ser utilizados de tal forma a eliminar as osila�~oes ausadas pela

difra�~ao do ontorno [21℄. Tal sistema proposto na referênia itada �e omposto

por um elemento que transforma um feixe gaussiano em um feixe anular om um

envelope 1=�. O segundo elemento �optio do sistema transforma tal feixe em um

ampo aproximadamente do tipo feixe de Bessel.
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3.3 Feixes de Mathieu

Os feixes de Mathieu ideais foram analisados no Cap��tulo 2, entretanto, o aparato

experimental utilizado por Guti�errez-Vega para a gera�~ao de feixes de Mathieu �e

an�alogo �aquele utilizado por Durnin, om a diferen�a de que a fenda �e modulada

por uma fun�~ao angular. O mesmo proedimento adotado na Se�~ao anterior ser�a

utilizado aqui para determinar o omportamento dos feixes de Mathieu, ou seja,

onsiderar-se-�a a integral de difra�~ao na sua forma simpli�ada e o aparato exper-

imental de Durnin. Considere-se, por simpliidade e onveniênia, que a rela�~ao

(3.38) �e respeitada e ent~ao a fun�~ao de transferênia da fenda �e dada aproximada-

mente por (3.23) multipliada pela modula�~ao angular:

�(�0; '0) = A('0)Æ(�0 � a) (3.39)

Uma onda plana passando atrav�es de tal fenda ir�a difratar-se e a onda que deixa

a fenda ser�a:
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(3.40)

A integra�~ao na vari�avel �0 �e direta,devido ao fato de haver uma fun�~ao delta de

Dira no integrando. O resultado �e mostrado abaixo:
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(3.41)

Se a lente est�a situada a uma distânia foal da fenda, para maior e�iênia da

lente, a onda inidente no plano da lente delgada ser�a:

 (�; '; z = f) =
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�
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Considerando o plano da lente sendo em z0 = 0, deixando �a parte as onstantes,

sendo a fun�~ao de transferênia da lende dada por (3.26) e utilizando novamente

(3.7) fornee omo resultado a equa�~ao que segue:
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(3.43)

A multiplia�~ao de todos os termos do integrando resulta em nove termos, que

podem ser avaliados separadamente. A forma mais simples de efetuar a integral

�e ome�ar a integra�~ao pela vari�avel '00, e fazer uso de propriedades das fun�~oes

trigonom�etrias de ortogonalidade. Esreve-se a integral omo segue:

 (�; '; z) =
Aeik(z+

k�
2

2z
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z

9X
j=1

�j (3.44)

Agora ada termo ser�a avaliado separadamente.
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O resultado da integra�~ao em '00 �e:
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O segundo termo �e:
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O resultado da integra�~ao em '00 �e:

�2 = 0

Ent~ao vê-se que todos os termos envolvendo fun�~oes Bessel de ordem zezro no

integrando ser~ao nulos, exeto o primeiro, devido ao fato de a integra�~ao em '00

sempre dar resultado nulo para termos envolvendo apenas um seno ou um osseno

no integrando. Os termos envolvendo produtos de seno por osseno ser~ao nulos por

ortogonalidade. Ent~ao apenas dois termos mais ser~ao n~ao nulos. Estes dois termos

envolvem produtos do tipo os() � os() and sin() � sin() e devem ser de mesma

frequênia. O proedimento �e trivial e tem-se:
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O resultado �nal da integra�~ao em '00 onsiderando novamente a ortogonalidade

das fun�~oes trigonom�etrias em (3.48) e (3.49) �e:
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A equa�~ao (3.50) �e a express~ao geral para o aparato de Durnin, onsistindo de

uma fenda anular ideal e uma lente delgada, sendo v�alida tamb�em para o aso de

qualquer abertura de raio R e modula�~ao angular arbitr�aria. Tal abertura pode ser

onseguida por meio de hologramas ou outras t�enias. Agora ser�a onsiderada a

modula�~ao angular da fenda omo sendo fun�~oes de Mathieu pares de ordem 2n.

Estas fun�~oes de Mathieu s~ao dadas em s�eries de Fourier:

A(') = e2n(q; ') =

1X
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A
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Inserindo a express~ao aima em (3.50) leva-nos �a seguinte equa�~ao:
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Novamente termos envolvendo produtos do tipo os(mx) sin(n(x + �)) ter~ao in-

tegral nula, pelo fato de que m �e par e n �e ��mpar nesse aso, e quando m 6= n a

integral �e nula pela propriedade de ortogonalidade. Ap�os efetuada a integra�~ao em

'0 tem-se:
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Uma pequena troa de ��ndies nas fun�~oes de Bessel �e feita para n~ao fazer on-

fus~ao entre os ��ndies das fun�~oes e a ordem da fun�~ao de Mathieu que modulam a

fenda que foi representada por 2n.Os oe�ientes A
(2n)
2r s~ao os oe�ientes das fun�~oes

de Mathieu de ordeme 2n e s~ao fun�~oes de q.Failmente podem ser alulados por

ortogonalidade:
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A integral (3.53) �e oloada abaixo em uma forma mais ompata:
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Para uma lente de raio in�nito a integral resulta em:
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Tem-se ent~ao:

 (�; '; z) = A0e
ik(1� a

2

2f2
)z

1X
m=0

A
(2n)
2m (�1)mJ2m(

ka�

f
) os(2m') (3.55)

De aordo om [31℄:
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onde:

p2n =
e2n(q; 0)e2n(q; �=2)

A
(2n)
0

e u e v s~ao de�nidos em oordenadas el��ptias il��ndrias Este resultado �e justamente

o feixe de Mathieu par de ordem 2m. Relembrando novamente que a an�alise �e para

grandes valores de z e por este fato: and beause of that:

kz �= k(1�
a2

2f 2
)
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Portanto a solu�~ao para a modula�~ao angular do slit ideal por uma fun�~ao Math-

ieu par de ordem 2n e lente de raio in�nito �e:

 (u; v; z) =
A0

p2n
eikzzCe2n(q; u)e2n(q; v)

Para um dado aparato k� �e �xo, ent~ao a exentriidade das elipses que omp~oem

o sistema oordenado ser�ar maior ou menor de aordo om o valor de q da fun�~ao

angular modulante.

q =
h2k2

�

4
; k� �=

ka

f

Aqui demonstraram-se os feixes de Mathieu de ordem par, por�em inserindo-se a

fun�~ao angular adequada na integral de difra�~ao obt�em-se todos os feixes de Mathieu,

onforme mostrado no Cap��tulo 2.

Pode-se ent~ao entender os feixes de Mathieu omo a superposi�~ao adequada de

feixes de Bessel Isto �e evidente do fato de que as fun�~oes de Bessel omp~oe um

onjunto ompleto de fun�~oes de base ortogonais que s~ao solu�~oes da equa�~ao de

Helmholtz em oordenadas il��ndrias. O ontr�ario tamb�em �e verdadeiro. Pode-se

pensar que os feixes Bessel s~ao a superposi�~ao adequada de feixes de Mathieu, j�a que

as solu�~oes feixes de Mathieu tamb�em onstituem um onjunto de fun�~oes de base

ortogonal solu�~oes da equa�~ao de Helmholtz em oordenadas el��ptias il��ndrias.

Entretanto �e mais f�ail e mais natural pensar os feixes Mathieu omo superposi�~ao

de Besseel beams do que o ontr�ario. O omportamento dos feixes de Mathieu, �e

portanto semelhante ao omportamento dos feixes de Bessel. A distânia m�axima de

invariânia pode ser dada pela equa�~ao (3.32). Para alular o padr~ao transversal em

asos reais, onsiderando o raio �nito da lente �e neess�ario integrar a equa�~ao (3.54)

numeriamente. Tal integral foi alulada para os valores f = 75 m, R = 9:38 mm,

a = 3:35 mm, e Æa! 0, ou seja, a rela�~ao (3.38) �e respeitada e a distânia m�axima

de invariânia prevista por �optia geom�etria �e de 2:1m. A fun�~ao de Mathieu

utilizada �e de ordem 0 e q = 25 para modular o slit. O resultado �e mostrado na

Figura 3.5 para ' = 0, e omo pode ser observado a distânia m�axima da regi~ao de

invariânia onorda bem om o valor te�orio de 2:1m, para o aso em que a fenda

seja ideal. Portanto o valor previsto de 15m pelo grupo de Guti�errez-Vega [11℄ n~ao

pode estar orreto.
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Figura 3.5: Simula�~ao num�eria para intensidade do feixe de Mathieu de ordem zero

e q = 25.

3.4 Estruturas Difrativas om v�arios an�eis

Iniialmente ser�a feita a an�alise de uma estrutura multi-anular ideal, mostrada na

Fig. 3.6 om n an�eis onentrios. Isto signi�a que a ondi�~ao (3.56) �e preservada

e pode-se onsiderar que ada um dos an�eis atua omo uma fun�~ao de transferênia

delta de Dira Em (3.56) aj �e o raio do j-�esimo anel, Æaj �e a espessura do j-�esimo

anel, � �e o omprimento de onda, f a distânia foal da lente e R �e o raio da lente.

Æaj <<
�f

R
(3.56)

Ent~ao para ada um dos an�eis tem-se a seguinte fun�~ao de transferênia

�j(�; ') = Æ(�� aj) (3.57)

Para um anel de raio aj, e fun�~ao de transferênia dada por (3.57), utilizando a
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Figura 3.6: Arranjo experimental de Durnin para fendas multi-anulares.

teoria da difra�~ao esalar, supondo uma onda plana inidente na fenda e propagando-

se ap�os a fenda uma distânia f em z,onde est�a oloada a lente a fun�~ao resultante

inidente na lente delgada �e ent~ao:

 j(�; '; f) =
A0ajk exp[ik(f + �

2

2f
+

a2
j

2f
)℄

2�if
J0(

kaj�

f
) (3.58)

e a express~ao (3.58) �e o padr~ao Bessel produzido pelo j-�esimo anel da fenda na lente

delgada. A fun�~ao de transferênia da lente delgada j�a foi dada anteriormente mas

�e aqui reproduzida:

�lens(�; ') = e�i
k�

2

2f

A fun�~ao total inidente na lente, gerada por n an�eis �e dada abaixo:

 (�0; '0; f) =
nX

j=0

 j(�
0; '0; f) (3.59)

Tirando-se as onstantes novamente e onsiderando apenas Af tem-se:

 (�; '; z) =
Afk exp[ik(z +

�2

2z
)℄

iz

nX
j=0

aje
ik

a
2
j

2f

Z
Rlens

�0=0

�0d�0J0(
kaj�

0

f
)J0(

k��0

z
)ei

k�
02

2z

(3.60)
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No aso ideal o raio da lente vai a in�nito a solu�~ao �e dada pela equa�~ao que

segue:

 (�; '; z) = A

nX
j=0

aje
i
ka

2
j

2f e
ik(1� a

2
j

2f2
)z
J0(

kaj

f
�) (3.61)

A ada anel orresponde um feixe de Bessel om onstante de propaga�~ao transversa

e longitudinal dadas em fun�~ao dos raios dos an�eis e da distânia foal da lente. Isso

�e visualizado mais failmente do aso ideal, para grande z:

kj
�
=
kaj

f
; kj

z
= k(1�

a2
j

2f 2
) (3.62)

Levando-se em onta a largura de ada um dos an�eis, a integra�~ao em ada

anel preisa ser efetuada entre �0 = aj �
Æaj

2
e �0 = aj +

Æaj

2
, seguindo o mesmo

proedimento das se�~oes anteriores e obt�em-se:

 (�; '; z) �=
A

z
eikzei

k�
2

2z

nX
j=0

eik
a
2
j

2f

Z
Rlens

�0=0

�0d�0J0(
k��0

z
)ei

k�
02

2z
�

�

1

�0

h
(aj �

Æaj

2
)J1(

k(aj �
Æaj

2
)

f
�0)� (aj +

Æaj

2
)J1(

k(aj +
Æaj

2
)

f
�0)
i

(3.63)

No aso em que tem-se para todos an�eis Æaj ! 0,tem-se:

1

�0

h
(aj �

Æaj

2
)J1(

k(aj �
Æaj

2
)

f
�0)� (aj +

Æaj

2
)J1(

k(aj +
Æaj

2
)

f
�0)
i
!

kaj

f
J0(

kaj�
0

f
)

(3.64)

e tem-se a solu�~ao dada por (3.60). Considerando-se agora essa solu�~ao ideal, esta

�e dada por uma onda plana inidindo na fenda, mas se a onda inidente n~ao �e mais

uma onda plana, tem-se um grau a mais de liberdade na solu�~ao e pode-se onstruir

qualquer padr~ao longitudinal desejado. Utilizando-se elementos �optios para dar

fase e amplitude �a onda inidente em ada anel da fenda, e em ada um deles fase

e amplitude diferentes, pode-se onsiderar uma solu�~ao do tipo:

 (�; '; z) = A

nX
j=0

Cje
ik(1� a

2
j

2f2
)z
J0(

kaj

f
�) (3.65)

onde:

Cj = aje
i
ka

2
j

2f  0je
�j
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no aso n~ao ideal,onde o raio da lente �e �nito, mas a rela�~ao (3.56) �e respeitada

a solu�~ao �e dada por:

 (�; '; z) =
Afk exp[ik(z +

�2

2z
)℄

z

nX
j=0

Cj

Z
Rlens

�0=0

�0d�0J0(
kaj�

0

f
)J0(

k��0

z
)ei

k�
02

2z (3.66)

Outro aparato �optio e utilizando-se luz polirom�atia pode ser utilizado para

iluminar a fenda, de tal modo que ada anel reeba um omprimento de onda es-

pe���o, de tal forma que a solu�~ao para o problema seja dada por:

 (�; '; z) =
Af

z

nX
j=0

Cjkj exp[ikj(z +
�2

2z
)℄

Z
Rlens

�0=0

�0d�0J0(
kjaj�

0

f
)J0(

kj��
0

z
)ei

kj�
02

2z

(3.67)

Com a express~ao (3.67) �e poss��vel enontrar omposi�~oes de ampos bastante

interessantes mas na pr�atia tornar-se-ia dif��il separar a luz polirom�atia de modo

a que ada anel reebesse a frequenia espe���a orreta. Pode-se usar para isso

t�enias hologr�a�as.

3.4.1 Espa�amento logar��timio dos an�eis

Um aso bastante interessante das estruturas multi-anulares oorre quando os

an�eis seguem uma ordem de raios logar��timia. Considere o vetor abaixo:

n = f2; 2:2; 2:4; 2:6; 2:8; 3; 3:2; 3:4; 3:6g

O raio dos an�eis ser�a dado por:

aj = log(nj) mm

Na Fig. 3.7 �e plotado o gr�a�o do raio dos an�eis omo uma fun�~ao de n. No

aso ideal pode-se utilizar a express~ao (3.61) para plotar a distribui�~ao espaial re-

sultante do ampo. Na Fig. 3.8 tem-se a intensidade normalizada F do ampo em

todo o espa�o e a intensidade "on-axis". O omportamento do ampo �e tal que

ria um padr~ao estaion�ario de interferênia onstrutiva em apenas pouos pontos

do espa�o, e poderia ser utilizado omo paredes eletromagn�etias em dois ou mais

pontos loalizados do espa�o. Pin�as eletromagn�etias e armadilhas para part��ulas
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Figura 3.7: Raios dos an�eis em fun�~ao de n.

tamb�em poderiam ser algumas das aplia�~oes para tal omportamento. A regi~ao

onde a interferênia �e onstrutiva poderia ser modi�ada por algum meanismo ade-

quado que mudasse o raio dos an�eis. O omportamento para o aso do espa�amento

logar��tmio foi analisado somente na regi~ao 0 � z � 2m, o omportamento para

z � 2m n~ao �e analisado aqui.

Os valores usados nos �alulos s~ao f = 360 mm e � = 632:8 nm.

3.4.2 Espa�amento senoidal, exponenial e linear dos An�eis

Os aso de espa�amento senoidal, exponenial e linear dos an�eis �e apresentado a

seguir. No aso ideal pode-se utilizar a express~ao (3.61) para plotar a distribui�~ao

espaial resultante do ampo. Para o aso do espa�amento senoidal onsidere o vetor

abaixo:

n = f1; 1:05; 1:1; 1:15; 1:2; 1:25; 1:3; 1:35; 1:4; 1:45; 1:5g

O raio dos an�eis ser�a dado por:

aj = 2 sin(nj) mm

Na Fig. 3.9 tem-se a intensidade normalizada F do ampo em todo o espa�o a

intensidade "on-axis".

Para o aso do espa�amento exponenial onsidere o vetor abaixo:

n = f0:42; 0:44; 0:46; 0:48; 0:5; 0:52; 0:54; 0:56g



56

-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

rho

0

0.5

1

1.5

2

z

0

0.5

1

F

01

-0.0005

0

0.0005rho

(a)

0.5 1 1.5 2
z

0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

F

(b)

Figura 3.8: Padr~ao de intensidade F = j j2: (a) em todo o espa�o; (b) para � = 0.

O raio dos an�eis ser�a dado por:

aj = exp(nj) mm

Na Fig. 3.10 tem-se a intensidade normalizada F do ampo em todo o espa�o a

intensidade "on-axis".

Finalmente apresenta-se o aso do espa�amento linear dos an�eis. Considere o

vetor abaixo:

n = f1:2; 1:4; 1:6; 1:8; 2; 2:2; 2:4; 2:6g

O raio dos an�eis ser�a dado por:

aj = nj mm

Na Fig. 3.11 tem-se a intensidade normalizada F do ampo em todo o espa�o a

intensidade "on-axis".
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Figura 3.9: Padr~ao de intensidade F = j j

2: (a) em todo o espa�o; (b) para � = 0

para o espa�amento senoidal.

Os valores usados nos �alulos s~ao f = 360 mm e � = 632:8 nm. Observa-se

aqui que quando se deseja varia�~oes espaiais bastante r�apidas ao longo da dire�~ao

de propaga�~ao do feixe, maior deve ser o espa�o entre os an�eis, ou seja, as diferen�as

entre os raios dos an�eis, ent~ao tanto maior ser�a a diferen�a de fase entre ada um

dos feixes produzidos pelos an�eis individualmente e as varia�~oes espaiais ser~ao tanto

mais r�apidas.

3.4.3 An�alise do espa�amento logar��tmio dos an�eis para o

aso real: lente �nita.

No aso real da utiliza�~ao de fendas multi-anulares, deve-se levar em onta as

dimens~oes �nitas do aparato experimental. Considerando-se que a ondi�~ao (3.56) �e

respeitada, ent~ao pode-se efetuar o �alulo do omportamento de um tal feixe atrav�es

da equa�~ao (3.60). Considera-se aqui o espa�amento logar��tmio entre an�eis, por�em
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Figura 3.10: Padr~ao de intensidade F = j j2: (a) em todo o espa�o; (b) para � = 0

para o espa�amento exponenial.

om apenas três an�eis. O vetor n �e dado por:

n = f3; 3:2; 3:4g

e o raio dos an�eis por:

aj = log(nj) mm

Analisou-se o omportamento ideal e omparou-se ao omportamento do feixe se

houvesse sido utilizado um aparato equivalente ao de Durnin multi-anular om uma

lente de raio R = 7 mm e distânia foal f = 360 mm no omprimento de onda

usual � = 632:8 nm em experimentos om �optia. O omportamento ideal e atrav�es

do aparato de Durnin �e mostrado na Fig. 3.12.

Nota-se que o omportamento na regi~ao de invariânia, uja m�axima distânia

pode ser predita pela equa�~ao (3.32) e um raio m�edio dos an�eis �e aproximadamente

igual ao do aso ideal, deaindo rapidamente ap�os a regi~ao de invariânia no aso

de utilizar-se o aparato experimental de Durnin. Ent~ao pode-se inferir o ompor-

tamento de um feixe omposto atrav�es das f�ormulas ideais, sendo v�alida a solu�~ao
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Figura 3.11: Padr~ao de intensidade F = j j

2: (a) em todo o espa�o; (b) para � = 0

para o espa�amento linear.

dentro da regi~ao de invariânia m�edia do feixe.
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Figura 3.12: Padr~ao de intensidade F = j j

2: (a) em todo o espa�o e (b) para � = 0

no aso ideal; () em todo o espa�o e (d) para � = 0 para o aparato de Durnin

multi-anular.

3.5 Conlus~oes do Capitulo 3

Neste Cap��tulo foram estudados os feixes n~ao-difrativos a partir da teoria esalar

da difra�~ao. Esta teoria funiona muito bem no dom��nio �optio. Demonstrou-

se a solu�~ao para os feixes de Mathieu a partir da teoria esalar da difra�~ao e a

possibilidade de riar feixes n~ao difrativos a partir de estruturas multi-anulares.

A partir de estruturas multi-anulares �e poss��vel onseguir um omportamento de

interferênia onstrutiva em apenas algumas regi~oes do espa�o, os parâmetros do

aparato experimental utilizados na sua ria�~ao podem ser manipulados de tal forma

a mudar a regi~ao de interferênia onstrutiva de aordo om a onveniênia, apre-

sentando aplia�~oes poteniais em pin�as a laser, armadilhamento de part��ulas e

outras aplia�~oes. Os resultados experimentais podem ser ligeiramente diferentes

devido ao fato de o formalismo esalar n~ao estar levando em onta o ar�ater vetorial
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das ondas eletromagn�etias.

Importante tamb�em �e destaar que para estruturas uja diferen�a de raio entre

os an�eis s~ao maiores, maior �e a osila�~ao do feixe ao longo da dire�~ao de propaga�~ao.

Outro fato importante que pode ser failmente veri�ado �e que quanto maior �e o

n�umero de an�eis mais onentrada �a a regi~ao de intensidade m�axima do feixe, ao

longo da dire�~ao de propaga�~ao. Tamb�em este fenômeno pode ter alguma aplia�~ao

importante pois iluminando-se um n�umero maior ou menor de an�eis pode-se fazer

a regi~ao de intensidade m�axima ontrair-se ou expandir-se. Para que o ponto de

intensidade m�axima desloque-se ao longo do eixo se faz neess�aria a varia�~ao da

distânia foal da lente.
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Cap��tulo 4

Aproxima�~ao �as fun�~oes de

Mathieu

As fun�~oes de Mathieu foram introduzidas por �E. Mathieu [38℄ por volta de

1868, quando este estava analisando os movimentos de uma membrana de forma

el��ptia. Desde aquela �epoa muitos problemas f��sios, astronômios ou simples-

mente matem�atios neessitam o �alulo destas fun�~oes em sua an�alise. Em vir-

tude das di�uldades ofereidas na determina�~ao anal��tia das fun�~oes de Math-

ieu, estas apresentam muito menos aplia�~oes atualmente do que as t~ao onheidas

fun�~oes hipergeom�etrias e as fun�~oes de Bessel. Na orrente literatura da F��sia

Matem�atia, muitas tentativas de aproxima�~oes foram feitas, [39, 40℄ para itar

alguns. As aproxima�~oes feitas em [40℄ por exemplo s~ao expans~oes assint�otias

para valores pequenos de q ou ent~ao expans~oes em termos das fun�~oes il��ndrias

parab�olias para valores grandes de q, por�em as expans~oes assint�otias pareem t~ao

omplexas quanto a pr�opria fun�~ao original. Neste Cap��tulo, no intuito de failitar a

an�alise de problemas f��sios s~ao demonstradas e introduzidas algumas aproxima�~oes

bastante simples e �uteis. Na Se�~ao 4.1 demonstram-se as f�ormulas gerais de aprox-

ima�~ao para as fun�~oes de Mathieu. Na Se�~ao 4.2 mostram-se algumas f�ormulas

obtidas empiriamente para as fun�~oes de Mathieu e os resultados obtidos atrav�es

dessas aproxima�~oes, e �nalmente na Se�~ao 4.3 s~ao apresentados os oment�arios e

onlus~oes �nais desse Cap��tulo.
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4.1 Demonstra�~ao das f�ormulas gerais de aprox-

ima�~ao �as fun�~oes de Mathieu

As fun�~oes de Mathieu s~ao dadas em termos de s�eries trigonom�etrias, omo

mostrado abaixo [31℄:

e2n(q; x) =

1X
r=0

A
(2n)
2r os(2rx) (4.1)

e2n+1(q; x) =

1X
r=0

A
(2n+1)
2r+1 os((2r + 1)x) (4.2)

se2n+1(q; x) =

1X
r=0

B
(2n+1)
2r+1 sin((2r + 1)x) (4.3)

se2n+2(q; x) =

1X
r=0

B
(2n+2)
2r+2 sin((2r + 2)x) (4.4)

Os oe�ientes A e B dependem de q e a sua determina�~ao �e bastante �ardua,

apesar dos exelentes reursos omputaionais de hoje ent~ao muitas tentativas de

aproximar as fun�~oes de Mathieu foram e est~ao sendo feitas ao longo do tempo no

intuito de failitar os �alulos. Tentar-se-�a demonstrar aqui algumas aproxima�~oes

v�alidas e �uteis. Considere a fun�~ao de Mathieu par:

e2n(q; x) =

1X
r=0

A
(2n)
2r os(2rx) = A2n

0 + A2n
2 os(2x) + A2n

4 os(4x) + :::

Considere as rela�~oes trigonom�etrias a seguir [26℄:

os� os � =
1

2
[os(�� �) + os(� + �)℄

sin� sin � =
1

2
[os(�� �)� os(� + �)℄

sin� os � =
1

2
[sin(�� �) + sin(� + �)℄

Uma s�erie de senos ou ossenos pode ent~ao, a partir destas rela�~oes, ser separada

em um produto de duas s�eries trigonom�etrias se os oe�ientes s~ao adequadamente

esolhidos:

e2n(q; x) = A(q)

1X
r=0

a
(2n)
2r os(2rx)�

1X
r=0

b
(2n)
2r os(2rx)
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de maneira que as fun�~oes de Mathieu assumam a sua forma exata ou muito

bem aproximada. Os oe�ientes s~ao fun�~oes de q e da orrespondente ordem 2n da

fun�~ao. Expandindo as somat�orias:

e2n(q; x) = A(q)[a2n0 + a2n2 os(2x) + a2n4 os(4x):::℄�

�[b2n0 + b2n2 os(2x) + b2n4 os(4x):::+℄

Se ambas as s�eries possuem in�nitos termos obt�em-se:

e2n(q; x) = A(q)
n
[a2n0 b2n0 +

1

2

1X
i=1

a2n2i b
2n
2i ℄+

+[a2n0 b2n2 + a2n2 b2n0 +
1

2

1X
i=1

(a2n2i b
2n
2i+2+

+a2n2i+2b
2n
2i )℄ os(2x) + [a2n0 b2n4 + a2n4 b2n0 +

+
1

2

1X
i=1

(a2n2i b
2n
2i+4 + a2n2i+4b

2n
2i )℄ os(4x)℄ + :::

o

Desse modo a determina�~ao dos novos oe�ientes toma uma forma exata:

A2n
0 = A(q)[a2n0 b2n0 +

1

2

1X
i=1

a2n2i b
2n
2i ℄

A2n
2r = A(q)[a2n0 b2n2r + a2n2r b

2n
0 +

+
1

2

1X
i=1

(a2n2i b
2n
2i+2r + a2n2i+2rb

2n
2i )℄ ; r > 0 (4.5)

Resolvendo-se o sistema de equa�oes aima, pode-se enontrar a2n2r bem omo os

valores b2n2r e A(q). Ao inv�es disso, trunar-se-�a uma das s�eries para simpli�ar os

�alulos.Pode-se, partiulamente assumir:

e2n(q; x) = A(q)

2nX
r=0

a
(2n)
2r os(2rx)�

1X
r=0

b
(2n)
2r os(2rx) + er(q; x)

onde er(q; x)) �e a fun�~ao que leva em onta o erro de trunamento da s�erie.

er(q; x) = A(q)

1X
r=2n+1

a
(2n)
2r os(2rx)�

1X
r=0

b
(2n)
2r os(2rx) (4.6)
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Tendo-se em onta a s�erie trunada, pode-se esolher adequadamente os oe�-

ientes a2n2r , b
2n
2r e A(q) de modo a minimizar o erro dado pela equa�~ao (4.6):

e2n(q; x) �= A(q)S1(q; x)S2(q; x) (4.7)

onde:

S1(q; x) =

2nX
r=0

a
(2n)
2r os(2rx) (4.8)

S2(q; x) =

1X
r=0

b
(2n)
2r os(2rx) (4.9)

A2n
0
�= A(q)[a2n0 b2n0 +

1

2

2nX
i=1

a2n2i b
2n
2i ℄

A2n
2r
�= A(q)[a2n0 b2n2r + a2n2r b

2n
0 +

+
1

2

2n�rX
i=1

(a2n2i b
2n
2i+2r + a2n2i+2rb

2n
2i )℄ ; r > 0: (4.10)

Agora, expandindo a fun�~ao exponenial abaixo em s�eries de Taylor:

e�k(2n)
p
q os2(x) = 1� k(2n)

p

q os2(x)+

+
k2(2n)q

2
os4(x) +

k3(2n)q3=2

3!
os6(x) + ::: (4.11)

Utilizando as rela�~oes abaixo:

os2(x) =
1

2
+

1

2
os(2x)

os4(x) =
3

8
+

1

2
os(2x) +

1

8
os(4x)

os2n(x) =

nX
m=0

C2m os(2mx)

a express~ao (4.11) pode ser oloada na forma abaixo:

e�k(2n)
p
q os2 x =

1X
r=0

b2r(q; k) os(2rx) (4.12)

Esolhendo S2(q; x) omo sendo a fun�~ao dada pela express~ao (4.12) obt�em-se:

e2n(q; x) �= A2n(q)

2nX
r=0

a
(2n)
2r os(2rx) e�k(2n)

p
q os2 x
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Utilizando-se o proedimento an�alogo, demonstra-se que aquela fun�~ao exponen-

ial pode ser esolhida para todas as fun�~oes de Mathieu. A demonstra�~ao de que

e�k(2n)
p
q os2 x �e uma fun�~ao sempre v�alida n~ao �e trivial e foi obtida de um ponto de

vista heur��stio, mas �e uma fun�~ao adequada para a aproxima�~ao, seguindo os argu-

ments aima demonstrados. O trunamento da s�erie S1(q; x) elimina parialmente

termos de frequênia mais alta, o que pode ser mostrado atrav�es de transformadas

de Fourier. Pode-se assumir ainda que:

A2n(q) = e2n(q; x = xmax)f2n(q)

onde x = xmax �e o valor de x onde a fun�~ao de Mathieu toma seu m�aximo valor.

As f�ormulas gerais para aproxima�~ao das fun�~oes de Mathieu s~ao mostradas abaixo:

e2n(q; x) �= e2n(q; xmax)f
(e)
2n (q)�

2nX
r=0

a
(2n)
2r os(2rx) e�k(2n)

p
q os2 x (4.13)

e2n+1(q; x) �= e2n+1(q; xmax)f
(e)
2n+1(q)�

2n+1X
r=0

a
(2n+1)
2r+1 os((2r + 1)x) e�k(2n)

p
q os2 x

(4.14)

se2n+1(q; x) �= se2n+1(q; xmax)f
(se)
2n+1(q)�

2nX
r=0

b
(2n+1)
2r+1 sin((2r + 1)x) e�k(2n)

p
q os2 x

(4.15)

se2n+2(q; x) �= se2n+2(q; xmax)f
(se)
2n+2(q)�

2n+1X
r=0

b
(2n+2)
2r+2 sin((2r + 2)x) e�k(2n)

p
q os2 x

(4.16)
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4.2 Algumas f�ormulas aproximadas para as fun�~oes

de Mathieu

As f�ormulas a seguir s~ao dadas para algumas fun�~oes de Mathieu om oe�ientes

determinados empiriamente, mas utilizando as f�ormular gerais dadas na Se�~ao an-

terior.

1) Fun�~ao Mathieu Par de Ordem 0

A f�ormula abaixo aproxima a fun�~ao de Mathieu de ordem zero, tanto melhor

quanto maior for o valor de q:

e0(q; x) �= e0(q;
�

2
) e�

p
q os2 x (4.17)

Se uma aproxima�~ao mais preisa se faz neess�aria pode-se utilizar:

e0(q; x) �= e0(q;
�

2
)(1�

1

3q
os(2x))e�

p
q os2 x

�

1

3q
(4.18)

A express~ao (4.18) se reduz �a express~ao (4.17) quando q assume um valor grande.

A fun�~ao (4.18) trabalha melhor para valores 3 � q � 25.

2) Fun�~ao Mathieu �Impar de Ordem 1

Tal aproxima�~ao tamb�em funiona melhor quanto maior for o valor de q.

se1(q; x) �= se1(q;
�

2
) sin(x) e�

p
q os2 x (4.19)

3) Fun�~ao Mathieu Par de Ordem 1

e1(q; x) �= (1:76 +
q

250
+

q2

106
)(1�

q

10000
) e1(q; 1:35) [os(x)�

�0:8 os(3x)℄e�0:9
p
q os2 x ; 10 � q � 2000 (4.20)

4) Fun�~ao Mathieu �Impar de Ordem 2

se2(q; x) �= (2:19 +
6q

1225
+

q2

1700000
)(1�

q

30000
) se2(q; 1:35) [sin(2x)�

�0:19 sin(4x)℄e�0:9
p
q os2 x; 10 � q � 2000 (4.21)
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5) Fun�~ao Mathieu Par de Ordem 2

e2(q; x) �= (�3�
q

60
�

q2

10000
)(1�

q

4500
)e2(q;

�

2
)[0:62+

Ln(q)

16 + 0:001q
+0:28 os(2x)�

�0:8 os(4x)℄ e�0:9
p
q os2 x; 25 � q � 140 (4.22)

6) Fun�~ao Mathieu �Impar de Ordem 2

se3(q; x) �= (2�+4:6
(q � 25)

100
)se3(q;

�

2
)[�(0:39+6:7

(q � 25)

10000
) sin(x)�0:353 sin(3x)+

+0:2 sin(5x)℄ e�0:8
p
q os2 x; 20 � q � 160 (4.23)

7) Fun�~ao Mathieu Par de Ordem 3

e3(q; x) �= (2:35+1:42
(q � 125)

100
)e3(q; 1:125)[(2:2+0:9

q � 125

100
) os(x)�0:5 os(3x)+

+0:75 os(5x) + 1:72 os(7x)℄e�(0:7+
q

4500
)
p
q os2 x; 100 � q � 300 (4.24)

8) Fun�~ao Mathieu �Impar de Ordem 4

se4(q; x) �= (0:67 + 0:45
(q � 125)

100
)se4(q; 1:125)[(6:55 + 1:85

q � 125

100
) sin(2x)�

�1:461 sin(4x)� 2:45 sin(6x) + 2:459 sin(8x)℄e�(0:7+0:06
(q�125)

100
)
p
q os2 x; 100 � q � 250

(4.25)

As express~oes mostradas anteriormente s~ao v�alidas apenas nas regi~oes de�nidas,

mas pode-se enontrar oe�iente que �tam melhor as fun�~oes em qualquer que seja

a regi~ao de interesse. Pode-se ainda oloar mais termos na s�erie trigonom�etria,

omo mostrado para a fun�~ao de Mathieu de ordem zero. H�a v�arias maneiras de

estimar o erro para as fun�~oes aproximadas, mas o erro relativo n~ao �e um parâmetro

adequado nesse aso, em virtude de a fun�~ao exata de Mathieu possuir valor zero em

pontos em q a aproxima�~ao vai muito pr�oximo a zero, mas o erro relativo resultaria

in�nito nesses pontos. Uma das formas de estimar o erro �e omputar a integral do
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quadrado da fun�~ao omo mostrado abaixo, j�a que as fun�~oes de Mathieu obedeem

�a seguinte rela�~ao:

Z 2�

0

f 2(x)dx = �

Nas fun�~oes aproximadas tem-se:

2:85 �

Z 2�

0

f 2
apx

(x)dx � 3:35

Outras estimativas de erro podem ser feitas, omo o erro absoluto e a integral

da norma quadr�atia do erro absoluto (erro m�edio) omo mostrado abaixo:

�abs(x)) = jf(x)� fapx(x)j (4.26)

�quad =

Z 2�

0

�2
abs

(x)dx (4.27)

O erro m�edio dado pela equa�~ao (4.27) �e mostrado na Fig. 4.1. Foi assumido

que o erro m�edio n~ao pode ser maior que 0:05 para a fun�~ao de Mathieu exata ser

bem representada pela aproxima�~ao. Se maior preis~ao �e requerida ent~ao pode-

se fazer uma imposi�~ao para que o erro m�edio m�aximo seja inferior a 0:05. Os

resultados para as aproxima�~oes (4.17) at�e (4.25) s~ao mostrados nas Figs. 4.2 e

4.3. Na Fig. 4.2-(a) utilizou-se a express~ao (4.18) para plotar a fun�~ao aproximada.

Como j�a foi dito anteriormente as fun�~oes de Mathieu est~ao bem representadas pela

aproxima�~ao e se maior preis~ao �e neess�aria mais termos devem ser inluidos nas

aproxima�~oes. Os termos de baixa frequenia da fun�~ao de Mathieu verdadeira

est~ao melhor representados na aproxima�~ao do que os termos de varia�~ao r�apida,

omo pode-se veri�ar atrav�es das transformadas de Fourier, ou observando-se na

express~ao para o erro que os termos de frequênia mais alta foram desprezados.

Para provar a validade da aproxima�~ao �as fun�~oes de Mathieu pode-se resolver

a integral de Whittaker para obter os feixes de Mathieu utilizando as f�ormulas

aproximadas da fun�~ao de Mathieu de ordem zero, e integrar numeriamente. Os

resultados s~ao mostrados nas Figs. 4.4 e 4.5, para o padr~ao transversal. Foram uti-

lizados 1000 pontos na integra�~ao num�eria atrav�es do M�etodo de Simpson. Nota-se

que os per�s obtidos pela solu�~ao ideal e pela aproxima�~ao s~ao idêntios. Foram

utilizados h = 1 e q = 25 para todos os asos.
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Figura 4.1: Erro m�edio alulado utilizando a equa�~ao (4.27) em fun�~ao de q para

:(a) e0(q; x); (b) se1(q; x); () e1(q; x); (d) se2(q; x); (e) e2(q; x); (f) se3(q; x); (g)

e3(q; x); (h) se4(q; x).
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4.3 Conlus~oes do Cap��tulo 4

Neste Cap��tulo foram introduzidas novas aproxima�~oes para as fun�~oes de

Mathieu, anal��tias em todo o dom��nio da vari�avel independente, que representam

adequadamente ada uma das fun�~oes de Mathieu. Tais aproxima�~oes ontribu��ram

bastante para este trabalho de disserta�~ao, j�a que as fun�~oes de Mathieu s~ao um

tanto omplexas, e muitas formas de aproxima�~oes foram estudadas ao longo dos

anos, sendo algumas formas de aproxima�~ao assint�otias quase t~ao omplexas quanto

as fun�~oes exatas. As aproxima�~oes aqui apresentadas s~ao simples, e�ientes, �uteis

e apresentam f�ormulas fehadas. Pode-se dar um tratamento mais rigoroso �a deter-

mina�~ao dos oe�ientes das f�ormulas aproximadas, e possivelmente pode-se fazer

onsidera�~oes a partir das ondi�~oes de ortogonalidade das fun�~oes de Mathieu para

tal determina�~ao.

Atrav�es das fun�~oes aproximadas de Mathieu faz-se poss��vel a an�alise dos pulsos

de Mathieu, que ser~ao vistos mais adiante, no Cap��tulo seguinte. Tornar-se-ia muito

dif��il a an�alise de tais pulsos sem as aproxima�~oes aqui apresentadas.
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Figura 4.2: Fun�~oes de Mathieu Pares, extas (urva s�olida) e aproximadas (urvas

traejadas): (a) e0(q; x) for q = 5; (b) e0(q; x) for q = 25; () e1(q; x) for q = 15;

(d) e1(q; x) for q = 125; (e) e2(q; x) for q = 25; (f) e2(q; x) for q = 125; (g)

e3(q; x) for q = 125.
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Figura 4.3: Fun�~oes de Mathieu �Impares, extas (urva s�olida) e aproximadas (urvas

traejadas): (a) se1(q; x) for q = 5; (b) se1(q; x) for q = 25; () se2(q; x) for q = 15;

(d) se2(q; x) for q = 125; (e) se3(q; x) for q = 25; (f) se3(q; x) for q = 125; (g) se4(q; x)

for q = 125.
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Figura 4.4: Padr~ao de intensidade om q = 25 para as fun�~oes de Mathieu Pares:

(a),(),(e) exatas; (b),(d),(f) aproximadas de ordem 0,1 e 2 respetivamente.
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Figura 4.5: Padr~ao de intensidade om q = 25 para as fun�~oes de Mathieu �Impares:

(a),(),(e) exatas; (b),(d),(f) aproximadas de ordem 1,2 e 3 respetivamente.



Cap��tulo 5

Pulsos �Optios Loalizados

Os pulsos loalizados formam uma lasse espeial solu�~oes da equa�~ao de ondas

que idealmente n~ao sofrem qualquer efeito de dispers~ao, mantendo-se loalizados

no espa�o-tempo, sem deaimento. Em termos pr�atios os pulsos loalizados s~ao

ondas que propagam-se por longas distânias sem mudan�a signi�ativa no seu for-

mato espa�o-temporal, ou em outras palavras, mant�em seu per�l de intensidade

transversal e seu formato temporal ao longo da propaga�~ao. Enontram aplia�~oes

em diversas �areas. Potenialmente em omunia�~oes �optias, onde torna-se poss��vel

a transmiss~ao de dados a longas distânias minimizando o erro devido ao fato de

o pulso propagar-se sem distor�~ao. Em aplia�~oes m�edias onde se faz neess�ario o

uso de lasers pulsados, dentre v�arias outras.

O primeiro passo na onstru�~ao de pulsos loalizados �e a onstru�~ao dos feixes

n~ao difrativos [4, 11, 14, 17℄, j�a estudados om bastante detalhes nos ap��tulos

anteriores desta disserta�~ao. A modula�~ao de tais feixes atrav�es de uma fun�~ao

temporal resulta ent~ao em estruturas loalizadas no espa�o-tempo, ou seja, os pulsos

loalizados. A modula�~ao de um feixe Bessel atrav�es de uma estrutura temporal que

possui deaimento exponenial no dom��nio da frequênia produz as t~ao onheidas

ondas do tipo X (X-Shaped W9aves) [7, 1, 41, 42, 43℄. Esta estrutura ser�a mostrada

brevemente, mas em sistemas de omunia�~oes n~ao �e a mais onveniente em virtude

de privilegiar as frequênias mais baixas do espetro, estando bastante abaixo do

espetro �optio.

A modula�~ao de um laser aproximadamente monorom�atio translada o espetro

do sinal modulante para uma regi~ao de frequênias mais altas no espetro, ent~ao

�e mais onveniente trabalhar om outros padr~oes espetrais, devido a gera�~ao de

pulsos loalizados om formatos temporais usualmente utilizados em sistemas de

77
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omunia�~oes. Neste Cap��tulo �e dada uma desri�~ao geral dos pulsos loalizados, e

os pulsos de Mathieu s~ao obtidos pela primeira vez ao nosso onheimento.

Na Se�~ao 5.1 as solu�~oes do tipo X s~ao apresentadas e brevemente analisadas.

Na Se�~ao 5.2 os pulsos de Mathieu s~ao obtidos, utilizando-se algumas das express~oes

obtidas no Cap��tulo 4 para as fun�~oes de Mathieu. Utilizando-se espetros usual-

mente utilizados em omunia�~oes analisam-se na Se�~ao 5.3 pulsos �optios resul-

tantes da modula�~ao de um laser atrav�es desses espetros e em 5.4 algumas pro-

priedades dos pulsos loalizados s~ao obtidas atrav�es do teorema da onvolu�~ao. Fi-

nalmente em 5.5 as onsidera�~oes e onlus~oes do Cap��tulo 5 s~ao oloadas.
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5.1 Solu�~ao de Onda do tipo X

As solu�~oes de onda do tipo X foram intensivamente estudadas na orrente liter-

atura [7, 1, 41, 42, 43℄. Atrav�es da transformada inversa de Fourier a equa�~ao(2.44)

toma a forma abaixo:

�(�; '; �) =

Z 2�

0

d'0
Z 1

�1
d! A('0; !)eiz1 os('

0�')ei!
os �


� (5.1)

Relembrando que:

� = z � vt

z1 = kt�

kt =
!


sin � ; kz =

!


os �

v =


os �
(5.2)

Considere uma fun�~ao espetral da forma abaixo:

A('; !) = 0 ; ! < 0

A('; !) = A0B(!)e�a!+in' ; ! � 0 (5.3)

Substuindo (5.3) em (5.1) resulta na equa�~ao abaixo:

�(�; '; �) = A0

Z 2�

0

d'0
Z 1

0

d! B(!)e�a!+in'
0

eiz1 os('
0�')ei!

os �


� (5.4)

A integra�~ao de (5.5) em '0 resulta na solu�~ao geral para as ondas do tipo X:

�(�; '; �) = A0e
in'

Z 1

0

d! B(!)Jn(z1)e
�(a�i os �


�)! (5.5)

Vê-se diretamente da equa�~ao (5.5) que as ondas do tipo X s~ao formadas a

partir da superposi�~ao ou modula�~ao de feixes de Bessel de ordem n. Para n = 0 e

B(!) = 1 tem-se a X-Shaped Wave de ordem 0, e ap�os algumas manipula�~oes nas

equa�~oes:

�(�; '; �) =
A0q

(a� i�)2 + (v
2

2
� 1)�2

(5.6)

onde agora tem-se:
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a! a


os �

A0 ! A0



os �

Considerando-se novamente o espetro dado por (5.3) om n = 0 e B(!) = 1,

a substitui�~ao desse espetro em (5.1) e integra�~ao iniialmente em ! resulta na

seguinte equa�~ao:

�(�; '; �) = A0

Z 2�

0

d'0 1

(a� i os �

�)� i� sin �


os('0

� ')
(5.7)

A equa�~ao (5.7) ser�a importante para ompara�~ao da X-Shaped de ordem zero

om a equa�~ao resultante para os pulsos de Mathieu de ordem zero. A integra�~ao

de (5.7) em '0 obviamente fornee o resultado j�a onheido da equa�~ao (5.6). A

Fig. 5.1 mostra o formato das ondas do tipo X de ordem zero utilizando os valores

a = 0:01, veloidade normalizada om rela�~ao �a veloidade da luz em unidades em

que  = 1 e � = 0:43633.

Na referênia [1℄ �e analisada a possibilidade de gera�~ao das ondas do tipo X eletro-

magn�etias, e mostra-se que tais solu�~oes s~ao solu�~oes das equa�~oes de Maxwell e o

vetor de Poynting est�a na dire�~ao z. Por�em, tais solu�~oes, onforme aqui apresen-

tadas, possuem energia in�nita. Solu�~oes om energia �nita j�a foram estudadas e

sugeridas por�em n~ao permaneem loalizadas "ad in�nitum", podendo permaneer

bem loalizadas por longas distânias, entretanto.
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Figura 5.1: X-Shaped Wave: (a) Intensidade F = j�j

2; (b) Contornos para o gr�a�o

da �gura (a); () Contornos da intensidade F = j�j

2 no entro do pulso � = 0.
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5.2 Pulsos de Mathieu

Em oordenadas il��ndrias el��ptias, os feixes de Mathieu s~ao as solu�~oes naturais

para a equa�~ao de Helmholtz, ent~ao uma solu�~ao que �e a superposi�~ao de feixes

de Mathieu �e poss��vel, e �e esperado que o omportamento de tal pulso, resultante

da modula�~ao dos feixes de Mathieu seja semelhante �as ondas resultantes da su-

perposi�~ao de feixes de Bessel, omo �e o aso das ondas do tipo X, tendo todas as

propriedades b�asias dos pulsos loalizados. Considere o espetro abaixo:

A('; !) = 0 ; ! < !0

A('; !) = B(!)e�a!e2n(q; ');! � !0 (5.8)

Este espetro �e uma fun�~ao B(!) que depende somente da freq�uênia, multipli-

ada por uma fun�~ao de Mathieu par de ordem 2n, sendo esta, fun�~ao da freq�uênia

(q �e dependente da freq�uênia) bem omo �e uma fun�~ao angular. A substitui�~ao de

(5.8) em (5.1) e integrando em '0 nos leva �a seguinte equa�~ao:

�(�; '; �) =

Z 1

!0

d!
2�B(!)A2n

0 (q)

e2n(q; 0)e2n(q; �=2)
Ce2n(q; u) e2n(q; v)e

�(a�i os �


�)! (5.9)

Utilizando [31℄ a equa�~ao (5.9) pode ser oloada na forma abaixo:

�(�; '; �) =

1X
m=0

(�1)m os(2m')

Z 1

!0

d!B(!)A
(2n)
2m (q)J2m(z1)e

�(a�i os �


�)! (5.10)

Observa-se que (5.10) �e bastante semelhante �a equa�~ao (5.5). Denota-se ent~ao os

pulsos resultantes da equa�~ao (5.10) "pulsos de Mathieu". Estes pulsos s~ao gerados

a partir da superposi�~ao adequada dos feixes de Mathieu ou em outras palavras,

omparando (5.10) om (5.5), os pulsos de Mathieu s~ao gerados a partir da ade-

quada superposi�~ao de X-Waves. Uma importante onlus~ao pode ser tomada deste

fato: os pulsos de Mathieu omportam-se tal qual as X-Waves, exeto pelo padr~ao

de intensidade transversal. Devido ao fato de q possuir dependênia em ! e to-

dos os oe�ientes A
(2n)
2m das fun�~oes de Mathieu sendo fun�~oes de q, a integra�~ao

anal��tia da equa�~ao (5.10) �e muito dif��il sen~ao imposs��vel, e mesmo numeriamente

os �alulos s~ao bastante pesados. Ao inv�es disso, as aproxima�~oes para as fun�~oes de
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Mathieu podem ser utilizadas, esta �e a proposta prinipal das aproxima�~oes apresen-

tadas no Cap��tulo anterior. Elas provaram ser e�ientes e simpli�ar~ao a integra�~ao

num�eria: Relembrando a aproxima�~ao (4.17) para o feixe de Mathieu de ordem 0:

e0(q; ') = e0(q;
�

2
)e�

p
q os(')2

om:

p

q =
h sin �

2
!

A fun�~ao espetral dada abaixo ser�a utilizada por onveniênia:

A('; !) = 0;! < !0

A('; !) =
e�a!

e0(q;
�

2
)
e0(q; ');! � !0 (5.11)

O espetro (5.11) �e similar �aquele utilizado para gerar X-Waves de ordem 0:

tem valor nulo para ! < !0, onde pode-se fazer !0 = 0 ou n~ao, e tem deaimento

exponenial om a frequênia para ! � !0. A parte angular do espetro tem a forma

de uma fun�~ao de Mathieu de ordem 0, e est�a normalizada om rela�~ao ao valor de

m�aximo da fun�~ao que oorre em ' = �

2
. A normaliza�~ao �e feita por onveniênia

e ir�a simpli�ar os �alulos A substitui�~ao de (5.11) em (5.1) e j�a onsiderando a

aproxima�~ao para a fun�~ao de Mathieu nos leva �a seguinte express~ao:

�(�; '; �) =

Z 2�

0

d'0
Z 1

!0

d!e�
h sin �
2

! os('0)2e![�a+i(� sin �


os('0�')+ os �


�)℄

A integra�~ao em ! �e simples e d�a o seguinte resultado:

�(�; '; �) =

Z 2�

0

d'0
e�!0[(a�i os�


�)�i� sin �


os('0�')+h sin �

2
os('0)2℄

(a� i os �

�)� i� sin �


os('0 � ') + h sin �

2
os('0)2

(5.12)

Na equa�~ao (5.12) oorre um termo extra (h sin �
2

os('0)2) que n~ao oorre para a

X-Shaped Wave, no formato integral dado por (5.7). Este termo �e respons�avel por

varia�~oes angulares no padr~ao de intensidade transversal, que n~ao oorre nos pulsos

loalizados onstruidos trivialmente om feixes de Bessel Os resultados s~ao obtidos

numeriamente utilizando-se o M�etodo de Simpson. Os valores aqui utilizados foram

h = 1,  = 1, a = 0:01, !0 = 20 e � = 0:43633. O padr~ao de intensidade transveral
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no entro do pulso de Mathieu de ordem zero �e mostrado nas Fig. 5.2. Esta onda

pode ser hamada Mathieu X-Shaped de ordem zero, no sentido de que este pulso

tem o mesmo omportamento que a onda X, a amplitude m�axima est�a em � = 0, om

r�apido deaimento afastando-se do entro, apenas o padr~ao transversal �e diferente. O

pulso mant�em-se ao longo da propaga�~ao, tendo portanto as propriedades desej�aveis

dos pulsos loalizados. Como no aso das ondas do tipo X mostradas, possui energia

in�nita, e �siamente somente aproxima�~oes para estes pulsos podem ser obtidas.

Para a ria�~ao do pulso de Mathieu ��mpar de ordem 1 o proedimento adotado

�e idêntio e os valores dos parâmetros adotados na integra�~ao n�um�eria foram os

mesmos daqueles utilizados na gera�~ao do Mathieu de ordem 0. A fun�~ao espetral

�e dada abaixo:

A('; !) = 0;! < !0

A('; !) =
e�a!

se1(q;
�

2
)
se1(q; ');! � !0 (5.13)

Os gr�a�os s~ao mostrados na Fig. 5.3.
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Figura 5.2: Intensidade F = j�j2: (a) e (b) em � = 0; () em � = �20; (d) em

� = 20. A amplitude �e desprez��vel para pontos longe do entro do pulso.

5.3 Pulsos Loalizados obtidos om espetros usuais

A solu�~ao para a equa�~ao de ondas pode ser dada na forma abaixo:
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Figura 5.3: Intensidade F = j�j2 para o pulso de Mathieu ��mpar de ordem 1: (a)

e (b) em � = 0; () em � = �20; (d) em � = 20. A amplitude �e desprez��vel para

pontos longe do entro do pulso.
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�(�; '; �) = eim'
Z 1

�1
d!A(!)Jm(z1) exp(i!

�

v
)

m = 0; 1; 2; 3::: (5.14)

Para os pulsos retangulares no dom��nio temporal (usualmente utilizados em o-

munia�~oes) n�os temos:

f(t) = 1; jtj � b

f(t) = 0; jtj > b

�A parte as onstantes, a transformada de Fourier desta fun�~ao �e dada por:

F (!) = 2
sin(b!)

!

Na Fig. 5.4 �e plotada a fun�~ao e sua transformada.

Figura 5.4: Pulso retangular f(t) e sua transformada de Fourier F (!).

Deixando de lado as onstantes e utilizando as propriedades de desloamento em

frequênia nas transformadas de Fourier, devido ao fato de que este pulso temporal

�e utilizado na modula�~ao de uma fonte de laser de frequênia !0, tem-se no dom��nio

da frequênia:
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F (!) =
sin(b(! � !0)

(! � !0)
(5.15)

Inserindo-se o espetro dado por (5.15) na express~ao (5.14) e fazendo m = 0, que

signi�a a modula�~ao do feixe de Bessel de ordem zero, a solu�~ao ser�a:

�(r; �) =

Z 1

�1
d!J0(

� sin �


!)

sin(b(! � !0)

(! � !0)
ei!

�

v (5.16)

onde 2b �e a largura temporal do pulso. Como �e usual nas omunia�~oes �optias,

onsidera-se que a largura temporal do pulso �e muito maior que o per��odo de os-

ila�~ao de portadora, o que signi�a que

2b >>
2�

!0

A ontribui�~ao mais signi�ativa �a integral na express~ao 5.16 estar�a na regi~ao

pr�oxima a ! = !0. Considere que a dura�~ao do pulso no tempo �e da ordem de 10� 2�
!0

no pior aso. Empiriamente podemos determinar a regi~ao onde o integrando �e mais

signi�ativo e para esta ondi�~ao tem-se:

�(r; �) =

Z 2!0

�!0
2

d!J0(
� sin �


!) exp(i!

�

v
)
sin(b(! � !0)

(! � !0)
(5.17)

Na Fig. 5.5 tem-se o padr~ao de intensidade para a modula�~ao dos feixes Bessel

de ordem zero om um pulso retangular no dominio temporal. O gr�a�o est�a nor-

malizado para amplitude m�axima unit�aria. O resultado foi obtido integrando a

equa�~ao (5.16) numeriamente. Os valores utilizados foram  = 1,!0 = 15,b = 10�
15

e

� = 0:004098 rads.

Considere agora outro pulso muito utilizado, o pulso gaussiano no dom��nio tem-

poral omo segue:

f(t) = e�
t
2

2b2 (5.18)

A transformada de Fourier de (5.18), �a parte onstantes, e om desloamento em

frequênia j�a onsiderado �e:

F (!) = e�
b
2(!�!0)

2

2 (5.19)
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Figura 5.5: Padr~ao de intensidade F = j�j2 normalizado para modula�~ao de pulso

retangular.

Substitui�~ao de (5.19) em (5.14) para o feixe de Bessel de ordem zero, e levando-

se em onta apenas a parte em que o integrando possui valores signi�ativos nos

leva �a seguinte equa�~ao:

�(r; �) =

Z
!0+

�

b

!0��

b

d!J0(
� sin �


!) exp(i!

�

v
) exp[�

b2(! � !0)
2

2
℄ (5.20)

Na Fig. 5.6 mostra-se o padr~ao transversal para a modula�~ao do feixe de Bessel

de ordem zero om um pulso gaussiano. Os parêmetros utilizados foram  = 1,!0 =

15,b = 10�
15

e � = 0:004098 rads novamente.
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Figura 5.6: Padr~ao de intensidade F = j�j2 normalizado para modula�~ao gaussiana.
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5.4 Teorema da Convolu�~ao e algumas propriedades

dos pulsos loalizados

Iniiando novamente de (5.14), esta equa�~ao �e reproduzida abaixo:

�(r; �) =

Z 1

�1
d!A(!)J0(

� sin �


!) exp(i!

�

v
)

Esta solu�~ao espa�o-temporal �e a transformada de Fourier inversa da solu�~ao no

dom��nio frequenial. Considere agora o Teorema da Convolu�~ao das transformadas

de Fourier Z 1

�1
d!F (!)G(!)ei!t = f(t) � g(t)

onde * denota onvolu�~ao no dom��nio temporal. Fazendo as identi�a�~oes abaixo:

F (!) = A(!)

G(!) = J0(
� sin �


!)

tem-se:

�(r; �) = f(�=v) � g(�=v) (5.21)

onde:

f(�=v) =

Z 1

�1
d!A(!) exp(i!

�

v
) (5.22)

g(�=v) =

Z 1

�1
d!J0(

� sin �


!) exp(i!

�

v
) (5.23)

Considerando-se o experimento de Durnin [4℄ j�a menionado nos ap��tulos anteri-

ores para a gera�~ao de feixes de Bessel e modulando-se o feixe om um pulso temporal

�nito, vê-se que o resultado ser�a a onvolu�~ao do formato temporal do pulso om

a fun�~ao de transferênia do aparato experimental. A fun�~ao de transferênia do

aparato imaginado por Durnin �e o feixe de Bessel no dom��nio da frequênia. H�a

aqui uma importante onlus~ao: o formato do pulso no dom��nio espa�o-temporal

ser�a a onvolu�~ao da estrutura temporal da fun�~ao modulante de entrada, que se

translada ao longo da dire�~ao de propaga�~ao, om a fun�~ao de transferênia do

aparato neess�ario para produzir o feixe. Deve-se alertar o leitor que a fun�~ao de

transferênia do aparato ser�a uma fun�~ao de (�; �) e a fun�~ao modulante ser�a de �

somente.
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5.5 Conlus~oes do Cap��tulo 5

Neste Cap��tulo foram estudados os pulsos loalizados, espeialmente no dom��nio

�optio. Uma breve introdu�~ao atrav�es das ondas do tipo X j�a muito onheidas na

literatura orrente, para a apresenta�~ao do novo tipo de pulsos, que denominamos

pulsos de Mathieu. Nenhuma solu�~ao do tipo Mathieu para pulsos �e enontrada

na literatura orrente, e foram analisadas as propriedades b�asias de tais pulsos

veri�ando que omportam-se om as propriedades desejadas dos pulsos loalizados.

As aproxima�~oes apresentadas no Cap��tulo anterior ontribuiram enormemente para

a simpli�a�~ao dos �alulos e obten�~ao dos pulsos de Mathieu.

Uma an�alise de estruturas temporais usualmente utilizadas nas omunia�~oes

�optias, omo os pulsos gaussianos e retangulares no dom��nio temporal nos permitiu

onluir, tamb�em utilizando o teorema da onvolu�~ao, que o formato do pulso ser�a

sempre dado omo a onvolu�~ao, ou a grosso modo, um produto entre o sinal modu-

lante, e a fun�~ao de transferênia do aparato. Pode-se inferir ainda que a modula�~ao

dos feixes loalizados, omo feixes de Mathieu ou feixes de Bessel sempre produzem

pulsos loalizados, e a forma de obten�~ao dos pulsos loalizados �e justamente a mod-

ula�~ao dos feixes. As solu�~oes obtidas s~ao de energia in�nita, o que �e �siamente

irrealiz�avel, por�em o pr�oprio aparato experimental para gerar os feixes faz om que

o feixe �que loalizado apenas por uma regi~ao determinada do espa�o, dependente

dos parâmetros do aparato, removendo o problema de energia in�nita.

Finalmente aresenta-se que a gera�~ao de tais pulsos pode apresentar imensas

vantagens de transmiss~ao em sistemas de omunia�~oes j�a que n~ao se distorem e

minimizam o erro.
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Cap��tulo 6

Conlus~oes Gerais

Neste trabalho de disserta�~ao, requisito neess�ario para a obten�~ao do t��tulo de

Mestre em Engenharia El�etria foram estudados muitos aspetos importantes dos

feixes n~ao-difrativos e dos pulsos loalizados. Estes tipos de ondas tem aplia�~ao

imediata na engenharia, seja em omunia�~oes ou em �areas omo mediina, mi-

rolitogra�a, guiamento de �atomos, metrologia e outras. Conseguiu-se realizar um

estudo bastante profundo dos feixes n~ao-difrativos, atrav�es da equa�~ao de ondas

diretamente, e espeialmente atrav�es da teoria esalar da difra�~ao, que permitiu a

an�alise dos feixes de Bessel e feixes de Mathieu gerados a partir do aparato experi-

mental proposto por Durnin. O objetivo iniialmente proposto, de estudar os feixes

n~ao-difrativos de modo a poder omparar os feixes de Bessel bastante onheidos

na literatura, om os feixes de Mathieu, reentemente propostos, foi onlu��do om

êxito. Conlui-se que quanto �a distânia propagada, n~ao h�a vantagem de um feixe

sobre outro, quando gerados a partir do mesmo aparato, difereniando-se apenas

pelo padr~ao transversal. Na sequênia do trabalho, naturalmente faz-se a an�alise

dos pulsos om a neessidade do desenvolvimento de uma aproxima�~ao �as fun�~oes

de Mathieu que permitisse a simpli�a�~ao das integra�~oes, e obteve-se uma forma

de aproxima�~ao que �e de grande ontribui�~ao para esta disserta�~ao, sendo nova ao

nosso onheimento. O estudo dos pulsos de Mathieu e o teorema da onvolu�~ao

feham o trabalho.

No Cap��tulo 2 demonstrou-se a obten�~ao das solu�~oes para feixes n~ao-difrativos

atrav�es da solu�~ao direta da equa�~ao de ondas e da solu�~ao da integral de Whittaker

simpli�ada. Tais solu�~oes s~ao ideais e possuem energia in�nita, sendo �siamente

inoneb��veis podendo, entretanto, ser bastante �uteis na an�alise de problemas f��sios

reais. Tanto os feixes de Bessel quanto os feixes de Mathieu formam um onjunto
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ompleto de fun�~oes de base e qualquer solu�~ao para a equa�~ao de ondas pode

ser representada adequadamente omo uma ombina�~ao de tais fun�~oes de base. Os

feixes de Bessel formam o onjunto de fun�~oes ortogonais no sistema de oordenadas

il��ndrias e os feixes de Mathieu no sistema de oordenadas il��ndrias el��ptias.

No Cap��tulo 3 foram analisados os feixes n~ao-difrativos a partir da teoria esalar

da difra�~ao. Esta teoria funiona muito bem no dom��nio �optio. O aparato experi-

mental proposto por Durnin foi analisado e demonstrou-se que os feixes de Mathieu

e os feixes de Bessel possuem omportamento semelhante no que se refere �a distânia

m�axima de propaga�~ao, e demonstrou-se ainda a deomposi�~ao dos feixes de Math-

ieu em feixes de Bessel. Ainda omo ontribui�~ao, um estudo de estruturas om

v�arios an�eis foi levado adiante, demonstrando as equa�~oes b�asias que desrevem

tais situa�~oes, obtidas atrav�es da teoria esalar de difra�~ao.

No Cap��tulo 4 novas aproxima�~oes para as fun�~oes de Mathieu, anal��tias em

todo o dom��nio da vari�avel independente e representando adequadamente ada uma

das fun�~oes de Mathieu foram apresentadas. Estas aproxima�~oes s~ao muito �uteis

para qualquer aplia�~ao matem�atia. Atrav�es das fun�~oes aproximadas de Mathieu

fez-se poss��vel a an�alise dos pulsos de Mathieu.

No Cap��tulo 5, foram estudados os pulsos loalizados, espeialmente no dom��nio

�optio. As ondas do tipo X j�a muito onheidas na literatura orrente, foram om-

paradas ao que denominamos pulsos de Mathieu, analisados om o aux��lio das aprox-

ima�~oes �as fun�~oes de Mathieu apresentadas nessa disserta�~ao. Nenhuma solu�~ao

do tipo Mathieu para pulsos havia sido enontrada na literatura orrente, e foram

analisadas as propriedades b�asias de tais pulsos veri�ando que omportam-se om

as propriedades desejadas dos pulsos loalizados. A an�alise de estruturas temporais

usualmente utilizadas nas omunia�~oes �optias, omo os pulsos gaussianos e retan-

gulares no dom��nio temporal e o teorema da onvolu�~ao permitiu a onlus~ao de

que o formato do pulso ser�a sempre dado pela onvolu�~ao, ou a grosso modo, um

produto entre o sinal modulante, e a fun�~ao de transferênia do aparato.

Nesta disserta�~ao deu-se ênfase ao estudo te�orio dos feixes e pulsos om suas

arater��stias mais esseniais. Para a gera�~ao de tais ondas apenas o aparato ex-

perimental proposto por Durnin foi estudado em maiores detalhes. A abordagem

utilizada nesse trabalho foi a teoria da difra�~ao esalar, por�em, para asos mais om-

plexos faz-se neess�aria a an�alise atrav�es de uma teoria vetorial. Sistemas de trans-

miss~ao de dados seriam muito mais preisos e on��aveis utilizando-se uma tenologia
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adequada para implementar a gera�~ao de pulsos loalizados, j�a que tais pulsos n~ao

sofrem distor�~oes por longas distânias. O guiamento de part��ulas paree ser uma

aplia�~ao bastante promissora para os feixes de Bessel de ordem maior. Essas e out-

ras quest~oes de ordem pr�atia e te�oria �am em aberto para futuras disserta�~oes e

nesse Cap��tulo ser~ao menionados e omentados de forma geral a seguir. Na Se�~ao

6.1 s~ao feitos oment�arios a respeito do estudo da viabilidade dos sistemas �optios

wireless. Na Se�~ao 6.2 a an�alise do guiamento de �atomos e part��ulas atrav�es de

feixes de Bessel. A Se�~ao 6.3 trata de guias de ondas e avidades el��ptias e �nal-

mente em 6.4 omenta-se o estudo de sistemas de gera�~ao de feixes n~ao-difrativos

para futuras disserta�~oes.

6.1 Estudo da Viabilidade dos Sistemas �Optios

Sem Fio

Os sistemas de omunia�~oes �optias sem �o j�a est~ao se tornando realidade. Feixes

de luz propagando-se atrav�es do ar ofereem a veloidade dos sistemas �optios sem

o usto da �bra �optia. Atualmente utilizam-se feixes de laser foalizados. Feixes

n~ao-difrativos e pulsos �optios loalizados ainda n~ao s~ao utilizados e para tal se

faz neess�ario o aprimoramento tenol�ogio na gera�~ao de ondas. Al�em de reduzir

ustos, devido �a n~ao neessidade de �bras e sem o ônus pela negoia�~ao de direito

de passagem e lan�amento de abos, os sistemas �optios sem �o apresentam muitas

aplia�~oes [16℄, a serem itadas abaixo:

- Redes uja extens~ao �e de alguns pouos metros. Amplia�~ao das redes de omu-

nia�~oes nas �areas metropolitanas j�a existentes e baseadas em �bras �optias, sem

neessidade de implementar novo abeamento;

- Pode ser utilizado para onetar usu�arios nos pontos de hegada de internet ou

outros servi�os, provideniando alta veloidade sem neessitar de abeamentos;

- Interonex~ao em redes loais, que s~ao separadas por regi~oes de dom��nio p�ublio,

omo ruas e onstru�~oes, novamente sem a neessidade e o ônus de realiza�~ao de um

sistema de abeamento de �bras �optias;

- Bakup de redes de �bras �optias, o wireless �optio pode fazer o link redundante

para seguran�a do sistema de �bras, mas sem a neessidade de um segundo link de

�bras;

- Aelera�~ao de servi�os, pode provideniar servi�o instantâneo no aso de a infra-



96

estrutura de �bras estar em atraso(lag) ou ongestionado.

Apresentam tamb�em ertas desvantagens om rela�~ao ao sistema de �bras, omo

por exemplo:

- Os sistemas atuais s~ao on��aveis apenas para distânias relativamente urtas, at�e

4 km. o feixe est�a sujeito �a difra�~ao no ar, ao passo que apresenta-se on�nado

quando utiliza-se �bra �optia. Utiliza�~ao de feixes n~ao-difrativos poderiam ser a

solu�~ao, por�em n~ao h�a um estudo sobre o efeito mais noivo ao sinal, se a perda de

loaliza�~ao pela difra�~ao, ou a absor�~ao no ar;

- As distânias permitidas s~ao bem menores que aquelas utilizadas em sistemas

utilizando �bras, e al�em disso apresentam menor on�abilidade, pois o feixe de

laser est�a sujeito a obstru�~ao, por qualquer interferênia atmosf�eria, omo huva,

neve, neblina (que atenua o sinal), ou ent~ao a passagem de uma ave na linha de

visada. Osila�~oes da estrutura de um pr�edio onde esteja oloado o transmissor ou

o reeptor tamb�em podem tirar o feixe da linha de visada;

- Os sistemas utilizam-se de lasers em 1550 nm. Lasers de 850 nm s~ao bem mais

baratos, por�em a utiliza�~ao do espetro infravermelho se deve �a prote�~ao do olho

humano, al�em de poder transmitir potênias maiores atualmente.

A utiliza�~ao de feixes �optios n~ao-difrativos em sistemas de omunia�~oes �optias

sem �o poderia aumentar efetivamente o alane do sistema e tamb�em a on�abili-

dade j�a que um feixe n~ao-difrativo propaga-se no ar ou espa�o livre omo se estivesse

on�nado por uma �bra, na regi~ao de invariânia do feixe, muito embora os feixes

n~ao-difrativos tamb�em sejam susept��veis �a interrup�~ao por obstru�~ao. O problema

de on�abilidade do sistema �e failmente resolvido atrav�es de ria�~ao de rotas al-

ternativas e estruturas em anel. Fia em aberto para futuras disserta�~oes a an�alise

de estruturas utilizando-se de feixes n~ao-difrativos e on�abilidade do sistema, e

tamb�em o estudo da ompeti�~ao entre a difra�~ao e a absor�~ao, para saber-se qual

fenômeno degenera mais o sinal a ser transmitido. A propaga�~ao e efeitos de difra�~ao

e dispers~ao dos feixes e pulsos �optios no ar tamb�em podem ser estudados om bas-

tante detalhes, mesmo em sistemas que n~ao se utilizem de feixes n~ao-difrativos.
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6.2 Um sistema para guiamento de �atomos e part��ulas

atrav�es de Bessel beams

Uma aplia�~ao que paree ser bastante promissora para os feixes n~ao-difrativos

�e o guiamento de �atomos e part��ulas, sem a existênia de um guia met�alio. Feixes

de Bessel de alta ordem produzem um padr~ao uja intensidade entral �e nula e a

uma determinada distânia radial tem-se uma "parede"feita de luz para �atomos e

part��ulas, tendo-se ent~ao um guia onstitu��do apenas de luz para part��ulas. Tal

fenômeno poderia ser utilizado at�e mesmo em aeleradores de part��ulas.

Tendo em onta a solu�~ao (2.17):

	(�; '; �) = Jm(k?�)e
im'ei!

�

v

pode-se supor que tal solu�~ao �e a omponente longitudinal do ampo el�etrio ou

magn�etio, j�a que tal omponente enontra-se desaoplada das outras omponentes

na equa�~ao de ondas vetorial e atrav�es das equa�~oes de Maxwell pode-se obter todas

as omponentes atrav�es das omponentes longitudinais:

Modos TE:

Ez = 0 ; Hz = 	(�; '; �)

Et =
�i!�

!2�"� k2
z

ez �rtHz (6.1)

Ht =
ikz

!2�"� k2
z

rtHz (6.2)

Modos TM:

Ez = 	(�; '; �) ; Hz = 0

Et =
ikz

!2�"� k2
z

rtEz (6.3)

Ht =
i!"

!2�"� k2
z

ez �rtEz (6.4)
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Uma forma de enontrar solu�~oes f��sias para as equa�~oes de Maxwell tamb�em

seria utilizando-se a teoria dos poteniais, e de forma simpli�ada para o Bessel

beam de ordem zero �e tratada em [37℄. O quadrivetor potenial, utilizando-se a

nota�~ao tensorial usual �e dado por:

A = A�e
� = (�;� ~A)

e obedee �a equa�~ao de ondas:

�
r

2
�

1

2
�2

�t2

�
A� = �j� (6.5)

onde:

J = j�e
� = (�;� ~J)

Novamente a solu�~ao (2.17) pode ser esolhida para ser qualquer das omponentes

do quadrivetor A�, e umprindo a ondi�~ao de propaga�~ao de Lorentz s~ao os ampos

dados ent~ao por:

~E = �r��
� ~A

�t

~B = r� ~A

As poss��veis solu�~oes devem umprir as ondi�~oes exigidas pelas equa�~oes de

Maxwell e as ondi�~oes �siamente poss��veis.

Uma tereira forma de soluionar o problema f��sio, tendo em onta a solu�~ao

ideal (2.17) �e atrav�es dos poteniais de Hertz [33℄ p�ag. 280-282. Ver tamb�em [1℄. A

obten�~ao dos ampos gerados pelos pulsos �e trivial, podendo-se fazer a superposi�~ao

em frequênia dos ampos obtidos para os feixes, ou ent~ao diretamente dos pulsos

obtidos pela equa�~ao (5.1). No aso dos feixes de Bessel a equa�~ao (5.5) pode ser

utilizada diretamente.

A dinâmia de uma part��ula sujeita aos ampos gerados pelo feixe obedee �a

equa�~ao de Lorentz:

~F = q( ~E + ~v � ~B)

e est�a sendo analisada atualmente, para onlus~oes a respeito do omportamento da

part��ula arregada em tal feixe, e qual a poss��vel aplia�~ao. Uma poss��vel aplia�~ao

seria a obten�~ao de um ondutor luminoso de resistênia entral nula, por�em, isto �e

espeulativo.



99

6.3 Guias de ondas e avidades el��ptias

Os guias de ondas onstituem um elemento importante na gera�~ao e na trans-

miss~ao da energia eletromagn�etia. Para frequenias na faixa das miroondas s~ao

utilizados guias de ondas met�alios, e no dom��nio �optio as �bras �optias, que s~ao

guias de ondas onstitu��dos por meios diel�etrios [33℄. As avidades ressonantes s~ao

bastante utilizadas em �ltros e osiladores e s~ao nada mais do que um guia de onda

fehado em seus dois extremos. Um estudo de guias de ondas e avidades el��ptias

foi realizado por�em n~ao faz parte desta disserta�~ao em virtude de a teoria dos guias

de ondas j�a estar bem estabeleida e uma an�alise de �bras �optias el��ptias �e feita

em [44, 45, 46, 47℄. A solu�~ao �e bastante omplexa devido �a pr�opria omplexidade

das fun�~oes de Mathieu e di�uldade para umprir analitiamente as ondi�~oes de

ontorno requeridas pelas equa�~oes de Maxwell no aso das �bras �optias, onde o

ampo n~ao se anula na interfae entre os dois meios diel�etrios, o da asa e o do

n�uleo. Guias el��ptios podem ser utilizados na rota�~ao de polariza�~ao dos am-

pos, devido ao aoplamento dos omponentes de ampo inerente �a simetria el��ptia.

Mesmo quando n~ao se deseja utilizar uma �bra �optia de simetria el��ptia, o es-

tudo de imperfei�~oes pode ser efetuado onsiderando que a �bra �e aproximadamente

el��ptia. As equa�~oes de Maxwell em oordenadas il��ndrias el��ptias, na ausênia

de fontes, e para os modos TE e TM s~ao mostradas abaixo:

Modos TE:

Ez = 0 ; Hz = 	(u; v; kz; !)

Eu =
i!�

!2�"� k2
z

1

h
p

sinh2 u+ sin2 v

�	

�v

Ev =
�i!�

!2�"� k2
z

1

h
p

sinh2 u+ sin2 v

�	

�u

Hu =
ikz

!2�"� k2
z

1

h
p
sinh2 u+ sin2 v

�	

�u

Hv =
i kz

!2 � "� k2
z

1

h
p

sinh2 u+ sin2 v

�	

�v
(6.6)

Modos TM:

Ez = 	(u; v; kz; !) ; Hz = 0
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Eu =
ikz

!2�"� k2
z

1

h
p
sinh2 u+ sin2 v

�	

�u

Ev =
ikz

!2�"� k2
z

1

h
p
sinh2 u+ sin2 v

�	

�v

Hu =
�i!"

!2�"� k2
z

1

h
p
sinh2 u+ sin2 v

�	

�v

Hv =
i ! "

!2 � "� k2
z

1

h
p
sinh2 u+ sin2 v

�	

�u
(6.7)

De tais equa�~oes nota-se que a dependênia dos ampos sempre se d�a em u e v

simultaneamente havendo portanto aoplamento das equa�~oes dos ampos transver-

sos. Prop~oe-se um estudo da e�iênia de dispositivos de rota�~ao de polariza�~ao

utilizando simetria el��ptia.

6.4 Estudo dos sistemas de gera�~ao de feixes e

pulsos

Os sistemas de gera�~ao de feixes n~ao-difrativos e de pulsos loalizados requerem

um estudo �a parte. Atualmente tais sistemas s~ao onstitu��dos essenialmente pelo

aparato de Durnin om pequenas varia�~oes. Na orrente literatura, muitos sistemas

utilizando-se axions e interferômetros de Fabri-Perot s~ao mostrados, sendo estes

mais e�ientes do que o aparato mais simples proposto por Durnin. Sistemas mais

e�ientes poderiam ser riados atrav�es de m�etodos hologr�a�os. N~ao h�a na orrente

literatura muitos trabalhos a respeito da gera�~ao e�iente dos feixes e pulsos.

A gera�~ao de feixes e pulsos loalizados em miroondas requer antenas apazes

de reproduzir o aparato de Durnin naquelas frequênias. Tais antenas seriam muito

diretivas e as distânias de invariânia seriam muito grandes, j�a que o que diferenia

um feixe em �optia e um feixe em miroondas, quando tratado no v�auo, �e apenas

um fator de esala. Feixes em miroondas e feixes �optios difereniam-se por um

fator de esala da ordem de 105. Portanto para um feixe �optio que mant�em-se

invariante no perurso de 1m deve haver um feixe de miroondas que mant�em-se

invariante por distânias de 10km.

Uma an�alise ompletamente baseada em teoria de antenas se utilizaria da teoria

da difra�~ao vetorial e atrav�es de um sistema de transmiss~ao utilizando feixes �optios

n~ao-difrativos poderiamos onseguir a transmiss~ao de sinais a potênias mais baixas
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e havendo menor espalhamento da energia por difra�~ao, a potênia reebida seria

bastante maior, ent~ao o requerimento de e�iênia do sistema reeptor torna-se

menor tamb�em. Tais quest~oes, tratadas no âmbito das miroodas geraria uma outra

disserta�~ao a respeito de sistemas de gera�~ao e transmiss~ao de feixes e pulsos �optios

loalizados.
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