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RESUNMDO

Esta Tese apresenta um estudo tedrico e numérico acerca
do esquema exponencial de Allen, D.N. de G. (Allen e Southwell ,
1955} para equagOes de transporte convectivo e difusivo em Mecani
ca dos Fluidos e Fendmenos de Transporte.

O estudo tedrico envolve uma generalizacao da discreti-
zagao de Allen para grade irreqular, bem como para coeficientesde
difusao variaveis e para a forma divergente da equagao de Trans-
porte, dentrc da abordagem de Volumes de Controle (ou Volumes Fi-
nitos). Andlise em série de Taylor & feita para este e outros es-
guemas exponenciais naquela abordagem.

Aproximagoes em série de Taylor da discretizagao de
Allen sao desenvolvidas e testadas com o intuito de minimizagao
dos custos computacionais.

Experimentos numéricos sao apresentados envolvendo ca-
sos bidimensionais lineares e nac lineares. A equagao de transpor
te homogénea linear com coeficientes constantes fornece os casos
testes para uma extensiva comparacao da discretizacgao de Allen
com outras discretizagoes de cinco pontos, bem como para compara-—
¢do entre diferentes aproximagoes do esquema exponencial de Allen.
O problema de Jeffery-Hamel 4o escoamento em canals com  paredes
ndc paralelas foi escolhido para avaliag¢ac do desempenho da dis-
cretizagao proposta no contexto das equacoes de Navier-Stokes, re
sclvidos em abordagem de variaveis primitivas com a equagao de

Poisson para a pressao.



ABSTRACT

This thesis presents a theoretical and numerical study
on the exponential discretization scheme initially proposed by
Allen, D.N, de ¢. {Allen and Southwell, 1955) for convective and
diffusive transport equations.

The theoretical study embodies a Control Volume type
generalization of Allen's discretization to irregular grids, to
nonuniform diffusion coefficients and to divergence as well as
convective form transport equations. Taylor series analysis are
provided for restrict and generalized Allen's scheme and some
other forms of the exponential scheme. A discussion on the
fundamentals of the numerical error analysis for fluid transport
phenomena was demanded in particular with regard to the concept
of numerical diffusion and to the Téylor series analysig.

Some Taylor series based approximations to Allen's dis
cretization are developed and tested in order to minimize com-—
putational cost.

Numerical eXxperiments involve linear anéd nonlinear two
¢ mgnsional cases. A constant coefficient homogeneous
137" ar eguation provides the test cases for a- comprehensive
Cungpwier80n of Allen's discretization with other five node star
schemes as well as for comparison of different approximations to
the cxperimental scheme. The Jeffery-Hamel problem of the flow
between non-parallel walls was chosen for the evaluation of the
performance of Allen's discretization scheme in non-linear Navier
~-5tokes equations, solved in a primitive variables approach using

the Poisson eguation for pressure.
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NOMENCLATURA

SIMBOLOS LATINOS

Ar

Cl’CZ’C

F

2f

3

Constantes na expansao em serie de Taylor de {pu),
equagoes (2.46.1) para caso unidimensionalizado e

(2.61.1) para 2-D.
Coeficiente de influéncia na equacao discretizada.
Nimero de Arquimedes, equagoes (1.4.2) e (1.4.4),

Constantes na expansac em série de Taylor de (pv),

equagao (2.61.2).

Constantes na expansdo em série de Yy, equagoes

(2,46.2) para 1-D e (2.61.3) para 2-D.

- Constantes

Constante arbitraria.

Equivalente numérico de div(pﬁ)

vVersor

Parametros definidos nas equagoes 7.15.

Constantes na expansdo em série da solugao exata ¢,

equacgao (2-43) para 1-D e (2.44) para (2-D)}.

(1) Constantes na expansao de Fx’ equagoes (2.47)

para 1-D e {2.62.1) para 2-D.

(2) capitulo 7: perfil de velocidade adimensionali-

zada.

Velocidade adimensicnalizada no plano de simetria.
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Fluxo liquido da propriedade transportada por con-

vecgaco e difusao combinadas.

Constantes na expansac em série dos perfis aproxima
dos ¢, eguagao (2.24) para a parabola,(5.1) e (5.27.1)

para a exponencial.

Constantes na expansido em série de F_, equagao

yf
(2.62.2).

(1) Capitulc 1 - espessura da entrada ou saida de
ar noc modelo do comodo hidimensional.
(2} Capitulo 8 - intervalo da grade adimensionaliza

do pelo comprimento do dominio quadrado.
Altura do comodo com ar condicionado.
Inteiro

Nimero total de nds na direcac x, incluinde os de

contorno.
Inteiro.

Nimero total de nds na diregdo y, incluindo os  de

contorno.
Fungao eliptica Jacobiana
Modulo eliptico

(1) Energia cindtica de turbuléncia,

(2) Termo ndo homogéneo da equagac geratriz.

Normas: média dog valores absolutos, média guadrati

ca e maximo.
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(1) Capitulo 1l: comprimento de cdmodo.
(2) Capitulos 6, 7 e 8: comprimento do dominio gua-

drado.

(1) Inteiro
(2) Capitulo 7: pardmetro definido nas expanses
(7.12.2), (7.13.2) ou (7.14.2), dependente do

tipo de escoamento Jeffery-Hamel.
Constante
Inteiro
Inteiro
(1) Capitulos 1 e 7: pressao

pu

(2) Capitulcos 4 e 5: p = B

Numero de Peclet, eguagoes (3.15) para valores celu-

lares, {(6.4.2) para valores globais.
Fungao arbitraria.
Funcao definida na expressao (3.13.1)

(1) Capitulo 3: funcgao arbitraria

(2) Capitulo 7: coordenada radial.

{1} Analogo em Volumes de Controle da eguagao de

transporte.
(2) Capitulo 3: funcao definida na expressao (3.13.2)
Fungao racional de F.

Nimero de Reynolds, equacgao (1.4.1) para comodo ven-—

tilado, equacgoes (7.11) para escoamento Jeffery-Ha-

mel.
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Constantes na expansio em série de S, equagao (2.51)

para 1-D e (2.61.4) para (2-D).

Permo nac homogéneo representando gualguer termo na
equa¢ao de transporte além dos fluxos convectivos e

difusivos.
Nimero de Schmidt, equagdo (1.4.3).

Fungao - real

Componente de velocidade na diregao X.
Componente de velocidade na direcgao y.
Componentes radial e tangencial de velocidade.

Coordenada espacial. Nos capitulos 6 e 8 refere-se
ao sistema de coordenadas para solugdo analitica, e

& adimensionalizado pelo comprimento L.
Coordenada espacial.
Funcoes de X.

Coordenada espacial. Nos capitulos 6 e 8 refere-se
ao sistema de coordenadas para a solugao analitica,

e & adimensionalizado pelo comprimento L.

Coordenada espacial

Fungoes de V.
Funcoes das coordenadas espaciais.
Coordenada espacial.

Constantes de integracao.



SIMBOLOS GREGOS

o = (1) Capitulo 6 e 8: dngulo entre os sistemas de coor
denadas analitico e numérico.

(2) Capitulo 7: semi-angulo entre paredes.

++ .
a=~ - Constantes arbitririag
++ -
== - Constantes arbitrarias
+ -
A - Constantes arbitririas
Y - Difusividade da propriedade transportada ¢
6, A — Distancias indicadas na figura 2.1
£ — (1) Secgdo 1.3: taxa de dissipacgdo turbulenta
(2) Outros lugares: erro de discretizacao
C - Fungao transformada
n (1) Capitulo 3: Fungao-base em elementos finitos
(2} Capitulo 4: Coeficientes na expansao em série de
i
8 - (1) Capitulo 1: temperatura
(2) Capitulo 7: coordenada tangencial
A ~ Frequéncia generalizada na anilise de Fourier da
equagdo de transporte linear.
U - Viscosidade dinamica
v - Viscosidade cinemidtica
£ - Coordenada espacial transformada
il - Fun¢do adimensional de Pe, expressando os coeficien-

tes de influénecia dos pontos N, S5, E e W schre P en
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em cada equagao discretizada. Geralmente refere-se
a discretizacoes exponenciais. Nos Capitulos 6 ¢ 8

a qualquer discretizagao.
Densidade

Funcdo definida nas equagoes (4.17.3), (4.24.2),

(4.39.3), (4.42) ou (4,48), dependendc de cada caso.
Propriedade transportada

Fungao definida em (4.7.3)

Fungao-peso em Elementos Finitos.

Coeficiente de expansido volumétrica por efeito de

concentracdo de espécie guimica. eq. (1.3).

Solugdo elementar tipo A da equagaoc de transporte 11

near.
Discretizagao exponencial de Allen
Qualquer fronteira da cela

(1) Qualquer nd imediatamente vizinho ao nd central

da cela P

{2) Capitulo 6: solugdc elementar tipo B da equacao

de transporte linear.
Centro geométrico do dominio guadrado.

Solugdo elementar tipo € da equagao de transporte 1i

naax.
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{1) Solugao elementar tipo CD da equacgao de transpor
te linear.

(2) Diferenciamentco central.
Fronteira inferior da cela em 3-D.

Solucao elementar tipo D da equacgao de transporte 1i

near,

Solugao elementar tipo DC da equagao linear de trans

porte.

Discretlzacao exponencial de Donnis.
Fronteira leste da cela.

NO wvizinho a P pelo lado leste.
Efetivo, molecular mais turbulento
Valor global

Esquema hibrido(diferenciamento central-discretiza-

¢do & montante sem difusao) de Spalding.

Inteiro

Entrada de ar no modelo do cOmodo.

Inteiro

Normas: média dos valores absolutog, média quadrati-
ca e maxima.

Inteiro.

valor maximo

vValor minimo

Aproximagao d¢a Discretizagdo de Allen por Expansao

em Série de Taylor Modificada da Exponencial.
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(1) Inteiro

(2) Fronteira norte da cela

NO vizinho ao norte de P.

Saida de ar do modelo do cdmodo
N& central da cela

Aproximacao da discretizagao exponencial pelo esqgue

ma de Lei-de-~Poténcia de Patankar (1980).
Radial

Fronteira norte da cela

N® vizinho ao sul de P

Turbulento

Aproximagio da discretizagdo de Allen por Expansao

em Série da Exponencial

Fronteira superior da cela em 3-D

(1) Direcgao x

(2) Diferenciagdoc com respeito & coordenada x.

Diferenciacdc miltipla segundo as coordenadas indi-

cadas.

Diferenciagdo em x, de ordem indicada pelo nimerc

de repeténcias.

(1) Direcao y

(2) Diferenciagdo com respeito & coordenada y.
Diferenciacdo maltipla em y .

Diferenciacao em Yy ordem indicada pelo niimero de

repeténcias



IX

w - Fronteira oeste da cela.

W - NG vizinho a oeste de P.
0 - Capitulo 7: planc de simetria entre as paredes
0,1,2 - Ordem do termo na expansao em série.
1-D - Caso unidimensional,
3-D - Caso tridimensional.
SUPERSCRITOS
- Diferenciacao

" ~ Diferenciagao dupla

- (1} Valor exato de ¢
{2) Referente ao analogo tedrico em Volumes de Con-

trole.



CAPTTULO 1

INTRODUGAO

1.1. APRESENTACAO

A escolha de um esquema de discretizacgao tem tido um
papel dominante na literatura acerca de solugao numérica de pro-
blemas da mecdnica de fluidos viscosos e do transporte de escala
res em meio fluido. Neste sentido & ilustrativo notar gue tanto
0os pesquisadores que utilizam formulagCes de Variaveis Primiti-
vos quanto aqueles que adotam a formulagdo Vorticidade - Fungao
- Corrente ddo ao problema de discretizagac o mesmo peso. Por ou
tro lado, métodos de Diferencas Finitas, Volumes Finitos ou Ele-
mentos Finltos levam a resultados muito similares, ou mesmo idén
ticos, como sde acontecer em yrades regularmente espacgadas, ten-
do portanto alcances e limitagdes compariveis, como sumarizado
abaixo.

Escoamentos inviscidos potenciais sac tradicionalmente
resolvidos por superposigac de escoamentos simples ou por trans-
formacdo conformal. O advento da computagao digital favoreceu ain
da solugdes numéricas através de discretizagoes de sequnda ordem,
como o diferenciamento central em Diferengas Finitas ou os méto
dos de resliduos ponderados e Galerkin em Elementos Finitos. Nes-
tes casos, a fungdo potencial e a fun¢ao corrente obedecem a
equagac de Laplace. Em escoamentos inviscidos rotacionais a fun

¢do corrente obedece a uma equagao de Poisson. Num ou noutro ca-



so as discretizagdes de segunda ordem citadas mostram-se acura-
das e estaveis.

Nos escoamentos em camada limite as aproximagoes de
Prandtl parabolizam parcialmente a equacdo do mementum na dire-
¢dao do escoamento, e permitem o descarte da equagao do momentum
na diregdo normal. Frequentemente as equagoes se reduzem pelo mé
todo da similaridade a uma eguagdo ordindria, solivel pelo meto-
do de Runge - Kutta acoplado a iteragOes Newton-Raphson para
ajuste das condigdes de contorno. Os netodos numéricos de Dife-
rencas Finitas e Elementos Finitos podem ser também al emprega
dos, como també&m nos casos em que o método da similaridade nao
se aplica, tal como em geometrias complexas ou para consideragao
da turbuldncia, quando a equagao do momentum dominante permanece
na forma bidimensional. Neste Ultimo caso as discretizacgoes de
sequnda ordem citadas sd30 satisfatoriamente aplicadas para 08
termos na direcao normal, enguanto © termo convectivo na diregaoc
do escoamento & modelado pela discretizagdo unilateral a montan
te, equivalente ao método implicito na solucdo de problemas tran
sitdrios, fornecendo solugbes estdveis e acuradas exceto nas c¢on
digcdes de gradiente de pressio fortemente adverso, proximo a re-

gido de descolamento da camada limite.

De mais diflcil andlise sdo as regibes do escoamento
que nao se encaixam em nenhum dos casos anteriores, tipicamente
a regido de recirculagao. Tem-se ai equagbes do momentum inteira
mente elipticas, aplicdveis a pelo menos duas ordenadas. Nestes
casos ndo hd solugOes alternativas aos procedimentos numéricos, e
estes mostram-se problematicos: as discretizagdes classicas de
gsegunda ordem regultam instéveis para altos numeros de Reynolds,

e a discretizacdo a montante revela-se inacurada.



Estao al circunscritos alguns dos problemas  centrais
da moderna literatura acerca da solugdo de escoamentos viscosos
obedientes as equagoes de Navier-Stokes. Por um lado desenvolve-
se uma discussao do erro numérico da discretizacdo unilateral,cu
jo comportamento € assimilado ao de uma falsa viscosidade, e bus
ca~se avalia-lo de diversas formas., Por outre lado, varias dis-
cretizagdes alternativas tem sido propostas. Deve ser notado que
a propositura de uma discretizacao necessariamente envolve algu-
ma forma de analise do erro gue se busca superar, de maneira que
ambas as linhas de investlgacgao estao gensivelmente interconecta
das,

As equagoes de transporte convectivo-difusivo para ana
lise dos fendmenos de convecgao, ou transferéncia de massa, bem
como as equag¢oes de transporte de caracteristicas da turbuléncia
em alguns modelos, sac formalmente semelhantes ds equagoes do mo
mentum e envolvem guestdes numéricas bastante analogas.

A presente tese desenvolve uma discretizagao exponen-
cial na linha inicialmente proposta por D.N. de G. Allen em 19255,
para solugao das equagoes de Navier-Stokes bidimensioﬁais em for
mulagdao Vorticidade-Fungao-Corrente, no problema do escoamento em
torno de um obstaculo cilindrico (Allen e Southwell, 195%). Es-
ta fol provavelmente a primeira solugdo numérica das equagoes
completag de Navier-Stokes, isentas de hipdteses simplificadoras
do tipo escoamento inviscido ou em camada limite, com a tnica res
trigac a escoamentos laminares newtoniands. Apesar de seu pionei
rismo este trabalho ndc teve ampla divulgacao, de forma que mui-
tas reinvengoes do esquema apareceram €, por outro lado, a gran-
de maioria da literatura subsequente em solugdac numérica de es-

coamentos viscosos indicava ou o uso das discretizagaes a montan



te ou a aplicagdo do freqguentemente instavel diferenciamento cen

tral,

0 objetivo desta tese & apresentar uma avaliacgdo siste
mitica da. discretizagao de Allen e sua comparagac com outras,par
ticularmente em termos de acuidade. Esta tese também responde a
uma possivel c¢ritica a discretizacao de Allen, qual seja o tempo
de computagac relativamente longos das funcgdes transcendentais.
Propde-se uma classe de aproximagoes para a discretizacgao de
‘Allen mantendo sua monotocidade, sua ordem quadratica de conver
géncia e sua matriz de coeficientes diagonalmente dominante.

0 estudo apresenta uma generalizagdo da discretizagao
de Allen para grades irregulares, dentro da abordagem de Volumes
Finitos ou Volumes de Controle. Isto também permite a generaliza
¢do para o caso de coeficientes de difusdo ndac homogéneos e pa-
ra as formas divergentes ou convectivas das equagoes de transpor
te.

A comparagao entre discretizacoes envolve a rediscus-
sio de alguns tdpicos da andlise de erro numérico nas equagoes de
transporte em fluido, em particular o conceito de difusdo numéri

ca,.

1.2. EVOLUCAO DA PROPOSTA DE TESE

0 presente autor trabalhou sob supervisao do Prof. J.
H. Whitelaw, da Secgdo de Fluidos do Departamento de Engenharia
Mecinica do Imperial College of Sclence and Technology em L.on-
dres, de 1980 a 1983. Neste periodo o programa de estudos envol-

veu trabalhos experimentals e numdricos em alguns tipos de escoa



mentos turbuléntos confinados de relevincia para o controle de
poluigac em ambientes industriais ventilados .

O trabalho experimental utilizava um modelo em peque-
na escala projetado e construido por Restive (1979) para medi-
¢oes com anemometria laser-Doppler.

0 experimento central era constituido por uma série
de medidas de concentracac de um contaminante (hélio) injetado
por uma fonte no sclo. Amostra continua de ar contaminado era re
tirada de diferentes posigOes através de um tubo milimétrico e
comparada a outra amostra continua de ar puroc dentro de um cate-
rémetro construido em laboratdrios do Departamento de Engenharia
Quimica do Imperial College. Anemometria laser-Doppler foi feita
a jusante do tubo para detectar a magnitude da influéncia do tu-
ho no escoamento, Fez-se também visuallizagac do processo de con-
taminacdo através de injegdo de fumaga,

Ag predigdes numéricas eram feitas com um algoritmo ja
tradicional (TEACH) gue utiliza o esquema hibrido de discretiza-
¢do e incorpora o modelo K-¢ de turbuléncia. Uma rapida descri-
gao do trabalho numérico produzido neste periodo & apresentada
ainda neste capitulo, mostrando resultados qualitativamente plau
siveis, mas de incerta acuidade. Isto motivou um estudo subse-
quente em anilise de erro numérico, particularmente em relagao a
falsa difusdo, o conceito dominante em analise de erxrro dentro de
uma parte consideravel da literatura.

Tal estudo conduziu o autor a uma visao critica do eg-
quema hibrido e de algumas discretizagoes exponenciais construl
das no método dos Volumes Finitos. Mas nao abafou o poderoso ape
lo de um método de discretizacao de alguma forma baseado na pro-

pria equagio que se busca resolver. Neste sentido o esquema hi-



bridc foi o ponto de partida do presente autor para a proposta
de um método de discretizagdo descrito inicialmente no manuscri-
to ndo publicado "A Stable Second Order Discretization for Con-
vective and Diffusive Transport Equations".

Tal discretizagio apresentava duas feigles caracteris
ticas em relacd3o ao esquema hibrido e & discretizagao exponen-—
cial de Spalding: (1) curvas de interpolagdo suaves dentro de to
do o subdominio e (2) uso de aproximagao em série de Taylor para
as fungdes de exponenciais. Varias modificagdes foram posterior-
mente implementadas, em particular um importante ganho em acuida
de foi obtido pela substituigio da primeira forma de aproximagao:
a ser referida neste texto como Expansdo em Taylor da Exponen-—
cial (TSEE),para a spubsequente forma modilficada (MISEE). Entretan-
to as duas feigSes iniciais permaneceram, no essencial.

Em 1984 o autor foi aceito como orientado pelo Dr. A.
D. Gosman, tamb&m da Sec¢do de Fluldos do Departzmento de Enge-
nharia Meclnica do Imperial College, com o proposito de testar e
desenvolver a discretizacdo apresentada naquele manuscrito. Uma
pesquisa bibliografica neste estagio levou a compreensao da simi
litude desta discretizacdo com a de Allen, bem comc de sua rela-
tiva originalidade. De fins de 1984 em diante este trabalho foi
desenvolvido na Faculdade de Engenharia de Campinas, UNICAMP, de
forma independente pelo presente autor. Mais recentemente, O au-
tor foi aceito como orientadc pelo Prof. 0.V. Trevisan, do Depar
tamento de Energia desta Faculdade.

0 trabalho experimental referido nao mais possuia qual
guer relagdo com o trabalho tedrico e foi abandonado para efei-
tos da tese. Um relatdrio do trabalho experimental € apresentado

no manuscrito ndo publicado "Concentration Distribution of a



Scalar in a Ventilated Room: Experimental Results".

As computagoes do cdmodo ventilado com o TEACH sao des
critos no proximo item, com os propositos de registrar o traba-
iheo realizado, mostrar alguns aspectos do algoritmo e motivar a

discussac subsequente em estimacdo do erro numérico.

1.3. DISTRIBUICAO DE ESCALAR EM COMODO COM AR CONDICIONADO

1.3.1. Problema fisico

0 trabalho agui descrito & um modelamento bidimensio-
nal da distribuicao de polhigéo em um cdmodo ventilado. Assume-se
que a polulcac emane de uma fonte localizada no sclo. O poluente
pode ser passivo ou associado a um efeito de empuxo por variacao
de densidade.

A bem conhecida analogia entre transferéncia de calor
e de massa permite que os resultados de concentragao cobtidos pos
sam ser interpretados também como perfis de distribuigao de tem-
peratura devidos a uma fonte de calor na mesma localizagao da
fonte contaminante.

0 efeito de empuxc pode estar associado a poluigao de
duas formas. A densidade da mistura ar-poluente pode ser sensi-
vel &s concentracBes do contaminante. Bste caso & considerado
neste trabalho, mas & provavelmente irrelevante em termos prati-
cos, dado que pequenas concentragbes de varios poluentes podem
causar muito danc ao ser humano antes de afetar significativamen
te a densidade do ar. O efeito de empuxo mais provavel ocorre

quando poluic¢do e calor sao simultaneamente produzidos na mesma



fonte, come por exemplo seria o caso de um recipiente aberto com
dcido aguecido. Aqui a analogia entre transferéncias de calor e
massa permite uma simplificagao na solucdo do problema combina-
do de transferéncia de calor e massa ao tornar redundante uma
das equacdes de transferéncia. Isto nao se restringe aos = Casos
de estrita identidade entre os nimercs de Prandtl e Schmidt de-
vido a predomindncia do transporte turbulento, tanteo nas camadas
limites como em todo campo de escoamento.

A configuragdc geom@trica Lipica dos presentes calecu-~
los & mostrada na figura 1.1, gque apresenta a entrada de ar em
uma payrede junto ao teto, salda sobre o solo na parede oposta €
uma fonte de poluigdo em certo ponto do solo. A figura também a-
presenta linhas de corrente e perfis de concentracédo referentes
a uma situacao de auséncia do empuxo. O escoamento emerginde da
entrada comporta-se como um jato junto ao teto com uma recircula
gdo abalxo. O escoamento para a esquerda junto ao chiao cria uma
zona de alta concentragdo de poluentes no canto inferior esgquer-
do da figura.

Predigdes tedricas de escoamentos deste tipo tornaram-
se possiveis com o desenvolvimento dos assim chamados modelos de
turbuldncia de duas equagdes, gue hAao reguerem estimativas pré-
vias do comprimento caracteristico de mistura. Este trabalho ado
ta o modelo K-¢, descrito por Launder e Spalding (1974) .

Distribuicdes de velocidade em cOmodos con condigdes
similares s3o investigadas por Nielsen et al {1978 e 1979), Niel
sen (1982), Restivo (197%2) e Andrade e Restivo (1982}, tantoc tego
ricamente por meio do mesmo modelo K-t quanto experimentalmente
atraves de anemometria laser-Doppler em modelos em pequena esSca=

la. Outras referdncias sao mencionadas por estes autores.
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O escopo do presente trabalho & basicamente limitado
3 configuracio geométrica da figura 1.1 (L/H=3, hi,/H=0,056, ...
hout/Rin=3) . A relevancia e as limitacdes desta configuragao par
ticular serzo ilustradas pelas seguintes observagoes, colhidas na
literatura citada.

Em termos qualitativos © padrao de escoamentc esguema-
tizado na Sigura (1.1) & aplicavel a uma larga faixa de configu-
ragdes: ;-ra L/H igual a 1.25; 2; 3 e 4, e hin/H igual a 0,0033;
0,01; 0,222; 0,017; 60,0185 e 0,056. Um aumento ha espessura da
entrada de ar, mantida a vazdo, diminui a circulagdo no comodo.
Por outro lado, padrdes instaveis foram observados em comodos mui
to compridos.

As dimensoes da salda de ar mostraram-se  basicamente
sem relevincia. Entretanto, o posicionamento e a forma do difu-~
sor de entrada tém grande influéncia: o jato pode se comportar
como na figura 1.1, ou pode se separar do teto em diregao aoc
chio. Obstaculos no teto também podem causar separagao do jato,
como observado experimentalmente por Neilsen (1980} . Depois da
separagao o jato pode recolar-se ao teto ou desviar-se em dire-
cao ao solo dependendo das dimensoes do obstaculo. Se ocorrer O
desvio todo o padrdo do escoamento & modificado, com a formagao
de uma dupla circulag¢aoc no cdémodo, e assim,mesmo as conclusdes
qualitativas da configuracdo simplificada podem nao ser aplica-
veis,

Parte das computacOes aqui descritas lidam com escoa-
mentos com empuxo,. Nestes cCasos assume-se gue o0 empuxo esteja
sempre associado & fonte de poluicao, seja devido a fluxos de ca

jor ou & densidade do contaminante em si. Em outras palavras,nﬁo

cio consideradas fontes distintas de calor e contaminante.
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1.3.2. Equacoes do modelo

O modelamento consiste na solugao do sistema de equa-
¢ao constituido pela continuidade, Navier-Stokes, e outras cqua-—
¢oes de transporte relevantes, consideradas em termos de prOprig.
dades médias no tempo. Para um escoamento bidimensional emn regi-
me permanente nas coordenadas cartesianas temos a equacdo da

continuidade na forma:

B(pu)4_3(pv)

9x ay =0 (1.1}

Todas as demais equag¢oes podem ser escritas numa forma

comum:

olpug)  olpvd) 3 o9y _ 3 Ity _ o
5% T oy 3x Ver X §§'(Yef §§) St (1.2)
A eguagao acima pode representar quaisquer das egua-

¢oes de Navier-Stokes, substituindo a variavel ¢ pelas componen-
tes de velocidade u e v, Yorf pela viscosidade efetiva Hof © S¢
pela soma do gradiente de pressao, forgas de campo e termos ex-
tra introduzidos pelo modelamento da turbuléncia. Por outro lado
¢ pode também representar escalares como temperatura ou concen— -
tragao de espécies quimicas, como indicado na Tabela 1.1, mos-—
trando os valores de difusividade Yof © termo fonte S¢ especifi-
cas a cada caso.

A viscosidade e a difusividade efetivas sdo por hiplte
se do modelo dependentes de duas varidveis isotrdpicas: a ener-

gia cinética especifica de turbuléncia (X) e a taxa de dissipa-



TABELA 1.1 - Particulariza¢@c da Equagao Geral

vective-Difusivo

12

de Transporte Con-

PROPRIEDADE TRANSPORTADA

Difusividade

Terno Fonte

feti
Grandeza Valor ¢ gfe Hve S¢h
Conservada intensivo Yef
- - 9
Momentum na u; = uouv Hop = M+ W B, o B8 g, +
diregao % 5 uj)
x; = X ouy +J'=| IR} (Uef 9%,
Energia o, P
o= ==+
interna 0 Yot Pr Pr 0
Concentracgao
de T Y :_U.. -{-.l_lL_ 0
. ef Sc Sc
contaminante
Energia "
cinética k Yof = 61- P+ G -¢
turbulenta k
Dissipagao _ My € -
@ Yop =5 - (CyP-C,e+C36)
Turbulenta £
onde:
2 2 Ju; iy, Ui
- i !
P=aky gk M Gt Ex) ax,
9 J ! J
_ Kt 98
G = iél & 9 Pr ax;



TABELA 1.2 - Valores das constantes empiricas no modelo K-g

turbuléncia.

CONSTANTE VALOR
CLl 0,09
Prt 0.9
Sct 0,9
crk 1,0
o} 1,3

)
C 1,44
1
Cs 1,92
1,0
C3

13

de
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cio turbulenta (e). Estas varidveis também devem obedecer a equa
¢oes de transporte na forma (1.2), com y_ . € S¢ fornecidos na ta
bela (1.1). Destas duas varidveis representativas determinam-se
por anidlise dimensional as demais caracteristicas do fendneno
turbulento. O comprimento de mistura (%) & dado por ﬁ=k3/2/e.De§
crigtes mais detalhadas deste conjunto de equagoes sao forneci-
das por Launder e Spalding (1974), Restivo (1979), Taylor (1981)
e outros,

0 modelamento da turbuléncia reguer a especificagao de
algumas constantes empiricamente determinaveis. O praesente traba
tho adota os valores apresentados na tabela 1.2, Quase todos es-
tes valores foram sugeridos por Launder e Spalding (1974), com
excegao de C4, seguindo Ideriah (1977) gue encontrou o valor Cq
unitdrio comoc o mais adequado a escoamentos de cavidades.

Adotando as hipdteses de Boussinesq para convecgao na-
tural os efeitos de empuxo sao levades em conta através do produ
to do coeficiente de expansac volumétrica pela temperatura (go) .
Possiveis efeitos da concentragao do contaminante podem ser con-
siderados analogamente definindo-se um coeficiente de expansao

volumétrica concentracional:

8p (1.3)

= aT

o |~

e substituindo o termo (B8) na eguagadao do momentum por (BB+RT) .

Assumindo que o escoamento seja predominante turbulen-
to, a analogia entre transferéncia de calor e massa, manifestada
na identidade dos niimeros de Prandtl e Schmidt turbulentos, per-
mite gue a equagao de transporte da energia térmica seja dispen-

sada, desde que todo fluxo térmico na fronteira esteja associado



a fonte poluente, guando entdo as equagaes de transporte e respec
tivas condigoes de contorno para calor e massa tornam-se andlogas
inteiramente,.

O tratamento das camadas limites a quaisguer paredes sO
lidas recorre ds "fungoes universais de parede" com escoamento pa
ralelo e gradiente de pressdo nulo na diregao do escoamento, le-
vando a uma camada limite com tensac de cisalhamento e fluxos de
calor e massa localmente uniformes. A forma particular da lei de
pavede adotada reconhece na camada limite, por simplicidade, as
©cgioes laminar e turbulenta.

Todas as paredes sdo consideradas impermeaveis e adiaba
tiéas, exceto a fonte onde um fluxo de calor ou vazao massica de.
contaminante & especificado.

Todas as propriedades na entrada de ar sao uniformemen-
te distribuidas. Os niveis de turbuléncia na admissao sao defini-
dos por flutuacOes de velocidade de média guadratica iguais a

0,04 u segundo experimentos de Restivo (1879). O mesmo autor

in”
concluiu também, com base em experimentos numericos, que O escoa-
mento era insensivel a variacoes do comprimento de mistura na en-

trada. Vale entretanto reportar gue um valor de 0.1 hin foi adota

do nas presentes computacgoes.

1.3.3. Procedimento numérico

0 problema acima definido foi resolvido pelo algoritmo
TEACH, descrito por Patankar (1980) e, em maiores detalhes ccmou-
tacionais, por Gosman e Pun {1974). TEACH consiste na solugac se-

quencial de cada uma das eguagoes de transporte, e da um tratamen
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to especifico para a continuidade. As equacgoes de transporte mo-
mentaneamentée lineérizadas, incluindo Navier—-Stokes, sao resolvi-
das por um procedimento coluna - a - coluna utilizando © Algo-
ritmo de Matriz Tri-diagonal (TDMA). A estabilidade deste método
iterativo & garantida desde que a equagao matricial seja diagonal
mente dominante, o gue & assegurado pelo uso do esquema de discre
tizacdo hibride, descrito no capitulo 2.

Para iratar a equagao da contiﬁuidade TEACH adota o
algoritmo iterativo SIMPLE, gue prové um campo de velocidades con
servativo de massa, segundo a discretizagao referida na secgao
2.5.3. Isto & conseguido por meio de corregoes de velocidade, de-
rivadas das equactes discretizadas do momentum & continuidade in-
corporando nova linearizagao entre velocidades e pressoes. Corre-
cBes associadas de pressdo estabelecem o campo de pressoes.

TEACH usa uma grade alternada, na qual os nos de veloci
dade s3o localizados entre os nds representativos das grandezas
escalares.(Figura 1.2). Admite grades regular ou irregularmente
espagadas.

A grade utilizada nas presentes computaglOes & represen-—
tada na figura (1.1) pelas escalas paralelas as paredes. O primei
ro e Gitimo nos em cada direcgdo sdo posicionados fora do dominio
' fisicu, e sdo simdtricos e seus nds vizinhos em relagao ds pare-
des. Note-se a reduzida distancia entre as paredes e os nos ime-

diatamente adjacentes.
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1.3.4. Resultados do modelamento

1.3.4.1. Introducao

De acordo com a literatura previamente referida ado-

tam-se aqui os pardmetros adimensicnais de Reynolds, Arquimedes

e Schmidt na seguinte forma:

;.. hg
Re = —1 It (1.4)
v
(s - Bi.Yhy
Ar = g8 Oout in/Din (1.5)
1. .2
in
gec =2 (L.6)
Y

0 nimerc de Arquimedes pode ser modificado para repre-
sentar o problema de empuxo por efeito combinado de expansao tér
mica e concentracional adotando a forma:

Ar = g[B(eout - 93p) + 2{Tlout - Tin}]hin | (1.7}

u., 2
in

A escolha da espessura de entrada de ar como dimensao
caracteristica estd sujeita & seguinte critica. O nimero Reynolds
obtido, por exemplo, & diretamente representativo da regiac de en
trada do jato, mas nao das restantes regices. Cabe lembrar que
os experimentos numéricos previamente referidos de Restivo  mos-
traram uma infludncia desprezivel do-comprimento de mistura da en
trada sobre o restante do escoamento. Além disso, a comparagac

dos presentes resultados com outros de Nielsen {(1979) indica gque
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a circulagdo € aumentada em menores espessuras com a mesma vazao
massica total e, portanto, o mesmo nimero de Reynolds na forma
(1.4).

Uma vez que as proporcoes entre as caracteristicas geo-
métricas sdo mantidas através deste trabalho, a guestao acima le-

vantada ndo & relevante para comparagoes entre os presentes resul

tados. Para comparagoes com outros escoamentos em cavidade, entrg-”

tanto, pareceria razodvel adotar como dimensao caracteristica o
comprimento ou a altura do cémodo._Neste sentido, seria realista
multiplicar os nimeros de Reynolds apresentados por um fator tal
como 3/0,056 ou 1/0,056.

0s calculos foram realizados nos computadores CDC 6600
e CDC 7600 do Centroc de Computagao da Universidade de Londres, os
resultados enviados ao Centro de Computagdo do Imperial College
(ICCC) onde as figuras eram impressas segundo um programa em
FORTRAN adequado ac sistema TEXTRONIC. Este trajeto era comandado
por arguivos-procedimento construidos gragas ao excelente servi-
¢o de apoio ao usuarioc do ICCC, e se baseava no sistema operacio-
nal NOSl. Ele ndo seria vidvel no sistema NOS2 implementado apos

1984.
1.3.4.2. Escoamentos puramente forcados

Padrdes de concentracdo para escoamentos Sem empuxo sao
mostrados na figura (1.3}, apresentando diferentes posigoes da
fonte. Quando a fonte & movida para a direita a distribuigao da
concentragido no cdmodo se homogeneiza. Calculos similares  foram
feitos por Nielsen (1982, comunicagao pessoal) para hin/H = 0,01

e IL/H = 3. Como ja mencionado, a circulagao fol aumentada para
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1.0

1.0

FI6. 1.3 — Dependéncia da Concentragao com a posicdo da fonte poluente

(Re=7456, Sc=0,72, Ar=0).
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menores difusores e, predisivelmente, os valores de concentracao
foram em geral menores nos seus calculos, mas o aspecte geral do
perfil foi similar e a mesma tendéncia foi observada.

Em termos praticos pode-se concluir que o posicionamen-
to da fonte no lado direito minimiza as taxas de concentragao por
todo cdmodo. Se puder ser assegurado que a regiao a esquerda seja
c¢T.tzda para uso humano, o0 posicionamento 3 esguerda diminui a
concentracao na zona ocupada.

O tamanho da fonte nac mostrou influéncia significativa
na distribuicao geral, como mostrado na figura (1.4).

As difusividades moleculares também mostraram diminuta
influéncia na distribuicdo do escalar, como pode ser visto na fi-
gura (1.5), onde distribuigtGes de concentracdo para poluentes co-
mo amdnia (Sc = 0,54 no ar) e benzeno (Sc = 1,71 no ar) sio compa
radas. Isto indica a domindncia das difusividades turbulentas no
processo de acordo com o modelo, e justifica a analogia entre
transferéncia de calor e massa agui adotada, sem exigir a estrita
identidade entre os nimeros de Schmidt e de Prandtl moleculares .
A configuragao apresentada na figura (1.5) reproduz o caso de

exaustdo de ar estar localizada imediatamente & jusante da fonte

poluente, mostrando decréscimos vitais na concentracao.

As figuras (1.7) e (1.8) reproduzem respectivamente as
linhas de corrente e as distribuicdes de concentragao para situa
coes de crescente niimero de Reynolids. Neste ponto 1] calculos
parecem contradizer medigoes com anemometria laser - Doppler por
Restivo (1979) no modelo tridimensional: Trés configuragoes do di
fusor mantinham a mesma espessura de entrada hin aqui aditada, di
ferenciando-se qguanto a sua largura, na direcao da profundidade

nao representada na figura (1.1). No primeiro difusor o rasgo de
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e |
Funcdo corrente
o
0.2
04
0.6
0.8
.—r:.- - — l-‘
K]

Distribuigdo de concentragao

F16. 1.8 — Exaustao local do ar poluido (Re=5000, Sc=0,72).
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entrada ocupava toda a profundidade do modelo, na segqunda metade

desta dimensdo, e no terceiro apenas um nono da profundidade. Os
experimentos de Restivo indicavam gue nos dois primeiros casos,on
de a bidimensionalidade & uma aproximagaoc menos severa, os perfis
adimensionalizados de velocidade permaneceram constantes para nli-
meros de_Reynolds superiores a 5.000. Enquanto isto os resultados
numéricos bidimensionais da figura (1.7) indicam a variacgdo  do
perfil para Reynolds bem maiores. Tal contradicao remete ao ques-

tionamento da acuidade numerica ou do modelamento da turbuléncia.
1.3.4.3. Escoamentos COm empuxe

A influéncia do empuxo na ventilacgdo do icomodo €  mos-
!
trada nas figuras (1.9} e (1.10), apresentando peﬁfis de velocida
de e de escalares para varios nlmeros de Arquimedés.

Nas figuras {1.9-a) e (1.9-b), reproduzindo escoamentos
com menores forgas de empuxco, a circulagao aumenta com crescentes
nimeros de Arguimedes. Esta aceleracao & facilmente compreendida
em termos fisicos; quando o ar menos denso & carregado em diregao
4 regido de escoamento ascendente, & esquerda da figura, as for-
cas de empuxo adicionam-se d circulagao. As figuras (1.10-a) e
(1.10-b) mostram o correspondente decré&scimo nos niveis de concen
tragdo dentro do cdmodo devido as maiores velocidades e niveis de
turbuléncia. |

Os resultados com maiores numeros de Arguimedes que-
bram este efeito meramente guantitativo de aceleragdo de circula-
gao, como pode ser visto nas figuras (1.9-c) e (1.9-d). Al & cria
da uma dupla circulagao. 0 jato descola-se do teto descendo em

diregido ao solo ou & parede esquerda; o tamanho da regido de cir-
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FiG. 1.9 — Fungao corrente para varios niimeros de Arquimedes

(Re=5000, Sc=0,72}.
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culacdo a esquerda, que mantém o mesmo sentido horarioc anterior,
decresce para maiores numeros de Arguimedes.

Uma diminuicdo brusca nos niveis de concentracgao,que po
de ser observada nas figuras (1.10-c¢) e (1.10-d), ocorre com o
novo padrao de dupla circulagao. Engquanto na situagao anterior de
baixos nUmeros de Arquimedes © contaminante deixava © comodo a me
dida que a difnrsido molecular e turbulenta © fazia cruzar a linha
de corrente $=1, na situagao de dupla circulagao a poluicac & con
vectada diretamente para a exaustao, e a difusdo se torna o meio
peloc gqual alguma contaminacdao permanece no cémodo. Consequentemen
te, novo aumento do nimero de Arquimedes leva a um aumento da po-
luicao no comodo, invertendo a tendéncia anterior.

padrdes de dupla circulagdo foram tambdm preditos  por
Nielsen et al (1979) e Restivo (1979) em computacoes modelando o
solo uniformemente aguecido. Estes autores referem-se ainda a ex-
perimentos laboratoriais de Schwnke (1973) éomo tendo evidenciado

transigado similar entre um e outro padrao.
1.3.5. Acuidade

A¢ figuras (1.11) a (1.13) mostram perfis de concentra
~¢ado relativos a um escoamento forcado, pdara diferentes posigoes
da fonte, calculados com grades usuais (25x25 nds) e grades mais
grosseiras. A razoavel variagao entre os perfis recomendaria maior
refinamento.

Tal refinamento trazia grande abréscimo de custos compu
tacionais, mais do gue proporcionalmente a: area de memdria amplia-
da, uma vez gue 08 calculos com o TEACH requeriam nimero crescen—

te de iteragoes para grades mais refinadas. Assim & gue, enguan-
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to uma computagac usual demandava de 6 a 8 unidades de custo, uma
computacao com grade 40x40 foi abortada sem convergir apds ter
consumido cerca de 40 unidades.

A figura (1.14) apresenta os resultados de refinamento
na diregao horizontal, de 25x25 nds para 40x25 nds, indicando pe-
quenas variagdes, mas na diregao oposta aoc refinamento anterior.
As computagdes com refinamento na diregao vertical, com 25x40 nds,
resultaram instdveis, o que foi atribuldo 3 disparidade muito gran
de nas dimensces horizontal e vertical das células numéricas.

Esta linha de avaliagao do erro numérico por refinamen-—
to da grade ji tinha pois tido razodvel custo sem lograr uma esti
mativa de precisao dos cilculos. |

Por esta época entretanto tornara-se amplamente reconhe
cida a grande dependéncia das com@utagaes com a discretizagao &
montante em relagdo ao refinamento. Assim, por exemplo, Restivo
{1979) havia comparado as solucgoes hidrodinamicas obtidas com gra
des de 17x20 e 39x39 nds para um caso puramente forcado, e consta
tado diferencgas até 2% da velocidade maxima, concluindo que a
acuidade da computagac teria sido desta ordem. Disparidades maio-
res foram encontradas em escoamentos com empuxo. Entretanto, esta
va clara naquele momento a insuficiéncia de uma resposta deste ti
PO, uma vez que nada assegura que a grade 39x39 seja suficiente-
mente refinada; ae contrario, a experiéncia com a discretizacdo 3
montante indica gue a solugao especialmente convergida & raramen-
te alcangada, exceto na camada limite,

Por ouitro lado, o refinamento em um Unico caso, ou em
alguns poucos casos, deixaria a rigor sem resposta a questao do
erro em outros casos. Retomemos por exemplo a contradigao entre

os experimentos de Restivo indicando invariabilidade do perfil de
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velocidades adimensionalizadas para nGmeros de Reynclds superio-
res a 5.000, e os resultados da figura (1.7) mostrando ¢ oposto.
Neste caso o refinamento seria necessario para pelo menos dois va
lores de Reynolds na série mostrada. Segundo as observagoes de
Restivo, o refinamento da grade seria ainda mais necessario nos
casos Ccol empuXo.

No intuito de circunavegar esta custosa rota, foi suge-
rido ao antor a avaliagao do erro pelo conceito de difusdc numéri

ca, apre=entado a seguir.

j.4. ABORDAGEM DE ANALISE DE ERRO
3 .4.1. Introducao

Na seccao anterior foram apresentadas computagoes de um
esc-camento recirculante turbﬁlento, mostrando perfis de velocida
de e concentragao fisicamente plausiveis, sem, entretanto, garan-
tia de acuidade, uma vez Jque O refinamento nac assegurou conver-
géncia espacial.

Sequndo uma pratica entao comum na literatura de mecani
ca dos fluidos numérica em engenharia, foil iniciado um estudo em
difusdo numérica com o propdsito de encontrar alguma estimativa
de erro. Pode ser importante avangar que as investigagOes realiza
das levaram a uma visao critica de algumaé concepgoes envolvendo
este conceito, como & introduzido agui e desenvolvido nos capitu-

los 6 e 7.
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1.4,2. O copceito de difusdao numérjca

A expressaoc "difusdo numérica" deriva da analise, por
série de Taylor, do erro da discretizagao unilateral & montante
para o termo convectivo, que no caso unidimensional em grades re-

gulares leva a:

2
.- plul ax  a%

2 d}{z (1.8)

0 erro de primeira ordem & proporcional a segunda deri-
vada da fungao, e neste sentido pode ser representado como uma di
fusdo falsa ou numérica. Além dissb, como a velocidade & tomada
em valor absoluto, o coeficiente de falsa difusao se torna neces-
sariamente positive, isto €, no sentido indicado pela segunda Leil
da Termodindmica.

Como observado por Roache (1972), esta falsa difusdo tor

na~se comparavel & difusao fisica gquando

A
Pg = p]ui X . 2 {1.9)

Neste sentido, ¢ diferenciamento unilateral a 'montante
revela-se inacurado para os altos valores do numero de Peclet on-
de seu uso se faria necessirio pela instabilidade do diferencia-
mento central.

Este mesmo autor ressalta que em vdrias circunstancias
o desempenho do diferenciamento & montante ndo € ruim como pare-
ceria pelas consideragdes acima, particularmente em situagoes qua

se inviscidas, posto que al a falsa viscosidade torna-se tao ne-
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gligencidvel quanto a real viscosidade, e também na camada limite
como veremos no ltem 1.4.4.

A expresséo difus3o numérica foi em sequida associada
ao fendmeno de suavizacao de perfils abruptos, como observado nos
experimentos numéricos de Wolfstein (1969} . Tais experimentos, ou
similares descritos por Patankar (1980}, simulam o transporte pu-
ramente convectivo de um escalar cujo perfil na diregdo normal ao
escoamento mostra inicialmente uma descontinuidade. A discretiza-
. ¢Ac unilateral 3 montante produz al resultados extremamente depen
dentes do dngulo entre o escoamento e a grade numérica: a distri-
buigdo descontinua &€ suavizada se o escoamento & inclinado em re-
lagdo a grade, mas permanece descontinua se o esccamento & parale
lo a um dos eixos numéricos. Quando existe alguma inclinacdo a de
formacdo resultante cresce na diregdo do escoamento de uma forma
gue sugere de fato um processo difusivo. Um coeficiente de falsa
difusdo foi encontrado por analogia com um processgo de difusao fi
sica.

Outro estudo freguentemente citado acerca de difusao nu
mérica & devido a Vahl Davis e Mallison (1972 e 1976), gque apre-
sentam uma formula aproximada para o coeficiente de falsa difusao
correspondente a uma estimativa do primeiro termo do erro segundo
a andlise em série de Taylor, utilizando a extrapolagao, para um
escoamento qualquer, de uma caracteristica especifica dos escoa-
mentos em camadas cisalhantes, como se segue.

Escoamentos cisalhantes tais como camadas limite e ja—-
tos finos apresentam pequenas derivadas segundas na diregao nox-
mal, como mostrado por Prandtl (1904, ver Schlichting, 1960, Capil
tulo VII). E esta a caracteristica incorﬁorada na expressac de

vahl Davis e Mallison. Deve ser notado que as formulas de Wolfs-
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tein e Vahl Davis e Mallison sao bastante coincidentes, mostrando
dependéncia analoga do erro em relagdo & inclinagdo entre escoa-
mentc ~ grade numerica.

A partir destas fontes, vem se solidificando em parte
da literatura o conceito de difusao numérica como um fendmeno es-
sencialmente associado aoc angulo entre grade e diregao do escoa-
merts. pelo menos na auséncia de fontes e transientes. Cite-se
agyui Briggs (1975), Patankar (1980) e muitos outros. Patankar, en
marticular, utiliza a f£ormula de Vahl Davis e Mallison como prova
da angularidade essencial do erro numérico.

Vahl Davis e Mallison (1976) utilizam sua propria formu
la da difusao numérica para mostrar a inadequacgao da discretiza-
950 pela montante a um escoamento em cavidade, onde foi estimada
uma viscosidade falsa muito significativa diante da viscOsidade
real.

Dado que os eventuais erros devidos &a derivada segun-
da na diregao do escoamento s3do desconsiderados, a formula possi-
velmente representa uma estimativa conservadora do erro. aAssim,na
forma gue € usada pelos seus autores, a expressao de Vahl Davis e
Mallison & justificavel. Pelos mesmos motivos, seria ousado apro-
var alguma computagdao com a discretizagac a montante com base nes
ta formula conservativa.

Entretanto, o uso das formulas de Wolfstein e Vahl Da
vis e Mallison em parte da literatura subsequente parece tendente
a transformar uma hipdtese simplificadora em verdade indisputével.

Notamos que ambas as formulas foram derivadas para fun-
¢Oes particulares, sempre suaves na direcao do escoamento e abrup
tas na diregao cruzada. Como demonstrado por experimentos numéri-
cos nos capitulos 6 e 7 desta Tese, os efeitos angulares observa-

dox nestas func¢oes especificas nao podem ser tomados por gerais.
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Para avaliacdo do erro do esquema hibrido, outro ponto
precisa ser ressaltado: neste esquema, a discretizacdo a montan-
te do termo convectivo & acompanhada pelo desprezo do termo difu-
sivo. Além de existir uma falsa difusdo, desaparece a real. O pre
sente autor esbogou algumas especulagdes no sentido de que a fal-
sa difus3o produzida no esquema hibrido equivaleria a falsa difu-
s3o da discretizacdo & montante subtraido o valor da difusao fisi
ca (manuscrito nfo publicado "Upwind Differencing and Numerical
Diffusion in TEACH"). Entretanto esta linha de avaliagao, sem res
paldo na literatura, ndc foi implementada, e o autor foi estimula
‘do a voltar-se i abordagem de McGuirk e Rodi, descrita a seguir.

£ interessante notar, porém, as seguintes comparagoes.
vahl Davis e Mallison analisaram com seu método uma solugao do
problema da cavidade hidrodinamica com uma das paredes em movimen
to tangencial, para numeros de Reynolds da ordem 10¥, supondo es-
coamento laminar. O nimero de Reynolds das solucoes apresentadas
no item anterior, posto em termos da altura do comodo, € da ordem
105. Entretanto, do ponto de vista numérico, esta ordem de grande
za desconsidera o usc da viscosidade eguivalente, modeladora da
turbuléncia, que foi de uma a duas ordens de grandeza superior a
viscosidade molecular. Desta forma as cavidades consideradas no
“item anterior sado bastante comparaveis as analisadas por vahl Da-
vis e Mallison em termos do niimero de Reynolds relativo & viscosi
dade efetiva. Desta maneira, as conclusoes dagqueles autores sao
possivelmente extensiveis aos calculos com © comodo ventilado, is-
to &, as computagoes com a discretizagao a montante sao provavel-

mente inadequadas.



1.4.3. A avaliacdo da difusido numérica segundo Rodi e Mc Guirk

Mc Guirk e Rodi (1978) apresentam um método de refina-
mento seletivo da grade orientado por uma avaliacao do erro da
discretizagao & montante. Esta avaliagdoc & baseada na comparacio
entre os diferenciamentos 4 montante e central. Estes autores tam
bém empregam o termo difusio numérica para referir-se ao erro,sem
entretanto relagdo aparente com o conceito angular. Pelo seu méto
do, uma solucdo convergida éom a discretizacao d montante & obti-

7

da em circunstancia onde o diferenciamento central levaria a ma-
triz de coeficientes ndo diagonalmente dominante. Entretanto, es-
timativas por diferenciamento central do termo convectivo em cada
cela podem ser feitas a posteriori e comparadas ds estimativas do
termo convectivo pela discretizagdo & montante. A diferenca local
entre ambas as estimativas, denominada residuo, & interpretada co
me expressao do erro de primeira ordem e utilizada para direcio-
nar o refinamento seletivo da grade pelo qual regioces de maiores
residuos sao preferencialmente refinados.

Seria obviamente inadequado tomar a discretizacao cen-
tral como padrao para um dado refinamento da grade, uma vez qgue
solugbes com o diferenciamento central frequentemente apresentam-
se inacuradas, com aspecto de ruido oscilatdrio. Entretanto, o mé
todo de Mq Guirk e Rodi € ligado a um processoc de refinamento da
grade e, da&g que o diferenciamento central tende a tornar-se boa
referéncia para grade suficientemente refinada, o m&todo poderia
ser justificado eventualmente com base nestas tendéncias assintd-
ticas.

Entretanto, uma grave objec¢ao se coloca se o método &

uriiizado para avaliar o erro numérice no esguema hibrido, -+ como
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em Mc Guirk, Taylor e Whitelaw (1981) e em Taylor (1581). O dife-
renciamento central e a discretizagio a montante do termo convec-
tivo convergem monotonicamente para a mesma solugac em grades su-
ficientemente refinadas, e portanto a reducio dos residuos a valo
res peguenos, indicando a coincidéncia de eventuais solugbes a
montante e central, pode também significar a coincidéncia de am-
bas com a solucidc exata. Ja no caso do esquema hibrido, este e a
discretizacido central convergem para a mesma solucdo quando a dis
cretizacdo A montante € eliminada, isto &, quando todos numeros
de Peclet celulares forem menores ou iguais a 2, © que nao asseqgu

ra convergéncia espacial.

1.4.4. Analise em série de Taylor

Apesar de todas as tentativas de abordagem éo.erro ante
riormente descritas se basearem de alguma maneira na analise em
gérie de Taylor, deve ser reportado que esta analise em si vem
sendo criticada com frequéncia na literatura de aniiise numeri-
ca da dinamica do meio fluido. Tem sido reconhecido que © termo
de ordem inferior do erro nao & necessariamente o termo dominante
como pode ser observado nesta citacio de Wong e Railthby {(1979):
“Uma analise em série de Taylor gue produz um erro ¢e truncagem é
frequentemente enganosa para altos numeros de Reynolds porgue ©
teymo basico do erro de truncagem pode nao representar adequada-
mente o erro total”.

Ainda gue verdadeira no essencial, esta afirmacao pode
cer criticada por se basear num ponto de vista estatico no que
se refere a2 ordem de acuidade. O enorme potencial da analise em

série de Taylor sO pode ser compreendido na perspectiva dindmi-
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ca do processo de refinamento da gréde. 0 termc de menor ordem do
erro pode nao ser dominante para um dadc refinamente da grade,
mas sera necessariamente o erro dominante se a grade for devida-~
mente refinada até que a convergéncia para um padrio definido pos
sa ser vislumbrada.

E orovavel que a razoavel desconsideracao para com a
analise em Taylor tenha por base a experiéncia de muitos pvesquisa
dores com regioes de camada limite, em que a discretizacao a mon-
tante do termo convectivo mostra-se superior & discretizagao cen-
tral.

E precisc ter al clareza quanto 3 especificidade da ca-
mada limite em regime permanente sem gradientes de pressio forte-
mepte adversos. Como demonstrado em teymos de consideragdes dimen
Sionais pela Teoria da Camada Limite de Prandtl (ver Schlichting,
1960), se x e y sao respectivamente paralela e normal a velocida
de principal e ¢ € uma proprigdade transportada na camada limite

(incluindo a componente de velocidade na direcdo x), entdo:

82 2
Egg.<< 55% (1.10)

Estas consideragGes, que sdo a base da parabolizacdo das
equagoes de transporte na camada limite, também implicam em que
o errc da discretizagdo d montante seja pequeno na camada limite,
se a computagao numérica adota o mesmo sistema de coordenadas x-y,
como observado por Roache (1972). Note-se que a simples mudanga
de coordenadas que introduz a uma inclinagdo entre o escoamento e
a grade & suficiente para aumentar sobremaneira o erro da discre-

tizagao & montante, uma vez que entdo nas duas direcles coordena-
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das existirdo termos convectivos importantes com altas segundas
derivadas.

Entretanto, como o caso geral nao se restringe ao caso
da camada limite inclinada em relacdo & grade, o erro de primei-
ra ordem da discretizagdo & montante nao pode ser descrito Como
um fendmeno essencialmente angular. Em outras palavras, a aborda-
gem em série de Taylor consegue entender o efeito angular como ca
so especifico, e evita que tal efeito seja considerado a base ge
ral do erro da discretizagdo & montante. Evita também certa idea-
lizagdo que se observa da discretizagao 3 montante na direcdo do
escoamento, guando se diz que estas discretizacdes nac possuem ai
fusac numérica. |

Fora do paso especifico da camada }Jimitg a dlscretiza-
¢do A& montapte nag gaenverge adequadamente cam O rafinamento da
grade, e o dlferenciamento central tende a tornar-se melhor - em
termos de acuidade (5§ medida gue seus problemas de estabilidade
possam Ser enfrentados) . Quando discretizagdes de nrimeira e de
segunda ordem sao comparadas, no caso geral, duas tendencias as-
sintdticas si3o fornecidas pela andlise em série de Taylor. Em pri
meiro lugar, o erro de segunda ordem diminuird mais rapidamente
que o de primeira ordem com O refinamento da grade, para grades
suficientemente pequenas. Em segundo lugar, tals grades serdo su-
ficientemente pequenas com as discretizagoes de segunda ordem mui
to antes de serem suficientemente pequenas para as de primeira oOr
dem (Pantoja, J.F.A. de 0., comunicacdo pessoal). Isto porque o)
termo de primeira ordem do erro sb pode tornar-se dominante guan-
do o termo de segunda ordem tiver se anulado. Uma discretizagao
de segunda ordem, cujo erro fosse comparivel ao termo de segunda

ordem da discretizacao de primeira ordem, teria j& convergido en-
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quanto a discretizagao de primeira ordem estaria apenas entrando
na fase de redugdo do erro proporcionalmente ao tamanho da grade.
Por isto, uma corrente importante adota as discretiza-
¢oes classicas de segunda ordem nas diferentes abordagens, enfren
tando com refinamento seletivo e outros métodos as limitagoes
da estabilidade em matrizes nao diagonalmente dominantes. Como me
lhor explicitado no Capitulo 3, esta corrente levanta importantes
questdes contra procedimentos como ¢ esquema hibrido com sua fal-
ta de monotonicidade, o que pode ser posto nos seguintes termos:
A discretizac@o d montante do termo convectivo mais o desprezo do
termo difusivo operam como mecanismos de estabilizagao da equagao
matricial, mas n3o garantem a acujdade., Nem sequer o processo de
refinamento da grade aponta necessariamente na diregao da solugao
pvma vez gue este processo consiste em duas fases: na primeira, a
evalugdo do perfil para diferentes grades € dominada pela redugdo
da Area resolvida pelo diferenciamento 4 montante sem difusao real;
na segunda fase, com todo diferenciamento a montante eliminado, a
evolugdo do perfil dependeria do erro assintotico do diferencia-

mento central.
1.5. NOTAS FINAIS
1.5.1. Resumo
Um conjunto de simulagces bidimensionais do escoamento
em cémodo ventilado foi obtido utilizando a formulagdo de varia-

veis primitivas com equacSes de corregdo de velocidade e pressao

do tipo SIMPLE, com base no esquema hibrido de discretizagao de
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Spalding, e adotando o modelo K-e de Turbulencia. Foram obtidos
resultados fisicamente plausiveis, mas cuja acuidade nac pdde ser
afirmada categoricamente. Ao contrario, tanto a comparacgac de so-
lugoes com diferentes refinamentos, quanto as avaliagoes da difu-
sdo numérica de Vahl Davis e Mallison, como as consideragbes so-
bre a nio monotonicidade do diferenciamento hibrido conduziam &
conclusdo uninime de que a acuidade nao estava garantida.

Neste contexto foi se tornando crescentemente madura a
a idéia de se buscar uma discretizagao mantendo a caracteristica
tipica da interpolag@c exponencial, de ser uma solugae local apro
ximada da prdpria equagdo gue se busca resolver. E que fosse, além
disso, estdvel, acurada e monotdnica. A estabilidade, pelo menos
no caso linear, serja assegurada pela diagonalidade dominante da
matriz dos coeficlentes. Acyidade demandaria a mais alta ordem pos
sivel de aproximagdo, que & muito dificilmente superior a 2 em
problemas bidimensionais complexos. A monotonicidade do agquema
foi buscada atravds de aproximagdes da fungdo da expcnencial do
niimero de Peclet celular em torno do vélor nulo. E tcdos estes a-
tributos deveriam ser investigados por experimentos rumaricos.

A questdo da avaliagdo do desempenho de uma discretiza-
¢ao requer, entretanto, na mecanica dos fluidos numérica, a defi-
nigio do critério de avaliagao da discretizagao.

Como ja foi dito o terno difusdo numérica foi motivado
por uma anilise em série de Taylor, e as expressoes existentes pa
ra avaliacdo da difusdo numérica sdo apresentadas como estimati-
vas do primeiro termo da expressao. Paradoxalmente, entretanto, o©
conceito de difusdo numérica fol sendo apresentado como indepen-
dente, e mesmo oposto d série de Taylor. A tal ponto que uma dis-

cretizagdao de segunda oxrdem como a discretizagdo de Allen chega a
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ser acusada de possuir difusao numérica. Iste ocorreu na literatu
ra em mecdnica dos fluidos numérica & medida em gue aconteciam
dois movimentos: um, o relativo descrédito da an3lise em série de
Taylor e, outro, o termo difusao numérica passava a expressar o
efeito angular observado nos experimentos de Wolfstein onde, para
complicar, a fungao tebrica, descontinua, n3o pode ser descrita
em uma Gnica serie de Taylor, Neste contexto, a presente tesge
alinha-se pela justa valorizagac da série de Taylor como a grande
ferramenta para analise do erro numérico, inclusive nas computa-

¢oes em mecdnica dos fluidos.

1.5.2. Apresentagao des Capitulos subsequentes

A abordagem de Volumes de Controle para discretizacdo das
equagoes de transporte e da continuidade & apresentada no Capitu
lo 2, incluindo uma descrigao das discretizac¢des mais comuns, Nes
te capitulo se apresenta a forma de anilise em série de Taylor a-
dequada 4 abordagem de volume de controle. Mostra-se também al
que, em principio, tanto a forma convectiva guanto a forma diver-
gente das equacoes de transporte sao compativeis com a abordagem
de Volumesde Controle.

0 Capitulo 3 apresenta uma pesquisa bibliografica sobre
discretizagoes exponenciais ou correlatas em algum sentido.

Os dois capitulos seguintes concentram-se na analise ted
rica de esquemas de discretizagaoc exponenciais do tipo de Allen ,
al incluindo as propostas do presente autor para uma forma em Vo-
lume de Controle de discretizagao, e algumas outras formas exis=-
tentes na literatura. O Capituloc 4 apresenta uma descricac unita

ria destas discretizagoes, que sao analisadas em termos de série
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de Taylor no Capitulo 5.

0 Capitulo 6 apresenta comparagtes dentre diversas dis
cretizagbes de cinco pontos para problemas bidimensionais empre-
gando a equacao de transporte linear homogénea de coeficientes
constantes de uma forma extensiva e sistemdtica.

0 Capitulo 7, mais restrito & aproximagdo em série  de
Taylor da discretizagdo exponencial, considera oS campos de velo-
cidade obtidos pelos escoamentos Jeffery-Homel, que sdo solugoes
exatas das equacdes de Navier-Stokes completas.

No Capltulo 8 aplicamos a andlise de Taylor desenvolvi-
da no Capitulc 5 a alguns casos lineares tratados nc Capitulo 6,
correlacionandc o erro de consisténcia, dado pela andlise em sé-
rie de Taylor do erro do operadcor discretoc em relagac ac operador

diferencial, com o errc de convergéncia empiricamente observado.



CAPITULO 2

PRELIMINARES DO METODO DE DIFERENCIAMENTO

2.1. INTRODUCAO

A presente tese se ocupa da representacao finita dos
fluxos convectivo e difusivo de uma propriedade transpor+tada ¢;em
geral os demals termos na equagao considerada sac por hipdtese co
nhecidos ou determinaveis, e sio representados'como termo fonte
nao homogéneo. Assume-se configuragio bidimensional e considera-
se grade retangular, embora o Método dos Volumes Finitos permita
generalizagao a grades curvilineas, como exXpresso por Gosman et
al (1969) e desenvolvido por Demirdzic (1982).

A equagao de transporte & geralmente escrita, dentro da

abordagem de Volumes de Controle, na forma divergente:?

dlpup) _ B . 3. 3lovp) _ 3 . 3%y _
T ) Ty sy 05 =8 (2.1)

No caso geral as grandezas p, v e 5, bem como as COompo~
nentes de velocidade u e v, sdo fungdes das coordenadas espaciais.
A variagao da densidade p deve ser admitida em escoamentos  com-
pressiveis, onde podem ocorrer devido d variac@o da pressio em
fungao da velocidade — o que em geral demanda nimeros de Mach su-
periores a um ou dois décimos. Variacgoes de densidade ocorrem ain
da em situagOes de convecgao natural e sdo relevantes para convec

¢ao muito intensa onde a hipdtese de Boussinesq mostre-se inade-
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guada. A variabilidade do coeficiente difusivo y leva em conta

os casos de esczzmentos turbulentos,
nos. A variabilidade dos componentes

como do termo fornte 5, em virtude de

ou de fluidos nao newtonia-
de velocidade & obvia, bem

suas amplas definigoes.

A egquacgac 2.1 pode ser expressa mais compactamente em

termos do fluxo conjugado convectivo

levante ¢, gue & dado por:

onde

= - 2%
Fx pud Y 5y

pvcb-w%%

_ﬁ
il

~difuso F da propriedade re-

(2.2.1}

(2.2.2)

(2.2.3)

A equacdo (2.1) fica assim reduzida a

.._BFX-]-E_&:S
9x oy

De acordo com a abordagem

(2.3)

de Volumes de Controle, a

equacao {(2.3) & duplamente integrada sobre o volume de controle

finito da figura (2.1), donde:

x
(EE}E.}.EF_Y

ax oy

bt e Mg

Xe
R = (Ax Ay)_1 J
Rt

S

- 8) axdy = 0 {(2.4)

-1 . . .
0 termo (AxAy) & introduzido aqui para tornar a re-
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resultante expressao dimensionalmente eguivalente a& forma dife-~
rancial {(2,1). Com isto a ordem de acuidade de qualquer discreti
zacdo & expresga em ambas as formas por poténcias similares de
Ax e Ay,

Procedendo de acordo com ¢ método, usa-se o teorema de

Green para obter:

-1 Yn yn
R = {Ax Ay) { f Fx(xe,y)dy - f Fx(xw,y)dy +
¥s ¥s
*e *e Xy ¥Yn )
+ | Fy(x,yn)dx - Fy(x,ys)dx -/ | saxdy}=0 (2.5.1)
Xw XW XW ys

As formas correspondentes em problemas uni ou tri-dimen

sionais seriam, com referéncia d notacdo apresentada na figura

2.2:
-1 Xe
R =% {FF, - [ sax} =0 (2.5.2)
X
e
_ ¥Yn 2u Yn 2y
Ry, = (xdybz) ' { [ | F Gy,2)dyde - [ | F(x,y,2)dydz
¥y 23 Yg 23
¥ 2y *e 2y e Yy
+f Fy(x,yn,z}dxdz - Fy(x,ys,z)dxdz +f Fz(x,y,zu)dxdz
X 29 *w %g w ¥s
% Yn ¥e Yn %
-{ Fz(x,y,zd)dxdy -f [ [saxdydz } =0 {2.5.3)
R Yg X Yy Zd

Independente da dimensdo do problema, a aplicagac  do

teorema do divergente de Green substitui a computacgao de termos
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3¢ 3%¢ . aF .
: — =X v -
Lomo w2 Ou ==, lncorporados em 5%’ POT diferengas entre alo

res de ¢ ou %% respectivamente nos limites leste e oeste da
sela, e analogamente para as outras direcdes.

Com o uso da eguagao da continuidade prova-se que a
equagcao (2.1) pode ser também escrita na forma convectiva:
¢ _ 9 Eﬁ) o 8

— .@ =
X -&(Y o + ‘DVW B—Y— (Y By) S (2.6)

pu

Esta forma também pode ser integrada em torno do volu-
me de controle relevante, embora o teorema do divergente de Green
nao0 possa ser aplicado no mesmo modo. Além diéso a identificacgao
de um fluxo convectivo em cada fronteira da cela n3o é direta.En
ﬁfetanto, um andlogo do fluxo liguido em cada diregdo pode ser

Asfinido com simplicidade:

y _ Oy _ 3¢ 3 o)
Fx" x ~ PUlax T ty Bx) (2.7.1)
"oy _ 8 _ 8 . 3 2.7.2
Fy - oV = 5 (Y By) - (2.7.2)

Assim fazendo as expressoces (2.3), (2.4) e (2.5) perma
necem validas.

Grande numero de autores, em particular Wong e Raithby
(1976), identificam dois momentos no processo de aproximag¢ao do
metodo dos Volumes de Controle. O primeiro momento, ou aproxima-
cao I, consiste em representar as propriedades e portanto os flu
xos nas faces do contorno da cela por valores representativos do
ponto de intersec¢ao entre as faces e os eixos coordenados das

celas, isto é:
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[ Flg,v)dy = F b0 (yy,) (2.8.1)

f Flryp)dn = Fy 0 %) (2.8.2)

onde o indice b se refere a gualguer face relevante, isto é&:

xb==%m X, (2.8.3)
Yb::YS ou v, (2.8.4)

0 segundo momento, ou aproximagao 11, consiste em és-
tigar o fluxo no ponto especificado da face por valores nos pon-
tos nodais vizinhos. A aproximagao II & portanto especifica a ca
da discretizacdc particular.

A descrigao acima parece adequar—se a algumas discretl
zacdes, COLT por exemplo dquelas gue empregam exclusivamente nds
nos eixos coordenados, mas ndc a todas. Com respeito & notagao
2a figura {2.3) note-se gue a aproximagdo I & necessariamente
aplicével: 1) a discretizacbes de cinco pontos, isto &, aguelas
empragando O nd central P e os nds cardeais N, S, W e E, cam por
exempls as discretizagoes central e & montante, e 2) a discreti-
zacoes de nove pontos, incluindo os cinco anteriores e O3S nos
cardeais extremos NN, S5, WW € EE, como & o caso da discretiza-
¢io quadrédtica & montante.

Entretanto, discretizacgoes gue incluem s pontos nao

cardeais MW, NE, SW e SE podem permitir gue a integragao do fluxo
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FIG. 2.3 - Representacao de celas com

muitos pontos.



através da face W, por exemplo, seja feita sem a aproximagao ex-
clusivamente pelo ponto intermediario. Este & o caso da Discreti
zagdo Analitica-Finita, descrita no capitulo 3, onde o processo
de aproximagdo das fungdes bidimensionais ndo & subdividido nes-
tas duas etapas. J& o esguema a montante direcional, por outro
lado, emprega os pontos ndo cardeals como também a redugdo da in
tegral ao valor de um ponto intermedidrio multiplicado pela di-
mensao da face.

0 uso da aproximacao I implica em uma grande simplifi-
cacao ao reduzir o problema multidimensional a alguns problemas
unidimensionais. O presente trabalho restringe-se a discretiza-
¢oes de cinco pontos, de forma que a descrigao de Wong e Raithby
& aplicavel.

Finalmente, apontamos aqui uma questdo colocada pela
irregularidade da grade no método dos volumes de controle. Refe-
re-ze 3 escolha entre grades com estruturas de tipo fronteiras
centradas qu tipo nds centrados (ou praticas A e B resvectivamen
te, de acordo com Patankar, 1980). Estas, mostradas na fig. 2.1.2

sao definidas na nomenclatura da figura 2.l1.1 por:

Fronteiras centradas

%, = Xg/2 (2.9.1)
X, = X/2 (2.9.2
Yy = Yy/2 (2.9.3)

Y, = ¥g/2 (2.9.4)
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NOs Centrados

1 XW= ——X (2;9«5)

Yo = - Y (2.9.6)

2.2. Descricio de algumas discretizagbes em Volumes Finitos

2.2.1. Generalidades

Procedemos a uma descricao resumida de diferentes dis-
cretizagles para a equagao de transporte pelo método dos Volumes
de Controle. Detalhes das derivagles sao encontrados por exemplo,
em Patankar, ou nas referéncias especificadas ao longo deste
item. Varias formas da discretizacdo exponencial sao apresenta-
das em detalhe, porém, no capitulo 4.

A equacao de diferengas assume, para cada cela do domi

nio, a forma geral:

AP¢P==]§AB¢B—-S (2.10)

onde o Indice B refere-se a cada nd imediatamente vizinho ao pon
to P. As expressoes para Ap dependem de cada discretizacaoc, mas
as seguintes relagoes aplicam-se pelo menos para as discretiza-

goes de cinco pontos (P e os vizinhos N, S, W e E, representados

por B)

AP=1§AB+D (2.11.1)
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onde D € dado por |

- [{pa)a = (pu) (pv)ip = (pV)
D-—[ Eﬂx W o+ ﬂw ﬂ {2.11.2)

para a forma divergente da equagao de transporte (2.1) e
D=0 _ (2.11.3)

para a forma convectiva (2.6).

Na solucdo iterativa das equagdes lineares (ou momenta
neamente linearizadas) a diagonalidade dominante da matriz a ser
invertida & condicdo suficiente para a estabilidade dos proces%
sos de resolugao iterativa ponto-a-ponto ou linha-a-1linha reque-~

rendo que (Varga, 1962)
ap] > ] Ing| (2.12.1)

para todas as celas e

|2, | <% |2y (2.12.2)

em pelo menos uma cela.

O termo D na equacao 2.11, tipico da forma divergente
da equacdo de transporte, pode dar origem a matriz naoc diagonal-
mente dominante, qualguer que seja a discretizacgao adotada. 0
procedimento da versdo de TEACH utilizado no modelamento do ar
condicionado {secgao 1.3} evitava este risco computando © ter@o

D guando este contribuilsse para a diagonalidade dominante, € %o
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descartando quando ele diminuisse o valor de fAP . Nas computa~
g¢oes do capitulo 7 com a forma divergente da equacio de transpor
te & adotado por simplicidade e uniformidade o procedimento de
descartar D sempre, implicando, como se vera, em uma aproximagio
de primeilra ou segunda ordem, dependendo da regularidade da gra-
de.

Devido & nulidade ou ao desprezo do termo D resulta da
equagdo {2.11) que a diagonalidade dominante é alcancada se to-
dos os coeficientes Ap, ou coeficientes de influéncia, tiverem o
mesmo sinal. Observemos que a desigualdade estrita € garantida
por condic¢des de contorno de Dirichlet ou pela esp?cificagéo de

um valor de referéncia em um dos nds da fronteira, no caso de

problemas inteiramente definidos por condicoes de Newman {veja-

se, a exemplo, Jain, 197%).

2.2.2. Discretizacoes classicas

Dentro da abordagem de Volume de Controle & usual deri
varem-se as discretizagoes pela montante e central respectivamen
te pelos perfis em degrau,esquematizado na figura (2.4-a), e 1i-
near por partes,da figura (2.4-b). O perfil linear por partes po
de ser usado para interpolacoes dos valores das fungoes e sua
primeira derivada em qualquer ponto intermediario, e em particu
lar na fronteira da cela. Este perfil leva a uma eguagao de dife

rengas na forma divergente onde os Ay sao dados por:

AE=B§XE- (p;)eJax‘l (2.13.1)
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b) perfil linear por partes.

FIG. 2.4 — Perfis Interpolantes para as discretizacgGes

classicas.
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pu) -1
Ay =|;£?V£_-— ( 2“’};‘_\}( (2.13.2})

para a direcac x, e analogamente para a diregao y, substituindo
os termos X ou u e os indices e, w, E ou Wpor vy, v, n, s, N ou
S5 respectivamente, No caso da grade regular esta equagaoc discre-
tizada aproxima a equag¢ao diferencial na forma divergente com
erro de segunda ordem para convecgao e difusao.

A condicado de diagonalidade dominante neste esquema im

plica em:

8
op [Up |62 2 (2.14)

[Pog |~

e se mostra demasiadamente estreita para muitas aplicacgces prati

cas.

No perfil em degrau, o valor da fungso em gualquer pon
to do intervalo & igualado ao valor no mais préximo nd & montan-
te. Assim, o valor de ¢w,
¢W se o escoamentc for para a direita, e a ¢P em escoamentos pa-
ra a esquerda. Este perfil leva, no caso regular, ao esguema de
discretizacdo de primeira ordem & montante para a convecgdo, mas
prevé difusdo nula nas fronteiras, alem de descontinuidade nos
nos .

0 esquema de discretizagdo & montante para a convecgao

combinado com o diferenciamento central para difusao resulta em

coeficientes de influéncia na forma:

Ay = (al_g + [[=ew 0] ) ax”’ (2.15.1)
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por exemplo, & assumidamente igual a
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W 8

A = (ﬁ+ [[(pu)w,(]]])f_\x_l (2.15.2)
W

onde as duplas barras indicam o valor maximo entre as quantida-

des dispostas. ExpressOes para A.e Ag sao analogas.

N
Os coeficientes das expressoes (2.15) sao necessaria-

mente positivos, resultando portanto numa matriz de coeficientes

diagonalmente dominante.

2.2.3. Discretizacoes exponenciaisg

Possivelmente a mais conhecida discretizagao exponen-—
cial & aguela assopojada aos trabalhos de Spalding (1972) e
Raithby e Tarrance (1974) para a forma divergente da equagac de
transporte. Ela toma, como curva de interpolagdo entre os nos P

e B, uma fungao exponencial do tipo:

b = Cp exp [{p:)b x] s c, (2.16)
b

Esta curva, representada na figura (2.5-a}, & solugac

da equacao:

a¢ _ a’¢ - 2.17

Pwp ax T Ypaxz 77 (2.17)

Sujeita as condig6es de contorno ¢ = ¢P e ¢ = ¢B nos

nds P e B respectivamente, os coeficientes de influéncia se tor-

nam, na diregao x:
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a) Equagao gervatriz homogénea

2 Be
2, Py
Tw P E Tw P E

b) Equagdoc geratriz nao homogénea

FIG. 2.5 - Perfis de Interpolagdo Exponencial.
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(pu)
e Ax (2.18.1)

AE=

(P}
expl:——Y;e- 6xE:| -1

= Ax (2.18.2)

e analogamente para a diregdo y.

Apesar de nao ter sido formulado em Volumesz de Contro-
le, menclonaremos o primeiro esquema de discretizagdo exponen-
cial, de Allen (Allen e Southwell, 1455}, que também pode ser
explicado em termos de uma equacdoc geratriz, embora Gnica para

todo subdominio W-P-E na direg¢dc x, na forma:

do _ 4% _
(Wp 3~ Y 3o = 5 (2.19}
onde o termo S conceitualmente representa a somatdria dos termos
fonte, fluxos convectivos e difusivos na diregao cruzada ou quais
quer termos extra. Note-se que o coeficiente de convecgdo & refe
rido ao nd central, indicande o uso da forma convectiva da equa-

cdo de transporte. A curva de interpolagao associada &

_ (p)p S
$ = Cl exp (— - )+ C2 + TEGTE—X (2.20}

0 termo S n3o necessariamente precisa ser calculado
por estimagdc direta dos termos que ele conceitualmente represen
ta,como seria proposto posteriormente por Woﬁg e Raithby (1979).

Ao invés, S pode ser calculado, juntc a C; e C,.pela imposicao



67

dé que esta curva satisfaga ds condigles $=byr $p € ¢ nos nos W,
P e E respectivamente,

Ambas as curvas de interpolagao sao esquematizadas na
figura (2.6). O esquema de Allen & muito mais realista, particu-
larmente pela suavidade da curva no nd central, correspondendo a
obvia justificagdo fisica do termo n3o homogéneo admitido.

Allen formulou sua discretizag¢do para um fluido newto-
niano em escoamento incompressivel laminar para uma grade regu-
lar no espago transformado. Os coeficientes de influéncia resul-

tante, na diregao x, sao:

(Du)p 1

AE = o Ax (2.21.1)
exp[i%gg ﬂx]'— 1
(Pu)p
(pu)y, exp " Ax 1
AW== Ax (2.21.2)
(QU)P

Além da diferencga nos subscritos, relativos ao uso da
forma convectiva ou difusiva, as expressces (2.21)} e (2.18) sao
muito similares. Isto resulta da limitacao da formulagao de Al-
len a grades regulares. Numa generalizacao da discretizacao de
Allen para grade irreqular, apresentada pelo presente autor no
Capitulo 4, um termo diferente aparece.

Ambas as discretizag¢Ges levam incondicionalmente a ma-
trizes diagonalmente dominantes,

O esquema hibrido de Spalding (1972), bem como a Lei
de Poténcla de Patankar (1980) sao apresentados como aproximagao

do esquems exponencial baseado na equagaoc geratriz homogénea.



68

0 esquema hibrido emprega diferenciamento central en-
quanto IPeB| < 2. Para maiores nimeros de Peclet intercelulares
adota a discretizacdo unilateral pela montante para ¢ termo con-
vectivo e degpreza o termo difusivo,o que sera doravante denomi-
nado, por brevidade, discretizagdo & montante sem difusdo. Este
esquema peode ser interpretado como a adocdo completa do perfil
en degrau, o que parece ser de fato o significado de algumaé ex—
pressdes como esquema de "tangue-e-tubo" ou de “cela doadoré".

0 escoamento hibrido & uma aproximagao duplamente: as-
sintdtica do esquema exponencial no sentido de que o diferencia-
mento central coincide com o exponencial para Peclet celular nu-
lo, enquanto o esquema d montante sem difusdo aproxima o esquema
exponencial para niimeros de Peclet celulares tendentes a infini
to. Os coeficientes de influéncia na diregdo x sSa0 expressos, pa

ra o esquema hibrido, na forma:

_ Ye {pule -1

AE = [[ -6-}2]':3—"--—2—-— ¥ _(DU.)e ¥ 0}] Ax (2.22.1)
- ¥ (puly -1

A, = {[Igﬁi-k 3 I ' (p‘u)%r ' (ﬂ} Ax (2.22.2)

O esquema de Lei de Poténcia aproxima oS coeficientes
de infludneia por uma expressdo polinomial para |Pe| < 10, e pa-
ra valores maiores adota a discretizagio d montante sem difusao.

A expressac resultante para os coeficientes &:

Ay = { %%; [[0, L ]] + [[0, —~(pu)e]]} Ax"! (2.23.1)

N
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B, = {%r-"i'x;\T [[o, wW]] + [[0,(pu)w]]} A (2.23.2)
0,1 | (pulp| oxg |*
my = 1 - Y (2.23.3)

E frequentemente afirmado gque a representacdo em série
de Taylor da fungac exponencial & convergente de forma muito len
ta para altos argumentos, 0 gue parece haver desencorajado pes-
quisas neste sentido. Entretanto, uma aproximagao conveniente u-
sando série de Taylor de grau arbitririo foi encontrada; & apre-
sentada no capitulo 4 e comparada a outras aproximagoes no capi-

tulo 6.

2.2.4. Discretizacao quadratica pela montante

A discretizagao quadratica 3 montante, advogada  por
Leonard (1978, 1979-a) e outros {(Leonard et al, 1978; Pollard e
Siu, 1982), emprega uma interpolagio parabdlica para cada frontel
ra, como mostrado na flgura (2.6), A parabola relativa a uma da-
da fronteira & ajustada a trés nds vizinhos, dois & montante e
um 4 jusante da fronteira. Tal curva de interpolagdo & usada pa-
ra o termo convectivo; para o termo difusivo Leonard mantém o di
ferenciamento central.

A equagdo de diferengas envolve pelo menos um termo
extra, WW ou EE, dependendo da direcao do escoamento, o que im-
plica em uma matriz menos esparsa. Devido ainda a estes pontos
cardeais extremos o tratamento dos contornos, e mésmo dos pontos

interiores imediatamente vizinhos ao contorno, se complexifica ,

ou se reduz a alguma das discretizagoes classicas. As condig¢les
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FIG. 2.6 - Perfis da Interpolagdo Quadratica pela Montante.
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de zztabilidade do método sao, de acordo com Leonard, considera-
veirante mais amplas que aguelas do diferenciamento central. Es-
te antor advoga a discretizagao quadratica a montante como de
terceira ordem, Leschziner (1980) apresenta uma expressao para
0 erro do termo convectivo no caso da grade regular para escoa
mento incompressivel gue indica um erro de segunda ordem na si-

tuagao bidimensional, e terceira ordem no caso unidimensional.

2.2.5. Discretizacoes direcionais a montante

Consideramos sob este titulo esquémas do tipo rotacico-
nal 3 montante de Raithby (1976) ou do esquema vetorial a montan
te de Lillington (1981), cuja caracteristica comum & o emprego
da discretizagdo a montante na diregao da linha de corrente.

Isto & esquematizado na figura (2.7) ilustrando sua
grade de até& nove nds. O valor de ¢ no ponto intermediario da fa
ce de contorno w,por exemplo,é assumidamente igual ao valor de
¢ no ponto w' localizado a montante de w na diregao do escoamen-—
to e sobre a linha N-NW-W-SW-5 para escoamentos para a direita ,
‘ou sobre NW-N-P-S-SW para escoamentos para a esquerda. O valor
de ¢ no ponto w', por sua vez, & obtido por interpolagao linear
entre os nos imediatamente adjacentes, tal comoc W e SW na figura
(2.7} .

A motivacgdo destes esquemas e inteiramente associada
ao conceito de difusdo numérica angular discutido na secgao l.4.
Trata-se mesmo de um ilustrativo exemplo da relagao entre a teo-
ria de avaliacd3c do erro e a propositura pratica de uma discreti
zagao. Neste caso, identificada a fonte de erro da discretizacgao

i montante com © angulo entre © escoamento e a grade onde a dis-
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FIG. 2.7 - Grade para discretizacgao direcional & montante.
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cretizagao & adotada, torna-se natural evitar a discretizacao &
montante exceto na diregao do escoamento.

Entretanto, como ja foi comentado, os erros da discre-
tizagac 3@ montante na diregdo do escoamento nao serac necessaria
mente pequenos no caso geral por serem pequencs na camada limite
Esta assertiva sera demonstrada por experimentos numericos no
capitulo 6 no contextoc da equagao de transporte bidimensional 1i
near homogénea de coeficientes constantes em regime permanente ,
ou seja, mesmo inexistindo transientes ou termos fonte.

Assim sendo, embora esta tese, no (ue se refecrc a expe
rimentos numéricos, esteja limitada a discretizagdes de cinco
pontos, e portanto nac pretenda discutir uma discretizagao de
ate nove pontos como as direcionais, serd possivel mostrar indi-
retamente gue a mudanga nas coordenadas locais para evitar incli
nacdc pode melhorar a acuidade em algumas circunsténcias, mas
ndao em todas. Além disso, a mudanga nas coordenadas pode introdu
zir novos erros numéricos, particularmente gquando as fungoes se-
necidais necessirias d mudanga, por serem computacicnalmente cus=-
tosas, sao aproximadas de alguma forma, como em Lai (1983).

Ndo se quer dizer com isto que as discretizagoes dire-
cionais n3o possam ser vantajosas. Ao contrario, a eliminagao de
uma fonte de erro comprovadamente significativa deve ser benéfi-
ca, e a literatura da confirmagoes disto (capitulo 3 desta Tese)
Més quer dizer que a direcionalidade nac deve ser absolutizada,e
gue dentro das discretizagoes direcionais ou nao, tem relevancia
a distingdo entre discretizagoes de primeira e segunda ordem, e
fundamentalmente, entre discretizacles convergentes ou nao.

Neste sentido merecem destaque as discretizagoes dire-

1 » «
cionais exponenciais, apresentadas no capitulo 3.
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2.2.6. aygliacao global dos métodos de discretizacao

As limitagles das discretizagdes clédssicas foram bas-
tante discutidas no primeiro capitulo: o diferenciamento central
mostra~se instavel fora de estreita faixa, e o diferenciamento &
montante apresenta-se inacurado fora da camada limite.

Varias das alternativas existentes envolvem discretiza
coes de até nove pontos, cuja complexidade algoritmica seria jus
tificavel se existissem indicagoes fortes de acuidade e estabilli
dade. Nao & o caso da discretizagao quadrética i montante, que
nao gera matriz com incondicional diagconalidade dominante, nem
da discretizagao direcional & montante, de primeira crdem.

Ji o esquema exponencial combina feigOes importantes
de uma discretizacdo: segunda ordem de convergéncia e matriz de
coeficientes diagonalmente dominante, com a simplicidade das dis
cretizacdes de cinco pontos. Além destas razoes objetivas, ha
que se acrescentar o poderoso apelo de um método de discretiza-
c30 essencialmente associado & equagd@o que se busca resolver. Ha
alguma similitude entre este aspecto e o uso de principios varia
cionais em elementos finitos, no sentido de que o principib va-
riacional explicitado na discretizagdo & uma expressao equivalen
te 3 propria eguacdo. Entretanto, a abordagem de Allen € mais ge
ral na medida em-que se torna aplicadvel mesmo quando nao existem
principios variacionais conhecidos, mas apenas a equagac diferen

cial, como & o caso de Navier-Stokes.

T
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2.3. A ABORDAGEM DE VOLUMES DE CONTROLE E A ANALISE DE ERRO

2.3.1. Introducao

No capitulo 1 apontamos uma generalizada subestimacio
da andlise de erro por série de Taylor entre muitos textos da
fluidodindmica numérica. Esta subestimagdo & reforgada por  in-
compreensoes neste assunto, como exemplificado abaixo.

Ao descrever a abordagem em volume de controle, Patan-
kar (1980) diz ser uma de suas mais atrativas feigSes gque "a solu
¢ao resultante implicaria gue a conservagao integral de quantida
des como massa, momentum e energia & satisfeita exatamente sobre
qualgquer grupo de volumes de controle e, & claro, sobre todo o
dominio de cdlculo. Esta caracteristica existe para gualquer nii~-
mero de pontos na grade — nao apenas no sentido de limite quando
o nimero de pontos se torna grande. Assim, mesmo solugdes com
grades dgrosseiras exibem balangos integrais éxatoé".

As palavras acima parecem hao reconhecef-que qualquer
discretizagao, seja baseada diretamente em série de Taylor, seja
na abordagem Volume Finitos ou em alguma abordagem de Elementos
Finitos, & necessariamenté uma solugac aproximada da equagdo di-
ferencial, gque & por hipOtese a representacdo exata das leis de
conservagac. Todos os métodos de discretizagao podem portanto o-
bedecer um principio de conservacdo apenas "no sentido de limi-
te quando o nimero de pontos se torna grande".

A distingao entre diferentes discretizagles raramente
pode ser expressa em termos absolutos de conservacionismo ou

ndo, mas guase sempre em termos de gqudao conservativa cada discre
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tizacdo € — e esta informagao & dada fundamentalmente pela anali
se em série de Taylor.

Outro exemplo pode ser encontrado em Stubley et al
(1980, 1982), que decompoem o erro total em duas fontes que se
somam, a saber, o erro de perfil, dado pela diferencga entre as
fungoes aproximadas e exatas, e o erro de operador, representado
_pela diferenga entre oOs operadores diferencial e discreto. Ora,
a analise por série de Taylor mostra ao contrario gue os erros
de pertil e de operador s3o manifestacgoes, sob diferentes pris-—
mas, do mesmo erro de discretizagao, e que portanto nao poden
adicisnar-se para se constitulr no erro total.

0 erro do operador & o que mais diretamente se relacio
-~ com o erro da solucdo. Segundo o teorema de Lax (Linz, 1979)
uwma discretizacio & convergente se for estavel e consistente, e
a ordem de convergéncia & igual a ordem de consisténcia, isto &,
i ordem determinada por analise em série de Taylor do erro do
operador. Este erro do operador pbde ser visto como determinado
pela diferenca dos erros de perfil, sendo em geral pior, uma
ordem inferior ao erro de perfil. Por outro lado, & pos-
sivel gue erros dé perfil de ambos os lados da cela cancelem-
se mutuamente, de maneira gue O erfo do operador diminua, © gue
costuma acontecer em grades regulares. Assim, embora a relagao
entre erro de perfil e erro de operador seja complexa, regueren-
do uma andlise concreta caso a caso, S30 ambos manifestacdes em
diferentes niveis do mesmo erro da discretizagac, e nao podem
assim, ser adicionados, da mesma forma como nao se pode adicio-
nar um joule de calor transferido ao nimerc de graus centigrados

de aguecimento causado por aguele joule em um corpo gualguer.



77

Estes exemplos enfatizam a necessidade de uma defini-
g30 clara do que significa a ordem de acuidade no contexto do mé
todo dos volumes finitos. A presente secgdo objetiva prover uma
apresentagdo organizada da série de Taylor neste contexto. Seria
temerdrio apresentar as consideracOes deste capitulo como origi
nais do presente autor, posto que sao bastante fundamentais, mas
o autor tem a conviccdo de gue estas notas, frutos de sua anali-
se, sdo novas numa ampla gama de literatura, ja que muitas incom
preensoes teriam sido evitadas pelo conhecimento desta anilise

em série de Taylor do erro no método dos Volumes Finitos.
2.3.2. Analise de erro em Diferencas Finitas

Um procedimento classico, usando o conceito de repre-
sentagac das derivadas primeira e segunda no né central, e em-
pregando uma curva de interpolagdo parabdlica, servira de exem-
plo para analise de erro por série de Taylor em Diferencas Fini-
tas, para uma cela unidirecional nos casos de espagamento regu-
lar e irregular. Esta curva de interpolagdo & esquematizada na

figura 2.8 e assume a forma algébrica:
== 2
$ =gyt gXF gx (2.24)

Ajustando a expressao acima aos nds P, W e E conclui-

se que:

(2.25.1)
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ek e . e = R = e T e e e aan =

FIG. 2.8 - Perfil de interpolacdo parabdlico para diferengas

finitas e volumes de controle.



79

_ (bytp)x, = ()%,

g, = (2.25.2)
2 X (X =Xg)
(b ) x . — (¢ ~p.)
9, = E F’XT . T . (2.25.3)
BT v A T

0 valor das derivadas no nd central sao, a partir de

(7.24)

d>p 91 (2.26.1)

bn = 2 9y (2.26.2)

A analise de erro requer que os valores de ¢w e ¢E se-
jam expressos em série de Taylor em torno do ndé P. Assumindo gque

a fungdo ¢ seja suficientemente diferenciavel, ter-se-a:

(bX}{ XXX 3 WX
bg = bp ¥ O Kt Xyt Kt g Xg e (2.27.1)

b ¢ ¢
_ XX XK 3 po 0o QU
G = 0p * O Ky T Kyt T Ryt T Xy e (2.27.2)

onde ¢x' ¢ etc representam as derivadas de ¢ no no central P.

xx’
Substituindo estes valores nas expressoes (2.25) e (2.26) resul-

ta:

l i
? v % ? '
: ¢p = ¢x - ¢XKK g + oa.. (2.28.1)
|
% + 2 4 + %

" "5 W EFEW T T (2.28.2)
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Das expressoes acima conclui-se gque em Diferencas Finitas com o
perfil parabdlico: 1) o andalogo da primeira derivada tem erro de
segunda ordem, em grades regulares ou irregulares, e 2) o analo-
go da segunda derivada tem erro de primeira ordem se a grade for

irregular e de segunda ordem se regular.

2.3.3. Analise de erro para a abordagem de Volumes de Controle:
Preliminares

Por integragao e aplicacao do teorema do divergente de

Green obtem-se o analogo em volume de controle da primeira e se-

gunda derivadas, na forma:

X

e
= = 3 gy = o - w (2.29.1)

Ax ax Ax
"
X
e 2 ¢| __(b'

T = E%E i gx¢ dx =~ u (2.29.2)

Xy
Expressando os valores de ¢e' ¢w’ ¢é e ¢¢ em série

de Taylor em torno do ponto P obtém-se:
cbX.X 2 ¢XKX 3
¢e=¢P+¢xxe+“"§——Xe+ G Xe+ “aw (2.30.1)
Pxx 2 P yxx 3
¢w=¢P+¢xxw+ X, t g Xyt ... (2.30.2)
bxxx dxxxx 3
t 2
by = ¢X + bxx Xg * 5 Xy t—p— X t ... {2.30.3)
bxxx 2 Oxax
1 3

by = bx F odxx X, * —5— X+ ——— X +... (2.30.4)

------
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substituindo as expressdes (2.30.1) e (2.30.2) em {2.29.1)
o andlogo em Volumes de Controle da primeira derivada resulta fi

halmente:

— 24 A% :
o' = b T bxx —xe—;f"l+ Dsexese xex‘zx‘”xw + e (2.31.1)
Similarmente, substituindo (2.30.3) e (2.30.4) em.

(2.29.2) obtem-se o andlogo da segunda derivada:

2 2
Xa + Xy Xe t XXy T Xy

T = by F o e+ oo - + ...(2.31.2)

Nota-se nas expressoes acima que 0S8 anilogos em Volu-
mes de Controle da primeira e segunda derivadas nao correspondem
em geral 4 primeira e segqunda derivadas no ponto P, mas a um va-
lor global para todo o volume do controle. A anidlise por série
de Taylor deve referir-se em principio a este valor glocbal. En-
tretanto, nas seccgoes 2.4 e 2.5 ver-se-a que estes valores glo-
bais reduzem-se em muitos casos ao proprio analogo em Diferengas
Finitas. Aplicaremos antes porédm os conceitos acima a alguns exem

plos, iniciando pelos perfis linear por partes e em degrau.
2.3.4. Perfil linear

Para a interpclagdao linear tem-se:

, 22

be = ¥p * T

. (05t y) (2.32.1)

%
0 = by * 3 U0 (2.32.2)
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L ¢'E - ¢P
¢e _-_?gr-“ (2.3?.3)
by = gwa;%- (2.32.4)

Substituindo as equagces (2.32) em (2.29) os andlogos

em Volumes de Controle resultam:

o' = 5= [% (bgtp) -% (dw - %)1 (2.33.1)
¢"=£—(¢E_¢P—¢W_¢PJ (2.33.2)

*E W

Para a analise de (2.33) pode-se adotar também as ex-

pressoes (2.27), obtendo:

oo 4o TOE T ReW o XedE T ReW (2.34.1)
¢' - ¥ (pxx 2 (Xe_x“y brolo 6 (Xe—Xw) .e
2 2
XE T Xy X5 = X

" =dxx

z(xe_xw) + v m‘i‘... (2.34.2)

Comparando (2.34) e (2.31) nota-se gque o erro vale:

xg - X5 T Re¥p + Xy . (2.35.1)

Ed)! =¢'- ¢ =dxx Z(Xe_xw) -

2 2
Sy BT X XE - wg %
Egn ¥ ¢ 07 =0y [—————]—Z{xe =Ry l:l + b [G(Xe”"w) 2 ]+..

(2.35.2)
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A partir de {2.35) observa-se que: 1} a estimativa da
primeira derivada apresenta em geral erro de primeira ordem, e
2) a estimativa da segunda derivada pode ndo convergir, a menos
que o coeficiente multiplicando ¢xx sSeja anulado. Esta condigao

& satisfelta se:

X -xw==2(}<:.e - %ﬂ) {(2.36)

que ocorre necessariamente em grades regulares, ou irregulares
com a fronteira centrada. Isto confirma uma afirmagdo de Patankar
(1980, capltulo 4), que advoga a pratica de fronteira centrada so
bre a de nds centrados em termos de uma propriedade das parabolas.
Notamos ainda que a pratica de nds centrados pode também produ~

zir estimativa convergente da segunda derivada se forem adotados

espagamentos com variagao aritmética.
2.3.5. Interpolacdao em degrau para a conveccao

Para a interpolacidoc em degrau, assumindo por excmplo eg

coamento paré a direita, tem-se:
b, = ¢ (2.37.1)
., = ¢w {(2.37.2)

0 andlogo em volumes finitos da primeira derivada cor-

responde a:
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o = by —E _ + 0(1) (2.38)
X Xy - X,

que nac & convergente em geral. A condicao para convergéncia é&:
X, = X - X (2.39)
o que impde a regularidade da grade.

2.3.6. Curva de interpolacdo parabdlica

E interessante analisar agui o erro da interpolagao pa
rabhdlica, usada na secgao 2.3.2 na abordagem de Diferengas Fini-
tas, dentro agora da abordagem de Volumes Finitos. A curva de in
terpolacdo € descrita nas expressdes (2.24) e {2.25). As proprie

dades nos contornos da cela sao:

be = 9+ I1%e + Tp%a (2.40.1)
by = Io + 91X * 92&3 {2.4(5.2)
bg = 9 + 209,%, (2.40.3)
b = 9y + 29,%, (2.40.4)

Substituindo estas expresstes em (2.2%) resulta:

Pt =gy gy (B, %) (2.41.1)
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¢" = 2g, (2.41.2)

Substituindo (2.25) e (2.27) em (2.41) resulta

+ + -
P =dx + dyy Xézxw t by e xw)éXE+xW) W4 22
2 2
+ Xtz +
R zggfﬂ‘*dmxx 'ji;%;i—fﬂ-k... (2.42.2)

Comparando-se as expressdes (2.42) e (2.31) nota-se que:
1) a curva de interpolacdo parabblica produz uma estimativa da
primeira derivada, na abordagem de Volumes de Controles, cujo er
ro & de segunda ordem, e 2) a estimativa da segunda derivada a-
presenta errc de primeira ordem se a grade € irregular, e de segun
da se regular.

As conclusOes acima s3o inteiramente anilogas dguelas
da interpolagdo parabdlica com a abordagem de Diferencas Finitas.
Isto pode ser interpretado como um endosso &s nossas criticas 3
concepgaoc de Patankar sobre o método dos Volumes de Controle co-
mo aquele que conserva a propriedade.relevante independentemente

do nivel de refinamento da grade.
2.3.7. Notas sobre grades irregulares

Como ja foi dito, grades regunlares ser3c adotadas em
todas as computagoes numé@ricas dentro desta Tese, uma vez que
constituem a estrutura reticular mais simples e mais adequada
a muitas comparagaes. Entretanto, a ocorréncia de grade irregu-

lar serad objeto de investigagdo nos capitulos tedricos, frequen-
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temente na forma de analise em cérie de Taylor em termos das co-
ordenadas fisicas x e y. O presente item acrescenta informagoes
da literatura buscando apresentar uma visao mais ampla deste to-
pico.

0 refinamento local da grade pode ser feito pela subdi
visio de algumas celas especificas da grade, e assim produzindo
um espagamento descontinuo. Alternativamente, pode-se estabele-
cer espacamento continuamente variado através de todo dominio.
A abordagem descontinua & adotada por exemplo na técnica multi-~
grade, descrita por Phillips e Schmidt (1984) . Parece ser mais
usual a abordagem da variagio continua do espacamento, que tem
sido tradicionalmente adotada pelos usudrios do método dos Volu-
mes de Controle e varios outros. Estas grades aparecem natural-
mente em métodos que atilizam transformagbes de coordenadas para
1idar com contornos irregulares, mapeando O dominio fisico em um
espago transformado. Neste caso as equacaes podem ser escritas
em termos do espago tramsformado, ou a transformacdo de coordena
das pode ser usada apenas com O método de geracdo de grade.

Se as equacbes sdo escritas em termos do espago trans-
formado a g:ade numérica & regular, mas as equagdes se complexi-
ficam. E interessante notar gue © trabalho de Allen e Southwell
(1955) foi também pioneiro no uso desta alternativa.

Por ocutro lado, transformacgdes conformais, conhecidas
na solucac de escoamentos inviscidos, sfo utilizadas para gerar
cao de grades ortogonais no espago fisico em problemas com Jeome
trias complexas.

Estudos acerca de grades irregulares continuamente va-

riaveis sao apresentados por Rivas (1972) e lioffman (1982). Em
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ambos m destaque central & dado para a regra de transformagdo
£=£ (%), que mapeia a grade irregular do espago fisico (x)} na gra
de regﬁlar do espago transformado (£}, seja ele obtido por trans
formacgao conforme ou por uma regra algébrica érbitréria.

Nos itens anteriores foi visto que o uso de grade irre
gular nas computagoes com o diferenciamento central reduz a acui
dade 3 primeira ordem ao introduzir erros multiplos de (6x,-8x.)
ou similares. Rivas demonstra por expansao em série de Taylor em
termos da varidvel transformada £ que estes erros sac ai de se-
gunda ordem, isto &, miltiplos de (8£)?. Isto significa, em ter-
mos praticos, um comportamento de segunda ordem, na medida em
que o erro associado a uma direcao varia,no limite,proporcional-
mente ao inverso do qdadrado_do nimero de celas naquela diregao.

Hoffman (1982) relativiza em certo sentido as observa-
¢oes acima ao notar que apesar do erro no espago transformado ser
de segunda ordem, ele pode ser imprediSivelmente alto se a gra-
de do espago fisico for muito irregulaf.

Vale destacar que as consideracgoes de Rivas assumem que
a transformacdo £=f (x) seja independente do refinamento da grade.
Ainda Que o assuntc ja tenha sido abandonado, & cabivel agui a
constata¢ao de um outro aspecto a complexificar a anilise de er-
ro do escoamento em comodo ventilado. Trata-se de que naguele tra
balho a transformagdo &= (x) era dependente do niimero de pontos
de uma forma nao linear,

Por fim, cabe também aqui suavizar a caracterizacao da
discretizacio 3 montante do termo convectivo como nao convergen-
te para grades irregulares, como constatamos na secgao 2.3.4. Se

a transformagdo £=f (x) for independente do numero de pontos, en-
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tio a relagdo entre grades sucessivas tende para 1 & medida gque

a grade & refinada. Nestas condigOes o termo

_E
X_—-X
e "w
tende tamb&m para 1 e, segundo a equagao (2.38), o anadlogo em
Volumes Finitos da primeira derivada passa a convergir, ainda

que sublinearmente.

2.4. ANALISE EM SERIE DE TAYLOR DA EQUACAO DE TRANSPORTE NA ABOR

DAGEM DE VOLUMES DE CONTROLE
2.4.1. Introducgao

Foi mostrado na seccao anterior que a andlise em serie
de Taylor pode ser aplicada a uma discretizacao no método dos Vo
lumes de Controle reguerendo a especificagao prévia, na forma
de série de Taylor, do operador a ser discretizado, como exempli

ficado pelos andlogos em Volume de Controle da primeira e segun-

da derivadas nas eqguagdes (2.29). O presente item trata desta
anilise prévia para situagoes mais complexas, encontradas nas
equagbes de transporte uni e bi-dimensionais. No proximo item

tratar-se-i da equacao da continuidade. Este estudo servira de
base para a andlise das discretizagles exponenciais no caéitulo
5.

Por simplicidade adotar-se-& nas expansoes em série de

Taylor a notacgao exemplificadz a seguir.

Para fungoOes unidimensionais:
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— _ 2 3
¢ =ox) = fq+ Lx+ Lx £ax + ... {2.43.1)
onde:
_ 14y
fﬂ_ﬁﬁo (2.43.2)
£, = $(0) = ¢P (2.43.3)
Para fungdes bidimensionais:
- _ x — 2 - 2
b = ¢x,y) = f00 + flox + fOly + fzox + tllxy + foéy +
3 2 2 3
+ fa0% +f21xy+f12xy *Egy t o (2.44.1)
onde
n-n
L G (2.44.2)

fnm T AT oy By

fOO = $(0,0) = ¢P {2.44.3)

2.4.2. Equacio de transporte unidimensional
2.4.2.1. Forma divergente

Consideramos inicialmente o operador de transporte uni

dimensional na forma divergente

F.$-=‘§'x" (pa - y=) ¢ (2.45)



onde ¢ & expresso como definido em (2.43) e os coeficientes pu e

v analogamente por:

pulx}) = ag +ax +a x% + a.x® + ... (2.

2 3

— 2 3 (2.
yx) = , + c X + C % + CyX + ...
0 fluxo combinade convectivo-difusivo se torna:
?{K)E(QU(IJ--YQ(P-):F+Fx+Fx2+Fx3+ {2
ax 0 Y 2 3 T '
onde
FO = aofo - Cofl (2.
Fl = alfU + aofl - clfl - 2c0f2 (2.
F2 = a2f0 + alfl + a0f2 - Cgfl - 2clf3 - 3c0f3 (2.
- 3c1f3 - 4ch4 (2.
ou, de forma geral, para qualquer n maior ou igual a 1:
1 &%
= = 2.
n TR adlo (

0 anidlogo em Volume de Controle do fluxo liguido

46.

46

47

47.
47,

47,

47.

47

& ,com

1)

.2)

.1)

2)

3)

4}

5)

.6)

90
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o uso do teorema de Green,

—

Te ~ Re TFixe) - Flxy (2.48)
ﬂ:z Ax xR,

Substituindo (2.47.1) em (2.48) resulta apds alguma ma

nipulagdc algébrica:

+ F,(x 4% ) +F3(xez + XX FXRD) T .. (2.49)

T
ﬂ(_-Fl

O andlogo em Volume de Controle do fluxo liquido  re-
quer em principio, portanto, a consideragao dos termos F,, Fas

etc. Esta condicdo pode entretanto ser relaxada, como sera visto

a seguir.

Consideremos a equagao de transporte na forma divergen

te:

4 a . a
R = (FX)-S=&(DU¢)-EX—(YE%}—S:0 (2.50.1)

4,
%

e sua andloga em Volume de Controle:

R=F -§=0 (2.50.2)
Assumimos que o termo fonte S possa ser expresso na forma:

— —_ Z
S = 5(x) = 8 + 5% + 52x + ... {2.51)

Seu analogo em Volume de Controle &
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o

S =Apx [ Sdx = syt TT{K +KN) + (x +X xw+xw) + ... (2.52)
*a
0 analogo em Volume de Controle da equagac de transporte pode

assim ser escrito na forma:

= 51 ]
R = (Fl—so) + (Fym ) (%) + (Fy- T) (xe2+xexw+xw2) + ... {2.53)

Muitas discretizagbes do termo fonte em Volumes de Controle ﬁe—
presentam a cela através de guantidades referidas aoc no P, deimg
neira que o valor representado concretamente no algoritmo se tor

na uma aproximagao de s, apenas. Da mesma maneira muitas dlscre

0
tizagoes dos termos de transporte parecem aproximar a F, melhor

do que i série. B posslvel mostrar que ambas as simplificagoes
podem ser feitas, simultaneamente, sem qualqguer perda de acuida-
de .
Substituindo {2.47.1) e (2.51) em (2.50.1) pode-se mos
S1 52

1" 5g7 F2— 5 F3— 5 etc, ou seja, cada um dos termos

da série constitutiva de R na equagao (2.53), & identicamente nu

trar que F

lo. Desta forma, a omigsao de F2 simultaneamente a Sy hem como

F, es etc, nac resulta em prejuizo da acuidade. Desta forma,

3 27
gse o termo fonte & baseado em propriedades relativas ao nd cen-
tral de cada cela, o erro de uma discretizagao do fluxc pode ser

referido por comparagao a:

1 alfO + aofl - clfl - 200f2 =

!
i

_d{pu d¢ d d? _ a _ dag
= 8% "CP +(pu) dx O'dx O—YO‘E{% = g% {pud Ya;{“} . (2.54)
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gue coincide com o analogo em Diferengas finitas em termos das

derivadas no nd P.

2.4_2.2. Forma convectiva

Como referido na seccdo 2.1 pode-se definir um fluxo
cenvectivo, e portanto um fluxo global, na forma convectiva tan-
to quanto na forma divergente. E entretanto desnecessario proce
der desta maneira, para a presente analise, uma vez que a inte-
gragdo do termo convectivo pode ser feita diretamente, sem a
aplicacdo do teorema de Green, como segue:

Seja a eguagao

d¢

e V< | TR
= " ) -5 =0 (2.55.1)

&y %

R = pu ==
e sua analoga em Volumes de Controle:

x X }{
d
=~ jpu jax— v Dax - j Sdx | =0 (2.55.2)

Os termos difusivo e fonte comportam-se analogamente

ao caso anterior, e portanto concentrar-nos-cmos no fluxo convec
tivo 1igquido. Substituindo (2.46) no integrando do termo convec-
tivo de (4.55.2) resulta:

dd _ _ 2
pu g~ aﬂfl + (2a0f2 alfl)x + (3a0f3+2al£2+a2fl)x + ... {2.56)

Integrandc entre os limites da cela e dividindo pelo

tamanho de intervalo:
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X

1 © ap 2apfy + ayfy
— pu == dx = a f. + (% ~x )} -+
Xe ~ Ky 3 ax 01 2 e W
W
3af, + 2a,f, + a,f
03 172 271 2 2
+ 3 (x, +xx +x)+ ... (2.57)

O fluxo combinadec pode ser escrito, portanto, na forma:

T — v 2 2 )
F —Fl +F2(xe+xw) +F3(xe 4 xexw+ xw) + e {2.58.1)
onhde
Fyo= anl - clfl - 2C0f2 (2.58.2)
| afy
Fy = aof2 + 5= - 02f1 - Zle3 - 3cof3 (2.58,3})
2a,f, + a,f
_ 1-2 271 _ . _ _
F3 = a0f3 + 3 c3fl 2a2f2 Ble3 4c:0f4 (2.58.4)
cu em termos gerais:
n?
F =+ 4F (2.58.5)

=T
B ne gxti

0 andlogo numérico pelo método dos Volumes de Controle

para a equagao:

R=F" -S§=0 (2.59)

pode ser expresso também na forma (2.53), com F  dado por (2.58)

e s por (2.51).
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Se a discretizagao do termc fonte se refere a quantida
des prdprias do ndé P, entdao, analogamente ao caso anterior, o
analogo em Volumes de Controle da equagao de transporte na forma

convectiva reduz-se ao analogo em Diferengas Finitas:

R = Fl—so = aofl~-clfl—2<:0f2—s0 =0 (2.60)

2.4.3. Equacao de transporte bidimensional

E suficiente para nossos propdsitos considerar a forma
divergente da equagao de transporte, isto &, a equagao (2.1). A
fungdo ¢ serd expressa de acordo com (2.44) e os outros coefi-

cientes analogamente por:

pu = (pu) (x,y) = aOO+a10x+aoly+a20x2+allxy+a02y2+ .. (2.61.1)
pv = (pv) (X,y) = b00+b10x+b01y+b20x?'+bllxy+b02y2+ ve. (2.61.2)
vy = v(x,y) = COO+C10X+CD1Y+C20x2+clLXY+CU2Y2 o (2.61.3)
S = 8(x,y) = Sqg¥8 XS Y + ... (2.61.4)

A substituicao das equacgoes (2.44) e (2.61) em (2.2.2)

e (2.2.3) leva a:

[ ~— 2 2 . .
rx F00+F10x+FOly+F20x +Fllxy+F02y + ... (2.62.1)



96

T - 2 2
Fy EOO+E10X+EOly+E20x FE, Xy Y (2.62.2)
onde
Fao = 200F00-S00f10 (2.62.3)
F1o = #10f00*200f 10 10F 10720020 (2.62.4)
Fo1 = ag1850%200%017%01F01 0011 (2.62.5)
F. = £ 4a £ (2.62.6)

50 = 210F10320f00™00E 207205107210 207300 30

Fi1 = 2105013151000 13211500 11 F 1010112015207 %00t 21
(2.62.7)
Foo = 3101302500 200F027C02F 107 %1 110012 (2.62.8)
Eqy = byofo—Caotol (2.62.9)
E1o = ProfooPoofr010f01 00 11 (2.62.10)
g1 = Po1foo™o0fo1 0101 “Coofor (2.62.11)
Eoyg = P1of10™20F00™00E20 2050110511 %0021 (2.62.12)
Eyy = byofortPoifio™oof11 P11 00 11F017 21050201 F117*%00F 12
(2.62.13)
£0.-2¢1£05-3C00E03 (2.62,14)

E., = bOlf 0 ST SRS T

02 0102 00™ 005027 02 01" ““01 02



De uma subsequente substituicdc das expréssaes (2.62.1)

e (2.62.2) em (2.4) resulta:

¥a ¥Yn
i [(F10+E01'Soo) t (2P g B -8 )X

Ly
*w Yg

R = (AxAy)

Finalmente, efetuando a integragao indicada:

(2F. +FE..-5.)
- _ 20 117510
R = (F15*Ey=Sgq) + 3 (x4} +
(2B +F. -5 )
+ 022 11 "0l (yoty) + 0(2) (2.64)

Enorme simplificacac ocorre para grades regulares, ou

grades irregulares com nds centrados:

R = FtEqSgt02) = (a)5tbg;) £ogtangf) g #Pgafa1=C0f10 ~

(F, . tf..)-s ot 0(2) (2.65)

= Co15017%%00 20102’ 54

2.4.4. Discussao

As expressoes {2.53) e (2.64) representam os analogos
tedricos em Volumes de Controle respectivamente para eguacgoes uni
e bi-dimensionais. A forma unidimensional serd usada no Capitulo
5 para a analise de erro de discretizagOes exponenciais em Volu

mes Finitos. A forma divergente bidimensional nos permitira in-
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vestigér qualitativamente a relevancia de diferentes gquantidades
fisicas.

A expressao (2.64) indiéa que em geral uma discretiza-
gao convergente necessariamente requer a consideragao dos termos

incorporados em (F10+E01—SOO), que sao:

,, 2 20 ¥ 3%
Poadax ! ay ' 3}{2 ' aYZ
gy 9y
’Y!"a—}'{'r ay (2-66.1)
pu , pv

Aparentemente, segundo (2.64), consideracao reguerem

d{pu) 3{pv}), por causa de ayg € byy - Entretanto, a
X Y
equacao da continuidade, que deve ser satisfeita em algum esta-

termos como

gio, assegura que estes termos se cancelam, com a aproximagao
discutida no item {2.5). Por outrc lado estes termos nao aparece
riam se a forma convectiva da equagdo tivesse sido adotada.

Se a grade for irregular com fronteiras centradas, ou
irregular em geral, muitos outros termos sda introduzidos. Consi
derando por exemplo os miltiplos de (x, +x ) tem-se as seguintes

novas quantidades:

32¢ a3¢ aa¢
oxdy " 3x? " ax*ay

3 (pu) 3% (pw) 3% (pu) '
ay ’ W ' ay2 (2.66.2)
3%y 35

a2 rooBx



Estas consideragOes podem entretanto ser relativizadas
analogamente ao caso unidimensional. B possivel reduzir o analo-
ge numérico tedricc em Volumes de Controle a uma forma idéntica
ao anadlogo em Diferencas Finitas desde gue a equacao seja homo-
génea ou que os termos nio homogdneos sejam computados com refe
réncia apenas aos valores das propriedades no no central P. O

anidlogo tedrico em Volumes de Controle torna-se entio:

R = Fig*Ey7809 = (21901 £00+300E1 0000171 0F10 =

015017 %00 902! =500 (2.67)

Esta relativagao tem consequéncias em termos das apro-
ximagSes I e II, apresentadas na secgdo 2.l. A aproximacio I,des
crita nas equacgdes (2.8), correspondem 3 descensideragao de ter-~
mos listados em (2.66.2) e outros termos de mais alta ordem em
(2.64) . Se a equagao diferencial for homogénea, ou se a represen
tagdo do termo nd@o homogéneo for centrada em P, a aproximagdo I

nao pode ser vista como responsavel por cquaisguer erros.

2.5, ANALISE EM SERIE DE TAYLOR DE EQUACAO DA CONTINUIDADE EM Vo

LUMES DE CONTROLE

2.5.1. Introdugao

Procederemos com a analise em série de Taylor do balan

¢o de massa:



100

3lpu) _ 3{pv) (2.68)

L= ax 3y

gue & zero em escoamentos bidimensionais com regime permanente.

Seu analogo em Volume de Controle deve reproduzir a quantidade:

¥ Yn

5= up ™[ [ [ tow + 5 (ow] axay =
X Ys
X
-1 €
= (AxAy) [ i [(pv} (x,y )~ (ov) (xfys}] dx +
yn
+ | [(pu)(xe,y) - (pU)(xw,y)]dy ] (2.69)
YS

cubstituindo (2.61.1) e (2.61.2) em (2.69) resulta, a-
pbs alguma manipulacgdo algébrica,que o andlogo em Volumes de Con

trole tedrico &:

b
_ 11 a11 .
- D = (a4t OLJ+(a20 57 (xgh V== + Do) (v #y )
o] b, .+ta
+ m%}.+ a. )(x +x % +%M) 4o 12 21 {xe+xw)(yn+ysﬂ +
b +a
13 , 2 2
+ -—-—3-———- (yn+ynys+y5) + (3) (2.70)

Da mesma forma gue para a equagao de transporte,grande
simplificagao se consegue ao considerar os erros da equagao in-
teira. Da equacao da continuidade (1.1) pode ser mostrado que ca

da um dos termos em (2.70) & nule, e portanto o andlogo tedrico
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em Volume de Controle coincide com o andlogo em Diferencas Fini-

tas:

D= ajg + by (2.71)

Esta iltima conclusdo pode ser estendida acs regimes
transientes se a discretizagao do termo de acumulagdo de massa
se referir a propriedades no no P.

Tendo estabelecido o andlogo tedrico em Volumes de Con
trole pode-se analisar os analogos efetivamente adotados, descri

tos por:

-1 -1 )y
D = 8% [ (o) - ou) | + oy [ (o) - tov) (2.72)
2.5.2. Grades nao alternadas

No caso das gradeg escalar e vetorial serem coinciden-—
tes os valores das propriedades nas fronteiras da cela precisam
ser determinados dos valores nos nos. Assumindo uma interpolacao

linear, como usual, obtém-se:
2
(pu)e = aOO+a10Xe+a20XeXE+a3OXEXE +. .. (2.73.1)
2 :
(pu), = anpte; %t 0% N 0% o {2.73.2)

- 2
(pv)p, = Byg#Bg¥yo o7 Y Pp V¥l + - - (2.73.3)
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— 2
(pv)s = b00+b01ys+b02y5y8+b03ysy8 + e (2.73.4)

gubstituindo (2.73) em (2.72) resulta:

XXX Y Vi ¥eY
— e W 1l n‘N “s‘S
D = {aygtbgy)tayy — 5 P 5 5 7
S n-s
X KpX X Y ¥ YsY
+63H_+b03—-NT_—-S—§+... {(2.74)
e W Yn¥s
Comparando (2.74) com (2.70} ou {2.71) nota-se erro

de primeira ordem se a grade & irregular e de segunda ordem se

regular.

2.5.3. Grades alternadas

No caso das grades alternadas os valores de densidade
sdo geralmente referidos aos nds escalares e nao coincidem com
o5 ndés de velocidade. Consideramos agqui por simplicidade o caso
de densidade uniforme, onde esta guestao nao se poe, mantendc po
rém a notagdo prévia.

A representacdo em série de Taylor do operador diver-

gente da velocidade & tomada em relagdo ac nd escalar P.

— 2 3 !

pu, = 89,73 0% 220%e 2 30%e +tous (2.75.1)
— 2 3

oy, = aOO+a]_0Xw+a20Xw+aBOXw +... {2.75.2)
- 2 E

p uy b00+b01ynﬁb02yn+b03yn +... (2.75.3)
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2

P UL = bty by yidby vl 4. (2.75.4)

00015

Substituindo (2.75) em {(2.72) resulta:

D = {a)phyy)+ay, (X% )4y, (v, -y, )

2 2 2 2
+ a30(Xé+xexw}xw}+{b03(yn+ynys+ys) + ... (2.76)

Comparando (2.76) com (2.70) ou (2.71} nota-se, de for
ma idéntica ac caso anterior, erros de primeira ordem em grades

irregulares e de segunda em grades regqulares.
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CAPTTULO 3

PESQUISA BIBLIOGRAFICA EM DISCRETIZAGOES ESPOMENCIALS
E CORRELATAS

3.1. INTRODUCAO

Este capitulo descreve diferentes discretizagdes para
as equacoes de Navier-Stokes e outras equagoes de transporte gue
levam a coeficientes de influéncia expressas como fungdes envol-
vendo exponenciais ou suas aproximagoes. Algumas discretizagoes
aplicam-se ainda a termos transientes em equagtes de condugao.

A apresentacdo seguird o trabalho de diferentes pesgqui
sadores ou grupo de pesquisadores pela ordem cronoldgica do apa-
recimento do primeiro artigo relativo ao assunto. Na seccao 3.14

busca-se apresentar as relacoes entre os diierentes métodos.

3.2. DISCRETIZACAG DE ALLEN

A aplicagdo de discretizagOes exponenciais em mecinica
dos fluidos foi inaugurada por Allen, D.N. de G., ao resolver o©
problema do escoamento incompressivel em torno de um cilindro
{Allen e Southwell, 1955).

As equac¢des bi-dimensionais de Navier-Stokes foram
postas na forma vorticidade-fungao-corrente. A fungac corrente

obedece uma eguagao de tipo Poisson, resolvida sem problemas pe-
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lo diferenciamento central. Mas problemas de instnbilidade apare
ceram com a aplicacao do diferenciamento central & equacao de
trangporte da vorticidade, na forma convectiva, aqul reescrita

livremente:

2 2
0% _ L%, % 3% _ g (3.1)

A elaboracao da alternativa de Allen para a discretiza

cdo desta equacgao se inicia ao reescrever a equagac (3.1) como:
2
870 _ 3 g (3.2.1)
BYZ By

e
2% _ g _
axz ~ 9 - ¥ (3.2.2)

A equagdo (3.2.1), por exemplo, tem sclugao exata se
as fungdes r(x,y) e T(x,y) sao aproximados por constantes no
subdominio. Representando r por seu valor no nd central, a solu-

cap é:

¢ = - ¥ + Zl + Z2 explr y) (3.3)

Allen tomou esta solucgac como curva interpolante para
a construgdo do andlogo finito. Pelo ajustamento da curva aos va
lores da fungdoc nos trés nds relevantes na diregao y, isto &, N,
P e 5, pode-se determinar o valor das constantes de integragao

Z, e %, e, particularmente, do parémetro T:
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-r  expl-r Ay) (¢n~dp) + {P5-Pp)
Ay exp(-r Ay) - 1 m

(3.4)

Apds adotar um tratamento equivalente para a direcao
X, os dois valores de T obtidos podem ser substituidos na egua-

¢dao (3.1), produzindo sua representagao finita na forma:

r expl-r ay) (oy-dp) + ($p5=¢p)
Ay exp(-r Ay) -1

g exp(~q Ax) (¢r-¢p) + (¢w~op) _ 0
ix exol-q A = 1 = (3.5)

A equagdo (3.5) foi resolvida pelo método da relaxagao
de Southwell.

Allen e Southwell explicaram a inadequagao do diferen-
ciamento central 3 eguacdo (3.1) como devida & relevancia  dos
termos de ordem alta na solugZo exata, que & presumidamente pro-
xima d exponencial., Esta mesma razdo explicaria o bom desenpenho
da discretizacdo gue propunham,

Un aspecto ilmportante associado i instabilidade do di-
ferenciamento central e & estabilidade do diferenclamento de
Allen, a saber a domindncia diagonal na matriz no ultime caso, e
a nio domindncia diagonal em outro, seria explicitado bem mais
tarde, provavelmente em primeiro lugar por Dennis (1972),

Num artigo posterior Allen (1962) enfatiza a generali-
dade de seu método ao aplicd-lo a vdrias equagOes diferenciais ,

como Se segue:

1 - equagdo de Poisson uni e bi-dimensionais:
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Vw = W (3.6)
2 - equagoes unidimensionais na forma:
d2
dxz-kq(x)um-kr(x{’ =0 (3.7)

onde q e r sdo especificas fungOes racionais de x, e

3 - equagoes bidimensionais na forma:
3%  u Mw 0%w _
W TT OR  ay? L (3.8)

que aparecem no problema da distribuigao de temperatura causada
pela dissipagao de calor por atrito num contacto deslizante en-

tre dois soOlidos.
E particularmente interessante considerar o primeiro

destes casos, a equacgao de Poisson, na forma bidimensional.Allen

reescreveu a equagac (3.6) como:

2

%.jg+wl(x,y) =0 (3.9.1)
e

3% = (3.9.2)

5;—-+ W, {x,y) =0 —n

Se por exemplo, assumir-se Wl invariante ao Jlongo da
coordenada y, entdo a solugao da equagao (3.9.1) & uma parabola

na forma:
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w::ﬂﬁky2+-zy-+z (3,9.3)
2 3 4 tT
Com a especificagdo dos coeficientes W,, 7,5 € 2y em

funcdo dos valores de w nos pontos N, P ¢ S, estamos procedendo
precisamente de acordo com o diferenciamento central. Em eintese,
o diferenciamento central, bastante poderoso na solugdo numeri-
ca da equac¢do de Poisson, pode ser visto al como uma aplicagac

do metodo de Allen.

3.3. DISCRETIZACAO DE DENNIS

0 método iniciado por Dennis (1960, 1972) e desenvolvi
do por Dennis e Hudson (1979, 1980) foi proposto no contexto de
uma investigag¢do do trabalho de Allen,-mas & inteiramente distin
to na formulagao e nos resultados. Concentrar-nos-emos no - seu
primeiro esquema diagonalmente dominante, definido na equacgao
(13) do artigo de Dennis e Hudson de 1980.

Dennis evita a inversao de uma matriz nac diagonalmen-
te dominante no problema do transporte convectivo~-difusivo atra-
vés de uma mudanca de varidveis. Este procedimento sera ilustra-
do utilizando a equagdo (3.1), bem como suas formas unidimensio-
nalizadas (3.2). Considerando inicialménte a direcgdo y, a varia-

vel ¢ {x,y) & transformada de acordo com:

Y
¢ = L exp %-f x%xpandy - (3.10)
Yp

resultando:
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Lor 1

823; 2 1
- -7r ly = T.exp(~ §-f rdy) (3.11)

+
ayz

2%y

Uma forma discretizada da equacao (3.11) & obtida por
diferenciamento central, e dal a variavel ¢ € antitransformada
em ¢ segundo (3.10).

Apds um procedimento andlogo para a diregao x, resulta

a seguinte equagao discretizada:

O O Ry Rg QEQWRNRS}=0

+ IJ—Ji'!" +
¢E e+ ¢, e +-¢N e ¢S e dIJE e +e te

{ (3.12)

onde os valores de Q ¢ R nos pontos nodais sao dades por referén

cla 3s expressoes gerals:

p4

Qx) = - [ qlx,y )dx (3.13.1)
X, P
y

Rly) =- [ r{x ,y)dy (3.13.2)
o P :

Note-se que a discretizagdo de Dennis leva em conta a
variagdo das funcoes q e r.
Aplicacles desta discretizagao e similares sao encon-:

tradas em Dennis e Hudson (1979, 1980), Dennis (1980) e Smith e

Dennis (1981).

3.4. DISCRETIZACAO DE IL'IN

Asdiscretizacgoes do tipo Allen na Mecdnica dos Fluidos

parecem ter sido introduzidas na literatura soviética por Il'in
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(1969) . Ele demonstrou que para uma 2quagdo unidimensional com
condigdes de contorno de Dirichlet a dis:retizagao possui conver
gencia esPaciél uniforme, isto &, que existe um valor M suficien
temente alto, porem finito, tal gque o erro da solugao numérica

¢ ; comparado d solugao exata ¢ (x;) obedece A exXpressdao:

6, - olx) | < M dx (3.14)

Em artigo segﬁinte (I1'in et al, 1975} a discretizagéo
foi aplicada ao modelamento numéricc da circulagéo no oceano ter
restre para simular sua variabilidade ao longo das estacgoes.

Ooutra referéncia a esta discretizagac na literatura
sovidtica aparece em Karetkina (1978).

Uma sutil distincao existe entre as maneiras pelas
guais Il'in e Allen exploram a solugao exponencial da equacao
linear unidimensional. Allen usara a exponencial como curva de
interpolacdo, enquanto Il'in buscou coeficientes de influéncia
que forcgassem a solugao do sistema de equacdes discretizadas a
coincidir com a solugac exata no caso unidimensional linear com
coeficientes constantes.

Formalmente, Il'in baseia sua discretizagao num fator
multiplicative que modifica a estimativa da segunda derivada de
maneira que o coeficiente difusivo assim corrigido, acoplado a
estimativa segundo o diferenciamento central do termo convectivo,

leve i referida solugdo numérica coincidente com a solugao exata.
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3.5. ESQUEMA HIBRIDO DE SPALDING

Como j& descrito nos Capitulos 1 e 2, ¢ esquema hibri-
do de Spalding (1972} foi apresentado como uma aproxima¢ao basea
da no comportamento assintGtico dos coeficientes de influéncia
da discretizagao exponencial. O esquema resultante consiste no
diferenciamento central sempre que o critério de diagonalidade
dominante para a estabilidade da solucdo iterativa @ satisfeito,
0 gue ocorre no caso das equagoes de transporte para valores do
nimero de Peclet menores ou iguais a 2. Fora desta faixa, onde
a estabilidade do diferenciamento central nao estd assegurada, o
esquema hibrido utiliza a discretizagao a montante para o termo
convectivo e despreza ¢ termc difusivo.

0 esquema hibrido foi comparado com aparente s5ucesso
ao diferenciamento central e ac esquema a montanteT por Runchal
(1972) no problema teste de uma regiac anular em rotagac como um
sdlido.

Além da questdc da aproximagao da fungao exponencial,
também ja se fez referdncia no Capitulo 2 a outra distingao en-
tre as propostas de Spalding e Allen, gqual seja o uso de equa-
¢Oes geratrizes homogéneas ou nao-homogéneas respectivamente., A
equagdo homogénea gera fungoes interpolantes com derivadas descon
tinuas, que motivaram divertidos comentarios por Leonard (1982-b)
E importante ressaltar que suas irdnicas observagdes nao  podem
ser aplicadas d discretizagao de Allen. Tal omissdo do termo ho-
mogéneo na discretizagao de Spalding & irrelevante no caso da
grade regular, mas podem causar perda de acuidade em grades irre

gulares, como se verd no Capitulo 5 desta tese através da anali-

se em série de Taylor de ambos 0s casos.
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No caso de grade regular resta ainda uma diferenca en-
tre as discretizagoes exponenciais de Allen e Spalding, a saber,
o uso da forma convectiva da equagao de transporte por Allen e
da forma divergente por Spalding. A anhlise em série de Taylor
utilizada nos Capitulos 2 e 5 desta Tese leva em conta esta dis-
tincdo, mostrando uma maior simplicidade de analise pcr parxte da
forma convectiva, € a introdugao de um novo erro pox parte da
forma divergente.

A pesquisa bibliografica deste capitulo ainda fard re-
ferdncia a algumas investigagodes empiricas neste aspecto. No Ca-
pitulo’ 7 uma comparagac entre ambas as formas no contexto de um

caso quase inviscido & favoravel & forma convectiva.

3.6. OUTRAS VARIACOES DA DISCRETIZACAO DE ALLEN B

Raithby e Torrance (1974) apresentam uma formulacao ‘pa
ra solucdo de equacdes convectivo-difusivas bastante flexivel pa
ra permitir selecao de um dentre quatro esquemas, incluindo uma
aproximagdo polinomial dc esquema exponencial de Spalding.

Briggs (1975) modificou a discretizagao de Allen calcu
lando o numerc de Peclet relativo a cada lado na diregac x, DOr

exemplo, €M caso de grades regulares, por:

., L
) pu(i + i)ﬂx _ (pu)b Ax

= = 3.15.1
Pey Y Y ( )
em vez de
Pe_ = pu(i)dx _ (pu)p Ax (3.15.2)
“p Y Y
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|

De acordo com Roache (1%72), Briggs se fefere a pri-
meira alternativa, apropriada para a forma divergeﬁte da equa-
cao de transporte, por conservativa{ e a segunda forma de Pe,ade
quada a forma convectiva da equagdo, por nao conse?vativa.

Exemplificando com a equacgao de transporte convectivo
unidimensional transiente, Roache mostra que a discretizagdo cen
tral do termo convectivo na forma divergente fornece estimativas
coincidentes de um mesmo fluxo intercelular para diferentes equa
¢oes nodais. Com isto a somatdria dos fluxos convectivos . sobre
as celas preservaria caracteristicas de conservacdoc integrais do
fluxo convectivo exate. Referir-nos-emos, nesta tese, a formas
divergente e convectiva.

Roscoe (1975, 1976) aplicou o método de discretizagao

de Allen a equagao:

b T AP + (X = 5(x) (3.16}

e a Navier-Stokes.

O método de Diferengas Finitas devido a Chien {1976,
1977) & expresso em termos de "fungdes de decaimento"™, que sao
fatores divisivos dos termos convectivo e difusivo calculados pe
lo diferenclamentc central, bem como do termo transiente. Estas
"fungoes de decaimento" sao tais que o0s coeficientes resultantes
levam a solugao exata no caso da equagac de transporte unidimen-
sional com cceficientes constantes. Ha grande similaridade com
o método de Il'in, mas as "fungoes de decaimento” de Chien sao
mais gerais nc sentido de que uma func¢ao de decaimento temporal
foi também definida. O método de Chien foi aplicado a uma equa-

g¢ao unidimensional transiente e ds equagoes de Navier-Stokes, re
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solvidas por duas diferentes abordagens: vorticidade-fungao cor-
rente e vorticidade-velocidade. Dols problemas teste lforam c;nsi
derados: o escoamento de Couette {unidirecional) entre duas pla-
cas porosas paralelas estacionirias e a cavidade quadrada | com
uma face em movimento.

El-Mistikawy e Werle (1978) aplicaram a discretizacgao

de Allen na forma divergente 3 equagao de Falkner-Skan:
¢xx - (Cl + Cz) ¢x + C1C2¢ = —C3 (3.17)

que aparece na busca de uma solugao auto-similar no problema da
camada limite hidredinamica em injeg¢do de massa pela superficie.

Chow e Tien (1978) compararam as formas divergente 2
convectiva do esqguema exponencial, por eles denominadas esquemas
"exponencial® e "Allen e Southwell" respectivamente, e 0s diferen
ciamentos central e & montante (na forma divergente) , aplican-
do ambas as discretizacdes ao problema do espago anular com rota
cdo tipo sdlido e a um problema de conveccdo térmica. O primeiro
teste mostra superior acuidade é; forma convectiva do esque-
ma exponencial e da discretizagdo central sobre os demais. Q
mesmo foi concluido para o segundo teste, onde ndo ha sclugoes
analiticas e as comparagdes sao feitas com recurso aoc refinamen-
to da grade.

O0s Matodos de Diferengas Finitas Refinados de Wong e
Raithby (1979) evoluiram do esquema exponencial de Spalding pela
introdugdo de um termo fonte na equagso geratriz, isto &, de um
termo nao homogéneo representando o transporte convective e difu

sivo na direcdo cruzada mais os termos fonte propriamente ditos
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da euuacgao original. Em sua discretizagao & necessario especifi-
car ww cada iteracac tal somatdria de termos, a partir dos valo-
res nz iteragao anterior.

Os autores notaram inicialmente que a introdugao do
mesmo termo fonte em ambos os lados do ndé P numa mesma itéragéo
resulta equivalente ao esguema exponencial de Spalding, e avanga
ram a partir dal para representacoes mais refinadas do termo fon
te, chegando a uma forma final denominada LOADS (Esquema de Dife
renciamento Localmente Analitico) gue incorpora um termo fonte
bastante complexo. Wong e Raithby puderam mostrar com LOADS gran
de ganho de acuidade em relagao ao esguema exponencial em um pro
blema de cavidade térmica. Deve ser observado que tal trabalho
aplica-se a grades regulares, donde a irrelevancia de um termo
fonte igual para ambos os lados.

Prakash (1984) aplicou LOADS a uma s€rie de problemas
lineares, incluindo uma equacao unidimensional de transporte com
termo fonte, o problema da regido anular em rotagdo como sdlido,
e o problema do escoamento paralelo puramente cqnvectivo com va-—

riacdo em degrau,na diregao normal ac escoamentoada propriedade

v

intensiva correspondente 3 gquantidade convectada. LOADS mostrou-
se mais acurado gue a discretizacao exponencial na maioria dos
testes, embora resultados oscilantes fisicamente absurdos tenham

aparecido em alguns casos.

3.7. ABORDAGEM DE RESIDUOS PONDERADOS EM ELEMENTOS FINITOS

Discretizagdes exponenciais sao empregadas em Elemen-—

;08 Finitos principalmente através do Método dos Residuos Ponde-
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rados, onde a solugdo & buscada pela minimizacdo do residuo de
F'(¢i)—5., com respeito a uma funcao peso Y.
Consideremos um casc unidimensional. A solugao aproxi-

mada & dada por:

N
b = E a: M. {3.18)

onde n; sfo chamados fungdes-base (ou funcdes-tentativa, ou ain-
da fungdes-forma}. O problema se reduz & determinacdo dos parame

tros a; que minimizem a integral:
L

J(F'(¢) - 8) ¥ ax

no dominio relevante.

A abordagem conhecida como método de Galerkin (& des-
peito de outras significagOes para esta terminologia), utiliza
fungOes—-chapéu como fungSes—base e como funcoes-peso. No caso de
grade regularmente espagada esta -discretizacao reproduz o dife-
renciamento central.

A discretizacao exponencial pode ser obtida nesta for-
mulacdo através da escolha de fungdes-peso tais gue uma solucao
modalmente exata seja obtida no caso da equagao unidimensional
~om coeficientes constantes, mantendo a fungao-chapeu como base.

Exemplos desta abordagem s30 encontradas em Christie
ot al (1976}, Griffiths e Mitchell (1979), Axelsson e Gustafsson
(1979) e Axelsson (1980). Uma introducdo ilustrativa, incluindo
um histdrico n2ste método, & apresentada por Mitchell e Griffith

{1980) .
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Qutros trabalhos em Elementos Finitos que fazem refe-
réncia & discretizagdo exponencial s3c apresentados por Gresho e
Lee (1979} e por Hughes e Brooks (1979}, que serao discutidos
nos proximos itens. |

Por outro lado, & relevante considerar que a expressao
Elementos Finitos abarca, em geral, uma multiplicidade de técni-
cas. Uma delas sdo os métodos variacionais, entretantoc inaplicé+
vels para escoamentos viscosos, onde nenhum principio de miximi-
zagao ou maximizacao & conhecido. E interessante repetir agui
uma observacdo de Patankar (1980) de gue a abordagem de Volumes
Finitos, ou Volumes de Controle, pode ser vista como um M&todo
de Elementos Finitos, onde a fungdo peso ¢ em (3.18) & assumida
unitdria. Neste caso a fungdo exponencial & tida como base para
a fungdo ¢. Na secgdo (3.9) serd apresentado um esquema deste

tipo, devido a Baliga e Patankar (1980), caracterizado como Ele-

mentos Finitos particularmente pelo uso de volumes de controle

hexagonais,

3.8. CRITICA A FALSA DIFUSAO

Gresho e Lee (1979) criticam os esquemas de discretiza
cao exponencial sob o sugestivo rdtulo de "métodos a montante es
pertos", ao defender o esquema de Galerkin, equivalente em Ele-

mentos Finitos ao diferenciamentc central,

Rstes autores interpretam as solugdes oscilatdrias ob-
tidas com o diferenciamento central como indicativas da necessi-
dade de maior refinamento da grade, gue & considerado o prego ne

cessarios para precisdc em situagdes de altos numeros de Peclet,
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As discretizacSes d montante sao criticadas como amor Lecedores
artificiais das oscilagBes, produzindo resultados estiveis e
suaves, porém inacurados.

Tais consideragoes sac em S$i mesmas corretas, mas er-
ram ao inclulr a discretizagdo exponencial de Allen no conjunto
das discretizagOes & montante.

Dois fatos citados por Gresho e Lee parecem endossar a
descrigdo destes autores do esquema de Allen como uma discretiza
cio & montante. O primeiro sdo similaridades entre as computagoes
de Allen e Southwell do fluxo em torno do cilindro, e as computa
¢oes destes escoamentos pela discretizacdo & montante: ambas a-
presentam recirculacao muito curta, variando pouco entre Re=100
e Re=1000 em grade grosseiras.

0 segundo argumento refere-se 3 citagdo gue estes auto
res fazem a Raithby e Torrance (1974), gue notou o esquema de
Allen difusivo guando o escoamento & inclinado em relagao & gra-
de.

Fsta tese demonstrard entretanto gue nao ha similarida
de absoluta entre a discretizagao a montante e a exponencial ,que
& um esquema especifico, original e com acuidade de segunda or-
dem, ainda que aproxime a discretizacdo & montante em grades gros

seiras.

3.9. DISCRETIZACOES EXPONENCIAIS — DIRECTIONAIS

A critica & difusfo numérica, entendida como © efeito
de aumento do erro da discretizagdo com o angulo entre a dire-

cao do escoamento e a grade numérica, segundo observado em cer-
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tos casos-teste, & o fundamento da proposicao das discretizagoes
direcionais & montante, jd referidas no Capitulo 2, bem como dis
cretizagdes direcionais exponenciais. Estas (ltimas tem a seu
favor o desempenho reconhecidamente bom das discretizagoes expo
nenciais nas equagoes de transporte unidirecionais.

Hughes e Brooks (1979} apresentam uma discretizagao di
recional exponencial construlda na abordagem de Elementos Fini-
tos com Residuos Ponderados, onde a discretizagao exponencial &
"frequentemente" aproximada por uma "aproximagdaoc duplamente as-
sintdtica". Tal esquema foi comparado a discretizagac & montan-
te e ao Galerkin através de tres casos teste: a convecgao e difu
sio de um escalar com uma distribuigaoc em degrau em escoamento
incluindo 3 grade com altos nlmeros de Peclet globais, © espago
anular com rotacdo tipo sdlido e,a equagao cde Navier-Stokes apli
cada ao escoamento em torno de um obstaculc retangular.

O primeiro teste foi realizado em uma malha 10x1i0, on-
de nenhuma das discretizagoOes produziu resultados convincentemen
te proximos da solugdo exata. O esquema direcional produziu re-
sultados oscilantes, embora mencs gue os do diferenciamento cen-
tral, engquanto a discretizagdo & montante produziu resultados dis

torcidos por difusaoc.

O teste do espago anular também configura uma situagdo
de difusfo importante na direg@o cruzada e quase nula na diregao
do escoamento. Nenhuma oscilagac importante apareceu com O esque
ma direcicnal, alguma se manifestou com o diferenciamento cen-
tral e uma discontinuidade apareceu com a discretizagdao a montan

te em uma fronteira interna.

No terceiro teste, o esquema de Galerkin exibiu cscila

cles especiais d montante do obsticulo, que nac apareceram em
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nenhum dos esquemas a montante. O esquema 4 montante nao direcio
nal produziu recirculégﬁo mais fraca a jusante do obstaculo do
que as demais, o gque fol atribuido ao comportamento falsamente
difusivo desta discretizagao.

0 esquema em Elementos Finitos de Baliga e Patankar
(1980, 1983, e também Baliga et al, 1983) & formulado na aborda-
gem de volume de controle, sendo denominado Elementos Finitos pe
la sua utilizagdc de grades triangulares com volumes de controle
poligonais, que se reduzem a hexagonos no caso de espagamento re
gular.

A discretizacdo & baseada em coordenadas localmente de
finidas paralela e normalmente ao escoamento. Uma curva de inter
polacido exponencial construida com equacdo geratriz homogénea @&
assumida na diregao do escoamento, enguanto um perfil linear &
adotado na diregao normal.

Esta discretizacdo foi aplicada ac problema do espago
anular em rotagdo como um sélido e ao probilema do transporte de
escalar em escoamento paralelo com distribuicao em degrau da va-

riavel transportada.

3.10. METODO ANALITICO FINITO

Em todas as referéncias anteriores a idéia de invocar
a solucdo analitica de uma equagao localmente aproximada  foi
acompanhada por algum tipo de uni-dimensionalizagao do problema
de discretizagao. Mais recentemente foram propostos esquemas Jue
constituem versdes essencialmente bidimensionais desta mesma

idéia,e serfo exemplificados aqui por dois trabalhos bastante
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similares: o Método Analitico Finito desenvolvido por Chen e Li
(1972, 1980) para problemas de condugdoc de calor e subsequente-
mentc aplicados a Navier-Stokes por Chen et al (1981), e o Es-
quema de Influéncia devido a Stubley et al (1980, 1982). Refe-
rir-nos—emos a ambos pela expressao de Chen, Analitico Finito.

Ao aplicar este método a equagao de transporte (3.1)de
ve-se primeiro resolver a equagdo diferencial parcial anidloga a
(3.1) com coeficientes g e r constantes, correspondentes ao nod
central, assim obtendo solugles gerais expressas como séries de
fungoes transcendentais. Os coeficientes indeterminados na solu-
¢ao geral s3do encontrados por ajuste aos valores de contorno nas
celas, al entendidos nao apenas como os valores nos oito pontos
vizinhos mas como fungoes continuas obtidas em cada face por in-
terpolacac linear ou gquadrdtica entre os pontos nodais.

Nos problemas bidimensionais o Método Analitico Finito
€ uma discretizacao de nove pontos cujas expressoes para 0OsS coe-
ficientes de influéncia sdo notavelmente complexas, envolvendo
somatOrios de longas séries de fungdes transcendentais. Entende-
.se dal porque nenhuma versao tridimensional do mé&todo foi encon-
trada.

Quanto a estabilidade, o Mé&todo Analitico Finito nao
garante matrizes diagonalmente dominantes. Os autcores citados nao
fazem referéncia i ordem de aproximagdao, mas Manohar e Stéphemson
(1982) concluiram, numa investigacdo sobre o Método Analitico Fi
nito para a equagéo de Laplace, que cs erros desta discretizagéo
reduzem-se numa taxa "gue nao € mais rapida que a fOrmula de cin
co pontos", referindo-se provavelmente ao diferenciamento cen-

tral de segunda ordem.
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Além da constancia dos coeficientes na equagao gera-
triz, outra aproximagao inerente ao método & constituida pelas
funcdes interpolantes para as fronteiras das celas. Stubley et
al (1980) nostram que a aproximagao quadratica al fornece resul-
tados muito mais acurados que a interpolacdc linear. Chen e Li
sugerem polindmics de ordem ainda mais alta, o gue aumentaria ©
;imero de pontos nodais e, como notado por Manchar e Stephenson,
aumentarié a complexidade da sclugao de uma equacac com matriz
ménos esparsa. |

Manohar e Stephenson propuseram um procedimento algé-
brico mais simples para determinagao dos coeficientes em condu-
¢do de calor, isto &, em equagdes tipo Poisson, levando a formu-
las mais simples para o andlogo discreto, através de um método
que denominam Analitico Finito Gtimo . No seu método a curva
de interpolagac € expressa cOmo um polinémio de guarto grau com
duas variaveis, totalizando guinze coeficientes indeterminados.
A equagdo diferencial nao & resolvida no sentido anterior, mas a
equagao & usada para fixar seis das variiveis indeterminadas a-
través das relacdes que impoe entre as derivadas da solucgao. As
nove incdgnitas restantes si0 univocamente determinadas pelos no

ve pontos nodais da cela.

3.11. ESQUEMAS COMPACTOS IMPLICITOS

Leventhal (1982) refere-se a esquemas na forma diver-
gente como implicitos e na forma convectiva como eprfcitos. A
expressao Compactos Implicitos prende-se a esguemas que alcan-
cam acuidade de quarta ordem em equagoOes unidimensionais na for-

ma:
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5% [q(x) %%J +r(x) -g% = S(x) (3.20)

Os esquemas.Compactos Implicitos (OCT) s%o baseados na
sclugao desta equagao depois do estabelecimento de interpolagao
. quadraticas por partes para as fungoes gq(x), r(x) é S{x). .

Os esquemas OCI apresentam solugles bastante acuradas
em muitos casos, mas fisicamente nao realistas noutros, com matri-
zes nao diagonalmente dominantes para altos valores do nimero
de Peclet e grades insuficientemente refinadas.

Este esquema foi combinado com a discretizagac tempo-
ral Crank-Nicholson para resolver problemas transientes. Foi
aplicado 4 equagao de Burger e estendido a sistemas de egquagoes
unidimensionais.

Analises altamente formalizadas dos esquemas OCI sao
~apresentadas por Kellog e Tsan (1978), Philips e Rose (1982),Ber

ger et al (1980) e Rose (1982).

3.11. DESENVOLVIMENTOS RECENTES

Um tipo de esguema exponencial fol aplicado por Viecel
11 (1983, 1986) i equacdo de sexta ordem de Onsager, que & deri-
vada das equagdes de Navier-Stokes, por linearizagdo e desconsi-

deragdo de alguns termos.

Stephens e Shubin (1984} usaram a solugao exponencilal

para analise de escocamentos inviscidos com chogques.
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3.13. VISAO GLOBAL DOS METODOS

Foi apresentado um amplo conjunto de discretizagaeé en
volvendo exponenciais, quase todaé baseados na idéia comum dé ex
plorar as caracteristicas de estabilidade e acuidade de curvds
de interpolacdo baseadas, com algum nivel de aproximagdo, na pro
pria equagao a ser resolvida. Para o caso bidimensional com coe-
ficientes constantes e grade regular estes esqﬁemas reduzem-se a
quatro: a discretizagdo exponencial de Allen, a discretizagdo ex
ponencial de Dennis, a exponencial direcional e a Analitica Fini
ta. |

Todos os esquemas que coilncidem com o de Allen no caso
de grade regular e coeficientes constantes serao referidos sim-
plesmente como esquemas exponenciais. Entre estes aparecem dis-
tingSes com respeito a aproximar ou nio as fungoes de exponen-
ciais, gquanto a adotar equagdc geratriz homogénea ou nio homogé
nea, e quanto ao tratamento dos coeficientes varidveis; neste 1l
timo sentide eles podem ser classificados em esquemas de forma
convectiva, divergente ou compactos implicitos.

As formas divergente e convectiva da discretizagdo de
Allen, bem como a discretizacao de Dennis, levam a matrizes dia-
gonalmente dominantes, ao contrario dos demais esquemas, incluin
do as variagOes compactas implicitas e direcionais do esquema ex

ponencial, gue podem pao apresentar esta caracteristica.

3.14. A PRESENTE CONTRIBUICAO

A discretizacgdo proposta por este autor foi em suas
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origens uma modificagao do esquema exponencial de Spalding no
sentido de incluir o termo n&o homogéneo na equagdo geratriz, em
bora com um procedimento distinto daquele do algoritmo de Wong e
Raithby. |

A discretizacao, apresentada no Capitulo 4, evita a
computagao dos termos de fonte e de fluxos cruzados pela imposi
cdo de que as curvas de interpolagdo dos dois lados do no cen-—
tral P numa mesma direcgdo sejam ndo apenas continuas, cono tam-
bé&m tenham derivadas continuas (ou aproximadamente continuas) no
noé central.

Tal abordagem pode ser vista como uma generalizagao da
discretizagdo de Allen em termos da abordagem de Volumes de Con-
trole, adequando-a aos casos de coeficientes difusivos variaveis
e grade irregular.

Por outro lado, tal como no esquema hibrido de Spal-
ding ou na Lei de Poténcia de Patankar, busca-se uma aproximagao
computacionalmente econdmica das fungdes envolvendo exponenciais .
por meio de expansac em série de Taylor,obtendo uma classe de
aproximagoes dematrizes diagonalmente dominantes para o esguema

exponencial.

A presente propesta resulta numa discretizagao muito
proxima ds diversas formas da exponencial na grade regular, mas
para a grade irregular um novo termo & introduzido. A significa-
c30 deste novo termo & estudada através de andlise de erro em s&
rie de Taylor no Capitulo 5, mas nao sera objeto de investigagao
numerica.

Os experimentos numé@ricos dos Capitulos 6 e 7, realiza
dos em grades regulares, permitem a investigacao de um yrande ng

mero de questdes relevantes para a discretizagao de equagbes de



126

transporte. Em primeiro lugar, a comparagac da discretizacac de
Allen com outras, em particular a Central e a de Dennig. Além dis
so, a avaliagdo da qualidade da aproximacdo em série proposté pa
ra a exponencial. Neste contextc, merece atencao destacada = O
efeito angular conhecido como difusdo numérica, bem como a opgao
entre as formas convectiva e divergente.

A metodologia da série de testes, em particular no Ca-
pitulo 6, guarda um aspecto original em relagdo & literatura ci-
tada: ao invés da utilizacdo de situagoes particulares como ca-
sos teste, busca=-se uma avaliacao ampla, abrangente, envolvendo

as mais diversas situagoes.
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CAPITULO 4

DISCRETIZAGOES EXPONENCIAIS {

4,1, INTRODUCAO

A proxima secgao neste capitulc apresenta discretiza-
cOes exponenciais caracteristicas do método dos Volumes de Con-
trole, de uma forma unificadora. Esta descricao abre caminho pa-
ra a apresentacdo da proposta da Discretizagao Generalizada  de
Allen, que, com o potencial do método dos Volumes Finitos, & es-
tendida na secgdo 4.3 a grades irregulares, coeficientes de difu
sdo varidveis e &8s formas divergentes da eguagac de transporte.

A seccao 4.4 explora trés diferentes aproximagoes ba-
seadas em série de Taylor para a discretizagao exponencial, uma

das quais testadas nos Capitulos 6 e 7 com sucesso.

4.2. DESCRICAO EM VOLUMES DE CONTROLE DOS ESQUEMAS EXPONENCIAIS

4.2.1. Aspectos rotacionais

Chamamos a atengdo para a convecgao de sinais adotada
"agqui com respeito aos nimeros de Peclet celulares.

Seja B qualquer dos nds cardeails imediatamente vizi-
nhos ao nd P, e b a respectiva fronteira da cela. Um tratamento

unificado de ambos os lados do nd central & conseguido pela defi
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nicdo do nimero de Peclet em termos da coordenada de B relativa
i

a P, ao inves da usual distincia entre ambos os pontos, isto@é:
{pulp XB :
FPe., = (4.1)

Com esta convencdo o nimero de Peclet relativo ao lado
4 montante se torna necessariamente negativo, e ao lado a jusan-
te positivo.

Regras de interpolacdc lineares sao adotadas para 0
coeficiente difusivo, bem como para o coeficiente convectivo na

forma divergente:

b4
Yo = ¥ + 2Dy (4.2.1)

(pu)y, = {pu)y, + )—;9 [{pu)B - (ou)P] (4.2.2)
B

No caso da forma convectiva o coeficiente de convecgao

se reduZz a:
(pu),, = (pu)P (4.2.3)

4.2.2., Descrigao

Os esguemas exponenciais baseados no método dos Volu-
mes de Controle sdo geralmente construidos com duas curvas de in
terpolacdo, uma para cada lado do nd P. Cada uma & obtida da so-

lucdo da equagdo linearizada:
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dé A%
(pu)y, & o K (4.3.1)

sujeita a&s condigbes de contorno:

¢(0)==¢p (4.3.2)

b xg) = dg (4.3.3)

Métodos de discretizacgao baseados em equ;gao homogénea
podem ser vistos como caso particular assumindo um valor nulo pa-
ra K. Outros métodos, tais como LOADS de Wong e Raithby (1979),
computam K, por meio de estimativas dos termos de fonte e de flu-
xos convective e difusivo cruzados. Estes métodos constituem apli
cacdo direta da presente secgao.

A solugao do problema definido pelas expressoes (4.3)

(T

Kp
¢ g = t j‘XB Pe_ x - K
o = ¢ - 0D -[GXP( B 1| + o2 x (4.4)
p exp(PeB)~l Xp _ {pu)y,
cuja derivada é:

K

b
4 *87% ~Tpur, B . Pey Ky
d¢ _ . exp(Pe, ~—). + (4.5)
dx exp(PeB)—l B xp Xy {pu)

O fluxo total na fronteira b da cela € cobtido substi-
tuindo (4.4) e (4.5) em (2.2.2) ou (2.2.3), reescritas abaixo na

presente notagao:
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_ _y d¢
Fb = {pu)b¢b \r . {4.6)
levando a:
Y K.Y
_ _ b '
Fy = (w0 p = Ugdp) T + T (4.7.1)
onde:
_ PeB '
g ™ exp (Peg) -1 (4'?'2)
Xh
Xg = g T Pep 1 - 1 {4.7.3)
B .
0 fluxo ligquido entre as fronteiras leste e oeste & da
do por:
E =Fe~FW ) (pu} , =~ (pw, -
X Ax Ax P
¥ . :
-1 e W
+ AX |~ {pom ) == T + (Pdn) = n-] + (4.8.1)
I: E P Xp E W P i W
onde:
KoY K
-1 e'e w
0= X¥B - — 4.8.2
Ax ((Qu)e E ow,, %! ( )

0 primeiro termo do lado direito de (4.8.1) se anula se a forma
convectiva da equagao diferencial for adotada. Este termo também
pode ser desconsiderado junto aos termos andlogos nas diregoes
cruzadas no casc da forma divergente, em virtude da equagao da

continuidade, carregando al uma aproximacac de segunda ou pri-
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ra ordem dependendo da regularidade da grade, como mostrado no

Capitulo 2.

O termo x, se anula no caso das discretizagtes que as-
sumem equagao geratriz homogénea. També&m se anula no caso de gra
des regulares, como serd mostrado posteriormente, de mancira que
neste caso as discretizagoes baseadas em egquagoes geratrizes ho-
mogéneas ou nic homogéneas coincidem.

As fungdes xg e @ nao aparecem portanto nas derivagdes
com a equacdo homogénea, ac contradrio da agui chamada fungao T,
conhecida destes esquemas, gue corresponde na notagao de Patan-
kar aos pardmetros A(Pe} ou B(Pe) dependendo do sentido da velo-
cidade. Algumas propriedades importantes desta funcao sao apre-

sentadas a seguir.
4.2.3. A funcao u{Pe)
A fungao

] _ Pe
n (Pe) = Sxp (PET-1 (4.7.2)

& reproduzida nas figuras (4.1) e (4.2), onde pode ser ohserva-

da como uma funcdo estritamente positiva com:

Pe > 0 = O0O<y<l (4.9.1)

It

Pe 0 =» w7 =1 (4.9.2)

Pe < 0 = n > 1 (4.9.3)
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pode-se notar desde {4.7.2) as seguintes tendéncias as

sintoticas:

lim (m) =0 (4.10.1)
Pa-som

lim (1) = Pe (4.10.2)
Pe+-w e

Uma importante propriedade desta funcao, ja4 notada e

utilizada por Patankar (1980) e:

n(-Pe) = m(Pe) + Pe (4.11)

para a busca de uma aproximagao desta fungdo pode-se
substituir a exponencial em (4.7.2) por sua expansao em série

em torno de zero, obtendo-se:

n - . n-1 _1

m(Pe) = [ngo T 1) T (n1 T

A fungao pode ser expressa ainda na forma de uma soma-

téria ndo invertida, isto e:

1 (Pe) =Z n, Pe (4.13.1)

0s coeficientes ny s3o encontrados através da eguiva-

1éncia das somatdrias nas expressoes (4.13,1) e (4.12) , que im—

poe:
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| n .
Léo (n+l) ! ] HEO’H_PE) _k;oi;o TizﬁiTTPe =1 (4.13.2)

Da segunda identidade polinomial em (4.13.2) resultam

cs coeficientes ny definidos pela relagdaoc de recorré@ncia:

no =1 - (4.13.3)
k nj;
" T Tikbo e DT (4.13.4)

Uma expressao de 7m(Pe) desta forma &:

T(Pe) =1 - 5 t 95 - 135 + 0(6) (4.13.5)

Pode-se verificar com a ajuda da expressao (4.10) gue
nenhum outro expoente impar existe nesta série além do termo de

primeira ordem.

4_.3. O ESQUEMA GENERALIZADO DE ALLEN

4.3.1. Introducao

O esquema restrito de Allen foli descrito rapidamente
no Capitulo 2 e revisto no Capitulo 3 numa forma prdxima a apre
sentacao do proprio Alien. A presente secgido mostra como o es-

quema pode ser relacionado a descricao em Volumes de Controle.
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Como j& visto, a discretizacao de Allen pode ser des-
crita a partir de uma inica curva interpoladora para ambos ©Ss lé
dos do nd central P. Tal curva pode ser obtida das curvas ante-
riores, diferentes em principio para cada lado, pela imposicao
de gue ambas as curvas apresentem a mesma derivada no no P e se-
jam baseadas no mesmo termo nao homogéneo K. Tal procedimento sg&
rad adotado no item (4.3.2) para O €aso de equagbes de transporte
na forma convectiva com coeficientes de difusao variaveis, assim
gency.. . L.:2ndo o esquema de Allen para grades irregulares. A gene
ralizagdo para coeficientes difusivos varidveis & apresentada no
item (4.3.3), e para a forma divergente em (4.3.4).

Uma das maneiras de generalizar O esguema de Allen pa-
ra a forma divergente, descrito no item (4.3.4.2), foi original-
.ite apresentado no manuscrito ndo publicado "A stable second
order discretization for convective and diffusive terms in fluid
transport eguations", datado de Novembro de 1983, antes do pre-
sente autor conhecer O trabalho de Allen, de maneira que O ma-

nuscrito nao fez referéncia a este autor.

4_3.2. Forma convectiva com coeficientes uniformes

4.3.2.1. Descricao

Considerando a forma convectiva da equagao de transpor
te e assumindo O mesmoO termo nao homogéneo K, as derivadas de am

bas as curvas de interpolagao no nd P sdo dadas por:

" o (4.14.1)
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dol o _ (4.14.2)
x| - exp(Pe),, — 1 Xy (pu)P
A igualdade de ambas as derivadas implica que:
et W%
TTK __E F® ! (4.15)
pu:p - '
i W
Substituindo {4.15) em (4.8.2) resulta:
¢E"¢P o d)w_qu ;
E W
-y _E il (v -
0= L — (g = % (4.16)

0 fluxo liquido

ser escrito como:

Tt
i

onde

B Ax 5XB

X~ Xy
Sy

E W

(pu)P
p=—7— =

descrito em (4.8.1) pode finalmente

(4.17.

(4.17.

1)

2)

.3)

4}
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Como apontado em uma secgao mais adiante, a forma de
generalizar o esquema de Allen nio & {inica, mesmo no contexto da

abordagem de Volumes de Controle.

4.3.2.2. Estabilidade

Consideremos inicialmente o caso regular. Pode-se %ro—
var com a ajuda da expressac (4.11) gque o termoc ¢ se cancela.
Os termos remanescentes na expressao (4.17.2) para os coeficien-
tes de influéncia Ay s3o assim proporcicnais aqueles derivados
por Allen e reescritos nas expressoes (2.21) e {3.5). Como a fun
cdo 7 & estritamente positiva, os coeficientés Ay sdo necessaria
mente negativos, indicando a domindncia diagonal da matriz dos
coeficientes, como ja expresso por Dennis (1872) e muitos outros.

A dominincia diagonal sera agora demonstrada para gra-
de irregular. Assumindo inicialmente um escoamento para a direi-

ta, obtém-se de (4.17.4) gue:
p >0 (4.18.1)
De {4.1) e da desigualdade acima:
Pe, > 0 > Pe (4.18.2)
De (4.9.1), (4.9.3) e expressao acima:

m—. < 1 < (4.18.3)



Resulta portanto que:

Ty, — T < 0 (4.18.4)

De (4.13.3), (4.18.1) e (4.18.4):

o < 1 (4.18.5)

Finalmente, de (4.18.5) e (4.17.2) resulta:

A, < 0 (4.18.6)

A mesma conclusdo seria obtida assumindo escoamento pa

ra a esquerda.

Uma indeterminacao pode entretantc ocorrer na expres-
sdo (4.17.3) se a velocidade & nula, e pode ser eliminada  pela
expansao da funcdo 7 de acordo com (4.13). A expressac ({(4,17.3)
reduz-se assgsim a:

plx =% )
e W, (4.19)

o, =1 v, 2
BT TRy Xy R

p—7tp gt ..

onde p & dado por (4.17.4). Finalmente, o limite de O gguando p

tende a zero &:

o
=

(4.20)

Esta indetermina¢dp requer assim algum cuidado na cong
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trugao do algoritmo ao especificar op de acordo com (4.20) para

numeros de Peclet celulares nulos ou muito peguenos.

4.3.2.3. Caso assintotico para altos nimercs &e Peclet

Parece interessante analisar o caso dos nimeros de
Paclet muito altos. Aplicando as tendéncias assintdoticas (4.10)
35 expressdes (4.13.3) encontra-se que, quando o namero de eclet

celular tende para infinito, & variavel gy tende para:

l—ﬁi}i se u > 0
Ay
{4.21)
At se u < 0
L - 3%
E

A expressao resultante para o coeficiente de influén-

cia A, €:

Y i3
- g§w§§g se u > 0
B W
(4.22)
Ty 7B <0
T TX.5%. Se 4 s
B°"E

4.3.3. Forma convectiva com coeficientes variaveis

4.3.3.1. Descricao preliminar

Pode-se buscar uma generalizagdo do esquema de Allen
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para coeficientes difusivos variaveis, tal como aparecem nas eqgua
¢oes (2.55.1) e (2.55.2), na mesma linha da secgao anterior.
Assumindo termos nao homogéneos iguals, as derivadas
das duas curvas de interpclacac podem ser expressas da mesma for
ma yue (4.14), e a igualdade das derivadas resulta numa relacgao

na Torma (4.15). Substituindo (4.15) em (4.8.2) resulta:

L S
1 ¥ BoOox W
0 = i T (Ye X~ Yw %q) {(4.23.1)

0 fluxo convectivo e difusivo liguido apresenta-se nu-

ma forma analoga a (4.17. 1), com:

Yy "p
AB = - m (1 - OB} (4_.23.2)
1 Ye X T Yw Xy
op = 3= T (4.23.3)
b E W

A expressac (4.23.3) pode dar origem a falta de domi-
nancia diagonal e, ainda pior, a valores extremamente altosyisto
&, nao limitados, se ocorrerem pequenas velocidades, guando en-
t3io o numerador e o denominador tendem a ser pequenos mas a ra-
z30 entre eles pode variar impredisivelmente. E possivel buscar
aproximacdes de (4.23.3) gue evitem esta segunda possibilidade.
Como subsidio para esta abordagem apresentaremcs nos proximos
itens uma aproximacao em série para Ops Capaz de evitar a presen
ca destes valores nao limitados. A dominancia diagonal pode ser

garantida por novas aproximagoes.
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Antes porém & conveniente notar uma alternativa a esta
abordagem gue oferece extrema simplicidade. Reescrevendo a equa-

cdo (2.55.1) na forma:

dé d*¢
ax * Yaxz

dy
(pu + EE) {(4.24}

o casoc de coefic. difusivos varidveis passa a admitir tratamento

t3o simples guanto o de coeficientes uniformes (item 4.3.3), des

de que o coeficiente convectivo (pu)P seja substituido por
(pu+g%)P dentro do ntmero de Peclet celular. Fica assim estabele

cida a diagonalidade dominante sem guaisguer novas aproximacgoes.

Esta simplicidade & por si sb bastante sedutora, o que
desestimulou, até certo ponto, a pesguisa das formas alternati-
vas subsequentemente apresentadas.

Os problemas introduzidos pela variabilidade do coefi-
ciente difusivo sem o recurso 4 equagao (4.24), e a solugao a
eles encaminhada, sao ilustrativos para o tratamento posterior
da forma divergente. Tanto o restante deste item 4.3.3, gquanto
o préximo item 4.3.4 lidando com a forma divergente, ilustram a
amplitude de m&todos alternativos possiveis, embora a rigor nao
ampliem o campo de problemas tratados, que sempre podem ser con-

vertidos & forma da equagao (4.24).

4,3,.3.2. Expansao em série de 9h
Para consideracao da forma convectiva (4.23), conside
remos o coeficiente difusivo y expandido em série de poténcia de

x na forma da expressac (2.46.2), e assumamos uma interpolacao
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lirear para vy, de acordo com (4.2.1). Dal resulta:

]

+ + - % &
Co C1¥y C XX +

b 2%p*B (4.25.1)
onde
S, = Yp (4.25.2)
_ 1 3%
O nimero de Peclet relativo a cada lado B torna-se:
{(pulpxp o _ 1 Ci 2 _ C2
" PR PBY T T e T WY )
{£.26)
onde
_ {owp
¥p

Substituindo f4.25) em (4.13) a fungéo Ty pode ser es-

crita como:

Pci 2 N (p02 P201 2,
P N N o T
(4.27)

pey
= l-Sx ’%XB+E§}{B_

=3
fl

a fungao Xg s definida na equacgao (4.7.3), resulta:

2
- 3By A L % 4,28
XB_p!V(Xb 57 2c > + By - o N (4.28)
Cl2 Ca. 2 Co PC1 2
"Bt BT e, T, R
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0 pnmiﬂx:ys&gfica:

2
XB L P 2 e PCy 2
tr e T m w4

YpXg = P E:(xb

-

0 numerador da expressao (4.24.2) & dado por:

_ XE W, PCO
YoXg ~ Yu¥w TP &%“xé_%ﬂh- 2 (XE xW)-+

2

+ 2 x> - x) - -——4x )+ (4.30)
c, ¢© R xE AW ree )
e o dencminador por:
N W,
“E"”W‘D[ 2 XE_XXW)+12(XE Xw)‘

2

—i-m%-mw+gc )m& w@+ul (4.31)
0 denominador de op Ma expressao (4.24.2°) & portanto
necessariamente de ordem 1, enguanto o numerador pode ser de or-
dem 1 (no caso de grades irregulares em geral), ordem 2 (em gra-
des irregulares com fronteiras centradas ou em grades irregulares
~om nds centrados e espagamento com variagao aritmetica), ou
mesmo de ordem 3 {no caso da grade regular). Passamos a investi-
gar cada um destes casos, comegando pelo mais simples, espacamen

to regular.
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4.3.3.3. Caso de grade regular

0 termo UB reduz~se neste caso a:

4c 12

c, ©C
s =(i—_—l)Ax2 (4.32)
B O

O termo oy pode ser computado de acordo com (4.32) sem
0 risco de valores extremamente altos.

A possibilidade de matrizes ndo diagonalmente dominan-
tes existe, mas reduz-se guadraticamente com o refinamento da
grade.

Um procedimento mais simples & descartar Oy como um to
do, aceitando nova aproximacdo de segunda ordem. Os coeficientes
de influéncia A, sao entdo computados de uma maneira prdxima a
do caso da grade regular, com a mudanga de valor y por Y, em ca-
da lado. Com este procedimento a diagonalidade dominante & manti
da; as conseqguéncias do cancelamento de UB sobre a acuidade nao

podem ser avaliados a priori.
4.3.3.4. Caso de grade irregular

Parece conveniente analisar o termo oy com referéncia
aoc termo ¢ do caso de coeficientes uniformes, onde a diagonalidg
de dominante & mantida mesmo em grades irregulares. Indicamos
com um asterisco as fungoes obtidas guando o numerador e o deno-
minador de (4.24.2) sao computados com coeficiente de difusio Gni.

©C ¥p. Analogamente a {4.17.3) encontrar-se-ia:



onde

nador do segundo membro de (4.43.1) seriam exXpresscs

analoga a (4.30) e (4.31) respectiv

* % _
'nE* T[W* TTE - TTW*
(pulp

b Yo

* e

Ty = Ty ¥p)

* *

XB - ﬂB + prb 1

Depois de
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(4.33.1)

(4.33.2)

(4.33.3)

(4.33.4)

expansfio em série o numerador e O denomi

plos de C1s Cor etc. Isto implica que:

a

B

Yo X2 7 Yuw W _

b

l'-"'J:‘
I
=
il

p - *
WE T,

* *
(ﬁg— %@ + 0(3)

{m.* *) +‘EEEL { - )y + o(3) =
g+ 3, S T R

) E_;'El XéxE'—}%ﬁw
W Co X T *w

+ 0(2):\

Obtémse por substituigao:

;L_ Ye&fqhxw _

(xg* = xg®) +003)

Yy, Ty

[ 1 - 2
E W S *EW

forma

amente,sem oS termos malti-

(4.34.1)

(4.34.2)
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Por fatorag¢do cbtém-se, com recurso a eq. (4.33.1)

0n = e g
B NE ﬂw

B [ 1+ ;1- __..—XiEXE_—XWWX"J] + 0(2) (4.36)
0
A situagido configurada pela expressac (4.36) tem simi
laridades com a apresentada pela expressao (4.31) no caso regu-
lar. Pode-se analogamente computar O termo d, de acordo com
(4.36), desprezando os termos de segunda ordem ou até mesmo O
de primeira ordem entre os colchetes, gquando entao a diagonalida

de dominante & mantida. Tal procedimento implicaria numa aproxi-

macido de primeira ordem neste caso irregular.
4.3.4. Forma divergente

4.3.4.1. Apresentagao

Esquemas exponenciais na forma divergente também podem
ser construidos de maneira a levar em consideragdo a existéncia
de fluxos cruzados e termos fonte sem computagao de seu valor
numérico.

Trés procedimentos alternativos serao apresentados, le
vando a expressotes algebricas para Og andlogos a (4.23.3). Mas
as derivacdes ndo sdo continuadas até a obtencgao de formulas com
putacionalmente aceitaveis, embora nao diagonalmente dominantes,
tais como (4.32) ou (4.36).

As expressdes obtidas reduzem-se, para coeficientes di
fusivos uniformes em grade regular, & forma divergente dada na

expressao (3.15.1), apds o cancelamento de ¢, para obtencao de
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matriz diagonalmente dominante. Haveria interesse em avangar nesg

ta linha para a grade irregular, desde que a forma divergente se

mostrasse vantajosa no caso regular, o que nao ocorreu nos estu-

dos realizados a respeito.

4.3.4.2. Primeiro metodo

Uma maneira de estender o esquema de Allen a forma di-

vergente da equacio de transporte com coeficiente difusivo varia

vel & um procedimento andlogo ac item 4.3.3, pela imposigaoc  de

que ambas as curvas interpolantes apresentem a mesma derivada no

nd P e refiram-se ao mesmo termo ndo homogéneo K.

sulta em:

As derivadas das curvas no no P sao:

K« K

9 - (4 4 -S4y _E e 4.37.1

dx (Ogmdp 75522 xE4_(mﬂe ( )
K X1

4 _ e - Wy W _Ki, 4,37.2)

z = Gt (pu)w) w+ (pu),, (

A igualdade dos termos K e de ambas as derivadas re-

¢E _¢P - ¢W~ ¢P

.
E W
K =K = }LEl—T[ l—']Tqu (4 .38)
[~ W _ e
o)~ Tow,

Substituindo (4.38) em {4.8) resulta
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(pu)e—(QU)w
onde
Y. T
AB=‘E}:DTX§‘(1‘“B’ (4.39.2)
Ye _ Yw
1 (ou}e *x (pu)w %
o =L (4.39.3)
B oy lomy Iy
(ouj (ow)

A expressao acima para Oq pode dar origem a valores ir
realisticamente altos ou infinitos se pelo menos uma das veloci-
dades for zero. Em grades regulares AB pode ser desprezado cont
aproximacao de segunda ordem, recriando, para o caso de y cons-

tante a forma divergente usual.

4,.3.4.3. Segundo método

Fisicamente os termos Kz € K nao sao iguais, diferin-
do em principio por um termo de primeira ordem. A hopdtese de
igualdade € portanto uma aproximagao de primeira ordem em rela-
¢ao ao termo fonte da equagao geratriz, embora nac necessariamen
te no esquema resultante, como serid visto no prdximo capitulo.

Se for imposto por simplicidade que:

Ke . KW
(o ~ Tear, (4.40)

entdo outra aproximagdo de primeira ordem & feita, em principio,

com tanta legitimidade gquanto a anterior. Impondo a igualdade das
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derivadas resulta:

¢ E-¢ ¢'W_¢
X K pT% T T
e - W _ xE XW (4.41)
LGV TV M T .

Substituindo (4.41) em (4.8) a expressdo resultante é

andloga a (4.39), com oy dado por:

1 Ye X8 T Ty K
m -

Th - "w

0’ =

B {4.42)

Apesar de ser formalmente idéntica a (4.23.3), e muito
mais simples que (4.39.3), a expressao (4.42) pode causar valo-
res ilimitados e nao diagonalmente dominantes. Isto acontece se€
o sentido da velocidade se reverte de um lado para outro de ma-
neira que os dois nlmeros de Peclet tenham mesmo sinal e valor
absoluto. Novas aproximacdes fazem-se necessarias para elimipar

esta possibilidade.
4.3.4.4, Terceiro Metodo

Outra maneira de generalizar o esquema de Allen para
forma divergente pode ser feita sem qualguer hipOtese acerca do
valor dos termos nac homogéneos, assumindo que a segunda deriva-
da de ambas as curvas interpolantes coincidam no no central, da
mesma forma que as primeiras.

Derivando as expressoes (4.5) obtém-se:
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2 = b .
d“¢ _ ®B7'P ~ (pu}p "B x, Pep
dx? exp(PeB)—l exp(PeB ﬁg) Xp? (4.43)

As derivadas no nd central sao:

d2¢ _ Ke ' PeE

| e T w0 w2 (4.44.1)
K Pe

A% _ W . W

5;5';“‘%a Ip - (ouy, %) %7 (4.24.2)

Simplifiquemos a notag¢ao definindo:

b, —
RS- p
Cy = T (4.45.1)
Kb
Bp = (pu), (4.45.2)
- :.Pe_B
B Xp {(4.45.3)

A igualdade simultinea da primeira e da segunda deriva

da & reproduzida pelec sistema de equacoes:

(Cp=Bglmg + Bg = (C-Bym, + By (4.46.1)

Yn P (4.46.,2)

(CurBp) e Pp = (Cu=Bylng, Py

Resolvendo cbtém-se:
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_ S e PP P ]+ G Ty By

B, = — (4.47.1
E Mo My PP — TpPp + Ty Py L47.1)
BW . CW'”W [ITE (PE—PW) +PW] - CEWE PE (4.47.2)
g " PETw e P "W Pw
Substituindo estes valores em (4.8) chega-se a uma ex-

pressao para os coeficientes de influéncia, com Op dado por uma

formula particularmente complexa:

e (PP "PE] TXe * g PEYy Y

o, = — 5 4.48.1

E Yo ETE‘ITW (PE -PW) nPp + Hvaﬂ { )
L ["e P Pe) Pu] Wy ¥ WaleE (4.48.2)
T Y [TEwFE W T "EE Y )

Como nas alternativas anteriores existe a possibilida-
de de valores nac limitados e de matriz de coeficientes nao dia-
gonalmente dominante.

£ interessante observar que um método andalogo a este
poderié ser construido para a forma convectiva. No caso dos coe-
ficientes difusivos uniformes este esquema coincide com a forma

convectiva ji estudada: Para este cCaso tem-se:

P, =P (4.49.1}

Resulta de (4.46) que:

B, =B {4.49.2)
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Isto implica na igualdade dos termos nao homogé-

neos, de acordo com (4.45.2).

4.4. APROXIMACOES DA FUNCAO = (Pe)

4.4.1. Introducao

A questao das aproximagoes & fungao exponencial foil in
troduzida no Capitulo 2, em referéncia ao esquema hibrido de
Spalding e A& Lei de Poténcia de Patankar. De fato, estes esgue-
mas correspondem, na presente nomenclatura, a aproximag¢ces de

7 (Pe), como se segue. O esquema hibrido & definido por:

myy = L[-Pe , 1 - —, 0]] (4.50.1)

e a Lei de Poténcia por:

= [[pe , (L + 25)%-pe , (1 + Peys , 0]] (4.50.2)

PL

Foi ainda mencicnado no Capitulo 2 que a representagao
polinomial da fungao exponencial & reconhecida como de lenta con
vergéncia, no sentido de gue um nimero muito grande de termos &
necessario para representacdo acurada at® mesmo de argumentos mo
derados. Isto & particularmente importante em vista dos altos nl
meros de Peclet celulares fregquentemente esperados em computagao
para escoamentos tipicos da engenharia, © gue desencorajou mui-

tos pesquisadores de perseguir esta linha.

Entretanto, as aproximagoes por série apresentam a im-
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portante caracteristica de aproximar a fungado w pelo aumento
do nimero de termos, permitindo desta forma o controle de sua
propria acuidade no algoritmo. Esta foi uma importante motivacao
para o estudo de expansoes em série de Taylor. Como sera visto a
forma de realizar tal expansac nao & tnica, e uma em particular,
aqui chamada Expansao em Série de Taylor Modificada da Exponen-—

cial (MTSEE), conseguiu superar a convergéncia esperadamente len
ta, provando-se ac contrario rapidamente convergente a discreti-
zacao exponencial.

Em todos os métodos a série é expandida em torno da
origem. Isto & motivado pela considerag¢do de que os nimeros  de
Peclet celulares, sendo proporcionais ao tamanho da cela, devem
reduzir-se a zero para o refinamento ilimitado da grade, e a ex-
pansdac em torno da origem garante a convergéncia neste caso limi

te.

4.4.2. Expansdo em série de Taylor da exponencial (TSEE)

0 resultado da substituicdo da fungao exponencial den-
tro de 1u(Pe) por sua série de Taylor em torno da origem foi apre
sentado na expressao (4.12). A truncagem da exponenciai " ap0s
grau N gera o polinfmio de grau N-1l:

(1w petTh\ N-1 peh

"rsEE © \nEl nl nto To-1)T

Representacoes graficas destas aproximagbes sao forne-
1 . -« .
cidas na figura (4.3), em escala monologaritmica. Am

bas mostram razoavel representacdo dos argumentos positivos, mas
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0 0 \8 s 14 12 =

000!

FI6. 43 — Expansdo em série da exponencial (TSEE).
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flagrantemente insatisfatdria representacac 4dos argumentos nega-
tivos.

Resultados negativos e ilimitados podem aparecer para
argumentos negativos se a exponencial & truncada apds um grau par.
Ji as truncagens apds graus impares parecem gerar resultados po-
sitivos sempre. Isto & facilmente provado para N igual a trés,on
de o denominador se torna um pclindmio do segundo grau, mas nao

para graus mais altos, e sera deixada sem prova.

4.4.3. Expansdo em Taylor da funcao w(Pe)

Um procedimento alternativo & expandir a fungao w(Pe),
ao inves da exponencial dentrc dela, levando a uma expressao nas
formas (4.13). Tal procedimento pareceria atrativo pois 1) evi-
ta resultados infinitos ja que a série ndo & disposta no denomi
nador de uma fracdo, e 2) a série nao apresenta termos impares ,
exceto o de primeiro grau, com isto reduzindo quase a metade o}
numero de termog para um mesmo grau. .

Entretanto, nenhuma truncagem de (4.13) até o termo
mostrado garante valores unicamente positivos para todos os nﬁmg
ros de Peclet.

Parece interessante notar, por fim, que a truncagem

apds o primeiro grau reproduz o diferenciamento central.

4.4.4. Expansio em série de Taylor modificada da exponencial

(MTSEE)
Como mostrado no item (4.4.2) a maior dificuldade na
representacgao da fungao w(Pe} pela expansao da exponencial resi-

de nos argumentos negativos. Esta dificuldade pode ser removida
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com o uso da propriedade (4.11). relacionando de forma exata o
resultade de um argumento negativo ao resullado do argumento si-
métrico. Esta propriedade foi ja adotada na aproximagao da expo-

nencial pela Lei de Poténcia de Patankar.

0 esquema fica portanto definido como:

(— —
L |Pe|n -
| HEO m - Pe se Pe < (0 (4.52'1)
"MTSEE = { ]
N-1 | |r1— -1
Pe
ko T se Pe >0
ou, alternativamente:
HM’ISEE = {[ﬂTSEE(IPel) ; HTSEE(lPel) - Pe:l ]} (4.52.2)

Representagao grafica da expansac da exponencial modi-
ficada & fornecida na figura (4.4). Esta abordagem leva a valo-

res estritamente positivos para qualquer grau de aproximacao.

4.5. CONCLUSAO

Diferentes abordagens foram apresentadas para generali
zacio da discretizagdo de Allen para equagoes de transporte  na
forma convectiva e divergente. Mostrou-se particularmente atrati
va a discretizacgdo da equagao na forma convectiva (4.24) , que
da conta de coeficientes difusivos variaveis e permite um esgue-
ma diagonalmente dominante em grades regulares ou irrequlares.Ja

discretizacao baseadas na equacdo na forma convectiva (2.55.1)ou
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— 0.01

L 0.001

FIG. 44 — Expansio em série modificada da exponencial (MTSEE).
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na forma divergente (2.50.1), requerem novas aproximagoes para
atingir diagonalidade dominante sempre.

A questao posta pelas diferentes alternativas para ge-
neralizagao da discretizagdo de Allen reaparece na analise em sé
rie de Taylor no préxime capitulo. Sera entao mostrado que as
formas simplificadas podem ser descritas come um relaxamento da
imposicdac de diferenciabilidade no nd P por meio da continuidade
de Lipschitz (Ortega e Reimholdt, 1970).

Duas séries de aproximagoes da fungac w(Pe) foram obti
das gerando coeficientes inteiramente positivos: a expansao dire-
ta da exponencial apbs uma poténcia Impar e a expansac modifica-
da para qualquer truncagem. Avaliagoes destes métodos de aproxi-

magao serao apresentadas no Capituleo 6.
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CAPITULO 5

ANALISE EM SERIE DE TAYLOR DAS DISCRETIZACOES EXPONENCIALS

5.1. INTRODUCAO

0 esquema de Allen restrito & forma convectiva com cog
ficientes difusivos constantes e englobando grades regulares e
irregulares & analisado em termos de Diferengas Finitas na segao
5.2. O restante do capltulo trata dos casos de coeficientes nao
uniformes e da forma divergente da equagdo, na abordagem de Volu
mes de Controle.

Sera mostrado que a imposigao de continuidade das deri
vadas no nd P, que caracteriza o esquema generalizado de Allen
apresentado no Capitulo anterior, assegura condigoes amplas de
convergéncia e acuidade.

A anilise & inteiramente unidimensional, O que pode
ser justificado nas seguintes bases. Como notado no Capitule 2,
as discretizagoes empregando apenas nds cardeais necessariamente
impoem a desconsideragac dos termos de derivadas cruzadas da in-
tegral sobre o volume de controle celular. Em equacoes homo géneas
ou quando O termo nao homogéneo & representado em termos do ndo P,
este fato ndo implica em erro de disecretizacgdo. Assim, as discre
tizacdes de cinco pontes permitem que O problema multidimensional
seja analisado como um conjunto de problemas unidimensionais até
certo ponto independentes, cada um relativo a uma das coordena-

das. A nivel da elaboracao do algoritmo, os dois ou trés proble
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mas unidimensionais que representam o problema bi ou tridimensio
nal estao obviamente ligados na equagao de diferengas finitas pa
ra cada cela. Analogamente, a nivel da analise em série de Taylor
os erros obtidos pela consideracdc unidimensionalizada de cada
uma das direcgoes somam-se para constituir o erro da discretiza-
caoc.

Como j& foi feito no Capitulo 2, assumir-se-ao sempre
fungdes continuas e de derivadas continuas, para os coeficientes
e para as solugoes exatas, até a ordem indicada em cada expres-
sdo. A questdo da diferenciabilidade ou nao, a ser enfocada nes-
te Capitulo, refere-se sempre i diferenciabilidade da fungao in-

terpolante em Volumes de Controle nc nd central P.

5.2, ESQUEMA RESTRITO DE ALLEN

5.2.1. Pescricao polinomial

A funcdo de interpolacdo na discretizagdo de Allen &
aqui analisada como um polinémio de ordem indefinidamente alta

em torno de cada nd, tomado como origem do sistema de cocordena-

das local:

¢ =g, + gpx + gyx’ + gaxt b o, {(5.1.1)
onde
1 I
99 = HF g;% (5.1.2)
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Iy = $ (0} (5.1.3)

Esta fungao, em comum com qualgquer exXpressan polinomial,

satisfaz as condigdes de contorno e do nd central:

p (0} = ¢P (5.2.1)
¢(xE) = ¢E (5.2.2)
dJ(Xw) = ¢JW (5.2.3)

Além desta caracteristica geral, a feigao especifica

do polindmio da discretizagao de Allen consiste em satisfazer a

equacdo aproximada:

d ao| _
As caracteristicas gerais e especificas servirao de
base para a analise de erro em Lermos de Diferencas Finitas no

item 5.2.4. Esta andlise requer a admissao de uma solugao exata

para a equagao diferencial expressa COmMo:

¢ = £, £ix + f2x2 + f3x3 S TN (5.4.1)
onde

fn=—nl—:§§§;— (5.4.2)

£, = 8(0) (5.4.3)
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Esta funcao satisfaz as mesmas condicgoes de contorno e

no nd central:

$(0) = ¢p (5.5.1)
¢ (xg) = o (5.5.2)
$lxy) = by (5.5.3)

A funcado ¢(x) & definida como:

d(x) = ¢(x,0) (5.6.1)

onde a funcdo bidimensional ¢(x,y) satisfaz & equagdo de trans-
rorte:
5% 323

3¢
{pu) + {pv) ¥ —'Y( —72)-—5 (5.6.2)

Se a expressac (5.6.2) & considerada ao longo da linha

y=0 ela se transforma na equagao diferencial ordinaria:

dd . d% _ =
(pu) 33 ~Ygxz = K (5.6.3)
onde
(pu) = (pu) (x) = (pu) (x%,0) (5.6.4)
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=i
I

=

L
I

L 2 g_re]
[S pvay+YaY2Y:O {(5.6.5)

Num problema verdadeiramente unidimensiocnal o produto
(pu) deve ser constante pela continuidade. Mas variacgoes neste
produto devem ser admitidas na presente analise unidimensionali-
zada dos casos multidimensionais. Este comentario torna mais pre
cisa a afirmacgdo, feita had pouco, de que as discretizagoes de
cinco pontos permitem que o problema multidimensional seja anali

sado como um conjunto de problemas unidimensionais até certo pon

to independentes.

5.2.2. Relagoes polinomiais gerais

Aplicando as condigoes (5.2) a expressao (5.1.1} con-

clui-se que:

o
=
|
=
v,
|

2 3 4
SOt IRt Iy T Iy T o (5.7.1)
- 2 3 b

Subtraindo (5.7.2) de (5.7.1) e dividindo pelo interva

lo da grade mostra-se que:

¢E_¢W 2 4
o, T 9L g by gy b)) b (548)

Dividindo (5.7.1) por x, e (5.7.2) por x subtraindo

E W’

uma das expressoes resultantes da outra e dividindo pelo interva
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lo da grade:

¢pfp  dwdp
XE W ) ,
TR 9, + g RpARy) + g, ARy + (5.9)

Relacbes andlogas sdo obtiveis para a solugado exata:

2
by = By Epxg k Egp L (5.10.1)
7 3
O tp = Byt EXy Y It - (5.10.2)
ii_i? = £ 7 fz(XE+XW) + f3(xé+xExW+x;) + aan (5.10.3)
,q

dg=dp  Py0p

XE XW . 2
Ko - %, = £, + f3{xE+xW) + f4(xE+xExW+xW) +
(5.10.4)
Comparande (5.9) e (5.10.4) conclui-se que:
g, = £y + (f4-gy) (% b )+ (£,-9,) (xé+xExw+xI§) + ... (5.11)
comparando {5.8) e (5.10.3), analogamente:
91 = F1+ 59 CE™0) + (5,79, Goprgx i) + - (5.12)

Finalmente, substituinde (5.11) em (5.12) prova-se que:
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g, = fl + (fs—g3)xExW + ... (5.13}

Como definido nas expressoes {(5.1.2) e (5.4.2) os ter-
mos g e £ sdo proporcionais a4 derivada de ordem n-ésima no nd
P das funcdes aproximada e exata respectivamente, sendo por hipd
tese limitadas. Conclui-se da expressao (5.13) que a discretiza-
gac exponencial de Allen apreoxima a primeira derivada com erro
de segunda ordem, e de (5.11) que a segunda derivada & aproxima-
da com errc de primeira ou segunda ordem dependendo da regulari-
dade da grade. Estes resultados coincidem gualitativamente com
0s obtidos por diferenciamento central a partir da interpolacgao
parabdlica. Tal coincidéncia & devida a generalidade das  rela-
cOes tratadas neste item, vilidas sempre gue uma Unica interpola
¢ao polinomial & adotada em todo subdominio W-P-E. Em particular
a curva de interpolacdc parabdlica pode ser cobtida de (5.1) fa-

zendo:

g =9y T «er T 0 (5.14)

5.2.3. Relacoes especificas da exponencial

A caracteristica especifica da discretizagao exponen-
cial consiste em obedecer 3 equacao aproximada. Isto impoe rela-
¢oes entre os coeficientes g, dque serac explicitadas pela substi
tuigdo de (5.1.1) em (5.3.1). Inicialmente obtém-se da derivagao
de (5.1.1} que:

de n+l

Tx = 91 f 29,% + 3g4x° 4 ...+ ngpx + ... (5.15.1)
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¢ _ n-2
—2g2+6g3x+...+n(n-—l) gnx + ... {5.15.2)

ol
=

|

2

&

Substituindo as expressces {5.15) em (5.3) resulta:
I:(pu)qu—Zygil + [2([‘.1L1)Pg2—6yg3] X+ .

ot El(pu)Pgn - n(n-kl)an+l:| xn+l + ... =K (5.16}

A identidade polinomial acima impoe a igualdade de ca-

termos. Resulta dai o seguinte conjunto de relacoes:

(pu)Pgl - 2Yg2 = K (5.17.1)
(pu)Pg2 - 3Yg3 =0 (5.17.2)
(pu)Pg3 - 4Y94 =0 (5.17.3)
(pu)P 9y (n+l)gn+l =0 (5.17.4)

A solucdo exata ¢ na forma (5.4.1) pode ser derivada

gsimilarmente:

= £+ 26,x + 367 4 ...+nfnx“”1+ (5.18.1)

18
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80 o 4 6fx+ ... +n-LEX 2 + (5.18.2)
S 0e o)+ 6Ex v . . .18.

<

Para andlise em série da equacao exata (5.6.3) deve-

se inicialmente expressar (pu) e P em séries:

2

(pu) (x) = a0+a x+a2x + ... (5.19.1)

1

K(x) = ko+k x + k2x2 + ... {5.19.2)

1

Da substituicao de (5.18) e (5.19) em (5.6.3) resulta:

(aofl_sz2) + (2aof + alfl—Gyf3)x +

2

2 2
+ (3aof +2a.f, + azf x + kzx + ...

3 155 -12vf

Yx? + ... =k 1tk
&)

1 4 1

(5.20)

Esta identidade polincmial pode ser expressa pelo con-

junto de equacgoes:

afy — 2vi, =k, (5.21.1)
2a_f, + a;f;-6vf, =k, (5.21.2)
naofn + L ..+ an_lfl-n(n+l]yfn+l = kn__l (5.21.3)

As relacgdes (5.17) e (5.21) serao utilizadas no proxi-

me item.
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Antes porém parece adequado notar a grande semelhanga
entre a prescnte discretizacan, nosta om termos polinomiais, o
as aproximacdes de Hermite, tais como descritas por Mennig et al
(1983), Croll (1970) e Glasse Rodi (1982) . Em ambos 0S casos OS
coeficientes da polinomial satisfazem condicoes de contorno ou
condi¢oes iniciais dadas pelos valores dos nds, e também outras
relagoes impostas pela equacac. Isto sugere que a discretizagao
de Allen e outras discretizagOes eXponenciais, exceto a de Den
nis, sio aproximacgdes particulares de Hermite para as equacgoes

de transporte. Isto pode ser estendido ao método Analitico Fini-

to.
5.2.4. 0 erro da discretizacao de Allen

Podemos agora considerar o erro da discretizagao expo-

nencial com respeito ac operador diferercial L{x):

?
de _ 4% (5.22)

Consideraremos aqui o caso linearizado, onde os erros

podem ser escritos como:

a
e(xp) = L(xp) —‘f{xp) = ou(gg o— g%)* Y(§§% ) (5.23)

_d%
ax7 |

o

A partir das definicdes (5.1.2) e (5.4.2) e expressoes

(5.11) e (5.13), o erro de uma discretizacdo polinomial geral po

de ser expresso localmente como:



170

- 1_d3¢ d3¢ pu &P A%
glx) = 3(dx_—T )(){E'l'W) +— —&-Xﬂ; a}—{%—) XEXW -
[ yT
I T I (5.24.1)

No caso da curva de interpolag¢do parabdlica o terceiro
e 05 demais termes sao nulos, e o erro passa a depender da solu-

¢ao exata apenas; assim:

_l dag 2 2
+ 95 dxu(XE4'xﬁﬁq+'%ﬁ + o (5.24.2)

Opostamente, a funcdo interpolante de Allen introduz
derivadas de alta ordem. As eventuais melhoras ou pioras deste
meepiean e g v e ey A Terened e nt A el ra o pedem aer dnkerpre

P L,
das altas derivadas pela fungac interpolante. Retornaremos a es-
te aspectc logo adiante.

Com a ajuda de (5.17.3) o erro da discretizagao de

Allen pode ser escrito como:

Y &0, _pud’p
Ezzall‘a(@‘a o 5 T T ao B

X 2,2
13 dxk(xE-i-xExw Xw”’lzdxa(xﬁg xi-x2)  (5.24.3)

Onde se nota que os termos introduzidos pela discreti-

zagao de Allen cancelam-se parcialmente.
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A aproximagao da discretizagao exponencial 4 solugao
exata pode ser vista sob outro prisma, pela comparacdc das egua-
¢oes (5.17) e (5.21), reescritas abaixo com diferente notacio.

Para a fungac aproximada as derivadas obedecem is relacdes:

de| _ . d%¢] _
(pu)P Ix Y axz| =T L {(5.25.1)
0 o}
e para n maior que 1:
n n+l
d ¢ ad )
{(pu}),, —% - Y = 0 (5.25.2)
#%p ax>? o Y dx o

Para as fungoes exatas:

dof _ . d%| _
(pu)P dx'o Y axt g = ko (5.26.1)

€ para n superior a 1l:

{(5.26.2)

n— e 11— 2 n
o] a

H3 total similaridade entre as duas primeiras equacoes,
(5.25.1}) e (5.26.1). Embora ko nac seja computada, mas apenas im
plicit> no esguema de Allen, parece razoavel assumir gque sua es-
timativa & prdxima & quantidade real representada uma vez gue a
dins~~~+izacao de Allen &, como ja& se vrovou, convergente com er-
iv ' _.egunda ou primeira ordem. Esta similaridade nao se repete
srntre as segundas equagdes por causa dos termos nac homogéneos

2 {5.26.2}, que representam as guantidades negligenciadas no

srocesso de construgdao da interpolagao, isto &, variagdes no coe



172

ficiente convectivo e no termo fonte.

£ claro que a igualdade 4os conjuntos de eguagoes (5. 25}
e (5.26) pode ser alcancada apenas no estrito caso unidimensional
cor: coeficientes e termo fonte uniformes. A medida gue a situa

cao real se afasta desta, & predisivel que a discretizagao €Xpo

nencial se distancie do desempenho btimo, aumentando O €rro. 0
Capitulo &, apresentando a discretizagﬁo exponencial ,entre ou-
tras,no contexto de um problema bidimensional homogéneo, sera
ilustrativo das consideragoes acima. Naquela circunstancia, o

termo K aparece em consequéncia dos fluxos cruzados, € nao exis-
tem variacdes de velocidade. Antes disso a analise por série de
Taylor serd estendida a discretizacgles em Volumes de Controle,in
cluindo o esquema generalizado de Allen, para OS casos de coefi
cientes nao uniformes e formas convectiva e divergente da equa-

cao de transporte.

5.3. DESCRICAC POLINOMIAL DAS DISCRETIZACOES EXPONENCIAIS EM VO-

LUMES DE CONTROLE
5.3.1. Introducao

A andlise em série de Taylor das discretizagoes exXpo-
nen-iais em Volumes de Controle. gue nio sio em geral comstitul-
das a partir de fungoes interpolantes diferencidveis no ndé P, a
zer apresentada na proxima secgao, também & baseada numa descri-
cao polinomial destas funcgoes, requerendoc, analogamente ao ¢€aso
restrito de Allen, um conjunto de relacoes entre 0sS coeficientes
polinomiais. A presente secgac busca fornecer um conjunto de re-=

lacdes validas para as diversas discretizagbes exponenciais.
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Iniciamos por reescrever as fungoes interpolante e
sua derivada, fornecidas nas oquacoces (4.4) e (4.5) respectiva-

mente, na forma de série de poténcia:

${x) = gop + gy X t g2bx2 + ...+ gnbxn + ... (5.27.1)

de 2 n
Ei(x) glb + 2g2bx + 6q3bx + ... F (n+l)gn+lbx + .00 (5.27.2)

0 valor especifico de cada coeficiente gpy & aqui irre
levante. As relacoes importantes entre estes coeficientes sao re
veladas pela substituicao de (5.27) na equagao aproximada (5.3),

levando a:
[}Du)bgob - nglﬁ] + [}wu)bglb - 2y bgzg]x + [(Ou)bgzb - 3Yb935]xz

o, [(pu)bgnb - (n+1)ybgn+lé]xn + ... =Kx+ (cte) (5.28)

Esta identidade pclinomial resulta no conjunto de rela

coes:

(Du)bglb - 2ng2b = Kb {5.29.1}
(pulpgpy = 3Yp93, = O (5.29.2)
(pu)pgny, ~ (n+l) YpIn+1y, ~ 0 (5.29.3)

Além das relagdes -acima varias outras podem ser obti-



Aplicandc-as a

das pela consideragao das condigoes de

(5.27.1) obtém-se:

2

3
I1e¥E T 92:%g t 93eXp

2
glwxW * g2wxw

5.3.2. Outras relacgoes

Dividindo (5.30.1)

2
gle + gzeXE + g3e}{E +

glw + gszW * g3wxw2 +

k)
+ gBWXW +

por X

+ ..

g € (5.

...(I]P
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contorno e no nd central.

by = 9p (5.30.1)
(5.30.3)

30.2) por Xy obtém-se:

{5.31.1)

{5.31.2)

RelacOes andlogas para a solugdo exata podem ser obti-

das a partir de (5.10.1) e (5.10.

2):

Comparando (5.31.1) e (5.32.1) conclui-se gue:

9le ~ £y

_ 2
+ (fz—gze)XE + (f3 g3e)XE +

X (5.32.1)

$

P (5.32.2)
(5.33.1)
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Analogamente, de (5.31.2) e (5.32.2):
g1, = £q * (Fy=a,) %y + {f3—g3w)x;} o (5.33.2)

Subtraindo (5.33.2) de (5.33.1) obtéem-se:

2 2
(91,791, = 37920 % - (£ymgp )% + (E3-93) % ~(E3-g3,) %y +- -

{5.34}

As expressdes (5.31) e (5.32) também podem ser manipu-

ladas para mostrar que:

G1%g * 92 KKy T IBHHg * e = (Opdp) —XX—E— (5.35.1)
GLK, * T2 A IR e = Bty %"— (5.35.2)
£ix, + Bty ¥ Egxgkg + oee = (bdp) % (5.35.3)
flxw + £ox 0 fﬁu“{:} + .. = (de—(bp) % (5.35.4)

Adicionando (5.35.4) a (5.35.1), subtraindo do total

(5.35.2) e (5.35.3) e rearranjando obtém-se:

g1 ¥, T2,%, = £+ (£yman ) x Xy — (Fmgn )X

b £y g3 )R = (3793 K5+ e (5.36)



176

Dividindo (5.35.1) e (5.35.3) por x, e as outras equa

¢oes em (5.35) vor X, mostra-se que:

Il -Xxi + 9okt GaK Ky + oee- = (bpdp) —3 (5.37.1)
glw%+g2wxw+g3wxwxw+...=(IJW—%)%WF (5.37.2)
£4 ;i + f2xe + fEXeXE + e = (¢E—¢P) zig {5.37.3)
£, ;% +£x t Egx Xy v oeee = (¢W—¢P) giy (5.37.4}

Adicionando (5.37.4) a {(5.37.1), subtraindo {(5.37.2) e

(5.37.3) e rearranjando obtém-se:

9N2¥e T 2Ny T fZ(Xe_xw) + (fl_gle) zi - (£yay) §§ +

+ E3aa gy - (Fas) % ¢ (s % g = (E49n) K * oo

(5.38)

5.3.3. 0 analogo do fluxo liguido nas discretizacbes exponenciais

Este item apresenta uma expressao geral para © analogo
do fluxo liguido combinado convectivo-difusivo nas discretizagoes
exponenciais em Volume de Controle. As discretizagdes especifi-
cas sdo tratadas na prdxima secgao.

0 fluxo na fronteira b da cela, dado por (4.6), pode

ser expresso com ajuda de (5.27) como:
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J
Fb = [(pu)bgo—\fbgl};, + l:(pu)bglb—2\’bg2}:;]x +

. ? . n
+ [}pu)bgzb—3ybg3éjx LA [}pu)gnb-(n+l)ybgn+lé]x + ...
(5.39)

A expressdo acima pode ser grandemente simplificada

com o uso das relagoces (5.29), tornando-se:

Fo= [P35 M91] * [Py, =219 | (5.40)

0 anadlogo do fluxo liquido das discretizagdes exponen-
ciais &:
 FeFy _ [(PWeby ~ YeSlal — [(Pwwdo ~Ywdly] |,

Fro= A Ax

N [(Du) e9le ~ 2Ye92elxe - ]:(Du)wglw -2y wgzwjxw

i (5.41)

5.4. ANALISE DAS DISCRETIZACOES EXPONENCIAIS EM VOLUME DE CONTRO

LE

5:4:1. Introducao

A anilise em série de Taylor de fungdes interpclantes
nio diferenciiveis no nd P demanda a abordagem de Volume de Con-
trole introduzida no Capitulo 2. O analogo em Volumes de Contro-
le do fluxo liquido, expresso no caso geral pela equacao (5.41},

deve ser comparado ao analogo tebrico, reapresentado abaixo:
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Ty 2 2
F Fl+F2(xe+xW) + F3(xe+xexw+xw) + ... (5.42.1}
onde
ne=
1 a'rF
FI’] - n! 'a;ﬁ o (5;42-2)

Ja no Capitulo 2 fei apontado gue a discretizacao pode
eventualmente modelar o primeiro termo da série apenas, desde que
a discretizagdo dos termos ndo homogéneos refira-se ao nd  cen-
tral P unicamente. Nestes cascs a analise pode ser concentrada

em Fl apenas, também reescrita abaixo. Para a forma divergente:

Fop. = _ -
Fqy alfO + aofl clfl 2¢ £, (5.43.1)
e para a forma convectiva:
F==Fl = aofl - clf1 - ZCOf2 (5.43.2)

5.4.2. Esquema de Allen generalizado na forma convectiva

5.4.2.1, Descricao polinomial do esquema

0 esquema generalizado de Allen para a forma convecti-
va foi proposto na sec¢ao (4.3) para lidar com o casc de coefi-
ciente difusivos nao uniformes. Tal esquema impoe a continuidade
das derivadas no nd P e assume que 0s termos ndo homogéneos para
as equagles geratrizes de cada ladc € o mesmo.

Neste caso ambos os coeficientes convectivos sao basea

dos em propriedades no nd central:
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(pu)b = (pu)P (5.44.1)

e *~*-rpolagao linear & utilizada para os coeficientes difusivos:

Zp
=Y, ¥ (YB'YP} (5.44.2)

Y
b P B
Desde gue o esguema impOe a continuidade das derivadas
no nd P e a igualdade dos termos nao hcmogéneos, tem-se,de acor-

do com (5.27.2):

91w — gle = 9 {(5.45.1)
K =K {(5.45.2)
w c
Para fins da analise da série de Taylor substitui-se (2.46) em
{(5.44) obtendo:
(pu)b = a, (5.46.1)
2
Yy = co+clxb+c2xbe+c3xbe + ... (5.46.2)

5.4.2.2. Outras relagoes polinomiais

A igunaldade dos coeficientes de primeira ordem (egua-
¢d3c 5.45.1) tem consequéncias importantes em garantir a ordem de
acuidade do esguema. Esta andlise serd precedida agui pela inves
:tzaclo das consequéncias desta igualdade sobre outros coeficien
o,

Pode-se mostrar que os coeficientes g2 € gp. diferem
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no maximo por um termo de primeira ordem. De (5.29.1), (5.44.1l)e

(5.45) obtém-se gue:
Ye92_ = YuIz, (5.47)

Resulta da expressao acima e de (5.46.2) que:

2
+ * v B
CotC1R %y

_ Y
929-_g%q§;-_gzwt%;Cf%;Cf§e+ N

(5.48)

Finalmente, fatorando a expressac até o termo da primeira ordem:

C
= . 1 _
92, ~ 92, [l + E; (Xw xe) + ...] (5.49)

Sera agora mostrado gque ambos os coeficientes g2e e
’ 92y aproximam a derivada de segunda ordem no ponto P por um ter-
mo de primeira ordem. Subtraindo (5.31.2) de (5.31.1) e conside-

rando (5.45.1) obtém-se:

(gzgﬁf92§ﬁg + kbe%éﬁmw§9 + ... =

_ts &% (5.50)
g W

Subtraindo (5.32.2) de (5.32.1) obté&m-se analogamente

gue:

2 ¢"0p O 9p

2
fo{x -x.) + £ (x_-x..) + ... = - (5.51)
2 E "W 3'E "YW WE xw
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Comparando as relagoes acima conclui-se que:
92,592, %y =%mf%)+&§%&%—(%qhm§+“.wﬁm
gubstituindo (5.49) em (5.52) obtém-se finalmente que:

1 2 2
d2, = f2 + = [}f3—g3e)XE - (f3—g3w)xW -

C

1
- g%vE; bg;ﬂé)gél*~0(2) (5.53.1)

Analogamente:

_ 1 2 3
920 ~ E2 X K [‘f3_g3e)xz - (£5mg3) xy -

<1
92 ;:; (x .- xw)xw] + 0(2) (5.53.2)

As expressoOes acima indicam que as estimativas das de-—
rivadas de segunda ordem diferem dos valores exatos por um termo
de primeira ordem, com grande similaridade com O Caso do esguema

restrito de Allen.

Substituindo (5.53) em (5.33) prova-se gue:

g, = £; + 0(2) (5.54)

para grades regulares e irregulares, tambeém analogamente ao caso

de Allen restrito.

Uma observagao final se refere aos coeficientes de
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maior ordem. Sera agora mostrado que os coeficientes Ine € dn,
diferem entre si por um termo de primeira ordem gualguer gque se-—
Ja n. Aplicando as expressoes (5.29.3) para os lados este e oes-

te, sub*raindo um do outro e rearranjando verifica-se que:

_ _ o1 {trade  (Pu)y (pu) e
Intle - Intly T Y l[iye' . In, * Yo (9n.~9n,)
4{5.55)

O primeiro termo do lado direito da expressdo acima &
claramente de primeira ordem. A diferenca entre os coeficientes
9n+1 de ambos os lados depende assim da diferenca entre os. coefl
cientes 95- Uma vez gue 92, © 92, diferem por um termo de primei
ra ordem, todos os coeficientes de ordem superior diferem entre

Si por um termo de primeira ordem.

5.4.2.3. Analise do analogo do fluxo liguido

Substituindo (5.45.1) e (5.46) em (5.41) resulta:

v o1 - —~ Y _
F __EE[&E>clhﬁ}Xe’%J 2, (92X 92, %)
2 2
—2cy (92 8,792, %) — c9; (Rxpx %) -

~ 20, (9 X KT Kok, — Ca9y (KEex X0) — ... ] - (5.56)

Substituindo (5.36) e (5.38) em (5.56) obtém-se:
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1 e X
- S g - ~ .
Flo= agf) -y f)=20,8) + i\x’ 205tEy gl)(xE xw)+

@ ©)
+ [(ao—cl) (£502,) — 20, (£5793)-Cog; | (%%g) -
®

_I:(ao-cl) (£,-92,) —.2c0(f3—g3w)—czgl:] X -

@

Fl

—2c4 (gsz;—g&q%f]) -+
®
+ [(ao-cl) (f3—g3e)-2co_(f4—g4e)—c3g]:| (xexg)_ -
®
- [tagey) E593,) - 2c0(f4—g4w)—c3g1] (% -
@
- 20, (@2 30Xy — G KD ] + 0(3) (5.57)

Procedemos a analise da expressao (5.57) por grupos de
termos. O termo @ coincide com o analogo em Volumes de Contro-
le desejado, e assim os termos restantes podem ser interpretados
como erro numérico.

O termo @ se anula em grades regulares ou irregula-
res com fronteiras centradas. Nos casos restantes pode-se pelo
menos assegurar com a ajuda da expressdo (5.54) que o termo ®
representa um erro de primeira ordem, j& levando em conta a divi
sac pelo intervalo da grade. Os termos @ ’ @ e @ também re-—
presentam erros de primeira ordem no caso irregular. Os termos

®, @ e sio de segunda ordem mesmo em grades irregulares.
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No caso da grade regular a expressao (5.57) se reduz a:

Dado que a diferenga entre os coeficientes Ing © Iny e
de primeira ordem pelo menos, © termo (:) representa um erro de

segqunda ordem. Isto & mais diretamente visivel no termo (:).

5.4.2.4_. Condicao de diferenciabilidade amenizada

Como observado no Capritulo 4 a imposigac de continuidé
de das derivadas pode levar a matrizes ndo diagonalmente dominan
tes e mesmo ilimitadas, de maneira gue aproximagoes a posteriori
sdo requeridas. Estas aproximagoes podem ser justificadas COmo
se segue.

20 inveés de impor a igualdade absoluta das primeiras
derivadas em P pode-se admitir uma condigao amenizada, por exem-
plo de gque ambas as derivadas difiram por um termo de segunda or

dem, isto é:
gle = ng + d[:\}{?' + ... (5.59)

Assim fazendo a analise de erro prévia permanece inal-
terada em termos qualitativos, embora novos termos de erro pos-—

sam aparecer., Reversamente, uma aproximagéo a posteriori gue
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mantenha a ordem de erro pode ser interpretada como a aceitagao
de uma condigao de diferenciabilidade mais fraca.

Tipos similares de continuidade relaxada saoc conheci-
das em outros ramos da analise numérica. A continuidade de Lips-—
chitz por exemplo ocorre quando duas varidveis diferem por um
termo de primeira ordem (Ortega e Reimboldt, 1970). O seu uso no
presente contexto deve-se a uma sugestao de Pantoja, J.F.A. de

0. (comunicagao pessoal).

5.4.3. Esquema generalizado de Allen na forma divergente

Para a forma divergente, assumindo grades nao alterna-
das, os coeficientes de convecgao e difusao sao linearmente in-

terpolados dos pontos nodais vizinhos. Resulta dai que:

2
(puly = ajra;x +a,x;Xara X Xp + ... (5.60.1)

2
= + ... 5.60.2
Yh C HC ¥ FC X X+l ) Xy ( )

O andlogo do fluxo liquido convectivo e difusive, ex-
presso na equagao {5.41) para uma discretizag¢ao exponencial qual

guer em Volumes de Controle, torna-se para esse caso:

v 1L _ — )= -
Fo= AX [[algo+(ao cl)gl.:l{xe xw) 2co(gzexe gzwxw} +
2 2 2 2
+ {goaz—glcz)(xexE“xwxw)+glal(xe—xw)—2cl(ggexe—gzwxw) +

) (2 seomx ) +ga, (% X %) -
+ (qba3~g103 R FE R T9122 e R

~2c2(ggexéxirg23x£xw)] + 0(3) (5.61)
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O primeiro procedimento de generalizar o esquema ge
Allen & forma divergente (item 4.3.4) mantém a imposigao de con-
tinuidade das derivadas no nd central e igualdade dos termos nao
homogéneos na equagao geratriz,de maneira que sao aplicaveis as
expressoes (5.45) e {5.50) a (5.52). Empregando (5.38) e {5.52)

a expressao (5.61) se transforma em:

T ¢ Iy } - 2epure(5 - 5 ) ¢
® e
+ Eé a2»g1c2+{a0—cl](fz—gge)—2:0{f3—g3e)]XéXE -
e e
" Baoprmop ) (fsa) 2oty o) Pk *
+ (9y3)720) 950 ) K" (gli?_zclqzw) 5,

+ (gla2—2czgze)xéxE—(gla2~202g2w)x;xw + 0(3) (5.62)
Uma andlise qualitativa de (5.62) seria jdéntica d ana

lise posterior 3 expressdo (5.57).
Outros procedimentos alternativos de generalizar o es-
guema de Allen para a forma divergente podem ser analisados como
pequenas variagoes deste. O segundo esquema por exemplo naoc assu

me termos nido homogéneos iguais, mas admite uma diferenga de pri
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meira cordem entre ambos. Pede-se facilmente mostrar que tal
admissao garante uma diferenca de sequnda ordem entre D2 @ 9o, ¢
da mesma forma que o mé&todo acima descrito. O terceiro m&todo ja
impoe diretamente a igualdade entre 92, © Y2, mantendc claramen-
te as conclusoes anteriores; note-se ainda que a igualdade pode

ser relaxada para uma diferenca de primeira ordem entre 92 e

92y -

No caso da grade reqular a expressao (5.62) reduz-se a:
’ Tax
P — —_ - —_ ~ — i
Fr= a1fo+a'ofl_clfl C‘3ff2+[_a'o(q2e gzw)+2co(g3e g3w)J 2 *
T 29,23729)C5%9)a,7C, (9 1an,) +
¥ (z-c,) (2f.-g3 g3 )~2c_(2£ -0, - )}i\i (5.63)
(z,mcp) (2£5793,793,) =20, (28494794 ) |3 :

5.4.4. Esquema exponencial de Spalding

Dado gue o esquema de Spalding se baseia numa equacgao

geratriz homogénea, resulta de (5.29.1) que:
(pu)bglb - 2ng2b =0 (5.64)

0 fluxo na fronteira b, expresso em geral na equagao

{5.40), torna-se para esse esquenma:
Fpo= (pu) g = Y91 (5.65)

0 andlogo do fluxo liguido se torna:
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_ (OU)ego_Yegle_{Du)wgo Y91y

o= = {5.66)
Substituindo (5.60) na expressac acima resulta:
Fr= ﬁ; _Co(gle*glw)+algo(xe_xw)_cl(glexe_glwxw) *

N a2go(XeXE) - c2(gleXeXErglwxwxW) Foe- } (5.67)

substituinde {5.34) e (5.36) na expressdo acima resul-

ta:

e 92.%x"d

! — — —
F a.f -c. f.—C f2 % -

10 171 o

De (5.564) conclui~se que:

(pa)y a,
92b=—27;91b=§ag gy, + 01 (5.69)

Usando (5.33) a segunda igualdade de (5.6%) reduz-se a:
92, = Jon £, + 0(1) (5.70)

cubstituindo (5.70) em {5.68) chega-se finalmente a:

¥ -
_ _ _ e E
1= af o fy + (2o fpafy) gt 0 (5.71)

Nota-se na expressac (5.71) que o esquema exponencial

de Spalding nao & convergente em geral, requerendo para conver-
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géncia que:

X ~ X, = 2Ax (5.72)

o que ocorre em grades regulares, irregulares com fronteiras
centradas ou irregulares com nos centrados e espagamento aritmé-

ticamente wvariado.
5.4.5. Esquema exponencial de Wong e Raithby

Os esquemas exponenciais de Wong e Raithby (1979) po-
‘dem também ser analisados nesta linha. O seu esquema mais sim-
ples calcula o finico terme nio homogéneo para ambos os lados. Es
guemas mais ayangados, tal como LOADS, computam mais precisamen-

te cada lado, o que implica no estabelecimento de uma diferencga

de primeira ordem entre Ke e Kw.

Uma diferenca de primeira ordem também existe entre
g1, € 91, Uma vez que o esquema ndo impde condigoes especificas
sobre tal coeficiente e se deixado com as relacdes gerais (5.33)
gque indicam uma diferenga.de primeira ordem entre gj, bem como
91, © £y de maneira que a diferenca entre as derivadas de ambos
os lados e em principio de primeira ordem.

0 exposto nos dois paragrafos acima & suficiente para
garantir, de acordo com (5.29), que a diferenga entre gp. € dp,
& de primeira ordem gualguer que seja_n. Nada parece assegurar
entretanto gque a derivada segunda de ambas as fungdes interpolan

tes aproximariam a derivada segqunda da solugao exata.

assumindo interpolacgdo linear para (pu), e Y, Como em
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em (5.60}, o analogo do fluxo liquido (expressao 5.41) se torna:
Pro= L ';C (g _-g1 +2d9 X _~2go X ) +
Ax s] gle. glw 92a%a 92w W
* algo(xe_xw) + (ao_cl)(glexé_glwxw) +
+ azgc(xexE—xwxw} - cz(glexexE—glwxwxW) +
+oa (g xigy x2) = 20, (g, Xomgp x )| + 01(2) (5.73)
a1 19157915 C1 49277927 :
Usando (5.31) e (5.32) pode-se mostrar que:
91t 90a¥g U1, 90,5y = o () +(E3703) g -

- (f3—g3w)xv§+ (5.74)

Adicionando a ambos os membros de (5.74) o termo:

(fz-gze)(xE—er) -(fg-gzw)(x$f2xw) (5.75.1)
e rearranjando resulta:

1o 91y 292:%e 292Xy = 2f,5(x %) +

+ (£5mgp,) (Rg=2x,) = (£,-9q,) (K28, +

+ (f3—g3e)x2E~(f3—g3w}>fM + ... (5.75.2)
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Substituinde (5.36) e (5.75.2) em (5.73) o analogo do

fluxo 1iquido resultbac:

T ayg, (X Xpx %)~ < lon X9, X )
+a (glexé—glwx:])—%l (gzexé—gzwx;) }+ 0(2) (5.76)

0 termo (:) coincide com o analogo na forma divergente
desejado. O termo (:) se cancela em grades regulares ou irregula
res de fronteiras centradas, mas representa um erro absoluto em
grades irregulares em geral. Os termos remanescentes entre as
chaves sao de primeira ordem em qualquer situacao.

No caso da grade regular a expressac (5.76) reduz-se

F' = alfo + (ao—cl)fl—2cgf2 +
al+c

25 2
+ {:Co(g:”e“g:iw) -7 (gze_gzw) A (gle:?}w):[AK+ 0(2)

@ (5.77)

bado gque as diferencas entre todos os coeficientes Iny,

sao de primeira ordem, o termo (:) resulta ser parte do erro de
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segunda ordem na discretizacdo de Wong e Raithby.

5.5. CONCLUSAO

5 5.1. Caso de coeficientes difusivos constantes em grade regular

A consideracao de coeficientes difusivos ou viscosos
variaveis & requerida, comc ja foi dito, nos casos de escoamento
turbulentos ou nos fluidos nao newtonianos. A andlise anterior
assumiu coeficientes variaveis continua e diferenciavelmente até
altas ordens. Esta hipdtese se justifica no caso dos modelos de
turbuléncia onde os coeficientes difusivos e a viscosidade efeti
va sdo relacionados a duas varidveis K e ¢, ambas solugoes de
equagbes de transporte com termos nao homogéneos limitados e sua
ves. A mesma anilise ndo se presta entretanto a alguns modelos
de fluidos nao newtonianos que admitem descontinuidade na rela-
cio entre tensdo e deformagdo. As longas expressoes obtidas bus
cavam assim avaliar a ordem de consisténcia das discretizagoes
em condicbes razoavelmente gerais.

Serd ilustrativeo considerar o caso de escoamentos lami
nares com viscosidade e coeficientes difusivos constantes em gra
de regular, ao qual efetivamente se restringirac as computacoes
numéricas nesta Tese.

Este caso mais simples permitira sintetizar algumas con
sideragoes levantadas e comparar mais diretamente as formas con-
vectiva e divergente.

No caso da forma convectiva as curvas intervolantes do

esquema de Allen em Volumes de Controle identificam-se com a Cur
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va Unica do esquema de Allen em Diferengas Finitas.
0 analogo do fluxo pelo esquema de Allen em Volumes de
Controle apresentado na equagac {5.58) reduz-se em grades regula

res e y uniforme a:

FCt:)nvzaofl - 2Yf2Jr AF conv (5.78.1)

AF o = [aotf3—g3}—2y(f4—g4)_ AT+ ... {5.78.2)

Para a forma divergente com diferenciabilidade no no

central terlamos, a partir da equacao (5.63):

[ = — -1
faiv_ alfO + aofl 2Yf2 + ﬂiﬂiv (5.79.1)

bRy, = [Faglong-ga) + 2v(g3,793,)]5 +

‘ Ax?
+ [?a3f6+a2gl+ao(2 f3—g3e~g3w)—2y(2f4—g4e~g4wi]—§— e

(5.79.2)

Note-se que &Féiv & inteiramente de segunda ordem pos-

to que 92 € 92, bem como 935 © 93, diferem em primeira ordem,

As expressoes (5.79) n3o levam em conta as aproximagOes subse-

quentes, feitas para eliminacao dos riscos de singularidade cu
nio diagonalidade dominante da matriz. Estas aproximagCes ocor-
rem: 1) pela eliminacdao do termo D em (2.11.1) e (2.11.2), com
qualquer discretizacgao na forma divergente, e 2) pelo relaxamen-

to da continuidade da primeira derivada.
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A questdo da forma convectiva ou divergente existe em
problemas multidimensionais, requerendo que introduzamos uma no-
tacao adequada, com base naquela do item 2.4, Para a forma con-

vectiva o fluxo liquido em ambas as diregoes &:

£ tb £ =2y (F

10™00f01 )+'Mc|30 (5.80.1)

) —
Fconv ~ 00 20+f02 nv

Flony = P00 F3079xg) = 21(E4q-gxg) | A7

- 7 _ ' ?
+ oo (Eg3gy 3 -2y (Fyg-gyy) Y7 + - (5.80.2)

Para a forma divergente:

F? £f ta f  +b_  f__-2v(f

— L =
aiv = @101 oot fr0™o0fo1 JHFS

20702

£ 4o f =2y (f, +f. ) + AF! (5.81.1)}

2007107 "00 01 20" T02 div

=
-

.
|

. fAx
i = [0 (2g92,) 421 303, ] 5+

s e MY,
+ L_bDO(gzn_gzs)ﬂ\r {93y g3s)J 5
+ [2a, £+ t A (2 ~ga )= 2Y(2F,-ga g ) X
[2250f 0" @o091y + F0g (2E307930793,) " 2V (240794 q$ﬂg]2
@ @
+ [ 2op-Ennth o (2F,,=3 ~93.) =2y (2£,,-94, -4, | Ay®,
[ 2543500 0291y P00 o3 93793g T 04T P8’ T T

€) @

(5.81.2}

Note-se que devido 3 continuidade o termo principal das

formas convectiva e divergente coincidem, como necessario. Estas



195

expressoes representam expansoes em Taylor das discretizagoes de
Allen em Volumes de Controle, cuin avaliacio requer om principio
a expressao em série de Taylor do integral do divergente do flu-
%o combinado para o volume de controle elementar, aqui denomina-
do o andlogo tedrico em Volumes de Controle.

Vimos entretanto que em muitas circunstancias este ana

loge reduz-se ao andlogo em Diferengas Finitas:

..o =F tb £ =27 (f ) (5.82)

div ~ Feonv ~ 200f10™00t01 2002

Nestas condigSes o erro & dado simplesmente por AFl o
ou &Féiv para as formas convectiva e divergente, apresentados nas
expressces (5.80.2) e (5.81.2).

Observamos que ha uma correspondéncia aproximada entre
os termos identificados pelos algarismos 1 e 4 nas duas equacoes.
Mas a forma divergente introduz novos termos de erro, além dos

erros a posteriori para elimina¢ao de singularidade ou preserva-

cao da diagonalidade dominante na matriz.

5.5.2. O anidlogo tebrico em Volumes de Controle

O caso laminar de coeficientes constantes em grade re-
gular permitir-nos-a rever a questdo do andlogo tedrico em Volu-
mes de Controle e sua relacdo ao analogo em Diferengas Finitas.

para a forma convectiva da equagdc unidimensionalizada
o andlogo em Volume de Controle & obtido da equagao (2.58), que

se reduz neste c¢aso a:
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2alf3+a2fl ,
aofl—nyi{a3f0 e 4yE,) MxT L (5.83)

Floo=
conv

O andlogo tedrico para a equagido bidimensiocnal pode ser expresso

analogamente ac caso anterior:

Frome = 200f10™P00f1172Y (EogtEgy) +

10 00711 20 702
2a, o +a..f
10730 "20710 2
+ (a30f00 + 3 4yf40) Ax® +
2. f _+b_ .f
01703 92701 _ , 2
+ (b03f00 + 3 4yf40) AY® + ... (5.84)

Para a forma divergente unidimensionalizada} da eguagao (2.49):

- . _ _ Z.
Feony — 21707 gEr 2vEytlayfgtaytytay fytagfy-dvE ) axte. .. (5.85)

Fara o caso bidimensional:

T'= layatb ) Eaata o fo Ho Fo =2y (E FE L)
107701700 700710 T00701 20 702

=0

' A 2,
+ (azpfogtangfiotaefagtegafan 4 YEge! A%

_— 2
03f00™02f01 01502 P00t03 47 g BY T H - - - (5.86)

+ (b

Observemos que os andlogos tedricos bidimensionais
(5.84) e (5.86) nioc levam em conta os erros de tipo I, na termi-
nologia de Wong e Raithby, que sdo inerentes 3 unidimensionaliza

cao feita ao se aproximar as propriedades nas faces por valores

nos seus centros.
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Consideremos por exemplo o caso bidimensional divergen
té tratado em (2.43), onde tinhamos as funcoes do Fluxo oxnres-
sas na forma:

= _ . ' 2 . 2 T DT ) 2
Px FOO+Flox+EOly+F20x +Illxykrb2y +F3OX +F21x Y+P12Xy +F03y +...
(5.87.1)

= 2 2 3 2t 2% 3
Fy = E_ +E x+E01y+E20x +Ellxy+E02y +E30x +E21x y+E12xy +El3y +.o..

00 10
(5.87.2)
onde
s
1 9t 3
o e | — 7.
Fiy = 1130 &éﬂyl(pquawa (5.87.3)
i+j
1 3 ¢ (5.87.4)
E,. : (pvp = ¥ =)
19 71T adad TV %y ‘P
Os valores Fij e Ei_j sdo expressos em (2.62), mostran-
do sua decomposic¢ac em termos de fi’ a;, e ¢y até segunda ordem.
No presente caso, C Y € cl=c2=...=0. 0 andlogo tedrico do fluxo

1igquido nas duas diregdes & para O €aso requlars:

2 2 Wy R
- -1 c 3
=T g g aa =

-
1l

2 2

3E HF

. b
30 721 Axk ~03 12

= F B ¥ T 13 17

AyP+ Lo =

banf ) +

= (ayg*g1) £ogtagof10'Po0for 2

20 02

3F., R 3E. _+F
$ 030720 . T0312 o,

17 —7— YT+ ... (5.88)
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Assim sendo, o erro de consisténcia da discretizagao
de Allen na forma divergente & dado por comparaéﬁo entre a 8O-
rie de Taylor da discretizagao, expressa em (5.81) e os valo-
res tedricos (5.86), sem considerar 08 erros tipo I, ou (5.88) ,
para inclusdo destes. Entretanto, como enfatizamos no capitulo 2,
no caso das equagoes de transporte homogéneas, ou quando a dis-
cretizagao @o termo homogéneo se baseia no nd central P,.os ter-
mos de maior ordem nos andlogos tedricos podem ser desconsidera-
dos, sem inclusido de novos erros. Neste caso a expressio da sé-
rie de Taylor pode ser comparada diretamente ao analogo em Dife
rengas Finitas. |

Tal coincidéncia entre os analcgos € necessaria, uma
vez gque as expressoes algébricas das discretizagoes em Volumes
de Controle e em Diferengas Finitas coincidem, como & amplamente
reconhecido pelo menos para grades reqgulares. Trata-se assim de
um fato que exalta a solidez do conceito de andlogo tedrico em
Volumes de Controle.

# {nteressante enfatizar outro aspecto neste mesmo te-
ma. A alternativa reiteradamente mencionada de computar os ter-
mos nio homogéneos em relagdo a valores de propriedades em D é
de fato bastante usual. Nossa analise sugere ainda que & a me-
lhor alternativa em sua simplicidade pelos seguintes motivos. Su
ponhamos que o termo nio homogéneo seja computado por integracao
mais acurada, por exemplo através de interpolacgdc parabdlica em
cada diregac. Neste caso a expressao em Taylor da discretizacao
exponencial (5.81) deve ser comparada ac an&logo tedrico (5.86).
Nota-se alguma similaridade entre oS termos de ordem guadratica,
em particular aBOfOO’ b03f00, a00f30 e bOOfOB' A diferenga entre

ambas as expressoes resulta:
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L - Ax
FlivFary = 3001920792, 2Y 93,793, |5

+

_ _ AY

*+ {boal-for* ) 0o 3093 nt935) +Y (25g5t9 *aa ) | Ay

(5.83)

N3o & impossivel gue o erro dado por (5.89) seja menor
que O eXpresso por ﬁFéiv em (5.81.2). Mas nada garante a certeza
de gque seja menor e gue, portanto, a computacaoc do termo nac ho-
mogéneo de forma mais complexa seja vantajosa.

A situacdo fica mais ¢lara quando se considera para o

termo n3oc homogéneo uma representacao efetivamente bidimensional,

por exemplo uma superficie parabdlica:

- 2 2
S = s5ptS %1818 50X +51 1 XY +S, oY (5.90)

Neste caso a expressido em Taylor da discretizagao deve
ser comparada ao andlogo tedrico (5.88), onde, além dos termos
de erro listados em (5.89), aparecem novos termos corresponden-—

tes a E,, € Fips que incluem por exemplo derivadas cruzadas como
0%¢ 3%
ax*dy  9xdy

>. Fica claro neste caso gue a representacao acurada

do termo nao homogéneo & contraproducente.

Iy 200
+ |ayy (gt ) ~a10f207 7 (93 +g3w)+Y(2£4D+g4e+g4w{_ﬁx2

2
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5.5.3. Observacoes £finais

Foi provado dque a imposigaoc de continuidade das deriva
das das funcgdes interpolantes em Volumes Finitos da ao aqui pro-
posto Esguema Generalizado de Allen caracteristicas de aproxima-
¢3o analogas ao esquema restrito de Allen.

As condicdes de convergéncia de outros esguemas expo-
nenciais parecem ser mais restritas. A presente analise indica a
necesgidade de grades regulares ou irregulares com faces centra
das para que o esquema de Spalding e o esdquema simplificado de
Wong e Raithby convirjam. Esta constatacao explica a preferéncia
da maioria dos pesquisadores que utilizam Volumes Finitos pelo
uso das faces centradas em grades irregulares.

Um curioso aspecto envolve a gquestdo da equagao gera-
triz homogénea da discretizacio de Spalding, ja criticado como
interpolagac fisicamente injustificada. Assim, por exemplo, na
expressio {(5.68} o analogo de fluxo l1iquido mostra-se diferente
do analogo tedrico pelo termo aofl, ausente em (5.68B), e pelo

2% 924w
AX '

Lermo c_ que aparece em (5.68) sem correspondente

no analogoe teorico. Entretanto, esta mesma nao homogeneidade na
eguagio geratriz, refletida em (5.64), permite transformar o ter
. mo que sobrava no que faltava. Em outras palavras, o erro da ho-
mogeneidade da equacldo geratriz cancela-se parcialmente no caso
geral, e exatamente no caso da grade regular, postao que entdo as
formas algdbricas das discretizagBes com ou sem termo niao homogé
nec coincidem. Entretanto, o precgo deste cancelamento para grade

irreqular &, além da nao convergéncia no caso geral, a menciona-

da perda de informagdo gquantitativa a partir da equacdo (5.69).
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CAPITULO 6

PROBLEMA  LINEAR

6.1. INTRODUCKO

6.1.1. Apresentacgao

O transporte convectivo e difusivo de um escalar )
sem termo fonte através de um campo bidimensiocnal de velocidades

paralelas & representado pela equagao linear homogénea de coefi-

cientes constantes:

pu, 3  pv, 3¢ 3%¢ 3%¢
LI S - =0 (6.1)

Y 9%, Y 9y ax dy?

onde p & a densidade do fluido, y a difusividade escalar e u, e
v, sdo as componentes de velocidade nas diregbes x; e y; respec-
tivamente.

Esta @ a mais simples equagao de transporte bidimensio
nal, tendo sido usada em casos teste por muitos autores, alguns
referidos no capitulo 3. A presente metodologia de testagem  de
discretizacles nesta equagdo difere daquelas pela forma analiti-
ca e generalista com a qual as solugoes exatas sdo utilizadas.

A investigacio & limitada por simplicidade a discreti-
zacoes de cinco pontos: as de segunda ordem diferenciamento cen-
tral (CD), exponencial de Allen (AL}, exponencial de Dennis (DN) ,
bem como o esquema hibride de Spalding (HY) e o de primeira or-
dem unilateral i montante (US). Em alguns casos sao incluidos re

sultados para o esquema a4 montante sem difusao (UD), gue comple-



202

ta o esquema hibrido quando o diferenciamento central nac e dia-
gonalmente dominante. Uma vez que a discreotizacao d montante sem
difusdo despreza um termo fisico ela ndo converge para a solu-
cdo do problema eliptico, mas para a solucao de um problema pura
mente convectivo satisfazendo as condigdes de contornc de entra-
da e desprezando as de saida.

0 diagrama log-log representando O erro contra o tama-
nho da grade serid um instrumento essencial na investigacao devi-
do a sua capacidade de expressar simultaneamente a acuidade, a
monoctonicidade e as tendéncias assintoticas de cada discretiza-
‘géo. Uma caracteristica bem conhecida deste diagrama exemplifica
como aspectos importantes da discretizagdo tem clara interpreta-
gdo grafica: dade que os erros de discretizacOes de primeira e
segunda ordem tendem & variar proporcionalmente a Ax e AX® para
grades suficientemente pequenas, as curvas do erro versus tamanho
da grade em uma escala log-log uniforme tendem para linhas retas
inclinadas com angulos de 45 e 60 graus respectivamente.

Para grades regularmente espacgadas todas as discretiza

¢Oes mencionadas podem ser expressas na forma comum:

AB:%_T[{PQ) (6.2}

2
X

onde a fungdo v & definida como segue:

Discretizagao Funcac w
Exponencial de Allen FPe/(l-exp(Pe))
Exponencial de Dennis exp (-Pe/2)

Diferenciamento Central 1-pe/2
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Pela Montante 1+[{-pre, 0]]
Pela Montante sem Difusao [[-Pe, 0]]
Hibrido [l1-Pe/2, -Pe, 0]]

6.1.2. Solucao geral da equacao de transporte

Para determinagao da solugao exata da equagao (6.1)ini
ciamos com uma mudanca das coordenadas X, e y, para x e y, para-
lela e normal & diregao do escoamento, como mostrado na figu-
ra (6.1). O sistema de coordenadas x-y serd por isto aqui referi
do como relative & solugac analitica, enquanto o sistema Xy ~¥Yq
representa o eixo numérico, que pode ou nac estar alinhado ao
escoamento e gue obedece d equagac na forma (6.1).

A transformagao entre as coordenadas e dada por:

X; = X COsa -y sern (6.3.1)

ylzxsenu+ycosa (6.3.2)
cu

X = x; cosa + y, seno (6.3.3)

y =-X;sem +y oosu (6.3.4)

Em seguida adimensicnalizamos ambas as coordenadas pe-
lo comprimento dos lados do dominio quadrado, sem nova mudanga

de notacgao:
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¥

N

FIG. 6.1 - Sistemas de coordenadas para solugdes analiticas e

numérica do problema linear.
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{6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.8)

A equagao (6.1) nas coordenadas analiticas adimensiona

lizadas toma a forma:

onde

2

%%ﬂ) (6.4.1)
(6.4.2)

vi (6.4.3)

A equacgao (6.4) pode ser resolvida por separagao de va

riiveis assumindo solugdes particulares na forma:

$ix,y) = X(x} Y(¥}

cuja substituigao na

(6.5)
equacdo (6.4) leva & relagao:
dy
= 9 (6.6)
Y
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O membro esquerdo da equagdc (6.6) & fungao de x ape-
nas, o o dircito de y somente. Seque-se que a condigao nocoss§
ria e suficiente para a igualdade & gue ambas sejam iguais a uma
constante, digamos + A2, gque precisa ser real em vista do signi-
ficado fisico dos termos gue representa. Obtém-se assim da equa-

cao (6.6} duas equacoes diferenciais ordinarias em X e y:

2 —

%}’_52{4, \2y = (6.7.1)
a2

-%+Pe%? WX =0 (6.7.2)

A forma da solugao da equagao (6.7.1) depende do sinal

precedendo A%. Se o sinal for negativo a solugdo toma a forma:

- _+ —

Y, = a, explly} + o, exp(-Ay) (6.8.1)
e se positivo:

Y-;=cm}\++ sin{ )y} +0L::r- ocos (Ay) {6.8.2)

+t - .
onde cada coeficiente oy & uma constante real arbitrarila.

A solugdo & equagdo ordinaria (6.7.2) também depende

do sinal procedendo A%?. Se negativo:

. pes /RN be- froPail

j— . + —
X}\ = B}\ exp | 5 X} + 87\ exp | 5 %) (6.9.1)

Se positivo:
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+ 4 . ..5——-_\2 P _ _

JPe2+412x

5 } (6.9.2)

i+ - . e
onde os BA sao constantes reals arbitrarias.
. .. 2 - . .
0 discriminante em X & necessariamente positivo, mas
em X um discriminamente negativo pode aparecer se X > Pe/2. Nes

te caso as solugdes X tomam a forma:

X;L = exp (E%E) [B-;-'_ sen(/A*-pe?/4 x) + B;_ cos (VA%-Pe?/4 x)]
(6.9.3)
A solugao geral da equacao (6.1) pode ser escrita na

forma:

+0
_ —_————— + At T+
o (x,y) = f (Yl_XA_YA +YA XA‘Yl yai (6.10)

05D

h

+
com constantes reais arbitrarias Yy -

6.1.3. SolugOes elementares

0 procedimento comum no teste de discretizagoes pode
ser chamado sintético no sentido de que um Unico ou um pequeno
nGmero de perfis sao adotados, buscando reproduzir as caracterig
ticas importantes da maioria dos escoamentos. Este procedimento

. . ~ . ++ ++ +
reguereria a determinagao dos coeficientes Gy== Bk__ @ Yy~ de
maneira que uma fungao especifica fosse reproduzida. Isto &€ com-
putacionalmente viavel quando a integral na eguagdo (6.10) se re

duz a uma somatdria sobre uma série convergente de termos asso-

ciados a valores discretos de A.
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A presente abordagem &, ao contrarioc, analitica, no
sentido de gque um esSpectrorazoavelmente amplo de condigoes é
tra+=do, correspondendo a nilmeros de Peclet globais, angulos de
i.c.linacdo entre a grade e O escoamento, bem como frequéncias A
va.idveis. Tal abordagem analitica serd aplicada qualitativamen-
te 3 propria solugdo geral (6.10). A substituicao das expressoes
(6.8) e (6.9) em (6.10) define um niamero de tipos de fungao, ca-
da uma das quais a ser estudada separadamente.

Iniciemos considerandc fungoes de tﬂg}ﬂi'f;,CiﬂCS'termOS
estio expressos nas relagdes (6.8.2) e (6.9.2). As fungdes sen(ly)
e cos (Ay) sdo equivalentes exceto por um deslocamento da origem.
Fm todos os casos teste a serem apresentados para este tipo de
problema o dominio da solugdo numérica serd igual pelo menos a
meio periodo da onda senoidal, de maneira gue todas as caracte-
risticas essenciais destas fungdes serao mostradas por gualguer
uma delas apenas, digamos a fungido senc. Pode-se portanto redu-
zir expressoes do tipo X; Y;

tais, agui chamadas tipos A e B:

3s seqguintes componentes fundamen-

b, = D (e - /PeZ+a)x/2] sen(iy) (6.11.1)
¢ = P [(Pe + v@%m@)x/z:l sen(y) (6.11.2)

congideremos agofa funcdes de tipo X~ ¥, cujos tecmos
sdao encontrados nas expfessBes (6.8.1) e (6.9.1) ou (6.9.3) de-
pendendo da razaoc »/Pe. A origem do sistema de coordenadas da so0-
lucdo analitica coincide com © centro do dominio numérico, como

pode ser visto na figura (6.1), de maneira gque exponenciais nega
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tivas e positivas aparecerdo simetricamente para ambas as fun-
goes exp{+iy) e exp(~iy). Pode-sc analogamento considorar, sCm
perda de generalidade, apenas a solugao exp(+ly). No caso {)/Pe)
<0,5 duas solugdes elementares sao encontradas, aqui chamadas ti

pos C e D:

fo = exp [(Pe - Vpe®- 4)\?)x/2] exp (Ay) (6.11.3)
¢D=emnhmrkﬁéz—4prﬂemﬂW) (6.11.4)

No caso (A/Pe)>0,5 a equagao (6.9.3) mostra fungoes se
no e cossenc multiplicadas por uma fungao exponencial na mesma va-
ridvel %, de maneira gue os produtes resultantes nao mais podem ser
considerados equivalentes. Portanto, neste caso temos dois novos ti

pos de ccmponentes elementares, aqui referidos como CD e DC:

bep = exp E5%) sen(y 427~ Pe? x/2)exp (Ay) (6.11.5)
b = exp ) cos(/ 4N~ pe? x/2) exp (y) (6.11.6)

A figura (6.2) esboga as seis solucces elementares aqui
encontradas. Os tipos A e B, Jue si0 senoidais no sentido normal ao
escoamento e exponenciais na diregdo do escoamento, diferem um do
outro na natureza mais suave ou abrupta da exponencial em fungao de
ce tomar mais ou menos a raiz guadrada do discriminante na exXponen-
cial. Uma situag@o andloga ocorre entre os tipos C e D, ambos expo-

nenciais na direcdc cruzada. Portanto, para baixas frequencias, as
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F16. 6.2 — Representacao dos diferentes tipos de solucces da Equa-

¢do de transporte. Casos de Pe moderado e baixos A(a=07).
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fungbes tipo A e C tendem a representar situacgSes de difusao

predominantemente cruzada ao eoscoamento,e os tipos B e D a simu-
lar casos com difusao importante no sentido éontracorrente, par-
ticularmente intensa numa camada limite na saida. Os tipos CD e
DC caracterizam situagoes onde a difusdo ocorre tanto na direcao
normal gquanto na paralela ao escoamento, o mesmo valendo para os
tipos A,B,C e D quando a freguéncia & da ordem ou superior ao ni

mero de Peclet.
6.1.4. Questoes de procedimento e acuidade

A algoritmo para a testagem procede como se segue. Pa-
ra um dado refinamento da grade, a solugao exata & calculada pon
to a ponto. Os valores exatos nos nds de contorno sao assumidos

como condicdes de contorno de Dirichlet para o problema numérico

com cada discretizagéo, e og valores exatos internos sao armaze-

nados. A equacdo matricial correspondente a cada discretizagao e
resolvida iterativamente em um procedimento coluna-por-ccluna. A
solugao convergida de cada discretizagao & comparada por fim a
solugdo exata armazenada.

Devido & técnica iterativa adotada o diferenciamento
central demandou um fator de relaxagdo para evitar matrizes nao
diagonalmente dominante com altos numeros de Peclet. Adotou-se ©
mAximo fator de relaxagado capaz de satisfazer & condigao de dia-
gonalidade dominante, o que depende do maximo nimero de Peclet
celular, obtenivel de maneira muito simples no caso do escoamen-

to uniforme.

Os ecalculos foram realizados com precisac simples nos
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computadores Digital PDP-10 e PDP-11 na UNICAMP, com precisao

8 (32 pits). As iteragdes foram cm ge-

flutuante da ordem de 10
ral continuadas até que a diferenga entre iteragdes sucessivas
fosse inferior a 10“6 vezes a diferenca caracteristica do proble
ma, mas este coeficiente precisou baixar para 10_9 em alguns pro
blemas com altos numeros de Declet. Estes niveis de precisdo mos
tram-se suficientes na maioria dos casos; apenas algumas compu-
tagbées com diferenciamento central mostraram possiveis resulta-
dos nao completamente convergidos. Deve-se considerar ail a baixa
velocidade de convergéncia do diferenciamento central guando bai
xos fatores de relaxacdo sado adotados; enguanto nas discretiza-
¢Ces diagenalmente dominantes © erro tendia a ser nao apenas mais
baixo, como muito mais baixo que o limite de 107° ou 10"9, no
diferenciamento central com altos nimeros de peclet o algoritmo
era encerradc logo abaixo do limite.

Por outro lado um ganho importante em acuidade € devi-
do & simplicidade com a gual a computagdo da solugao exata & fei
ta. Houvdssemos fixado uma condigao de contorno particular, te-
riamos provavelmente obtido como solucac exata uma série de Fou-

rier, com o risco de acuidade reduzida por erros de arrcdondamen

to, particularmente se nc contorno existissem descontinuidades.

6.2. DESEMPENHO DAS DISCRETIZACOES PARA NOMEROS DE PECLET VARIA-

VEIS

6.2.1. Primeira serie de testes

Na primeira série de testes com a equacgac de transpor-

te num campo de velocidades uniforme investiga-se o comportamen-
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to das diferentes discretizagbes para niimero de Peclet  globais
varidveis. O angulo da inclinagie cntre a grade ¢ o paconmento &
fixado a 22,5 graus, evitando angulos tais como 0 ou 45 graus cu
ja simetria pode levar a situacoes particulares, nao desejadas.A
frequéncia & fixada em 1/2/2 de forma gue nenhuma regido relevan
te da onda senoidal seja perdida.

Os erros serdo apresentados pela média quadratica e
normalizados pela maxima disti3ncia entre valores ¢ dentro do do-

minio, incluindo os valores de contorno, isto @:

I-1 J-1 V2

= 1 1 ) )
T T Pmin | T2 72 iiz j£2 (445 ‘“Xifyj)] (6.12)

parecem existir duas op¢des para tomada dos valores ma
ximo e minimo no denominador da expressao acima: pode-se conside
rar as funcdes continua ou discreta. Em termos praticos a dife-
renca entre ambas opgoes relaciona-se aos valores dos quatro can
tos do dominio guadrado, que sdo incluidos no caso da funcao con
tinua mas excluidos no caso da fungdo discreta, dade que todas

as discretizacSes consideradas sdo de cinco pontos.

Optamos pela solucgao continua por trés razoes. Primei-
ro, ela parecia mais realista em termos fisicos. Segundo, 0s
pontos de mixima e minima das fungdes continuas sao independen-—
tes do refinamento da grade, enquanto OS valores discretos va-
riam em muitos casos, tendendo assintoticamente para 0s eXtremos
contlinuos. Terceirc, og extremos continuos pareceriam mais ge-
rais dado que seriam aplicaveis a discretizacoes de nove pontos.
Depois da maioria dos testes ter sido feita, entretanto, inclina

mo-nos a considerar gue os extremos discretos teriam sido uma me



214

lhor escolha, como serd discutido na proxima secgao. Uma parte
dos resultados sera apresentada com o fator de normalizacac defi
nido pelos extremos discretos, de maneira que ambas alternativas
possam ser plenamente comparadas.

Em paralelo d numera¢ao regular das figuras, uma nume-
ragdao especifica, indicada pelas iniciais LT, & adotada com o ob
jetivo de organizar a apresentagéo da extensa série de graficos.
A l5gica desta segunda numeracac far-se-a clara a medida que a

apresentacgao se desenrola.

6.2.2. Descricao dos resultados

6.2.2.1. Pe=1

Para nimeros de Peclet globais unitdrios e freguéncia
generalizada especificada nao ha solugCes nas formas C e D.  Os
graficos LT.l1.1.1 a LT.l1.1.4 (figuras 6.3 a 6.6) apresentam a
resposta das discretizagSes para os tipos A, B, CD e DC, nesta
ordem.

As discretizagOes de segunda ordem apresentam erros mai
to proximos em todos estes casos, e seus erros quadraticos 5A0
em geral dominantes., Nos trés primeiros casos, em particular, o
erro quadridtico & dominante até mesmo na grade mais grosseira pos
sivel (Ax=0,5), onde o sistema de equagCes de diferengas & redu-
zido a uma Gnica equacdo relativa 3 Unica incdgnita no centro do
quadrado. Nestas circunstdncias mesmo a grade mals grosseira =

representativa para a comparacdoc entre os diferentes tipos de

funcao, como se segue.
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FIG. 6.3 - Erro versus refinamento da grade em equagao linear pa-
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0 erro no nd central na grade mais grosseira é cerca
de 1,9% para todas as discretizagoes nas fungoes tipo A; 1,2% no
tipo B e 1,3% no tipo CD. Apenas no tipo DC esta grade mais gros
selra aparece como um dado excepcional, n3o representativo. Pode
mos entretante extrapolar um valor ficticio a partir da linha re
ta geral, o gue nos permitird comparar este caso aos demais ob-
servando um erro projetado consideravelmente menor, de cerca de
0,3%.

As curvas para a discretizagao a montante nos trés pri
meiros casos mostram um aspecto convexo, tendendo assintoticamen
te para o comportamento de primeira ordem. No tipo CD a curva da
discretizagao pela montante & notavelmente proxima daguelas dos
esquemas de segunda ordem até que a grade esteja bastante refina
da, distanciando-se a partir dai. O desempenho da discretizacgao
a montante € pior para os outros tipos, diferindo dos esguemas
de segunda ordem por distdncias de pelo menos 20% no tipo A, 50%
no tipo B e 200% no tipo DC.

O comportamento da discretizagao pela montante nas fun
coes tipo DC & totalmente determinado pelo seu erro de primeira
ordem, mas isso nadc acontece nos outros casos, nNES quais um - as-—
pecto convexo & mostrado. Nestes casos o erro de primeira ordem
se torma dominante com o refinamento. da grade.

Embora o desempenho de todas as discretizagoes de se-
gunda ordem seja muito proximo, pode-se notar gue o diferencia-
mento central foi a melhor discretizagao nos tipos 2 e B e a dis

cretizacao de Dennis a melhor nos tipos CD e DC,



220
6.2.2.2. Pe = 10

Para esse niimero Peclet e frequéncia especificada ja
existem solugdes de tipos C e D bem como A e B. Estes testes es-—
tio representados nos graficos LT.1.2.1 a LT.1.2.4 (figuras 6.7
a £€.10). |

Neste cazso a distldncia relativa entre todas as discre-
tizagaes aumenta. A discretizagéo 3 montante, em particular, se
distancia das de segunda ordem, de maneira que as vantagens de
se usar discretizacdes de segunda ordem sao maiores que antes.

Os méritos relativos entre os esquemas de segqunda Or-
dem parecem ainda de dificil delimitagac: tanto os diferenciamen
tos central como o de Allen como o de Dennis parecem a melhor dis
cretizacdo em pelo menos um caso. No tipo A o diferenciamento cen
tral & seguido de perto pela discretizacdo de Allen, e esta pela
de Dennis. Nos tipos B e C a discretizacdo de Allen & favorecida
sobre as demais, mas a discretizacao de Dennis supera todas as

outras no tipo D.

6.2.2.3. Pe = 100

Os graficos relevantes para este niimero de Peclet sao
v0.1.3.1 a LT.1.3.4 (figuras 6.11 a 6.14).

As discretizagoes de segunda ordem apresentam um COm-
portamento mais regular para este numero de Peclet. Tal comportz
mento & claramente definido pela existéncia de difusao predomi-
nantemente cruzada, como nos tipos A e C, ou predominantemente

na camada limite de salda, como nos tipos B e D.
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Na difusao predominantemente cruzada o diferenciamento
central ap.resenta o menor erro assintdtico, seguido a distincia
de uma orliesm de magnitude pela discretizagdo de Allen, por sua
vez seguida 3 mesma distancia pelo esqguema de Dennis. O diferen-
ciamento central apresenta um aspecto convexo de maneira gue seus
erros tendem a ser maiores gue os de Allen e mesmc gue os de Den
nis para grades grosseiras.

Nos tipos B e D a posigao relativa das discretizacgdes
de segunda ordem modifica-se inteiramente. O esguema de Allen
apresenta o5 menores erros, seguido por Dennis a distancia de
uma ordem de magnitude, e este & segquido pelo diferenciamento cen
tral cujo erro € pelo menos duas ordens de magnitude pior.

A distancia relativa entre as discretizacoes de segun-
da ordem € portanto muito maior nos casos B e D do gue nos tipos
A e C, e uma redugao da escala vertical do grafico foi necessa-
ria para que todas as discretizagOes pudessem ser representadas.
Um fator de 0,375 foi al adotado. As inclinagées assintdticas pa
ra discretizagOes de primeira e segunda ordem s3o representadas
por angulos diferentes com a horizontal, como mostrado ao pé das
figuras LT.1.3.2 e LT.1.3.4.

Nos casos B e D as curvas de erro de todas as discretji
zacOes mostram aspectos fortemente cdncavo .antes de aproximar a
taxa de convergéncia assintotica. Ainda, as taxas de convergén-
cia assintOticas de todas as discretizacdes de segunda ordem so
se mostram em grades muito mais refinadas gue nos tipos 2 e C,
sendo apenas insinuvadas na figura LT.1.3.4, representande .solu-
¢goes tipo D, onde o refinamento da grade prosseguiu até 60x60. A
discussao dos resultados ser@ iniciada no prdximo item conside-

rando os resultados com altos numeros de Peclet, devido i regula
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ri2zde por eles apresentada . Retornar-se-3 @os baixos nimeros

@~ Daclet na sessao 6.4.
5.2_.3. Dbiscussao dos resultados com altos numeros de Peclet
6.2.3.1. Diferenciamento central

0 comportamento do diferenciamento central parece rela
cionado a comentarios de Hughes e Brooks (1979} acerca do método
de Galerkin,similar ao diferenciamento central em Elementos Fini
tos. Estes autores afirmam que este método parece "muito efeti-
vo" em "situagSes nas guais as condigOes de contorno na saida
s3o naturais, ou 'macias'", enguanto por outro lado resultados
oscilatdrios e inacurados aparecem "em situagoes onde existem
condicfes de contorno de saida essenciais, ou 'duras'”.

As expressdes 'macia' e 'dura' serac adotadas aqui co-
mo descritivas do comportamento do diferenciamento central. Se
as expressdes 'natural’ e 'egssencial' sac tomadas no sentido
usual para equagoes de segunda ordem cComo condicoes de contorno
de Netmanne Dirichlet respectivamente, a designagao nao seria
aplicada. Lembramos gque todos oS nossos testes foram postos CoOmo
prohlemas de Dirichlet. Mas poderiam ter sido colocados em ter-
mos de condigdes de Newmam, e neste caso as condigdes 'macias' e
‘duras' seriam possivelmente associadas a problemas com condi-
Oes homogéneas ou aproximadamente homogéneas contra condigdes
fortemente nioc homogéneas. Nossos experimentos numéricos sugeren
que condigOes 'maéias' ou 'duras', do ponto de vista do diferen-—
ciamento central, podem aparecer, independentemente da forma co-

mo o problema & posto, em fungdo do tipo de solucido, o que & coe
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rente com a analise em série de Taylor.

Qutro aspecto relovankte no comportamento da discretiza
¢ao central & a dominancia do erro assintdtico, particularmente
nas funcgdes macias, mesmo em grades moderadamente grosseiras, e,
como se verd, mesmo quando a solugdo do diferenciamento central
mostra-se inacurada e oscilatoria.

Isto tem um significado positivo para o diferenciamen-
to central. A gama de situacOes que podem ser tratadas com este
esquema se amplia na medida em gue sao considerados meétodos de
extrapolagao, comoc o de Richardson (Linz, 1979), que permitem ob
ter resultados mais acurados que os do maior refinamento disponi
vel, a partir da evolugdo do perfil numérico convergido em fun-
gao do refinamento. Estes métodos se baseiam fundamentalmente na
dominacdo do erro assintdtico, em que o diferenciamento central
mostrou-se inigualado pelos demais, ac menos na norma considera-

da.

Por fim, podemos explicitar melhor agora nossos comen-—
tirios acerca de possiveis efeitos da precisao nos resultados com
o diferenciamento central. Trata-se precisamente do carater osci
1atdrio das curvas do diferenciamento central com grades grossei
ras & altos nimeros de Peclet, que a afastam da curva assintoti-
ca extrapolada, e que nao podem ser explicadas termos de erro de
truncagem de terceira ou quarta ordem, gue tem um comportamento

suave nas funcgoes consideradas.

6.2.3.2. O esquema hibrido

£ de interesse o comportamento do esquema hibrido a

altos nimeros de Peclet. E bem conhecido que os esquemas hibrido
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e de Allen tendem a coincidir com a discretizacdc & montante
em altos nimeros de Peclet celulares, e com o difecrenciamento
central em baixos valores de Peclet. Asg figuras LT.1.3.1. a
LT.1.3.4 revelam que a transicdo entre um e outro comportamento
ocorre de duas formas qualitativamente distintas, segundo O pPro-
blema seja macio ou duro.

Nos tipos macios A e C a transigao & algo irregular,
comparada 3 suavidade do esquema de Allen, mas em termos absolu-
tos o esquema hibrido & crescentemente melhor que o de Allen. Nos
tipos B e D entretanto o hibrido apresenta © comportamento, bas-
tante indesejavel,de distanciar-se da solugao exata entre grades
grosseiras e moderadas, passando a aproximar a solugao exata ape
nas guando o hibrido tiver coincididec com a discretizagdo cen-
tral. Para esta discretizacdo as recomendagles de Gresho e  Lee
(1979) ,contra o procedimento de supressao da instabilidade com
a discretizagao a mentante, parecem inteiramente apropriadas.

Por fim pode-se apreciar integralmente neste ponto a
inadequagdo do método de avaliagio do erro segundo McGuirk e Ro-—
di para o esquema hibrido. Como mencionado no item 1.5.3, a dife
renga entre os esquemas hibrido e central anula-sc para nimeros
de Peclet celulares iguais ou inferiores a dois, O gue nao asse-
gura convergdncia espacial. V&-se nas figuras LT.1.3.2 e LT.1.3.4
que a minimizagdo do "residuo" entre 0s diferenciamento hibrido
e central pode ocorrer quando O erro do primeiro & maximo,num en

fatico endosso de nossas palavras anteriores.

6.2.3.3. Discretizacao de Allen

A discretizagdo de Allen tamb@m parece distanciar-se
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Aa enlucaoc exata com o refinamento da grade nos tipos B e D, em-
bora de maneira diferente. Em primeiro lugar ela comega a rea-
proximar a solugac correta nac apenas antes do esguema hibrido
e independentemente das limitagbes do diferenciamento central,
mas também de um modo muito mais regular. Além disso a discreti-
zagdo de Allen apresenta erros tao pequenos nestes tipos de fun-
¢ao gue outras fontes de erro dos casos aplicados, tais como ir-
regularidade dos coeficientes, nao linearidades, termos transien
tes ou fonte, etc, irdo provavelmente dominar.

Ja foi notado que a discretizagdo de Allen apresenta a
melhor acuidade em um amplo dominio de fungoes. Nota-se ainda que
nos casos considerados a discretizagao de Allen, embora n3o te-
nha sido sempre a melhor discretizacao de segunda ordem, nun-
ca - foi a pior, tal como os diferenciamentos central e de Dennis

chegaram a ser algumas vezes.

6.2.3.4. Discretizacao de Dennis

Nesta primeira série de testes a discretizagdo de Den-
nis parece apropriada apenas a casos de baixos ntmeros de Peclet.
Entretanto, veremos posteriormente gue o desempenho da discreti-
zacao de Dennis supera os demais em uma certa gama de fungoes in
cluindo altos nimercs de Peclet. Podemos adiantar gue isto ocor-
re para alguns tipos de fungoes dependendo da relagao entre o ni

mero de Peclet e a frequéncia 1, como se vera na secgdo 6.4.
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6.2.4. Em direcdo a uma avaliagao global dos resultados para al-

tos numeros de Peclet e baixas frequéncias

Alguma representagao das diferentes solucBes numéricas
junto 3 colucdo exata serd um complemento importante ds informa
¢oes ja fornecidas nas curvas do erro versus tamanho da grade.
Infelizmente, nem todas as fungdes com gue trabalhamos sao facil
mente representaveis de forma grafica. As funcoes tipo A e C po-
dem ser representadas sem dificuldades, mas nio as fungoes B e D
gue sao muito abruptas na sajda e praticamente zero fora dela.
Torna-se conveniente representar estes dados numericamente.

As tabelas 6.1 a 6.4 mostram a solugdo exata e as solu
¢bes numéricas convergidas obtidas pelas trés discretizagoes de
segunda ordem para ©Os tipos A; B, C e D, todas elas para namero
de Peclet igual a 100 com grades de 10x10 espagamentos. Apenas
os valores ao longo das colunas 1=2, 16 e i=10 sao reprodu
zidos.

Como j& mencionado, o diferenciamento central apresen-
ta os menores erros em fungao tipo A e C, mas OS maiores nos ti-
pos B e D, onde a discretizagdo de Allen & a melhor. As tabelas
6.1 a 6.4 permitem-nos olhar a esse ponto sob outra perspectiva.
A discretizagcac de Allen produz valores nodais que estao guase
sempre a alguns pontos percentuais do valor local, gualquer que
seja a fungdo considerada. As excecgoes se limitam aos pontos on
de o valor exato & muito baixo (como a x=0,1 nos tipos B e D) ,ou
... ccisamente zero (como no ponto central nos tipos A e B). Ape-
~ar de t3o grande similaridade o valor numérico atribuldoe ao er-
vo varia de 00,0068 no tipo A a 10_9 no tivo B. A discretizagao

de Dennis também mostra incoeréncia similar.
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segunda ordem

Fungaoc A.
Pe=100 a=22,5° A=nv2/2 10x10 espagamentos
POSICAO NODAL SOLU;ﬁO
i ] Exata coD Allen Dennis
11 0,988
10 0,927 0,327 0,921 0,956
9 0,827 0,827 0,822 0,870
-8 0,692 0,692 0,688 0,746
7 0,527 0,528 0,525 0,590
2 6 0,340 0,340 0,338 0,409
5 0,137 0,138 0,137 0,210
4 -0,072 -0,071 -0,070 -0,001
3 -0,279 -0,278 -0,276 -0,208
2 -0,475 -0,474 -0,472 -0,413
] -0,651
11 0,847
10 0,726 0,729 0,705 0,932
9 0,574 0,577 0,559 0,836
8 0,398 0,400 0,389 0,704
7 0,203 0,206 0,203 0,542
6 6 0 0,003 0,005 0,356
5 -0,204 -0,202 -0,193 0,155
4 -0,401 ~0,398 -0,386 -0,054
3 -0,581 -0,579 -0,566 -0,266
2 -0,737 -0,736 -0,727 -0,499
1 -0,863
11 0,616
10 0,451 0,459 0,432 0,903
g 0,266 0,273 0,258 0,800
8 0,069 0,076 0,073 0,660
7 -0,132 -0,125 -0,H17 0,492
10 6 -0,328 -0,321 -0,304 0,303
5 -0,510 -0,5065 -0,48] 0,100
4 -0,672 -0,668 -0,643 -0,111
k! -0,807 -0,804 -0,782 -0,333
) -0,907 -0,907 -0,893 -0,980
1 ...0,9?]
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TABELA 6.2 - Comportamento das discretizagbes de segunda ordem

Fungao B.
Pe=100 0=22,5° A=1vZ)2 10x10 espagamentos
POSIGAC NODAL SOLUGAO
i ) j Exata CD Allen Dennis
1 1,77E-8
10 3,60E-10 -1,75E423 3,08E-10 1,01E-10
9 6,97E-12 2,64E+23 b, 53E-12 3,89E-13
8 1,26E-13 -1,52E+23 5,85E-14 1,21E-15
7 2,09E-15 5,57E+22 6,85E-16 3,41E-18
2 6 2,92E-17 -1,52E+22 7,45E-18 1,13E-20
5 2,56E-19 3,31E+21 7,64E-20 5,98E-23
4 ~2,91E~21 -6,06E+20 7,47E-22 1,46E-25
3 -2,45E-22 9,52E+19 6,83E-24 -3,19E-26
2 -9, 05E-24 -1,44E+19 . -1,88E-25 ~-8,85E-26
] -2,69E-25
11 1,76E+8
10 3,28E+6 ~5,L8E+2h 3,23E4+6 2,22E+6
g 5. 62FE+4 2,72E+24 5 4BE+4 2,58E+4
8 8,45E+2 -7,18E+23 8,13E+2 1,13E+2
7 9,38E0 1,37E+23 8,87ED -7,12E0
6 6 0 -2,22E+22 -G5,23E-3 -3,56E-1
5 -4 43E-3 3,67E+21 -l 4DE-3 -1,18E-2
4 -1,89¢€-4 -7,20E+20 -1,84E-4 -3,34E-4
3 -5,93E-6 1,46E+20 -5,77E-6 -8,63E-6
) -1,63E-7 -3,60E+19 -1,59E-7 -2,09E-7
z ‘}",ISE_g
11 1. 49E+24
10 2,36E+22 -t,05E+26 2,35E+22 2 ,06E+22
9 3,02E+20 8,61 E+24 2,99E+20 2,26E+20
B8 1,70E+18 -5,40F+23 1,66E+18 -3,02E+16
7 -7,06E+16 2,25E4+22 -7,07E+16 -1,08E+17
1o 6 -3,81E+15 -2, 78E+21 -3,79E+16 -4 ,58E+15
5 -1,29E+14 1,68E+21 -1,28E+14 -1,45E+14
4 -3,68E+12 -7,51E+20 -3,66E+12 -3,96E+12
3 -9,57E+10 2,49E+20 -9,51E+10 -1,01E+11
2 -2,34E49 -8,81E+19 -2,32E+9 -2, 41E+9
} -5, ,42E+7
+n
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TABELA 6.3 - Comportamento das discretizacgoes de segunda ordem

Fungao C
Pe=100 a=22,5° d= Y2/ 2 10x10 espacamentos
POS I CAD NODAL SOLUGAO
i j Exata cD Allen Dennis
11 3,89
10 3,16 3,16 3,18 3,38
9 2,57 2,57 2,58 2,75
8 2,09 2,09 z,10 7,24
7 1,70 1,70 1,71 1,82
2 6 1,38 1,38 1,39 1,48
5 1,12 1,12 1,13 1,20
4 0,912 0,911 0,917 0,976
3 0,741 0,741 0,745 0,793
2 0,602 0,602 0,605 0,643
1 0,490
11 2,82
10 2,29 2,28 2,36 3,22
9 1,86 1,86 1,92 2,62
8 1,51 1,5! 1,56 2,13
7 1,23 1,23 1,27 1,73
6 6 1,00 1,00 1,03 1,41
5 0,813 0,811 0,837 1,14
b 0,661 0,659 0,679 0,930
3 0,537 0,536 0,550 0,752
2 0,437 0,436 0,443 0,588
1 0,355
11 2,0k
10 1,66 11,64 1,75 3,06
9 1,35 1,34 1,43 2,50
8 1,10 1,09 1,16 2,03
7 0,892 0,885 0,947 1,65
1o 6 0,725 0,720 0,764 1,3k
5 0,589 0,586 0,619 1,09
4 0,479 0,476 0,500 0,884
3 0,389 0,388 0,402 0,706
2 0,317 0,316 0,322 0,521
1 0,257
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TABELA 6.4 - Comportamento das discretizacles de segunda ordem

Fungao D
Pe=100 a=22,5° A=nv2/2 10x10 espagamentos
POSIQEO NODAL SOLUQﬁO
i i Exata ch Allen Dennis
11 7,20E-8
10 1,28E-9 -6,57E+23 1,16E-9 3,69E-10
9 2,28E-11 9,65E+23 1,62E-11 1,35E-12
8 4,04E-13 -5,50E+23 2,04E-13 4,10E-15
7 7,19E-156 1,99E+23 2,35E-15 b,15E-17
2 6 1,28E-16 -5,39F+22 2,53E-17 3,94E-20
5 2,27E-18 1,17E422 2,57E-19 3,02E-22
4 L 03E-20 -2,13E+21 2,50E-21 L h7E-24
3 7,17E-22 3.,33E+20 2,35E-23 8,65E-26
2 1,27E-23 -5,02E+19 3,79E-25 5,45E-26
1 2,26E-25
11 C,6L4E+8
10 1,00E+7 -2,01E+25 1,02E+7 7,52E+6
9 1, 78E+5 9,78E+24 1,83E+5 I,2hE+5
8 3,17E+3 -2,55E+424 3,27E43 2,18E+3
7 5,63E+] L B1E+23 5,B4E+] 3,87E+1
6 6 1,00ED ~7,78E+22 1,04E0 6,68E-1
5 1,78E-2 1,29E+22 1,85E-2 1,22E-2
4 3,16E-4 -2,47E+21 3,30E-4 2,17E-4
3 5,61E-6 5,16E+20 5,86E-6 3,86E-6
2 9,97E-8 -1,27E+20 ] ,04E-7 6,87E~-8
I 1,77E-9
11 b, 42E+24
10 7,85E+22 -3,81E+26 7,90E+22 7,33E+22
9 1, 40E+21 2,85E+425 1,41E+21 1,30E+2)
8 2, L8E+17 -1.83E+24 Z,50E+19 2,30E+19
7 b BIE+17 7,26E+22 4 USE+17 4,09E+17
10 6 7,83E+15 -9,98E+21 7,50E+15 7,27E+15
5 1,39E+14 6,10E+2) 1,40E+14 1,29E+14
b 2,47E412 -2,70E+21 2,50E+12 2,30E+12
3 4, LOE+10 8,90F+20 4, 43E+10 L, 08E+10
Z 7,81E+8 -3, 17E+20 7,88E+8 7,25E+8
1 1,39E+7

E+n = 1Uin
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Uma contradicdo ainda mais grave se relaciona ao dife-
renciamente central. Os resultados bastante acurados desta  dis-
cretizagao no tipo A sdo representados por uma razoavel estimati
va de erro de 0,0014, mas os rvesultados oscilatérios no tipo B
por um valor surpreendentemente Qequeno: 0,00098; até mesmo me-
nor que o anterior. Esta situacao & repetida mutatis mutantis nos
tipos C e D.

Estas contradices sdo indicagoes fortes de que a nor-
ma ou a normalizacdo aqui adotadas nao sao adequadas para compa-
racBes entre diferentes tipos de fungao. Este ponto recebera con
sideracgdo mais aprofundada na préxima seg¢do, formando a base pa-

ra uma comparagdc global das discretizagdes.

6.3. QUESTOES SOBRE NORMAS E FATORES DE NORMALIZACAO

6.3.1. Introducao

As normas usuais para avaliacao da distancia entre so-
lucdes numéricas exatas sdo o erro médio absoluto, o exro quadra

tico médio e o erro absoluto mé&ximo. Ambas podem ser expressos

na forma geral:

l -1 J-1 n . 1/1’1

Sl = St Koo 2 N j£2 [0, 570 =y )]

(6.13)

pela atribuigdo a n dos valores 1; 2 e infinito respectivamente.

Devido a isso normas sao algumas vezes referidas como %, &, €

L

.
oo
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Outra questdao se relaciona 3 inclusdo ou nac dos valo-
res nos cantos entre o conjunto de onde se selecionam

o g

questio esta associada a opgao entre extremos continuos e discre

y Ty
wax min

tos (item 6.2.1).

Estes aspectos serdo agui analisados na perspectiva da
gquestdo introduzida na Ultima secao, isto &, que os resultados

para diferentes tipos de fungdo sejam compativeis.
6.3.2. Comparacao entre normas

A tabela 6.5 apresenta os erros devidos ao diferencia-
mento central, a discretizagdo de Allen e d de Dennis, de acordo
com seis diferentes definicles, correspondendo a normas Rl’ 22
e L € a fatores de normalizagao baseados nos extremos das fun-
¢Ges continua ou discreta .

Notamos de inicio a bem conhecida relagao:

£ % < £ % < gl (6.14)
o0
que & vilida para ambos os fatores de normalizagdo. Também nota-
mos o fato de que o erro normalizado pelos extremos discretos &
necessariamente igual ou superior ao erro normalizado pelos
extremos da funcdo continua. Finalmente observamos que a diferen
ca entre as normas € muito mais significativa nas fungoes B e D
gque nas fungoes "macias".
Foi apontado no Gltimo item o fato contraditorio de
gque os resultados cecilatorios do diferenciamento central nas
fungbes tipo B sao representados, utilizando o fator de normali-

zagio baseado na fungdo continua, por uma estimativa de erro in-
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TABELA 6.5 - Desempenho das discretizagoes de segunda ordem por

vArias normas.

Pe=100 a=22,5° A=mv2Y/2 10x10 espacamentos
Eyggﬁo :g;ﬂa NORMA ERRO
" : o) AL DN
11 0,0010 0,0056 0,151
Cont. 12 0,0014 0,0068 0,172
1 0,00L40 0,0149 0,318
A
11 03,0010 0,0057 6,152
Disc. 12 0,0014 0,0069 0,175
1 0,0041 0,0150 0,322
11 0,0002 | ------ 3E-9
Cont. 12 0,0010 1E-9 2,5E-8
1 0,0076 1,1E-8 2,2E-7
B
11 0,015 | --=--- 2E-7
Disc. 1o 0,066 7E-8 1,7E-6
1. 0,51 7,4E-7 1,5E-5
14 0,0007 0,0078 0,111
Cont. 12 0,0010 0,0097 0,136
1, 0,0041 0,0233 0,352
c
11 0,0008 0,0085 0,121
Disc. 1 0,0011 0,0106 0,148
1 0,0045 0,0253 0,383
1 0,0001 4E-11 5,0E-10
Cont. 12 0,0004 3,8E-10 b 4E-9
1 0,0029 3, 4E-9 L,0E-8
D
L 11 0,015 8E-9 9E-8
Disc. 12 0,066 7E-8 7,8E-7
1 0,52 6,1E-7 7,1E-6
E+n = Oi
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ferior aguela referente ao magnifico desempenho do diferenciamen
to central nas fungoes tipo A. Pode ser observado agora que tal
contradicdo & eliminada pelo fator de normalizagao com extremos
Atgcretos: al o erro do diferenciamento central & 0,066 no tipo
3 e novamente 0,0014 no tipo A. Um guadrc ainda mais realista &
o oferecido pela norma £ com normalizagao pelos extremos discre
tos: o erro do diferenciamento central & 0,51 para o tipo B e
#,0041 para o tipo A. |

Para a discretizacdao de Allen, por outro lado, O erro
nas fungodes tipo B e D & muito menor que nos tipos A e C - qual-
quer gue seja a norma adotada.

Infelizmente, a apresentagao da maioria dos resultados
deste capitulo foi condicionada pela opgac adotada no inicio do
trabalho. Mostraremos para comparacac alguns resultados basea-
dos no fator de normalizacac com os extremos da funcao discreta,
mantendo a norma gquadratica média.

Por exemplo o grafica LT.1.3.5 (figura 6.15) plota os
resultados do ultimo caso teste (LT7.1.3.4, tipo D, Pe=100, m=mv2/2,
¢=22,5%°), agora com base no fator de normalizagao excludente dos
pontos dos cantos. Ha uma total mudanga no aspecto geral das
curvas em comparacgao ao grafico LT.1.3.4. Observa-se gue a curva
do diferenciamento central perde seu carater coéncavo, seguindo
muito proximamente uma inclinacao tipica de segunda ordem. A cur
va do diferenciamento pela montante mostra-se quase plana, e ape
nas uma sutil tendéncia para a solucgdo exata aparece nas ¢grades
mais refinadas. Isto parece mais coerente com o comportamento co
nhecido do diferenciamente pela montante.

Em resumo observa-se gue o fator de normalizagao com

base na fungdo discreta parece mais realista guantitativa e gua-
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litativamente. Confirmagac independente deste fato aparecera pos

teriormente.

6.3.3. Reavaliacio dos resultados para baixas frequencias e al-

tos numeros de Peclet

Foi apontado na segao 6.2 que no caso linear o erro de
cada discretizagao em um problema particular & determinado pelos
erros dos componentes de Fourier ponderados pela relevancia des-
te componente para a fungao especificada. Isto nos permite con-
cluir que a discretizagdo central & a melhor em alguns casos, €
a de Allen em outros, dependendo de quais componentes, 'macios’
ou 'duros', sidc dominantes. Seria interesgante complementar tal
informagcdo com um indice global de errxo incorporando todos os ti
pos de componentes elementares. Por causa disto a discussaoc SO-
bre normas e fatores de normalizagic assume considerdvel relevan
cia pratica.

A tabela 6.6 mostra a média absoluta dos erros em Ly,
a média quadratica dos erros em &, € O méximo erro &_ para ambos
os fatores de normalizaqéo, referindo-se ac problema considerado
na tabela 6.5. No caso dos fatores de normalizacio com a fungao
discreta, onde detectamos maior compatibilidade entre Os erros
para os diferentes tipos de fungdo, e onde portanto © indice de
erro global faz mais sentido, constatamos que a discretizagao de

Allen apresenta o0s menores erros.
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TABELA 6.6 ~ Avaliagao global das discretizagoes de segunda or-

dem.
Pe=100 a=22,5° \=nv2/2 10x10 espagamentos
FATOR NORMA ERRO
NORM., ch AL DN
£ 00,0005 0,0034 0,065
Cont. L, 0,0008 0,0054 0,710
% 0,004 0,0233 0,352
%, 0,008 0,0036 0,069
Disc. ' 0,046 0,0063 0,115
. 0,52 0,0253 0,383
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6.4. ANALISE DOS RESULTADOS PARA BAIX0S NUMEROS DE PECLET

6.4.1. Introducao

Esta secgao retorna a situagao de baixos nlmeros Peclet.
que pareceu refrataria a uma regra geral. Iniciamos por analisar
o comportamento das discretizagbes para nimeros de Peclet cres-
centes em nossa primeira série de testes para cada tipo de fun-
cao.

Independente das grandes diferengas observadas até ago
ra entre as fungoes tipo A e B, parece haver uma evolugdo conti
nua ne comportamento de todas as discretizagoes de segunda ordem
dentroc de cada um destes tipos entre Peclet moderados e altos,no
sentido de gue suas posicoes relativas sao mantidas e amplifica-
das i medida que o niimero de Peclet aumenta. No tipo A, o dife-
renciamento central & a melhor discretizagao, seguida pelo esque
ma de Allen e este pelo de Dennis. No tipo B, exceto para nime-
ros de Peclet unitarios, a discretizacac de Allen supera a de
Dennis e mais ainda a central.

Nenhuma regularidade deste tipo aparece nas fungoes C
ou D, uma vez que resultados relativamente muito bons gao obser-
vados para as discretizagdes de Allen e principalmente de Dennis
para nimeros de Peclet baixos e moderados.

Tal inexisténclia de regularidade parece estar associa-
da & forma algébrica especifica das fungdes C e D, aqui reescri-

tas:
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¢C = exp [}Pe ¥ /pe® - 4k2}x/2] exp (Ay) (6.15)
D

Notemos que & medida que ) aproxima-se de Pe/2 ambas as formas

tendem para

exp (2%5) exp £2Y) (6.16)

i

¢c
D

Ocorre que a discretizagao de Dennis tem seus coefici-
entes de influéncia expressos como exponenciais de Pe/2Z, como po

de ser visto no item 6.1.1.

No caso em que coordenadas numéricas coincidem com as
coordenadas da solucdo analitica, a correspondéncia algébrica da
fungdo e da discretizacdo de Dennis torna a discretizagdo nodal-
mente exata. E possivel gque este carater otimizado da discretiza
cac de Dennis se reflita para as coordenadas numérica e analiti-

ca nao coincidentes.

Uma segunda série de testes foi feita para investigar
a evolucdc do desempenho dos esguemas de Allen e de Dennis, man-
tendo a inclinagdo de 22,5 graus até aqui adotada. Esta investi-
gacdo se completard depois como parte da terceira série de tes-
tes, que objetiva detectar a influéncia do angulo entre a grade

numérica e a diregao do escoamento.

6.4.2. Segunda série de testes

Estes testes estdo apresentados nos graficos LT.2.1 a

LT.2.3.2 {figuras 6.16 a 6.19).
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0 grafico LT.2.1 lida com o caso limite Pe=nv2=2)}, man
tendo intocados os demais pardmetros da primeira série de testes.
Os erros da discretizagdo de Dennis nao saoc mostrados por serem
extremamente pequenos, da ordem do ruido de arredondamento (10*9).
As discretizagoes de Allen e central parecem apresentar o mesmo
erro assintdtico, mas a curva do esquema de Allen mostra um as-
pecto cdncavo e o diferenciamento central convexo, e portanto er
ro sempre maior gue o da discretizagao de Allen.

Na figura LT.2.2 sdo mostrados os resultados para fun-
coes tipo C com Pe=5. Dado que X(=71/2=2,22, este numero de Peclet
representa uma situagdo muito mais proxima do caso limite A=Pe/2
do gque o valor Pe=10, apresentado em LT.1.2.3. A discretizagao
de Dennis, que era 2,4 vezes pior gue o diferenciamento central
e 5,9 vezes pior que o de Allen com Pe=10, torna-se 2,4 vezes me
lhor que o diferenciamentc central e apenas 1,76 vezes pior gue
0o de Allen com Pe=b.

As figuras LT.2.3.1 e LT.2.3.2 mostram resultados para
a fungdo D com nimeros de Peclet iguais a 5 e 20 respectivamente,
que podem ser comparados ao resultado para beclet igual a 10 no
grafico LT.1.2.4. A aproximagao da discretizagao de Dennis para
a solucio exata gquando a razdo Pe/i tende para 2 & ainda mnais
evidente.

Os resultados desta rapida série de testes confirmam ©
bom desempenho da discretizagao de Dennis para frequéncias em

torno da metade do nimero de Peclet global nas fungdes C e D.
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6.5. EFEITOS DIRECIONAIS

6.5.1. Terceira série de testes

Como ja referido virias vezes, a questdo das proprieda
des direcionais das discretizacdes 3 montante e de Allen & levan
tada em uma grande variedade de trabalhos, guase sempre associa-
da ao conceito de difusio numérica, tendo motivade o desenvolvi-
mento dos esquemas direcicnais a montante e direcionais exponen-
ciais.

Nesta terceira série de testes com o transporte de es-
calar em campo de velocidades uniforme variamos © angulo entre a
diregao do escoamento e a grade para 0 e 45 graus, utilizando a
frequéncia A=m V2Y2 e nlmero de Peclet igual a 100, a  menos
que se especifique em contradrio. Os resultados sdc apresentados
nos graficos LT.3.l. a LT.3.9.2 (figuras 6.20 a 6.37).

As funcées tipo A (grdficos LT.3.1.1 e LT.3.1.2) pare-
cem confirmar a conceituagdo da difusao numérica. Fara 0 graus
as discretizagdes & montante, exponencial de Allen e hibrida se-
guem muito proximamente © diferenciamento central, mas a 45graus
as trés primeiras discretizagées pioram substancialmente enguan-
to o diferenciamento central mantém, para grades refinadas, er-
ros pequenos e dominados pelo termo de segunda ordem.

Cabe aqui fazer referéncia ao fato de que a proximida-
de mencionada entre as discretizacoes & montante, de Allen e hi-
brida existe apenas para grades grosseiras, € que com © refina-
mento o erro da discretizag3o & montante tende para um comporta-
mento linear, o da exponencial de Allen para comportamentc gua-

dratico, e a do hibrido para o proprio diferenciamento central.
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Por sua vez, a discretizagao de Dennis mostra-se a
pior tante a 0 quanto a 22,5 graus, e a 45 graus & absolutamente
coincidente com a de Allen.

No tipe B (grafico 17.3.2.1 e LT.3.2.2) a discretiza-
¢do de Allen é ainda favorecida a 0 graus, onde seu erro & tao
pequeno que ndo pode ser distinguido do ruido de arredondamento.
A 45 graus a discretizacdo de Allen & novamente coincidente com
a de Dennis. Mas em ambos os casos a discretizagao de Allen é
notoriamente a melhor e o diferenciamento central a pilior discre-
tizacdo de segunda ordem, o que por sl sd desgualifica a atribui
¢ao de difusao numérica i discretizagao de Allen.

Resultados de testes similares com as fungdes tipo C e
D (graficos LT.3.3.1 a LT.3.4.2) estd3o em inteira concordancia
com og tipos A e B respectivamente.

Embora o comportamento do diferenciamento central te-
nha sido independente do angulo para os tipos A e C, forte in-
fluéncia parece ter ocorrido nos tipos B e D. Isto pode ser vis-
to como decorréncia do fator de normalizacao j& discutido. Ocor-
re que a 0 graus os valores dos cantos sao da mesma ordem de seus
nds vizinhos, tornando-se a normalizagao circunstancialmente re-
presentativa dos valcores de contorno numérico. Para confirmar es
ta hipdtese os graficos LT.3.5.1 e LT.3.5.2 repetem 0s resulta-
dos da funcdo tipo D com a normalizagdo pelos extremos da fungao
discreta para 0 e 45 graus respectivamente. O resultado para 0
graus fica praticamente inalterado em relagéo ao outro fator
de normalizagao {grafico LT.3.4.1), mas o resultado para 45 graus
€& completamente diferente do correspondente {grafico LT.3.4.2) ,
tornando-se muito proximo do resultado para 0 graus. Esta confir
magdo da infludncia dos fatores de normalizagao como causa do

aparente efeito angular no diferenciamento central confirma tam-
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bém a superioridade do fator de normalizagao que exclui os pon-
tos dos cantos.

E relevante apontar por outro lado que nas fungoes ti-~
po D, com ambos os fatores de normalizagao, bem como na funcao
tipo B, a discretizagdo a montante apresenta melhor acuidade a
45 graus do que a 0 graus, o inverso da tendéncia apontada pelas
formulas de difusao numérica.

Investigacao de possiveis efeitos do angulo entre es-
coamento e grade num@rica nas fungdes tipo CD e DC foi realizado
utilizando nimeros de Peclet unitirios {graficos LT.3.6.1 a
LT.3.7.2). As discretizagdes de segunda ordem sao ainda muito
proximas para todos os angulos, e as discretizagoes de Allen e
Dennis novamente coincidentes a 45 graus. Um fato notavel acerca
das distribuigdes tipo CD & a grande distdncia entre a discreti-
zacdo A montante e as de segunda ordem para 0 bem como para 45

graus (grificos LT.3.6.1 e LT.3.6.2) comparadec a proximidade ob-

servada para 25 graus (grafico LT.1.1.3), indicando que aquele
comportamento acuradeo fora circunstancial. Por fim notamos e}
excelente desempenho da discretizagao a montante no tipoe DC a

45 graus, também presumivelmente circunstancial, mas significati
vo como negagao do conceito geométrico de difusao numérica.

Os graficos LT.3.8.1 e LT.3.8.2 mostram resultados pa-
ra funcdo tipo A com nimercs de Peclet globais aumentados  para
300. Nio hd modificacao essencial em relagao a Pe=100, exceto

em termos guantitativos.

Esta secgdo finalmente inclui resultados para 0 e 45
graus no caso limite Pe=2A=nv/2' (figuras LT.3.9.1 e LT.3.9.2), no

qual os tipos C, D, DC e CD coincidem.
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Tal como a 22,5 graus (figura LT.2.1)}, a discretizagao
de Dennis ndo apresenta erro, ¢ as discretizagoes de Allen e cen
tral parecem coincidir assintoticamente, exceto a 45 graus, onde
a discretizacdo de Allen coincide com a nodalmente exata discre-
tizacdo de Dennis. Vemos aqul pela primeira vez que nestes expe-
rimentos um casoc em que a discretizacado exponencial de Allen nao
obedece o efeito angular previsto pelo conceito de difusac numé-

rica de Wolfstein.

6.5.2. Analise dos resultados

Com respeito 3 motivagdo principal desta terceira sé-
rie de testes a observac@o mais relevante & a de que o concei-
to geométrico-angular da difusac numérica foi negado. O erro da
discretizacao 3 montante obedece ds tendéncias previstas pelas
férmulas de difus3o numérica nas fungdes tipo A e C, mas nao em
B, D, CD e DC. Isto confirma a explicacdo para o famoso efeito
angular introduzida no Capitulo 1, gue se baseou na série de Tay
lor: as funcdes tipo A e C com baixas frequéncias, similarmente
aos perfis das camadas limites hidrodinamicos, apresentam deriva
das muito baixas na diregdo do escoamento e bem maiores na dire-
cao cruzada; quando o escoamento & paralelo a um dos eixos o er-
ro de primeira ordem torna-se muito pequeno na direcac do escoa-
mento e nulo na direcido cruzada (puramente condutiva) causando
aquele efeito particular.

Isto tem implicagles guanto a discretizagdo direcional
4 montante, gque pode ser contraproducente em certos casos. Mas
a discretizagdo direcional exponencial parece sempre positiva nos

casos de baixas frequéncias, como se vera.
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Uma visdo geral das discretizagoes de segunda ordenm &
apresentada na tabela 6.7 mostrando Seus erros médios quadraticos
em uma grade de 10x10 espagamentos para os diferentes tipos de
fungdo e dngulos de inclinagao.

Ccomo jA referido, as estimativas de errc nas funcoes B
e D sio fortemente dependentes do fator de normalizagao adoctado.
Para o fator de normalizagado baseado na fungao discreta, e ex-
cludente dos valores dos cantos, o diferenciamento central pro-
duz, pelc menos na fungao D, erro da mesma magnitude para dqual-
quer angulo.

Ainda nesta condigdo o esquema exponencial de Allen é
favorecido para 0 graus. Isto sugere que o campo de desempenho
dtimo da discretizagao exponencial direcional & bastante amplo
incluindo as fungoes B e D bem como A e C com baixas frequéncias
ao contrario da direcional & montante.

0 fator de normalizacdo quase nao tem influéncia nos
resultados de baixas fregquéncias com fungoes A e C. Pode-se en-
t3o observar que: 1) a discretizagao de Allen produz erros mais
baixos a 0 graus, 2) o diferenciamento central & melhor a 0 e a
45 graus, apresentandc um erro maximo, ainda que muito baixo ,
a 22,5 graus, e 3} a discretizagao de Dennis também produz seus
erros mais baixos a 0 e 45 graus.

Independentemente da questao do fator de normalizagao,
portanto, & evidente que discretizagoes de segunda ordem como a
de Allen e a de Dennis mostram efeito angular nas fungoes A e C
similarmente 3 discretizacdo de primeira ordem d montante. A ex-
plicagdo fornecida no Capitulo 1 e repetida no primeiro paragra-
fo deste item ndc & adeguada aqui, uma vez que Sse baseou na exis

téncia de um erro de primeira ordem. A seguir esbogamos uma ex-
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TABELA 6.7 - Desempenho das discretizagoes com o &dngulo.

Pe=100 A=nv2/2 10x10 espacamentos
ERRO
TIPO ANGULO
cD AL DN
0 3,3E-5 3,9E-5 7,2E-3
A 22,5 1,3E-3 6,8E-3 1,7E-1
bg 6,2E-5 1,0E-2 1,0E-2
0 8e-2 |  ------ 2E-8
B 22,5 1.0E-3 1.0E-9 2,4E-8
L5 JE-5 |  --mm—— | mrmmmms
0 6,1E~5 7,2E-5 1,28-2
C 22,5 9,6E-4 9,7E-3 1,4E-1
ks 9E-5 1,6E-2 1,6E-2
0 i,2E-% | —mmmmm | mmmmem
D 22,5 1,26-3 1,0E-9 1,4€-8
45 8E-5 1,0E-9 1,0E-9
D 0 1,66-1 | —mem—— | mmeee-
Fator -
Norm. 22,5 JE-2 6E~8 8E-7
Disc. 45 8E-2 7E-7 7E-7
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plicagio deste fato entre as discretizagoes de segunda ordem.

Nas fungdes tipo A e C com altos nimeros de Peclet exis
te derivada de segunda ordem muito peguena na diregdo do escoa-
mento, de forma que a conveccao nac desempenha um grande papel
em termos fisicos, no sentido de.éue o problema torna-se tenden-
cialmente condutivo unidimensicnalmente.

Quando o escoamento & inclinado em relagao a grade exis
tirdo gradientes de ¢ e velocidades nao nulos em ambas as dire-
¢Ces, O problema & aparentemente convectivo em termos numericos,
embora os fluxos convectivos em ambas as diregoes tendam a  se
anular.

Por outro la&o, guando o escoamento coincide com a di-
regao de uma das coordenadas, a convecgao torna-se quase irrele-
vante em termos numéricos, tanto quanto em termos fisicos, por-
que: 1) na direcdo da corrente o termo convectivo guase se anula
pelas baixas derivadas; e 2) na diregao cruzada o termo convecti
vo & nulo, e al todas as discretizagOes convergentes reduzem-se
ao diferenciamento central. Tem-se portanto al um problema predo
minantemente condutivo, resolvido na prética pelo diferenciamen-
to central, gualquer que seja a discretizagao formalmente adota-
da. Assim, ao invés de explicar o mau desempenho das discretiza-
¢oes de Allen e a montante, nas fungdes A e C com grade inclina-
da, pelo aparecimento de uma difuséao numérica, explicamos seu ban
desempenho com grade paralela ao escoamento pela coincidéncia ao
diferenciamento central. Cabe entdo discutir o bom desempenho do
diferenclamento central com qualquer angulo.

Consideramos aqui o caso limite de uma fung¢do ¢ com de
rivadas segundas nulas na direcgao do escoamento. Para satisfacao
da equacdo de transporte (6.4) esta fungao serd variavel guadra-

ticamente a direcdo cruzada, e terda a forma:
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- Pe
¢ cy + e + Cy¥ +tc, 5y (6.17)

Se o eixo da coordenadas ndo coincide com a diregao do
escoamento, esta fungao deve ser representada por meio das coor-
denadas numéricas X, €Y, através das transformacgao dada nas

equagles (6.3.3) e {6.3.4), resultando:

¢ =y +ogXy tcgyq t c7xi +cgxiyy F cgyi (6.18.1)
onde:

g = €, COSu = Cy Ser (6.18.2)

cg = ©, sena + ¢4 cosa (6.18.3)

c., = Pe” sen®o (6.18.4)
7 2

cg = Cy Pe? seno Coso (6.18.5)

Cq = pe’ s o (6.18.6)
9 2

O diferenciamento central, baseado em interpolagao pa-
rabdlica, ajusta-se de forma nodalmente exata a ¢y tanto no ca-
so da grade inclinada ,onde a funcdo & representada por {6.18.1),
quanto no caso da grade paralela, onde a fungao & dada por
{6.17).

Ji as demais discretizagdes serdo afetadas com o angu-

lo. Para grades coincidentes com a direcdoc do escoamente as dis-
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cretizacoes exponencial e 3 montante beneficiam-se, como ja foi

dito, da coincidéncia com a discretizagao central. Mas no  caso

N . 2 ? —_— —~ .
inclinado os termos em X; € y,; de 6.18.1 nac sao reproduzidos exa

tamente pela discretizagido unilateral, por exemplo.

Por fim, consideraremos a sistematica coincidéncia dos
resultados das discretizacoes de Allen e de Dennis. Cbservamos
inicialmente gue a 45 graus os valores dos numeros de Peclet refe-
rentes aos quatro nds vizinhos em cada cela se igualam em mddulo,

isto é:

PeE=P%\]=—Pew=--PeS (6.19.1)

donde se obtdm as seguintes relacgles entre os coeficientes de

influéncia, para quaisquer discretizagoes de cinco pontos:

Ap = A (6.19.2)

A, = A (6.19.3)

Substituindo as relacdes acima na equagao discretizada

sem termo fonte:
AE¢E + AW¢W + AN¢N i ASd)S - (AfﬁfﬁﬁfﬁﬁﬂB) ¢P =0 (6.20.1)
obtém-se:

A (bpthy20p) + B ldgth—20,) = 0 (6.20.2)
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Retornandc as expressoes para os coeficientes de influ
éncia na introdugdc deste capitulo, pode-se notar a seguinte pro
porcionalidade entre os coeficientes de influéncia das discreti-

zagoes de Allen e Dennis:

Ppn M
E—Eﬁ = AL _ exp (Pe) (6.21)
Epn BEAT,

Resulta dai que as equacoes matriciais dos esquemas de
Allen e Dennis, ambos na forma (6.20.2),para o caso de 45 graus
sdo idénticas exceto por um coeficiente constante multiplicando
cada uma das equacdes. Cabe observar que esta coincidéncia  né&o
se verificaria se existisse um termo nio homogéneo diferente de

Zero.

6.6. EFEITOS DE VARIACAC DA FREQUENCIA

6.6.1. Quarta serie de testes

Esta quarta série de testes objetiva investigar o com-
portamento das discretizagoes, utilizando niimero de Peclet glo-
bal igual a 100, quando a freguéncia varia até valores moderados.
Os testes serao feitos com valores miltiplos da frequéncia  até
agora adotada X = TV2/2.

Nas funcdes tipo C e D as solugdes exatas sao  ainda
representadas por componentes singulares da expansac em Fourier,
como expresso em (6.15). Um procedimento anilogo seria entretan-

to complicado para os tipos A e B, onde a distribuigdo na dire-
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cdo cruzada & sencidal, porque a grade numérica seria dificilmente
capaz de resolver o comprimento de onda. Adotamos nestes Ccasos a

solucdo exata representada pela série de Fourler truncada:

N exp[(Pe ¥ /pe?+4(2n-1) "-Aoz')x/z]sin[(zn—l) ]

¢A: z
B I=

(6.22)

1 (2n-1)

Assim fazendo forgamos a distribuigaoc ao longo de vy,

para x=0 por exemplo, & série:

N sin [(2n—1) X Oy]

n=1 (2n-1)

(6.23)

¢A =

gue tende para a onda quadrada para N infinito. (ver, por exem-
plo, Arfken, 1970).

Como consequéncia inevitadvel deste procedimento, O er-
ro detectado dependerda nao apenas da frequéncia mais alta, como
também das menores. Neste sentido observamos que a expansao em
Fourier da onda guadrada & reconhecidamente uma série de lenta
.convergéncia, comparada por exemplo & fungao chapéu. Em conse-
quéncia, a escolha da onda quadrada ressalta a importancia das
maiores freguéncias.

Embora as presentes computacgoes restrinjam-se a valo-
res moderados de fregquéncia e do ntimero de Peclet, observamos que
este procedimento levaria no limite, para nimero de Peclet ten-
dendo a infinito e para a série (6.22) completa, ao problema tes

te da convecgao pura Ccom distribuigao em degrau.
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6.6.2. Resultados

Os graficos LT.4.1.1.1 a LT.4.2.2.2 (figuras 6.38 a
6.53) reproduzem resultados para Pe=100, diferentes angulos en-
tre escoamento e grade, e frequéncias até 5 ou 9 vezes o valor
até aqui adotado.

Em todos os tipos de funcdo a posigao relativa das dis
cretizagdes observadas previamente no caso de baixas freguén-
cias parecem ser mantidas para as altas frequéncias, embora oS
erros absolutos tendam a crescer.

Uma melhor visualizagao destas tendéncias requer maior
compactacao dos dados de maneira que resultados para diferentes
frequéncias possam ser cbservados em uma {inica pagina. Isto é
feito graficamente com respeito és distribuigoes tipo A no grafi
co LT.4.5 (figura 6.5.4), comparando cs erros das discretizagoes
de segunda ordem para séries de Fourier truncadas apbs o primei-
ro & ¢ gquinto termos.

Para os diferentes tipos de solugaoc, preferimos entre-
tanto apresentar uma visdo unificadora dos dados anteriores nume
ricamente, nas tabelas 6.8 a 6.11, méstrando resultados com 10x10
espacamentos e fator de normalizagao pela fungao discreﬁar exclu
dentes dos pontos nos cantos.

Consideremos novamente os resultados para fungoes ti-
po A na Tabela 6.8. A grande distincia no comportamento das dis-
cretizacdes central e de Allen a baixas frequéncias tende a dimi
nuir em termos relativos quando a frequéncia & aumentada, embora
a posigdo das discretizagles seja mantida.

Ja foi observado que, no limite para o nimero de ter-

mos da série e o nimero de Peclet tendentes a infinito, esta dis
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TABELA 6.8 - Desempenho das discretizagdes a varias frequéncias.

Fungao A
Fator de normalizagao discreta Norma 22
Pe=100 Ao=ﬁ/772 10x10 espagamentos
ANGULOS FREQUENC A ERRO
GRAUS (X 2,)
co AL DN

1 0,00003 0,00004% 0,00730

3 0,00125 0,00149 0,03541

0 5 0,00433 0,00538 0,06441

7 0,01130 0,01418 0,10692

9 0,01776 0,02233 0,13475

1 0,00137 0,00687 0,17473

3 0,00904 0,03829 0,24434

22,5 5 0,02414 0,05904 0,25862
7 0,04578 0,06705 0,26315

9 0,05611 0,06171 0,20283

1 0,00006 0,01004 0,01004

3 0,00292 0,05550 0,05550

45 5 0,01267 0,08765 0,08765

7 0,02802 0,09248 0,09248

9 0,0432} 0,07960 0,07960
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TABELA 6.9 - Desempenho das discretizacdes a varias frequéncias.

FPuncgaoc B
Fator de normalizacao discreta Norma £,
Pe=100 A0=ﬂ/§72 10x10 espacamentos
ANGULO FREQUENC IA ERRQ
(GRAUS) (X %)
CD AL DN

1 0,09184 ————ae 2,3E-8

3 0,11180 LE-9 1,1E=7

0 5 0,10521 2,7E-8 2,3E-7

7 0,09440 1,0E-8 4,8E-7

9 0,07297 2,5E-7 8,0E~7

1 0,06638 7E-8 1,76-6

3 0,06636 2,9E-7 1,0E-6

22,5 5 0,06636 3,3E-7 2,5E-7

' 7 0,06644 5,4E-7 2,LE~-6

9 ' 0,06714 5,GE-6 7,2E-6

1 . 6,4E-5 1E-9 iE-9

3 6,0E-5 3E-9 3E-9

45 5 5,2E-5 6E-9 6E-9

7 3,9E-5 |,2F~8 1,2E-8

9 2,3E-5 1,9E-8 1,9£-8
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TABELA 6.10 - Desempenho das discretizagdes a varias frequéncias

Fungao C
Fator de normalizagao discreta Norma %
’ .
Pe=100 A =TV2/2 10x10 espgamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRO
(GRAUS) {x AO) D AL o
1 0,00006 0,00007 0,01229
3 0,00141 0,00170 0,03584
0 5 0,00420 0,00503 0,03882
7 0,00652 0,00758 0,02801
9 0,00782 0,00859 0,01680
1 6,00106 0,01062 0,14896
3 0,00705 0,01650 0,12591
22,5 5 0,01461 0,01379 0,08976
7 0,02235 0,00961 0,05933
9 0,02980 0,00580 0,03647
1 0,00011 0,01903 0,01903
3 0,00171 0,02894 0,02894
kg 5 0,00572 0,02827 0,02827
7 0,01232 0,02547 0,02547
9 0,02100 0,02128 0,02128
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TABELA 6.11 - Desempenho das discretizagoes a varias frequéncias.

Fungoes D
Fator de Normalizagao discreta Norma 2.
Pe=100 Ao=ﬂ/§72 10x10 espacamentos
ANGULO . FREQUENC 1A ERRO
(GRAUS) (X %)
¢y AL DN
1 0,15757 | ==wem- 3.9E-8
3 0)10179 ]sL!E—g Z’SE-?
0 5 0,08755 1,0E-7 6,5E~7
7 0,08170 L, 3E~7 1,3E-6
9 0,07886 1,4E-6 2,3E-6
P 0,06648 6E-8 7,8E-7
3 0,06681 9,2E~7 2,8E-6
22,5 5 0,06654 3,7E-6 5,4E-6
7 0,06680 1,1E-5 8,6E-6
9 0,06739 2,8E-5 1,2E-5
1 0,08047 1E-6 1E-6
3 0,06461 SE-6 LE-6
4 5 0,05617 9,8E-6 9,BE-6
7 0,05164 1,5E-5 1,5E-5
9 0’0!*92? 1,9E"5 lng"S
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TABELA 6.12 - Desempenho das discretizagles a varias fregué@ncias.

Avaliagdo global para os varios tipos.

Fator de normalizagao discreta Norma %3
Pe=100 A =1V2/2 ' 10x10 espagamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRO
(GRAUS) (X A) '
cD AL DN

1 ¢,09119 0,00004 0,00715

3 0,07560 0,00113 0,02519

0 5 0,06847 0,00368 0,03760

7 0,06276 0,00804 0,05526

9 0,05459 0,01196 0,06790

i 0,04698 0,00632 0,11087

3 0,04743 0,02084 .0,13232

22,5 5 0,04305 0,02995 0,13344

7 0,05355 0,03369 0,13317

9 0,05720 0,03092 0,10218

1 0,04024 0,00946 0,00946

3 0,03235 0,02927 0,02927

45 5 0,02893 0,04439 0,04439

7 0,03001 0,04652 0,04652

9 0,03441 0,03995 0,03995
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TABELA 6.13 - Desempenho das discretizag¢des a varias frequéncias.

Fungao A
Fator de normalizagao continua Norma &3
Pe=100 A =TV2/2 10x10 espacamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRC
(DEGRAUS)
(X AO) ch AL DN
1 3’3E-5 3,9E-5 [}900?2?
3 0,00125 0,00149 0,03541
0 5 0,00433 0,00538 0,06441
7 0,01130 0,01418 0,10692
9 0,01776 0,02233 0,13475
1 0,00136 0,00677 0,17231
3 0,00904 0,03829 0,24434
22,5 5 D,0241k 0,05904 0,25862
7 0,04578 0,06705 0,26315
9 6,05611 6,06171 0,20283
1 6,5E-5 0,00995 0,00995
3 0,00292 0,05550 - 0,05550
hg 5 0,01267 0,08765 0,08765
7 0,02802 0,09248 0,09248
9 0,04321 0,07960 0,07960
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TABELA 6.14 ~ Desempenho das discretizagdes a virias frequéncias.

Fun¢ao B

Fator de normalizagdo continua Norma L2

Pe=100 A=TV2/2 10x10 espagamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRO
~ (GRAUS) (X %)

ch AL DN
1 0,07956 | ------ 2,0E-8
3 0,11180 5E-9 1,1E~7
0 5 0,10521 2,7€-8 2,3E-7
7 0,09440 1,0E-7 4,8E-7
9 0,07297 2,5E-7 8,0E-7
1 0,00098 1E-9 2,5E-8
3 0,0011k4 5E-9 1,7E-8
22,5 -5 0,00160 8E-9 6E-9
7 0,00415 3,4E-8 1,5E=7
9 0,00234 1,9E-7 2,5E-7
1 6,4E-5 1E-9 1E-9
3 6,0E-5 3E-9 3E-9
4s 5 5,2E~5 6E-9 6E-9
7 3,9E-5 1,26-8 1,2E-8
9 2,3E-5 1,9E-8 1,9€-8

E+n = 105"
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TABELA 6.15 - Desempenho das discretizagoes a varias frequéncias.

Fungdo C
Fator de normalizagdo continua Norma £:2
Pe=100 Ao=ﬂ/§72 10x1l0 espagamentos
ANGULO FREQUENCIHA _ ERRO
{GRAUS} (X A,) co AL DN

1 0,00006 0,0C007 0,01222

3 0,00135 0,00163 | 0,03437

o 5 0,00371 0,00444 0,03427

7 0,00509 0,00592 0,02186

9 0,00515 0,00566 0,01107

i 0,00096 0,00969 ' 0,13652

3 0,00569 0,01332 0,10166

22,5 5 0,01072 g,01012 0,06586

7 0,0t552 0,00667 0,04115

9 0,02038 0,00397 0,02495

1 0,00009 0,01604 0,0160%

3 0,00110 0,01864 0,01864

45 5 0,00285 0,01408 0,01408

7 0,00483 0,01t011 0,01011

9 0,00686 0,00695 0,00695
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TABELA 6.16 - Desempenhc das discretizagles a virias freguéncias.

Fungao D
Fator de normalizagao continua Norma £,
Pe=100 Ao=n/§72 10x10 espagamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRO
(GRAUS) (X ) -
CD AL DN
1 0,12618 |  ==---- 3,1E-8
3 0,05227 7E-9 1,3E-7
0 5 0,02883 3,4E-8 2,1E-7
7 0,0178 9,1£-8 2,8E-7
9 0,01068 1,9E-7 3,1E-7
1 0,00118 1E-9 1,4E-8
3 0,00080 1,1E-8 3,3E-8
22,5 5 0,00054 3,0E-8 4, 4E-8
7 0,00038 6,2E-8 L,9E-8
9 0,00027 1,1E~7 5,0E-7
1 8,0E-5 1E-9 1E-9
3 9,1E-5 7E-9 7E-9
45 5 0,00011 2,0E-8 2,0E-8
7 0,00016 4,6E-8 4,6E-8
9 0,00023 9,0E-8 9,0E-8
+n
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TABELA 6.17 - Desempenho das discretizagbes a varias frequéncias.

Avaliacao glcbal dos varios tipos

Fator de normaiizagéo continua Norma £»
Pe=100 l0=ﬂ/572 10x10 espegamentos
ANGULO FREQUENCIA ERRO GLOBAL
(GRAUS) (X 1) cD AL DN
1 0,06051 0,00004 0,00711
3 0,06171 0,00110 0,02467
0 5 0,05462 0,00348 0,03467
7 0,04838 0,00768 0,05457
9 0,03801 0,01151 0,06760
1 0,00113 : 0,00591 0,19992
3 0,00539 0,02027 0,13232
22,5 5 0,01323 0,0298% 0,13256 |
7 0,02426 0,03369 0,13317
g 0,02987 - 0,03092 0,10218
1 0,00008 0,0094k4 D, 00944
3 .0,00156 0,02827 0,02927
45 5 0,00649 0,04409 0,05409
7 0,01422 0,04652 0,0k652
9 0,02187 06,0399C 0,03990
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tribuicdo aproxima a fungao degrau analisada por Wolfstcin (19683),
e outres em escoamentos puramente convectivos utilizando a dis-

cretizacio A montante, gue também € vista como coincidente com

a discretizacdo de Allen no limite do nimero de Peclet tendendo

a infinito. S3o estes testes, e similares como o de cilindro em

rotagdo como um sblido, que vém acarretando a atribuigao de difu

sio numdrica & discretizacdo de Allen. Por outro lado o diferen-

ciamento central n3oc & utilizado al porgue sua matriz resultante

seria singular.

Neste contexto, & ilustrativo observar que pela tabela
6.8, 4 medida que o nimerc de termos aumenta, as discretizagoes
central e de Allen parecem tender para o mesmo comportamento quan
to & acuidade. Fica portanto claro gque nac cabe a critica de di-
fusao numdrica a discretizacaoc de Allen, nem a pretensdo de uma
superioridade inerente 3 discretizagao central.

Nos resultados para fungoes tipo C (tabela 6.10}, o
comportamento do diferenciamento central & qualitativamenté simi
lar, mas as discretizagdoes de Allen e de Dennis sao favorecidas
quando a frequéncia € aumentada.

Nos tipos B e D (tabelas 6.9 e 6.11), os erros devidos
is discretizacoes de Allen e de Dennis sdac aumentados para as
‘maiores frequéncias, mas ainda assim mantidos muito baixos. En-
tretanto, o diferénciamento central parece apresentar em alguns
casos tend@ncia & diminuigao do erro com o aumento da frequéncia.

Um indice global dos erros para todos os tipos de dis-
cretizagdo & apresentado na tabela 6.12. A discretizacao de
Allen apresenta OS menores erros, seguida pelos diferenciamentos

central e de Dennis.
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As tabelas 6.13 e 6.17 reproduzem os resultados das ta
belas 6.8 a 6.12, usando porém o fator de normalizacao pela fun-
¢do continua. A discretizacao central é favorecida ail sobre a de

Allen e de Dennis.

A compactacgao dos resultados nas tabelas acima parece
nio ter confirmado inteiramente a tendéncia de aumento do erro
das discretizagoes com o aumento da frequéncia, em virtude das
excegbes mencionadas: 1) o diferenciamento central nos tipos B e
D, e 2) a discretizagdc de Dennis e em menor escala de Allen,nas
fungoes tipo C.

Com rela¢ao a excegao 1) deve ser considerado que a na
tureza de ruido oscilatorio dos resultados com diferenciamento
central nas fungdes "duras" com altos nlmeros de Peclet torna di
ficil estabelecer tendéncias definidas. J& a excegao 2) & prova-
velmente assgociada a discussao da segunda série de testes, em
que se viu a discretizacdo de Dennis ser favorecida nas fungoes
tipo C e D guando a razdo )/Pe se aproxima de 0,5. O relativo fa
vorecimento da discretizagdo de Allen nas fungoes C nao pode ser
explicado no contexto deste capitulo. Retornaremos a este ponto

no capitulo 8.
6.6.3. Quinta série de testes

Os resultados da quarta série de testes foram limita-
dos a baixas razdes entre a frequéncia e o niumero de Peclet. Além
disso, ndo foram apresentadas fungdes tipo CD ou DC. A presente

quinta série de testes foi realizada com o intuito de completar

e aperfeicoar a guarta.
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Inicialmente, os graficos LT.5.1.1 e LT.5.1.2 (figuras
6.55 e 6.56) consideram fungdes tipo CD com nimero de Peclet uni
tirio e frequéncia igual a 2 e 3 veﬁes o valor fundamental adota
do no grafico LT.1.1.3. A proximidade entre as discretizagdes de
segunda ordem parece aumentar, repetindo a tendéncia majoritaria
mente observada antes. E interessante notar, por outro lado, (o}
resultado surpreendentemente bom do esquema a montante.

Os graficos LT.5.2.1 e LT.5.2.2 (figuras 6.57 e 6.58 )
apresentam fungbes tipo CD e DC, com a frequéncia escolhida de
forma tal gque a funcdo oscilatdria possa ser resolvida com faci-
lidade. Note-se a superioridade da discretizagao de Dennis nes-
tes casos, bem como a proximidade das solugoes assintoticas pe-
las discretizagOes central e de Allen, repetindo a tendéncia ob-
servada em LT.2.1.

Um conjunto mais amplo de testes fol realizado para ni
meros de Peclet iguais a 10. Este valor moderado permite a obser
vagao do comportamento do diferenciamento central em circunstan-
cias onde seus resultados n3o sao oscilatdrios. E também permite
que a razdo A/Pe seja variada sem a somatdoria de termos nos ti-
pos A e B, isto &, mantendo sempre uma finlca componente de Fou-
rier sob observagao.

A razio )»/Pe variou entre 0,2 e 1,4 nos tipos A e B, e
de 0,6 a 1,4 nos tipos CD e DC. Estes testes sao mostrados com-
pactamente nos graficos LT.3.3.1 e L7.5.3.4 (figuras 6.59 a 6.62)
envolvendo as discretizagbes de segunda ordem apenas. A tendén-
cia para a acuidade equivalente das discretizacgdes de segunda oY
dem guando a frequéncia aumenta & aqui claraménte confirmada,sem
excecao, Ou melhor, a ﬁnica.excegéo a esta regra refere-se ao

otimo desempenho da discretizagdo de Dennis quando A/Pe tende pa
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ra 0,5 nas fungdes tipo C, D, CD e DC.

6.7. APROXIMACOES DA DISCRETIZACAC DE ALLEN

O caso teste linear serd utilizado agora na investiga
¢do de algumas aproximagOes da discretizagao de Allen, a saber ,
a_Lei de Poténcia de Patankar e duas das formas de expansao - em
série propostas no Capitulo 5, TSEE e MTSEE. A primeira delas &
diagonalmente dominante apenas para graus Impares de truncagem
da exponencial, e a segunda & diagonalmente dominante para qual
quer valor; para fins de comparagac, apenas as truncagens da ex-
ponencial apds termos Impares (resultando em séries até termos

pares) serdo apresentadas.

Para as fungdes tipo A, B, C e D dois niveis de fre-
quéncia sdo considerados, correspondendo a 1 e a 5 vezes o valor
fundamental. Nos tipos A e B a série tendente para a onda quadra
da foi novamente adotada. Em todos os casos o niimero de Peclet &
100 e o dngulo entre escoamento e grade de 22,5 graus. Os resul-
tados sao vistos nos graficos LT.6.1.1 a LT.6.6 (figuras 6.66 a

6.75) .,

A lei de Poténcia & frequentemente acurada, mostrando
entretanto uma evolugdo nac monotdénica com o refinamento da gra-
de, particularmente nos tipos B e D, mas também em CD e DC,

As reservas frequentemente expressas na literatura con
tra aproximagdes da exponencial por série de Taylor parecem inte
gralmente confirmadas pelo TSEE, que mostra resultados muito ina
curados com convergéncia lenta para o esquema exponencial de

Allen gquando o grau da aproximagdao € aumentado.
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Mas o guadro oferecido pela MTSEE & fundamentalmente di
verso. Ela claramente aparece cCOmMO a melhor aproximagac em ter-
mos de acuidade e monotonicidade, apresentando-se rapidamente con

vergente para a discretizagao exponencial -de Allen.

6.8. CONCLUSAO

Um tratamento extensivo e analiticeo foi dédo a eguacao
linear de transporte permitindo comparacoes sistematicas entre
as discretizagoes.

por meio do estudo caso—a-caso identificou-se dentro
do conjunto de possiveis solugbes a equagao (6.1) ou (6.4) subdo
minios onde cada uma das discretizagoes de segunda ordem; - cen-
tral, de Allen e de Dennis, mostra-se a mais acurada. Tipicamen—
te, a discretizagao central mostra-se Otima proximo a situagoes
predominantemente condutivas (tipos A e C com baixas razoes A/Pe).
A discretizagdo de Allen 2 5tima na vizinhanca das configuragoes
com camada limite na frontelra de saida (tipo B e D com baixas e
moderadas razoes A/Pe}. A discretizacgao de Dennis & favorecida
para a razao A/Pe tendente a 0,5 nas fungoes C, D, CD e bC. To-
das as discretizagoes tendem a piorar, € possivelmente a S€ igua
lar, para »/Pe tendente a infinito.

por outro lado, foil evidenciada a rapida convergencia
da aproximacao MTSEE, Expansac €m série de Taylor Modificada da
Exponencial, para a discretizacao de Allen. .

por fim, cabe enfatizar gue © presente tratamhnto ana-
1itico da equagao de transporte permitin-nos observar o £amoso

efeito angular das discretizagdes a montante cOmMO um caso parti
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cular do conjunto muito mais amplo de solugdes possiveis, e que
portanto ndo pode ser tomado como base fundamental de uma teoria
geral do erro na andlise numérica de Fendmenos de Transporte. No
caso da discretizagdo exponencial, entretanto, adotado o fator
de normalizacdo pela fungao discreta, o efeito angular parece
existir para todos os casos de baixas razoes A/Pe.

Grande parte dos resultados apresentados neste capitu-
lo para as aiscretizagaes de Allen e central sera revista no ca-
pitulo 8, com base numa andalise em série de Taylor especifica das
fungdes agui consideradas. Por razbes praticas este capitulo &
antecedido pela apresentac@o de casos testes nao lineares. O lei
ﬁor talvez possa se beneficiar de uma maior continuidade no mate
rial apresentado ao dirigir-se para o capitulo 8, retornando de-

pois ao sétimo.
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CAPITULO 7

PROBLEMA NAO LINEAR

7.1. INTRODUGAO

7.1.1. Aprsentacao

Neste capitulo investiga-se o comportamento da Expan-
sdo Série de Taylor Modificada da Exponencial (MTSEE) no contex-
to das equagdoes de Navier-Stokes bidimensionais. Outras discreti
zagOes serdo consideradas em menor medida. Em comum com O capitu
lo anterior o teste numérico faz uso de solugOes exatas, admitin
do os valores exaﬁos nos nds da fronteira como condigao de con-
torno de Dirichlet. Neste caso as solugdes exatas sdo fornecidas
‘pelo escoamento de Jeffery-Hammel que estdo entre as poucas solu
¢oes conhecidas das equagoes de Navier-Stokes completas que S&o
ndo triviais a uma grade retangular. Trata-se do escoamento vis-
coso laminar num canal de paredes ngd paralelas, sob a hipbtese de
que todo escoamento & direcionado radialmente em relagdo d inter
secgao das paredes, que & admitida como fonte ou sorvedouro pun-
tual. Nas paredes & admitida a condigao usual de ndo deslizamen-

to.

A direcionalidade admitida pode ser interpretada como
uma hipdtese fisicamente arbitrdria, que por exemplo excluiriaes
coamentos recirculantes observados em difusores reais sob certas

condicdes. Entretanto, como se vera, tal recirculagao & detecta-
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A

da, apesar da direcionalidade imposta, de forma realista.

A lmportancia da escolha de um escoamento gque seja uma
solucdo exata das equagOes completas de Navier-Stokes nao  pode
ser subestimada. Solugoes aproximadas, tais como escoamentos em
camada limite e escoamentos inviscidos, tem sido usadas em tes-
tes com nimeros de Reynolds altos, mas finitos, sob a justifica-
tiva de que o erro resultante da aproximagao seria minlsculo.Ain
da assim, tais erros colocam uma complexa guestdo para a avalia-
qéo do erro, dado gque a medida do erro de cada discretizagao po-
de ser mascarada pelo erro da falsa solucao. Apesar de peqgueno,
este erro se torna crescentemente significativo em termos relati
vos guando a grade & refinada e os erros de truncagem sao minimi
zados; de maneira que a percepcdo das tendéncias assintdticas po
de ficar prejudicada. Apesar desta adverténcia, o autor acabou
utilizando uma certa aproximagdc das solugdes exatas, em circuns
tidncias que serdo posteriormente explicadas; neste caso a eXis-
téncia da solug@o exata permitiu a avaliagao deste erro na solu-
cdo quase-exata.

Os' escoamentos de Jeffery-Hamel serao descritos na
secgao 7;2, com pouguissimos detalhes algébricos sobre a deriva-
¢do da solugdo exata. A secgdo subsequente discute a escolha de
um algoritmo em varifveis primitivas para o teste dags discretiza

¢oes, que & finalmente apresentado na seccao 7.4.

7.1.2. Geometria do problema

P conveniente antecipar alguns detalhes da geometria
do problema. Tomou-se sempre o cuidado de posicionar o dominio

numérico inteiramente dentro do canal, ainda que ndo haja razao



336

para suspeitar que uma forma algébrica representando a solugao
das equagdes do problema de Jeffery-Hamel dentro do canal ndo se |
ja solugao para fora do canal.

A figura 7.1 mostra o posicionamento do dominio numéri
co quadi‘ado de dimensbes unitdrias dentro do canal., A posigao 3,
muito longe da origem, & indicada pela tabela apenas, sendo usa-
da em uma situagdo especifica na segao 7.3.

0 posicionamento completo do dominio numérico  requer
também a especificacdo do dngulo de rotagdo do dominio em torno
de seu centro. Testes rotacionais sao realizados em torno das
posicdes 2 e 3, como mostrado na figura 7.2.

As transformagdes de coordenadas do dominio numérico pa

ra o analitico sdo dados pelas relagoes:

_ ! _ 1,
X, = (Xl 'E) cosY (yl 2) siny + X (7.1.1)
1 1
Yo =(x1-§) siny + (yl-—-2-) CoSY + Y (7.1.2)

r=/x;+y; (7.1.3)
8 =aut'q;§§ | (7.1.4)
As velocidades sd3oc transformadas de acordo com:

u = v, oS {6-v) (7.2.1)

V=, sin (8-Y) (7.2.2)
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{ va/e +1/2 172
2 V3/2 +1/2+3 1/2
3 V372 +1/2 410 172
FI16. 7.1 — Geometria do teste numerico.
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FIG. 72 — Geometria dos testes rotacionais.



338

7.2. ESCOAMENTOS DE JEFFERY-HAMEL

7.2.1. Pesquisa bibliografica

As investigagOes de Jeffery (1915) objetivaram a cole
ta de solugdes exatas das equagdes de Navier-Stokes em coordena
das ortogonais curvilineas, escolhidas de forma tal gue as 1li-
nhas de corrente ou as linhas de vorticidade constante fossem
idénticas a uma familia de curvas coordenadas. Ele obteve seis
tipos de fungdes-corrente, trés dos quais pode identificar com
situacOes fisicamente plausiveis, a saber: "(l1) o movimento em
torno de um canal na forma de arco circular, (2) o movimento en
tre ¢ilindros circulares rotatbrios com um dado fluxo normal so
bre as superficies, como numa bomba centrifuga, (3) o escoamen-
to entre dois planos infinitos inclinados em gualguer &ngulo™ .
O terceiro problema foi també&m estudado por Hamel (1916} e tor-
nou-se conhecido como escoamento de Jeffery-Hamel.

A solucdo completa do problema & descrita em  termos
de fungoes elipticas, sejam fungoes Jacobianas, como em Millsaps e
Pohlhausen (1953) ou fungdes Welrstrassianas, como em Rosenhead
(1940) . Uma solugdo simplificada para um caso assintdtico  com
altd nfimero de Reynolds & apresentada por Goldstein (1938),
Schlichting (1960), Batchelor (1967) e outros.

Rosenhead (op. cit) foi o primeiro a demonstrar a
existédncia de infinitas solugdes para um dado nimero de Reynolds
e um certo dngulo entre as paredes. Ele proprio levanta a possi-
bilidade de que muitas das solugSes numéricas nao sejam fisica-

mente estiveis.
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A

Millsaps e Pohlhausen (op. cit) estenderam a analise
para o problema térmico de convecgao forgada entre uma parede 1so
térmica e um escoamento Jeffery-Hamel.

Fraenkel (1962) discute a extensdo das solugbes Jeffe-
ry-Hamel para paredes suavemente curvas.

Um pequeho sumario das golugdes Jeffery-Hamel &€ apre-
sentado por Marshall (1979). Foi bastante 0itil como leitura in-
trodutdria para o presente autor, nao familiarizado com as fun-
¢bes transcendentais envolvidas, mas alguns erros no texto causa
ram certa confusido; tais erros referem-se & expressao entre as
equagdes (5) e (6) e & equagdo (9) do artigo citado.

Escoamentos de Jeffery-Hamel foram utilizados no teste
de métodos numéricos por Demirdzig (1982) e outros. referidos por

Marshall (op. cit).
7.2.2. Formulacdo do Problema de Jeffery-Hamel

Sob a hipbtese de velocidade tangencial nula a equagao

da continuidade em coordenadas polares reduz-se a:

T h:v&)==0 (7.3)

A equacdo do momentum radial reduz-se a:

v v
Sr__1 9 2 - Xy 7.4
Ve 55 T S r + v (V v, rz) (7.4.1)

onde ;
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92 L 3,1 3
2:_,_ — —— —— ——
v =2 + Z ar+ =7 302 (7.4.2)
e a egqua¢aoc do momentum tangencial a:
0=-13_ 3 (v 3V (7.5)

As condigdes de contorno nas paredes s3o fornecidas pe

la hipdtese de nao deslizamento:

vr(r, ta)=20 (7.6)
A integracao da equagac da continuidade leva a:
rv = (r v (8 (7.7.1)

ou

_ v F() (7.7.2)
r r

onde F(6) & chamada perfil de velocidades adimensionalizado.
Eliminando os termos de pressaoc de (7.4) e (7.5) e

substituindo (7.7.2) obtém-se:

2ZFF' + F"' + 4F' = 0 (7.8)

Integrando esta eguagdo diferencial ordindria resulta:

2

F“+ 4 +F" + k=0 (7.9}
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onde a constante k deve ser escolhida de modo a satisfazer a con

digao de nao-deslizamento, reescrita em termos da velocidade adi

mensionalizada na forma:

F(+a) =0 (7.10)

Uma nota acerca da definigdo do niimero de Reynolds pa-

rece conveniente aqui. Millsaps e Pohlhausen (1953) definem o ni

mero de Reynolds em relagdo a um ponto gqualquer do plano de sime
tria:

. e (7.11.1)

Rosenhead (1940) adota ¢ wvalor global obtido por inte-

gragac sobre todos os angulos:

o

Re = [ F(8)ds (7.11.2)
—a

Batchelor (1963), nisto acompanhado por Marshall (1979)

e Demirdzig (1982), define o nlmero de Reynolds como:

Re = q.F(0) (7.11.3)

Esta iltima definicdo foi adotada nesta Tese. A intro-

dugao do fator o neste nlimero de Reynolds pode ser explicada da

seguinte maneira. Ao considerar a solugao do caso assintdtico,

Batchlor mostra sua dependéncia em relagao ao parametro aFo, e
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nio aos parimetros o e Fo separadamente. E certo que no caso ge-
ral dois parametros adimensionais fazem-se necessdrios: podendo
ser por exemplo o e Fo, ou gqualquer par de combinagoes indepen-

dentes de ambos. Considerando solugdes exatas fisicamente proxi-
mas da solugdo assintdtica, parece razoavel especificar o proble
ma de acordo com os parametros o e (aFo) por exemplo ', justifi-

cando o uso da férmula de Batchelor (7.9.3) para o nimero de Rey

nolds mesmo no caso geral.

7.2.3. Solucoes

Este item apresenta as expressdes algébricas para solu
cdo do problema em termos das fungles elipticas de Jacobi: sn(z,k)
cn(z,k) e dn(z,k}, respectivamente denominados sinus, cosinus e -
delta amplitudinis do argumento z com respelto ao modulo elipti-~
co k, que & definido no intervalo [0,1]. Um sumirio destas fun-
¢Oes especiais & apresentado por Korn & Korn (1961) .

Se o escoamento & convergente no eixo de simetria o]

perfil de velocidades resultante &:

v.(8) F dn? (me,k)  sn’ (mo, k) ( 1)
- =—=1 - 7.12.
v, (0 " Fo sn? (o, k) dn? (o, k)
onde v = v, (r) & a velocidade ao longo do eixo de simetria
(6=0), e:
1+ E2 .
m? o= 2 (7.12.2)

1 - 2k2



343

O problema de encontrar um mdodulo eliptico satisfazen-
do as condigoes de contorno & reduzido em Ultima instdncia 3 so-

lugdo de uma eguagdo transcendental na forma:

Fo (1-k?)

sn? (my,k) =
2}(2[3}(2"'3 +_-Eég (k2-2)] (7.12-3)

Como j& mencionado o niimero de solugbes desta equagio
é infinito. A assim chamada solugao principal & inteiramente con
vergente, outras solugoes apresentam regides de escoamento diver
gente em alguma parte do dominio.

Para niimeros de Reynolds muito altos a solugdo princi-
pal ocorre com o modulo eliptico proximo i unidade, onde.vale a

identidade:

sn(md,l) = tgh (me) ' (7.12.4)

Neste caso a solugdo reduz-se a:

v, (6) .
r U F _ 4 _ tght(me) _
vy TR T E‘T"‘tgh froct) (7.12.3)

Se o escoamento for divergente no eixo de simetria duas

diferentes solugdes aparecem. Uma delas &:

v..{(0) 2
r F sn® {(md ,k)
= —=1 -2 0 (7.13.1)
V.0 K sn’ (o, k)
onde:
Fo
. 1t

TR (7.13.2)
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0 mddulo eliptico & encontrado pela solugdo da equagdo:

2

sn? (mo, k) = 21“; (7.13.3)
4 =
%k°Q1 FO)

Como serid visto, para altos nimeros de Reynolds nao

existem solugoes inteiramente'divergentes. Esta caracteristica
pode ser vista como uma simulagdo da recirculagdo obtida em difu
sores reais com altos fluxos, no contexto da assumida radialida-
de do escoamento.

A segunda solugdo divergente &:

<

(8)

thOS F 1 l+en(md, k)  l-en(m,k) (7.14.1)
onde
2. _ 2+ Fo
M= RiT T (7.14.2)

e k & encontrado pela solugao de:

' A2
onfmy, k) = &+ Fols-dk?) | (7.14.3)
6 + Fo{l+4k?2)

Em qualquer caso o campo de pressdes & calculado por:
2 6 v

onde

R (ele2 + e,y + e3el) (7.15.2)
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e; = 2[m*(1 + k) - 1] (7.15.3)
ezzzﬁnzfl-z_kz) - 1] (7.15.4)
ey = 2[m* k* -2) - 1] (7.15.5)

7.2.4. Algoritmo de solucao da equacdo transcendsntal

Como mencionado no item anterior a construcgao de um
perfil Jeffery-Hamel para um dado par (Re, o} requer a solugao
de uma equagao transcendental (7.12.3), (7.13.3) ou (7.14.3),que

podem ser reescritas na forma:
Qﬁm - Ry, k) =0 {(7.16)

onde J @ uma fun¢io Jacobiana de k para um dado o e Rpg € uma
fungao racional de k para um dado Fo.

Sexria possivel evitar este problema por uma livre varre
dura através de certos valores de k, analogamente ao procedimen-
to adotado no Capitulo 6 com respeito & frequéncia A, especifi-
cando assim o problema em termos do par (Re, k) ao invés de (Re,
@) . Esta abordagem n3ao foi sequida pelos motives abaixo.

Ao engajar-se na questdo da equacdo transcendental 0
autor esperava ganhar experiéncia com o problema de Jeffery-Ha-
mel e com as fungdes especiais envolvidas, em particular confe-
rindo seus resultados com outros da literatura. Por outre lado,
a abordagem (Re, k) no caso nao linear ndo tem o grande atrativo
que sua andloga (Pe, A) tinha no caso linear, a saber a generali

dade que pode ser obtida pela aplicag¢do do principio da superpo-
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sicdo, relacionando o erro de qualguer solugao com os erros das
solugoes elementares.

A computacdo das fungdes Jacobianas langa mao da subro
tina de Umstater, que calcula fungSes Teta e dois parametros de-
nominados co-mddulo einome*.Estas_fungées e parametros sac usa-
das para permitir uma determinagao explicita das fungoes Jaco-
bianas e, portanto, do lado esquerdo da egquagdo (7.16). Um coman
do FORTRAN usado pela subrotina de Umstater nao fol aceito pelos
compiladores dos computadores PDP-10 e PDP-11 da UNICAMP, reque-
rendo pequenas modificagdes da estrutura do algoritmo de Umsta-
ter.

0 algo#itmo de solugdo da equagac transcendental re-
quer a especificacdo do intervalo de valores k, gque € em princi-
pio [0,1]Ir embora intervalos mais estreitos ocorram ds vezes.No
caso do escoamento convergente observa-~-se que o lado direito da
equacgao (7.12.2) deve necessariamente produzir um termo positivo

dado que m € real. Duas situagdoes podem ocorrer:
-2 < Fo <0 — 0 <k < /2/2

Fo < =2 — V272 < k < 1

Escoamentos divergentes do primeiro tipo naoc introdu-
zem restrigdes no intervalo de k. J& escoamentos divergentes do
segundo tipo restringem k a valores acima de v2/2.

Uma vez que a soluclo no dominio especificado para k
n3o & finica, faz-se uma varredura através do dominio para encon-
trar diferentes solugdes, procedente da seguinte forma. 0  lado

esquerdo da eguacao (7.16) & computado para varios valores de k
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~
.
K

igualmente espa?ados no intervalo. Se o0 sinal do membro esquerdo
muda entre dois valores vizinhos, deve existir pelo menos uma
solugao neste subintervalo. Uma primeira estimativa desta solu-
cdo & obtida por interpolagao linear entre os valores vizinhos.
Nova aproximacdo para a solugdo & entdo buscada pelo método de
Newton-Raphson.

Muitos autores preocupam-se apenas com a solugao prin-
cipal para os escoamentos convergente e divergente do primeiro ti
po, gue sdo possivelmente as Unicas solugoes relevantes para o
problema fisico do escoamento em um canal. Em termos da testagem
numérica & conveniente obter um conjunto de solugoes cobrindo to
dos os tipos de escoamento.

0O algoritmo de solucao da equagéo transcendental nao
necessariamente permite a obtengao de um conjunto suficiente de
solugbes para um certo nitmero de intervalos, devido a varias ra-
zoes: (1) se o nimero de solugdes dentro de um‘subintervalo con-
siderado nao for um; mas qgualgquer niimero Impar, apenas uma sera
detectada, (2) analogamente, duas ou qualquer nimero par de solu
¢oes pode existir num subintervalo cujos limites tenham o mesmo
sinal, mas nenhuma delas serd detectada, e (3) o procedimento de
Newton-Raphson pode escapar do subintervalo original e chegar a
uma solugdo fora dele, perdendo a solugao desejada em troca  de
uma redundante. Todos estes efeitos sdo minimizados pelo decrés-
cimo no tamanho do subintervalo. E interessante apontar agui a
analogia entre esta conclusao e nossos comentirios anteriores so
bre o erro da solugdo numérica de equagoes diferenciais; em am-
bos os casos a solugac dos problemas deve ser pensada com a pers

pectiva de diminuir tanto quanto necessario o tamanho do interva

lo.
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7.2.5. BExemplos de escoamentos Jaffery-Hamel

7.2.5.1. Casos de baixos nameros de Reynolds

Um certo niimero de perfis de velocidade simétricos de
Jeffery~-Hamel & aqui apfesentado ilustrando diferentes situagoes
de escoamento. O nimero de exemplos & bem superior dqueles efeti
vamente usados em testes numéricos.

Analogamente A apresentagdo dos resultados no caso 1i
near, a numeracgao regular das figuras sera complementada por uma
numeragdo paralela, indicada pelas iniciais JH, cuja logica fi-
card clara a medida que os exemplos sao apresentados.

A primeira série de exemplos (JH.1) considera escoamen
tos com nimero de Reynolds igual a 10 em valores absoclutos e se-
mi~angulo de 30 graus entre as paredes. Os valores de Reynolds
negativos referem-se a escoamentos convergentes aoc longo do pla-
no de simetria, e positivos para escoamentos divergentes.

Os exemplos JH.1.1.1 a JH.1.1.3 (figuras 7.3 a 7.5) a-
presentam perfis para trés escoamentos convergentes. As escalas
das figuras, modificadas segundo as caracteristicas de cada per-
£il, s3o indicadas no eixo de simetria em cada caso. A  solugao
principal & mostrada na primeira figura, e as demais ilustram
solugoes de altas frequéncias. Note-se que estas filtimas sdo prin
cipalmente divergentes, apesar delconvergentes no eixo de sime-
tria.

0 exemplo JH.1l.2 (figura 7.6) apresenta uma solugdo di
vergente do primeiro tipo, enquanto duas solugoes divergentes do
segundo tipo sdo mostradas pelos exemplos JH.1.3 (figuras 7.7 e

7.8). Os escoamentos divergentes de segundo tipo sdo raramente
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FIG. 73 - Perfil de Velocidade —Re=10; k =0,964915

Jeffery-Hamel

F1G. 74 — R=-10; k=0,777726l
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JH. L1 3.

FIG. 75 — Rg= 10 ; k =0,751264

FiG. 76 — R.=10 ; k=0,719383
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JH. 2.1 L]

FIG 7.9. — Rg = -100 ; k = 0,999969

JH. 2.1.1.2

FIG. 7.10 ~ Rg= =100 4 h =
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; k= . 850565

Re = —100 ; k=0,816571
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FIG. 7.15 — Rg=100 ; k = 0,934625
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JH.2.3.2
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descritos na literatura, possivelmente devido ao plano de veloci
dade infinita que & cobviamente ndao fisico em termos do problema
do canal. Este plano pode entretanto receber uma interpretagao
plausivel como um jato de espessura nula. Estas solugoes diver-
gentes de segundo tipo ndo estdo excluidos da testagem numérica
desde que o dominio numérico nio seja cortado pelo plano de velo
cidade infinita; assim a posicdo 1 da figura 7.2 fica excluida
deste caso. Na posicdo 2 por outro lado um dominio numérico in-
teiramente finito apanha parte do jato e parte de uma regiao de
recirculagao representada pelo escoamento efetivamente divergen-—
te proximo ao eixo de simetria.

A acuidade destes graficos, particularmente os de al-
tas frequéncias, sofre pelo nimero relativamente pequeno de pon-
tos computados, indicados pelas flexas, em virtude da interpola-
¢@o linear utilizada. Em resultados com maiores numercs de Rey-
nolds esta caracteristica ficarid ainda mais evidente. Considera-
mos que esta inacuidade ndo destruird o interesse destes gr&fi-
cos como ilustragdo. Pore outro lado esta inacuidade & restrita a
esta série de figuras JH; computagoes independentes foram feitas

- para os testes numéricos propriamente ditos.
7.2.5.2. Maiores numeros de Reynolds

0Og efeitos do aumento do niimero de Reynolds sao obser-
vados nos exemplos JH.2 e JH.3 (figuras 7.9 a 7.25), referidos a
nimeros de Reynolds iguais a uma centena e a um milhar.

As solugdes convergentes principais, mostradas nas fi-
guras JH.2.1.1.1 e JH.3.1.1, comegam a apresentar duas regioes

definidas: uma no meio do canal,que aproxima © escoamento invis-



FIG.7.29 — Rg= —10 , k=0.807078

FIG. 730~ Rg= +10 ,, k=0.7193829
¢ tipo
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cido radial para uma fonte pontual, e uma camada limite prdxima
ds paredes. A espessura da camada limite diminui de cerca de 50%
a 20% da meia espessura do canal para niimeros de Reynolds cres-
centes de 100 para 1000 em termos absolutos.

A figura JH.2.1.1.2 mostra a solugao assintdtica apro-
ximada para Reynolds igual a -100, assemelhando-se muito a solu-
¢a0 exata. Uma melhor comparag¢do entre ambas & apresentada na ta
bela 7.1, mostrando diferencas na camada limite de cerca de 5%
da velocidade maxima.

Nenhum escoamentc puramente divergente aparesce para
altos niimeros de Reynolds, o que ja & conhecido na literatura a-
cerca dos esceoamentos de Jeffery-Hamel,mesmo no contexto do caso
assintotico.

A formagdo da camada limite em escoamentos convergen-—
tes e a separagd3o nos casos divergentes sao fatos experimental-
mente bem conhecidos e relevantes ne projeto de bocais, medido-
res tipo Venturi, etc. Esta significativa concordéhcia gqualitati
va entre os escoamentos de Jeffery-Hamel e escoamentos reais in-

dica que a hipbtese de radialidade & fisicamente aceitavel.
7.2.5.3. Novos comentarios sobre algoritmo

Um nimero infinito de casos de altas frequéncias pode-
ria ser esperadc para todos os nimeros de Reynolds. Por outro
lado, muitos outros resultados de baixas fregquéncias deveriam ter
aparecido entre os mostrados para niimero de Reynolds igual a 1000.
As razdes para estas insufici®ncias estdo relacionadas 3s limita
¢des do algoritmo de solugdo da equagado transcendental para qual
quer nimero finito de intervalos, como discutido no final do

item 7.2.4.
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TABELA 7.1 - Comparacdo das solugbes convergentes principais apro

ximada e exata.

Re=-100 0=30 graus
e F/Fo
(GRAUS) Exata Aproximada
k=0,999969 k=1

0 1,0 1,0

3 0,999948 0,999957
6 0,999733 0,999780
9 0,999113 0,999270
12 0,997383 _0,997350
15 0,992618 0,99;029
18 0,979453 0,983029
21 0,943320 0,952899
24 0,845607 0,869514
27 0,591789 0,638721
30 0,0 0,0
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Uma dessas limitacdes foi relevante para o desenvolvi-
mento do presente trabalho. A primeira rodada completa deste co-
digo no caso convergente para nimero de Reynolds igual a 100 foi
realizada com o intervalo ¥2V2<k<l dividido em 20 subintervaloes.
Encontraram-se solugdes correspondentes as figuras JH.Z.1.3, JH.
2.1.4 e JH.2.1.5, mas nao a solugdo principal. BEsta rodada  foi
realizada nos seus Gltimos dias no Imperial College, gquando o
autor, com pressa de obter resultados numéricos, adotou é solu-
¢ao aproximada (7.12.5) em varios testes. Uma segunda rodada de
programa foi realizada na UNICAMP, dividindo o intervalec mals
restrito [0,9;1] em 50 subintervalos, quando entdo as solugGes
JH.2.1.2 e particularmente JH.2.1.1.1 foram encontradas. Alguns
dos testes com discretizagdes foram repetidos para averiguar di-
ferencas eventualmente importantes, como serd mostrado no lugar

apropriado.

7.2.5.4. Angulo do canal variavel
. .\

0 conjunto de exemﬁlo JH.4 (figura 7.26 a 7.30) apre-
senta perfis de velocidade para nimero de Raynolds igual a 10 e
diferentes semi-fngulos, referindo-se a escoamentos convergentes
e divergentes do primeiro tipo.

As solugoes principais sdo muito assemelhadas. Uma com
paracdo entre elas € apresentada nas tabelas 7.2.1 e 7.2.2, onde
os perfis de velocidade sao expressos em funcao dd'angulo norma-
lizado. Nos escoamentos convergentes a espessura da camada limi-
te decresce em termos relativos quando o angulo & aumentado, e
nos escoamentos divergentes a condigao de separagdo & aproximada

para os malores &dngulos.



TABELA 7.2 - Solucdes principais para alguns semi-angulos.
|Re |=10

7.2.1 - Escoamento convergente

8 ufug = F/Fo
o a=15 a=30 o=L5
k=0,9331988 k=0,9649152 k=0,9775010

0,0 1,0000 1,0000 1,0000
0,1 0,9928 0,9945 ' 0,9957
0,2 0,9707 0,9776 0,9820
0,3 0,9327 0,9476 0,9575
0,k 0,8770 0,9018 0,9196
0,5 0,8012 0,8364 0,B8608
0,6 0,7020 0,7461 0,777h
0,7 0,5760 0,624k 0,6596
0,8 0,4192 0,4639 0,4973
0,9 0,2281 0,2576 0,2799
1,0 0,0000 0,0000 0,0000

7 2.2 - Escoamento divergente de primeiro tipo

8 u/ug = F/Fg
a a=30 a=H5
k=0,7193829 k=0,6362082
0,0 1,0000 1,0000
0,1 0,9786 0,9681
0,2 0,9171 06,8781
0,3 0,8218 0,7547
0,4 0,7026 0,5880
0,5 0,5700 0,4277
0,6 0,4342 0,2807
0,7 0,3039 0,1586
0,8 0,1855 0,0689
0,9 0,0833 0,0154
1,0 0,0000 0,0000
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7.3. ALGORITMO DE SOLUCAO DE NAVIER-STORES
7.3.1. Introducao

Esta sessdo aborda o tdpico da estrutura algoritmica
para a solugao das equagdes de Navier-Stokes. Tal questdo & limi
tada agqui a algoritmos de variaveis primitivas. O uso da formula
¢ao vorticidade-fungdo-corrente colocaria o duplo problema da ob
tengdo destes algoritmos e da tradugaoc das solugoes exatas de
Jeffery-Hamel em termos destas variaveis derivadas.

A mails conhecida abordagem em varidveis primitivas pa-
rece ser a qgue inclui 08 algoritmos tais como SIMPLE e SIMPLER
(Patankar, 1980) e similares. Outra abordagem refere-se & equa-
¢do de Poisson para a pressdo. Discussdo e teste destas duas a-
bordagens sera apresentada nos proximos itens.

Ambos os algoritmos poderiam ser adaptados com facili-
dade a partir da estrutura bisica do TEACH, previamente utiliza-

do nas computagdes com ar condicionado (secgao 1.3)7pela elimina

. cado dos detalhes relativos a variag¢des de propriedades, modela-

mento de turbuléncia e tratamento especial dos contornos. A abor-
dagem da equagao de Poisson requer ainda a eliminag¢ao das grades
alternadas e a modificagio da prdpria equagdo de pressao.

Uma terceira alternativa, muito mais.simples?e valida
para o propdsito de teste de discretizagbes para a equagao de
transporte, seria a adogdo do campo de pressao exato na computa-
¢i3o dos termos ndo homogéneos das equagbes de transporte do mo-
nentum. Uma alternativa ainda mais simples séria a concentragao
numa {inica equacdo de momentum, adotando os campos exatos para

a pressao e para a outra componente de velocldade. Tais alterna-
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tivas evitariam a introdugdo de novos erros de discretizagao além
déqueles assoc¢iados A& equagao de transporte. Apesar da sua sim-
plicidade e acuidade este tratamento ndo foi seguido porque se-
ria uma artificializagao extrema do problema no sentido de que
uma caracteristica essencial da solugdo de Navier-Stokes nhao se-

ria tocada.
7.3.2. SIMPLE e abordagens similares

Algumas referéncias ao algoritmo SIMPLE ja foram apre-
sentadas no capitulo 1. Este algoritmo, e similares como SIMPLER
e SIMPLEST, centram-se numa equacao de pressac derivada das equa
cOes ja discretizadas do momentum e da continuidade. Esta estru-
tura basica é compartilhada pelo algoritmo PISO (Issa, 1985,1986),
que apresenta superior velocidade de convergéncia (Reis, L.,1984,
comunicagao pessoal}.

Esta equagdo de pressdo & empregada nao apenas para
criar um campo de pressdes, mas também para modificar o cémpo de
velocidades computado a cada iterac¢do pelas equagoes discretiza-
das do momentum, no sentido de tornar o campo de velocidades con
servativo em massa de acordo com a discretizagdo do divergente
da velocidade para gfades alternadas. Nova linearizagao entre ve
locidades e pressao € al introduzida.

Cebeci et al (1981) afirmam ser "improvavel gue uma
anélise de ordem de erro possa ser feita para este mé&todo alta-
mente complexo™. Isto introduz um sério problema de acuidade,po

dendo mascarar os resultados do teste das discretizagaes.



7.3.3. Equacao

Uma equacdo de Poisson para a pressdo &€ obtenlvel

de Poisson para a pressao
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sem

quaisguer aproxima¢des a partir das equacoes diferenciais da con

tinuidade e do momentum. Como amplamente reconhecido, solugdes

numéricas de segunda ordem, acuradas e estdvels, sdao obtidas pe-

lo diferenciamento central, pelo menos para condig¢des de contor-

no de Dirichlet.

Entretanto, algoritmos para Navier-Stokes construidos

com base na equagao de Polsson para a pressao mostraram-se insta

veis, como reportado por Roache (1972} e Schneider e Raithby

(1980}, que associaram a instabilidade a uma presumida falta

conservacdo da massa.

Neste item serid apresentada a derivagao da eguagao

pressao, e no proximo discutir-se-ao estes argumentos acerca

questac da conservagao.

As equacGes do movimento sao reescritas abaixo para

de

de

da

Q

caso bidimensicnal, regime permanente, escoamento incompressivel

laminar newtoniano. A equagdo da continuidade fica:

au
Ix

av _
§§-—O

(7.17)

As equagdes do momentum na forma convectiva tornam-se:

du 3%u . 3%u 1-3p

+ v - S+ =) =- =
- \J(au2 e 5 %
v 3%v , 9%vy, __ 1 9p
5y v(ax2 + 8yz) 5 Ty

{(7.18.1)

(7.18.2)

e n
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Diferenciando (7.18.1) com respeito a x e (7.18.2) a vy,

adicionando uma a outra e rearranjando obtém-se:

= - = + (= + ==

3%p , 9% _[,,ov du _ 3du v du | dv, 2
W Ty Py &y m Tt

3 3 92 32 , du . dv
+(U'§}—{'+V§§ \)—8}{—2—\)@2—)(&“‘%’) (“O) (7.19)

Os termos dentro do segundo e terceiro paréntesis em
(7.9) s3o nulos de acordo com a equagao da continuidade (7.17) ,

de forma que a equagao de Poisson reduz-se a:
V2p ==2(5= = - =z =P _ (7.20)

0 algoritmo .utilizado nesta parte da tese com a desig
nacao de soluc@o de Navier-Stokes pela eguagao de Poisson para a
pressao resolve seguencialmente as equacgoes do momentum e de

Poisson.

Varias de suas caracteristicas se devem a absorgao de
elementos de TEACH. Assim, na maior parte dos casos, adota-se a

forma divergente das equac¢oes do momentum:

9 _ ., tu d a1 9p
3 v 9 v, _ _ 1 oo
ﬁ (pu.v vV 5}—{) + -53? (DV.V AY —a—y—) = D_BY (7.21.2)

0 algoritmo resolve o seguinte sistema de 3N’ equagoes

linearizadas do tipo :
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- _1l4Ap
%AB“B“%AB) v, =T oA (7.22.1)
- - 14Ap
%ABVB-(EAB)VB— 5 Ay (7.22.2)
1 = (—2p)(2Y 2u _ Bu Av
BRAY { % Py 4pp} = (-2p) (53 3y " bx &y) (7.22.3)

onde 0s Ap das erquagoes de momentum dependem de cada discretiza-
¢do e do nimero 3de Peclet celular, utiliza uma solugao coluna-a-
coluna pelo Algoritmo de Matriz Tri-diagonal (TDMA).

A computagao dos termos nao homogéneos, onde a gues-—
t3o da estabilidade da solucdo da eguagdo linearizada nao se co-

loca, adotou sempre a discretizagao central.

7.3.4. Conservatividade

Como referido no capitulo 3 a forma divergente do ter-
mo de transporte convectivo & frequentemente denominada forma
conservativa.

Richtmyer e Morton (1957) utilizam esta denominagao ao
apresentar as equagOes hiberbdlicas de conservacgac da massa, da
guantidade Jde movimento e da energia interna, para escoamentos
compressiveis inviscidos transientes. As consideracoes desenvol-
vidas aplicam-se as formulagoes Euleriana e Lagrangeana.

As equagoes diferenciais de conservagdo sao postas na
forma divergente e discretizadas pelo esqguema de dois passos de
Lax - Wendrbff, cujas derivadas espaciais estao necessariamente
na forma divergente. Este & tambdm donominado conservativo, em

analogia & forma diferencial, por referéncia i conservagao inte
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gral, ou somatdria para todo dominio numérico, a cada instante
de tempo, da guantidade a ser conservada. Richtmyer e Morton clas
sificam esta conservatividade como uma vantagem do procedimento
de dois passos. Em contraposigao & "forma conservativa" das equa
¢Oes diferenciais, deduzem a "forma caracteristica" ou na presen
te terminologia, convectiva.

Roache (1972) utiliza uma conceituagﬁo bastante simi-
lar. Define, de forma geral, a conservatividade como uma proprie
dade possuida por alguns métodos de diferengas finitas de preser
var certas relagdes de conservagdao integrais. Exemplifica o con-
ceito com a eguagao de transporte convectivo unidimensional tran
siente, gue representa as mesmas equagdes discutidas por Richt-
myer e Morton, embora utilize uma discretizacdo diversa, de uni-
co passo, explicita e de primeira ordem no tempo, com diferencia
mento central na forma divergente do termo convectivo. Como cita
do na secgao 3.6, a quantidade fisica integrada sobre o dominio
espacial & preservada sem erro, porque as discretizacoes do ter-—
mo convectivo de um mesmo fluxo intercelular em diferentes equa-
c6es nodais sdo coincidentes.

Apesar do conceito de conservatividade destes autores
ser, no fundamental, o mesmo, ha certa diferenga de tom entre am
bos os textos, na medida em que o primeiro refere-se a conserva-
tividade como uma forma de certas equagoes discretizadas, enquan
to o segundo fala em conservatividade como uma provriedade pos-—
suida por certas discretizag¢Oes. Significativamente, Roache refe
re-se a forma convectiva por "ndo-conservativa®.

Esta linguagem dad uma conotagao valorativa mais forte
para a conservatividade, e sugere uma distingac mais essencial

entre uma ou outra formas. Isto parece ser justificado pela con-
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clusdo de Roache, com base em varias citagbes envolvendo diferen-
tes equagdes, de que a experiéncia tem mostrado que sistemas con-
servativos geralmente fornecem resultadecs mais acurados.

Roache esclarece gue a conservatividade n&ao implica ne-
cessariamente em acuidade, gue métodos nac conservativos tem sido
bem sucedidos, e adverte contra o "usc de formas conservativas
tornar-se religido", citando, como um contra exemplo, o termo di-
fusivo de coeficientes variaveis. Neste ponto se observa que o
conceito de conservatividade em Roache nao se limita ao termo con
vectivo.

Piacsek e Williams (1970), que também adoftam o conceito
de conservagdo no sentido da integragac espacial, apresentam—-no
como relevante a problemas com integragac por longo tempo das
equagoes de conservagao de quantidades convectadas. Estes autores
apontam que uma discretizagao pela forma conservativa {(ou de flu-
x0, ou divergente) dos termos convectivos pode ser instavel se a
equagao da continuidade nao for satisfeita ponto-a—ponto.

A guestdo da conservacgao levantada acerca da eguagao
de Poisson para a pressdc parece aproxXimar-se do conceito de
Piacsek e Williams. Roache (1972) e Schneider e Raithby (1980 xre
ferem-se & falta de uma imposigdo explicita da equagao da co.ii-
nuidade, em gualguer uma de suas formas discretizadas, guando o)
problema & colocado em termos das eguagoes de transporte do moemen
tum e de Poisson para a pressgo.

Estes autores reconhecem gue a equagao da continuidade
& indiretamente satisfeita através do sistema de equagOes do mo-
mentum e da pressao, mas argumentam que embora uma solugao conver
gida do sistema seja conservativa de massa, uma solugd0 nac con-

vergida nao serad conservativa, e a falta de conservagido de massa
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aluuria sobre a estabilidade, impedinde gque a solugao convergida
e conservativa de massa seja -encontrada.

Ambos os conceitos de conservatividade acima expostos,
referindo-se 3 conservag¢ao integral das quantidades convectadas
e & imposicao explicita da continuidade, tem tido grande divulga
¢ao na literatura em mecdnica dos fluidos numéficos. Dentro do
método dos Volumes de Controle parece ser dominante a valoriza-
cdo da forma divergente. Em particular, entre os usuarios dos
algoritmos tipo SIMPLE e assemelhados, tais esquemas sao advoga-
dos como conservativos no duple sentido das equagoes serem pPoOs-—
tas na forma divergente e da continuidade ser satisfeita explici
tamente. (Gosman, A.D., comunicagdo pessoal).

Ao longo desta Tese, ao contrario, buscamos inicialmen
te incluir a forma convectiva como uma possivel abordagem em Vo-
lumes de Controle. Restringindo-nos & equagdo eliptica de trans-—
porte convectivo-difusivo em regime permanente, buscamos compa-
rar as formas convectiva e divergente por meio de série de Tay-—
lor e, como se verd na proxima secg@o, por testes numéricos. A
anilise por série de Taylor do Capitulo 5 mostrou-se favoravel
3 forma convectiva da discretizagac exponencial. Podemos anteci-
par que a forma convectiva mostrou-se a melhor num caso guase in
viscido dade por um escoamento Jeffery-Hamel convergente. Lembra
mos ainda, do Capitulo 3, gque a mesma conclusao fol obtida DOr
Chow e Tien em outros casos teste.

Quanto & questdo de instabilidade aparecer devido a
falta de conservagao da massa de forma direta pelas equacgoes dis
cretizadas, ji observamos que a equagao de Poissson para a pres-
sao, onde o diferenciamento central gera matrizes diagonalmente

dominantes e simétricas, nao pode ser vista como causa de insta-

bilidade.
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Por outro lado, a relacdo sugerida entre conservagao ex
plicita da massa e estabilidade & problematica. Num problema tran
siente, a conservagao integral da grandeza relevante impoe limi-
tes para as solugaes, forcando com isto a estabilidade numérica ,
o0 gue naoc ocorreria se entre cada intervalo de tempo fosse criada
artificialmente a grandeza em questdoc. Ja num problema eliptico ,
a estabilidade e a acuidade tem determinantes independentes, e a
a solugao da equagao de Poissoh pelo diferenciamento central e ge
transporte por Allén parecem satisfatdorios sob ambos 0s aspectos.

A consideracdo de uma relagao conservatividade de mas-
sa — estabilidade, em problemas elipticos se fundamenta na analo
gia entre o processo iterativo nao linear e um processo transien
te fisico, bem como no fato de gue muitos algoritmos buscam a
solucao em regime permanente através de algoritimos transientes.
Lembramos quem segundo Piacsek e Williams, o foco da instabilida-
de, que aparece ac longo do tempo, estd na nao linearidade do ter
mo convectivo espacial. Entretanto, instabilidades nao lineares
podem ser evitadas através de procedimentos algoritmicos tais co-
mo controle do residuo, que ndo foram necessarios nesta Tesé.

Por outro lado a computacac de um escoamento pode so-
- frer problemas de estabilidade por varias razdes, COmMO por exem-
plo devido a solucao desacoplada de cada uma das eguagoes, ou ain
da a condigoes de contornc de Newman ou outras dque possam guebrar
a diagonalidade dominante.

Para fins da presente tese, em gue os problemas Sa0 pos
tos em termos de condigoes de contorno de Dirichlet, este altimo
foco de instabilidade fica eliminado. De fato, a abordagem da equa
cado de Poisson mostrou-se estavel e rapidamente convergente na
maioria dos casos considerados, falhando apenas em alguns casos

de altas frequéncias.



377

7.3.5. Comparacao entre abordagens em variaveis primitivas

Este item apresenta uma comparacgao da acuidade de am-
bas as abordagens, no contexto de um escoamento de Jeffery-Hamel.

A gquestdo da discretizacgdo, até aqui dominante, & evi-
tada aqui pela adogao do diferenciamento central com a escolha
de uma situagao de baixo nimero de Reynolds., Fol adotada uma so-
lugao principal convergente com Reynolds igual a 30 e semi~-angu-
io de também 30 graus.

0 dominic numérico & colocado na posigao 3 {tabela da fig.
7.1) circunstlncia em gue todos os nilmeros de Reynolds (ou Pe—
clet) celulares sao em torno ou abaixo de 2 mesmo nas grades nals
grosseiras. No caso de SIMPLE a posigao 3 corresponde a localiza
¢3o da grade escalar. As grades relativas 3s velocidades estéao
posicionadas a meia cela de distdncia nos sentidos oeste e sul.

Esta configuracdo, gque assegura fungoes bastante sua-
ves, torna simples a observacdo das tendéncias assintoticas de
ambos os algoritmos de solugso de Navier-Stokes.

A solucdo iterativa das equagdes nac lineares & feita
até que a soma de residuos quadrdticos em cada equagao decresga
abaixo de 0,0005 em termos absolutos, isto &, em unidades SI.

A figura (7.31) mostra o erro em fungao do refinamento
da grade em duas computacbes diferentes para cada metodo, corres
pondendo as rotacoes de 0 e de 45 graus da grade numérica em re-
lagdo ao eixo de simetria.

Para estes casos © erro nao & normalizado, sendo a0
contrario expresso em unidades SI. Este ponto nao & relevante za
ra a discuss3o presente, gue concerne O comportamento das duas

abordagens. Entretanto, uma vez gque o problema foi posto em ter-
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7.3.5. Comparacio entre abordagens em variaveis primitivas

Este item apresenta uma comparagao da acuidade de am-
bas as abordagens, no contexto de um escoamento de Jeffery-Hamel.

A questdo da discretizacdo, até agui dominante, & evi-
tada aqui pela adogao do diferenciamento central com a escolha
de uma situagdo de baixo nimeroc de Reynolds. Fol adotada uma so-
iugao principal convergente com Reynolds igual a 30 e semi-angu-
lo de também 30 graus.

0 dominio numérico € colocado na posigaoc 3 da  figura
7.2, circunsﬁancia em que todos os niimeros de Reynolds (ou Pe-
clet) celulares sao em torno ou abaixo.de 2 mesmo nas grades mais
grosseiras. No caso de SIMPLE a posigdo 3 corresponde 3 localiza
c30 da grade escalar. As grades relativas ds velocidades estao
posicicnadas a meia cela de distancia nos sentidos ceste e sul.

Esta configuragao, que assegura fungoes bastante sua-
ves, torna simples a observagio das tendéncias assintdticas de
ambos os algoritmos de solugao de Navier-Stokes.

A solucdo iterativa das equagdes ndo lineares & feita
até que a soma de residuos quadraticos em cada equagdo decresga
abaixo de 0,0005 em termos absolutos, isto &, em unidades SI.

A figura (7.31) mostra o erro em fungdo do refinamento
da grade em duas computagdes diferentes para cada método, corres
pondendo ds rotagdes de 0 e de 45 graus da grade numérica em re-
lacdo ao eixo de simetria.

Para estes casos o errc hao € normalizado, sendo ao
contririo expresso em unidades SI. Este ponto nac & relevante pa
ra a discussdo presente, gue concerne o comportamento das duas

abordagens. Entretanto, uma vez gque © problema foi posto em ter-
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mos dimensionais, parece prudente especificar outras caracteris-
ticas dimensionais, a saber, que a densidade, a viscosidade e as
dimensdes do dominio guadrado sdo unitérios. Estas dimensces tam
bém valem para os casos remanescentes, embora la o erro seja re-
presentado normalizadamente.

A abordagem pela equagaco de Polsson mostra um claro
comportamento de segunda ordem para o erro de todas as variaveis,
0 termo de segunda ordem do erro parece ser inteiramente dominan
te, com excegao de uma pequena deflexao apresentada pela grade
mais grosseira.

As solucles pelo SIMPLE sdo guantitativamente muito me
nos acuradas, e ndo mostram uma tendéncia assintdtica clara. Pa-
ra o caso de rotagdo de 45 graus uma taxa de convergéncia super-—
linear parece ter ocorrido para o campo de velocidades, mas a zg
ro graus nem mesmo convergéncia linear & conseguida. Os erros de
pressdo sdoc ainda mais sérios, mostrando em um dos casos indica
¢oes de falta absoluta de convergéncia. |

Esta comparacdo justifica o uso da equagdo de Poisson
para a pressdo nos testes numéricos subsequentes.

Cabe acrescentar algquns comentarios sobre a guestido da
conservatividade da massa na abordagem da equagdo de Poisson.Ain

da na figura 7.31 apresentamos duas curvas relativas ao desbalan

‘ceamento de massa, medido pela discretizacdo apresentada em

2.5.2, equivalente a discretizagdo central, para o caso de 45
graus de rotagao. Uma das curvas refere-se & solugdao numérica pe
la equagio de Poisson, e a outra & propria solugao exata, sendo
ambas bastante prdximas.Uma vez que a solugdo exata satisfaz a
conservagao de massa de forma absoluta, fica claro que o desba-

lanceamento de massa indicado & em verdade uma indicagdo do erro
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da discretizagao central. Em outras palavras, a proximidade en-
tre os "desbalangos de massa" dos campos de velocidade exato e
numérico sugere que o real desbalango de massa da solucao numé-
rica & muito pequeno. O paralelismo entre ag curvas, ambas de
comportamento guadratico, indica gque tal desbalango real de mas-

sa também decresce gquadraticamente.

7.4. TESTES DA APROXIMACKO EM SERIE DE TAYLOR MODIFICADA DA EXPO

NENCIAL
7.4.1. Introducao

Parte dos resultados aqul apresentados fol obtida pelo
autor em seus Gltimos dias no Imperial College, por volta de se-
tembro de 1984, Todos os testes deste periodo referem-se a solu
goes convergentés ao longo do plano de simetria, e englobam além
da Aproximacdo em Série de Taylor Modificada da Exponencial (MISEE)
algumas computag¢des com os diferenciamentos central e & montante.

Este tdpico fol retomado posteriormente na UNICAMP, no
contexto de um sistema computacional bastante saturado e arcailco
baseado nos computadores PDP-10 e PDP-11, gque pouco depois se-
riam substituidos. Nestas condigoes foram realizadas apenas algu
mas computagdes com o MTSEE para conferir os resultados conver-
gentes e investigar os problemas divergentes. Muito esforgo foi
dispendido em particular na solugaoc divergente de segundo tipo.

Desta forma, a presente série de testes & muito menos
extensiva do que o caso prévio, linear, no que se refere a nuame-

ro de discretizacles, diversidade das situagbes analisadas e mes-
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mo guanh.o ao refinamento da grade. Apesar disto, esta série de
testec 2 suficiente para confirmar algumas das consideragdoes a-
pres~—+tadas nesta tese, e levantar outras guestoes.

Na soiuqéo iterativa das equacgoes momentaneamente 1i-
nearizadas, coluna-a-coluna, o numero de varreduras foi
feito igual ao dobro do nimerc de colunas incobgnitas, com © in-
tuito de minimizar possiveis efeitos da solugac incompleta da
equagdo linearizada sobre a estabilidade.

A solugao iterativa do sistema n3o linear foi termina-
da quando o desbalango quadrdtico médio de cada variavel u, v e
p na equagao correspondente fosse menor do que 10‘4 vezes o des-
balango da solugdo inicial arbitrada. Esta foi quase sempre dada
pelo valor zero para todos os ndos interiores, mas em alguns ca-

sos . com diferenciamento central partiu-se da solucao exata.
7.4.2. Norma e normalizacao

Analogamente ao capitulo anterior, © €rro de cada va-
ridvel & medido pelo desvio quadratico médio. Inicialmente, pen-
sou-se apresentar cada erro normalizado pela diferenga entre os
valores maximo e minimo de cada variavel u, v e p. Percebeu-se a
sequir que seria desejavel a apresentacdo de um lnico indice de
erro dado gue todas as varidvdis estavam relacionadas no sistema.
Por exemplo, podemos considerar um campo de velocidades com com-
ponentes v nulas e grandes variagoes em u. Admitindo gue possam
haver erros no resultado para v em virtude .de sua interdepen
déncia com u, fica claro gue a normalizagao do erro em Vv pela di
ferenga entre valores maximo e minimo de v — que neste caso se-

ria nuia — & inadequada. O procedimento adotado por fim val par-
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cialmente na direg¢do da unificagao. Para ambas as componentes de
velocidade um inico fator de normalizacao & definido como sendo
}, para a pressao o fator

).

o maximo entre (v -V Yy e (u

. =u_ .
max min max min

de normalizagao & simplesmente (p . -P ..

Tais fatores de normalizagao incluem os valores nos
quatro cantos do dominio como extremos possiveis, ou seja, foi
adotado um fator de normalizagao baseado na funcao continua. Es-
ta escolha entre extremos da fungdo continua ou discreta nac pa-
rece significativa nos casos considerados, onde nao hd variagoes
muito grandes entre os nds dos cantos e seus vizinhos imediatos.

0 uso da norma guadratica, euclideana, para © erro per

mite a obtengao do erro total do vetor velocidade segundo:

€1 =y eyt + e (7.21)

7.4.3. Teste de discretizacao em escoamento convergente

7.4.3.1. Apresentacgao

~Este item apresenta diversificadas avaliagoes do desem
. penho de discretizacgoes, em particular a aproximagdo MTSEE da
discretizagdo de Allen, mas incluindo também as discretizagoes
central e & montante, no contexto do esqoamento convergente gua-
se inviscido definido por numeros de Reynolds iguais a 100 ou
a 1000 (na definicdo de Batchelor), semi-Zngulo de 30 graus e po
sicao 2 da figura 7.1.

Atencido & dada aos efeitos da inclinagdo entre grade e

escoamento, ao grau de aproximagac de MTSEE, ao uso das formas
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convectiva ou divergente, e ds variagdes de freguéncia das dife-

rentes solugdes de Jeffery-Hamel.

7.4.3.2. Efeitos do angulo entre grade e escoamento

A rotacao da grade numérica € indicada na figura 7.2.
O sentido de rotagdo € o inverso do adotado no capitulo 6, o que
niao afeta as consideragdes rotacicnais num ou noutro caso, pela
simetria das situagoes. Uma diferencga mais significativa em rela
¢ao ao caso anterlor & a de que o angulo de inclinagdo da grade
em relaciao ao escoamento nao & mais uniforme, variando tanto quan
to o dngulo pelo qual o dominio numérico & visto pelo sumidouro
pultual. gste’ Oscila entre 12 e 16 graus, dependendo da prdpria
rotacdo do domInio numérico, sendo portanto suficientemente pe-
queno em relagdo a efeitos do tipo previsto pelas fdrmulas de
Wolfstein ou Vahl Davis e Mallison, com ciclc de 90 graus.

A tabela 7.3 mostra o erro em fungao do dngulo de rota
¢do para as dis;retizaéaes MTSEE de grau 5, a montante e central.
Uma {inica computagio com diferencliamento central mostrou-se estd
vel para Re=1000.

Os resultados dos esquemas MTSEE e a montante sao bas-
tante proximos para Re=1000, diferindo mais significativamente
para Re=100. O erro do diferenciamento central foli pelo menos uma
ordem de magnitude inferior aos demais.

Os esquemas de Allen, representado pelo MTSEE ', e a
montante mostram efeitos angulares que sao entretanto opostos
dqueles preditos pelas famosas formulas de difusdo numérica: as
variaveis u, I?l e p tém menores  erros numéricos a 45 graus. Is.

to confirma nosso argumento de que o efeito angular observado pe
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TABELA 7.3 - Efeitos da inclinagao grade-escoamento para algumas

discretizagoes.

Escoamento convergente

10x10 espagamentos Posigao 2

Erro (% do Fator de Normalizagao)
ANGULO | VARIA
{GRAUS) VEL Re=100 Re=1000

MTSEES us CD MTSEES us D

u 0,591 | 0,782 0,010 0,964 0,952 | --=--

v, 0,189 0,550 0,019 0,572 0,660 | -----

0 V| 0,620 0,956 0,021 1,121 1,158 | -----
p 0,019 0,025 0,002 0,035 0,030 | =—--=-

THE 0,485 0,584 0,004 0,717 0,639 | -----

5 ¥ 0,280 0,598 0,028 0,708 0,714 | -----
V] 0,560 0,839 0,028 1,007 0,999 [ ---=-

p 0,017 0,020 6,002 0,026 0,024 | --=--

u 0,099 0,054 0,020 0,087 0,084 | -----

30 R4 0,356 0,483 0,034 0,589 0,576 | -----
V] 0,370 0,486 0,039 0.595 00582 | --en-

p 0,007 0,008 0,001 0,010 0,010 | --==-

u 0,058 0,093 0,023 0,084 0,082 | =----

45 v, 0,128 0,146 0,006 0,200 0,195 | -=---
|V] 0,141 0,173 0,024 0,217 0,212 | =----

p 0,002 0,002 0,001 0,003 0,002 | -----

u 0,198 0,235 0,016 0,314 0,306 | =-----

60 v, 0,057 0,098 0,025 0,095 0,093 { ---—-
|V§ 0,206 0,255 ,030 0,328 0,320 | -----

p 3,003 0,004 0,001 0,004 0,004 | -~----

u 0,365 0,533 0,037 0,658 0,645 | =----

75 v, 0,185 0,156 0,013 0,210 6,205 | -----
V| 0,409 0,555 0,039 0,691 0,677. | -----

p 0,010 0,011 0,001 0,013 0,013 | -----

u 0,189 0,550 0,019 0,572 0,660 0,060

90 v 0,591 0,782 0,010 0,964 0,952 6,009
|V 0,620 0,956 0,021 1,121 1,158 0,061

p 0,019 0,025 0,002 0,035 0,030 0,002
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la literatura em difusdoc numerica & especifico a certos escoamen

tos, e nao geral.

7.4.3.3. Grau de aproximacdo da exponencial em MTSEE

A tabela 7.4 reoconuidera os mesmos problemas anterio-
res para investigar o efeito do grau de aproximacdo da exponen-
cial.

Uma redugdo sistematica de (12 + 2)% do erro na veloci
dade total & observada para numero de Reynolds igual a 100, quan
do o grau de aproximagdo da exponencial € elevado de 2 para 10.
Para Reynolds igual a 1000 a diferenga entre ambos se reduz a me

nos de 1%.

Tem-se portanto uma confirmagdo de que MTSEE nao re-

quer alto grau de aproximagac para uma representagao acurada 4o

esquema de Allen.

7.4.3.4. Formas convectiva e divergente

Todas as discretizacdes até agora apresentadas foram
postas na forma divergente, que & tradicional no método dos Volu
mes de Controle. Os testes subseguentes também seraoc com a forma
divergente,

Apenas aqui consideramos a forma convectiva, mostrando
na Tabela 7.5 a comparacac de ambas as formas nas mesmas situa
¢oes anteriores, com a discretizacdo de Allen representada pela
MTSEE 5.

A forma convectiva apresentou melhor aculdade em ambés
os casos. A relagdo entre os erros da forma convectiva e da for-
ma divergente estad entre (0.52 + 0,04) para Reynolds igual a

100, e entre (0,56 + 0,06) para Reynolds igual a 1000. Chou e
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grau de aproximacdc de MISEE.

convergente

Posicao 2

Erro (% do Fator de Normalizagao)
ANGULO | VARIA
(CRAUS) | VEL— |Re |=100 |Re |=1000

MTSEE2 MTSEES | MTSEE10 MTSEE2 MTSEE5 | MTSEETO

u 0,652 0,591 0,582 0,955 0,964 0,965

0 ¥ 0,260 0,189 0,186 0,588 0,572 0,570
V] 0,703 0,620 0,611 1,122 0,121 1,121

p 0,022 0,019 0,019 0,033 0,035 0,035

u 0,519 0,485 0,478 0,710 0,717 0,718

1o Y 0,372 0,280 0,276 0,696 0,708 0,709
V] 0,639 0,560 0,552 0,994 1,008 1,009

0,018 0,047 0,010 0,025 0,026 0,026

u 0,078 0,099 0,098 0,087 0,087 0,086

30 v 0,405 0,355 0,347 0,583 0,589 0,589
V| 0,412 0,368 0,361 0,589 0,59% 0,595

p 0,008 0,007 0,007 0,010 0,010 0,010

u 0,071 0,058 0,056 0,083 0,084 0,084

4 A'A 0,136 0,129 0,126 0,199 0,200 0,200
[V] 0,153 0,141 0,138 0,216 0,217 0.217

p 0,002 0,002 0,002 0,002 0,003 0,003

u 0,212 0,198 0,194 0,311 0,31h 0,31h

|V 0,224 0,206 0,202 0,325 0,328 0,328

0,003 0,003 0,003 0,004 0,004 0,004

u 0,430 0,365 0,358 0,651 0,659 0,660

75 v 0,170 0,185 0,182 0,210 0,210 0,210
|V 0,462 0,408 0,402 0,684 0,692 0,693

P 0,010 0,010 0,010 0,033 0,035 0,035




TABELA 7.5 - Comparagao das formas divergente e convectiva.

Escoamento convergente
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10x10 espagamentos Posigao 2
Erro (% do Fator de Normalizagdo)
ANGULO VARIA-
(GRAUS) e Re=100 Re=1000

Convec. Diver. Convec. Piver.
u 0,333 0,591 0,666 0,964
0 v 0,095 0,189 0,193 0,572
V| 0,346 0,620 0,693 1,121
p 0,010 0,019 0,021 0,035
u 0,276 0,485 0,517 0,717
15 v 0,140 0,280 0,272 0,708
[V} 0,309 0,560 0,584 1,008
p 0,009 0,017 0,017 0,026
u ‘0,063 0,099 0,104 0,087
IV 0,188 0,368 0,304 0,595
p 0,00k 0,007 0,006 0,010
u 0,030 0,058 0,033 0,084
45 v 0,060 0,129 0,103 0,200
|V 0,067 0,147 0,108 0,217
p 0,001 0,002 0,001 0,003
u 0,096 0,198 0,161 0,314
60 v 0,027 0,057 0,030 0,095
V| 0,099 0,206 0,164 0,328
p 0,001 0,003 0,002 0,00k
u 0,182 0,365 0,315 0,659
75 ¥ 0,111 0,185 0,190 0,210
|¥| 06,213 0,408 0,368 0,692
p 0,005 0,010 0,008 0,035
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Tien (1978), ja referidos no capitulo 3, também encontraram a
forma convectiva como mais acurada no problema da difusdo num ci
lindro em rotagao como um sdlido e num problema de convecgdo tér

mica.
7.4.3.5. Frequéncia

O comportamento da MTSEE 5 para escoamentos Jeffery-Ha
el convergentes de frequéncias variadas € mostrado na Tabela 7.6
comparando a sclucgaoc principal com uma de maior frequéncia para
0 mesmo nimero de Reynolds (na definicao de Batchelor)

Os erros do campo de velocidade parecem apenas margi-
nalmente maiores no caso de alta freguéncia, mas o erro de pres
sao aumenta senéivelmente;

Ainda na tabela 7.6 sao mostrados resultados com a dis
cretizagd@o a montante, indicando que a discretizagdo a montante
€ mais afetada que MTSEE 5 em termos dos erros na velocidade e

na pressao.
7.4.3.6. Influéncia da solucao aproximada

" Pelas razdes referidas nos itens 7.2.4 e 7.2.5, os re
sultados até agora mostrados podem ser afetados pela aproximacgao
da solugao principal pela admissdo do médulo eliptico unitiario.

AproximacgOes deste tipo foram criticadas nesta tese por
possivelmente mascarar os resultados das discretizagoes. Este pro
biema fol investigado pela repeticao de algumas computacces com
o valoxr correto (k = 0,999969 para Re = 100} como mostrado na ta

bela 7.7. Deve-se notar também que as duas computagoes foram rea
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TABELA 7.6 - Discretizacdo MTSEE5 e pela montante a diferentes

frequéncias.

Escoamento convergente

Re=-100 10x10 espagamenfos
Erro {%)
Escoamento Variavel

MTSEES us
u 0,591 0,782
v 0,189 0,550

k=1 N
|V 0,620 0,956
P 0,019 0,025
u 0,692 1,761
v 0,180 0,438

k=,925 -
V] 0,715 1,815
p 0,393 1,014




TABELA 7.7 - Sensitividade do erro de MTSEES ao uso da solugdo

aproximada.

Escoamento convergente

Re=-100 10x10 espagamentos
Frro (%)
ANGULOD VAR | AVEL k=1 k=.999963
€DC-7600 PDP-10
u 0,591 0,596
v 0,189 0,189
0
V] 0,620 0,625
p 0,019 0,019
u 0,059 0,056
V 0,129 0,131
4o N
M 0,141 0,142
p 0,002 0,002

390
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lizadas com computadores de preciéao bastante diferentes, e por-
tanto as diferengas entre os valores observados podem nao se
dever apenas aos diferentes mbdulos elipticos.

De qualquer forma, as diferengas entre as estimativas
de erro pelas solugles exatas e aproximada & claramente pequena,
garantindo a confiabilidade dos resultados apresentados para
MTSEE 5, o gue pode ser estendido a outros graus de aproximagao
de MTSEE e para o esguema i montante. E possivel entretanto que
os resultados com o diferenciamento central tenham sido afetados

com maior gravidade, em termos relativos.

7.4.4. Comportamento do esquema em diferentes tipos de escoamen-

to

Uma visdo geral do comportamento da discretizacao de
Allen, representada pelo MTSEE 5, dentro do algoritmo de varia-
veis primitivas com a equagao de Poisson para a pressao & forne-
cida na tabela 7.8, relativa ds diversas solugles principails com
nimero de Reynolds igual a 100 e semi-angulo 30 graus.

0Os calculos foram feitos para as posigoes 1 e 2 da fi-
gura 7.2, com a excegao do escoamento divergente de segundo tipo
para o qual a posigdo 1 ndo pode ser considerada. Apenas dois ni
veis de refinamento da grade saoc apresentados, correspondendo a
10x10 e a 20x20 espagamentos.

Os erros de velocidade e de pressaoc sac pequenos para
os escoamentos convergente e divergente de primeiro tipd, redu-
zindo-se rapidamente com o refinamento; uma taxa de convergéncia
superlinear aparece em ambos os casos, tornando-se guase quadra-

tica na posigdo 2. A maior diferenga entre os erros dos escoamen
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TABELA 7.8 - Comportamento de MTSEES em diferentes escoamentos.

SolugGes principais para Re=100

Erro (% do Fator de Normalizagao)

.
ESC;iEEEiO VARIAVEL Posigao 1 Posigao 2

10x10 20x20 10x10 2020

u 0,720 0,293 0,596 0,171

Converg. i 0,424 0,168 0,189 0,053

|v] 0,834 0,338 0,625 0,179

b 0,079 0,035 0,019 0,006

o u 1,479 0,473 0,153 0,043

Piverg. v 0,437 0,156 0,022 0,009

Primeiro V] 1,542 0,498 0,154 0,044

Tipo p 1,715 0,418 0,074 0,025

. TR BT Tt S i 15,19 14,27

Diverg. VR e e 12,19 11,21

Segundo v N ISR I 19,48 18,15

Tipo S [ 1,19 0,87




.
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tos cconvergente e divergente de primeiro tipo parece ser a rele-
vancia do erro de pressdo, que & pelo menos uma ordem de magnitu
de ab=aixo dos erros de velocidade no casc convergente, e da mes-—
ma ordem no divgrgente.

Um quadro inteiramente diferente &€ fornecido pelo es-
coamento divergente de segundo tipo. Os erros de velocidade sao
niao apenas muito altos, como também reduzem-se lentamente com o
refinamento da grade, indicando que refinamento bastanté superior
a 20x20 seria requerido para a capta@éo da tendéncia assintdtica
e suficiente redugao do erro.

0Os perfis de velocidade obtidos numericamente sao com-
parados ao perfil exato neste escoamento divergente de segundo
tipo através da figura 7.32. Os erros sao aparentemente malores
na regido de escoamento propriamente divergente, identificado an
teriormente como uma regido de recirculagaoc com respeito ao jato
principal. Uma séria diminuig&é no tamanho da regido de recircu-
lagao & mostrada.

Esta conclusdac lembra bastante as observagoes de Gresho
e Lee (1979), citadas no capitulo 3 desta Tese, sobre as computa
goes de Allen e Southwell (1955) do escoamento em torno de um
cilindro. Tal similitude sugeriu ac autor uma analogia direta en

tre os escoamentos divergentes de segundo tipo e © escoamento re

circulante apds o cilindro, tal como esguematizado na figura(7.33).

0 escoamento em torno do cilindro, ao qual a maioria dos leito-
res & pfovavelmente familiarizada, & representada em pontilhado,
deixando as linhas cheias para o escoamento Jeffery-Hamel, mais
abstrato e menos conhecido. Neste caso, as regiodes proximas aos
dois planos de velocidade infinita simulam o escoamento quase in

viscido na regiio convergente apds o cilindro.
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Solucac exata

i_ Solucao numérica

\
\

FIG. 7.32 - Perfil divergente de segundo tipo na grade

_ pumérica.



-

385

Lmtes rrREEEEE

....._--.-aco--/- .. .'\

e T

L R ——

m._‘ .‘."'Ol-p—d—-u-an vy TN o*

\‘:...“uo.. ..--".
\ LA I P e L L LR

o ..-..:‘?.

T P

Al B N e Ll R N LR
v

\."-tu---—-ﬂ.-.--o -

\
\‘
\\\
"-.\

SIMBOLISMO

- 'MLL/[U”/ Paredes do canal

nto . . . .
Escoame Piano de velocidade infinita

Af_(ﬂ; Perfis de velocidade

Jaffery-Hamel

L - S TR Y Y'Y Li nhas de corrente

Escoamento .

apos cilindro
Corpe solide

Dominio N . .
Contorno deo dominio

Numerico

FIG. 7.33 - Simulac¢do do escoamento apds cilindro com solugdo Jaf-

fery-Hamel divergentes de segundo tipo.



396

A tabela 7.% apresenta desbalangos de massa para as so
lugoes numéricas dos mesmos escoamentos da tabela 7.8, em termos
dos desvios guadraticos medios. Aparece uma clara correlag¢ao en-
tre o desbalango de massa e o erro propriamente dito, sugerindo
gue nestes casos o erro do diferenciamento central na computagao
do desbalango de massa pode ter sido peguenc em relagao ao desba
lango real.

Por fim, uma vez gue este desbalanco & apresentado em
termos dimensionais, cabe relembrar que a densidade, a viscosida

de ¢ as dimensdes do dominio guadrado foram unitarios.

7.5. CONCLUSQOES

Os resultados obtidos para escoamentos convergentes qua
se inviscidos situaum a discretizagao de Allen como acurada, embo
ra nac tanto gquanto a central. Tais resultados indicam uma rapi-
da convergéncia de MTSEE para o esquema de Allen, e favorecem a
forma convectiva sobre a divergente para a eguagao de transporte.

Os resultados para escoamentos divergentes do primeiro
tipo sao prdoximos ao do escoamento convergente, mas nos escoamen
tos divergentes de segundo tipo apareceram resultados bastante
inacurados, requerendo grande refinamento da grade. Esta consta-
tacao foi de infcio surpreendente para o autor. Muito esforgo foi
dispendido em rever ou corrigir eventuais erros nestas computa-
¢Oes. A experiéncia anterior do autor indicava que a obtengao de
resultados aparentemente inacurados era frequentemente causada
por erros de varios tipos na computacgdao da solugao exata. Desta

vez entretanto os resultados negativos se confirmaram sempre, e



TABELA 7.9 - Desbalango de Massa.

|Re [=100 Posigdo 2

T1PO DE Desbalanco de massa (5_1)
ESCOAMENTO 10x10 20x20
Convergente 0,150 0,060
Divergente

Primeiro Tipo 0,216 0,071
Divergente
Segundo Tipo 92,98 15,5

397
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o autor foi obrigado a reconhecer ai uma limitagao de sua aborda
gem.

Entretanto, como ja observado, estes resultados coinci
dem com as observagoes de Gresho e Lee (1979) a respeito do tama
nho da zona de recirculagdc na computagdo de Allen e Southwell
(1955) do escoamento em torno de um cilindro. Note-se que tal
computacdo fora realizada com metodologia muito diversa: formula
¢ao vorticidade-fungao corrente, forma convectiva, aldm das com
plexificagdes da geometria e das condigOes de contorno. Trata-se
de uma forte indicagao de uma limitégéo da prdpria discretizagao
de Allen.

Entretanto, a conclusidc acima deve ser olhada com re-
servas. Pode haver ainda erros comuns as diferentes discretiza-
¢Ses; por exemplo, no tratamento dos termos nd3o homogéneos, onde
o uso do diferenciamento central & sistematico.

Finalizamos este capitulo com um comentario de natureza
historica acerca do uso dos escoamentos de Jeffery-Hamel.

Ao justificar sua "busca por algumas solugoes exatas
das equagobes do movimento de um fluido viscoso", Jeffery (1915)
levantou um tdpico de natureza extremamente conceitual e basica:
a necessidade de investigar a validade da propria linearidade ad
mitida entre as forgas viscosas e as derivadas de velocidades,li
nearidade esta que caracteriza a hipdtese de fluido newtoniano ,
gque entao se suspeitava valer apenas para velocidades muito bai
xas, segundo transparece de seu texto.

A resposta histdrica a esta guestao veio de desenvolvi
mentos independentes, e mesmo anteriores. A hipdtese da camada
limite fina de Prandtl em 1904 e a solugao por Blasius do escoa-

mento laminar paralelo a uma placa plana, embora referentes a sO
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lugHe= aproximadas e ndo exatas, teve um enorme papel na unifica
caAo da teoria e da pratica na hidrodinamica. L& a hipdtese de
fluido newtoniano pode ser verificada para importantes fluidos ,
e a linearidade entre tensac e taxa de deformagdo confirmada pe-
lo menos até o nimero de Reynolds critico onde o surgimento da
turbuléncia destroe esta linearidade em termos das equagoes mé-

dias.

0 mesmo ocorre com o5 escoamentos com perfil desenvol-
vido.

Tais escoamentos tornaram-se parte de qualguer texto
moderno em Mecdnica dos Fluidos. O trabalho de Jeffery, por sua
vez, que recebera consideravel atengdo apds sua publicagcdo como
pode ser julgado pelas extensas citagbOes em Goldstein (1936),tor
nou-se depois limitado a alguns livros textos e artigos especia-
lizados.

A pesquisa moderna em Mecdnica dos Fluidos e Fendmenos
de Transporte inclina-se para as computagtes numéricas, de onde
Se esperam avangos nos :campos de escoamentos inviscidos, em cama
da limite e com particular énfase em escoamentos com recircula-
¢do, aldm dos casos turbulentos e ndc newtonianos. Relembramos
uma afirmagao frequentemente citada de Castro (1979} sobre a ne-
cessidade de melhores solugoes numéricas para gue os atuais e
futuros modelos de turbuléncia possam ser testados.

Pois bem, neste contexto ¢ usc dos escoamentos Jef-
feryanos no teste de discretizagOes numericas estd ndo apenas re
juvenescendo um trabalho gue parecia secundario, mas em grande
medida satisfazendo acs objetivos basicos e fundamentais de
Jeffery ao buscar solucgbes exatas, como ele sublinhou, das equa-

¢goes de Navier-Stokes.
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CAPTTULO 8

ERRO ASSINTOTICO NA EQUACAO DE TRANSPORTE LINEAR

8.1. INTRODUCAO

8.1.1. Erro das discretizagoes polinomiais

A andlise em série de Taylor do erro das discretizagoes
exponenciais e central em Volumes de Controle apresentada no Capi
tulo 5 foi confirmada pelo comportamento observado nos casos 1li-
near e n3o linear em varios aspectos gualitativos. Neste Capitu-
lo buscamos aprofundar a unidade entre a analise tedbrica e os ex-
perimentos numéricos num sentido mais guantitativo, recorrendo ao
caso da eguacao de transporte homogénea de coeficientes uniformes
com grade quadrada, utilizado no capitulo 6. Neste caso os analo-
gos teéricos_em Volumes de Controle para as formas divergente e
convectiva sfo coinc¢identes entre si e com o analogo tedrico em
Diferencas Finitas.

0 erro das discretizagoes polinomiais pode ser obtido
. a partir da expressdo (5.80) e das definigdes (5.1.2) e (5.4.2) ,

donde :

pu 3% pv (8% | _ 3%
s (a3 )+ g
M1lp 3"1 3Y1 p o1’
S | 3t A (8.1)
12 "3y % P Bxl“ Byl oy1” p
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Lembramos que as barras identificam a fungéo ¢ exata,
enquanto as derivadas da fungao sem barras sao introduzidas por

cada discretizagdo especifica.

Observamos ainda ocutra questdo notacional. Até o Capitu
lo 5 as variiveis x e y referiram-se as coordenadas numericas com
origem no nd P em cada cela. No Capitulo 6, bem como no presente
Capltulo, x e y representam as coordenadas orientadas segundo e}
escoamento, enguanto X, ey, passam a designar as coordenadas nu-
méricas, ambas com origem nc centro do dominio guadrado.

O erro do operador em (8.1) expressa dimensionalmente o
erro nos fluxos convectivo e difusivo liguidos somados, e pode
ser em principio normalizado pelo maior fluxo difusivo ou convec-
tivo entre ambas as diregbes x e y, isto €, paralela a normal ao
escoamento. Por razoes explicadas adiante sera necessirio utili-
zar como fator de normalizacdo dos termos introduzidos pela dis-
cretizacdo de Allen um miltiplo de uma derivada segunda. Por uni -
cidade, o fator de normalizag@o serd@ sempre o fluxo difusivo maxi
mo em mddulo. O erro passa a ser expresso, sem nova mudanga rota

cicnal, por:

e{anEerior) (8.2.1)
Y ®on

onde

dpnt derivada segunda mdaxima entre x e y {(8.2.2}

0 erro assim adimensionalizado fica:
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% [ - .
€ = 2P - + 2P - -
25, | ((bxlxlxl ¢x1x1x1) eyl(dJlelYl ¢Y1Y1Y1)
- (¢ -9 + ¢ -9 .
X ¥ %1% XX XX ¥1¥1Y1¥y yljlylyl}} (8.3.1)

onde as coordenadas X, eV, estao adimensionalizadas por L e

h = T i : (8.3.2)
pul
Pe = —— = Pe.coss - (8.3.3
Pey - BVL _ Pe,senq (8.3.4)
1 Y

A discretizagdo central nao introduz derivadas de or-
dem trés ou maior. Seu erro pode ser assim expresso simplificada

mente por:

Erp = —2Pe (coso., ¢ + senc.¢ ) +
[ 1*1* Y1¥,1¥y

6 t b (8.4)
¥1*1%1%1 Ylylylyl]

8.1.2. Erro da discretizagac de Allen

A discretizag3oc de Allen, como visto no Capitulo 5, in
troduz derivadas gue parcialmente se cancelam. A curva interpo-
lante da discretizacdo de Allen para a diregao X € agui reescri

ta adimensionalizadamente:
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_ k
¢ = Cl.@q)(Pexle} + ']'-seTl Xl + C2 (8.5.1)

onde C k e C2 dependem dos valores de ¢ nos pontos W, P e E. As

lf
derivadas da fung@o interpolante sao:

byy = Cp-Pey)-exp(Peyy x;) + 52;1 (8.5.2)
¢X1Xl = Cl.Pe}Z{l . exP(PeXl.xl) (8.5.3)
¢xlxlxl = Cl.Pe;l.exp(Pexl.xl) (8.5.4)
¢xlxlxlxl = Cl.Pe;l.exp(Pex1.xI} (8.5.5)

Observamos as relagdes entre as derivadas de alta or-

dem:
b = Pe_ .¢ (8.6.1)

= Pe_, .o (8.6.2)

Analogamente para a direcao y:

" = Pe. .4 (8.6.3)
Yi¥9Y Y1 ¥i1¥3

_ 2
= Pey1.¢ {8.6.4)

b
Y1¥q ¥4¥, ¥Yqi¥y
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Substituindo (8.6) em (8.3.1) e utilizandc (8.4) pode-

mos escrever:

h? 2 2

€., ==5— Pe_ . + Pe__ .¢ + ¢ (8.7}
AL 12¢nx [ XXX ¥y ylyl} CD

Como a discretizacdo de Allen garante a aproximagaoc em segunda or

dem das primeiras e segundas derivadas de ¢, podemos aproximar

¢

x x. © ¢y1y1 por ¢ . e ¢ . O erro da discretizagao de allen

11 1*1 Y171
fica assim dado por:

h? 2 _ 2 -
€.y ==— (Pe_ ¢ +Pe ¢ + € (8.8.1)
AL 12¢m [ xl xlxl Y1 Ylyl:| cD _

ou, empregando (8.3.3) e (8.3.4):

_h? pe?

AL 126 (8.8.2}

£ |:cosza 5 + sen’o,

.0 + e
nn X%y ylyl] D

8.1.3. Relacdes entre derivadas nos dois referenciais

Por simplicidade as fungdes ¢ representando as solu-
cOes exatas dos diferentes tipos serac derivadas em relagao  as
coordenadas analiticas, e entao convertidas para as coordenadas
numéricas. As relagdes necessdrias sd@c agul apresentadas. Temos

qgue :

3 3% dx % ¥y (8.9.1)
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3 _ 9 ox 3 oy
_= = =t = 8.9.2
v, X By, Y oy ( )
A pértir das expressdes {(6.3.3) e (6.3.4), e retornando a nota-
gcao simplificada das diferenciais, resulta:
¢Xl=ooscn .d)x—sem. .d;y - (8.10.1)
$Yl = senon.@x + oosa.@y (8.10.2)
Diferenciando sucessivamente cobtem-se:
¢'xlxl = ooszu.'d-:xx - Z.msa.sern.ﬁxy + senza.ﬁyy (8.11,1)
n = gen?e.¢. + 2.S€Nno.Cos0. + cos’a. (8.11.2
¢Y1Y1 o ¢xy ¢yy )
$x1x1x1 = Oosgu.cbm - B.msza.serlon.5m<y + 3.cosa.senzoc.$xyy -
- sensa.$m (8.12.1)
Y 3 Iy 2 2 n
= gen’o. + 3.sen’q.coso. + 3.senc.cosa. +
d)lelYl (bXXX o d)xxy ¢xyy
+ cosaor..$YYY - (8.12.2)
$Xlx1x1x1-_'-_ cos*a.d - 4.oosau.senq.6 + 6.0c052a.5en’a.¢ -

- 4,sen’a. b + gena. ¢ 8.13.1
sen’o.,cost. d a.0 ( )



406

¢ = sen*o.¢ + 4.sen’o.cos0.9 + 6.sen’a.cos’a.b___+
Y{¥q¥qY] oee Ry Yy

+ 4.cos’q.sem. + cos"a.d (8.13,2)
XYY YYYY

8.2. BAIXAS FREQUENCIAS

8.2.1. Introdugdo

Consideramos aqui as funcoes tipo A, B, C e D com bai-
xas relacBes entre a frequéncia e o nimero de Peclet. Neste caso
as funcdes A e C caracterizam situagOes onde o processo difusivo
da-se predominantemente na direcao cruzada ao escoamento, e por-
tanto ac fluxo convectivo. As fungces B e D representém situacgoes
onde o processo difusivo ocorre primordialmente em contra-corren-
te ao escoamento, sendo tanto a difusdo e a convecgdc particular-
mente intensas em uma camada limite junta A fronteira de saida.

Assumindc gue:
A << Pe (8.14.1)
cbservamos a exXpansao:

. )7 4
Pe? + 4)* =Pe (1 + So7 " pav ¥ ced) (8.14.2)

A" .
e, com o desprezo dos termos de oxdem paw VEZes o termo dominante

e inferiores:

2 2~ 2&3 8.14.3
Pe” + 4X° =Pe t 72 (8.14.3)
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8.2.2. Fungoes C

Com a aproximacdo (8.14.3) as fungoes tipo C tomam a

forma:

_ 2
3 = exp(d %) expliy) (8.15)

As derivadas de ¢ em relacdo ds coordenadas orientadas
pelo escoamento sao miltiplas de $, valendo as seguintes igualda

des e desigualdades:

—_ _ o= -— _l3__ — _7\4 _ 8

by = X8 2> B =500 by < pem b (8.16.1)

- _ a3% - A - - A -

¢YYY— A >> ¢XYY—.§€¢ >> (bxxy—@—d) > .. (8.16.2)
_ 4T = oA = - A =

¢m—k¢>>¢w——é¢>> dax}w——é;qa»... (8.16.3)

Da expressdo (8.16.1) verificamos que a derivada sequn
da na direcdo y & superior por um fator Pe’/3? a derivada analo
ga na diregao x, donde a derivada segunda em y torna-se a adegqua

da para o fator de normalizagao do erro de consisténcia, isto &:

.. = (8.17.1)

Ainda de (8.16) observamos as relagdes:

(8.17.2)

h=all
I
b
=

yyy Yy
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¢ = Pa ¢ : {8.17,3)

¢ = A* 4 - (8.17.4)

Substituindo {8.17) em (8.12) e (8.13) resulta:

- s 2 22—
¢xlxlxl {(-sen’o.. A + 3.00850.5en‘w Pe)¢yy {§.18.1)
ry 3 2 A, s

daylylyl = {cosa.X + 3.sena.cos‘q E) ¢YY (8.18.2)
?13 = sen"o.)2.¢ . (8.18.3)
g i i v | AL

s = cos*a.r%.p (8.18.4)
Y1¥1Y1Y Yy

Estas expressoes estao aproximadas de forma que o erxro
de seqgunda ordem em relacdao ds coordenadas espacials seja estima

do mantendo os dois principais termos; isto &, com erro de ordem
2

Pe2

em relagac ao termo dominante. Substituindo (8.18) em (8.4)

teremos, apfs manipulacdoc das fungoes trigonométricas:

__h? sen (4a) 2 7 2
ECD—E{-APe——2—+ A‘ 1l 5 sen {20) (8.19)
Podemos observar que o erro da discretizagao central

nas fungdes tipo C com balxas razoes A/Pe € dominado pelo termo

mhltiplo de APe, gue se anula para zero grau, 45 graus, 90 graus,

etc, apresentando valores maximos a 22,5 graus ou seus miltiplos
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impares. Este fato estd em plena concordancia com os resultados
experimentais da terceira série de testes do Capitulo 6.
Para a computagdo do erro da discretizagado de Allen ob

temos, por simplificagac de (8.11):

5}{1}{1 = - sen{2a) $Xy + sen? (o) $yy (8.20.1)
53’13’1 = sen (2a) ¢, + cos’(a) by (8.20.2)

e de (8.16.1) vemos que:

A .
¢XY“%¢YY | (8,.20.3)

Substituinde (8.19) e (8.20) em (8.8.2):

!

2 D oy [-_E
enr, =% {pez E‘i_n._ézi) - pe.sen{do) + "(Az)] (8.21)

Observamos que o erro da discretizacaoc de Allen  nas
funcdes C com baixas frequéncias & dominado pelo termo em pe? ,
gque se anula para zero grau, 90 graus, etc, apresentando valores
maximos a 45 graus. Quando nac nulo este erro @ superior ao do
diferenciamento central por um fator da ordem de Pe/i. Estes fa-
tos tambédm concordam com os resultados experimentais para as fun
coes C de baixas frequéncias e explicam, com base na andlise em
série de Taylor, o fendmeno &s vezes conhecido como a difusdo nu

mérica da discretizagao exponencial.
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A expressao (8.21) mostra a diminuigac do erro da dis-
cretizagdo de Allen com o aumento da frequéncia para todos 0s
dngulos diferentes de 0 grau, 45 graus e multiplos, e particular
mente a 22,5 graus e seus miltiplos impares. Este fato foi obser
vade ao final do item 6.6.2, onde o comportamento da discretiza-
¢ao de Allen nas fungdes C a baixas razoes i/Pe apareceu Como
excegiao a4 regra quase geral de aumento do erro das discretizagtes
com a frequéncia.

| Subtraindo os termos de ordem A’h?, o erro da discre-

tizagdo de Allen anula-se quando:

A _ tg{2a)
s = 1 : (8.22)

Este caso foi aproximado no teste LT.1.2.3, envolvendo
funcdes C com Pe=10; *=2,22, a=22,5 graus, onde de fato a discre

tizacdao de Allen mostrou excelente comportamento.
8.2.3. Fungoes A

Com a aproximacdo (8.14.3) as solugdes A tomam a forma:

a2
¢ =exp{§§— %} .sen(ly) (8.23)

Tal como no caso anterior as derivadas em Yy sao domi-
nantes. Manteremos tambeém os dois termos de menor ordem em reli

cac i sdrie )A/Pe. Sao aqui observadas as relacoes:

ayy = -2 ¢ (8.24.1)
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3 = - (8.24.2)
by T To cotg . (y)- ¢, |

Y = .00t . b .24,
¢yyy d.ootg (Ay) ¢yy (8.24.,3)
- _;\2 -

Sy “ 6 * By (8.24.4)
S =-3% . % (8.24.5)

E possivel notar em (8.24.2) e (8.24.3) que este caso

& mais complexo que o anteriocr. As derivadas 6xy e 6yyy nio po-

dem ser uniformemente normalizadas pelo valor local da derivada

segunda, devido ao deslocamento de fase entre as fungoes seno de

¢yy e cosseno naquelas derivadas. A consideracdo tebrica do efei

to global do erro em todo dominio foge ao escopo desta tese.

Substituindo (8.24) em (8.12) e (8.13) obteremos:

$Xlxlx1 = [3.oosa.sen2a. %éi - senaa.cotg(ky).hl§yy. (8.25.1)
¢Y1Y1Yl = [3.sena.cosza. %§i~+ cosau.cotg(hy).h]$YY (8.25.2)
6"1"1"1"1 = -sen'a. 3 ¢ (8.25.3)
Eylylylyl = ~cos'a. A" ¢, (8.25.4)

Substituindo (8.25) em (8.4) obteremos o erro adimen-

sionalizado da discretizagdo central:
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_ h? sen (4a)
“op T 13 1P T3

cotg{ly) + hz[l +‘% Sen2(23)]] {8.26}
Utilizando (8.24.2), e eliminando os termos de maior or

dem de (8.11):

[—sen(20t) .cotg()\y)--ﬁé- + Senzo,] ayy (8.27.1)

=
It

1%

¢
Y1¥1

[sen(Za).cotg()Ly)- 15% + ooszot]%yl (8.27.2)

Substituindo (8.27) em (8.8.2) obteremos o erro adimen

sionalizado da discretizacac de Allen:

_h?[1 2 2_
€n " 13 [5 sen (Z20) .Pe sen(da).cotg()y}.k.Pe] (8.28}

d parte o aparecimento do termo cotg{\iy) as funcOes A sao andlo-

gas a C, e os efeitos angulares 1a observados permanecem.
8.2.4. Fungoes D

Com a hipdtese (8.14.1) e aproximagaoc (8.14.3) as solu

¢oes tipo D tomam a forma:

- AZ
¢ = exP[(Pe - 55)}(] exp () {8.29.1)

2

A
Desprezando o termo Pe como de segunda ordem em compa-

racao ac termo principal, escreveremos simplesmente:
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$ = exp(Pe.x).exp{Jy) (8.29.2)

Sac aqui validas as identidades e desigualdades:

O = Oy = P76 2> §, = WP > G = M (8.30.1)
b = P& Oyy > B, = M > L (8.30.2)
= = e = — >> .. (8.30.3)
B = Py > By = RPOb

A partir das expressoes (8.11), (8.12) e (8.13) obte-
mos as expresstes das derivadas de alta ordem em relagac as coor
denadas numéricas, com 0 desprezo dos termos de ordem {(1»/Pe}? ou

menor valor. Resulta:

Exlxl = [cosza-sen(Za). %]EXX (8.31.1)
$Y1Y1 = {senza + sen{20). g‘é]$m _ | (8.31.2)
¢Xlxlxl = [cos%t.Pe - 3.cosza.sena.l] N (8.31.3)

aylylyl = [senaa.Pe + 3.Se1'120..cx:su..?\} Exx (8.31.4)
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) -
P = [cos“a.Pez—Lcos a.seno..APe:IdJ (8.31.5)
X)X %% pled

= [s@l"a.PeZ + 4.sen’a.cos0 . }\Pe] ¢ (8.31.6}

¢Y1Y1Y1Y1 x

Substituindo (8.31.3) a (8.31.6) em {(8.4) obtemos o erroc da dis-

caretizacao central nas fungoes D:

€ = h* Pez[—]: sen? (2a) - l] + )\Pe[l sen(4a)] (8.32)
o 12 2 2 i y
Substituindo {8.31.1) e (8.31.2) em (8.8.2) teremos o erro da

discretizagao de Allen na forma:

_h? 1 1
€al, -Iz—‘{Pe2 [l— 5 senz(Za):l + ?\Pe[- 5 sen(40n)]}+ €cp {(8.33.1)

Os termos de ordem Pe®’ e APe cancelam-se com os correspondentes

da discretizagao central, restando:

_ A%h? '
€, = 30 (8.33.2)

ou menor.

8.2.5. Fungoes B

Com as aproximacOes analogas ao caso anterior as solu-

¢oes tipo B tomam a forma:



¢ = exp(Pex) sen(}y)

Sdo vialidas as relagoes:

T e T _ -
¢nn = ¢xx Pe¢ >> ¢xy Pei.cotg(Ay)e >> ¢YY A ¢D
Py = PO 27 ¢xxy = A.cotg(iy) .9 . >
$Xxxx = Pe2$xx >> Exxxy = APe.thg(Ay).$Xx S>> ...
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(8.34)

(8.35.

(8.35.

(B.35,

1)

2}

3)

Os diferenciais da funcgio exata em termos das coordena

das numéricas ficam:

_ )\ -
¢XJ_X]_ = [c:oszoa - sen(2u) .cotg(Ay) %] b e

- e - s

5Xlxlxl = [}nsza.Pe - 3.ooszu.senu.cotg(kY)}]axx
-Ylle]_ B [Senza.Pe + 3.sen’a.coso.cotg{y) k] 5)0(

-x e T {éos“u.Pez - 4.cosau.sena.ootg(RY)-APé]$xx

1717171

(8.36

(8.36

{8.36

(8.30.

(8.36.

.1)

.2)

.3)

4)

5}
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$Y1Y1Y1Y1 = [sen"q.Pe? + 4.sen3u.cosa.cotg(xy).hPe:¢xx (8.36.6)

0 errc do diferenciamento central &:

2
€p = % {Pez li% sen? (2(1)-1] + Pe[% sen(4a)]cotg )\y} (8.37)

e ¢ do diferenciamento de Allen:

e = (Xh?) (8.38)

ou menor.

8.3. OUTROS CASOS PARTICULARES

8.3.1. Fungdes € e D com A=Pe/2

Um caso particular que pode ser tratado com simplicida

de & o das fungdes C, D, CD ou DC guando A/Pe=(,5, em que todas
estas fungbes tomam a forma (6.15.2), ous:
Pe
¢ = exp [‘E (X+Y)} (8.39)
Ter-se-& neste caso:
2
3. =2 % - (8.40.1)
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{8.40.2)

- 5 = =8 = (8.40.3)

As derivadas de alta ordem em termos das coordenadas nu

méricas ficam:

et — 2. Y
¢x1x1 = (cos®a-2senacosotsen o) ¢ (8.41.1)
cpylyl = (sen‘a + 2.seng ©osa + Cos°n) ¢xx (8.41.2)
b “‘(COS3&-3.C082G.Sena+3.COSG.SEHZG—Sensa)EE ¢ (8.41.3)
XXXy 2 "xx
ay vy = (Sen3a+3.Senza.cosa+3.senu.cosza+cosaa)g§ oy (8.41.4)
14141
¢ = (oos*0—4.00sa.senot6.00s%a.sen®a—-4 . cosa.sen®o+
X. X, X
1%1%1%1
2 —
+ sen‘o) P‘Z . (8.41.5)
_y vy (sen*a+4.sen’a.coso+6 .seno.cos®at+d . sena . cos Jat
1717141
2 _
+cos”a)2-§——¢'xx (8.41.6)

O erro da discretizagao central & obtido substituindo
{8.41.3) a (8.41.6) em (8.4), de onde resulta, apds manipulagao

dzas fungoes trigonométricas:
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hz
[ =

1 2 i __:_L_ 2
o =13 [—-vz-sen (20} + 5 sen (da) } Pe (8.42)

2
O erro da discretizagao de Allen, de (8.41.1), (8.41.2)

e (8.8.2), fica:

_h? 1 2 1 2
€a1, = 72 |:— 5 sen {(20) + 5:' Pe (8.43)

Lembramos gue nos experimentos numéricos do Capitulo 6
os erros das discretizagoes central e de Allen para este caso mos
traram-se equivalentes em modulo a zero orau e a 22,5 graus, di-
ferindo apenas a 45 graus, onde a discretizacao de Allen gera
uma equagdo matricial proporcional a da discretizagao de Dennis,
cujo erro & nulo?)Por comparacao das equacgoes (8.42) e (8.43) ob
servamos que de fato as discretizagoes de Allen e Central nao
possuem erros coincidentes em geral; a impressao de igualdade que
se obteve nos experimentos devem-se a uma curiosa coincidéncia ,
que pode ser observada nas expressoes acima: a zero grau 0S er-
ros de ambas as discretizagdes sao coincidentes em mdédulo, porém
de sinais opostos, e a 22,5 graus estes erros sao coincidentes
em modulc ¢ sinal. Em ambos os casos o modulo do erro guadratico

medido & o mesmo. J& a 45 graus a discretizagao central apresen-

ta erro maximc e a de Allen erroc nulo.

8.3.2. Caso puramente condutivo

Nc caso de relagdes muito altas entre a frequéncia e o
nimero de Peclet global os erros associados aos fluxos convecti-

vos, proporcionais a Pe? e a APe, tornam-se peqguenos em compara-

(1) Ver secgao 6.4.2
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cdo aos erros devidos aos fluxos condutivos, miltiplos de A*.sao
també&m pequenos os erros produzidos pela discretizagao de Allen,
Consideraremos aqui uma aproximacao mais grosseira que a utiliza-
da na seccao 8.2, levando em conta apenas o termo principal do er
ro. Estaremos tratando assim, a rigor, do caso puramente conduti-
vo representado pela equacao de Laplace, e 0os casos convective -
condutivos da equagdo de transporte numa vizinhanga muito restri-
ta do caso condutivo.

Com tal aproximacdo de primeira ordem em termos da sé-

rie em Pe/X, teremos:

hZ

e =gz [3 - } (8.44)
@ ab 1-2cbnn[ XXX X Y¥YiY)

Adicionando as equagdes (8.13.1) a (8.13.2) obtemos:

= (sen”a+cas”u)($xxxx + ¢ ) +

¢XXXX +$
1%1%1%) Yi¥i¥ip

+ 12.sen’c.cos’a. ¢ + 2.sen(20) [—cos(2oe) $
RXXyY

HERY
+ cos(2a)$xyyy] (8.45)

Na hipdtese A >> Pe temos as seguintes fungoes:
3, = ex(-xx)sen(2y) (8.46.1)
by = expOx)sen(ly) (8.46.2)



d)CD

$DC = oos{) exp(ly)

= sen(ix)exp Oy}
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(8.46.3)

{8.46.4)

que sdo ambas solucgdes da equagdo de Laplace.

As fungdes tipo A, B e CD sao coincidentes entre

si

apds rotacdo e reorientagdo do eixo de coordenadas. Ja a fungao

DC equivale 3s demais apbs translagao dos eixos, e portanto

nao

se iguala dquelas num dado dominio. Consideremos inicialmente O
caso:
$ =sen (x) exply) (8.47)
Temos aqui as seguintes relagtes entre as derivadas:
bon = By = TN = - by (8.48.1)
Proom = Pyyyy = " Py = 7 M (8.48.2)
booy =~ Payyy = N SOEIOR (8.48.3)

gubstituindo (8.48.2) e (8.48.3) em {(8.45) teremos:

by +
X1 XXy

171

b = -2)3%[sen‘a + cos -6.sen’a.cos’a +
¥1¥1¥1Yy

+ sen(4o) .cotg () o, (8.49)
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Substituindo (8.49) em (8.44) obteremos, apds manipula

cdo das fungdes trigonométricas:

_n2p?

€p = €ar, &Jﬁz.sen2(2a)-sen(4a).cotg(Ax)] {8.50)

Analogamente, para uma fungao tipo DC teremos:

242
€cp = a1, — h 6)\ [—l+2.sen2(2a)+sen(4u)/cotg(kx):l - (8.51)

8.4. RELACAO ENTRE ERROS DE CONVERGENCIA E DE CONSISTENCIA

8.4.1, Introdugao

As expressdes do erro assintdotico obtidas nos itens an
teriores mostraram-se coerentes com as grandes tendéncias expe-
rimentalmente observadas. Na presente sec¢do buscamos determinar
numericamente a relacdo entre o erro de convergéncia experimen-
tal, em geral na norma %;, € o erro de consisténecia normalizado
pelo fluxo difusivo local maximo.

Coﬁsideremos de inicio os dados apresentados na Tabela
6.5, validos para Pe=100, A=nv2/2=2,22144, o=22,5 graus e 10x10
espacamentos, com as diferentes fungdes e normas.

Podemos contatar a proximidade do erro nas fungles A e
C em qualguer norma e fator de normalizagao. Ndao se poderia espe
rar a igualdade absoluta do erro em ambas as fungoes em virtude
do fator cotg(iy) atuante em A. Observemos entretanto que tal
fator influi de forma diferenciada segundo a norma considerada .
Para as normas %, € %, & globalmente pouco superior a 1, enguan-

to & & um pouco inferior a 1.
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Para a geometria do problema o termo cotg{iy) varia des
de 0,122 no ponto extremo NE(xl=0,5r yl=0,5, y=0,653) tornando-se
0,272 no primeiro pontc interior, crescendo até infinito no eixo
y=0, e variando simetricamente desde -~ a -0,121 na regiao de
y<0. Cerca de 75% da area do dominio numérico constituem a regiao
onde |cotg(hy)|>l. E interessante constatar que o efeito global
de tdo complexa variagdo fol relativamente pequeno, para o que
deve ter contribuldo a natureza suave das fungoes A a baixas fre-
guéncias. |

A anadlise tedrica previu, por outro lado, erros iguais
para as fun¢oes B e D, o que & verificado em qualguer norma com o
fator de mormalizacdao pela fun¢do discreta, embora apenas grossei
ramente com o fator de normalizagdo pela fungao continua.

E interessante comparar a magnitude dos erros entre as
funcdes A e C por um lado, © B e D por outro. Pela anfilise em sé-
rie de Taylor o erro do diferenciamento central nas fungces B e D
& da ordem do nlmero de Peclet ao quadrado, muito superior ao er-
ro nas fungdes A e C, proporcionais ao produto do nimero de Pe-
clet pela frequéncia. Tal relacdo & observada pela normalizagao
com a fungdo discreta, mas ndo pela continua. Isto confirma as ob
servagoes do Capitulo 6 acerca da discretizagao pela funcao dis-
creta capturar melhor as tendéncias assintdticas da discretizagdo
central, em particular, bem comc melhor refletir o quadro dos re-
sultados numéricos das tabelas 6.1 a 6.4.

Agqui e nos itens subsequentes estendemos o estudo da
relagido entre o erro de consisténcia e o erro de convergéncia em-
pirico com énfase nés regides de baixas frequéncias das fungoes
C e D, em virtude de dispormos de bom nimero de dados nestas con-—

dicdes, e da imprecisao advinda do fator cotg{ly)em A e B. Pelas
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razoes acima expestas limitar-nos-emos ao fator de normalizacaoc

pela funcgidoc discreta, como também & norma 2.

8.4.2. Frequéncias moderadas

Tratamos aqui das fungdes C e D com Pe=100 para A/Pe<0,20
cujos resultados experimentais para grade 10x10 sao reproduzidos

nas tabelas 6.10 e 6.11.

Na tabela 8.1 consideramos o comportamento do diferen-
ciamento central nas funcgoes C, apresentando o erro de consistén-
cia (eogq) segundo a equacao 8.192, o erro experimental tomado da
tabela 6.10 (€oy), € & razdo €qy/Eog-

O comportamento de ambos os Indices de erro com O angu-
lo e com a frequédncia & bastante similar. Ndo existe entretanto
uma proporcionalidade absoluta entre ambos, dadc gque a razac tey/
eEcg varia entre 0,011 e 0,041. As possiveis razoes desta disper-
sao serao discutidas porteriormente.

Na tabela 8.3 o procedimento & repetido para a discre-
tizagao de Allen. Os valores para 2ero Jgraus sao afetados pela
sua redugio a um termo de ordem A?h?, comparavel ao erro despre-
zado em (8.27), e por isto n@o confiaveis. Para os demais angu-
los o5 valores da razdo ecv/ecs sdao inferiores aos valores res-
pectivos do diferenciamento central. Isto se associa ao carater
cbncavo da curva da discretizagad de Allen ém termos da esca-
la logaritmica do erro em fungdo do tamanho da cela. Esta conca-
vidade indica que a discretizacao de Allen se afasta do comporta
mento assintdtico para grades nao muito refinadas,e se associa

ac efeito dos termos de ordem terceira ou suverior do erroc espa-

cial.



TABE .1 - a
LA 8.1 - Relagao ECV/ECS

Diferenciamento central - Funcgao C
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Pe=100 10x10 espacamentos Ao=ﬂ/2/2=2,22144
Angulo =
(Graus) Frequencia [ecsl €y ecv/ecs
1h = 2,2 0,41x1072 0,6x10"" 1,5x10° 2
3%, = 6,7 3,7x1072 1, 1x10™ 3,8x107
0 5i = 11,1 10,3x10"2 Kox10” I, 1x1072
73 = 15,6 20,2x10 "2 65x107" 3,2x1072
92, = 20,0 33,3x107 2 78x10" 2,3x10 2
2,2 9,56x10 2 10,6x10"" 1. 1ox1072
6,7 30,5x10 2 70, 5x10"" 2.3x10 2
22,5 1,1 54,0x1072 1!46,1x|0"I+ 2,?x10_2
15,6 79,9x102 223,5x10" 2.8x1072
20,0 108,3x10 2 298x10 " 2,8x10 2
2,2 1,02x10°2 1. 1x107 " 1oix1072
6,7 9,2x1072 17,1x10"" 1,9x10"2
45 1,1 25,7x107 2 57,2x10 " 2,2x1072
15,6 50,5x102 123,2»<10'Ll 2,6x1072
20,0 83,2x10"2 21010 2,48x10"2
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TABELA 8.2 - Relacao ECV/ECS

Discretizégﬁo de Allen - Fungao C

Pe=100 10x10 espagamentos lo=2,22l44
l(ingulo Frequéncia le | £ e le (ECV/ECS)AL
Graus) cs cs cv’ Tes (Ccv/Ecs)CD
2,2 00, 41x1072) | 0,7x10™%  Joc, 71073 | 0 (1, 1)
6,7 0L xa072) | 17,007 fow,exio® | 0 (1,1
0 1,1 001031072y | 50,3x107% oy, 9x1072) | 0 (1,1)
15,6 0(20,2x|o'2) 75,8x|o'” O(3,7x10_2) 0 (1,2)
20,0 0(33,3x10'2) 85,9x10-h 02,6x10° 51 0 (1,1
2,2 1,90 1,06x1072{ 0,56x1072 0,56
6,7 1,53 1.65x1072 | 1,1x1072 0,5
22,5 1,0 1,16 1,38x10°2 | 1,2x1072 0,4
15,6 0,79 0,96x10'2 1,2x10'2 0,4
20,0 0,42 0,58x1072 | 1,4x107? 0,5
2,2 4,17 1,90x1072 | 0,46x1072 0,4
6,7 4,17 2,89x10 2 | 0,69x107% 0.4
5 1,1 4,17 2,83x10°% | ©0,68x1072 0,3
15,6 W17 2,55x1072 | 0,61x107% 0,2
20,0 W17 2.13x10°2 | 0,51x1072 0,204
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Por outro lado, esta concavidade pode expressar o cara
ter limitado da solugao da discretizacgao de Allen, e outras dis-
cretizagdes diagonalmente dominantes. O termo limitado refere-se
ao fato de que na equagao de transporte linear homogénea, assim
como na equagao de Laplace, os valores da solugac nos pontos in-
teriores sdo limitados pelos valores maximo e minimo do contorno.
Esta caracteristica se repete nas equagoes de diferengas com ma-
triz diagonalmente dominante, em varticular as discretizagoes de
Allen, de Dennis, & montante e hibrida.

Assim, mesmo nos piores casos, o erro de convergéncia
normalizado destas discretizagOes ndo sera jamais superior a 1 ,
e na grande maioria das funcdes serd inferior a um nimero ainda
menor, ainda que o erro assintdotico extrapolado para uma dada
grade possa ser superior a este limité.

A relagdo entre as razbes ¢ /€ . para a discretizacgao

5
de Allen e para a discretizacgao central, apresentada na altima
coluna da Tabela 8.2, indica também a relagao entre o erro efeti
vo da discretizacdoc de Allen para a grade 10x10 e o erro assintd
tico extrapolado. Para os angulos 22,5 e 45 graus nota-se que O
erro efetivo oscila entre 60 e 20% do erro assintdtico.

Este raciocinio se baseia na hipdtese de que a relagio
entre os erros de convergéncia e de consisténcia seja independente
da discretizacdo. Esta hipdtese foi confirmada pelo fato de que
nos casos onde, a exemplo das fungdes C ou D com A/Pe=0,5, sao
previstos pela andlise de Taylor erros iguais em mddulc para as
discretizagoes central e de Allen, erros de convergéncla iguais
em mddulo efetivamente ocorreram.

Com tal hipdtese podemos calcular o erro assintdtico

da discrétizagao, tal como mostrado nas figuras LT.1.3.3 (6.13)
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e LT.4.3.2 (6.49), atrayés das linhas cheias indicadas por AL'.
Estes casos correspondem a(A=2,22; a=22,5 graus)e a(A=20;  a=45
graus), que sao respectivamente os casos de redugdao minima e maxi
ma do erro efetivo na grade 10x10 em relacao ao errc assintdtico.
A linha assintdtica mostrada parece compativel com a tendéncia
efetiva, particularmente no primeiro caso. J& no caso LT.4.3.2.1
a distadncia entre as linhas assintotica e efetiva aparece muito
realcada em virtude do uso do fator de normalizag¢dc pela fungao
continua.

Podemcs ainda citar o caso LT.4.3.2.1 como um dos due
o errc assintotico extrapolado pode superar 1, pelo menos na grg.
de 2x2.

Na tabela 8.3 comparamos os erros de convergéncia e de
consisténcia para o diferenciamento central nas fungoes D. Obser
vamos inlcialmente uma certa contradicac entre o comportamento
de ambos os Indices de erro: o erro de consisténcia independe da
freguéncia para 0 e 45 graus, e depende dela a 22,5 graus, en-
gquanto o erro de convergéncia manifesta neste sentido tendéncia
oposta. Tal contradigdo sugeriu algum erro algébrico nas deriva-
gbes, mas varias revigOes destes calculos confirmaram a expres-
sao encontrada.

Por outro lado, a razao ECV/ECS variou, nas funcgoes D,
entre 0,009 e 0,019, portanto relativamente menos do que nas fun
coes C.

Para a discretizagdo de Allen nas fungdes D dispomos
apenaé de uma'informacao sobre a ordem de grandeza do erro de
segunda ordem, sem referéncia 3 dependéncia com o angulo. Neste
caso podemos dizer simplisticamente que a relagao entre os erros

- s . ) - ""4 —
de convergéncia e consisténcia & da ordem de 10 . A razao entre
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TA .3 - ao £
BELA 8.3 Relacgao FCV/ECS

Discretizacao central - Fungao D

Pe=100 10x10 espacamentos AO=2,22144
?E?;lg) Frequéncia i€C5| ey ch/r'cs
2,2 8,33 0,158 1,9x10'2
6,7 8,33 0,102 1,2x1072
0 11,1 8,33 0,088 1,1x1072
t5,6 8,33 0,082 1,0x1072
20,0 8,33 0,079 0,9x102
2,2 6,16 0,066 1, 1x1072
6,7 5,97 0,067 1 1x1072
22,5 11,1 5,79 0,066 1,1x1072
15,6 5,60 0,067 |, 2x1072
20,0 5,42 0,067 | 2x10"2
2,2 4,17 0,080 1,9x1072
6,7 Ik, 17 0,065 1,6x10
b5 11,1 4,17 0,056 [,3x10" 7
15,6 W17 0,052 [, 2x1072
20,0 4,17 0,049 1,2x10° 2
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o erro efetivo na grade 10x10 e o erro assintdtico extrapolado &
cerca de 10-2, compativel com a grande concavidade da discretiza

cdo de Allen nas fungdes D ou B.

e o erro efetiveo & em torno de 1% do erro assintdtico,
& evidente que os erros de segunda ordem ndo sao dominantes na
circunstancia considerada. Isto se deve ao proprio fato do coefi
ciente de erro de segunda 6rdem ser muito peguenc, e portanto fa

cilmente superdvel pelos termos de maior ordem.

8.4.3. A dispersao dos valores de ECV/ECS

Analisaremos inicialmente algumas possiveis causas da
dispersdo observada na relagao entre os erros de consisténcia e

de convergéncia.

1 - Aproxima¢do do erro de segunda ordem em termos es-

paciais.

A aproximagido do erro assintdtico levou em conta lo]=
termos de primeira ordem em relacao a }/Pe. Os termos de segunda
ordem, para OS5 Casos em Jque A/PesO,ZO,‘serao no maximo em torno
de 4% do erro principal, e pertanto muito inferiores a disper-
sio encontrada. Além do que a dispersdo mostrou-se dominante mes

mo sobre os termos de primeira ordem. [
2 - Desprezo dos termos espaciais de terceiro ordem

A curva experimental do diferenciamento central pare-
ceu sistematicamente dominada pelo termo de segunda ordem do er-
ro espacial, em contraste com a discretizacdo de Allen, por exem

plo. Ainda assim, curvas mostrando tendéncias ainda ndo quadrati
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cas apareceram. Para Pe=100 as curvas das fungdes B e D sao muito
afetadas pela ncormallzagac com a fungdo continua, de forma que as
fungoes A e C com as frequéncias mais baixas melhor se prestam a
estas avaliacgoes.

Na maioria dos casos a inclinacgao da linha do diferen-
ciamento central estd dentro de uma faixa bastante prdxima da qua
dratica, que pede ser definida pela sua tangente em torno de 240,1.
Um caso extremo & apresentado pela figura 3.1.2, onde a tangen-
te da inclinacdc & 2,7. Significativamente, trata-se de um caso
onde o coeficiente do termo de segunda ordem & muitoc baixo, além
do que a curva sO & representada por niveis baixos de refinamen-
to.

Por outro lado, mesmo uma inclinagao levemente superqua
dratica, digamos com tangente 2,1 na grade 10x10, podera acarre-
tar um aumento significativo no erro .efetivo naquelas grades des-
de que a inclinagdo superquadratica seja lentamente convergente
para o limite guadratico. Desta maneira, o desprezo dos termos de
ordem terceira ou superior dos erros espaciais nao poderia ser ex
cluido como possivel causa da dispersao encontrada.

Entretanto, a possibilidade tedrica acima levantada cho
ca-se contra a comparacgdo visunal entre as linhas de convergéncia
do diferenciamento central e das demais discretizagoes gue efeti-
vamente mostram um aspecto curvo, a exemplo da discretizacdo de
Allen. Ora, para explicar uma dispersac de valores entre 0,009 e
0,041 a concavidade ou convexidade da discretizagao central deve
ria ser compardvel & da discretizagac de Allen nas menores fre-
quéncias das funcdes C, cujo efeito foi a redugao do erro efeti-

vo para cerca de 50% do valor assintdtico. ®



3 - Aproximacao do processo lterativo para a solucao exa

ta da equacgao discretizada, e erros de arredondamento do
TDMA

0 carater oscilatorico da linha do diferenciamento cen
+ral com baixos refinamentos, gue nac se confunde com O carater
oscilatdbrio das solugoes pelo diferenciamento central, foi atri-
buido & aproximacdo insuficiente da solugac da equagaoc de dife-—
rencas centrais. As solugoes com refinamento 10x10 parecem vi-
sualmente fora da regiao afetada, o que & perceptivel nas fun-

coes A e C como em B e D, e

4 - Variabilidade do dominic num@érico no plano analiti

co.

Quando a grade numérica € deslocada angularmente, além
dos efeitos j& discutidos na analise do erro de consistéencia pa-
ra cada discretizacdo, ocorre também uma mudanga na fungao efeti
vamente imposta ao dominio numérico. Tal efeito secundario seria
minimizado, por exemplc, se © contcorno numérico fosse coinciden-
te ou proximo a uma circunferéncia. Em termos da analise de Tay-
lor, este efeito secundaric pode ser influente nas fungoes 2,for
temente dependentes do fator cotg(iy), mas nao nas fungbes C ou
D, ou mesmo B. Deve ser reconhecido entretanto gue em todos . os
casos a fungadc efetivamente presente no dominio numérico modifi-
ca-se. .

Embora cada uma das razbes apontadas nao parega sufi-
ciente para explicar a dispersac encontrada, & possivel que em
coniunte estes fatores, e outros para 05 guais nao tenha atenta

do, combinem-se para produzir a dispersdo na razao ecv/scs. As—
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sim, por exemplo, a importancia relativa do termo de ordem A /pet
vezes © termo principal do erro de segunda ordem espacial cresce
guando 0s termos de ordem 1 e k/Pe cancelam-se, como & © caso
das fungdes C a 22,5 graus quando A/Pe=0,25. Por outro lado 0s
erros espaciais de terceira ordem sac mais relevantes guando o
erro de segunda ordem & pegueno, comoc nas fungoes A e C com bai-
xas frequéncias a 0 ou a 45 graus.

Cabe entretanto uma observacgac. Ao se tentar explicar a
dispersao encontrada por qualguer um dos trés primeiros motivos
acima, assume-se implicitamente a existéncia de uma proporciona-
lidade absoluta entre os erros de convergéncia e de consisténcia.
Nesta linha haveria uma constante universal de proporcionalidade
entre os erros de consisté@ncia e convergéncia da equagao de trans
porte, pelo menos para as normas adotadas.

Pois bem, a hipdtese da existencia de tal constante &
em si guestionavel, o gue & implicito na guarta hipdtese. A dis-

persac encontrada na razao ECV/E pode ser talvez inerente ao

cs
proprio processo de inversao da matriz. Lembramos gue o erro de
consisténcia & o erro do operador normalizado pelo fluxe difusi-
vo maximo, enguanto o erro de convergéncia & o erro da solugao
numérica na norma %; normalizado pelos extremos da £ungéo discre
ta.

Pelo Teorema de LaXx € sabido gue, se um operador dis-
creto L' com matriz singular aproxima um operador diferencial L
com solucio tnica.e a diferenga entre ambos os operadores, & ex-—
pressa por uma série de Taylor de ordem n f{ou seja, se © erro
de consistéencia & de orémia n) e ainda se a solugaoc do problema
matricial for estdvel, a solucdo discreta aproximard a sclugdo

exata com erro da mesme ordem. Todos estes fatos foram verifi-
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cados pelas tendé@ncias assintdticas experimentalmente observadas.
A admissdo de uma proporcionalidade absoluta para as diferentes
fungdes & uma hipdtese extra, cuja negagao € tdo plausivel gquan-
to sua afirmagdo.

Nos limites da presente Tese ndo & possivel a opgao de
finitiva entre um dos dois tipos de interpreta¢ao para a disper
s30 na razao ecv/ecs' Pode tfatar—se do actimulo dos erros de apro
ximagac 1 a 3, que teria impedido a obteng¢do da constante de pro
porcionalidade ECV/ECS comum as diversas fungoes. Pode por outro
lado tratar-se de um fendmeno inerente ao processo de inversao
da matriz, de forma que, descontada a dispersao realmente devida
as razoes 1, 2 e 3 (e mesmo 4 no que concerne &s fungdes A e B),
exista ainda assim uma proporcionalidade apenas relativa entre

€ay @ Eoge

Asgim, o problema da obtengao do erro de convergéncia
a partir do erro de consisténcia seria, na primeira interpreta-
¢ao, essencialmente deterministico, embora perturbade por dife-
rentes erros secunddrios. Na segunda interpretacao, o mesmo pro-
blema seria estocastico em sua propria esséncia.

Qualguer gue seja a interpretagao correta, os dadoes
obtidos para a relagao Ecv/ccs podem ser abordados através de

tratamento estatistico. Na tabela 8.4 reproduzimos os valores de

ECV/ECS para as fungbes C e D, ordenados segundo o angulo de in-

clinacdc e a frequéncia.
Nas fungoes C os dados agrupam-se em torno de (2,4+40,9)
xlO—z, e nas fungaes-D em torno de {1,3i0,3)x10—2. Consliderando

com igual probabilidade a ocorréncia de ambas as fungoes teremos

uma dispersao em torno de (l,910,9)x10"2 para a distribuigao con

binada.
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TABELA 8.4 - Dispersdo na relacdo ﬁcv/ﬁc para o Diferenciamento

5
Central.

Pe=100 - 10x10 espagamentos

Fﬁngéo . Valores de ec,/€cs x 100
Angulo - . by
(Graus) Frequencia Distribuigao
22| 6,7 | 11,1 | 15,6 | 20,0 |Por funcace por
angulo funcao
o | 1,5 | 3,8 | 4,1 | 3,2 | 2,3 2,5 + 1,2
C 22,5 1,1 2,3 2,7 2,8 2,8 2,3 + 0,7 2,4
Lg 1,1 1,9 2,2 2,k 2,5 1,8 + 0,6 + 0,9
0 1,9 1,2 1,1 1,0 { 0,9 1,2 + 0,4
D |22,5 1,1 1,1 1,1 1.2 | 1.2 1,1 + 0,1 1,2
b5 1,9 | 1,6 | 1,3 ] 1,2 ] 1,2 1,4 +0,3 +0,3
Distribuicio 1,4 2,0 2,1 2,0 1,8 Distribuicaoc global
por
frequéncia +0,4 | +1,0 +1,2 | +0,9 +0,8 1,9 + 0,9
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E interessante observar gue o valor da relagaoc ECV/ECS
depende da frequéncia, do dngulo de inclinacédo da grade, e do ti
po de fungao. Entretantq, a distribuigao de e _ /¢ nao parece
depender nem do dngulo, nem da frequéncia, mas apenas do tipo
de funcdo. Por exemplo as distribuigdes dos valores por  fungao
e dngulo na peniltima coluna parecem coincidir com a distribui-
cao por fungao na dltima. Da mesma forma, as distribuicdes por
frequéncia para os varios Angulos e tipos de fungao parece coin-
cidir com a distribuicdo global, com excegao talvez das fungoes
de frequéncia minima.

Os mesmos dados sao apresentados em forma de histogra-
ma na figura 8.1. A distribuigdo da relacdo ECV/ECS nas fungdes
C & aproximadamente Gaussiana, com leve assimetria. Ja nas fungoes D
ocorre uma distribuicdo fortemente assimétrica, aparentando a
de Poisson. Esta diferenga qualitativa realga o fato das distri
buictes em C e D serem estatisticamente independentes. A distri-
buicdo composta & poissoniana, como a das fungdes D, embora seu
desvio quadritico médio coincida com o da fungao C.

Observamos o fato da distribuigao composta se apresen-
tar como uma distribuico finica, e nio como uma distribuigao so-
ma com dois mAximos distintos. Este fato sugere que as distribui
gbes C e D sdo de certa maneira complementares, ainda gue distin
tas. Em outras palavras, podemos descrever-lhes como independen-
tes em relacdoc uma a outra, mas interdependentes em relagao ac

conjunto.
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8.4.4. Comparacgao das discretizagoes central e de Allen

Podemos rever, a luz das observagoes anteriores, a
questio da avaliagdo global das discretizagoes, em particular cen
tral e de Allen, para a regifio de altos numeros de Peclet e fre-

quéncias moderados.

Observamos de inicio que a dispersao estatistica na re
lagdo entre os erros de convergéncia e de consisténcia supera os
efeitos dos termos de primeira ordem em relagdo & série em A/Pe,
isto &, termos inferiores ac principal por um fator A/Pe. Com is
to, o erro de consisténcia da discretizagao pode ser simplifica-

do, nas fungdes C, para:

2
leap| = o7 Pe.sen(4a) (8.52)
e nas fungodes D:
hZ
teepl =ﬁPe2|2—sen2(20L)| (8.53)

para a discretizacdo de Allen teremos nas fungoes C:

h2 2 2
|€AL| = 57 Pe sen (2] (8.54)
e nas fungoes D:
D42
by | (8.55)

lear,l = 0657
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Os erros de consisténcia maximosentre as diferentes fun
¢oes na regidao considerada sio portanto, para o diferenciamento

central:

h? 2 2 h2P92
IECD| < 3 Pe [2-sen® (20) ] < I (8.56)
e para o de Allen:
h? 2 2 h?pe?
legr | < > Pe? sen®(20) < =53 (8.57)

Os erros de convergéncia de amhas as discretizagoes se
rao obtidos pelo produto dos valores acima por um nimero da or-
dem de 10—2, dado pela distribﬁigéo estudada. Aparece aqul nova
ambiguidade. Assumindo que, se uma fungao tipo C ou D & dominan-
te em termos do erro de consisténcia, ela também seja dominante

em termos da razao ecv/e teremos que o erro de convergéncia

cs'’
maximo da discretizacdo central estd associado d distribuigao D,
e o da discretizacdo de Allen & distribuigdo C. Logc, 0s erros

de convergéncia serdo, respectivamente:

- 1pal -

legpl € (1,340,3)x107% B2 = (1,140, 3)x1077 n?pe?  (8.58)
2 2 —

ey | < (2,4+0,9)x10" % EE = (1,040,4)x10 3 h2pe? (8.59)

Desta forma ambas as discretiza¢oes seriam comparaveils

em acuidade.

No Capitulo 6 foi feita uma estimativa similar do de-
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sempenho glcbal, comparando as diversas discretizacoes a 22,5
graus. A discretizagaoc de Allen fora entao favorecida: 1) pelo
efeito angular, que produz errc 50% menor que o maximo acima pa-
ra Allen, mas apenas 25% menor para o diferenciamento central, e
2) pelos termos de ordem superior a dois da propria discretiza-
cdo de Allen.

Entretanto, pode-se tambdm assumir que, na combinagao
de solugdes elementares que formam uma solugao real, nao  exis-
ta relagao necessaria entre os fatores determinantes de £, © ae

ECV/ECS° Neste caso o8 erros de convergencia maximos de ambas as

discretizagCes na norma £, seriam:

—2. h?pe?

el € (1,940,910 %% 255 = (1,640,8)%10™° h?pe? (8.60)
ey | € (1,940,9)x10 7 D€ = (0,8£0,4)x10 3 h2pe? (8.61)

8.4.5. Fungao B a 45 graus

Vimos em grande parte descdnsiderando as fungdes tipo
A e B pela maior complexidade destes casos, advinda do fator co-
tangente de Ay nas expressdes de erro de consisténcia, bem como
do uso da somatéria de fregudncias avroximando a distribuigdo em
degrau nos experimentos do capitulo 6.

Por outroc lado, o comportamento das discretizagdes nes
tas fungles foi guase sempre muito semelhante a C e D respectiva
mente, com excecdo das fungdes B a 45 graus. Neste caso todas
pode

as discretlzagOes apresentaram erros muito reduzidos, como

ser visto na tabela 6.9 em comparagdo com 6.11.
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Lembramos que a analise de Taylor para o diferencia-
mento central prevé erros praticamente iguais para as fungdes B
e D em qualgquer Angulo, e principalmente a 0 e a 45 graus onde
o efeito de cotg(iy) desaparece. Com isto, os baixos niveis de
erroc em B a 45 graus, que sdo cerca de trés ordens de magnitude
menores gue 0s erros em D, nao se explicam pela analise do erro
de consisténcia,

Investigamos neste item a possibilidade de explicar es
te caso em termos da distribuicao na relag&o ecv/Ecs' Para isto
nos deteremos inicialmente no problema sob um prisma algébrico.

Na fig. 8.2 reproduzimos valores numéricos significati
vos do caso B a 45 graus com uma {nica componente de frequéncia
A+ Os demais casos, com frequéncias compostas, sac andlogos, co
mo se vera.

A figura superior mostra um dos quadrantes do dominio
numérico com grade 10x10, inclinado a 45 graus em relagao ao es-
coamento. As fungdes que complem ¢ sdo apresentadas em paralelo
aos eixos anallticos. Percebe-se que a fungdo exata & antissimé-

trica em relagao a diagenal (i,i), de forma que:

b. . = — . . {6.62.1)

. . =0 - 8.62.2

1,1 _ ( )
Por outro lado a funcdo & crescente de forma exponen-

cial na direcdo do escoamento, de maneira que o problema & domi-

nado pela regiao,proxima ao canto NE, que & representada na figu

ra inferior mostrando os valores dos $ij de contornd.
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y
y sen(hoy)
{6,11)
- 0,2121—+———0,4539
{9,11) 0, 1414 ——4——0,3090
(10,11} 0,1707 ——14——0,156k
(1111 .
(11.10) -0,0707— 10,1564
01 9) 0,144 .| -0,3090
-0,212t — 1 —-0,4539
(11,6) I
| x ,351+ b2k f ,hcrs ,STS ,GTG 707
l exp{Pe x) 2, 2 l l lS 5,12
x|015 xIOl x1021x] 02%%1027x]1030
,43x1021
0,680x10%7
‘ 0
' ~0,680x1027

21, 1hx102"
O Ponto de canto -1,43x1021

e FPontos de contorno

o Pontos interiores

FIG. 8.2 - Representagdo do casc B a 45 graus.
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Como 511 ll=0, os fatores de normalizagdo pelas fungoes
F

continua e discreta saoc coincidentes, valendo ambos

51011 = ®11.10 = 1,360x10%7 (8.63)
Passamos a mostrar gue a antissimetria do problema im-
pde que a solugdo numérica obtida por qualquer discretizagao seja
também antissimetrica.
Para isto utilizamos a notacdo do primeiro item do Capi
tulo 6, onde os coeficientes de influéncia adimensionalizados de
quaisquer discretizagdes sac genericamente denbminados fungéés Il

do nimero de Peclet celular, isto &:

n, = 7 [Pe.cos(a).h] (8.64.1)
Ty =7 [Pe.sen(a) .h] (8.64.2)
m, =7l-Pe.cos(a).h] (8.64.3)
my =m-Pe.sen{a).h] (8.64.4)

Como o & neste caso 45 graus temos que :

o= m. o= T (8.65.1)

- (8.65.2)

=
|
oy
|

El

W

As equacgdes discretizadas assumem a forma:
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+ - + + - -
—_ . N m v o . m " =
2(r 4w )¢ij + 7 ¢lrj+l + ¢1+l,j + ¢lfj—l + ¢1—l,j 0

(8.66)

Os valores dos contorneos, gque sac dados, deveriam ser

posicionados como termos ndo-homogéneos, de forma variada em cada

nonto vizinho aos contornos., Desta forma o sistema definido DOY

(N-2)? equagbes do tipo {8.66) nao & homogéneo.
Para ¢ji podemos escrever analogamente a (8.66):
+,. - + ot
2(m +ﬂ')¢ij + 7 ¢j,i+l + M

-.. 'ﬂ'_ ) TT— -
it T T " Py, 7O

A

(8.67)

Para aproveitar a antissimetria das condigoes de contor

no do problema definimos a variavel:

Yoo = 9.+ 9

» (8.68)
1] 1] J1 _

Obviamente:

wij = wji (8.69)

da forma que ¢ & simétrica em torno da diagonal. Além disto, para

os pontos de contornc teremos:

wij =0 . {8.70)

Adicionando (8.66) e {(8.67), e substituindo (8.68):
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T + + W - _
2(m fHVJwij + wi,j+l-¥" wi+l,j + wi,jfl + T wi—l,j =0

(8.71)

0 sistema de egquagdes (8.71) & efetivamente homogéneo ,
devido a (8.70). Com isto, para qualguer discretizagac cuja ma-
triz ndo seja singular, isto &, onde n+n # 0, haverd uma solu-

¢ado Ginica para |, coincidente com a solugao trivial, isto é:
U,. =0 - (8.72)

quaisquer que sejam i e j.

De (8.68), (8.69) e (8.72) temos que:

%34 77 941 (8.73.1)

by =0 | | (8.73.2)

Estd assim provado que as solugdes numéricas de quais-
quer das discretizaqSes consideradas gdo sempre nulas na diagonal
x e antissimétricas em relagdo a ela.

Retornando a figura 8.3, vemos pelas conclusBes ante-

ricres gue:

)1 = +-+ =99 9= %19,00 = *11,11 = ° (8.74)

Assim, o ponto {10,10), vizinho imediato dos pontos de

maior valor absoluto na frontelra, & resolvido sem erro por gqual-
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quer discretizagado. Com isto, os pontos de contorno extremos
(10,11) e (11,10) deixam de ter influéncia sobre o restante da so
lugdo numérica.

Assim, por exemplo, o primeiro ponto incognito, cuja
solugao depende de cada discretiza@éo, & (9,10), junto a seu an-
tissimétriceo {10,9}.

A eqguagdo do ponto (9,10} em particular fica:

- +
Ll il

¢ = s
+ 8,10 2(n++ﬂ |

— (8.75)
2m'+ﬂ)_

b9,10 ~ ¢9,11

Com isto o valor maximo efetivamente atuante no sistema

torna-se ¢9 117 € © minimo ¢11 9° Og erros de quaisguer discreti-
F !

zacbes sdo portanto comparaveis a

_ 24 .
¢9 11 ~ 11,9 = 22,8%10 (8.76)

que & inferior aos limites utilizados em ambos os fatores de nor-
mélizagao, expresso em (8.63), por um fator l,68x10_3.

Em outras palavras, se tivéssemos adctado (8.76) como
fator de normalizagaoc, o erro da funcdo B a 45 graus serila 5925 ve
zes maior do que indicado na Tabela 6.10, e dal proximo a distri-
buicdc encontrada.

Tendo compreendido o significadc algébrico de problema
em questdo, podemos retornar a sua interpretagac em termos ~ da
diétribuigao na razao Ecv/Ecs’ visto que os baixos iﬁdices de er-
ro nio se explicam pela andlise do erro de consisténcia.

Uma possivel abordagem, sugerida pelas consideragoes

acima feitas do caso B a 45 graus, consistiria em redefinir o fa-
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tor de normalizagaoc em termos dos limites efetivos do problema.En
tretanto, embora iitil para a compreensdo do caso, tal abordagem &
em termos gerals imprecisa. Os fatores de relaxagdo com fungao con
tinua ou discreta podem ser definidos a priori para cada fungao,
enquanto tal fator de normalizagdo efetivo sd aparece com clareza
neste caso.

Parece mais frutifera outra interpretagao, associada a
probabilidade de ocorréncia do caso em questao. Colocam-se as per
guntas: o evento Ecv/ecsgo pode ser explicade como possivel em
termos das distribuigoes encontradas? A probabilidade de sua ocor

3
réncia corresponde ao niimero de casos experimentalmente observa-
dos?

Se as distribuicgoOes encontradas fossem de tipo'gaussia—
no, seria simples evidenciar que a possibilidade de ncorréncla do
evento existe, embora com probabilidade minfiscula. 0 evento
acv/ecs=0 distancia-se cerca de.quatro vezes o desvio gquadratico
_médio do centro da distribuicdo D, com (1,3t0,3)x10_2, que seria
em principio_mais repregentativa do caso B. Paradoxalmente, o
evento seria um poucc menos improvévéi para as distribuictes C ou
combinada, onde distancia-se entre 2 e 3 vezes do centyo da dis-
tribuigdo.

Pela natureza da distribuicgao poissoniana, a probabili-
dade de oéorréncia do evento ec%/eCSEO seria ainda muito menor
que a indicada pela distribuigéo gaussiana,

_ B portantc claro que a probabilidade de ocorréncia  do
evento ndo corresponde & proporgac dos eventos experimentados. O
caso B a 45 graus responde por 1/12 do total dos casos de baixas
frequéncias estudado. E facil ver, porém, que tal contradicao se

explica pela metodologia de escolha dos casos-teste, que foi es-
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truturada apenas para a detecgao éxperimental de um fendmeno pre-
sumidamente deterministico.

Podemos observar de inicio a guestao da escolha do angu
lo, onde o caso o=45 graus corresponde a 1/3 das possibilidades
consideradas. QOra, a probabilidade de ocorréncié deste caso seria
infima se a definigao do angulo fosse aleatdria, ou pelo menos me
lhor distribuida. Isto 3 rélevante porgque variag¢oes muito pegque-
nas em tornoc de o=45 graus sdo suficientes para romper a simetria
dos valores no contorno. Por exemplo, com um deslocamento de 0,01
radiano, ou 0,57 graus, os valocres d@s pontos (10,11} e (11,10}
sdao afetados em cerca de 4% de seu médulo.

Com isto a soma ¢10,11 + ¢11'10, gque afeta o ponto (10,
10), muda de zero para cerca de 50x1024, nimero bem superior aos

valores nos peontos (9,11) e (11,9), que dominavam o problema a

45 graus.

Outros aspectos metodoldgicos também contribuiram para
transformar um evento altamente improvdvel em um caso razoavelmen
' te frequente. Foram preferencialmente utilizados componentes ele-
mentareé da solugdo exata. Além disso, nos casos A e B em que se
empregou somatdria, esta manteve a natureza antisgimétrica da fun
gao senoidal elementar. £ possivel que a probabilidade de ocorrén
cia da antissimetria fosse muito menor se fossem admitidas solu-
¢des compostas de tipos e frequéncias diversos.

Temos ainda a observar a geometria do dominio numérico.
A forma quadrada_impBe que nos casos B ou D a 45 graus o problema
seja dominado por uma regido ndo apenas geometricamente simetrica
como também em canto vivo. Se o contorno fosse uma circunferéncia
ou qualguer curva suave, mesmo assumindo que a simetria fosse man

tida, a diferen¢a de magnitude entre ¢9 11 © ¢10 11 (ou seus an-
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tissimétricos) seria muito menos significativa.

Em resumo, concluimos que a disvaridade entre o erro de
consisténcia do caso B a 45 graus e o erro de convergéncia experi
mental & explicada pela antissimetria do problema numérico. Tal
antissimetria & por sua vez uma ocorréncia estatisticamente impro
vavel, embora a metodologia dos testes a tenha tornado frequente.
Nesta linha a baixa razio Ecv/Ecs & vista como um evento possivel
dentro da dispersac na razao ECV/CCS' e interpretado como caso
extremo desta dispersdo.

Neste.ponto, 0 caso particularissimolda funcao B a 45

-
graus pode lancgar luz sobre o caso geral. Notamos gue a antissime
tria do problema foi vista como um fator, alheio & andlise em sé-
rie de Taylor do erro de consisténcia, que favorece baixos erros
de convergéncia em relagdo ao erro de consisténcia. Ao incluir
fatores como esta improvavel antissimetria no conjunto das causas

da dispersdo na razao € /€ estamos reforgando a interpretagéo

cs'’
desta dispersao, no caso geral, como inerente ac processo de in-
versao da matriz, e portanto inexplicavel apenas através dos er-
ros de aproximagdo diversos. Em outras palavras, a antissimetria
do problema das funcgdes B a 45 graus serve como exemplo de um fa-

tor que impossibilita a existéncia de uma constante universal de

proporcionalidade entre os erros de consisténcia e convergéncia.
8.4.6. Outros casos particulares

As distribuigdes poissonianas encontradas 3a0 represen-—
tativas de uma regido do dominio das solugdes da equagao de trans
porte, circunscritas ds fungdes C e D com frequéncias moderadas e
niimero de Peclet igual a 100. Apresentaremos agora alguns poucos

dados relativos a outras regides do dominio.
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A tabela 8.5 apresenta os casos C e D com niimero de
Peclet igual a 10 e frequéncia A0=2,22144, reproduzidos nas figu-
ras LT.1.2.3 e LT.1.2.4. A razao ECV/ECS para ¢ diferenciamento
central assume os valores 0,045 e 0,026. Sao ambos um pouco.altos
em relacdao ds distribuigdes gstatistica respectivas para Pe=100,
mas nao totalmente incompatiﬁeis com elas. Tem-se tamb@m calculos
da discretizacao de Allen, embora prejudicados pelo cancelamento
dos termos de malor ordem, em termos da série em }/Pe, do erro es
pacial quadratico.

Nas tabelas 8.6 consideramos o caso limite das fungses

a _

C, D, CD ou DC quando X=Pe/2. Na tabela 8.7.1, onde sd3o considera
dos os casos de Pe=4,443 apresentados nas figuras 1T.2.1, 1T.3.9.1
e IL.T.3.9.2, a razao ecv/ecs variou entre 0,005 e 0,033 para os
angulos considerados, varrendo todo © dominio de eventos possi~
veis pela distribuigao combinada. Temos ainda os casosCD e DC com
Pe=100, f;equéncia 50,2 e inclinagdo 22,5 graus, disponiveis nos
graficos LT.5.2.1 e LT.5.2.2, que pcdem ser vistos como nroximos
ac limite A/Pe=0,5. E aqui relevante o fato das curvas terem sido
obtidas com o fator de normalizacdo pela fungdo continua. O valor
minimo das fungbes CD e DC € em ambos 0S casos proxime a zero mas
o valor maximo varia. Numa grade com 50x50 espagamentos , O valor
da fungdo em (51,51) & 1,718 vezes superior ao valor maximo em
termos da funcdo discreta em (50,51). Corrigindo o valor do erro
pelo fator acima a relagao ECV/ECS assume os valores 0,006 e
0,004.

Finalmente consideramos os casos de nilmero de  Peclet
unitario, assumindo-os como proximos ac caso puramente condutivo.
Sio incluidos ai os primeiros resultados numéricos apresentados

em LT.1.1.1 a LT.1.1.4, bem como LT.3.6.1 a Lr.3.7.2, LT.5.1.1 e

LT.5.1.2.
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TABELA 8.5 - Relacgao Ecv/ecs

Pe=10 A=mv2/2=2,22144
a=22,5 graus 10x10 espacgamentos
FUNGAO | DISCRETIZAGAO €cs v €./Ccs
Central 1,23x10'2 5,5x10_h u,sxto‘z
C
Allen 0(0,23x107%) 2,2x]0_h 0(9,6x107%)
Central 5,79x10"2 1,5x1073 2,6x1072
D
Allen 0(0,b1x107%) 5, lix107° 9(1,3x1072)




EL .6 - a 2
TABELA 8.6 Relacao ch/vcs
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FungSes Cc, D, CD ou DC com A = Pe/2
8.6.1 — Pe = 1 v2 4,44288
{grade 10x1Q)
ANGULO € £ £ /e
cS cv cV G5
0 0,822x10 72 N 2,27x10"" 2,8x1072
22,5 0,411x1072 1,37%107" 3,3x1072
45 1,64x1072 0,82x10‘1l 0,5x1072
8.6.2 - Pe = 100
A= 50,2 grade 50x50 a=22,5 graus
Tipo écs(A/Pe=0,5) Eey ECV/E . QCV/ECS
' hovrmal. norma?.
normal.
cont. cont. .
disc.
cD 0,0833 2,6x107" 0,31x1072 0,6x1072
D¢ 60,0833 2,Ux10-h 0,2bx107 2 0,4x1073
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L . - a =
TABELA 8.7 Relagao ch/ecs

Casos de Altas Relagdes A/Pe Simulados por Pe=0

Diferenciamento Central

Pe=1 | A, =MV2/2 = 2,22144
grade (2x2) - extrapolada
Angulo(graus)
Tipo e €eq €.y ECV/ECS
Fregquencia
o — -2 Sy Jp—
A 22,57, A, 0,206 .chy 1,9x10 9,2x10 “/chy
o —_— - -2 o m2
B 22,5°, A, 0,206.chy 1,1x10 5,3x10 “/chy
0° A, 0,206 - 2,6x1073 1,3x107 2
22,5°, Ay 0,206.ciy 1,hx1n'2 6,8x10_2/cly
0 22,5%, 21, 0,824. 5%y 5xt0” 2 6,0x10 2/chy
22,50,3A0 1,85. chy 7,7x1n'2 h,2x10'2/cxy
ys°, A 0,206 3.8x1073 1.8x10°2
0%, A 0,206 2,6x1072 12,6x1072
DC 22,5, 0,206/CAy 3,9x10°3 1,9x20 2XThy
459, A 0,206 2,5x10 2 12, 1x10"2
0BS.: <ciy = efeito global de cotg(hy)
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Podemos observar inicialmente os valores para inclina-
¢do da grade em 0 e 45 graus, cuja expressdc do erro de consistén
cia ndo & afetada pelo fator cly, representando o efeito global
de cotg(ly). Os valores da razao ECV/ECS sao 0,013 e 0,018 para
a fungao CD, porém cerca de dez vezes malores para DC. Temos a

considerar aqui que a aproximagao de um caso A/Pe=2,22 para Pe=0

& muito forgada.

Os valores disponiveis para 22,5 graus, que sao em maior
nlimeroc, sao dominados por um termo gue inclui ciy. Assumindo que
tal fator seja da ordem da unidade, 5u um pouco supericr, teremos

novamente razoes € /€ proximos da gistribuigéo encontrada.

5
E interessante observar em particular o caso CD a 22,5

graus, para o gual sao disponiveis valores crescentes de frequén-

cia. Com os valores maiores da razdo A/Pe a aproximagao ao caso

Pe=0 torna-se menos ruim. E portanto significative que, abstrain-

do o fator ciy, a relacdo ¢/t aproxime-se do intervaloc da dis

ov’ fes
tribuicdo combinada C e D.
0 conjunto de dados acima expostos sugere que a distri-

buigdo das razdes e_ /e _. para o conjunto das solugdes da equagao

de transporte, incluindco como caso limite a equacao de Laplace,

ndo deve ser muito diferente da distribuigdo restrita aos casos

C e D com baixas frequéncias.

A7 - a nas diversas normas
8.4.7 Relacgao ECV/ECS a

Consideramos por fim a guestao da relacaoc entre os er-

ros de consisténcia e de convergéncia nas diversas normas, retor-

nando aos dadosgs da Tabela 6.5.
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Reproduzimos nas tabeias 8.8.1 e 8.8.2, para o diferen-
ciamento central nas funcdes isentas do termo cotg{ly), as razoes
ECV/ECS pelas diversas normas, utilizando os fatores de normaliza
gdo pela fungdo discreta e continua respectivamente. Como j& ha-
viamos apontado, a razao ecv/ecs apresenta certa dispersao, em
torno de valores da ordem 10_2, com o fator de normalizacdo pela
funcdo discreta. J& com o fator de normalizacgao pela fungao conti

nua a relagao ECV/E tem comportamento extremamente diverso en-

cs
tre as'fung6es C e D.
E interessante observar com maior detalhe o caso do fa-
tor de normalizacao discreto nas diversas normas. Segundo a tabe-
la 8.8.1, a norma &, apareceu como aguela em que a dispersdo dos
dados entre as fungdes C e D & a menor. Como j& vimos, este & um
casc ndo representativo da real dispersac nas fungdes C e D com
22, Fica entretanto evidente pelos dados de 8.8.1 que nas outras

normas deverd ocorrer també&m uma dispersac na razao . As

£ £
cv/ Cs
curvas de prokabilidade desta razac devem tender a concentrar-se
em torno de valores numéricos mais altos guando se muda de 2, pa-

ra %, e desta para 2 _.

8.5. CONCLUSOES

Grande parte dos casos teste lineares utilizados no
capitule 6 pode ser revista com base em anidlises em série de
‘Taylor especificas para cada caso.

No caso das frequéncias moderadas com as fungoes C e D,

5

erros de convergéncia variando de 6x10 ° a 0,16 puderam ser corre

lacionados através das expressoes analiticas de forma tal que a
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TABELA 8.8 - Relacgao ECV/ECS nas diversas normas.

Pe=100 A=nv2/2

0=22,5 graus 10x10 espagamentos

8.8.1 - Fator de normalizacdo pela fungdo discreta.

.
- cv
Fungao €es Ccv/ecs
Norma Valor
Q - _2
2, 8x10 0,8x10
C 9,56x10'2 2, 11x10" 1,2x10" 2
% 45%10° h,7x1072
-2
L, 0,015 0,24x10
D 6,16 %, 0,066 1,1x1072
£ 0,52 8,4x1072
8.8.2 - Fator de normalizagdo pela fungdo continua.
Fungao £ €ev
ung cs ECV/ECS
Norma Valor
2 Ix107" 0,7x1072
_ -4 -2
c 9,56x10 2 L 1U><10_14 1,Ux10_2
L B1x10 h,3x10
2, 1x107" 1,6x10°2
D 6,16 %5 b0 6,5x107°
%, 20x10”" 47x107
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relagdo entre os erros de convergéncia e de consisténcia variou
desde 0,009 a 0,041, apresentando uma distribuicao de natureza

2. ral distribuigao parece

poisscniana definida por (l,9jO,9)xlO_
se ampliar com a inclinagao de outros casos.

Ainda gue nao se possa excluir a possibilidade desta
dispersao ser devido a aproximagles de diferentes tipos, existem
indicacSes de que tal dispersao seja inerente ao processo de in-
versio da matriz, de maneira que certas situagoes por exemplo

os casos de simetria, tendem a fornecer mais baixas ou mais al-

tas relacoes ¢ € .
¢ cv/ cs



457

CAPITULO 9

COMCLUSAQ

9.1. REVISAO DA TESE

9.1.1. Discretizagao

0 objetivo inicial dessa tese consistiu no desenvolvi~
mento e teste de uma discretizagdo de tino exponencial em volu-
mes de Controle baseada numa curva de interpolagac realisticamen
te suave, empregando aproximacdo em série para os coeficientes
de influéncia.

Embora desenvolvido independentemente esse esguema foil
considerado como uma aproximacao, por um lado, e como uma genera
lizacdo, por outro, do esquema de Allen, em reconhecimento & sua
similaridade com o trabalho pioneiro de D.N. de G. Allen, parti-
cularmente no que se refere ao uso da equagdo geratriz nao homo--
génea. A importincia pratica desta caracteristica, que aparece
nos casos de grades irregqulares, foi demonstrada por analise en
série de Taylor.

Por outro lado a aproximagdo por Expansido em Série de
Taylor Modificada da Exponencial (MTSEE) mostrou rapida e monotd
nica convergéncia para a discretizagao de Allen, de forma gue
suas limitagdes sao basicamente as limitagoes da propria exponen
cial.

No caso teste linear, o esguema exponencial mostrou-se

em algumas circunstdncias a melhor entre as discretizacgoes de
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sequnda ordem consideradas, embora seja superado pelo diferencia
mento central em casos de difusao cruzada.dominante e pela discre
tizacdo de Dennis em algumas fungoes para valores localizados da
razio entre frequéncia e niimero de Peclet global.

Uma avaliaééo global empirica para baixas razoes  A/Pe
mostrou-se favoravel ao esquema de Allen na normalizagdo pela fun
cdo discreta, e i discretizacg@o central na normalizacgao pela fun-
¢do contlinua.

A discretizacdo de Dennis ndo se mostrou competitiva na
regido de baixas frequéncias com nenhum fator de normalizacao.

Esta ambiguidade entre fatores de normalizagdo pode ser
removida gracas 4 anadlise em série de Taylor do Capitulo 8, que
se mostrou coerente com os resultados do fator de normalizagao pe
la funcdc discreta. Nova ambiguldade entretanto apareceu acerca
da distribuici@o de probabilidade representativa para 0s €asos de
maior erroc de cada discretizagdo. De gualquer forma, entretanto ,
os erros maximos das discretizacdes de Allen e central mostraram-
se comparaveis.

No ecaso nio linear a maior inacuidade do algoritmo de
varidveis primitivas pela equagao de Poisson com a aproximagao
MTSEE ocorreu nos escoamentos divergentes de segundo tipo, numa
situagdo que parece simular um jato com uma regido de recircula-
¢do, ou a regiao de recirculagéo apds um corpo bojudo.

Neste ponto-a tese forneceu uma resposta ainda negati-
va para a motivag¢do originaria deste trabalho. A acuidade da com-
putagac de um escoamento recirculante, como o do ar condicionado,
nao pdde ser garantida pela substituicao do esguema hibrido por
uma aproximacac acurada da exponencial, nem pela substituigao da

abordagem SIMPLE pela equagao de Poisson conforme empregada no
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Capitulo 7. Retornaremos a este ponto em itens subsequentes.
Aproximagoes MTSEE de grau 9 foram usados por Almeida,
P.I.F. e Ganzarolli, M.M., em computagdes de cavidades hidrodina
mica e térmica, utilizando a formulagdo vorticidade - fungao -
corrente, como apresentado por Figueiredo, Ganzarolli e Almeida
(1986) . Os resultados mostraram-se comparadveis aos de Vong e

Raithby (1979) com a discretizagao exponencial.

9.1.2. Analise de erro

Buscou-se oferecer uma descrigdo organizada da analise
em série de Taylor no contexto da abordagem de Volumes de Contro-
le, onde foi proposto o conceito de anadlogo tedrico em Volumes de

Controle do operador diferencial,

Este anilogo tedrico expressa a conservagao da quantida
de transportada em termos do volume de controle elementar finito.

A analise em sé&rie de Taylor por meio do andlogo tedri-
co em Volumeé de Controle provou-se coerente com a andlise em sé-
rie de Taylor usual para Diferengas Finitas. Fm particular mostra
mos que hos casos de equagoes homogéneas e para as discretizagoes
mais comuns do termo nao homogéneo, as duas andlises sao coinci-
denfes.

Cdm pase nestes conceitos pode-se investigar a acuidade
de diferentes tipos de discretizagoes exponenciais. Foram justifi
cadas certas praticas tradicilonais no método dos Volumes de Con-
trole, a exemplo do usc de grades irregulares com fronteiras cen-
tradas com algumas discretizacdes. Justificou-se por outro  lado

o uso da equagdo geratriz nao homogénea, com algum tipo de conti-
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nuidade das derivadas no nd P, exatamente para ampliar o dominio
de cdnvergéncia das discretizag¢des para qualquer grade.

Por analise em série de Taylor mostrou-se vantajoso o}
usco da forma convectifa da equagao de transporte em relacao a for
ma divergente. Isto fol confirmado pelo caso Jeffery Hamel con-
vergente guase inviscido dos experimeﬁtos numéricos do Capitulo 7,
bem como ocutra referéncia da literatura.

Por fim, a anilise de Taylor foi aplicada a casos sim-
ples de solugdes da eguacgao de transporte linear homogénea de coe
fidientes constantes. Observou-se ail grande‘coeréncia entre o er-
ro de consisténcia tedrico e os erros de convefgéncia experimen-
tal. O grau de coerdncia se expressa pela redugao de erros varia-
veis por quatro ou cinco ordens de magnitude a uma dispersao na
relagdo Ecr/E.g em torno de (1,9i0,9)x10"2 para as fungoes C e D
com frequéncias moderadas.

A utilizagdo da andlise em série de Taylor no contexto
desta Tese ficou, em verdade, aquém do potencial desta analise.
Assim, por exemplo, a imposigdo da diferenciabilidade das solu-
¢Oes exatas at® altas ordens pode ser relaxada. Apesar disto a
andlise em série nesta Tese mostrou-se bastante frutifera para
embasar nossa critica & desconsideragdo para com a série de Tay-
lor em boa parte da literatura em Volumes de Controle, e outros
métodos.

Esta desvalorizacgio tem raizes sdlidas. Mencionamos agqui
o importante livro de referéncia de Roache (1972). Na secgac ITI-
A-23 ele considera o erro de truncagem, expressﬁo dos erros numé-
rico exceto os erros de arredondamento, como um conceito " acurado”
mas "inadequado", posto que as tendéncias assintOticas em que se
baseia sio uma descricdo "grosseira" do fendmeno do erro.  Este

poderia ser melhor compreendido & luz de uma assim chamada clas-
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sifir=gao comportamental, que enchergaria erros por falta de
concervatividade, erros de difusdo numérica, erros por solugoes
nio limitadas, e outros.

Notemos inicialmente gque este autor d& grande énfase
i ordem de grandeza do erro assintotico em todas as discretiza
cdes apresentadas ao longo de seu livro. Além disso a sua concei-
tuacdo de difusdo numérica, bem como sua explicagac da validade
da discretizacho & montante na camada limite, sdo inteiramente ba
ceadas na analise do erro por série de Taylor. Este autor ndo po-
de ser visto porténto como quem despreze ou desconhecga tal ana-
lise. Por outro lado, & inteiramente correta a observagao de gue
os erros assintdéticos e de arredondamento ndo encerram o© proble
ma do errc.

Assim, & totalmente justificavel a consideracao, & par-
te do erro assintdtico, dos erros por solugdo nao limitada.

Este termo refere-se al aos casos de matrizes singula-
res, ou fortemente ndo diagonalmente dominantes.

A inversio desta matriz sera impossivel no primeiro ca-
so, e problematica no segundo: se adotado um método de inversao
direto aparece instabilidade e erros de arredondamento, e 0s méto
dos iterativos poderdo ser divergentes ou lentos. Além disso a so
lucdo numérica estard muito distante da solu¢do exata.

£ ecta a situacio para a gual tende, em particular, o
diferenciamento central quando Pe+«<. A solucdo numérica oscilato
ria dos pontos internos nao estd limitada sequer pelos valores
dos contornos, seguer por um multiplo limitado destes valores.

Brros de solucdo ndc limirzdos foram evitados no capitu

lo 2 desta tese, por exemplo, guando se citou a eliminacao do des
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balango de massa no coeficiente Ap com qualguer discretizacao de

forma divergente.

No Capituloc 4, a continuidade de Lipschtz, isto &, o re
laxamento da imposicao da diferenciabilidade para a forma genera-
lizada da discretizagao de Allen, foi també&m um procedimento  ara
se evitar matrizes nac diagonalmente dominantes ou singulares.

O problema das solugoes nao limitadas coloca-se indepen
dentemente do erro assintdtico num duplo sentido. Primeiro porgue
como vimos com o diferenciamento central, ele se coloca Mesmo
gue o erro assintdtico seja dominante. Ele pode se colocar também
como um desvio do erro assintdtico associado d& dominancia de er-
ros de ordens mais elevadas-.-como seria 0 casoc das aproximacoes

TSEE de grau par, que por isto mesmo nac foram seguer submetidos

a teste.

A parte dos cascs de matriz nao singular ou nao diago-
nalmente dominante, tivemes nas aproximacoes TSEE de grau impar
um exemplo de discretizagao diagonalmente dominante onde o erro

efetivo & muito superior ao errc assintdotico extrapolado. Assim,
mesmo fora dos casos de solucoes nac limitados o erro assintdtice
nao esgota a descricgac do erro real.

2 anilise tedrica por série de Taylor so podera conside
rar estes casos incluindo os termos de altas ordens do errc.

Ainda assim, consideramos gue os comentarios de Roache
a gue nos referimos parecem nac dar ¢ justo valor ac erro assintd
tico que &, guase sempre, o erro pratico gue se obtém se a discre
tizacdo for refinada até gue sejam obtidos resultados confiéveis.
Por outro lado, o nimero de excegles & andlise em serie de Tavlior
nac & tao amplo guanteo listado.

Mostramos nesta Tese por exemplo gue © erro habitualmen
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te denominado difusdo numérica & plenamente explicdvel em termos
" do prdpric erro assintotico.

Vimos tambdm nesta Tese que a forma convectiva de dis-
cretizacao das equagoes deltransporte elipticas leva a resultados

mais acurados que a forma conservativa, isto &, divergente.
9.1.3. Algoritmo de solugao de Navier-Stokes

Outra contribuig¢ao da presente Tese, ainda que bastante
mais incompleta, refere-se & discussao dos algoritmos de solugao
de Navier-Stokes em Variaveis Primitivas.

A questao estd aqui incompleta, em primeiro lugar, pelo
ndo tratamento das condigdes de contorno. Em segundo lugar, por-
gque a solugdo sequencial das equagaeé de momentum e da pressao &
uma metodologia desacoplada da abordagem de Navier-Stokes em com-
paragdo, por exemplo, com O método da vorticidade - fungao corren
te, gue reduz o nimero de eguagoes diferenciais.

Além disso, n3o foram discutidos outros m&todos com va-
ridveis primitivas, a exemplo das alternativas apresentadas por
Schneider e Raithby (1980), ou do método em Elementos Finitos uti
lizando o tensor das tensdes viscosas e de pressoes apresentado
por Zago {(1984).

Entretanto, ficou pelo menos evidenciado que a elegan
te equagac de Poisson para a pressiao, cuja solugac pelo diferen-
ciamento central & acurada e estavel, nao pode ser vista como cau

sa de instabilidade do algoritmo.
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9.2. POSSIVEIS DESENVOLVIMENTOS DO TRABALHO

gs limitagoes de acuidade do esqguema exponencial de
Allen para equagdes de transporte sao, pelo que foil dito, o ponto
natural para iniciar estas consideragoes acerca dos desenvolvimen
tos gque se fazem necessarios. |

Duas linhas principais de pesguisa parecem disponiveis:
refinamento seletiQO da grade, por um lado, e discretizagoes alter
nativas por outro. Esta tese apresentou algumas contribuigOes ted
ricas para o tratamento da grade irregular, para onde se obteve
uma expressac diagonalmente dominante, convergente com qualguer
tipo de grade. O teste numérico da formula proposta torna-se am
desenvolvimento imediatamente possivel.

Quanto a possibilidade de discretizagoes alternativas,
cabe rever algumas consideragGes desta Tese. Optamos em todos o©s
nossos cidlculos numdricos bidimensionais por'discretizagaes de
cinco pontos, em virtude de sua maior simplicidade. Além  disso,
a literatura registra freguentes comentérios acerca de celas mais
complexas na equagao de Laplace que nao teriam obtido ganhos de
acuidade compensatorios. |

No contexto das discretizagdes de cinco pontos pesquisa
das, a central e a de Allen aparecem como as mais acuradas para
altos Peclet e freguéncias moderadas, sendo a de Allen incompara-
velmente maig estdvel e raéidamente convergente.

Para nao fugir is discretizagbes de cinco pontos, além
da possibilidade de descoberta de outras ‘mais eficlentes, apare-
ce a alternativa de algoritmos hibridos, buscando utilizar a dis-

cretizagado mais adequada a cada local.
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Com maior simplicidade pode-se pensar em algoritmos
gue computem as diversas solugoes, como por exemplo com a discre-
tizacao de Allen inicialmente e, usando-a COmO solugao inicial,
com a discretizagao central.

Dentre as discretizacoes com celas mais complexas cabe
especial referéncia 3s discretizagoes direcionals, pela énfase
com gue a guestdo da direcionalidade foi discutida. Mostramos,nes
ta tese gue o efeito angular cbservado por Wolfstein ndoc & univer
sal, de maneira gue o alinhamento entre escoamento e grade, ou
entre escoamento e direcac discretizada pela montante ou por
Allen, ndo necessariamente diminui © erro. Isto se deve por um la
do aos erros introduzidos nas diversas interpolagOes auxiliares e
por outro deve-se & propria ndo universalidade do fenomeno de di-
minuicdo do erro com o alinhamento. Cabe ressaltar ai uma signifi
cativa diferenca entre a discretizagao direcional peia montante
e a direcional exponencial, além da ordem de consisténcia, gue
pode ser induzida dos testes rotacionais realizados: a discretiza
cd@o unilateral de primeira ordem beneficia-se do alinhamento nas
funcoes A e C com baixas frequéncias, mas ndc em B e D; ja a dis-
cretizacac de Allen beneficia-se do alinhamento em todos estes ca
sos, tendo uma excecao aparecido apenas no caso C ou D com A/Pe =
0,5. Também nao constatamos beneficio com a inclinagao da grade
na diregac do escoamento, nem CoOm a discretizagaoc de Allen nem
com a pela montante, no casc nao linear guase inviscido do escoa-
_mento convergente do Jeffery-Hamel.

Queremos fazer referéncia a duas outras discretizacoes
que, embora mzig complexas que a de Allen, guardam certa relacao
com ela, e gue poderiam ser classificadas como discretizagoes her

mitianas: o mdtodo Analitico Finito Otimo, caso seja desenvolvido
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~ (1)
para a eguagaco de transporte, e os esquemas tipo OCI gue, embora
nao garantam diagonalidade dominante, sao muito promissores em
termos de acuidade por sua convergéncia de guarta ordem no caso
linearizado.

Para a consideracao do sistema de equacoes de Navier-
Stokes cabe lembrar que a gquestdao da discretizagao nao se restrin
ge apenas aos termos de fluxo convectivo e difusivo. Como mencio-
namos ac longo deste texto, had gue se atentar para o aprimoramen-
to dus termos ndo homogéneos e para as condigoes de contorno. No
caso especifico da abordagem da equacac de Poisson para a pressao
torna-se importante estudar um melhor acoplamento das variaveis e
equacdes, o que pode ser tentado através da egquagac da continuida
de em substituigdc a uma das eguacoes do momentum, pratica sim
ples nas equacces da camada limite. Neste ponto, em particular,si
tua—se o atual interesse deste autor (Figueiredo, 1986 e 1988).

2 expectativa de melhor acuidade com o uso expiicito da
eguacdo da continuidade ndo € contraditdria com o guestionamento,
nesta Tese,da absolutizacao da necessidade de seu usoc. AO contra-
rio, comoc mostramos, a solugao sequencial das equacoes do momen-
tum e da pressac & acurada e estavel em alguns escoamentos, mas
nic negamos gue possa ser melhorada pela introducac da eguagao da

continuidade.

(1) Ver secgao 3.11.
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