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RESUMO

Este trabalho estuda o controle de um sistema
1inear utilizando modulacdo em largura de pul
S0%,

Determinam-se as condicoes de estabilidade em
malha fechada para operagio com controlador -

proporcional e proporcional mais derivativo.

Propbe-se tarbém um controlador proporcional

mais derivativo que proporciona ao sistema a
estabilizacdo, sem oscilagbes, da sua saidaenm
torno do valor de referfncia em um terpo mini

mo.

Pinalizando, o sistema € simulade en computa-

dor analogico.
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CAPTTUIO I

INTRODUCAO E OBJETIVOS

1,1. INTRODUCAO

Este trabalho estuda um sistema de controle utilizando modulaczo
em largura de pulsos. Este sistema pode ser subdividido em tré€s partes distin
tas:

1. Sistema linear de 2a. ordem a ser controlado

2. Controlador

3. Parte ndo linear {Corutador)

Deseja~se obter uma safda constante do sistema linear que podera
assumir valores fixados a prieri {(referencia). Em malha fechada' o controlador
comanda uma chave que permite comutar a entrada do sistema linear entre dois
valores distintos (liga-desliga).

Na Fig. 1.1 tem-se o diagrama de blocos do sistema em estudo.

Nos capitulos II e IIT a seguir este sistema € estudado conside-

rando-se dois tipos de controladores.

Cap. 11 - Proporcional

Cap. II1 - Proporcional mais derivativo

1.2, OBJETIVOS

0s objetivos deste trabalho sao:

1. Estudo do desempenho do sistema de controle da Fig. I.1 para
controladores do tipo proporcional e proporcicnal mais deri-
vativo.

2. Determinacdo das regifes de estabilidade para os dois tipos
de controladores

3. Proposta de um controlador proporcional derivativo que forne




Saida

Liga °'—‘"*“°} entradal Sistema
LT Linear

Desliga o——Ff—o! Controlada

» Referencia

Controlador

FIG. I.1. - DIAGRAMA DE BLOCOS DO SISTEMA EM ESTUDO
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ce tempo minimo de estabilizagdo sem ondulagdo da saida. In-
dependente dos estados inicial e final do sistema.

4. Implementaczo em computador analogico do sistema de controle.

A partir da caracterizagio do problema e dos objetivos finais de-
sejados, passamos a descrever cada capitulo.

1.3. DESCRICKO DOS CAPTTULOS

1. CAPTTULO 17 :

Nes te capitulo apresenta-se um diagrama de blocos mais detalhado

do sistema controlado por um controlador proporcional.

Estuda-se a estabilidade do sistema determinando-se também, num
plano de parametros, a regido de estabilidade para pior caso.

Estuda-se também o deserpenho do controle em malha fechada no pla
no de fase do sistema linear e determina-se curvas de ondulacaoc pico a pico da
saida.

0 estudo € feito a partir de equacbes recorrentes de 2a. ordem -

- . . - .
nao lineares e implicitas que descrevem o sistema.

Sao feitas algumas aproximagoes que simplificam o tratamento mate

mitico necessario para o estudo destas equagoes.

0s resultados referentes a este capitulo sdo colecados na  forma

de graficos obtidos com a implementacao do sistema em computador analdgico.

2. CAPTTULO III

Neste capitulo determina-se a regiao de estabilidade para o siste
ma operando em malha fechada com controlador proporcional mals derivativo, uti-
1izando-se a mesma ferramenta natematica - equacOes Tecorrentes de 2a. ordem ,

nac lineares e irmpiicitas,



-l

Estuda-se tambem o deserpenho do controle em malha fechada no pla
no de fase do sistema linear.

Propoe-se a solucac do problema de tempo minimo de estabilizacao
da safda com as Testricoes:

a) Nio se permite que a saida oscile em torno do valor de regime.

b) Os ganhos do controlador devem independer do estado inicial e
do estado final desejado.

Os resultados sfo colocados na forma de graficos obtidos com o si
rulador analogico do sistema.

3. APENDICES

A - Neste apendice apresenta-se o programa analdgico que simula todo o]
sistema apresentado na Fig. I.1 . Este programa foi implementado pa-
ra o uso en computador analdgico do tipo EAI-680.

B - Determina-se a solucao do problema de tempo minimo por minimizagao do
Hamiltoniano associado ao sistema linear em estudo.

C - Prova das proposicoes emunciadas no Capitulo I1I.

1.4, HISTORICO

O presente trabalho foi originado pelo problema de controle de

terperatura em um forno usado no estudo de transicdo de Fase em Cristais.

Supoe-se que o cristal em estudo {Na N()z) apresente trés fases -
distintas (Fase I, intermediaria e II). O objetivo e a detecao e o estudo da

Fase intermediaria.

0 método de medidas usado, necessita que as transicoes de Fase -
ocorran emn uma Seqtiéncia crescente (I » Inter. ~ I1) ou decrescente {IT+Inter.~I),
alér disso, nas Fases I e II € preciso que a terperatura fique constante duran-
te um certo intervalo de tempo.

e

Na Fig. 1.2. rostra-se o perfil de terperatura que satisfaz  as



“IR

Temperatura
i
I
o ]
Intermediaria §aT AT

-t m

1
Tempo

FIG. T.2. = PERFIL DE TEMPERATURA DESEJADO
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condigdes acima, onde ATy deve ser suficientemente proxino de AT¢ para que nao
ocorra desalinhamento do cristal, devido a dilatacio e introduza erros de medi-
éa. .

Para atender as condicoes anteriores deve-se obter um controlador

com as seguintes caracteristicas.

1. Ndo permitir oscilagoes de temperatura quando esta passa' de

T. para T., ou vice-versa.

I 11
2. Devido ao grande nimero de medidas as quais utilizam raio X ,
faz-se com que o intervalo de termpo necessario para a tempera

tura pessar de T, para Ty, (ou vice-versa) seja minimo.

Para o forno foi determinado um modelo linear de Za. ordem e por

estimacdo (minimos quadrados) obteve-se os valores de seus parametros.

§5§§§
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CAPTTULO 11

ESTUDO DD SISTEA COM CONTROLADOR PROPORCIONAL

11.1. INTRODUCRO

Neste capitulo apresenta~se o sistema em estudo, bem como o con-
trolador proporcional a éle associado.

Estuda-se o comportamento do sistema tanto em malha aberta como
fechada,

11.2. MODELAMENTO

O sistema que aqui se analisa esta representado pelo seu Diagra-
na de Blocos na Fig. II.1. O sistema linear de Za., ordem que se deseja contro
lar obedece 4 equacao:

Pr) + 28 w YRR e YRR = kg uf ur(n) (I1.1.)

Nesta equacao pode-se fazer y*(t) = LN y(t) (normalizacao de am
plitude) e T = wnt (normalizacao mo terpo) obtendo-se;

$(z) + 26y (1) + y() = ulv) (11.2.)

Tomando x(t) como o vetor das variaveis de Estado do Sistema:

xl(r)
x (1) = . _ : (I11.3.)
XZ T
com
Xq () = vy(1)
(11.4.)
):2 () = );'(T)



a*(t)

nT (n+1)T (n+237T

o —
e* ( t) ] }__’J f
k3 "(lj——.ki 1 L_ ke Jvri Sal'da
- P + ' T - 5 _ -

FIG. T1.1. - SISTEMA DE CONTROLE (OM ¢ CONTROLADOR PROPORCTONAL ),
A FUNCRO DE COMUTACAO a*(t) B O SISTEMA LINEAR DE 2a. OR
PEM A SER CONTROLAIN ONDE D £ 0 OPEPADOR DIFLRENCTAL.



obterse:

(1)
y (1)

15

Ax (1) + b uld

(I1.5.)
el x (0

it

onde:

A partir destas equacoes, pode-se cbter o Diagrama de Blocos do
sistema normalizado que estd representado na Fig, 11,2, onde fez-se:

yrlt) = kg y(t)

* - .
YI‘ I\e y'.{'
k = k*k
: P €
* = (11‘7‘)
aO 8.0 )
T = w_ T
n n
a*(t) = al(t)

A funcgio de controle u(r) pode ser colocada na forma:

1 p/mft) > 0

ult) = fln(0)] = (11.8.)
0 p/n(t)< 0 -

onde m{t) se relaciona com © €rro

er(T] = Y- y(T) _ (I11.8a.)
por
n(t) = kK, e (1) + al7) (11.8b.}

Considerando-se a normalizagac no tempo introduzida no sistema

por T = @ t, a fungao de comutacao a(t) pode ser escrita como:



=1(=
alr
i (1)
nt, (n+l)ty S
. T T
-a gif:jilffiijijj_
0
alt)
RO - mlT -
R ¥ (=) r Saida
+ .

Y (T,}r

FIG. I1.2, = SISTEMA NORMALIZADO, DENTRO DAS COMDICTES TMPOSTAS POR IT1.7.
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a(t) = {T - (n+1) ‘{‘n] nt < T < (n+1) T (11.9.)

T
n

Obtem-se a partir do diagrama de blocos da Fig. II.2., a equagao
do sistema em malha fechada:

u(® = £m(0)] = fa@ « kK, b, - y@]F (11.10.)
Portanto, levando em conta as equacdes (II.5.) tem-se:
$ (0 =Ax(®+bfal k[ - el x(t)]} (II.11.)

Para se estudar o desempenho do sistema inicial proposto (Fig.
11.1.}, deve-se resolver a equacao diferencial nao linear (II.11.). Com o in
tuito de simplificar a sua solucado, pode-se desacoplar ¢ sistema ou seja, de-
terminar uma transformacao (modal) tal que diagonalise a matriz A, '

A transformacio a ser aplicada é&:

x(t) =P X(1) (11.12.)
t
nde P & uma matriz da forma P = | vy Y, 1, sendo v, e v, auto-vetores da
z A correspondentes acs auto-valores >‘1 e )\2 , 05 auto-vetores e auto -

valores podem ser calculados na forma:

0=, =~£+ (-1)* {2 1}1/2

J

Portanto a matriz modal P referente a transformacao (I1.12.) se escreve

- auto-valores : det (A - AiI)

}'l—'}—*

r
- auto-vetores : Av, = Xk, V. = = |
-1 i-i |

=

i

p = [ 11 (I1.13.)
Moo

Zeve-se agui notar que vamos considerar apenas 0s Casos em que Ay # A, & por—

ranto existe a inversa de P (*), admitireros, ainda, A <Ay < 0.

Com a transformacho (II.12.}, as equacdes do sistema ficam na for
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X (1) =A% + B u()
(11.14.)
y (1) = & %)
onde:
A 0
A=prlap-= 1
0 Al
A= M
1
-é- B3 pT 9 =
1¢
com a resma transformacao, a equacao (II.11.) fica:
JORESORE FRCOIE N A ' %] 1 (11.15.)

Portanto, deve-se agora, resolver esta equacao diferencial nao linear. Uma das
maneiras de tratar este problema envolve a utilizagdo de transformacGes puntuais:
determina-se uma equacao recorrente associada 3a equacdo (I1.15.), o que € fei-

to na proxima seccao:

II.3. SISTEMA EM MALHA ABERTA

A Fig. (I1.3.) ilustra a determinacao da funcdo u(r), satisfazen-
do a equacac (II.8.). No caso ay representado, em que m{t) se anula uma vez em

cada intervalo [ﬁ.Tn, (n+l)1n] pode~se definir o instante de cormutacao Sn por:
m[(n + On)Tn] = 0 (I1.16.)

Tem~se, neste caso,

{(*} o caso Al =X, nao apresenta interesse pratico por corresponder a um siste

mz nAo grosselro.



0 274 n.t <T< (n+®n) T

u{t) = (11.17.)
1 p/ (n+@n)Tn <1< (n+]) L

6. pode ser determinado explicitamente no caso de e_ ser constante, satisfazen

do a condigac

a
0 < e < Q
T k
P
obtendo-se
ao -1
l - en —( k ) er 7 (1111801
P
Nos casos i
e < 0
r m—
d
e > 0
'~ x
P

n(t) € serpre negativo ou sempre positive. E conveniente extender a nocio de

instante de comutacao para estes casos, fazendo respectivamente

1-0 =0
n

- = =
1-09 =1

llestas condictes, o instante de comutacdc sera expresso nela funcio:

O se e < 0
I‘ ——
1-2 =h(e) = k e
n T —L ¢ se 0<e< (17.19.)
a T Ty _
O A
a
1 se e > o
k
L D

A Fig. (I1.4.) representa esta funcio
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m{t)
i
(n+1)+
n {n+2)~fn
nT
n T
1@09
Qn s n 6n+1.rn Gn”z ,Tn
i ul=)
0 _ " ' t eoo -
nT (n+1) n (HTZ)TH

FIG, T1.3. - OFTENCAO DA ENTRADA u(r) A PARTIP DA FIMNCAO DE CONTROLE m(7)
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Sendo a equacio de evolucio do sistema dada por

% (1) = AX() *+ B ulm) (11.20.)

onde u(t) & a entrada anteriormente descrita, introduz-se a notagao (II.21.) que

& conveniente para a manipulacio da equac@o recorrente do sistema em malha aber-

 ta.

x(n.t) = X, (11.21.)
Pode-se finalmente determinar esta equagao recorrente,

17.4. RECORRENCIA ASSCCIADA AOD SISTEMA Ef MALHA ABERTA

Integrandc; a equacao (I1I1.20.) obtem-se:

T
(1) = o(7 - 'EO) EC(TO) + [ 6(r - 1) b u(r*) dr* (11.22.)
| 0
onde: ic(‘ro} + vetor de estado inicial

(1) - matriz de transigao

Como A & uma matriz formada por elementos invariantes no tempo, a

matriz de transicio serd dada por:

o(t) = &7 = ‘o (11.23.)

obtida a matriz de transicdo e considerando a entrada u(t) dada pela equagao
(I1.17.), pode-se determinar a equacdo recorrente associada ao sistema em malha

aberta, fazendo:

a)n.t_ <tc< (n+@n}fn

neste intervalo teros u(t) = 0, portanto pela equacao (IT1.22.), tem-se:
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FIC, T1.4. - VARTACAD DO INSTANTE DE COMUTACAO EM FINCAD DO
ERRO PRODUZID COM PEALTYMENTACAC



-17-

X(zr) = o (T“l’l.‘fn) X(n . 'T.'n)

cort a notagao anteriommente introduzida fica:

-~

X

ey qE(OnTn) *n
nn

b) &+ E}n)?nf_ T < (n+l) T

Neste intervalo temos u(t} = 1, portanto pela equagao (II.22.)
T

2(0) =0 [r- &w@nyag lnre )t ] +

(n+1)fn

S;:nﬂ - ¢[{l B Gn)Tn ] §n+®n + ( ¢[(n+1)rn - T*] E de*
J

.(n+81'1) Tn

Farendo uma mudanca de variaveis na integral da equagdo acima e considerando-se:

H. =1 -0
n n
chega-s2 a
) (H*l)Tn @nTn
30 t) = }( o[t - %] B de* = }f 5 (8) B dp
(n+®n)"fn 0

Resolvendo a integral indicada em (I1.29.) obtem-se:

Alénrn
Az(l - e )

20T -

4
o
o
1]

2°n'n
Al(e nh-1

¢(t -~ t*) b dr*

(I1.24.)

(11.25.)

(11.26. )

(I1.27.)

(11.28.)

(11.29.)

(I1.30.)
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Retomando a equacgao (I1.27.) obtem-se:

-~ = - -~ @ -
X4l & (0,1.) }'(“"Gn + oo, (I11.31.)
Considerando-se agora as equagbes resultantes dos itens (a) e (b)
respectivamente, obtem-se a equagao recorrente entre os estados :_)%n eX,4 DA
forma:
X = T + 0 (0 _ 2
Xoe1 oty X, + 2 (O1,) (11.32.)

A equacdo recorrente (II1.32.) & portanto a equagao que descreve o
comportamento do sistema em malha aberta, por isso, sera objeto de estudo da pro

xima seccgao.

I1.5. ESTUDO GERAL DA EQUACAD RECORRENTE ASSOCIADA AQ SISTEMA

11.5.1 PONTOS DUPLOS

Define-se Ponto Duplo de uma equagdo recorrente o ponto P tal que:

X1 = % | (11.33.)
irpondo-se esta condicao a equacao (II.32.) obtem-se:

- -l =

= 1 - ()] 2B 7)) (11.34.)

Tomando a equagac (I1.34.) resulta o vetor que define o ponto du-

plo como sendo:

o= . (11.35.)
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Azénrn .
&= - 1 1-¢e (11.36.)

AsT
1 1_62n

A partir das equacdes que definem o ponto duplo gp’ pode-se obter

as equacoes do ponto duplo x7,

Nas duas figuras seguintes (5. e 6.) mostra-se a variacdo de xfe

xg com o instante de comutacgado o, tendo T, como parametro.

Temos portanto:

¥ =p 3P ' (11.37)

A partir das equagoes (I11.35., I1.36. e II1.37.) podemos calcular

o seguinte limite:

1lim xP = (I1.38.)

Pelas Figuras II1.5. e II.6., pode-se notar que este resultado se
confirma, ou seja, vamos aproximar o valor real de )_tp pelo seu limite sob a con
dicdo de que a frequeéncia da fungao de comutagZo seja muito maior que a frequen

cia natural do sistema a ser controlado ("L‘n - 0},

A partir deste ponto em diante sempre estaremos considerando que

0 nosso sistema opera sob a condicao de 7, muito pequeno.

11.5.2 ONDULAGCAO NA SATDA

Vamos estudar o comportamento de uma grandeza relacionada com a

ondulacdo pico a pico da saida definida por:

_;3 . -1 - -
0 o - = g X - X (I1.39.)
pp o0 yn+9n - [ - = ]
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FIG. T1.5. - VARTACAO DA DERIVADA DA SATDA (:)) COM O INSTANTE DE
COMUTACRO @ TENIO © COMO PARRMETPO NA CONDICAD DE
PONTO DUPLO (£ = 1,5)
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FIG. I1I.6. - VARTACAO DO PONTO DITLO () €O O INSTANTE DE COMUTAGAO
o s TENDO © COSO PARRETRO (¢ = 1,5)
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Desenvolvendo a equacio {I11.39.) e impondo a condicao de ponto du
plo (%, = F) tem-se: ‘

el EI - ¢(Gn’1‘n)] F (11.40.)

o
PP

levando-se em corrta a equagao que determina o ponto duplo (II.34.), resulta:

Opp = s [ 1- 0@ 1) T = olr) 17! (8, 1,) (IT.41.)

A seguir, na Fig. (I1.7.) mostra-se o comportamento de Opp enm re-
lagao a 9. Por esta figura nota-se ainda que:

1im 0_ =0 ' (11.42.)

PP
Tn>0
o que enfatiza o fato anteriormente corentado de que se deve trabalhar com a

frequéncia do sinal de comutacdo bem maior que a frequencia natural do sistema

a ser controlado.

II.5.3 ESTABILIDADE DO SISTEMA EM MALHA ABERTA

0 sistema em malha aberta €, por hipotese, estavel: trata-se deum
sistera linear de 2a. ordem a ser controlado, com uma entrada u{r), relacionada

con o sinal de exro er.

Para ilustrar o método utilizado posteriormente, esta estabilida-
de pode ser confirmada a partir da equagac que descreve o funcionamento do sis-

+ema e malha aberta:

-

e () X * 2 (GnTn) (11.43.)

levando-se em comta a equagao que define a matriz de transigdo cb{rn) , pode-se -

obhter:

Y 7
s=-Tp [ot) ] =- (e In o5y (11.44.)



FIG, 11.7. - VARIACAD DE Opp EM FUNGAQ DO INSTANTE NE COMUTACRD
TENTIO T COMOY PARRETRO (7= 1,5)



AT
A = DeT [@(Tn)] = e . e (11.45.)

Observe-se que, nas equacoes anteriores TR [¢ (Tn):[ e o trago e
DeT [ci) {Tn)] & o determinante da matriz de transigdo.

Na Figura (I1.8.) apresenta~se o plano de parametros (A, ¢), para
sistemas discretos onde o interior do quadrilatero ABCD corresponde aos pontos
onde o sistema & estivel. Como se pode notar, o sistema de 2a. ordem aqui estu
dado & estavel para quaisquer valores do fator de amortecimento (£ > 1) e da e
lacdo entre a frequéncia natural do sistema e da frequencia da funcao de comu~

tacao af(r).

11.6. ESTUDO DO SISTEMA EM MALHA FECHADA

Para o estudo do sistema em malha fechada considera-se, alem da
equacio recorrente associada ao sistema (I1I.32.), a equacao (I11.16.) que deter-

mina o instante de comutagao:

mn+o) T ] = 0 (11.46.)
e que pode ser escrita, levando em conta (I1.8a.), (II.8b.) e (I1.9.), na forma:

AT = _
-a (1 - o) + Lp [yr -2 ’5n+en1 = 0 (11.47.)
Esta equacdo pode nfio admitir solugdo, pode ter solugao Gnica, ou

pode ter mais de uma solugdo para n . T2 T2 (n+l) T

No 19 caso estamos na sSaturagao Com On = ou G)n = 1. No 3° ca

so ocorrem reticencias, fenomeno este que serd estudado posteriormente.

Varmos estudar o caso em que a equacao (I11.47.) admite solugao Cmi

ca. Esta equacio pode ser colocada na forma:

3
o _ =T
1-0)+[y -¢

- ICI gn] = 0 (11.48.)
p
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PTG, 1T.8. - PLANO DE PARRMETROS (A, o) PARA O SISTEMA DESCRITO PELA
EQUACRO RECORRENTE (I1.43.) TENDO O FATOR DE AYORTECI - -
MENTO (£) COMO PARAMETRO
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o AT A0 T
como na matriz de transicao c;‘:((—)n'rn) aparecem termos em e e e noa

equacio (11.48.) € do tipo transcendente, n3o permitindo explicitar o, em fun -
cao do vetor de estado 3-:(11' A recorréncia associada ac sistema € uma recorréncia
implicita.

O ponte duplo desta recorrencia seri dado pelas equacdes (I1.34.)

reproduzidas a seguir:

F=[1- ¢(-sn)]“l (0,7, (I1.34,)

a
O

- (1-0 ) + [yr - §T oo t.) 3?’] =0 ' (11.49.)
. |

—~ - - - -7 - o~
Nio & possivel explicitar O, Ou X a partir destas equagoes.
Foi visto anteriormente que se deve usar N suficientemente pegue

no para se obter, na salda, ondulacgdes pico a pico de valores menores possiveis.
Sob esta hipotese pode-se aproximar (I1.49.) por

a
- }\0 1-0)+fy,-F]1=0 (11.50.)
p

de onde obtem~se, levando em conta (I11.38.)

{I1.51.)

Pela equacao (II.51.) nota-se que fixado um certo valor da refe -

réncia, a saida y = “{Z; tende a se aproximar cada vez mais de y_ se escolhermos

a
t

-
I
P
te relacao:

8.3 << 1. Chega-se portanto como critério de escolha do ganho kp a seguinte



FIG. 171.9. - VARTACRO DA LARGURA DE PULSCS (l-an) COM A BETERENCIA
TENDD A RELACAQ (ao/ }:’D) COMO PARAMETRO,



Na Fig. (I1.9.) mostra-se a variagao de (1-@n) com a referencia ,

(11.52.)

nota-se que esta variac@o € linear dentro da condigao imposta pela equagao

(11.52

11.6.1 ESTABILIDADE DO SISTEMA EM MALHA FECHADA

4233

gue

que €

bilidade local do ponto duplo pode ser muito trabalhoso, pois, como ja foi co -
rentado, a equacdo que descreve o sistema em malha fechada & implicita, propoe-

se portanto, wma linearizacdo destas equacBes sob a hipotese de 1 ser muito pe

quUeno.

2.

O sistema em malha fechada € descrito pelas equagoes:

It

k
P

a equacao do instante de comutagao.

Examinando estas equacoes anteriores nota-se que o estudo da esta

Assim, pode-se obter, por série de Taylor:

e

At
n

> = 3 +
Xnel ¢(Tn) }-(n ?(ann)

‘a equacao de estado do sistema e

a
o _ _ =T - ~1 -
-— en) * [yr e 9 (OnTn) )—(n] 0

(11.53.)

(11.54.}

(11.55.)
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‘A linearizac3o imposta a equacac (II.54.) pode ser escrita na for

ma :

a
o - et R =7
" (1 -0+ [yr e (I +Rot) kn] 0 (11.56.)
P
A partir desta eguagao pode-se entao obter o instante de comuta -

gdo €_ como uma fungao explicita do estado:

i

~T -
-g [I+Ax]

y X
1-0 = L S— = g(x) (11.57.)
a
° .glm;t] %
k - 134 -
P
Linearizando agora esta equagdo em torno do ponto duplo (g?, Gi)
onde:
1 - F = : (11.58.)
n L2, Tr : e
1+ )
k
P
Tem=-se:
1-0 = g@) v, & -F) > | (II.59.)

Na equacao (I1.59.) acima, considera-se V g(gp) como o_gradieht@

da fungao g(gn) no ponto duplo x¥ e define-se:

= 3 - % _ _
3n X, X (I1.60.)

A partir das equacgoes (I1.60.), (T1I1.59.) e (IL.53.) obtem-se fi -
nalmente a equacao que descreve ¢ comportamento do sistema no entorno de um pon

=7
to duplo X°



I

-~ i~ T ~D -
X, = {1 +[AR+bvgE)] T, P X - (I1.61.)
Retomando a equacao (I11.57.) pode-se obter o gradiente de g(%?) na
forma
p
§ 1+ Oh Alrn
v g = ~ =B, | (11.62.)
a
o 1+ ei AZTH
Definindo A* como sendo:
A T .~
A 2 T 4+ [E+ng(£)jrn - (11.63.)

A estabilidade do sistema em malha fechada no entorno do ponto du-

plo gp & estudada por analise do trago e do determinante da matriz A*:

1i

~TR(A%)

a
¥

| | K
A TR ei(-;R_) g
’ 8]

el
0

k .
DET(A*) =1+ (4 =2, 1+ L+ () -e) ]2 (r1.64.)
a

o

Na Fig. (II.10.) mostra-se o plano de parametros para sistemas dis
cretos (A ,d) onde o triangulo hachuriado corresponde a condicdes de estabilida-

de do sistema.

Retomando as equacoes (I1.64.) determina-se:

k
a) £+0+1"—“[1+(—P~)]T;‘1>0

aC)

k 1o

b) A—G+l=4+2(;\1+>\2)rn+[l+(—-P—-a )(1~2@n)] z; (11.65.)

' o)

k

Q) A=1+0q+ )t + [ (2 - @i)]f;

a
0
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0s pontos que correspondem a situacbes estiveis pertencem portanto a um conjun-

to © tal que:
0 é{po{g, e @/A<1l; A+o+1>0; A-0+1>01} (I1.66.)

A partir da Def. (I1.66.} e das condicoes (I1.65.) pode-se deter-
minar as condicdes de estabilidade, porém como estas equagoes sao fungoes de G)?1

vamos estuda-las para a condigao de pior caso.

a) A+ o+ 1>0 sempre

' k
B) -0+ 1>0 » 4+ 20+ 1)1 + [1+(—-s"—-)(1—ze§)1—c; > 0

a
O

Neste item, a condicio de pior caso &: Olrp1 =1, ou seja

K
44200 + 2T+ [1- (-;Em )2 >0 (11.67.)
(8]

c) A<l =~ (}‘1+A2)Tn+ BIRN . )(1_@?1)]‘[121 <0

&
Q

. . . - . - n _ .
Neste item, a condicao de pior caso e: &n = (0, ou seja

k
Oyq #0201+ L+ (D)2 <0 (I1.68.)

G

Estas duas condicdes aparecem na Fig. (II.11) e nota-se que para
T suficientemente pequeno, o conjunto solucao de (II.68.) engloba o conjimtoso

lugdo de (II.67.) no plano [(kp/ao) . Tn).

Na Fig, (I1.12.) a parte hachuriada corresponde a parametyos que
tornam o sistema estavel. Note-se ainda que (kp/ao} e limitada superiormente
para garantir-se a estabilidade do sistema, portanto nao podemos diminuir inde-

finidamente a relagdo (ao/kp) como era interessante, do ponto de vista de baixa
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ondulagao na saida.

A seguir, na Fig. (I1I.12) vé-se o plano de parametros para o sis-
tema em ralha fechada onde o interior do triangulo ABC corresponde a pontos que

apresentam estabilidade no sistema.

Nota-se ainda na Fig. (I1.12.) que situagoes estaveis podem  ser
obtidas fora da regifio suficiente de estabilidade correspondente 3 Fig., (II.11)

impondo-se uma limitagdo no instante de comutagao dentro do intervalo (o, 1].
Na Fig. (Il.13.) tem-se portanto, no plano ((—)i, Tn), as limitagtes
de Gn de tal forma que se garante a estabilidade do sistema nos pontos interio

res ao contorno ymais escuro para cada relagao (kp/'ao).

11.7. REGIAD DE COMUTACAQ NO PLANO DE FASE

Retomando a equacio (I1.14,) que descreve o sistema em malha aber

ta:

-~

x(r) = RX(™+6u® (11.69.)
os pontos singulares, devem satisfazer a condigao
x (1) =0 (11.70.)

Na equacdo (IT.69.) obtem-se dols pontos singulares:

) %
% - € 5o = | (11.71.)
“O 1 0 - AT M X

1
respectivamente para u(t) =0 e u(t) = 1.

0 controlador proporcional en estudo & tal que:




-0 o
e () <0~ 9 =1
a_ _
e (1) > >0 =0 - (I1.72.)
i
0 <e {1) < ° » 0< 3 < 1
- T - I n -
P
Deve-se notar que:
e (1) =y, - el x(n) = y.. = X (1) - %,(1) - (11.73.)
r T et - T 1 2 - » -

Com as duas equacoes anteriores, pode~se determinar o planc de fa
se do sistema e observa-se que os dois ponteos singulares anteriormente ciltados

sao em geral Pontos Singulares Virtuais.

Retomando a equagao (II1.72.):

2N v =iy L 1 _
30 =4 §) - ()
2 1
(11.74.)
- - 1
X, (1) = AZ x, (1) + uf{Tt)
Al
~ Portanto a equacio da trajetSria percorrida no plano de Fase €
obtida por integracio da equagao acima. Mo caso de u(r) constante:
Ao/ .
- -~ 2 50T
2,00 = kK DF @ -] P 2L (I1.75.)

2
onde k* = constante que depende das condigoes iniciais

u(7)

§(1) = ————t— | tarh&m constante
A, = A
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-~ . - e s
Sendo agora o ponto X~ correspondente a uma condigao inicial qual-

1

quer e X o estado alcangado mediante a aplicagao de

u(tr) = 0 durante o intervalo 9 T
nn

e X° o estade alcangado a partir de gl mediante a aplicagao de:

u{t) = 1 durante o intervalo én’fn

Pela equacao (I1.74.) obtem-se:

AT p A0 T
~32 -
XL‘ — XOelT‘l + 2 l:l_elnn]
1 1 A=)
2 ‘1 ‘
(11.76.)
AT X 2.0 T
iZﬂgerH B 1 [l_eznn]
2 2
Ay M

Na Fig, (II.15.) plota-se as condicoes dadas por (I1.76.) e nota -

se que o controle tende a levar:

~2 _ ~0 - 3
S | Xi
(11.77.)
—-;2 - ;{0 - ;-(LD
% 2 X5

11.8. RETICENCIAS

Durante o intervalo de tempo n .1 , (n*@ )t | tem-se m{t) < 0
mpo n n’ 'n

i 5
no instante (n+®n)Tn a funcio m{r) se anula e ocorre uma comutacao. Se even -
tualmente logo apSs o instante (n+8n)rn a funcao m(t) tender a ser novamente ne

gativa, ou seja:

mn{t) < 0 ' (11.78.)
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entdo ocorrera nova comutacdo, depois outra, e assim sucessivamente. Este feno
reno & chamado de Reticéncias.
No Apendice A, junto com o programa analdgico, apresenta-se um
circuito que deteta e inibe o comutador caso ocorra este fenomeno.
A condigdo (I1.78.) pode ser expressa na forma:
""1 R ( a() ) 1
11+@ '
K T
8 n
(11.79.)
a
T - o
S T e =y -
/a §n+9n T ( K ) n

Portanto, no presente estudo sO consideraremos situacdes tais que m(t) tenha uma

ou nac tenha solucao no intervalo [ n.T (n+@ )T ] pois quando ocorrer reti-

cBneias o comutador sera inibido e sO podéra comutar uma vez o intervalo de tem

po acima citado.

No apéndice A mostra-se o circuito detetor e inibidor de reticen-

cias.

11.9. SIMULACAD

1. A Fig. (I1.16.) corresponde a uma situagio estavel com baixa ondula -

cdo na salda com os seguintes parametros

a = (4,01
o

k = 1

P

T = 0,01
n

Nota-se que para a relacao

me coincide com a referencia flxaua.

(11.80.)

usada, praticamente o valor da saida em regi-



y(t)

t{=)

0 a0

FIC, 1I.16. - DESEMPENIID DO SISTEMA COM CONTPOLADNOR PROPORCTONAL
COMT 0S PARRMETROS DADOS POR 11,80,
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A Fig. (I1.17.) corresponde a uma situagao estivel, porém com uma on
dulag@o na saida, maior que no caso anterior, foi usado os seguintes

valores para 0s parametros:

a =1

o

kp =1 (11.81.)
T, = 0,2

Nota-se agora que a saida v(t) em regime € bem diferente do valor
da referencia fixada, porém satisfaz a equacao (I1.54.).

'\!f

* = - o I
0 dregime = 17 % » (11.82.)

3. A Fig. (I.18) mostra tres condicdes, uma estdvel e duas instaveis se-
gundo os critérios de estabilidade anteriormente determinados, os pa-

rametros sao dados por:

— a = 0,01 a = 0,01
an & =1 an 5ol E) =1
T = 0,05 T =0,5 r_ = 0,01
n 1l n

4, A Fig. {I1.19) mostra novamente tres condicoes, porEm, agora todas sao
estaveis tendo uma delas maior ondulacdo pico a pico que as outras;os

parametros sdo:

a = 0,25 a = 0,25 a = 0,25
0 0 0
EN) k. =1 B2 k=1 E3) k=1
(E1) o (E2) n (E3) o
T = 0,05 T = 1{.,5 T = 0,01
1l _ n n

Pelos resultades da simulacio pode-se notar:

1. A Fig. (I1.18.) condigao (I2) mostra que a variacao da derivada de



vit)

t(s)

FIC, 11.17 . - DESEMPENHO DO SISTEMA COYT CONTROLADOP. PROPORCIONAL
COM OS PARARITROS DADOS POR (11.81.)
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FIG, IT.18. - VARTACAC NO TR PO DE }_'rm ONDE (E) CORRESPONDE A
STTUACRO ESTAVEL E (1) INSTAVEL (v_ = 0,5)
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v(1) no tempo apresenta um comportamento pseudo-aleatdrio denominado fendmeno de

pulkin que caracteriza portanto uma situacdo instavel.

2. Na Fig. (I1.18.) condicdo (I1) ve-se uma oscilagao de alta frequencia,
superposta a derivada da salda que nfo € devido a ocorrencia de reticéncias pois

s3 foi permitido comutar uma {mica vez en cada intervalo de tempo [0, T].

Aparentemente estes valores dos parametros nfo instabilizam o sistema,isto
se deve ao fato que determinamos o dominio suficiente de estabilidade e a opera-
clo do sistema nesta dituaciio se encontra bem proxima da fronteira de estabilida
de.

3. Na Fig. (II.19.) condicao (E2) o sistema se apresenta estavel, porém ,

com uma grande ondulacdo na saida. Nesta condicdo o sistema chega em regime a

w1 ciclo limite estavel no plano de fase (xl, X,).
L

wn
L
[ty oy
M
[#y]
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CAPTTULO IiI

ESTUDO DX SISTEMA COM CONTROLADOR PROPORCIONAL MAIS DERIVATIVO

111.1. INTRCDUCEO

Apresenta-se novamente o sistema em estudo (como no capitulo ante
Tior) porém, associado agora com um controlador do tipo proporcional mais deri-

vativo.
Determina-se o corportamento do sistema em malha fechada.

I1T.2. MODELAENTO

O sistema agora em estudo (com o controlador P.D.) est3 represen-
tado no Diagrama de Blocos a.seguir. Note-se que o sistema ja aparece normali-

zade nas mesmas condicoes do capitulo anterior com k = k* w . Deste Diagrama -

obtem-se:
u( = £fm0] = £la + KLy, -y - k7 @] (I171.1.)
Portanto, levando-se em conta as equagdes que descrevem o sistema
tem-sel
X(t) = A xCt) +b £{ a(r) + kD[(yr-y(r) -k vy} (I111.2.)
Fazendo agora a transformacao modal proposta no capitulo anterior
obtem-se:

AX(t) + b ux)

T
et
~~
et
L
f1

(I11.3.)
g 0

ot
N

™
—+

L
[

)

b e ¢ sho calculadas pela equacio (II.14.), levando-se em

onde as matrizes A,
conta a equagao (III.3.) em (111.2.) obten-se a equacio diferencial ndo linear,

que descreve todo o processo em estudo.
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X (1I+kD)
p( ,

a(r)
A
nT (n+1)”=.n —
alt) | | _MW
%o
m(T}’ £ -
™ ) + Saida
__,__( e - 1 o~
* D* + 2:D + 1 y(1)

v e. ")
i
FIG.

IT.1. - SISTEMA DE CONTROLE COM O CONTROLADOR PROPORCIONAL MAIS

DERIVATIVQ, O PRESENTE DIAGRAMA JK ESTA NORMALIZADO E
D E O OPERADOR DIFEPENCIAL
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13ye

() = A R+ B fat) + k[, - g1+ 1) x0T} (T11.4.)
Portanto, o estudo do sistema se resume na solugao desta equagzo,

sendo que o metodo usado para isto sera o mesmo utilizado no capitulo anterior

(transformagoes puntuais).

Nao serd novamente estudado o sistema em malha aberta, visto que

€ idéntico ao do capitulo anterior.

I11.3, ESTUDO DO SISTEMA M MALHA FECHADA

O dinstante de comutacgfo € determinado novamente por:
m L(n+@n)”fn] = 0 , (I11.5.)
Lewvando-se em conta o controlador que se emprega, chega-se a:
ca(l-0)+k [y -3+ x. ] =0 (111.6.)
o n p “Yr = -n+@n i

Supondo a nao ocorrencia de Reticéncias, obtem-se as equacoes que
determinam o instante de comutagao na forma:

o, =1 o/ y <& +1] el k

n
% T 1 o~
o, =0 p/ y. > - + ¢ {1+ K4] X, (I11.7.)
P
%5 ~T LRy ~ 1 . ~T « -~
- (1—-@n) + D’r -e (I +1kY) Q(@nrn)z_cn] =0 p/ e [I+KA] ¢(Tn)§ni
P
a e
yri ‘ + e LI+1~:£\] En
k
P

Nota-se novamente que a equacgdo recorrente associada ao sistema €
implicita pois, pela equacdo (III.7.) conclui-se que o instante de comutagio ndo

pode ser colocado como uma funcao explicita do vetor de estado.

UNICAMP

I TR, L FTLRITE § S
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Ev-identermente o ponto duplo ):cp € tal que o instante de comutagao

e determinado por:

(1 —0)* [y, -8 (T+Koeer) F] =0 (I11.8.)

k ]

Tormande novamente a aproximacio T, Ser suficientemente pasqueno

pode-se obter:

a

(1-¢e) [
& k

Py

(1 - ;\'rn@n)] =y (I11.9.)

Nas TFig. (II11.2.) e (I11.3.) a segulr, mostra-se a variacao - do

= a
instante de corutacgaoc 8, en fungao da referéncia Y, para os casos krn > 1+ -2
- k
2 P
e ktr_ < 1+ respectivamente.,
" K
™

Nota-se por estas figuras que a variacdo de 0, com Y. niao € mais

‘linear como no caso do controlador proporcional visto no cap:l_tulo anterior.

IT1.3.1 ESEABILIDADE DO SISTEMA EM MALHA FECHADA

As equagoes que descrevem o sistema em malha fechada sio:

X .= s{t_ )X + o (B . I11,10.
T+ ( n} =n - (anll) : ( )
que € a equacdo de estado de sistema, obtida no capitulo anterior, e
2, - T ~
- — 9 + -— + v v b = ﬂ . *
- (1 ) y. -8 I+ q)mnwfn);_%] (I11.11.)
..’\p
que € a equacdo d¢e determinacfo do instante de comutacio para o controlador P.D.

sovarente deve-se salientar que o estudo de estabilidade em malha

fechada se restringe ao estwdo da estabilidade do sistema no entorno do ponto -






FICG,

1,0

ITI1,3. - VARIACAO DE (1 - ep) COM A REFERENCIA Y PARPA O CASD

a
k'rn<l+ 9
k
p
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duplo :Xp (estabi lidade local).

Considerando que se opera com T, suficientemente pequenc, as se-

guinte aproxima¢do para a equacdo (I1,10,) & valida:

%4 = OrAT )X +B8 (I1I1.12.)
Com esta mesma aproximacio obtém-se para a equagao (111.11.)
80 ﬁr:[\ — N o
- - - - ~ =
: (1-0) + [yr e (I + X1+ o) ;_cn] 0 O (I171.13.)
D

A partir desta equagido pode-se obter o instante de comutacao f-}n

como uma funcao explicita do estado SEH:

"‘T Ly - Ll
Y, " @ (I + KAY(T +Tn!\) X

¢!
1 - 0, = = o [En) (111.14.)
ao ~T - -
N - e (I+ KA (}\Tn) X,
p
Linearizando esta equacio en torno do ponto duplo (:xﬁ, (-}2) onde :
o) 8.0
- (:v:/ - T = = ] - »
1-9) [ - o (1 -kt Oi 3] =y, (I11.15.)
p
Tem-se:
1-0 2g' @) +<ve@ @), g -%) > (111.16.)

Considerando-se movamente pequenas variagbes em torno do ponto duplo X :

Yy =% 3P i v
X, X, - X (111.17.)

Leva~se agora as condicdes (I11.16.) ¢ {I1.17.) a equacdo (I11.12.) e chega-se a:
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§n+1 - { I +[?\ + 5 VT gv (}P)] Tn} Sﬁn (III.lB-)

Retomando a equacao (I11.14.) pode-se obter o gradiente Vg' (S'C'D) na
P g X

forma:
Iz
(1 + k}\l) (1 + E)*nrnkl)

vg (&) = 1 (111.19.)

X n'n

D

DeFinindo~-se a matriz A®* como sendo:

wcLre [R+B 7 o @1, | (111.20.)

A estabilidade do sistema operando em malha fechada com o contro-
lador P.D. pode sser estudada mediante a determinagao do trago e do determinante

da matriz A* no entorno do ponto duplo gf’

- *) = - - ol -
g = Tr(A ) 2 {}\1 2\2)1‘& + J(@_n » ]\)

(I11.21.)

>
]

Ay - _ . AP
DeT{(A*) =1+ ()\1 )\Z)Ln + 1(On , k)

As fungGes i e j podem ser determinadas pela equagao (III1.20.),sen

do:
B 2]
. 1 - k(—}n T
(e, k) = {1+ — y ok
H3
O+ ket
]\'. nn
p
(111.22.)
» i D
] oflin +k {1+ 0Ty Oy + 12)] ]
ie, k) = ?' n
°© 4+ kr &
u n
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As situacdes estiveis correspondem portanto Aquelas cujos parame-
rros definem pontos pertencentes ao conjunto ja caracterizado no capitulo an

terior, ou seja:

a) A+o+ 1 = i(ei,k) > 0

A situacao de pior caso se resume on determinar a dupla

(0, k) / MNi(E . K
s/a (111.253.)
A solugdo do problema anteriormente descrito &:

G ko) = (1,®) » i{l,») =-= . (I11.24.)

Impondo agora que i(@f1 , ¥) > 0 obtem-se:

a 1
Lo« (1 —22) . — (I11.25.)
kp Tn

satisfazendo-se a inequagao (III.25.) estaremos portanto satisfa-

sendo a rtestricac de estabilidade teferente a este iten {a).
A-1= (Ot a)r i ¥) - if , k) < O
b) IENCNER WIS S ICAR I
Tem-se agorda COmo situacao de pler casol

(0, ) / X SN IR G

0 < & < 1
- = (1I7.26.)

0 < k < (1 +—2) ——



A solugdo €:
| .
(8, » Ky = (0, 03~ G, 0) =30 ,m0y= @+ 1 (1127
%
portanto A& - 1 < 0 & satisfeito para :
K e
O+ Aty O —)r; < 0 (111.28.)

a
O

Fez-se uma hipdtese para obter o resultado acima, hipotese esta que fixaremos pa

ra a escolha de T,

T, < = - (111.29.)

) A -~o* 1‘—'—4‘*2(3\1"';\7)‘[!1

Za

+ i(@i LK) - 23 K> 0

Tem~se como situacao de plor caso:

5,k R C AR S IS ] G 3
(\JO , LO) / R {1(@n , KJ 3(0}1 , K} (111.30.)
[ 0 < < 1
\ ~“n -
s/a ‘
¢ 1
L 0< k < (1~ 0N =
X T
P n
A solucio deste problema €:
%o 1
(@ ’ k) = [_1 3 (1- + ) "‘—"] (_III.SI,}
o o X .
It n
A partir de (111.31.) determina-se que & = 0 % 1 > @ para:
L
Lo« - 1 (111.32.)
a L + (P\l + }\Z)Tn + 1
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Esta Yestricio faz com que sejan sdmitidas somente as relagoes
a : a
S s 1, porém, pela Fig. (111.3.) nota-se que & desejavel se ter L renor que 1.
|4 - kK
p p

Entao , em lugar de procurarmos O pior caso, vamos fazer com que &

regido de estabilidade no plano ((kp/ ao} . T_ﬂ) coincida com a regido determinada

para o controlador proporcional, dada pela equagao ((11.28.). Isto imposto, o}
sistema & estivel se forem verificadas simultaneamente as desigualdades:
- a ) |
k (1+—2) — _ (1)
k T
P n
L
_ , _
g Q\Z)Tn + (1 + ) )*{n < 0 (2)
o (111.34.)
d+ 200 AT v 1, K) - 2i(1, k) >0 (3)
b .
Satisfeita a relacao (2}, nota-se que & {3) engloba a (1}; nas

Fig., (I1I.4.) e (1 11.5.) sdo mostradas as regioes onde as equagdes (II1.34.} sao

sirultanearente satisfeitas. 5e USAImEs T, "peqgueno’’ e a relacio (kp/ ac) Yoran-

de" o valor do garho k deverd se restringlir a:

k .
S SO (111.35.)

kp ).1 + X

2
onde Rn e kv sao ©s ganhos do controlador P.D. usado.

Convem aqui frisar que se pode escolher uma outra regiao no plano

(—2-, 7.) para a qual O sistema € estivel, porém esta regido deve estar delimi
a _
o

tada por uma curva que esteja entre as dadas pelas equacoes (I1.70.) e (11.71. )

e evidentemente esta nova escolha levara a uma modificacao na regiao de estabili

dade da Fig, (ITL.4.).
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ITI.4. REGIAO DE COMUTACAC NO PLANO DE FASE

Cons iderando-se o plano de fase do sistema descrito pela equagao:

é(z) = A x(=) + b ult) (I11.36.)

. . ~5 - .
sendo ainda seus pontos singulares X, e ¥ anteriormente calculados, usando um

controlador P.D. temos:

[y - STT e KD) R(D <0 > 9 =1
r = _ = n
’m'éT(I+kf\)§{T)> %o > 0 =0
v, - & 21 > — n (I11.37.)
he
T a
O<y—e(1+k?\)x("f)< o -~ 0<0 <1
t. I' - k “3’1—
D

A pattir das condigoes (111.37.) determina-se as retas s € s' que

delimitam as regioes de comutacao:

s (L + kkl) Xy* (1 + k}‘z} Xy =V

. 1- b - T oz v - O
sty (L =+ :\Al) X {1+ }\AZ} Yy TV :

Na IFig. (1I11.6.) abaixo mostra-se o plano de fase com as retas s

¢ s’ para um determinado k escolhido.

Devido & dificuldade de interpretagao neste plano, a seguit mos-

tra-se as retas de comutagao para oS deis controladores em estudo no plano (xl,xz) .

pela Fig. (I11.7.) pode-se concluir que o ganho Lk faz com que ©
coeficiente angular das duas retas que delimitam a regiao de comutagao possa va

riar.

Pode-se adotar qualquer valor de k observando as restrigoes impos

tas pelo estudo de estabilidade. Na proxima seccio ¢ feito um estudo de deter-
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minacdo de k tendo como critério a obtencio de tempo minimo de estabilizagao da

saida.

f claro que a determinagao do ganho k para o critério de tempo mi
nimo de estabiliza gao terd como restric3o aguela ja determinada pelo estudo de

estahbilidade do sistema em malha fechada.

I11.5. ESTUDO DO PROBLIMA DE TEAMPO MINDNO

0 problema de tempo minimo associade ao sistema agqui em estudo po

de ser colocado na forma:

é(("c} = R X{x) + b ulr)
- (111.39.)
RSk R '

Dadas as equacoes de estado e saida do sistema propoe-se:

Problema: Determinar u(t) / 0 < u(1) <1 de maneira a

T
, f
MIN
dt - e . .
u(t) com condicoes iniciais e finals conhecidas
o

%0) =%, e X(TP =

A sua solucdo € encontrada no apéndice B e nota-se que para se in
plementar o controle em termpe minine em malha fechada, deve-se construlr una

funcio nao linear para a malha de realimentagao.

A obtencio e implerentagio desta fungao nos parece algo trabalho-
so. Propoe-se entio a utilizagdo de um controlador P.D. na malha de realimenta
cio ¢ determina-se o ganho k de tal forma que se tenha terpo minimo de estobili

. falh}
zacao da saida.
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No prresente trabalho sO se consideram casos, em que o sistema (pa

ra un dado X) comvirja assintoticamente e sem oscilagoes para o estado final.

Pode-s¢ entdo propror:

-

Problema: X(t) =RX +bul)
(111.40.)
~T
y(t) =e x (1)
f ' Tf u(t) = £ Eyr - QT g(r)]
MIN ! dt com x(o) = %O
| & 2
u(r) o> R R A
X(Tp) = X - ¢
Nas equacoes acima temos:
€ — vetor invariante no tempo e independente das condigoes

iniciais e finails impostas

& -~ vetor que indica a precisdo escolhida na aproximagao -
entre a solucdao de regime ﬁf e 0 estado no instante Tf.
f — fungho ndo linear indicada ne diagrama de blocos III.1,

considerando-se quie o problema de terpo minimo impOe que a funcao de controle S0
assuma os valeres extremos no intervalo em que & definida (ver apendice B), fi-

zemos e (I1I1.4.) a(t) = 0. Comparando as equagoes (IIT.4.) e (I71.40G.) temos:
¢ ' a4
{}r . (I11.41.)
X = =

A desterminacio de T serd feita por meio de proposigoes emumciadas
a seguir ¢ provadzs no apendice C.

. - -~ . - ~5
o trajetorXa que passa pelo ponto X, € atinge o ponto singular X, semne
nhuma cormutagao com u(t) = 0.
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o ©. - TrajetSxia que passa pelo ponto X, e atinge o ponto singular zci sen

nenhuma comutacac, com u(t) = l.

Na Fig. (I11.8.) mostra-se as trajetorias acima definidas, no pla

no (xl R xz).

A condicgdo de o sistema tender monotonicamente para o estado fi-
nal desejado, implica em que a trajetdria do sistema no plano de fase nao inter
cepta mais de uma vez a reta de comutacio (sO existe uma agora, pois a fungao -

de comutacio € zero).

A proposicdo 1, abaixo, determina as famflias de retas que teem

esta propriedade.

Proposicio 1: sendo a reta de comutacdo no plano de fase (5'(1, 5‘(2) definida por

st € R=v | (111.42.)

sendo ainda o ponto P tal quer P, = s {I’O U I’l} entdo a condicao para que

P, seja fnico 8 que: C=a . ¥y oul =g, v, onde y; e ¥, sao os autovetores

2
da matriz A e oy €0y sao constarntes.

Tomando-se o resultado desta propesico e as relagoes (I111.41.) ,

; = o,V 7 k=-1/>\2

(111.43.)

e
i

oL, Vo, > kK ==1/X,

L

Usando um dos valores acima, a trajetoria seguida pelo sistema no

plano de fase & determinada pela seguinte proposicao.

Proposicao 2: Se o vetor C satisfaz as condicdes impostas pela proposicao 1 en

tio qualouer que seja a trajetdria seguida pelo sistema, desde a condicio ini -
cial até o ponto Po onde ocorre a primeira comutacao, neste ponto ceme«;arz'{ oCoT

rer reticencias.



-7 -

~
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Na Fig, (II1.9.) vBem-se as trajetdrias seguidas pelo sistema des

de a condicio inic ial até o estado final desejado.

No Apendice A apresenta-se junto com O simulador do sistema, um

detetor de reticéncias que serd usado na simulacao em corputador analdgico.

Assim gque ocorrer reticencias, o circuito detetor inibe o comuta-
dor de tal modo a ocorrer ima Unica comutagao no intervalo In . T (n+1)-fn§ .
Isto faz com que se verifique pequenas oscilagoes en torno da reta de comutacao

porém, as amplitudes destas oscilacoes podem ser controladas pela variacao ade-

quada de Ty

Dentre os dois valores nossiveis de k obtidos anteriormente, es-

colne-se um deles de acordo com a proposigdo segulnte.

Proposicio 3: dentro das condigbes impostas pelas proposicoes anteriores,  se

tomarmos o vetor T tal que T = a, ¥, entao o tempo de estabilizagao & minimo.

retomando-se uma das equacdes (111.43.) verifica-se que a escolha

de ¢ = o, \22 acarxyeta numa escolha de K = -—1/}\1 que corresponde a uma situagac

Wy

estivel segundo as Figuras (III1.4.) e (II1.5.) determinadas no paragrafo ante-

rior.

Anteriommente determinou-se que:

2 1

k< - = (I11.44.)
Aot £

Pela proposigao 3 tem-se
k=- -2 = 1 < A (111.45.)
2
D\l g & [62 - 111/“' g
Portanto para qualquer fator de amortecimento, K = -1/)\1 € senpre

Lma solucdo estavel, dentro dos critérios aqui apresentados.

As pronosicBes anteriormente citadas foram provadas sob a hipote-
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se de a{t) = 0, porem, esta condigao leva a um controle do tipc Bang-Bang, ocor

rendo com certeza reticencias,

0s poarametros e T, sdo escolhidos suficientemente peque -

k
P

nos para que a trajetdria ndo se afaste muito da reta de comutagao. Reticencias

sio detetadas e iriibidas.

I11.6. SIMULACAO

Com o programa analdgico apresentadc no Apendice A obtiveram-se os

seguintes resultaclos:

1. Na Fig. (IT1.10.) veé-se a salda y(t) para tres valores distintos do ga

nho k* sendo que clois deles forneceu uma situacZo estavel e o outro fornece uma

instivel, os pararetros sdo dados por:

a = 0,01
@]

k =1

P

7. = (0,01
n

2, Na Fig. (III.11.) tem-se a variacao de V(t)} no terpo para trés condl -
cées distintas, sendo duas cstaveis e uma instdvel pelo critério de estabilidade

. . - -~ p - .
discutido neste capltulo, 0Os parametres sac os mesmos do grafico anterior.

I {k* =4 Bl {k* = 0,764 B2 {k* =10,1

3. Na Fig. {III.12.) véem-se trés situagbes instavels com 05 parametros -

dados por:
a = 0,0 a_ =0,01 a = (0,01
o 0
kn = 1 kp =1 kp =1
I ' 2 3
(11) T, = 0,5 (12) T =10,5 (13) T = [,5
n n n
ko= 4 k* = 0,764 k* = 0,1
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v{t)

k* = 0,764

FIC. TTI.10) - DESENPEMIO DO SISTEMA COM CONTROLADOR PROPORCIONAL MATS
DERIVATIVO COM k* = 0,1; k* = 0,764 (GANHO QUE PROPOR -
CIONA TRMPO DE ESTABILIZACRO MINTMO) B k* = 4. (y_ = 0,5)
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4, Na Fig. (III.13.) tem~se o plano de fase com o controlador proporcio-
nal mais derivatiwo de ganho k* = (0,764 que proporciona tempo minimo de estabi-

lizacio. Os valoxes dos parametros sio:

Y, = 0,5
a = 0,01
o

kK =71
P

T_ = 0,01
n

A partir dos Craficos anteriores, ohserva-se que:

1. YNa Fig. {II1.10.) ve-se que o sistema estabiliza mais rapido para
¥* = 0.1 do que para k¥ = 0,70640, Nao satisfazendo, entretanto, a restricao im

posta de ndoc se permitir oscilacoes da saida.

2, 0 Plano de Fase tracado na Fig. (TI1.13.) foi obtido permitindo que
houvesse no mAXimo ww comutacao no intervalo de tempo [0, T] e mesmo assim {de
vido aos parametros usados) a trajetdria seguida a partir da la. comutagzo foi

anroximadamente a reta de comutacao definida pelo controlador.
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CAPTTULD TV

CONCLUSUTES

IV.1. CONCLUSOES

Para alcangar os objetivos inicials propostos, foram obtidos nos

dois capitulos anteriores alguns resultados intermediarios que permitem concluir:

1. ONDULAGRO PICC-A-PICO

Supondo que os parametros escolhidos torner o sistema em malha fe
chada estivel, a ondulacho pico-a-pico na saida, dcpeis que o sistema entra em

regime ou seja, atinge um ponto, tem a seguinte propriedade:

Iim Q = { V.1,
. - 0
n
onde o parametro T, & tal que:
= T = 2 f r
T, T Wy T 2 . (fn/f) (1v.2.)

Sendo fn a frequencia natural do sistema linear controlado e £ a
frequéncia da funcao de comutacdo, pode-se obter baixa ondulagac na saida, fa -

zendo-se:

fn << £ | (Iv.3.)

Portanto, sempre que possivel, deve-se escolher a frequencia da -
funcao de comutagdo muito maior que a frequencia natural do sistema que se dese

ia controlar.

2. $ATUA - REFERENCIA (CONTROLADOR PROPORCIONAL)

- - . -~}
Depois de atingido um ponto duplo X7 tem-se:



1im 3_2: =
T = { G
n

(IV.4.)

usando T sufici entemente pequeno, tem-se portanto baixa ondulacao na saida

»

portanto pode-se escrever:

1
}f
a T
1+ (-—2)

I8,

1N

v(t)

(IV.5.)
final

£ desejavel que variando a frequéncia Yy, entre os seus valores ma
ximo e minimo, temha-se uma variacao da salda {em regime) também entre estes mes

mos extremos, para& isto, deve-se immor:

HE

(—2) <« 1 - Yfinal(t) (IV.6.)

Portanto, usando um controlador do tipo proporcional deve-se usar
um garnho no controlador bem maior que o valor maximo da funcko de comutac@o pa-

ra obter-se a maxima excursiao do valor final da saida.

3. ESTABILIDADE (CONTROLADOR PROPORCIONAL)

Pelo estudo de estabilidade em malha fechada, apresentado no capi
tulo II pode-se notar que a situagao acima descrita:

&
O

k
p

fn << f e ( ) << 1 (IV.7.)

torno o sistema esstavel,

Everitualmente, se quizermos haixa ondulagao pico-a-pico na saida,
mas, a relacdc entre a frequencia natural fn‘e a frequencia da tenszo de coruta
cao f wsada, for tal que o sistema resulta instavel, existe ainda a possibilida
de de garantir a estabilidade por limitacoes no instante de comutagao, como in-

dica a figura (II1.13.).

LUNIC ARMER
BIRIINTI L FLMTD A



. SATDA - REFERENCIA (CONTROLADOR PROPORCIONAL MAIS DERIVATIVO)

Novarente, considerando Ty suficientemente pequeno, tem=-se para a
- . -
saida em regime:

O % — - r
Yeinal {“-"——k + 1 ke (O Yﬁnal)}} Yo (1v.8.)
]
Pelo estudo de estabilidade <do sistema em malha fechada, com o

cantrolador propoxcional mais derivativo, determina-se aue uma das condigoes &:

%
kT < 1 =
n

(1v.9.)
k
Y

Impondo a restrigao acima em (IV.8.) conclui-se novamente que

a
- —~ - . - . -
maxima excursio da salda em regime € conseguida impondo:

23
O

. (IV.10.)
k .
D

.

ESTABILIDADE (CONTROLADOR PROPORCIONAL MAIS DERIVATIVO;

Sendo kv o ganho do derivativo, determina-se que para a faixa de
estudada, tem=se para estabilidade:

kﬂ
| - (TV.11.)
v £ A

Note-se que esta condicdo fol obtida irpondo que a regiao de esta

bilidade no plano ((ao/kp) , Tn) deste controlador, seja a mesma que para O Conl
trolador proporcional.

4. PROBLEMA DX TERPO MINDID

Por analise do plano de fase do sistema linear em estudo, determi

not-se um ganho do derivativo do controlador P.D. de tal forma que o sistema es
rahilizasse en termpo minimo e sem oscilacoes, no estado final desejade., O ga-
rho otimo & dado por:
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k“ . E B —— (I‘\}rDIZD)

Notez-se que este valor de k torna o sistema estavel.

7. RESUMO DAS CONCLUSOES

As ondicoes anteriormente comentadas, podem ser colocadas na se-

guinte forma redu=ida:

-~ Controlador Proporcional:

f << £

n

a

© << 1

k

D
k kn

Ko COm'(kv)Btimo Rt )
£ ?\1

1V.2. CONSIDERACAND FINAL

Com o controlador proporcicnal mais derivative Gtimc, obteve-se a

Fig, (IV.1.} que & o perfil da salda desejado (ver histdrico).
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~t 1
.‘\') T a = L,
t = 0,01
n
k =1

0,5

-
0,4

-
#
\\-vv—-w-du

] _
t(s)

40

- PERFIL DA SATDA DO SISTEMA DE Za. ORDEM

FIC, IV.1.



—-83 -

APENDICE A @ SIMUIADOR ANALGGICO DO SISTEMA EM MALIIA FECHADA

Nes e apendice apresenta-se o programa analogico do sistema em ma
1ha fechada que Foi implementado em um computador do tipo EAI-680., Passaremos

agora a descrevexr as partes deste programa.

1. SISTEMA LINEA® A SER CONTROLADO

Foi irplementado um sistema com.as seguintes caracteristicas:

£ = 1,5
0,5 rd/s

3

8]
n

o {a)

y{t)

/A
O

B0o3
Valores dos POTS.

pPOOL | 0,025

Ponz | 0,150

PO03 | 0,250

A entrada {a) sexa fornecida pela parte do programa que determina O .



2. CONTROLADOR 1X  REFEPENCIA

PO30 y

_ PO32 k*

v(t)

P 1 .
> , PD33 : }‘v

m{t)

[
e}
Cr¥
ol

==

P32
039 (b)
21— | 1
2030 —a(t) B
k* = 0 -  Controlador Proporcional

k* # 0 - Controlador Proporcional + Derivativo

3, CERADOR DA TEMSAQ DE COMUTACRD

Este circuito gera a funcao de comutac@io sincrona com uma onda -
ouadrada injetada na entrada do comparador, por um gerador de funcoes do tipo -

LP 3310 A. A frecuéncia do gerador poderda ser variada de acordo com o usuario.

PO61 | B.(1073/T)
019 aq

B 1 (M)
B 0 (NS)




Entrada

I

1

:I>l

4, INIBILOR

Nes te circuito, usa-se um ''Diferencial Logico” que gera unm pulso

(- 5 ps de durac@o) quando a sua entrada transita do estado "0" para BN

=

DIF

——l>->-—_l_
—{>o——l-

DIF

.ﬂ*\
('J




Can
LEL)

Por-tanto a largura de pulso (1 - Sn) & determinada pela primeira

subida de (h) em <ada intervalo de tempo correspondente a meio periodo de A,

5. GERADOR DE VARREDURA PARA O PLOTER

5020

-1

. <::> o o X; (PLOTER)
519

PENA
-1 }“—" DNT
i P

Corr o computador operando om normal seconds (RS) o potenciometro
502 fol determitiado para um tempo de oneracao- {OP) de 20 segundos fornecendo:

PO20 = 0,05



6. DERIVAIOR

Pare obter-se y(t) a partir de y(t), usa-se o seguinte:

G(s) = >
(1 ~A)s+1
Y{s) z(s)
———— G{:S] b e B
t
z(t) = Aaz(t) - z(t)dt + y(t)
0

Noter que: 1im G(s) = s - 1im z(t)
A1 O+ 1

It
]

(1)

0 valor de A foi calculado para que nmum intervalo de tempo bem me
nor que ¢ tempo de operacdo, a saida z(t) se aproximasse bastante do valor cor-
reto de v{t)

s L . . - . .

Definindo e = ¥{t)} - z{t) onde Vv(t} 2 a derivada correta ohti
da por saida do integrador AO0O e usando como condicoes iniciais ¥(0) = 0,5 e

-(0) = 0 tracamos o grafico da Fig. A.l.

Nota-se que no inicio o erro € grande, porém, usando A = 0,9 es
te se amila em aproximadamente 2 segundos que corresponde a 10% do tempo de si-
rulacao.

Mantendo z(0) = 0, tracamos o plano de fase (x,, X,) com o deriva

13
dor com parametros identicos aos da Fig. TI1.13. Por comparagao, nota~se  que

os dois casos sao pratlcamente iguais , ver Fig. A.Z.
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A seguir tem-se o circuito usado como derivador.

ot

]

P100
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t(s)

20

FIG. A1l - ERRO DO DERIVADOR £M FIRICAO DO TEMPO



-0

FIG.

(a1

A
i

~8Rm

2. - PLANO DE FASE (xl R Xz} ORTIDO USANDG O CIRCUITO DERIVADOR

ANTERIORMENTE DESCRITO.
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APENDICE B : CONTROLE EM TEMPO MINIMD

Seja o sistema linear:

[ é(?) = A x(1) + b u(x)
] {B.1.)
, T
L v(t) = e x(1]
i u(ty = (0,1)
MIN f dt sujeito a |0 = X
R i - F
0 Hamiltoniano para este problema €:
T T T - 3
H=1+P () [RE) *+5u@] (B.2.}
As equacdes canonicas sa
T 0 p/ P B >0
4{‘1*{—[-} —_ . (_B. 3;)
T
1 p/ P {t) 5 <0
P () =-—2 = K Px) (B.4.)
E %

Sendo P{o) a condicdo inicial para a equacao (C.4.) pode-se obter

a sua solugio:

~AT :
P(t) = ¢ . P{o) (E.5.)
Portanto, determina-se:
- -At
heo) 29'@) 6 = Po) e . B (B.6.)



Retomande a equacio (B.1.) obtem-se a equagio da trajetoria per-

corrida no plano de fase

- o L -~ _ CL . (S ’
%, =k X §] — | (B.7.)
2
conde:
o = AZ /Al
s uw* (T
Xy - }‘1

Definindo agora as curvas Yy e v, do plano de fase que passam -
]

. . ~f .
pelo estado final desejado X fazendo respectivarente u*({t) = 1leu*(r) =0

tem-s5e;

-
i
——
I

i

= J* S o - ; ¥ 2
k (Al xl) < X } (E.S.)

f
1

} fB.9.)

i
-
4y

!

- k*Dlil - i 1% - 1 70X, > X

A curva de comutacao serd portanto:
= U (B.10.
Y Y Y Yy { )

Na I'ig, (B.1.) mostra~se o plano de fase com as curvas de comuta -

cio v para cada estado final.

Na Fig. (B.2.) mostra-se o Diagrama de Blocos do sistema de con -
trole em tempo minimo, onde aparece na malha de realimentacdo a fungio nao li-
near que nos parece ser de dificil irmplementacao, por exemplo em computador ana

15gico.

Note que os estades finais escolhido sac tals que:



\ \ ‘

\\\\
{ —
?:;) %

FIG., R,1. — PLANO DE FASE MOSTRANDO AS CURVAS vy DE COMUTACAO PARA

DOIS ESTADOS FINAIS DISTINTOS -



~07=
+ 0. X
” 1
15 — I N AT
2 : ] . R
2 " . e viT)
X
<
i
1 —
+
LN it
& lJ -
X
1
|

L]

FIG. B,2. — DIAGRAMA DE BLOCOS DO CONTROLADOR DL TEMPO MINTAD
ONDE E_E O OPERADCR DIFERENCIAL
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s A
2 - - 1 . X < £ o5 (B.11.)
X 2
1
pois, pela transformcio x = P X teros:
0 < xi < 1 ¢ x§ = ( | (B.12.)

Portanto, o estado final gf sap pontos tais que xg =0 e x

do pela referéncia Y. @ que se quer atingir,

Para a construgao do Magrama de blocos em malha fechada, define-

5¢.
Cke 0L %)Y & o< %
1 5 N
2(xp) = (B.13.)
A
Pl USRS L 1 o/ %, 2%
L A, - A L=
; 2 "M 2" M
§§8§8

wn N
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APENDICE C - PROVAS DAS PROPOSICCES

Proposicao 1: Sendo a reta de comutacao no plano de fase (il s iz} definida por:

Sendo ainda o ponto P tal que: P =5 {I‘O u FI} entio a condigao para que P
seja (nico 6 que : L =0, ¥V, ou C=a v, onde V
_ - R | LT ¥
matriz A ¢ @, € &, Sao constantes.

1 € EZ sao 0s auto-vetores da

Prova:

0 pleno de fase (X, , X,) diz respeito A equagao

3o

x = A +3u(1) _ {C.1.)

154}

Integrando a equacao (C.1.) acima, obtem-se:

4 x d X
1 [ AR (C.2.)
M X T8 ) Ay xS

Cada uma das integrais acima fornece uma fungao do tipo logaritmica
que admite inversa, VPortanto as trajetorias no plano de fase sao descritas  por

uma funcdo que admite lnversa.

Logo, toda reta do plano [3{1 . SE?) paralela a um de seus eixos in-

tercepta as trajetoOrias em um unico ponto [PO). Mas, neste plano, os auto-veto -

}

ty

£
Lo

et

Tes ., a0 Ortogonais e paralclos aos eixos coordenados, portanto

1

1)

Ol

1
fl
)

1<}

oy = o, \EZ satisfazem a proposigao.

1
i

Proposicao 21 Sc o vetor C satisfaz as condicoes impostas pela proposicao 1, en

tio, qualquer que seja a trajetoria seguida pelo sistema, desde a condiczio inicial
até o ponto PO, cnde ocorre a primeira comutagao, neste ponto comecara a ocorrer

Reticencias.




Prova: Por absurdo

Supc» nhamos que o sistema parte de uma condigao iniclal qualquer e
segue uma determirw ada trajetoria (r, ou ryd entdo, quando esta trajetdria in-
terceptar a Teta <k e conutagao no ponto P, ocorrerd uma cormutacao para uma no-
va trajetoria, pociendo a principio acontecer duas possibilidades descritas pe-

las figuras abaixc>:

X

aan
{34
[¥2]
bt
|
—
wit
"

o
s
..)

(a) : ~(b)

A s tuacio {b} nio pode ocorrer, pois nfo satisfaz a proposicao 1,

£ P!
@, 7 .0).

Por tanto, a situacao possivel € o caso (a). A partir do Ponto Po’
a trajetdria volt = para o mesmo semi-plano de onde partiu e ocorrera nova comuta
CAo e assim suces Ssivamente, ocorrendo portanto reticencias e a trajetéria segui-

da serd a propria reta de comutagao.
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Proposicio 3: Dentro das condicoes impostas

-

marmos o vetor ¢ tal que U = a, V, entio o tempo

Prova: Seja (x; x,) o planc de fase do sistema

dido em 4 Tegives pelas retas de comutagao.

1
S, I X, = o~ X, =Y
1 1 3 2 T
1
S, I X, - 1 X, =y
. - “ .
2 1 3 2 T
L 2
As equacdes do sistema siao:
{ (1) = Ax(r) + b ulr)
| T
vit) = e x(1)
Em

urz condigao inicial qualquer (XEU R xjo] I
e

pelas proposicoes anteriores, se to

de estabilizacdo € minimo.

em estudo, este plano € divi-

(C.3.)

(C.4.)

ode-se linearizar -

as trajetdorias no plano (%] xz) e obiem~se:

dx
N = Xon = oo X “({C.5.
27 X0 T (g By 7 Xye) (C.5.)
dx.
X1
onde
dx X
. 2 { ul(t) -
( - )O = - 1 + (Al + }7) i __JL;L (C.G.)
dx X - X
1 20 20
Para ura mesma variacgao &xl =X XIO pequena, pode-se calcular
(x,), e (x,} aue sdo os valores da ordenada x, quandc percorremos uma traje-
271 2o ¢ 2" :

toria do tipo Fl e do tipo FQ

respectivamente.,

€.7.)
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Nota-se pela Fig. (C.1.) que se X, pertencer a regifo II ou IV as

e X - £
duas trajetdrias possiveis terdo somente os pontos X, € X' em comum e tem-se:

~ Regiap I1 : AX} >0 - (xz}l - (xz)o > 0, portanto se a reta de comutagao
for Sy esta permitird que a trajetdoria seguida seja tal que (xz)1 > (xz)o.

- Regiao IV : Axl <0 - (xzjl - (xz)ﬂ > 0, portanto se a reta de comutacao

for s, esta permitira que a trajetdria seguida seja tal que (x), < (x,)4-

Se a condicdo inicial pertencer a regiao I ou III, se usarmos tan

s, ou s, como retas de comutacdo, as trajetorias serdo coincidentes até ocorrer

1 2
a primeira corutacao (sobre s,), portanto, a linearizagao anteriormente feita -
, 2 C

sobre X sera agora feita sobre este ponto que chamaremos Xeo fornecendo:

L

}f
. - - - T
(32)0 (xz)C N Axl {(C.8.)
1 - yr
(xg)l - (xzjc = . Axl {(C.9)
20
- Regizo I : axg < ? - (XZ]G - EXZJC < 0, portanto se a reta de comutagao ~
for s,, esta permitira que a trajetoria seguida seja tal que {x7)o < (XZJC'

- Regiao ITI: Axy > 0 - {xz)l - {XZ)C > 0, portanto a reta de comutagao s

permite scguir uma trajetoria tal que (x7)1 > (X7)c’

Portanto a reta de comutacao Sq faz com que a trajetoOria seguida,

tenha sempre para um mesmo x, un valor x, maior em module que a trajetdria se-

1
guida usando a reta de comutacao Sy

2

Porém:

4. = X (C.10.)
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A pa—wtir da condigdo inicial X, @ velocidade instantanea com que

y se aproxima de e:
-r

dy

{C.11.)

% > v (C.12.)

entdo, para o sist -<ema transitar do estade inicial Xy até um estado X qualquer,

com a reta de comz tagao X 51 O Tempo gasto Serd REenor ou igual aoc gasto para

transitar do estac® o inicial até um estado x, qualquer com a reta de comutagao -
b

s, ou seja, se!

At ={x = x;1}
Sq ~0 ~1
(C.13.)
AT = { X, X, h
el - o
tem-se:
&TS < ATS (C.14.}
1 2
Port-—anto, entre as duas possibilidades, tem-se que a reta de comu
tagho s, Procuz wrr tempo de estabilizacio minimo da salda




10.
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