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Resumo

Neste trabalho de tese, estdo aqui apresentadas algumas ferramentas de
desenvolvimento para duas formulagdes distintas do Método dos Elementos Finitos
(MEF), nodal e com elementos de aresta, que, seguidamente, sdo aplicadas na andlise
de estruturas foténicas. Numa primeira etapa, trés programas gerados em Matlab®
foram produzidos com o intuito de simplificar, estimular e facilitar o aprendizado do
MEF; contudo, no ambito da pesquisa, estes também mostraram-se eficientes em
contemplar a possibilidade do desenvolvimento parcial de explorar novos codigos e
formulacbes em elementos finitos. Na seqliéncia, estes programas sao devidamente
utilizados na simulacdo de algumas estruturas fotdnicas lineares ou n&o-lineares,
através de codigos elaborados em Fortran. Em principio, nestas estruturas destacam-se
trés pontos principais: a geracdo de novas condicbes de camadas absorventes
perfeitamente casadas (Perfectly Matched Layers) para meios nao-lineares; a proposta
de um novo guia de onda planar utilizando cristais foténicos, para reduzir os niveis de
poténcia critica no fendmeno de biestabilidade 6ptica; e, por ultimo, a obtencdo de uma
nova fibra éptica monomodo, com cristais fotbnicos, possuindo uma regido de

invariancia bem superior aguelas comentadas na literatura.



Abstract

In this thesis, it has been implemented some numerical and symbolic tools to
help in the development of computer subroutines of the Finite Element Method using
two distinct formulations, with nodal and edge elements, applied to analysis of photonic
structures. In a first stage, three computer programs were developed using Matlab® to
simplify, to stimulate and to make easy the learning of the MEF. Concerning the
research aspects, such programs have been shown to be efficient in the development
and exploration of new computer codes and formulations in the MEF. Following, they
also have been used to simulate some linear and nonlinear photonic structures, written
in Fortran. At first, three main aspects have been considered: a series of new boundary
conditions (Perfectly Matched Layers) for nonlinear media; the proposal of a new planar
waveguide using photonic crystals, to reduce the critical power in the bistability
phenomenon; and, finally, a new topology of a monomode photonic crystal fibers having
a wider range of such characteristic than the conventional ones explored in the

literature.
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Capl’tulo 1 — Introducao

No primeiro capitulo desta tese, encontra-se uma descricdo daquele que é o
objeto principal de estudo, o Método dos Elementos Finitos. Inicia-se por um breve
histérico do método e, em seguida, comenta-se sobre a apresentacédo e consideracoes
gerais sobre a organizacao e conteudo de toda a tese.

1.1. Historico do Método dos Elementos Finitos

Atualmente, o Método dos Elementos Finitos (MEF) tem sido utilizado em
inUmeras areas da engenharia e ciéncias da terra, que usam modelos de natureza
caracterizada por equagdes diferenciais parciais. De fato, por se tratar de uma
importante ferramenta computacional numérica e cientifica, o MEF tem tido um grande
impacto na teoria e pratica de métodos numéricos desde meados do Século XX,
inclusive na éptica e nas telecomunicacoes.

Infelizmente, dizer exatamente quando deu-se inicio a este método € uma
situacao um pouco complicada, pois recai no problema basico de definir exatamente o
que constitui o “Método dos Elementos Finitos” .

Para a maioria dos matematicos, sua origem esta associada ao apéndice de um
artigo de Courant [1], onde s&o discutidas aproximacgoes lineares continuas por parte,
do problema de Dirichlet, em um dominio usando tridngulos. Por outro lado, a
aproximagao variacional de problemas em uma malha com tridngulos vem de muito
antes: 93 anos!! Em 1851, Schellbach [2] propds uma solucao, tipo de elementos finitos,
para o problema de Plateau onde deseja-se determinar a superficie S, de area minima,



englobada por uma dada regido fechada. Schellbach usou uma aproximagao S;, de S,
com uma malha de triangulos nas quais a superficie foi representada por fungdes
lineares continuas por partes, onde, entdo, ele minimizou S com relagcdo as
coordenadas dos hexagonos formados por 6 elementos (ver [3]). Enfim, comparando-se
os dois trabalhos nota-se certamente a mesma técnica de elementos finitos quando
comparada aquela de Courant.

Apenas para se ter uma idéia, ainda existem alguns que associam a Leibnitz as
idéias por detras do MEF. Isto se deve ao fato de que ele usou aproximacoes lineares
do problema da braquistécrona, proposto por Bernoulli em 1696. Com a ajuda de suas
novas ferramentas de calculo, Leibnitz deduziu a equacgéo diferencial que regia o
problema. Entretanto, dois séculos e meio depois foi verificado que as aproximacoes
Uteis das equacgdes diferenciais poderiam ser determinadas, ndo necessariamente
utilizando aproximagoes infinitesimais, como no calculo, mas mantendo elementos
finitos em tamanho. Esta idéia, de fato, é a base do termo “elementos finitos”.

Por outro lado, na engenharia, uma grande parte da comunidade [4]-[5]
considera o trabalho de Turner [6] o marco inicial do MEF. Naquele trabalho, um
genuino esforco foi feito na aproximacao local de equacdes diferenciais parciais em um
problema de elasticidade, e no uso de estratégias de montagem essencial ao MEF. De
fato, este trabalho esta associado a famosa fabricante de aeronaves, Boeing Company,
pois no inicio dos anos 50 esta encomendou uma solucado ao professor H. C. Martin
(autor de [6]) sobre os problemas de analise estrutural em suas aeronaves, uma vez
que as altas velocidades de seus avides a jato requeriam novos projetos de asas, assim
como novas ligas e materiais na concepg¢dao geral da aeronave, a fim de se obter
minimo peso, melhor desempenho, e, 0 mais importante, seguranca de véo.

Contudo, foi apenas em 1960, com um artigo geral de andlise de problemas de
elasticidade, que Clough [7] realmente nomeou estas técnicas como o “Método dos
Elementos Finitos”. Dai em diante, estes anos 60’s serviram para divulgar este novo
método, ao mesmo tempo que a comunidade reconheceu sua potencialidade.

Todavia, muitos estudiosos e pesquisadores afirmam que foram as famosas
conferéncias em Deytona [8], EUA, sobre o MEF, que realmente serviram para
impulsionar e desenvolver o método. Realizadas em um laboratorio da Forga Aérea



Americana, nos anos de 1965, 1968 e 1970, estes encontros levaram especialistas do
mundo inteiro a discutir os ultimos triunfos e fracassos do método. Nestes volumes,
pode-se facilmente encontrar alguns dos primeiros artigos sobre metodologias classicas
e conhecidas do MEF. Apenas no primeiro volume, por exemplo, pode-se encontrar as
aproximacoes de Hermite [9], Chi-cubicas [10] e métodos hibridos [11].

Associado a tudo isso, ainda no final dos anos 60, foi publicada a primeira edicao
do livro de Zienckievisk [12], que até hoje ainda facilita o ensino e divulgacdo do MEF.
Um outro livro, podendo-se também posicionar como um classico nesse assunto
voltado para eletromagnetismo, é o de Silvester [13], sendo este autor um dos pioneiros
no estudo de microonda utilizando o MEF em 1969 [14].

Atualmente, naquele que é o objeto de estudo desta tese (dispositivos dpticos e
aplicagcdes gerais em telecomunicacdes), pode-se afirmar que os dois livros mais
usados, conhecidos e respeitados sao os dos renomados Jim [15] e M. Koshiba [16].
Muitos outros bons livros existem, e podem surgir, mas para este trabalho, além de
muitos artigos lidos de periddicos internacionais, estas duas Uultimas referéncias

ajudaram bastante no aprendizado e desenvolvimento do presente autor.

1.2. Motivacao da Tese

Dentro das motivagbes, pode-se citar a elaboracdo de programas numa
linguagem de alto nivel, cujo objetivo era gerar ferramentas capazes de serem
utilizadas num ambito geral do Método dos Elementos Finitos, independente da area de
atuacao do usuario. Em sua concepcdo, estas possuem o papel de auxiliar no
desenvolvimento de programas no MEF em C, FORTRAN ou MATLAB, através de sua
capacidade em gerar matrizes elementares, e possibilitar manipulacdes vetoriais. Além
disso, também deve-se citar seu carater didatico, uma vez que estas poderiam ser
facilmente utilizadas no auxilio ao ensino do MEF em diversos niveis de aprendizado.
De fato, isto ficara mais tarde comprovado, ao longo dos Capitulo 2 e 3.

Um outro importante ponto que motivou este trabalho foi o de que, desde o inicio,
existia a possibilidade de tentar construir propagadores nao-lineares eficientes, uma vez
que tal caracteristica ndo-linear cria dificuldades inerentes ao MEF, naquilo que diz
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respeito ao elevado tempo de simulacdo, mas que, por outro lado, contempla
positivamente a possibilidade da abordagem de efeitos ndo-lineares no meio material
em estudo.

E, finalmente, uma das Ultimas motivacées foi o uso de cristais fotbnicos em
guias de onda. De fato, pode-se dizer que uma experiéncia passada do autor com
dispositivos dpticos, Optica ndo-linear e aplicagdes gerais (incluindo grades de Bragg,
acopladores [18]-[19], chaveadores, efeitos de modulacao, biestabilidade éptica [20]-
[21], etc.), associado a grande exploséao e divulgacao das chamadas Photonic Crystal
Fibers (PCFs) durante os Uultimos dois anos e meio, também serviu para o
aproveitamento de tudo aquilo estudado e propor-se alguns trabalhos nesta linha de

cristais fotonicos.

1.3. Contribuicdes da Tese

Em principio, pode-se afirmar que este trabalho de tese possui trés principais
contribui¢cées, do ponto de vista do autor, conforme discutidos a seguir:

1- O desenvolvimento de ferramentas didaticas e cientificas para o
aprendizado e elaboracdo de codigos em elementos finitos usando
linguagens C, FORTRAN ou MATLAB. Tais ferramentas consistem em
uma série de trés programas em Matlab® descritos detalhadamente no
Capitulo 3. A natureza didatica estd associada ao fato de que tais
programas podem, facilmente, simplificar e ajudar bastante o
aprendizado do MEF. Por outro lado, o carater cientifico e inovador
esta presente na possibilidade de se gerar matrizes elementares™ no
MEF, inclusive as de natureza bastante complexa e que nao se
encontram tabeladas em livros e/ou periédicos;

2- A elaboracao de propagadores de feixes Opticos em meios materiais
que podem possuir permissividade elétrica nao-linear. De fato, o
grande mérito esta associado a utilizacdo de técnicas de passo

* Tal definicdo sera devidamente explicada e comentada no Capitulo 2.
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adaptativo, durante a propagacéo, para conseguir-se uma melhoria do
tempo de simulacdo e, outro importante ponto, o uso de novas e
eficientes técnicas de condicdes de contorno;

3- A utilizagdo de cristais fotbnicos em guias de onda planares e
circulares (PCFs). No primeiro caso, o objetivo foi utilizar esta nova
técnica para reduzir os niveis da poténcia de chaveamento que define
os efeitos de biestabilidade éptica. Por outro lado, nas PCFs, a idéia foi
aplicar todo o potencial dessa nova técnica para obter fibras com uma

maior regido monomodal, propondo o uso de uma nova geometria.

1.4. Organizacao da Tese

A redacdo deste trabalho de tese esta distribuida em seis capitulos e um
apéndice. A escolha e divisdo do conteudo de cada capitulo foi feita com a intengao
principal de que o leitor possa entendé-los da maneira mais simples e independente
possivel, mas sem comprometer a conexao entre 0s mesmos, ou seja, dependendo do
nivel e interesse do mesmo, este pode ler e compreender qualquer capitulo sem a
obrigatoriedade e necessidade de recorrer a outros.

Este Capitulo 1 apresenta as linhas gerais da tese, explicitando um breve
histérico do MEF, a motivacéo desta tese, bem como os objetivos e a organizagéo geral
deste trabalho, através de uma breve discussdo sobre o conteudo de todos os
capitulos.

O Capitulo 2 descreve os principios basicos do MEF. Esta introdugcdao é
importante, pois servira para esclarecer e/ou introduzir o método numérico, bem como
esclarecer o conteudo e as funcionalidades dos programas mostrados no capitulo
seguinte.

Em seguida, o Capitulo 3 mostra os trés programas desenvolvidos em Matlab:
NODAL23D, EDGE2D e MNT23D. Uma vez devidamente introduzido o MEF, os dois
primeiros programas possibilitam ao usuario montar e criar, de maneira rapida e
eficiente, matrizes elementares para as formulacées nodal e com elementos de aresta,

respectivamente. Ja o MNT23D é uma ferramenta de manipulagdo vetorial, também
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feita em Matlab, que contempla a possibilidade de integrar-se aos outros dois
programas citados anteriormente, e/ou simplesmente auxiliar no desenvolvimento de
novas formulagées, como de costume no grupo de trabalho.

Uma vez utilizados os programas citados anteriormente, parte-se para 0s
Capitulos 4 e 5, que consistem na elaboragcdo de propagadores néao-lineares e
aplicacb6es em cristais fotbnicos, respectivamente.

Em uma primeira visdo, o Capitulo 4 discute e apresenta os propagadores com
passos adaptativos e condicdes de contorno eficientes para as situagdes nao-lineares.
Ja o Capitulo 5 apresenta resultados de algumas idéias inovadoras com o uso de
cristais foténicos em guias de onda planares e fibras épticas.

No Capitulo 6 sado discutidas as conclusdes gerais desta tese, bem como
perspectivas e propostas para trabalhos futuros e, finalmente, no apéndice, sao

apresentadas publicacdes relacionadas com este trabalho de tese de doutorado.



Capl’tulo 2 — Método dos Elementos Finitos

Neste capitulo, serda apresentado o principio geral do Método dos Elementos
Finitos (MEF). Para explicar e facilitar o entendimento do método, em alguns momentos
fez-se necessario comentar alguma formulagdo especifica, sendo, neste caso,
considerada a formulacdo nodal, onde as incégnitas do sistema matricial estdo
localizadas nos nés dos elementos da malha (apenas elementos triangulares e
tetraédricos serao aqui abordados).

Com efeito, sera mostrada a formulagcdo para ambos os dominios, bi e
tridimensionais. Também deve-se salientar que a explicagdo abordada € baseada na
familia dos métodos residuais, no caso o Método de Galerkin, devidamente comentado
mais adiante.

A idéia principal deste capitulo é introduzir o MEF para, entdo, poder explicar,
devidamente, as ferramentas do proximo capitulo, nas quais supdem uma base em
elementos finitos. Na segunda secdo, sdo feitas algumas consideragdes que

possibilitam a conexdo com os programas introduzidos no proximo capitulo.

2.1. Descricao do Método dos Elementos Finitos

A seguir, sera dada uma explicagdo, com detalhes e certos rigores matematicos,
sobre a formulacdao do MEF. Contudo, para clarear a explicagdo seria interessante
ressaltar, através de um exemplo, a idéia geral por detrds do MEF, o que facilita

bastante o entendimento daqueles nao muito familiarizados com o método.



Em especial, este ultimo ponto € algo que os livros normalmente ndo deixam
claro o suficiente, uma vez que a abordagem dada é quase totalmente matematica,
visando o rigor do método, mas, em contra partida, dificulta o entendimento daqueles
completamente leigos e incipientes sobre o assunto.

De fato, apenas para ilustrar, este fato possui uma conseqiéncia direta, sem
duvida alguma, sobre o estigma criado de quanto o Método dos Elementos Finitos é
dificil e complicado, quando comparado ao Método das Diferencas Finitas, por exemplo.

Pensando exatamente nisto, comentado no paragrafo anterior, e definindo uma
das principais caracteristicas e estilo do autor, assim como do trabalho num todo, este
capitulo tentara explanar de uma maneira simples o MEF, mas ao mesmo tempo
mantendo uma conotacdo suficientemente rigorosa, matematicamente, sem perder os

fundamentos e a precisao dos resultados.

Gerador da malha

.

Cédigo do MEF

A 4

Visualizacao de
resultados

Fig. 2.1. Fluxograma de um problema de elementos finitos.

Em linhas gerais, o procedimento padrdao para a solucdo de um problema
qualquer, utilizando o MEF, pode ser resumido a um esquema de trés passos basicos,
conforme o fluxograma ilustrado na Fig. 2.1.

Num primeiro passo, deve-se definir a malha dos elementos finitos para a
estrutura que se deseja estudar, i.e., gerar as coordenadas dos nds da estrutura; indicar
a conectividade entre os nés de cada elemento; entrar com as propriedades dos
materiais presentes em cada elemento; e, por ultimo, aplicar as condicbes de contorno
apropriadas nos nés apropriados. Existem diversos programas, alguns comerciais e
outros gratuitos, eficazes e eficientes; como exemplo, pode-se citar Gid, GMSH, Amtec,
etc. [23].

Em seguida, aplica-se o coédigo do MEF apropriado, podendo ser um problema
de analise modal ou algum tipo de propagador, que consiste em: ler todas as



informagdes da malha; montar as chamadas “matrizes elementares”, que fazem a
conversao dos operadores diferenciais do modelo em uma série de contribuigbes
individuais, ou seja, atribui-se uma contribuicdo para cada elemento; somar todas as
contribuicdes das matrizes elementares, para montar as chamadas “matrizes globais”
do sistema matricial; e, finalmente, resolver o problema em questéo.

Uma vez resolvido o sistema, o ultimo passo consiste em retomar os resultados
numéricos e resgata-los fisicamente através da visualizacdo das incognitas, ou
manipulacdo destas para se conseguir alguns outros parametros inerentes e
particulares a cada tipo especifico de problema.

Dentro do primeiro passo, serd abordado aqui apenas dominios bi e
tridimensionais, dentre os quais aqueles mais usados sao tridngulos, retangulos,
quadrilateros, cubos, hexaedros, tetraedros, etc.

Do ponto de vista de formulacao, e diversos tipos de elementos, este trabalho é
direcionado apenas para elementos triangulares e tetraedros, por serem os dois tipos
mais utilizados em microonda e Oéptica [24]-[26]. O motivo disto certamente esta
relacionado ao fato de que em problemas bidimensionais, por exemplo, elementos
triangulares podem facilmente aproximar qualquer secdo planar transversal, e, por
analogia, os tetraedros para o caso tridimensional. Com efeito, este processo de
discretizagdo da geometria em elementos e nds corresponde exatamente ao termo
‘malhar”.

Ao modelar-se um sistema fisico com o MEF, faz-se necessério resolver uma
equacao diferencial com uma formulagéo integral equivalente. Existem dois métodos
classicos para resolver tal problema: o Método de Ritz e o Método de Galerkin [15].

O Método de Ritz, também conhecido como Rayleigh-Ritz, € um método
variacional no qual o problema é modelado em termos de uma expressao variacional,
denominada “funcional”. A solugédo aproximada é obtida minimizando o funcional com
relacdo as variaveis que definem uma certa aproximacao da solucdo exata. Quando o
sistema é ndo-conservativo, ou seja, com perdas ou ganho, este procedimento traz
alguns incovenientes, sendo esse um dos motivos dele estar em desuso durante os

ultimos anos em problemas de modelagem de dispositivos épticos [16],[25].



Em contrapartida, o Método de Galerkin pertence a familia dos métodos residuais
que, como o nome indica, buscam a solugcédo através de um residuo. Um dos pontos
positivos deste método é que mesmo o sistema sendo nao-conservativo, ndo se perde
o sentimento fisico por detras do mesmo. O procedimento a ser mostrado durante toda
esta tese é baseado no Método de Galerkin. Para uma excelente e detalhada leitura
sobre histérico, formalismo rigoroso e entendimento, o autor aconselha a leitura de [27].

Dando, entdo, inicio a explicacao do MEF, pode-se afirmar que a metodologia
proposta comeca a partir de uma transformagao de coordenadas dos dominios 2D e/ou
3D. Em principio, deve-se obter uma equacéao diferencial para a geometria selecionada
semelhante aquela mostrada em (2.1):

LO=f, (2.1)

onde L é um operador diferencial, @ é o campo e f a fonte. Para simplificar o
entendimento dos operadores e do método, assumir-se-4 um exemplo consistindo em
um problema de propagacédo de um feixe 6ptico em uma regiao sem fontes. Neste caso,
pode-se pensar em uma estrutura semelhante aquela da Fig. 2.2, sendo x, y e z as

coordenadas do sistema cartesiano.

-
i

/o

Fig. 2.2 Guia éptico integrado do tipo costela.
Para o modo TE, o0 modelo matematico pode ser expresso por:

or o &
o7’ ! oy’ T +nk (B, =0, (2.2)

sendo n o indice de refracdo do guia, e ky o nimero de onda. Em seguida, assumindo

uma solugdo do tipo E (x,y,z)=e (x,y,z)exp(—jk,n,z) chega-se a:
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0’ ) o 0 0
{——ijonoa—z'i‘yﬁ‘yﬁ-kg(nz_ng)}ex:O, (23)

onde ny é o indice de refracdo efetivo. Comparando-se as Equacgdes (2.1) e (2.3) pode-
se facilmente identificar os operadores L, a incégnita @ e a fonte f que, neste caso, é

nula.
O préximo passo (inerente ao formalismo de Galerkin) consiste em definir a
formulagéo integral equivalente. Para isso, aplica-se a definicdo de produto interno [27]

em ambos os membros da Equacao (2.1), utilizando uma funcdo pesow, ainda

desconhecida, sobre um dominio £2, resultando na seguinte equacéo:

jQw.qu dQ:jQw.fdQ, (2.4)

sendo w a funcdo de teste ou peso, e £2 o dominio espacial do problema.

Nesse momento, deve-se ressaltar que o dominio (2 ainda é continuo, assim

como todos os operadores. Num problema de elementos finitos, esse dominio espacial

corresponde exatamente aquela geometria onde aplica-se a malha, ou seja, no exemplo
em questdo, 2=x,y).
Desse passo em diante, da-se inicio a discretizagdo do problema. No MEF o

dominio é particionado em subdominios mutuamente exclusivos chamados “elementos”

(£2), ver Fig. 2.3.

Ql 92

@fa,

IJEL
Q=30
=1

Fig. 2.3. Dominio de discretizagao.

Desta forma, a incognita do problema é aproximada por uma expressao da

seguinte forma:
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® =2 dic; =10} {c}, (2.5)

sendo ¢ um conjunto de fungdes de base, N o nimero total de nés, e ¢; os novos

coeficientes desconhecidos a serem calculados nos nés dos triangulos ou tetraedros.
Ainda relacionado a Equacéo (2.5), ela sera importante pois ajudara a entender o

MEF quando for necessario discutir o comportamento matricial do sistema linear que se

criara. De fato, o terceiro termo da igualdade indica a notagcdo matricial da incégnita,

T T .
sendo ', {.} e {.} operadores denotando vetor transposto, vetor coluna e vetor linha,

respectivamente. Deve-se observar que as novas incégnitas, ¢, sdo encontradas e
salvas num vetor coluna. Esta observacao sera ressaltada mais adiante.
Finalmente, o significado da Equacédo (2.5) no exemplo em questao pode ser

resumido a
e(x.y.2) = > 4;(x.y)ec;(2) = {p(x. )} {e(0)] . (2.6)

Nota-se que, em principio, 0 campo e € funcao das trés coordenadas do sistema;
todavia, tratando-se de um problema de propaga¢ao com variagao temporal harménica,
apenas, pode-se separar a evolucdo do campo nas trés dimensbes através de um
esquema conjunto de elementos finitos e propagacao (Método de Crank-Nicholson
[16]). Os elementos finitos sdo responsaveis pela parte transversal, ou seja, a malha
atua em duas dimensdes (ver (2.6)) ao passo que, para a variacao axial, desenvolve-se
o préprio “modelo de evolucao” da equacéao diferencial.

Pode-se entender o que acima foi comentado, como um esquema de fotografias,
ou seja, em cada posigcéo z é tirada uma “foto” do campo elétrico, estando nesta foto
revelado o seu aspecto transversal, descrito apenas pelos elementos finitos. Por outro
lado, tratando-se de um problema de propagacao, onde deseja-se observar a evolucao
da incégnita com a distancia, calcula-se explicitamente a variagdo do campo ao longo
de z (distancia) usando Crank-Nicholson.

Dando continuidade no entendimento do sistema matricial a ser criado, deve-se
substituir a Equacéo (2.5) em (2.4), conseguindo-se a seguinte expressao:
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ﬁ(JW.L@ dQch :Jw. fda (2.7)

=
que compreende uma equacgao de N variaveis. Para obter um sistema matricial de N
equacOes e N variaveis, precisa-se definir a discretizacdo das funcdes de peso. No
Método de Galerkin, pode-se considerar o mesmo conjunto das funcdes de base para a
interpolacao das fungdes peso [31], i.e.,
w=l4}, (2.8)

e rescrever a expressao (2.7) como:

v [~ N

Z{Z[W Lg, dgﬂcj :ZM fda . (2.9)

1| 7\a =1 0
A Equacéao (2.9) representa um ponto importante pois estabelece o sistema matricial
presente na formulacdo do Método dos Elementos Finitos, uma vez que para as N
escolhas independentes de w obtém-se um conjunto de N equagbes linearmente
independentes [15].

Ainda relacionado a equacao anterior, nota-se que o operador L continua

atuando sobre o dominio total £2. Conforme mencionado anteriormente, este dominio

sera discretizado em elementos para somar a contribui¢do individual de cada um destes
no total. Sendo assim, pode-se entdo reescrever a Equacado (2.9), em sua forma

matricial, como
NEL NEL
{Z [lg}. Lig;y dﬂe}{c,.} ={Z [tgy. dfze} : (2.10)
e=l Q¢ e=1 Qe
Em (2.10), o operador L atua individualmente em cada um dos elementos e soma a

contribuicdo de todos eles. Sendo assim, percebe-se que ¢; €& a parte de ¢ no
elemento e, respectivamente. Isto fica claro observando a Fig. 2.3, i.e., considerando-

se que 14 existem 4 subdominios (elementos) £J , a Unica interse¢cdo dos mesmos é

exatamente um ponto, e no caso de tridngulos seriam os nds adjacentes, de tal maneira

NEL
que facilmente observa-se que ¢; = Z¢j :

e=1
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As integrais ao longo do dominio (2, sdo chamadas aqui de “matrizes

elementares”, estando representadas em (2.10) por

[1g}- Ligi}" dQe. (2.11)

Deve-se ressaltar o “chamadas aqui” no paragrafo anterior, pois, da maneira
como todos os livros colocam [13]-[16], [31], estes referenciam as MEs como as
contribuicdes independentes das caracteristicas fisicas, ou seja, sdo simples matrizes
fixas, com numeros, e independem da area de estudo. Por outro lado, o operador L
possui todas as operacoes diferenciais bem como as caracteristicas dos meios fisicos
envolvidos.

No caso deste trabalho, os programas explicados no préximo capitulo
contemplam, ou nao, as caracteristicas fisicas para definir as MEs. A diferenca € que,
dependendo do nivel do trabalho, pesquisa ou apenas de carater didatico, os
programas podem considerar, de modo positivo para o programador, a inclusao das
caracteristicas fisicas, ou nao, sendo ambos os casos referenciados como MEs. Mais
uma vez, deve-se ressaltar que isto ndo altera, num senso geral, nem complica de
modo algum, a definicdo das MEs.

No exemplo em consideracdo, o sistema expresso pelo membro esquerdo de
(2.10) pode ser colocado como:

[M] ii}—z ko (M ] {Z} F K+ M {e,) = {0) | (2.12)
onde
0 1 0.
(K1=[] w19, - ALEOL_LONED 2.13)
oy Oy
e
[M1=[[ (6}{9,)dxdy . (2.14)

E perceptivel que as equagdes (2.12)-(2.14) ainda consideram o dominio £2, ou

seja, nao existe uma contribuicdo dos operadores em termos de elementos. Essa
parcela & expressa pelo lado esquerdo de (2.10), de maneira que (2.13) e (2.14)

tornam-se
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(M1=3 [[{4, (8, Jdxdy (2.15)

ol ) olg, ) old.)olg, )
ox

[K]= ZIL”‘Z{¢i_e}{¢j_e}‘ Ox oy Oy

dxdy | (2.16)

respectivamente.

Confrontando os comentarios sobre a nomenclatura do que sdao as MEs e as
expressoes (2.15) e (2.16), percebe-se que (2.15) é puramente matematica, enquanto
que (2.16) inclui propriedades que dependem da estrutura e fisica do problema. Enfim,
pode-se afirmar que a Equacéao (2.16) finaliza o processo de formulacdo do MEF.

Uma vez que o exemplo proposto esta devidamente explicitado, a préxima etapa
consistiria em aplicar o esquema de propagacao de Crank-Nicholson [16] em (2.12) e
resolver o sistema, mas esta explicacao esta fora do escopo deste trabalho. De fato, em
seguida discutir-se-a o enfoque principal, as matrizes elementares (MEs).

2.2. Calculo das Matrizes Elementares no MEF

De maneira geral, ao iniciar-se um novo programa em elementos finitos, e este
nao funcionar adequadamente, existe uma tendéncia natural a verificar ou duvidar
sempre, em primeira mao, das MEs. Até entdo, o formalismo do MEF, aqui mostrado,
ateve-se a matematica envolvida, mas sem entrar nos detalhes da programacéao e de
como fazer para implementar todos os operadores e fungbes comentadas
anteriormente.

Para explicar melhor tal procedimento, o ponto de partida sera a expressao
(2.10). Em principio, o lado esquerdo mostra o operador L atuando sobre o dominio £2,
e, seguidamente, este dominio é dividido em um conjunto de outros dominios
contiguos, £2,, ou elementos. O lado esquerdo da expressdo sugere que tal operador
atue em cada um dos elementos e adicione a contribuicao individual de cada um deles.
As perguntas agora sao: Qual a relacao entre o operador L e a malha? E como faz-se

para programar tal operador?
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Para responder as perguntas anteriores, deve-se observar a Fig. 2.4. Nesta
figura, é considerado um elemento isolado, parte de uma malha qualquer, em ambos os

casos bi e tridimensionais.

Fig. 2.4. Transformagé@o do Dominio 2, para A através da Transformacao T, gerando o tridngulo e o
tetraedro mestre para os casos 2D e 3D, respectivamente.

A numeragéo, que vai de 1 a 6, no caso bidimensional, e de 1 a 10, no caso
tridimensional, esta relacionada com a precisdo da aproximacao para os campos. Em
outras palavras, quando sao suprimidas as numeracdes de 4 a 6 e 5 a 10, para os
casos bi e ftridimensionais, respectivamente, esta encontrando-se as incégnitas
seguindo uma aproximacao linear; caso contrario, seria a aproximac¢ao quadratica [15].
Deve-se ainda notar que esse elemento geral € escrito nas mesmas coordenadas
generalizadas x, y e z do exemplo em consideragao.

E importante frisar que um dos pontos basicos do MEF é uma simples
transformacdo, 7, do dominio (2, para o dominio A, cujo Unico propoésito é facilitar a
integracao da expressao (2.10). Nessa transformacado de coordenadas, o novo dominio
/A é chamado de “elemento mestre”. Deve-se notar que nenhuma transformacdo do

dominio fisico esta envolvida na analise de elementos finitos; o que existe, sim, € uma
manipulacdo matematica ou, rigorosamente falando, uma simples transformagéo linear

de coordenadas, conforme as muitas estudadas em um curso basico de algebra linear.
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A mudancga dos dominios £2, para A, ou, equivalentemente, de (x, y, z) para (&,

n, 6), é acompanhada por uma transformagéo de coordenadas da seguinte forma:

x=2 xL,(&,,0)
=

NgE

y=2_y;L;(&.n.0) (2.17)

- ~.
ST

j=1
onde m é um indice que vale 3 ou 4, se o dominio de discretizagcdo é 2D ou 3D,

respectivamente, e as fungbes de interpolagao, L,, denotam as chamadas

“coordenadas de area ou de volume” [16], dadas por:

L=1-¢-n L =(e Ly=n, (2.18)
para o caso 2D, e

L=¢ L=n L=0L,=1-¢(-n-6 , (2.19)
para o caso 3D.

E importante deixar claro a escolha dessas funcdes de interpolacdo, e suas
relacbes mutuas. Observando a Fig. 2.4, bem como as relagbes de transformagéo
colocadas no paragrafo anterior, percebe-se que tais fungdes sao continuas,
apresentam derivada de primeira ordem e sao independentes entre si [16]. Estas
caracteristicas, citadas anteriormente, garantem a convergéncia da solugdo [16]. A

partir dai, € possivel também aproveitar as mesmas relagdes, (2.18) e (2.19), para

montar as fungdes de base (@) e de peso (¢;) como:
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L, (2L, 1) |

L,(2L, —1)

L, (2L, 1) | Ly(2L, 1)

. L,(2L, -1) L | jAﬂq—D
! L.(2L, —1) L | 4LL,

#}= i W=l e vl W=l | (2.20)

’ 4L,L, L, 4L,L,
_4-L3Ll i 4LL,
AL,L,

4LL, |

para os casos 2D e 3D, respectivamente. Equacdo (2.20) mostra ambas as
aproximagoes, lineares e quadraticas, de ¢, expressas nas primeiras e segundas
colunas, respectivamente. Para o Método de Galerkin, descrito anteriormente, foi
comentado que as fungdes de base e de peso coincidem; dai os ¢, de (2.20), serem
usados em ambas aproximagoes.

Em principio, na expressao (2.10), L € um operador geral que pode atuar nas
funcbes de peso ou de base através de diferenciais; mas, também, pode conter

coordenadas bem como as proprias funcoes. Até entdo, estes ultimos dois atuadores ja
podem ser expressos baseados nas expressoes (2.17) e (2.20), respectivamente.

Para finalizar os ultimos componentes de L, deve-se agora definir os operadores
diferenciais na expressao (2.10). O integrando em (2.10) pode, usualmente, possuir
diferenciais em x, y ou z, as chamadas “diferencia¢cées globais”. Desta forma, é

importante definir e tornar explicita a relagdo entre as diferenciagdes, no sistema de
coordenada cartesiana, e as coordenadas do “elemento mestre”. Para isso, faz-se uso

da seguinte relacao:

864 10 o0 | ox
og° 1on |=[J]|a¢ 10y | (2.21)
84 190 o9 0z
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onde [J] € conhecida como “Matriz Jacobiana”; levando-se em conta o caso genérico

tridimensional, ela é definida como:
ox/0& 0oylo& 8z/8cfe
[J]=|ox/on oylon ézion
ox/06 0oylod 0z/00

(2.22)

Anteriormente, na Fig. 2.4, foi mencionada uma transformacgao linear T, que é
simplesmente expressa através de (2.21) e (2.22). De fato, a mudanca das
coordenadas (x, y, z) para (& 7, 6) esta exposto em (2.21), utilizando o classico e

bastante utilizado operador da algebra linear, (2.22). Por outro lado, tirando a inversa da
expressao (2.21), encontra-se:

Og° 1 0x Og° 10&
og° 1oy |=[J]"|0¢° 10 (2.23)
0° 107 o4° 100
sendo
Oy 0 0z Oy _Ox 3 0z x ox oy Oy |
on 00 on 90  on 00 on 00 on 00 oOn 06
=Lz o oy Ox & o O Or Oy Oy Ox
]| oc 06 oc 06 of 06 of 06 o0& 96 of 06 (2.24)
Oy Oz 0z Oy _0Ox 0z 0z Ox Ox Oy Oy Ox
| 05 O 0& On 0§ on 05 On 0§ on 05 On |

As expressoes anteriores sao importantes, pois ajudam a calcular as operacoes
diferenciais em x, y e z a partir das operacoes diferenciais no tridngulo ou tetraedro
mestre.

Um ultimo e importante operador esta relacionado com a Equacéao (2.10). Nesta,
percebe-se que o operador diferencial L esta definido no dominio (x, y, z). Contudo, o
resultado (2.23) pode ser usado para transformar diferenciais multiplas de coordenadas
retangulares em curvilineas quaisquer. Para conseguir as relacdes integrais, existe

também a seguinte relagcao
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.[.[IF(X’ Vs Z)dXdde = IIJG(MI ’u2’u3)‘~](u1 ’uzsug)‘dl/llduzdu?, ,
R

R
(2.25)
sendo Y7 a regido demarcada pela transformacédo e G(u;,uzu;3) € o valor de F(x,y,z)

correspondente a transformacdo. No caso especifico do MEF, e claramente
explicitando, a relacdo (2.25) é expressa como:

[[[ £ e,y 2xdxdydz = [[[ ¢ (£.7.0)0 (.. 0)|dédndo | (2.26)

onde \J(é,ﬂ,ﬁ)\ é o determinante da Matriz Jacobiana, conhecido como “Jacobiano”.

Talvez a expresséo (2.26) seja aquela que melhor demonstra a simplicidade do MEF.

Em termos praticos, ela mostra que o operador L de (2.10) é, na realidade, f(x,y,z), €

a integral esta definida nas coordenadas (x, y, z), mas em apenas um elemento. Para

facilitar as contas, explica-se, agora, a necessidade de uma transformacédo de
coordenadas expressas pelo Jacobiano, e a integral anterior serd, entdo, calculada no

dominio do elemento mestre, i.e., nas coordenadas (¢, 7, 6).

Como uma ultima consideracao sobre o MEF, ainda nao foi encontrado o valor

de |J(&,7,0)|. De fato, |J] vale duas vezes a &rea do triangulo considerado, i.e., 24, e

seis vezes o volume do tetraedro, 6V,, (ambos definido em (2) para dominios 2D e 3D,
respectivamente. Para uma explicacao mais formal e matematica sugere-se a leitura de
[13]-[15]; todavia, uma maneira intuitiva (mas nao clara o suficiente em nenhum destes
livros citados acima) de observar estes valores pode ser encontrada, baseada em
simples operacdes da geometria plana, conforme mostrado a seguir.

Conforme explicitado, a transformacdo dos dominios envolvidos é linear. Com
esta importante consideracdo, aliada as regras basicas da congruéncia em geometria
plana, consegue-se montar uma simples regra de trés. A relagdo entre um elemento
diferencial de area (volume) em cada tridngulo (ou tetraedro, para o caso
tridimensional), da Fig. 2.4, é proporcional a relacao entre as areas (volumes) de cada

tridngulo (tetraedro) mestre, ou seja:

20



dxdy A

—~ =dxdy=2A,d&d caso 2D 2.27
Jzdn 112 y &dn ) (2.27)
e
dxdydz 'V,
=—- = dxdydz =6V,d&dnd@ (caso3D) . 2.28
d&dndf 1/6 Y cdid0 ( ) ( )

Os numeros 1/2 e 1/6 séo, respectivamente, as areas do triangulo e volume mestres,
uma vez que as arestas dos elementos mestres sdo unitarias.

Em suma, tendo em vista todo o desenvolvimento e relagcdes de transformacao
mostradas a partir das equacgdes (2.17)-(2.28), poder-se-ia, agora, facilmente
desenvolver e montar algumas matrizes elementares e ilustrar a funcionalidade do
NODAL23D, EDGE2D e MNT23D.

Basicamente, os dois primeiros programas calculam as MEs para as formulacdes
nodal e com elementos de aresta, respectivamente, ao passo que o ultimo programa
atua diretamente sobre o operador L e, depois, pode interagir, ou ndo, com o
NODAL23D.

2.3. Conclusoes

Neste capitulo, foi mostrada de modo simples, mas pratico, a formulacdo do
Método dos Elementos Finitos. De fato, com a ajuda de um exemplo, explicou-se
passo-a-passo as diversas etapas do método, com o objetivo principal de facilitar o
entendimento do formalismo matematico aqueles nao familiarizados com o método.

Uma vez explicado o MEF, dedicou-se também uma se¢ao ao processo de como
programar tudo que foi anteriormente explicado, enfatizando e definindo, inclusive, as
matrizes elementares. Isto foi feito, pois possibilita ao leitor que sejam introduzidos, no
préximo capitulo, trés programas que montam tais matrizes e, também, manipulam
operadores vetoriais para integrar mais ainda o processo desde a concep¢ao dos
operadores diferenciais, referenciados em (2.1).
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Capl’tulo 3 — Programas em Matlab: NODAL23D,
EDGE2D e MNT23D

No capitulo anterior, foi introduzido o Método dos Elementos Finitos e seus
fundamentos basicos, finalizando com o processo para programar e calcular as
matrizes elementares (MEs). Este capitulo, por outro lado, utiliza toda a teoria do MEF
para apresentar as funcionalidades e aplicacbes de trés diferentes programas
concebidos em Matlab: NODAL23D, EDGE2D e MNT23D.

Em principio, os dois primeiros programas estéo relacionados com montagem de
matrizes elementares, ao passo que o terceiro envolve manipulacdo de operadores,
contemplando a possibilidade de interagao com o primeiro.

Para cada um dos programas, sera dada uma explicacdo de seus manuseios,
apresentacao de suas aparéncias, citagcdo de exemplos e, por ultimo, como eles podem

interagir entre si, se for o caso.

3.1. NODAL23D

Sao frequientes as dificuldades que surgem ao se tentar calcular as MEs no MEF.
Entre as mais comuns, pode-se citar o fato de tentar encontra-las de maneira analitica e
exata, especialmente em formulacées complexas onde a integracdo numérica néo € a
priori desejada e as matrizes elementares ndao estdo tabeladas. De fato, essas
integracoes feitas numericamente eram bem mais comuns até o inicio dos anos 90,
onde os computadores e softwares no MEF ndo eram tao integrados [13].

Uma outra fonte de erro faz-se presente se a ME ja existe formatada e montada

para uma linguagem de programacao, como C, e um outro aluno ou pesquisador deseja
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passa-la para o formato FORTRAN, por exemplo. Geralmente, esta intervencao acaba
causando algum tipo de erro no formato da escrita.

Em um tipico problema de MEF, também, € comum ter-se pelo menos seis MEs
fundamentais e, ao tentar transcrever tais matrizes de uma dada linguagem para outra,
a experiéncia com programacao mostra que é comum ocorrerem erros, por se tratarem
de muitos numeros e indices de vetores ou matrizes, o que pode atrasar bastante o
desenvolvimento inicial do trabalho.

Um outro importante caso € a dificuldade sempre presente em calcular-se MEs
nas situacoes onde deseja-se calcular integrais de fluxo, tanto para o caso 2D como 3D
(nestes casos estas sao integrais de linha e de area, respectivamente). Estas matrizes
sdo, certamente, as mais dificeis de se calcular, pois envolvem transformagdes mais
complexas no sistema de coordenadas, bem como requerem um esforco triplicado
(caso 2D) ou quadruplicado (3D) daqueles que deparam-se com as mesmas, uma vez
que sdo geradas trés e quatro matrizes respectivamente. Nos exemplos mostrados na
préxima secao, isto ficara claro.

Ao longo de trabalhos e programas, € muito comum também, num resultado
primario no MEF, utilizar-se MEs com aproximacdes de campo linear. Todavia, para a
resolucao de problemas com uma melhor aproximagao é de praxe utilizar aproximagoes
quadraticas dos campos, que implicam diretamente num aumento de calculo devotado
para achar as MEs.

Aliado a tudo isto, ndo € de nosso conhecimento a existéncia de ferramentas
especializadas capazes de contornar todos estes problemas de uma so6 vez, e de forma
tdo geral. O que existe sdo pacotes computacionais em elementos finitos (ANSYS,
NISA, LS-DYNA) especializados em alguns tipos de problemas, em diferentes areas,
que nao possibilitam ao usuario participar e/ou contestar o modelo matematico interno
aos mesmos. Também, deve-se ressaltar que normalmente o manuseio destas
ferramentas de andlise é complicado, sendo comum a necessidade de engenheiros que
conhecam a teoria de elementos finitos para conseguir traduzir e interpretar os
resultados obtidos.

Enfim, estas sdo apenas algumas das principais dificuldades presentes no
célculo das MEs no MEF. Foi pensando nisso, e observando também que nao existe
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uma ferramenta popular capaz de resolver e acelerar o processo de aprendizado no
MEF, que resolveu-se implementar o NODAL23D. A interface grafica NODAL23D
(NODAL 2 and 3 Dimensions) prové uma solugao para tudo isso acima explanado, além
de outras facilidades introduzidas.

O Matlab foi escolhido como ambiente de programacdo devido a sua ampla
popularidade, tanto em ambientes profissionais como académicos, expressos através
do grande numero de livros, aplicagdes industrias, softwares e ferramentas de ensino,
bem como sua simplicidade de programacao, e possibilidade de ser executado tanto em
sistemas operacionais Windows® como Li(Unix). De mais a mais, as capacidades de
visualizagao e ferramentas matematicas disponiveis no MATLAB tornam o programa
bastante eficiente, eficaz e facil de manusear, incentivando outrossim o seu uso.

O NODAL23D consiste numa interface grafica com o usuario, feita em Matlab,
utilizando esquema point and click. A fungéao deste é montar matrizes elementares com
algumas caracteristicas particulares:

1- Dominio de discretizacdo pode ser 2D(x,y) ou 3D(xy,z), utilizando

elementos triangulares ou tetraédricos;

2- As matrizes geradas podem possuir aproximacgdes lineares ou quadraticas;

3- Calcula integrais de area e de linha (caso 2D), ou volume e superficie (3D);

4- Exporta matrizes nos formatos Fortran, C ou Matlab;

5- Uma vez salvas em arquivo, as MEs mantém o mesmo nome do arquivo;

6- O programa gera um cabecalho indicando qual operacdo gerou aquela

matriz.

Anteriormente, foi mostrado passo-a-passo o MEF usando o Método de Galerkin.
Conforme mencionado, as expressoes (2.17)-(2.28) apresentam 0s passos basicos
para a montagem das MEs. Para conseguir monta-las, na interface do NODAL23D, o
usuario deve apenas escolher os operadores que irdo atuar sobre as fungdes de base e
de peso, enquanto que o restante do processo para montagem das matrizes
elementares permanece transparente para o usuario. A interface basica do programa
esta mostrada na Fig. 3.1, com suas fungdes e utilizacdo devidamente comentadas nos
proximos paragrafos.
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) Assembler's element m for use in Finite Element Method

¥ Differentiation i Coord. Operators Product Fi Operators

=0 L
—

Fig. 3.1. Apresentagéo inicial do NODAL23D.

Uma vez escolhidas as operagcées necessarias para a montagem das MEs, o
usudrio deve entrar na barra de tarefas principal, e selecionar algumas opcgdes.
Conforme visto na Fig. 3.1, existem sete menus basicos: File, Element, 2D-Domain, 3D-
Domain, Run, Help e Mnt23d. Com excec¢ao de Run (executa a ordem de gerar as MEs)
e Mnt23d (chama um outro programa devidamente explicado mais adiante), todos os
outros menus possuem submenus, e estdo detalhados seguidamente.

Em File é possivel encontrar 4 opgbes: New, Export, Import e Quit. New deve ser
selecionado toda vez que € necessario calcular uma nova matriz elementar. Em Export
pode-se exportar a matriz gerada em trés diferentes formatos (também selecionaveis):
FORTRAN, C e MATLAB. Import esta relacionado com o outro programa Mnt23d, que
importa os resultados destes (explicados num capitulo seguinte), e, finalmente, Quit
finaliza o programa. Ver Fig. 3.2.
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<) Assembler's el

| Eile Element

R
Export *
Import Chel+|

Cluit Ctrl+

Fig. 3.2. Detalhe do menu File.

Na segunda barra principal, Element, o usuario pode escolher entre Linear ou
Quadratic. A opcao padrao do programa € Linear. De fato, o usuario esta assim
escolhendo aproximacdes lineares ou quadraticas para as fungdes de base, que
resultam em matrizes 3x3 (2D) ou 4x4 (3D) e 6x6 (2D) ou 10x10 (3D), respectivamente,
baseado na Fig. 2. 4. Ver Fig. 3.3.

<) Assembler's ele

File !_Element 20 Dc

¥ Linear

Cluadratic
Fig. 3.3. Detalhe do menu Element.

Se o dominio £2,, em (2.10), é 2D ou 3D deve-se selecionar 2D-Domain ou 3D-

Domain, respectivamente, na Fig. 3.4. No primeiro caso, o usuario pode optar entre
integrais de superficie ou fluxo, através de Surface ou Flow, respectivamente, ao passo
que, em 3D, a preferéncia deve ser entre volume ou superficie, selecionando-se
Volume ou Surface. Deve-se apenas relembrar que Flow e Surface para os casos 2D e

3D, respectivamente, sdo as integrais mais complexas comentadas no capitulo anterior.

.) Assembler's element m r's element matrix for use

File Element @Eﬂmain_ 3 {20 Domain | aD Domain i
: v Surace Yolume
Pl Surface
Fig. 3.4. Detalhe dos menus 2D Domain e 3D Domain, respectivamente.

Através de simples toques nos operadores (point and click interface), define-se o
integrando de (2.26) para, em seguida, selecionar Run, que executa a acao de gerar a

matriz. Por ultimo, em Help pode-se encontrar informacdes sobre os autores (K. Z.
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Noébrega, A. M. F. Frasson e H. E. Hernandez-Figueroa) e um conciso guia do usuario a
respeito do programa.

Ainda relacionado a Fig. 3.4, nota-se que o dominio padrao é bidimensional. De
fato, isto explica porque, naquela apresentacao inicial, aparece apenas X-Differentiation
e Y-Differentiation. Os outros operadores sao Fi-Operators, Coordinate Operators, e
Product. Para os botées relacionados a X-Differentiation, Y-Differentiation e Fi-
Operators, existem associados os indices i e j, onde estes indices foram usados para
referir-se as fungdes de peso e de base, como em (2.20).

Na apresentacdo inicial, os sub-indices 7, 2 e 3 ocorrem devido ao fato dos
operadores padrdes serem lineares. Para dominios 3D, o usuario observara uma sexta
barra chamada Z-Differentiation. Ao considerar-se elementos quadraticos, em 2D, os
indices 4, 5 e 6 aparecem. Ja para o caso quadratico em 3D, observa-se a adicdo dos
indices 5, 6, 7, 8, 9 e 10. Se nao bem compreendido, aconselha-se reler novamente o
Capitulo 2.

Entre outras caracteristicas do programa, mas no que diz respeito a interface
com o0 usuério, tentou-se fazé-la da maneira mais simples possivel, mas
disponibilizando todos os recursos praticos aqueles que programam em MEF. Sendo
assim, o NODAL23D possui um verificador interno de erros que trava os botdes se algo
incompativel for feito pelo usuario. Também associado a isto, se tudo ocorrer como
esperado, o programa emite uma mensagem na tela, avisando que o processo finalizou
e a matriz foi gerada com sucesso, mostrando a mensagem em azul End of Simulation.
Matrix Generated, conforme mostrada na Fig. 3.5.

End of Simulation. Matrix generated

Fig. 3.5. Mensagem do programa, apds uma simulagao ficticia.

Ainda nos apelos visuais e com o intuito de evitar qualquer engano, a cada novo
toque (ou comando) executado pelo usuario, o programa disponibiliza uma mensagem
no canto direito inferior da tela. Ver Fig. 3.5.

Uma vez geradas as MEs com sucesso, deve-se, entdo, armazena-las em
arquivos .C, .F, ou .M. Para isso, o programa gera um cabecalho dentro do arquivo que

identifica o integrando responsavel por aquela matriz. Isso é importante pois ao se fazer
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um programa com o MEF, o programador normalmente necessita de varias matrizes;
dai, ao especificar que o integrando gerou tal matriz, diminui-se a possibilidade de
enganos ou erros de programacao.

Também, para facilitar a exportacdo das matrizes, toda vez que o usuario as
salva em arquivo, este € o préprio nome interno das matrizes. Por exemplo, se um
usuario exporta uma matriz para o arquivo A.m, os elementos da matriz escritos dentro
deste arquivo sdo A(1,1), A(1,2), etc. Esta caracteristica salva tempo, evitando que
depois sejam renomeadas tais matrizes inapropriadamente.

Ainda relacionado a isto, evita-se também, automaticamente e transparente ao
usuario, a indexagéo diferente entre C ou Fortran. Em outras palavras, sabe-se que, em
C, as matrizes sao indexadas comecando pelos indices [0][0] , ao passo que em Fortran
e Matlab sao (7,1).

Finalmente, com relacdo ao tempo gasto para gerar as matrizes, pode-se afirmar
gque em nenhum caso em consideracdo, foram gastos mais de 15 segundos, quando
utilizado um modesto microcomputador AMD/K6-2 de 500 MHz de clock e 128 MB de
memoéria RAM. De fato, isto pode ser explicado, uma vez que as operacdes internas
sao simplesmente integrais e diferenciagdes, expressas em (2.17)- (2.28).

Com tudo isso explicado, nota-se o porqué de sua importancia para qualquer um
que esteja desenvolvendo ou trabalhando com elementos finitos, uma vez que tal
ferramenta possui diversos niveis de detalhes, peculiares a programacao, de um modo
geral. Além disso, a propria montagem e a concepgcao do programa deixam
transparente ao usudrio algumas sutilezas do MEF. Para exemplificar os dados de
saida do programa, vejamos alguns exemplos retirados de formulacdes ja estudadas no
Departamento de Microonda e Optica da Faculdade de Engenharia Elétrica da
UNICAMP.

Exemplo 1: A equacdo descrita a seguir foi desenvolvida em [22],[28] e refeita
durante o processo de aprendizado no MEF, servindo para andlise de guias de ondas

opticos.
V,x(e)V,xH,)—zx[g ' -V, x(zV, -H)]-0 ey, H, + @’ g, pyy” zxe, - (zx H,)]=0, (3.1)

onde y € a constante complexa de propagacao, & a permissividade elétrica do vacuo, o

a permeabilidade magnética no vacuo, e w a freqiiéncia angular da onda. Além disso, o
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g =¢,xx+e xyte, yx+e, yy. A Equagdo (3.1) gera seis MEs fundamentais,

divididas entre quatro integrais de superficie e duas integrais de linha, mostradas a

sequir:
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(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

I, j=1, 2, 3 (elemento triangular linear) ou

i, j= 1,2, 3, ... 6 (elemento triangular quadratico)

onde ¢ denota a fungéo de forma, ¢ o peso e (2, , I, correspondem a superficie e ao

contorno do elemento e. De fato, /., sao as trés arestas do triangulo mestre, cujos

operadores atuardao ao longo destes contornos (ver Fig. 2.4), que compreendem 1— 2,

2— 3,e3-> 1.
As integrais (3.2) e (3.3) serdo salvas no formato MATLAB para os arquivos S1.m

e S2.m, respectivamente. No primeiro arquivo, a matriz é calculada para o caso de

elementos lineares, ao passo que, para o segundo caso, 0s elementos sdo quadraticos.

O conteudo destes arquivos esta mostrado, na integra ou parcialmente, a seguir:

$Differentiation of Fi-j with respect x

$multiplied by

$Differentiation of Fi-i with respect y

$multiplied by
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$Differentiation of Fi-i with respect x

$Differentiation of Fi-j with respect y



S1(1,1)=1/4*(-y3+y2) /Ae* (x3-x2); S2(1,1)=-1/4*(-y3+y2) * (-x3+x2) /Ae;

S1(1,2)=1/4* (~yl+y3) /Ae* (x3-x2) ; S2(1,2)=-1/12* (x1-x3) * (-y3+y2) /Ae;

S1(1,3)=1/4*(yl-y2) /Ae* (x3-x2); S2(1,3)=1/12* (-y3+y2) * (x1-x2) /Ae;

S1(2,1)=1/4* (-y3+y2) /Ae* (x1-x3);

S1(2,2)=1/4*(-yl+y3) /RAe* (x1-x3);

S1(2,3)=1/4*(yl-y2) /Ae* (x1-x3); .

S1(3,1)=1/4*(-y3+y2) /RAe* (-x1+x2); S2(6,4)=1/3* (2*yl*x1-yl*x3-y3*x1-y2*x1+y2*x3-yl*x2+y3*x2) /Ae;

S1(3,2)=1/4*(~yl+y3) /Ae* (-x1+x2); S2(6,5)=1/3*% (~yl*x3+yl*x2-y3*x1+2*y3*x3-y3*x2+y2*x1-y2*x3) /Ae;
S1(3,3)=1/4*(yl-y2) /Ae* (-x1+x2); S2(6,6)=—1/3*% (2*yl*x1-yl*x3-y2*x1-y2*x3-yl*x2-y3*xl—

y3*x2+2*y3*x3+2*y2*x2) /Ae;

Listagem 3.1. Codigo fonte em padrdo Matlab para o célculo das Equagdes (3.2) e (3.3).

onde Ae corresponde a area do elemento considerado. Para estes exemplos x; e y; (i=

1, 2, 3) s&o as coordenadas x e y do elemento e. Para o caso do elemento triangular
quadratico, os resultados sdo apenas parcialmente mostrados.

Do exposto acima, nota-se o cabecgalho comentado em ambos os arquivos,
descrevendo as operacgdes realizadas. Outro ponto, ressaltado anteriormente, € o nome
das matrizes, 0 mesmo dos arquivos salvos, que, no caso, foram S1.m e S2.m.

Para as matrizes expressas em (3.4) e (3.5), os arquivos serdo salvos como S3.f
e S4.c, respectivamente, exemplificando a exportagdo nos formatos FORTRAN e C.

Ambas matrizes foram calculadas para aproximacgdes lineares.

!Differentiation of Fi-i with respect x //Differentiation of Fi-i with respect y
'multiplied by //multiplied by

!Differentiation of Fi-j with respect x //Differentiation of Fi-j with respect y
S3(1,1) = (-y3+y2)**2/ne/4 S4[0][0] = pow(x3-x2,2.0)/Ae/4.0;

S3(1,2) = —(-y3+y2)*(yl-y3)/2e/4 S4[0][1] = (x3-x2)/Ae*(x1-x3)/4.0;
S3(1,3) = (-y3+y2)/Ae*(yl-y2)/4 S4[0][2] = (x3-x2)/Ae* (-x1+x2)/4.0;
S3(2,1) = —(-y3+y2)*(yl-y3)/2e/4 S4[1][0] = (x3-x2)/Ae*(x1-x3)/4.0;
S3(2,2) = (yl-y3)**2/ne/4 S4[1][1] = pow(x1-x3,2.0)/Ae/4.0;

S3(2,3) = —(yl-y3)*(yl-y2)/Re/4 S4[1][2] = (x1-x3)/Ae*(-x1+x2)/4.0;
S3(3,1) = (-y3+y2)/Re*(yl-y2)/4 S4[2][0] = (x3-x2)/Ae* (-x1+x2)/4.0;
S3(3,2) = —(yl-y3)*(yl-y2)/Re/4 S4[2][1] = (x1-x3)/RAe* (-x1+x2)/4.0;
S3(3,3) = (yl-y2)**2/ne/4 S4[2][2] = pow(-x1+x2,2.0)/RAe/4.0;

Listagem 3.2. Cédigo fonte em padrao Fortran e C para o calculo das Equacées (3.4) e (3.5).

Para exemplificar as integrais de linha, sera considerada (3.6), com aproximacao

linear e salvas no arquivo L1.m.

%$Differentiation of Fi-j with respect x
$multiplied by
SFi-i
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L1_12(1,1)=1/4*h12/Ae* (-y3+y2);
L1_12(1,2)=1/4*h12/Ae* (-yl+y3);
L1_12(1,3)=1/4*%h12/Ae* (yl-y2);
L1_12(2,1)=1/4*h12/Re* (-y3+y2);
L1_12(2,2)=1/4*h12/Re* (-yl+y3);
L1_12(2,3)=1/4*%h12/Ae* (yl-y2);
L1_12(3,1)=0;

L1_12(3,2)=0;

L1_12(3,3)=0;

L1_23(1,1)=0;
L1_23(1,2)=0;

L1_23(1,3)=0;
L1_23(2,1)=1/4*h23/Re* (-y3+y2);
L1_23(2,2)=1/4*h23/Re* (-yl+y3);
L1_23(2,3)=1/4*h23/Ae* (yl-y2);
L1_23(3,1)=1/4*h23/Re* (-y3+y2);
L1_23(3,2)=1/4*h23/Ae* (-yl+y3);
L1_23(3,3)=1/4*h23/Ae* (yl-y2);

L1_31(1,1)=1/4*h31/Ae* (-y3+y2);
L1_31(1,2)=1/4*h31/Ae* (-yl+y3);
L1_31(1,3)=1/4*h31/Ae* (yl-y2);
L1_31(2,1)=0;

L1_31(2,2)=0;

L1_31(2,3)=0;
L1_31(3,1)=1/4*h31/Ae* (-y3+y2);
L1_31(3,2)=1/4*h31/Ae* (-yl+y3);
L1_31(3,3)=1/4*h31/Ae*(yl-y2);

Listagem 3.3. Caodigo fonte em padrdo Matlab para o célculo da Equagéo (3.6).

Para estas integrais, as variaveis h12, h23 e h31 correspondem ao tamanho das

3 arestas do triangulo (elemento) considerado. Os indices _12, _23 e _31 ajudam a
diferenciar cada aresta.

Exemplo 2: Como uma segunda demonstra¢cdo do programa, sera introduzido um
caso inédito e complicado, necesséario na formulagdo de uma tese de doutorado do
grupo [29]. Sem delongas e rigores matematicos, a seguir sdo mostradas duas das

matrizes elementares utilizadas naquela situagao,

815 = ”x%a;—?}dxdy (3.8)
$2; = [[ x4} (4, )dxdy . (3.9)

Para se ter idéia da complexidade destas matrizes elementares, deve-se

observar o caso expresso por (3.8): cada operacdo diferencial, em x ou y, resulta em
duas integrais no dominio (&, 77), enumerando um total de 4 integrais. De (2.17), nota-se

gue x deve ser particionado, para o caso 2D, em 3 parcelas (x;*L; + x,*L, + x3*L3) o
que totalizaria, caso alguém realizasse esse célculo manualmente com aproximagdes
lineares, em 12 integrais duplas, onde cada integral geraria uma matriz 3x3, e, para o
caso quadratico, 12 integrais, mas com cada uma sendo uma matriz 6x6. De fato,
naquela ocasiao, o entdao aluno e autor de [32], bem como alguns colegas de trabalho,
tentaram exaustivamente achar as devidas respostas, mas infelizmente todos
apresentavam resultados diferentes, e, por tratar-se de uma formulacdo inédita,
precisava-se de certeza absoluta para verificar possiveis outros equivocos de

programacao.
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Aliado a isso, existe o fato dessa integral nao estar tabelada, nem ser encontrada

na literatura; desta forma, o NODAL23D mostrou-se, mais uma vez, como uma grande

saida para exemplos complicados (e praticos) como estes. O resultado esta ilustrado a

seguir, para o formato .C:

//x

//multiplied by

//Differentiation of Fi-j with respect x
//multiplied by

//Differentiation of Fi-i with respect y

S1[0]1[0] = —(-y3+y2)* (-x3+x2) * (x1+x3+x2) /Ae/12.0;

S1[0][1] = (yl-y3)*(-x3+x2)*(x1+x3+x2)/Re/12.0;

S1[0]1[2] = (-yl+y2)* (-x3+x2)* (x1+x3+x2)/Ae/12.0;

S1[1]1[0] = (x1-x3)*(-y3+y2)* (x1+x3+x2)/RAe/12.0;

S1[1][1] = —(x1-x3)*(yl-y3)*(x1+x3+x2)/Ae/12.0;
S1[1]1[2] = —(x1-x3)*(-yl+y2)* (x1+x3+x2) /Ae/12.0;
S1[2][0] = —(x1-x2)* (—y3+y2) * (x1+x3+x2) /Ae/12.0;

S1[2][1] = (x1-x2)*(yl-y3)*(x1+x3+x2)/Ae/12.0;

S1[2][2] = (x1-x2)*(-yl+y2)*(x1+x3+x2)/Re/12.0;

Listagem 3.4. Cédigo fonte em padrao C para o calculo da Equacéo (3.8).

Na Equacdo (3.9), o resultado encontra-se, na integra, como mostrado em

seguida, levando em conta aproximacgdes quadraticas, no formato .C:

s2[0][0]
s2[0][1]
sz2[0]1[2]
52[0][3]
s2[0]1[4]
S2[0][5]
s2[1]1[0]
s2[1]1[1]
s2[1]1[2]
S2[1]11[3]
S2[1]1[4]
S2[1]1[5]
s2[2][0]
s2[2][1]
s2[2][2]
s2[2][3]
s2[2][4]
s2[2][5]

= Ae* (5.0*x1+x3+x2)/210.0;

= —Ae* (4.0*x1-x3+4.0%*x2)/1260.0;
= —Ae*(4.0*x1+4.0*x3-x2)/1260.0;
= Ae* (3.0*x1-x3-2.0*x2)/315.0;

= —Ae* (x1+3.0*x3+3.0*x2)/315.0;
= Ae* (3.0*x1-2.0*x3-x2)/315.0;

= —Ae* (4.0*x1-x3+4.0%x2) /1260.0;
= Ae* (x1+x3+5.0*x2)/210.0;

= Ae* (x1-4.0*x3-4.0*x2)/1260.0;
= —Ae*(2.0*x1+x3-3.0*x2)/315.0;
= —Ae* (x1+2.0*x3-3.0*x2)/315.0;
= —Ae* (3.0*x1+3.0*x3+x2)/315.0;
= —Ae* (4.0*x1+4.0*x3-x2)/1260.0;
= Ae* (x1-4.0*x3-4.0%*x2) /1260.0;
= Ae* (x1+x2+5.0*x3)/210.0;

= —RAe*(3.0*x1+x3+3.0%*x2)/315.0;
= —Ae*(x1-3.0*x3+2.0*x2)/315.0;
= —RAe*(2.0*x1-3.0*x3+x2)/315.0;

//multiplied by

//multiplied by

//Fi-i

//Fi-3

//x

s2[3][0]
s2[3][1]
s2[3][2]
S2[3][3]
S2[3][4]
S2[3][5]
s2[4][0]
s2[4]1[1]
s2[4][2]
S52[4]1131]
S2[4][4]
S2[4]11[51]
S2[5][0]
s2[5][1]
S2[5][2]
S2[5]11[3]
S2[5][4]
S2[5][51]

Ae* (3.0*x1-x3-2.0*x2) /315.0;

—Ae* (2.0*x1+x3-3.0*x2) /315.0;

—Re* (3.0*x1+x3+3.0%*x2) /315.0;
8.0/315.0*Ae* (3.0*x1+x3+3.0*x2);
4.0/315.0*Ae* (2.0*x1+2.0*x3+3.0*x2);
4.0/315.0*Ae* (3.0*x1+2.0*x3+2.0*x2);
—Ae* (x1+3.0*x3+3.0*x2) /315.0;

—RAe* (x1+2.0*x3-3.0%*x2) /315.0;

—Ae* (x1-3.0*x3+2.0*x2) /315.0;
4.0/315.0*%Ae* (2.0*x1+2.0*x3+3.0*x2);
8.0/315.0%Ae* (x1+3.0*x3+3.0%x2) ;
4.0/315.0*Ae* (2.0*x1+3.0*x3+2.0*x2);
Ae* (3.0*x1-2.0*x3-x2)/315.0;

—Re* (3.0*x1+3.0*x3+x2) /315.0;

—-Ae* (2.0*x1-3.0*x3+x2) /315.0;
4.0/315.0*Ae* (3.0*x1+2.0*x3+2.0*x2);
4.0/315.0*%Ae* (2.0*x1+3.0*x3+2.0*x2);
8.0/315.0%Ae* (3.0*x1+3.0%*x3+x2) ;

Listagem 3.5. Codigo fonte em padrao C para o calculo da Equacéo (3.9).
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3.2. EDGE2D

Na secao anterior, mostrou-se a utilizacdo do programa NODAL23D, que utiliza
uma formulacdo nodal. Nesta secdo, sera discutida a formulacdo com elementos de
aresta. Neste caso, toda a teoria do MEF € a mesma comentada no capitulo anterior,
como a definicdo dos operadores diferenciais, a aplicacdo do Método de Galerkin, a
discretizacdo da funcéo peso, e a transformacéo de coordenadas envolvidas.

Do ponto de vista da programacao, ao se trabalhar com elementos de aresta,
deve-se apenas modificar as definicbes das funcées de base e peso expressas em
(2.20) para os casos 2D e 3D, respectivamente. Essas novas definicbes serao
mostradas a seguir.

A principal diferenga entre a formulagdo nodal e a formulacdo baseada em
elementos de aresta, estd no fato de que, na nodal, as incégnitas sao, por natureza,
representacoes escalares das incognitas, ao passo que na formulacdo com elementos
de aresta elas sao vetoriais. De fato, pode-se ainda acrescentar, para o caso especifico
do eletromagnetismo, alguns outros pontos que estardo devidamente comentados mais
adiante.

Ao se trabalhar com elementos finitos nodais em eletromagnetismo com mais
de uma componente de campo (seja elétrico ou magnético), por exemplo, deve-se ser
cauteloso. Mais claramente, das Equagbes de Maxwell, os componentes de campo,
elétrico ou magnético, devem satisfazer as condi¢des de divergéncia:

V-(eE)=p
V- (uH)=0

Ao se trabalhar com trés componentes de campo elétrico, E,, E, e E, , e

(3.10)

simplesmente defini-las nos nés de um elemento triangular ou tetraédrico, as condi¢des
de (3.10) ndo seriam satisfeitas, pois nada as impdem explicitamente. O resultado € a
distorcéo do espaco nulo, gerando os chamados modos espurios [27].

De fato, foi verificado que se as fungdes de base ndo impusessem continuidade
completa entre dois elementos, i.e., possuisse continuidade apenas dos componentes
tangenciais, deixando o componente normal livre, esta distorcdo do espaco nulo
existiria [33]-[34].
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Uma outra dificuldade da formulacao nodal é a imposicdo das condi¢cdes de
contorno em fronteiras que nao coincidam com os eixos ortogonais, fazendo com que
se tenha de relacionar dois ou mais componentes de campo, complicando 0 esquema
de armazenamento das matrizes. Em outras palavras, se a janela de truncamento do
dominio computacional for circular, ao invés de retangular, ter-se-ia dificuldade em
impor condigdes de campo tangencial nulo, em fun¢do dos componentes E, ou E,, por
exemplo.

Com os motivos acima expostos, faz-se necessaria a utilizacdo de funcbes de
base vetoriais que, entre outras caracteristicas, ndo imponham a continuidade do
componente normal de campo. Dentre estas formulagdes, uma bastante recorrida é a
de elementos de aresta.

Ao considerar elementos de aresta pode-se manter todo o procedimento descrito

no capitulo anterior, definindo-se apenas os novos operadores, K/ em fungcdo das
antigas coordenadas de area.

Ao contrario da formulacdo nodal, onde todos os componentes eram alocadas
sobre os nés do triangulo, nos elementos de aresta, de ordem mista, as representacdes
dos componentes dos campos sao ligeiramente diferentes. De fato, na Fig. 3.6 estao

N
colocadas as descricbes dos componentes tangencial e normal, expressas como N e
@, respectivamente.

Implicitamente, esta formulagdo acaba com o problema de modos espurios, e é
bastante utilizada em problemas no campo de 6ptica e microondas, quando o dominio
de discretizagcdo € bidimensional, além de poder trabalhar com trés componentes de
campo, sem requerer uma duplicacao ou triplicacao do sistema matricial.

Da Fig. 3.6, nota-se que, nesta situacao, estdo definidos trés componentes de

campo. N sendo uma entidade vetorial, definida ao longo das arestas do triangulo,

implicitamente descreve os componentes x e y do campo. Ao passo que o componente

z do campo é descrito, nos nés do tridngulo, por @, e ndo requer notagdo vetorial, por

tratar de apenas um componente.
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Fig. 3.6. Indicagéo das incognitas considerando formulagdo mista, com elementos de aresta e nodal, em
2D.

As fungbes descritas na Fig. 3.6 sdo de ordem mista, baseadas nas arestas e

ndés do tridngulo, estando mostradas suas aproximagdes lineares e quadraticas na

primeira e segunda coluna, respectivamente, para o caso bidimensional.

i a,LVL, ]
1,2, -1) ] a,L,VL,
L £, =D a,(LVL, —~LVL) ala Vs
L,2L,-1) e | (- p e ~ a,L,VL (3.11)
=L, | {#}= ALL N'!=|a,(L,VL, - L,VL,) N} - 2L;VL, |
L, . ay(LVL, — LVL,) @ VL,
AL,L, sita¥E TRV, a,L,VL,
| 4L, L, i 4L,LVL, - L,L,VL),)
|4(L,LVL, - L,L,VL,) |

A excecdo do significado e localizagao das incégnitas, todo o resto do processo
de integracdo, transformacdo linear, integrando, etc., inclusive a definicao das
coordenadas de area, L, permanecem idénticos; assim, pode-se considerar a mesma
descrigao feita no capitulo anterior.

Aqueles que ndo estdo familiarizados com o MEF, aconselha-se fortemente a
leitura do Capitulo 2, por uma questdo de entendimento. Se este nao for o caso, o que
foi acima explicado, juntamente com os exemplos citados mais adiante, serdo
suficientes para o simples entendimento do EDGE2D e suas funcionalidades. A seguir
esta mostrado o programa de montagem das MEs e suas funcionalidades.

Do ponto de vista do usuario, a interface do EDGE2D (EDGE 2-Dimension) é

bem semelhante a do NODAL23D. Entre seus pontos comuns, podem-se citar as
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caracteristicas da ultima linha de comando; a interface point and click; as mensagens
indicando erros ou fim de montagem das MEs; a exportacdo das mesmas em trés tipos
diferentes de formatos (C, FORTRAN e MATLAB), etc.

Sua interface basica esta mostrada na Fig. 3.7, onde deve-se ressaltar algumas
diferengas. Conforme expresso pela Fig. 3.7, observa-se que, agora, existem tanto
operadores vetoriais como escalares. Isto torna-se evidente pela explicacdo dada
anteriormente, na qual a formulagdo mista considera as variaveis vetoriais tangenciais
nas arestas do tridngulo, ao passo que as incégnitas escalares tornam-se as normais
nos nos. Sendo assim, pode-se definir, entdo, as operagdes vetoriais e escalares mais

comuns, inclusive rotacional e gradiente.

# | Assembler's matrix for use in Finite Element
File .Elar:neh't. 20 Duma'in 20 Demar Bun Help

Curl of N | Gradient of Fi i Fi [z direction) Tensors Coordenates | Multiplication

Curl of N [ Gradient of Fi] 1 §Fi [z direction]] Tensors

Fig. 3.7. Apresentacao inicial do EDGE2D.

Outro detalhe € que, de (3.11), percebe-se que, para as aproximacgdes
quadraticas, existe uma diferenca de tamanho das fungdes de base Kf e ¢. Para as

N
componentes tangenciais, N, existe uma alocacdo para 8 varidveis definidas nas
arestas, ao passo que, em ¢, estes sdo apenas 6. A conseqléncia direta disto é o rigor

matematico que deve-se ter ao aplicar o produto interno, pois pode-se obter uma matriz
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6x8 ou 8x6 para aproximagdes quadraticas, por exemplo. Desta forma, teve-se que
definir, também, os operadores transpostos, expressos na segunda seqUéncia de
comandos. No caso do NODAL23D isto ndo foi necessario, uma vez que as fungdes de
forma e de peso eram sempre do mesmo tipo, 0 que ndo obrigatoriamente acontece
aqui. Mais adiante, isto ficara claro.

Exemplo 3: A formulag@o aqui descrita foi desenvolvida para andlise de guias de

ondas em geral, estando bastante detalhada em [26]-[27], consistindo da equacao:

Vx(u'VxE)—kie E=0 , (8.12)
onde By = XX+ L XY + J XT 4 [ VX + L Yy + [ YT+ p, X+, 2y +pu.zz €

> > > - - > > -

£, =6, XX+ E XY+ EXTHE VX +E VY E VI HE X+ ELZY +HE,ZZ sdo o0s tensores
de permissividade magnética e elétrica, respectivamente, e k, € o numero de onda no

vacuo. A equacgao acima gera 13 matrizes elementares, mas para ser breve e ilustrar a

eficiéncia do EDGE2D mostrar-se-a, a seguir, apenas 3 destas matrizes.

Gl=[[VXN,-(P*V g )dS
G2= [[VXN,-(P*VxN S (3.13)
G3=[[(g).-(P*N s

onde P é um tensor com estrutura semelhante a e ¢.

Para as equagdes acima, gerou-se G1 e G2 nos arquivos ROTGRA.m e
ROTROT.m, respectivamente, considerando aproximacao linear para as fungdes de

base e peso. O resultado esta mostrado a seguir.

%$Curl of N(i)
$multiplied by
%$Tensor P
$multiplied by
%Gradient of Fi(j) Tranposed

ROTGRAD (1,1)=1/4%*al* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (-Pzy*y3+Pzy*y2-Pzx*x3+Pzx*x2) /Ae”2;
ROTGRAD (1,2)=-1/4%*al* (-x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y3+Pzx*x1-Pzx*x3) /Ae”2;
ROTGRAD (1, 3)=1/4*al* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y2+Pzx*x1-Pzx*x2) /Ae”"2;
ROTGRAD (2,1)=1/4%a2* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (-Pzy*y3+Pzy*y2-Pzx*x3+Pzx*x2) /Ae”*2;
ROTGRAD (2,2)=-1/4%*a2* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y3+Pzx*x1-Pzx*x3) /Ae”*2;
ROTGRAD (2, 3)=1/4%a2* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y2+Pzx*x1-Pzx*x2) /Ae”*2;
ROTGRAD (3,1)=1/4%*a3* (—-x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (-Pzy*y3+Pzy*y2-Pzx*x3+Pzx*x2) /Ae’2;
ROTGRAD (3,2)=-1/4%*a3* (—x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y3+Pzx*x1-Pzx*x3) /Ae”2;
ROTGRAD (3, 3)=1/4%*a3* (-x1*y3-x2*yl+x2*y3+yl*x3+y2*x1-y2*x3) * (Pzy*yl-Pzy*y2+Pzx*x1-Pzx*x2) /Ae”*2;
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%$Curl of N(i)
$multiplied by
$Tensor P
$multiplied by
%Curl of N(j) Transposed

ROTROT (1,1)=1/4/RAe*3*al”2* (—yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) ~2*Pzz;
ROTROT (1,2)=1/4/Ae*3*al* (~yl*x2—-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) A2*Pzz*a2;
ROTROT (1, 3)=1/4/RAe*3*a3* (-yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) *2*Pzz*al;
ROTROT (2,1)=1/4/Ae*3*al* (~yl*x2—-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) A2*Pzz*a2;
ROTROT (2,2)=1/4/Ae*3*%a2/2* (—-yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) *2*Pzz;
ROTROT (2, 3)=1/4/Ae*3*a3* (—yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) A2*Pzz*a2;
ROTROT (3,1)=1/4/Ae*3*a3* (—~yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) *2*Pzz*al;
ROTROT (3,2)=1/4/Ae*3*a3* (—yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) A2*Pzz*a2;
ROTROT (3, 3)=1/4/Ae*3*%a3/2* (—yl*x2-y3*x1+y3*x2+yl*x3+y2*x1-y2*x3) *2*Pzz;

Listagem 3.6. Codigo fonte em padrdao Matlab para o célculo das matrizes G1 e G2 da Equacéo (3.13).

Ja para o terceiro caso, G3, a matriz sera salva no formato FORTRAN, com
aproximagao quadratica no arquivo FIN.f. Na listagem 3.7, o resultado estd mostrado na

integra.

IFi(i) VECTORIAL
Imultiplied by
ITensor P
!multiplied by
IVECTOR N(j) Tranposed

FIN(1,1) = al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*x1-Pzy*x3)/60

FIN(1,2) = -al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/120
FIN(1,3) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*x1l-Pzy*x2)/120
FIN(1,4) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3)/120
FIN(1,5) = -a3*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/120
FIN(1,6) = -a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*x1-Pzy*x2)/60
FIN(1,7) = -Pzy*x3/90-Pzx*y2/90+Pzx*y3/90+Pzy*x2/90
FIN(1,8) = 0

FIN(2,1) = -al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*x1-Pzy*x3)/120
FIN(2,2) = al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/60
FIN(2,3) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*x1l-Pzy*x2)/60
FIN(2,4) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3) /120
FIN(2,5) = -a3*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/120

FIN(2,6) = a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl1-Pzy*x2)/120
FIN(2,7) = 0

FIN(2,8) = Pzx*yl/90-Pzx*y3/90-Pzy*x1/90+Pzy*x3/90
FIN(3,1) = -al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*x1-Pzy*x3)/120
FIN(3,2) = -al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/120
FIN(3,3) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl-Pzy*x2)/120
FIN(3,4) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3)/60
FIN(3,5) = a3* (Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/60
FIN(3,6) = a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl1-Pzy*x2)/120
FIN(3,7) = Pzx*yl/90-Pzx*y2/90-Pzy*x1/90+Pzy*x2/90
FIN(3,8) = Pzx*yl/90-Pzx*y2/90-Pzy*x1/90+Pzy*x2/90
FIN(4,1) = al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*x1-Pzy*x3)/15
FIN(4,2) = al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/15
FIN(4,3) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl-Pzy*x2)/15
FIN(4,4) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3)/30
FIN(4,5) = a3* (Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/30
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FIN(4,6) = -a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*x1l-Pzy*x2)/15

FIN(4,7) -4.E0/45.E0*Pzx*yl1-2.E0/45.E0*Pzx*y3+4.E0/45.E0*Pzy*x1+2.E0/45.E0*Pzy*x3+2.E0/15.E0*Pzx*y2-
2.E0/15.E0*Pzy*x2
FIN(4,8) = -2.E0/15.E0*Pzx*yl1+2.E0/45.E0*Pzx*y3+4.E0/45.E0*Pzx*y2+2.E0/15.E0*Pzy*x1-2.E0/45.E0*Pzy*x3~

4.E0/45.E0*Pzy*x2
FIN(5,1) = al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3)/30

FIN(5,2) = al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/15

FIN(5,3) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl1-Pzy*x2)/15

FIN(5,4) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl-Pzy*x3)/15

FIN(5,5) = a3*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/15

FIN(5,6) = -a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*x1-Pzy*x2)/30

FIN(5,7) = -2.E0/45.E0*Pzx*yl1-4.E0/45.E0*Pzx*y3+2.E0/45.E0*Pzy*x1+4.E0/45.E0*Pzy*x3+2.E0/15.E0*Pzx*y2~
2.E0/15.E0*Pzy*x2

FIN(5,8) = -4.E0/45.E0*Pzx*yl+2.E0/45.E0*Pzx*y3+2.E0/45.E0*Pzx*y2+4.E0/45.E0*Pzy*x1-2.E0/45.E0*Pzy*x3~
2.E0/45.E0*Pzy*x2

FIN(6,1) = al*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*xl1-Pzy*x3)/15

FIN(6,2) = al*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/30

FIN(6,3) = -a2*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl-Pzy*x2)/30

FIN(6,4) = a2*(-Pzx*yl+Pzx*y3+Pzy*x1-Pzy*x3)/15

FIN(6,5) = a3*(Pzy*x3+Pzx*y2-Pzx*y3-Pzy*x2)/15

FIN(6,6) = -a3*(-Pzx*yl+Pzx*y2+Pzy*xl-Pzy*x2)/15

FIN(6,7) = -2.E0/45.E0*Pzx*yl-2.E0/45.E0*Pzx*y3+2.E0/45.E0*Pzy*x1+2.E0/45.E0*Pzy*x3+4.E0/45.E0*Pzx*y2~
4.E0/45.E0*Pzy*x2

FIN(6,8) = -2.E0/15.E0*Pzx*yl+2.E0/45.E0*Pzx*y2+2.E0/15.E0*Pzy*x1-2.E0/45.E0*P2zy*x2+4 .E0/45.E0*Pzx*y3-

4.E0/45.E0*Pzy*x3

Listagem 3.7. Cédigo fonte em padrao Matlab para o célculos da matriz G3 da Equagéo (3.13).

Basicamente, a principal diferenca entre os programas NODAL23D e EDGE2D é
a complexidade. Conforme pode-se observar, a formulagdo com elementos de aresta é
mais complexa e requer mais atencao e operadores, o que afeta diretamente as MEs.
Uma consequiéncia direta da complexidade das matrizes, € o tempo gasto para que o
programa retorne, na tela, os resultados.

Certamente, ao contrario do NODAL23D e MNT23D, este € o programa mais
lento dos trés, muito embora, de um total de 13 matrizes geradas, apenas duas
excederam o tempo de 2 minutos para serem apresentadas na tela de um
microcomputador AMD/K6-2, de 500 MHz de clock e 128 MB de memdria RAM.

E importante ressaltar que, ao contrario da formulacdo nodal, onde alguns livros
disponibilizam a MEs mais triviais [13],[16],[31], nenhum destes coloca explicitamente a
mais simples das MEs usando formulacdo com elementos de aresta, devido a sua
enorme complexidade.

Percebe-se o que foi dito acima, a partir do Exemplo 3, pois fica patente o grau
de complexidade. Por motivo de brevidade, ndo foram aqui expostas todas as matrizes
elementares (totalizando um numero de 13) geradas pelo programa, muito embora

todas tenham sido testadas e conferidas em na tese de doutorado [27], através de
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simples programas implementados em Fortran e Matlab, bem como simulag¢des reais de
dispositivos. Na ocasido, foram testadas tanto as aproximagdes quadraticas como
lineares, resultando, assim, numa maior credibilidade do EDGE2D, explicitando o
potencial desta ferramenta na resolucdo e montagem de matrizes elementares

altamente complexas.

3.3. MNT23D

Com o progresso continuo nos processadores e meméria dos computadores,
bem como a constante descoberta de novas condi¢coes de fronteira e formulagoes, o
MEF tém-se mostrado cada vez mais uma ferramenta em potencial para modelagem
em engenharia elétrica (dptica, microondas, sistemas de poténcia, etc.), civil (estruturas
prediais, pontes, etc.) e mecéanica (funcionamento de motores e turbinas).

Nesses sistemas, os modelos matematicos envolvidos, por mais complexo que
sejam, possuem algumas caracteristicas em comum. De fato, muitas vezes as
equacOes diferenciais que os regem possuem alguns operadores vetoriais e/ou
escalares em comum, que Ihes garante a possibilidade de uso de uma ferramenta Unica
para manipulacéo vetorial.

Dentro desta linha, de operadores vetoriais e escalares, € que o MNT23D
consegue montar e manipular tais operadores, para verificagdo de calculos algébricos
por parte do usuario ou de entrega imediata para o NODAL23D, que ira calcular
diretamente as MEs, entregando-as para um programa, numa determinada linguagem
de programacéao, em elementos finitos.

Na Secéo 3.1 foi mostrada a utilizagdo do programa NODAL23D, para montagem
de MEs no MEF com formulagdo nodal. Contudo, ainda no Capitulo 2, péde-se verificar
que, antes de se montar tais matrizes, havia todo um processo partindo da equagao
original do problema, e seguindo as etapas de aplicacdo do produto interno e a
discretizagdo desses operadores, para finalmente isolar as ME’s. Enfim, antes de se
chegar a definicdo e isolamento das MEs, existe todo um processo algébrico, muitas
vezes complicado, que demanda tempo e facilmente propicia erros quando formalismos

vetoriais e diferentes tipos de anisotropia estdo envolvidos [15], [27], [28].
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Sendo assim, estes foram alguns dos motivos que levaram a desenvolver o
MNT23D. Com ele € possivel partir do nivel mais alto do processo descritivo do MEF,
ou seja, escrever diretamente as equacOes que regem o problema fisico, aplicar
Galerkin, e incluir as caracteristicas dos meios materiais envolvidos.

Os resultados sao expressbes explicitas, contendo as MEs anteriormente
estudadas na Secéo 3.1, mas de maneira mais completa, onde agora o usuario tem a
liberdade/comodidade de incorporar tais resultados diretamente em alguma linguagem
de programacao.

Dos paragrafos anteriores, pode-se facilmente associar o uso conjunto do
MNT23D e o NODAL23D, por ambos usarem formulagdo nodal. Todavia, uma outra
utilizacdo interessante deste novo programa € simplesmente a manipulagdo de
operadores vetoriais para proposicdao de novos formalismos. Naqueles grupos de
trabalho onde desenvolvem-se ferramentas em elementos finitos, € comum este tipo de
abordagem no MEF, ou seja, tentar buscar sempre melhores algoritmos e formalismos
vetoriais mais completos para melhorar as ferramentas numéricas de trabalho, sendo
assim o MNT23D uma maneira alternativa de conferir resultados parciais.

E comum refazer-se as mesmas expressdes duas ou trés vezes para nos
garantir sobre a exatiddo das mesmas. Desta forma, o uso do MNT23D (MouNTing
nodal 2-3Dimensions) garante uma manipulacdo de maneira exata, poupando tempo de
refazer toda a algebra duas ou trés vezes, sem duvidar dos resultados, através de uma
manipulacao simbdlica propiciada pelo Matlab.

Para facilitar o uso do programa, os operadores estdo separados em algumas
subclasses, podendo o usudrio escolhé-los e monta-los através de uma interface
também point and click. Na Tabela 3.1, estado ilustradas as seguintes operacbes que

encontram-se disponiveis.

[Operadores Vetoriais Notacdo no programa [Descricao noSignificado
programa
> > > Nablax Curl of Rotacional de OP
X y Z
0 0 0
ox oy 0z
OP, OP, OP,
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OOP,) o(OP,) L ooP)
Ox Oy 0z

Nabla .

Divergent of

Divergente de OP

Produto interno

Inner product of

o(OP) —>+ o(OP) —>+ o(OpP)~ [Nabla____ Gradient of Gradiente de OP
X Z
ox oy Y 0z
> > > Nabla{T} x __ Transverse curl of Rotacional
X y Z transversal de OP
o 9
ox Oy
OP. OPy OP.
o(OP.) a(opy) Nabla{T}. Transverse divergent of[Divergente
=+ transversal de OP
ox oy
o(OP)~> 0O(OP)~ Nabla{T}__ Transverse gradient of (Gradiente
X+ y transversal de OP
ox oy
Vetores unitarios Notacao no programa |[Descricao nofSignificado
programa
- a_x Unit vector in x[Vetor unitario na
X direction (a_x) direcao x
- a_y Unit  vector in yVetor unitdrio ng
y direction (a_y) direcédo y
- a_z Unit vector in ZzVetor wunitario na
Z direction (a_z) direcdo z
- n- normal vector Unit vector in the[Vetor unitario normal
n normal direction
|Campos Notacdo no programa [Descricao noSignificado
programa
- Field x-direction Field_x Campo na direcdo x
P;x
- Field y-direction Field_ y Campo na dire¢éo y
Q;y
- Field z-direction Field_z Campo na diregao z
p;z
- Field t-direction Field_t Campo na direcao
o T transversal (x,y)
- Weight x-direction Weight_x Funcdo peso na
(2 direcdo x
- Weight y-direction Weight_y Funcdo peso ng
®;y direcdo y
- Weight z-direction Weight_z Funcdo peso nd
»: 2 direcéo z
- Weight t-direction Weight _t Funcdo peso nd
o, T diregdo transversal
(x.y)
|Operacoes gerais Notacao no programa |[Descricao no[Significado
programa
- Minus Minus Efetua umal
diferenca
i Multiplied by Multiplied by Efetua uma|
multiplicagéo

Inner product of

Efetua um produtg
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interno
Produto vetorial Vectorial product of Vectorial product of Realiza um produtg
vetorial
Transposto Transposed Transposed Tira o transposto do|
tensor
E And And Ligacéo paral
operagOes gerais
E (Produto interno) And of inner product And Ligagdo para O
produto interno
|Constantes gerais Notacédo no programa [Descricao noSignificado
programa
A A A Constante genérical
A
B B B Constante genérica
B
C C C Constante genérical
C
D D D Constante genérical
D
Tensores Notacao no programa |[Descricao no[Significado
programa
k k k K — Full tensor 3x3 K Tensor completo 3x3
XX xy Xz
kyX k\\ k.\"z
kZ)C ka kZZ
k k 0 K_tt — Transverse tensor |K_tt Tensor 3x3 com
’”‘ v componentes
k, k, O transversais apenas
0 0 O
00 0 K_zz — Axial tensor K zz Tensor 3x3 com
componente axial
0 0 O
0 0 k,

Tabela 3.1. Comandos do MNT23D.

A tabela anterior apresenta todos os operadores vetoriais definidos no programa.

Nota-se que todas as operacgdes estado divididas em seis classes: Operadores vetoriais,

Vetores unitarios, Campos, Operacdes gerais, Constantes gerais e Tensores. A

segunda coluna da tabela denota a notacdo apresentada visualmente no programa; a

terceira, o conteudo a ser mostrado ao usuario quando este salvar tal operador em

arquivo; e, finalmente, a quarta serve para esclarecer o significado fisico de tal

operador.

Em Operadores vetoriais,

tentou-se disponibilizar

todas as operagdes

envolvendo o operador nabla. Assim, estdo presentes rotacional, divergente, gradiente,

e suas derivacdes apenas em duas componentes.
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Ja em Vetores unitarios, estao definidos todos os vetores unitarios do sistema de
coordenadas cartesianas, juntamente com um vetor normal unitario. Esses vetores sao
importantes, pois eles auxiliam em operacdes como produto interno, bem como podem
associar uma direcado a uma constante escalar.

Em Campos estdo presentes todos os campos possiveis nas diregdes x, y, z e

transversal, bem como as funcdes peso. Isto garante que o usuario possa colocar e
fazer operacdes sobre todas as direcées possiveis de campo e peso, tanto vetoriais
como escalares. Para realizagdo de tais operagdes, o usuario as define e as encontra
disponiveis em Operagdes gerais. Ao necessitar de variaveis auxiliares pode-se fazer
isto através de Constantes gerais, que introduz novas constantes.

Ao trabalhar com campos vetoriais, independente da area de atuacéao, é bastante
comum o uso de produtos de operadores vetoriais com matrizes, ou algo parecido.
Assim, finalmente, tem-se, em Tensores, a possibilidade e definicbes destes, limitados
a 3x3.

O menu principal do programa € muito simples e semelhante ao NODAL23D (ver
Fig. 3.8). Ele apresenta os seguintes submenus: File, Save operator, Run, Help. Em File
existe as opcoes Export e Quit. Na primeira op¢ao, pode-se exportar o resultado para o
NODAL23D que os usara para calcular as MEs incluindo as caracteristicas do meio, ao
passo que a segunda escolha sai do programa. A cada nova seqliéncia de comando, o
usuario deve salva-la usando Save operator, para, entdo, reutiliza-la em novos
comandos.

Depois de definidas, todas as operacdes deve executar o programa através de
Run. Se necessitar de algum esclarecimento, isso pode ser feito em Help. Finalmente,
depois de finalizada a execuc¢ao do programa, este exibe uma mensagem, e 0 usuario,
se desejar, pode chamar o NODAL23D.

Com relacdo ao tempo de simulacao, este programa € o mais rapido de todos,
uma vez que as operagdes envolvidas sdo simples manipulagbes simbdlicas, nao
excedendo, em nenhum dos casos simulados, o limite de 40 segundos, na mesma

configuracdo de microcomputador citada anteriormente.
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.Assemhlm's Operators for use in Finite Element

YECTORIAL Dperators UHNIT Yectors FIELDS Oper. Defined

IsgLan _-Butol” <] fan ][Rl waiecton <] [ ]

=l = =l

Fig. 3.8. Apresentacdo inicial do MNT23D.
Exemplo 4: A formulacdo matematica aqui descrita é a mesma de (3.1), mas
escrita de outra maneira:
V,x(elV, th)—Zx [e]' -V, x(Zv, CH)-0 egu,H, + @ gy p1yy” 2x [e)! (zx H)]=0, (3.14)
sendo todos os mesmos parametros de (3.1). Observando o primeiro e o terceiro
termos de (3.14), percebe-se que a equacao nao estd em sua forma enfraquecida,

apresentando operadores diferenciais de segunda ordem sobre o campo. Assim,
aplicando Galerkin, e fazendo algumas manipula¢ées algébricas [28] encontra-se

[[(k.v,xH)- (v, xW) + j;(KZZVtth)-(thZ)

~k[[(H, W) = -7 K [[lzK, - (2xH)}-W, ,
gerando o conjunto das seguintes integrais, mostradas a seguir:

5= [ (K., xH)-(7,xW,) (3.16)
S, = [[(V,-H,), 1V, K] -(zxW,)] (3.17)
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onde k,=¢', K_=¢.', z € 0 vetor unitario na direcdo z e » o vetor normal associado

2

ao contorno. Também, de (3.15), H, e W, referem-se ao campo magnético H e a
funcdo peso transversais. Em [28], o Método de Galerkin foi aplicado apenas aos

campos transversais. O indice ¢ foi usado para representar as coordenadas

transversais, que podem ser orientadas nas dire¢des x ou y. Como de praxe, nas
integrais assumiu-se que as caracteristicas do material ndo mudam dentro de um
elemento.

Para ilustrar os exemplos, com relacdo a manutencao e criacdo dos operadores,
considerar-se-a as matrizes dadas por (3.16) e (3.17). No primeiro caso, a manipulacéao
no MNT23D retorna algo do tipo mostrado na Listagem 3.8.

H_X_W_X = +kzz*dif (Fi(j),Y)*dif (Fi(i),Y)
H_X_W_Y = -kzz*dif (Fi(j),Y)*dif (Fi(i),X)
H_Y_W_X = —kzz*dif (Fi(j),X)*dif (Fi(i),Y)
H_Y_W_Y = +kzz*dif (Fi(3j),X)*dif (Fi(i),X)

Listagem 3.8. Exemplo de expressao gerada pelo MNT23D.
Isto foi feito apenas manipulando o esquema presente na Fig. 3.8, usando os botdes
pop-up. Da listagem 3.8 deve-se notar os indices seguindo H e W. A primeira linha é o
resultado da ME considerando o produto interno da componente H, com W, e assim
sucessivamente. Assim, percebe-se que o0 programa nos retorna quatro possiveis
combinacoes (H e W sao fungbes transversais). A palavra dif significa diferenciacao e
Fi(i), Fi(j) sdo as representacdes, em termo de matrizes elementares, de W e H,

respectivamente. Finalmente, ainda desta listagem, percebe-se as diferencia¢des feitas
comrelacédo a Xe Y.

No exemplo anterior mostrou-se o resultado final das expressdes equivalentes
das ME’s, que poderiam ou nao ser utilizadas por NODAL23D. Para um segundo
exemplo, (3.17), mostrar-se-a como aparece um arquivo escrito depois de efetuar
operacdes semelhantes ao caso anterior. Os resultados foram salvos no arquivo S2.kf,
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formato este escolhido para os arquivos de saida do programa de manipulagéo analitica
dos operadores vetoriais.

% OP 1=

% K_tt

% Transposed

% multiplied by

% VECTORIAL PRODUCT of

% unit vector in z direction (a_z)
% AND

% weight_t

% OP 2=

% TRANSVERSE CURL OF

% OP1

% OP 3=

% unit vector in z direction (a_z)
% multiplied by

% TRANSVERSE DIVERGENT OF
% field_t

% OP 4=

% INNER PRODUCT of

% OP2

% AND

% OoP3

H_X_W_X=+(dif (kyy*Fi (i), X)-dif (kyx*Fi(i),Y))*dif(Fi(]j), X)
H_X _W_Y=+(-dif (kxy*Fi (i) ,X)+dif (kxx*Fi(i),Y))*dif(Fi(]j),X)
H_Y W _X=+(dif (kyy*Fi (i), X)-dif (kyx*Fi(i),Y))*dif(Fi(]j),Y)
H_Y W_Y=+(-dif (kxy*Fi (i) ,X)+dif (kxx*Fi(i),Y))*dif(Fi(j),Y)

Listagem 3.9. Exemplo de expressao gerada pelo MNT23D para a Equagéo (3.17).

Da Listagem 3.9, percebe-se que cada arquivo salvo no formato KF possui um
cabecalho completamente comentado nos padrées MATLAB, que descreve todas as
operacOes realizadas, € que antecede a geracao da expressdo final. De fato, este
cabecalho é a manipulacao passo-a-passo dos operadores, que assegura ao usuario a
veracidade e conferéncia de suas manipulagdes.

Para ambos os casos ilustrados nas Listagens 3.8 e 3.9, deve-se enfatizar que
as expressoes finais possuem componentes transversais que, da teoria do MEF
explicado no capitulo anterior, também podem ser chamadas de ME’s. Entretanto,
deve-se ressaltar que esta ndo € a forma mais comum de se definir uma ME porque,
para os exemplos acima, nossos resultados consideram as caracteristicas do material

(Kyy » Kyx, Kxx, €tc.). Isso também foi comentado no Capitulo 2.
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Nos livros [13], [15], [16], [31], é padrdo usar a definicdo de uma ME apenas do
ponto de vista numérico, sem incorporacdo de nenhuma condicdo de contorno,
caracteristica do material, ou condicdo de radiacao. Os autores afirmam que, se estas
caracteristicas mudam para cada elemento da malha, e que se um programa de
elementos finitos rodar assim, produzira resultados erréneos. Isso € verdade. Assim, o
que eles unicamente chamam de MEs séo as expressbdes semelhantes a (3.2)-(3.7),
pois sao matrizes com caracteristicas exclusivamente matematicas.

Todavia, aqueles que ja programam em elementos finitos sabem que, ao isolar
todos os termos de discretizacado organizadamente (como feito nas Listagens 3.8 e 3.9),
ja se estd considerando, a priori, que tais caracteristicas ndo mudam. Desta forma,
tendo em vista que os programas aqui desenvolvidos tém a fung¢éo basica de minimizar
os custos da programacao para um usuario do MEF, também denominou-se de MEs
expressdes mais genéricas, mas deixando claro que assume-se nao existir quaisquer
variacdes dos termos dentro de um Unico elemento.

Com o que foi dito nos dois ultimos paragrafos, deve-se deixar claro que, com o
resultado do MNT23D, o usuério tem duas opc¢des. A primeira é que, simplesmente
estando no NODAL23D, é possivel importar os resultados de MNTNOD23D e calcular
as MEs, ou, numa segunda opc¢ao simplesmente reescrever as MEs em sua forma
mais basica (sem caracteristicas materiais) no NODAL23D, verificando quais séo, a
partir dos resultados de MNT23D.

Para o primeiro caso, mostrar-se-a um exemplo que calcula as MEs diretamente,
a partir dos resultados do MNT23D. Este exemplo serd baseado na Listagem 3.9, e
considera que é uma integral 2D, de SUPERFICIE, com ELEMENTOS LINEARES,
sendo estas caracteristicas, em mailusculo, informadas interativamente durante o
processo de importacdo de dados. Os resultados estao salvos no formato MATLAB,

conforme sera visto a seguir.

%%%%% 2D—-AREA INTEGRATION OF %%%%%
% (Dfi_x(j) * (kyy*Dfi_x(i)-kyx*Dfi_y(i)))

H_ X W_X(1,1)=1/4*(-y3+y2)* (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;
H_X W_X(1,2)=-1/4*(yl-y3)* (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;

H_X W_X(1,3)=1/4*(yl-y2)* (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;

H_X_W_X(2,1)=-1/4* (-y3+y2) * (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1l-kyx*x3) /Ae;

H_X _W_X(2,2)=1/4*(yl-y3) * (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1-kyx*x3) /Ae;
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H_X W_X(2,3)=-1/4*(yl-y2)* (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1-kyx*x3) /Ae;
H_X W_X(3,1)=1/4*(-y3+y2) * (kyy*yl-kyy*y2+kyx*x1l-kyx*x2) /Ae;

H_X W_X(3,2)=-1/4*(y1l-y3) * (kyy*yl-kyy*y2+kyx*x1-kyx*x2) /Ae;
H_X W_X(3,3)=1/4*(yl-y2) * (kyy*yl-kyy*y2+kyx*x1-kyx*x2) /Ae;

%%%%% 2D—-AREA INTEGRATION OF %%%%%
% (Dfi_x(3j) * (-kxy*Dfi_x (i) +kxx*Dfi y(i)))

H_X_W_Y(1,1)=-1/4*%(-y3+y2) * (~kxy*y3+kxy*y2-kxx*x3+kxx*x2) /Ae;
H_ X W_Y(1,2)=1/4*(yl-y3)* (-kxy*y3+kxy*y2-kxx*x3+kxx*x2) /Ae;

H_X W_Y(1,3)=-1/4*(yl-y2)* (-kxy*y3+kxy*y2-kxx*x3+kxx*x2) /Ae;
H_ X W_Y(2,1)=1/4*(-y3+y2) * (kxy*yl-kxy*y3+kxx*x1-kxx*x3) /Ae;

H_X_W_Y(2,2)=-1/4*% (yl-y3) * (kxy*yl-kxy*y3+kxx*x1-kxx*x3) /Ae;

H_X W_Y(2,3)=1/4*(yl-y2) * (kxy*yl-kxy*y3+kxx*x1-kxx*x3) /Ae;

H_X_W_Y(3,1)=-1/4*% (-y3+y2) * (kxy*yl-kxy*y2+kxx*x1-kxx*x2) /Ae;

H_X W_Y(3,2)=1/4*(yl-y3) * (kxy*yl-kxy*y2+kxx*x1-kxx*x2) /Ae;

H_X W_Y(3,3)=-1/4*(yl-y2) * (kxy*yl-kxy*y2+kxx*x1-kxx*x2) /Ae;

%$%%%% 2D—-AREA INTEGRATION OF %%%%%
% (DEi_y(3)* (kyy*Dfi_x (i) -kyx*Dfi_y(i)))

H_Y_W_X(1,1)=-1/4*% (-x3+x2) * (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;

H_Y _W_X(1,2)=1/4*(x1-x3) * (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;

H_Y_W_X(1,3)=-1/4*%(x1-x2) * (-kyy*y3+kyy*y2-kyx*x3+kyx*x2) /Ae;

H_Y W_X(2,1)=1/4*(-x3+x2) * (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1-kyx*x3) /Ae;

H_Y W_X(2,2)=-1/4*(x1-x3) * (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1-kyx*x3) /Ae;
H_Y W_X(2,3)=1/4*(x1-x2) * (kyy*yl-kyy*y3+kyx*x1-kyx*x3) /Ae;

H_Y W_X(3,1)=1/4*(-x3+x2) * (-kyy*yl+kyy*y2-kyx*x1l+kyx*x2) /Ae;
H_Y W_X(3,2)=-1/4*(x1-x3) * (-kyy*yl+kyy*y2-kyx*x1l+kyx*x2) /Ae;

H_Y_W_X(3,3)=1/4*(x1-x2) * (-kyy*yl+kyy*y2-kyx*x1l+kyx*x2) /Ae;

%%%%% 2D-AREA INTEGRATION OF %%%%%
% (DEi_y (3) * (~kxy*D£i_x (i) +kxx*Dfi_y (i)))

H_Y W_Y(1,1)=-1/4*(—x3+x2) * (kxy*y3-kxy*y2+kxx*x3-kxx*x2) /Ae;

H_Y_W_Y(1,2)=1/4* (x1-x3) * (kxy*y3-kxy*y2+kxx*x3-kxx*x2) /Ae;
H_Y W_Y(1,3)=-1/4*(x1-x2)* (kxy*y3-kxy*y2+kxx*x3-kxx*x2) /Ae;

H_Y_W_Y(2,1)=1/4* (-x3+x2) * (~kxy*yl+kxy*y3-kxx*x1l+kxx*x3) /Ae;

H_Y W_Y(2,2)=-1/4*(x1-x3) * (-kxy*yl+kxy*y3-kxx*x1+kxx*x3) /Ae;

H_Y_W_Y(2,3)=1/4* (x1-x2) * (-kxy*yl+kxy*y3-kxx*x1l+kxx*x3) /Ae;

H_Y W_Y(3,1)=-1/4* (—x3+x2) * (-kxy*yl+kxy*y2-kxx*x1+kxx*x2) /Ae;

H_Y _W_Y(3,2)=1/4*(x1-x3) * (-kxy*yl+kxy*y2-kxx*x1+kxx*x2) /Ae;

H_Y_W_Y(3,3)=-1/4*% (x1-x2) * (~kxy*yl+kxy*y2-kxx*x1+kxx*x2) /Ae;

Listagem 3.10. Célculo das MEs usando MNT23D para a Listagem 3.9.

Do exemplo acima, observa-se que estas ja sdo as expressdes finais

para um

programa em elementos finitos, onde ai ja estédo incluidas as caracteristicas do material,

e suas respectivas alocagoes.
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3.4. Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os programas, feitos em MATLAB, para o
calculo analitico de matrizes elementares em elementos finitos e sua manipulacédo
vetorial. Todos eles apresentam uma amigavel interface gréafica, que facilita, incentiva e
populariza seus usos.

Em principio, o NODAL23D possui a caracteristica de montar matrizes
elementares para dominios 2D ou 3D usando elementos triangulares ou tetraédricos,
respectivamente. Para o dominio 2D, é possivel calcular integrais de fluxo (linha) ou de
superficie, enquanto que, para o caso 3D, ele calcula integrais de fluxo (superficie) ou
de volume. Também destaca-se a possibilidade de exportar as matrizes em formatos
compativeis com MATLAB, FORTRAN, ou C. O usuario também pode escolher entre
aproximagbes quadraticas ou lineares, para as funcdes de base, possibilitando maior
precisdo dos resultados. Finalmente, a interface point and click do programa torna
possivel uma facil entrada e saida de dados, ndo requerendo nenhum conhecimento
especializado para traduzir seus resultados, aliado, também, a uma grande velocidade
de calculo.

O segundo programa, EDGE2D, possui uma interface e funcionalidade
semelhantes ao anterior, todavia com a caracteristica de gerar matrizes elementares
para a formulagcdo com elementos de aresta, num dominio 2D. Por tratar-se de uma
ferramenta analoga ao NODAL23D, além da propria aparéncia, o EDGE2D mantém
também os mesmos critérios e procedimento de manuseio, bem como a emissao de
mensagens de erro.

Por fim, foi também mostrado o MNT23D, uma ferramenta desenvolvida para a
manipulagao vetorial, presente no Método dos Elementos Finitos, enfatizando como ela
pode ser bastante Util aqueles que desejam manipular e/ou desenvolver expressdées no
método. Além disso, também pode-se citar sua utilidade no calculo das MEs mais
complexas, a partir de uma interface deste programa com o NODAL23D.

Entre as caracteristicas gerais e comuns a todos eles, pode-se enumerar,
também, grande velocidade, estabilidade, simples interface de utilizacdo para com o

usuario e a agilidade em mostrar seus resultados de maneira analitica e exata.

50



Capl’tulo 4 — Propagadores 1D e 2D nao-lineares
com passo adaptativo

Nos trés capitulos anteriores, foi estudado o Método dos Elementos Finitos e foi
mostrado aos leitores trés ferramentas auxiliares na concepgéo geral de um programa
seguindo tal método.

Agora, neste capitulo, serdo comentados algoritmos de passo adaptativo para
propagadores onde 0s meios sdo nao-lineares, onde a malha pode ser tanto
unidimensional como bidimensional, bem como a utilizagdo de um novo tipo de PML,
para meios ndo-lineares.

Em principio, este capitulo dividir-se-4 em duas secdes principais, que exploram
as nao-linearidades, ressaltando alguns pontos peculiares e importantes para a
concepcgao de programas nao-lineares; uma outra que coloca os propagadores onde as
malhas sao unidimensional e bidimensional, respectivamente, e, por ultimo, a extensao

de PML ao caso nao-linear.

4.1. Nao-linearidade e suas implicagdes praticas na simulacao

Nas simulacbes com métodos numéricos rigorosos, como o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e Diferencas Finitas (DF), em Optica integrada nao-linear, as
primeiras entidades fisicas que vém a mente sdo: poténcia, densidade de poténcia, e
coeficiente ndo-linear. Com efeito, pode-se afirmar que estes sao parametros basicos a
se conhecer para conseguir realizar as simulagées. Deve-se salientar a afirmacéo
“Optica integrada”, pois, em outras linhas da propria 6ptica ndo-linear, esses parametros

podem apresentar-se normalizados, de tal maneira que nao se necessite a0 menos
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conhecer o valor exato de um indice de refracdo, ou mesmo um coeficiente ndo-linear,
para conseguir obter resultados. Como assim?

A resposta a essa pergunta traz a tona uma outra discussao interessante sobre
diversos niveis, abordagens e até vantagens que se tem ao estudar éptica nao-linear.
Ou seja, essa discussao aparece como uma boa oportunidade para, também, comentar
um pouco mais sobre os métodos numeéricos e suas limitagdes.

Em principio, é de conhecimento notério que a Optica abrange uma vasta gama
de conhecimentos, metodologias e enfoques, que vao desde a Optica difrativa até os
préprios sistemas de comunicacoes Opticas. Esta observacao, na opiniao do autor deste
trabalho, € algo que deve sempre ser lembrado, pois pode até justificar o uso da palavra
“método numérico” em certas situagdes, colocando limitagcdes e peculiaridades, bem
como esclarecer alguns equivocos cometidos.

Para entender melhor toda essa situacao, considerar-se-a um exemplo simples,
mas que certamente auxilia na questdo. Estudando-se o conhecido livro de Agrawal
[73], de Optica nao-linear, o autor comenta, no fim do Capitulo 2, os possiveis “métodos
numéricos” para resolver equacdes nao-lineares de propagacao de pulsos épticos, ou
até mesmo dispositivos, também nao-lineares, como acopladores, grades de Bragg,
moduladores, etc. De fato, naquele livro € notério o uso do bem popular Método de
Fourier (MF) com passo dividido, que mostra ser simples e eficiente para retratar bem
as simulacdes computacionais de fenébmenos ou dispositivos ndo-lineares em sistemas
de comunicagdes Opticas, além de poder ser facilmente implementado em Fortran, C
ou, mesmo, Matlab.

Além disso, pode-se ainda citar duas colocacgdes importantes. Em primeiro lugar,
tem-se o fato de que as distancias envolvidas atingem facilmente dezenas de
quildmetros, e, ainda assim, consegue-se simular dispositivos sem se conhecer o0s
indices de refragcdo. Isto ndo é possivel com a utilizagdo do MEF ou DF. Um segundo
ponto € que, naquelas situacdes, € normal trabalhar com unidades normalizadas, onde
varios parametros fisicos ficam ocultos, e parecem ser secundarios.

Aqueles que nao estdao acostumados com ferramentas numéricas, como o MEF
ou DF, e ndo tem muita no¢do das penalidades que se paga com os comentarios no
paragrafo anterior, tendem a achar bastante limitados tais métodos.

52



Basicamente, pode-se afirmar que a principal diferengca entre a abordagem de
Agrawal [73] e a de outros livros que discutem um pouco de Optica ndo-linear ou
dispositivos, Syms [17] ou Koshiba [16], é o simples fato de serem incompativeis entre
si, ndo sendo possivel compara-las. Eles tratam de 6ptica ndo-linear e dispositivos, mas
n&o se encaixam na mesma abordagem.

A abordagem de Agrawal € mais sistémica, de comunicac¢des Opticas, onde as
distancias envolvidas sdo grandes (se comparadas as distancias centimétricas
abordadas em [16]-[17]), e esta-se preocupado com os perfis temporais dinamicos de
pulsos épticos, parametros sistémicos (ruido, interferéncia, efeitos dispersivos, diversos
efeitos ndo-lineares, etc.). Nesse tipo de abordagem é comum trabalhar com unidades
normalizadas em relacdo a parametros fundamentais, como indices de refracao efetivos
dos modos do guia de onda, areas efetivas, coeficientes ndo-lineares, constantes de
acoplamento, etc, mesmo quando simulam-se dispositivos como acopladores ou filtros
opticos ndo-lineares. Deve-se deixar claro que este tipo de método e linha de trabalho
seguida pelo autor, descreve tanto quantitativamente como qualitativamente os
resultados experimentais, merecendo todo o mérito daqueles que trabalham com isso.

Por outro lado, dentro da linha de trabalho citada anteriormente, nao é
necessario conhecer métodos numeéricos como o MEF, por exemplo, pois, se estes
representassem ferramentas viaveis para determinados problemas, poderiam ser téo
poderosos que muito do que o método disponibilizasse nao teria interesse em tal
contexto, penalizando bastante uma possivel relacdo entre custo e beneficio. Esse
comentario explica porque ndo faz muito sentido usar MEF no contexto de Agrawal,
uma vez que la as prioridades s&o outras.

Em outras ocasides, ja foi mostrada a potencialidade do MEF ou DF em
situacdes onde o rigor eletromagnético faz-se importante, gerando situacées que nao
seriam facilmente resolvidas, e com resultados confiaveis, se fossem utilizados métodos
espectrais, como o Método de Fourier, por exemplo. Normalmente, pode-se afirmar que
muitos casos de estudo na Oéptica integrada, seja linear ou nao-linear, sdo assim. Na
linha dos livros [16] e [17], modela-se verdadeiramente a fisica em seu estado mais
profundo. Deve-se observar o rigor de dimensdes, materiais, valores de constantes, até

porque, nesses métodos, as técnicas de truncamento das janelas computacionais séo
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diferentes daquelas do Método de Fourier, por exemplo. Em outras palavras, usando
MF pode-se usar técnicas eficientes para acabar com as reflexdes numéricas em
problemas com o tipo de abordagem dada por Agrawal; todavia, no caso de Koshiba,
Jim[15], ou Syms, as mais eficientes e utilizadas técnicas para garantir resultados
corretos, devido a este truncamento computacional, sdo intrinsicamente baseadas num
rigor eletromagnético, como as ABCs [27] e PMLs [44]-[46].

Em suma, nesse segundo tipo de abordagem faz-se muito mais necesséario um
profundo conhecimento e rigor eletromagnético do problema estudado, do que uma
simples manipulacdo ou normalizacdo matematica para as equacdes que regem o
sistema, que normalmente distancia um pouco da fisica basica do dispositivo.

Por fim, estas colocacbes ajudam a afirmar o que foi dito no inicio da secao a
respeito da poténcia, densidade de poténcia, e coeficiente nao-linear, e suas
importancias em simulagdes de optica integrada nao-linear, com métodos como o MEF
ou DF. Desta forma, nas subsec¢des seguintes fez-se questao de detalhar e deixar claro,
para futuros leitores e o enriquecimento deste trabalho, muito daquilo que julga-se
necessario antes de simular dispositivos épticos nao-lineares, onde os rigores fisicos
sdo importantes.

Para isso, fez-se uma andlise ressaltando os seguintes aspectos: poténcia,
densidade de poténcia, coeficientes nao-lineares, condigbes de contorno, camadas

absorventes e consideragdes gerais computacionais.

4.1.1. Poténcia e densidade de poténcia

Infelizmente, o grau de complexidade em obter solugdes analiticas, quando
possiveis, leva a retratrar apenas o caso mais simples, 1D, embora o procedimento seja
aplicavel também quando consideram-se duas dimensdes. Sendo assim, partir-se-a da
andlise mais natural possivel, um guia planar linear com geometria similar a mostrada
na Fig. 4.1*,

* Na notacgéo 1+1D, a partir daqui utilizada, o primeiro indice denota apenas uma dimensao transversal,
ao passo que o segundo indice a diregcao longitudinal.

54



Fig. 4.1. Esquematico de um guia de onda 1+1D.

Por conveniéncia, mostrar-se-a todos os detalhes e passagens importantes, com
0 objetivo principal de ndo deixar de lado, nem obscuro, passos fundamentais para a
generalizacao de outras topologias que serdo discutidas mais adiante, neste e no
proximo capitulo.

Para encontrar os modos guiados no guia retangular acima, parte-se da equacao
de onda, uma vez que sua demonstragdo a partir das Equacdes de Maxwell é trivial e
pode ser encontrada em muitos livros [36]. Deve-se lembrar que os efeitos de perda
serao aqui desconsiderados e a permeabilidade magnética relativa € unitaria, u,=1.

Desta forma, escrevendo-se o campo elétrico numa notagdo mais familiar,

assumindo o fator exp(—iwt):

V’E+k’nE=0, (4.1)
k*=w’/c*, B=nk(constante de propagacao), n, o indice de refragéo efetivo do guia.
Equacao (4.1) é a forma familiar da equacao de onda para um dielétrico uniforme com
indice de refragao linear n;. Nota-se que foi feita a consideragéo de que /9y =0, ou,
equivalentemente, expandir ao infinito, positivamente e negativamente, a direcao ao
longo do eixo-y, tal que a distribuicdo de campo é uniforme ao longo da direcao y. Se
agora é assumida a dependéncia em z do tipo exp(ifz), a expressao (4.1) pode ser

redefinida para as 3 regides do guia da Fig. 4.1, como:

2

Regido 3: dd? _PE =0 (4.2)
2

Regi&o 1: ‘iix’fl +q’E, =0 (4.3)
2

Regido 2: ddjz -p’E, =0 (4.4)
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onde ¢’ =n’k’-p*, p’=p>-nk>, r’ = g7 —njk’ e E;(i=1,2,3) é a componente ao longo
da direcdo y presente nos 3 guias. Equagdes similares podem ser deduzidas para o

campo H.

Da suposicdo 0/0y=0 nas equagdes de Maxwell, isto implica que as

componentes de campo nao nulas para o modo TE (E.=0) séo E,, H, e H, , levando

facilmente a:
H =- p E, (4.5)
WL,
o= i 6Ey _
= oty O (4.6)

Para modos guiados, é requerida que a poténcia fique confinada ao longo da regiao
central, ou guia 1. A forma das Equacdes (4.2)-(4.4) implica que a solucao é oscilatoria

ao longo da regido 1 (¢*> >0), com evanescéncia nas regiées 2 e 3.
Dessas consideragoes prévias, pode-se escrever as solugdes para E, , omitindo

exp(ifz—iwt)nas 3 regides, como:

Aexp(—rx) , x20 (4.7)
E, =1 Acos(gx) + Bsin(gx) , 0>x>-2a (4.8)
[Acos(2aq) - Bsin(2ag)lexp[p(x+2a)] 5, > (4.9)

Das equagles acima, nota-se que naturalmente existe a continuidade do campo E,.
Todavia, nada pode ser inferido dos valores de A e B. Para isto, deve-se também
aplicar a condicao sobre a componente tangencial do campo magnético, no caso H, .

Assim, para completar as condicdes deve-se substituir estes valores de E, sobre

Equacao (4.6), o que leva a:

 [—rAexp(-rx) , x20 (4.10)
H. = a)_l g[—Asin(gx) + B cos(gx)] , 0>x>-2a (4.11)
#0 | plAcos(2aq) - Bsin(2ag)lexpl p(x +2a)] . da>x. (4.12)

Aplicando as condigdes de continuidade do campo H, em (4.10)-(4.12), chega-se as

seguintes condicdes para os modos TE:
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Em x=0 —-rA=¢qB. (4.13)

Em x=-2a qlBcos(2aq) + Asin(2aq)] = p[Acos(2aq) — Bsin(2aq)] . (4.14)

A resolucdo acima, das equacgdes acopladas, € um problema de autovalor e
autovetor que retorna a constante de propagacdo, £, € o modo do guia, sendo a
geometria e 0 meio material conhecidos a priori.

Para o modo TM (H,=0) o procedimento é semelhante, sendo a Equacgao (4.1)
escrita para o campo H, e as componentes de campo existentes seriam H,, E, e E_,

relacionadas da seguinte forma:

p
E = H
towesn: (4.15)
£ - i OH,
i we,n; Ox (4.16)

Tais equacbGes podem ser obtidas diretamente do Teorema da Dualidade do
eletromagnetismo [15]. Lembrando que, neste caso, x=1. De maneira semelhante,

também encontra-se que:

C exp(—rx) , x>0 (4.17)
H =4 Ccos(gx)+ Dsin(gx) , 0>x>-2a (4.18)
[Ccos(2aq) — Dsin(2aq)]exp[ p(x +2a)] L 2a>x. (4.19)

Da mesma maneira que em (4.10)-(4.12), deve-se também garantir a continuidade do

campo E, , de tal modo que pode-se facilmente encontrar:

, x20 (4.20)
nf exp(—rx)
E = ! %[—C sin(gx) + D cos(gx)] , 02x2-2a (4.21)
s, | n;
L [Ccos(2aq) - Dsin(2ag)lexpl p(x+2a)] » ~24Z X (4.22)
n,

Aplicando as condigbes de continuidade do campo E, em (4.20)-(4.22) chega-se as

condicoes relevantes para os modos TM:
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—rc_ﬂ

Em x=0 b o (4.23)
ny n

Em x=-2a %[c sin(2aq) + D cos(2aq)] = %[c cos(2aq) — Dsin(2aq)]. (4.24)
1 2

A demonstracdo dos campos e suas condi¢des, dados por (4.7)-(4.14) e (4.17)-
(4.24), é razoavelmente encontrada em livros na forma colocada acima. Normalmente,
somente (4.7)-(4.9) e (4.17)-(4.19) sédo colocadas ficando a cargo do leitor deduzir
(4.10)-(4.12) e (4.20)-(4.22), o que nao & complicado. Todavia, dar continuidade nos
calculos para encontrarmos analiticamente a poténcia ja é mais raro.

Desta forma, dando continuidade ao raciocinio comeg¢ado anteriormente, para
modos TE e TM, respectivamente, o proximo passo € encontrar o fluxo médio de

poténcia, P, em um guia de onda, dado pela integral ao longo da secéo transversal da
componente z do vetor de Poynting (S, densidade de poténcia):

+00 1 +00 .
P:__[ Szdng_j Re(ExH").dx . (4.25)

Para os modos TE, S, é, entdo, dado por:

S,=——EH = |E,[ . (4.26)

2 2ou,

Aplicando a definicdo da densidade de poténcia, (4.26), em (4.25), e utilizando as

definicbes de campo, expressas por (4.7)-(4.9), em todas as 3 regides encontra-se:

A2
P3=( p J— (4.27)
204, ) 2r
A2 2 2
Plz[ij_(q ‘|‘2” j{2a+ 2p >t 2” 2} (4.28)
2ou, ) 2 q q +p° q +r
A2 2 2
p=| L | L) (4.29)
20u, )2p\ P +q
A poténcia total, que € dada pela soma de P;, P-e Ps, é entao escrita como:
2 2 2
P=pip+p=| L |A[4F )y LT (4.30)
2014, ) 2\ ¢ pr
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Embora a Equacéao (4.30) possua uma forma mais elegante e apelativa em termos de
entidades fisicas, esta ainda ndo é a mais usada pelos engenheiros, ou em resultados
de carater experimental. Utilizando as expressoes (4.7)-(4.9) e a relacao (4.13), pode-se

facilmente concluir que a coordenada x, onde o campo E, atinge seu maximo, bem

como este valor maximo de campo (E;™ ), sdo dados por:

x= 1 tan~'(—0)

K (iﬁw . (4.31)
ET™ = AL T
q
Desta maneira, pode-se reescrever (4.30) da seguinte forma:
Eleameax
p=F_ [ﬂJ(E;“aX)Z =y, (4.32)
2u.o\ 2 4

max

onde o simbolo H™indica o valor maximo do campo H,, e w, a chamada largura

efetiva, definida como w, = 2a+l+l [62]. Por fim, a férmula (4.32) é a expressao final
p r

e mais natural de lidar com a poténcia, e sua importancia ficara clara mais adiante.
De maneira anéloga, para o caso TM o procedimento é semelhante. De inicio, o
vetor de Poynting, S;, é dado por
1

S.=—H|E, = P |H, [, (4.33)

2
2 2wnig,

com as seguintes distribuicdes de poténcia nas 3 regides

g \c
P = — 4.34
. [20)113250 2r ( )
p_ p C_2 qg’ni +r’n’ 2a+ pnn; N min; 435
1_2a)n28 2 2 4 a 2 4 2 4 2 4 2 4 ()
160 qn, qn,+pn qgny;+rn
p (B \C[m | gnitrin 4.36
2 2 2 2 4 2 4 2 4 . ( . )
on,eE, jLp\ny J\ pn,+tqn

A poténcia total, dada pela soma total de Py, P> e P3, é, assim, dada por:
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P=F+P+P =
:(L]C_Z[CIZ”SHL’”Z”?){MJF n'ni(p’+q°) . n'ni(qg>+r’) | - (4.37)

2w, ) 2 q2r112n32 p(qznj + pznf) r(qzn;‘ + r2n14)

Assim como em (4.30), pode-se rearranjar (4.37) e escrevé-la simplesmente como

Emameax
J— (ﬁ](fl;ﬂ“f e Sl S (4.38)

2g | 2 4

nlznzz(p2 +q2) nlznf(q2 +r2)

24 2 4N\1/2
max __ (qn3+rn1)
eH ™ =C >

sendo w, =2a+
: p(@’ny +p’n}) (g’ +r7n)) qn;

[62].

Ao contrario do que acontece na anadlise de guias lineares, as relagbes (4.32) e

(4.38) sdo as mais importantes para qualquer trabalho com meios nao-lineares, uma
vez que determinam diretamente as relacdes entre poténcia (P), densidade de poténcia
(S,) e os valores maximos de campo. A relativa simplicidade dessas expressdes para o
fluxo de poténcia e sua interpretacao fisica € uma elegante demonstracao do valor de

poténcia e do conceito de largura efetiva, no caso 1D. A idéia principal das expressoes
(4.32) e (4.38) sera abordada na proxima sec¢éo e capitulo.

4.1.2. Coeficiente ndo-linear e tipos usuais de nao-linearidades

Uma gama de efeitos ndo-lineares em guias Opticos é governada pelo bem
conhecido Efeito Kerr, e suas implicacbes em dispositivos gerais, como acopladores,

filtros, roteadores, etc. Nestes casos, o0 que existe € uma variagao do indice de refracao

com o quadrado do campo elétrico, em outras palavras: n=n,+n,|E[, sendo n; o

indice de refracdo linear, e n, o coeficiente de indice ndo-linear. Desta equacéao, nota-
se que a unidade de 1, é m%/V? ([nJ= m?/V?) no sistema internacional de unidades, uma
vez que a variagao do indice (6 ) € adimensional.

Todavia, esta ndo é a maneira mais usual de lidar com o coeficiente de nao-

linearidade, uma vez que [ng=m%*W & a mais usual. E comum tratar a variacdo nao-

linear do indice de refragdo como &5, =n;1, onde I é a intensidade do campo Optico
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. 1 . , . .
descrito por 1 =2 Eochy | E|*, estando as entidades &, ¢ e E no sistema internacional de

unidades e [[]=W/mZ. Por outro lado, n! = 2n, , com [ni]=m’/W .
gyCn,

E bem conhecido que, se 0o meio possui uma nao-linearidade tipo Kerr, os
sélitons espaciais ndo sao estadveis em guias com duas dimensées na secao
transversal, ou seja, os casos 2+1D [37]-[43] . Nessas situacdes, mostrou-se que uma
forma de estabilizar sua propagacdo é considerar uma nao-linearidade saturavel,
altamente estudada nestas situag¢des, que, além disso, também é usada para modelos
em liquidos [37] e cristais [38].

De fato, existem dois modelos principais de saturacdo de nao-linearidade que
aparecem na literatura [39]-[43] . Estes modelos, assim como o da nao-linearidade Kerr,

estao resumidos na Tabela 4.1:

Tipo de Nao-linearidade

Permissividade, ¢

Kerr g =¢c +a|E[
i a|E|2
& =& +——
] l+aalE|
Saturavel

& =¢ +l[1—exp(—aa |E|)]
a

r

Tabela 4.1. Resumo dos mais utilizados tipos de nao-linearidade em éptica integrada.

Na Tabela 4.1, os coeficientes a e o sdo dados por a=n'nics, € a=2nAn,_,.

De fato, estes sdo os provaveis casos de estudo utilizados nos programas de analise
modal (Secao 5.1.) e nos propagadores nao-lineares (Secoes 4.2 e 4.3).

4.1.3. Condicoes de contorno e camadas absorventes

Do ponto de vista computacional, o campo elétrico nos extremos computacionais,
onde deseja-se simular um dispositivo qualquer, € assumido ser nulo, devido a
condicao assintdtica 0E/or=0 (quando r—>o, sendo r as coordenadas espaciais
genéricas). Em geral, na 6ptica, uma das condigdes de contorno amplamente utilizada é

a PML (Perfectly Matched Layer), como camadas absorventes para o dominio
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computacional que foi truncado. O objetivo das PMLs é simular o truncamento de uma
regido que, supostamente, deveria ser infinita, mas que computacionalmente é
impossivel de se obter; sendo assim, introduz-se as PMLS para que a regidao de
discretizagdo seja menor, mas que este fato ndo introduza erros no calculo dos campos.
Para uma excelente e clara abordagem desta técnica, aconselha-se a leitura de [27].

A utilizacdo de camadas perfeitamente casadas (PML, Perfectly Matched Layer)
foi pioneiramente introduzida em [44]. A PML pode ser ajustada de forma a ser

perfeitamente casada com um meio contiguo de caracteristicas (e, ), de forma que

ondas incidentes sobre as mesmas nao sofram reflexdo na interface, e ao mesmo
tempo, devido a sua condutividade finita, a PML atenua a onda propagante em seu
interior.

A PML tem como fungdo principal simular um espaco aberto evitando as
reflexdes produzidas pelo truncamento do dominio computacional. Hoje em dia, as
PMLs sao bastante utilizadas nos mais diferentes campos, como microondas [45],
oOptica [49], acUstica [46], etc. Ver Fig. 4.2.

Z

Fig. 4.2. Esquema de localizagéo das PMLs 2D.
Neste trabalho de propagacdo escalar, utilizam-se as PMLs com o operador

Nabla modificado V = sx§;+ 5, %;+ saﬁZ [63]. A disposicao e implementacado desses
X z

operadores podem ser resumidas de acordo com a Fig. 4.2. Os parametros s, s, € s,

séo calculados por:
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2
1-j 3¢ (ﬁj In 1 nas regioes com PML
s = 2o,nd \ d R

1 em outras regides

(4.39)

onde w,¢é a freqiéncia angular, d a largura da camada PML, » o indice de refragao da
regido a qual a PML faz fronteira, p a distdncia em que se encontra um ponto dentro da
regido de PML medida desde a borda interna desta, e R é o fator de reflexdo. Os outros
dois parametros, s, e s,, tomam os seguintes valores dependendo da sua localizag&o:

s,=s € s,=1,nas PMLs perpendiculares ao eixo x

s,=s € s, =1,nas PMLs perpendiculares ao eixo y (4.40)

s, =s, =1, nas PMLs situadas nas quinas.

Esse € o esquema geral para o caso de utilizacdo de PMLs no caso 2+1D, mas

a sua reducdo para o caso 1+1D é simplesmente uma reducdo do operador

V= sx§;+ sa—Z e sua combinacao com a Equacéo (4.39).
X Z

4.1.4. Aspectos computacionais

Do ponto de vista computacional, todas as subsecbes anteriores possuem
implicagdes importantes. Ao contrario do que acontece em meios e guias lineares, ja foi
comentado que todas as unidades devem ser cuidadosamente intercaladas para néo
haver incompatibilidade numérica. Em outras palavras, no caso linear, pardmetros de
simulacao como coordenadas, comprimento de onda e passo de propagacao nao
necessitam de um critério muito rigoroso de unidades, podendo estar normalizados
entre si.

No caso linear, a poténcia e densidade de poténcia associadas com o campo
nao sao importantes, uma vez que elas ndo influenciam em nenhuma constante fisica
que altere a propagacao. Por outro lado, em meios ndo-lineares, as proprias unidades
espaciais influenciam os resultados, se ndo estdo devidamente casadas com o resto

das unidades. Conforme visto anteriormente, as coordenadas dos pontos modificam
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diretamente parametros como a largura efetiva (1+1D) ou a area efetiva (2+1D), que,
por conseguinte, alteram os valores de campo.
Uma analise cuidadosa e a compatibilidade das unidades relativas a

permissividade elétrica também é um importante fator. E comum serem utilizados os
coeficientes nado-lineares n), ao invés do mais natural, n, Para o caso de nao-

linearidade Kerr este detalhe ndo faz muita diferenca; todavia, quando outros tipos de
nao-linearidade estdo envolvidas, essa passagem nao € tdo natural, e, na maioria dos

casos, pode gerar confusdo ao tentar simular alguma situacao desse tipo.
Outro fator, ndo menos importante, € o passo de propagacado, Az. A nao-
linearidade e sua capacidade de modificar o meio material, implicam no cuidado que se

deve tomar com Az. Normalmente, o caso linear produz resultados muito condizentes

se utilizado um passo Az=A/50. Todavia, para um meio nao-linear este mesmo passo
reproduz resultados bem diferentes do caso real (isso sera visto mais adiante), sendo
necessario um passo Az=4/5000, ou a utilizacdo de técnicas adaptativas.

Para um problema 1+1D usando Elementos Finitos, mesmo com passo tao
pequeno, o esforgo computacional nao € tdo grande; todavia, no caso 2+1D isso € um
esforco computacional muito grande, podendo demorar dias, dependendo da distancia
total simulada, para o computador ja citado. Nesse caso, 0 passo é um parametro que
deve-se ter cuidado, para conseguir solucdes convergentes.

Finalmente, deve-se atentar para as condi¢cdes absorventes no truncamento
computacional, neste trabalho, as PMLs. Conforme mencionado anteriormente, essas
camadas absorventes, em sua concepcao, funcionam como um casamento de
impedancia, e, no caso da optica para um guia isotrépico, sem perdas e com =1,
seria manter um mesmo indice de refracdo nos dois lados da interface.

Quando o meio € ndo-linear, todavia, sabe-se que a intensidade do campo altera
o indice de refracdo; desta forma, faz-se necessario um método mais efetivo para se
conseguir um casamento de indice de refracdo nas paredes de truncamento
computacional. No caso 1+1D, sendo a malha uma linha, € necessario preocupar-se
com dois pontos que delimitam as regidées das PMLs, e isto ja foi feito com sucesso em
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[50]; todavia, quando o problema € 2+1D, isto ainda n&o foi feito na literatura, até onde

sabe-se, mas foi aqui implementado conforme visto mais adiante.

4.2. Propagadores e PMLs ngo-lineares

Conforme mencionado anteriormente, os propagadores nao-lineares possuem
algumas caracteristicas peculiares, como: passo de propagag¢ao muito pequeno, uma
vez que os efeitos envolvidos dependem da intensidade do campo calculado; as
camadas absorventes PMLs ndo casar, exatamente como no caso linear, e
consequentemente os campos poderem se refletir, se a janela computacional nao for
grande o suficiente (infelizmente janelas grandes aumentam o nimero de incégnitas
para os programas) e, por ultimo, o processo de verificar erros no programa é mais
lento, uma vez que a fisica envolvida é mais complexa e, por conseguinte, mais
susceptivel a resultados incoerentes, até haver uma garantia de que estdo devidamente
gabaritados.

Nesta secdo, os trés temas serdo abordados, em especial as dois primeiros,
divididos em duas subsecbes, e, por ultimo, uma outra subsecdo dedicada
exclusivamente as PMLs nao-lineares, para os casos 2+1D.

4.2.1. Propagador nao-linear 1+1D

Neste propagador, implementou-se, com sucesso, técnicas para conseguir
grandes passos de propagacdo (mas com esquemas adaptativos, que garantem a
convergéncia das solugoes), bem como PMLs efetivas mesmo para o caso nao-linear.

Na equacdo que rege o sistema foi assumida uma variacao

E(y,z)=Y(y,z)exp(jot — jkn,z), resultando na seguinte expressdo para um modo TE

(0/0x=0), com os operadores s das PMLs anteriormente mostradas na Secéao 4.1.2:

—2jkn,s—+s — o +sk*[n’ (x,y)+ f(a|¥Y[)-n21¥ =0, (4.41)
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onde n, é o indice de refracdo efetivo, k € o nimero de onda, »; ef(a|‘P|2) sdo as
distribuicbes lineares de indice de refracdo e a variagdo quadratica ndo-linear do indice
de refragéo, e a=n’n;ce, .

Num préximo passo, aplicou-se o Método de Galerkin na formulagcdo nodal do
Método dos Elementos Finitos, seguindo o mesmo procedimento descrito no Capitulo 2.
Em resumo, escreveu-se Y(y,z)=¢(z)N(y), sendo o Método de Galerkin aplicado a
coordenada transversal, N(y), enquanto que a variagdo do campo, ao longo da

longitudinal, € mantida na equacao. Desta forma, a Equacéao (4.41) torna-se:

(M dd{?} 2J'k”e[M]%f}+([K]—kznf[P]){qﬁ}={0} ; (4.42)

onde [M] e [P] séo matrizes complexas e constantes, mas a matriz [K] e o vetor das

incognitas nodais, ¢, sdo fungdes complexas de z, sendo dadas por:
M = zejs{N}{N}Tdy

_y (U5 AN} AN}
P-ZEJ. T d dy (4.43)

K=Y [sk*[n?(»)+ f(a|¥)HNHNY dy

Em seguida, utilizou-se dois esquemas bem conhecidos de propagacao, um
considerando aproximacao paraxial (através da recorréncia de Padé) e, o outro, ndo-
paraxial [48] :

— 2 jkn, [M ()] 22 M} +((K1

—k*n2[P])¢}={0} , (4.44)

com

1

+W([K]—k2n§[13]) . (4.45)

[M ()] =

No caso da aproximacéao paraxial, M (P)=M(9) .

Para a propagacao, aplicou-se o algoritmo de Cranck-Nicholson na diregao z,

resultando em:

com
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[A(B)], = —2jkn, [M ($)], +05Az([K(#)], —k>n’[M ()],)

y , (4.47)
[B(@)], = ~2jkn,[M ()], —0.5Az([K (#)], —k*n][M ()],

onde os indices i e i+ denotam as sucessodes relativas aos passos de propagacao.

Para efeito de comparagédo, simulou-se, com o propagador, uma geometria

semelhante a ilustrada na Fig. 4.3, com um nucleo linear, uma casca também linear e

uma outra casca nao-linear. De inicio, considerou-se o passo fixo em Az=0, /um.

PML d
n o cascalinear
Entrada _ %
> @ s N 1 nacleo linear WY
n casca nao linear
¥
PML d

Z

Fig. 4.3. Guia de onda utilizado para simulagdo 1+1D.

Na simulagdo, colocou-se um feixe de entrada (modo TE) que era o modo do
guia no regime linear (ver Secao 4.1). Todavia, foi aplicada uma grande densidade de

poténcia, que era suficiente para excitar a nao-linearidade da casca. Os parametros

utilizados foram uma poténcia 300W/m, ny; = 1,57, n;,= 1,55, n} =10~ (ndo-linearidade

Kerr), W=5um, Y =50 um, Z = 300 um, A = 1,3 um e passo de propagacdo Az = 0,1

um. Os parametros das PMLs foram d = 1 ym e R = 10° (refletividade). Na casca néo-
linear, a varia¢do do indice de refra¢do foi descrita como n=n,, +%c€0nmné |EJ.

Da Fig. 4.4, observa-se que, ao longo da propagacao, o feixe comeca a se
distanciar de sua localizacao inicial, e, a partir de uma certa distancia, parece se
estabilizar. Em principio, este resultado € compreensivel, pois a grande densidade de
poténcia comeca a modificar o indice de refracdo da casca, de maneira que este tende
sempre a aumentar, devido as bordas evanescentes que modificam o indice, e tendem

a confinar o campo. Por outro lado, chegaria uma distancia onde o nivel de poténcia do
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feixe lateral ndo seria mais suficiente para variar bastante o indice de refracdo nao-
linear, causando, assim, uma estabilizagdo do pulso. A distancia total de propagacéo foi
de 300 pm.

Fig. 4.4. Propagacao de um feixe num guia de geometria semelhante a Fig. 4.3. Az = 0,1 um.
Conforme mencionado anteriormente, o0 passo de propagacdo possui uma

importancia fundamental em situagcées néo-lineares. Mesmo para o caso linear, o passo

utilizado anteriormente era préximo de A/10. Sendo assim, rodou-se novamente o

progama, mas considerando outros dois passos, Az = 0,01 um e 0,001 um. Os
resultados estéo ilustrados nas figuras a seguir.

Nas Figs. 4.5 e 4.6, é possivel notar a diferenca com a Fig. 4.4. Comparando as
duas figuras acima, nota-se a taxa de distanciamento no ultimo traco mostrado em z =
300um. A figura com passo menor apresenta-se mais proxima a PML. De fato, elas
estdo coerentes mas, quantitativamente, ainda apresentam algumas discrepancias, de
acordo com [50].

Em termos de tempo de simulagéo, é relevante o comentario do tempo gasto nas
trés situacdes, resumidos na Tabela 4.2 seguinte. Os dados contidos ha mesma foram
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obtidos num computador Xeon, com dois processadores de 2 GHz e 1 GB de memoria

RAM, e 10.153 pontos na discretizagéo do eixo-y.

m
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Fig. 4.6. Propagagéo de um feixe num guia de geometria mostrada na Fig. 4.3. Az = 0,001 um.
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Passo de propagacao (um) Tempo de simulacao (s)

0,1 33
0,01 420
0,001 5126

Tabela 4.2. Tempos de simulagéo da estrutura da Fig. 4.3 para diferentes passos de propagacao.

Conforme visto da Tabela 4.2, o tempo de simulacdo nao € perfeitamente linear,
e, para uma distancia propagada ainda pequena, os tempos comegam a tornar-se
elevados. Tendo em vista esse esforgo computacional, o que fez-se foi implementar um

algoritmo iterativo, esquematizado na Fig. 4.7.

Entrada de Dados

.
i3
>

B
o3

Calcula

iy
2 2

n=n+1

#" =&,

Fim de Programa

Fig. 4.7. Fluxograma do algoritmo iterativo.

Neste esquema existem dois lacos. O lago mais externo é responsavel pela
propagacao, e, o mais interno, pelo teste de convergéncia. Na logica iterativa, o
programa busca por uma solugédo convergente baseada numa média do campo exato,
encontrado no passo anterior, e 0 campo intermediario, encontrado a cada passo
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intermediario. Existe uma memodria no programa, que o faz comparar duas solugoes
intermediarias, e se estas diferenciarem entre si por uma norma inferior a uma
tolerancia pré-estabelecida, significa que a solucao real foi encontrada, incrementando,
assim, a distancia de propagacéao, até chegar ao seu final.

A Fig. 4.8 mostra a evolucdo do soliton espacial emanando com o algoritmo

iterativo. Nesta figura utilizou-se os mesmos parametros anteriores, mas com um passo

Az =1 um.

Fig. 4.8. Propagacao de um feixe num guia de geometria mostrada na Fig. 4.3. Az = 1 um com algoritmo
iterativo.

Como pode-se observar, a diferenca é surpreendente, e, mesmo assim, o
namero total de iteracées ainda € bem menor que todos os casos anteriores. Este
programa mostrou ser bem mais rdpido e eficiente. O numero total de iteragbes
(parametro p) ndo excedeu 2.000 (1.876 iteracbes), e o tempo de simulacao foi de
apenas alguns poucos minutos. O resultado obtido com o menor passo (fixo) demorou
mais de uma hora, €, mesmo assim, ndo produziu resultado tdo bom quanto este.

A Fig. 4.9 mostra o resultado para a propagacéo do feixe, na distancia final de
300 um, com todos os resultados anteriormente obtidos. Os graficos comparativos
desta figura mostram a convergéncia do algoritmo aqui utilizado. Ele esta bem superior
aos outros, do ponto de vista de tempo de simulacéo e exatiddo da solugéo real.
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------ Passo fixo Az=0,001um H |
—— Passo fixo Az=0,01um |

!
— Algoritmo iterativo Az=1pum I ;'
--------- Passo fixo Az=0,1pm '

ypm]

Fig. 4.9. Padrées do campo E,, em z = 300 um, para diferentes passos de propagacio e algoritmos.

Por dltimo, ressalta-se que os resultados foram obtidos com PMLs. Embora
sendo o problema nao-linear, a malha é unidimensional e, por conseguinte, as regides
das PMLs fazem fronteira apenas com dois pontos. Como conseqiéncia, a
implementacdo das PMLs, a cada passo iterativo, € muito simples, pois basta o
conhecimento do nivel de campo em dois pontos, ndo dificultando em nada a sua

implementagao.

4.2.2. Propagador ndo-linear 2+1D

Uma vez feito o propagador (1+1)D, a idéia foi expandir as Equacdes (4.41)-
(4.47) em mais uma dimensao, e implementar as mesmas caracteristicas anteriormente
colocadas. Em conjunto com um programa de andlise modal linear 2D, o algoritmo

iterativo e uma PML para meios néo-lineares, conseguiu-se desenvolver um propagador
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escalar (2+1)D nao-linear com uma boa eficiéncia, sendo, inclusive, ja utilizado em [64],
mas para o caso linear.

Este propagador funciona como uma extensao do programa (1+1)D, mantendo-
se as mesmas equacoes, de (4.41) a (4.47), com excecao de algumas modificacdes na
Equacéo (4.41), para:

s

s Oy

R ov._ ofs, 0¥, ofs.o¥
* ox

P —2jknes8—Z+sy5 ?aj+sk2[n12(x,y)+f(a|‘l’ I’)-n21¥ =0, (4.48)

e da Equacéo (4.43) para

M =zejLs{N}{N}dedy

P=ZJL—ST§{N}{N}T —s—j{N}{N}dedy (4.49)
K=Y [[sk*n? (e, )+ f(a| ¥ PIUNHNY dxdy .

As simulagcdes seguintes foram efetuadas considerando uma gaussiana, com
poténcia grande o suficiente para excitar a nao-linearidade, e observando a distancia
em que o feixe estabiliza-se. Uma diferenca com o caso 1+1D é que a nao-linearidade,
aqui utilizada, é saturavel (segundo tipo de nao-linearidade na Tabela 4.1), com os
seguintes dados: poténcia de 0,13 mW, n,= 1,55, n.,,= 1,57, n,= 1,55, A = 0,515 pm,
n =10°m%W, Ang, = 0,1. Os parametros das PMLs foram d = I ym e R = 107
(refletividade).

A geometria do guia utilizado nas simulagdes seguintes é a mesma da Fig. 4.10,
coma =2ume b = 1,2 um. Os resultados estdo abaixo ilustrados, nas Figs. 4.11 e
4.12.

Mg b
Ng

m 0.0

Fig. 4.10. Esquematico de um guia de onda 2D.
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As Figs. 4.11 e 4.12 representam a propagacdo do mesmo feixe inicial
propagante. Todavia, um passo grande, no esquema convencional, ndo é suficiente
para provocar um deslocamento desta energia para a regido de focalizacdo, o que
excitaria os chamados modos assimétricos. Nota-se que, na Fig. 4.11.c, foi propagada
uma distancia de 300um, mas esta apresenta o mesmo deslocamento da distancia de
60um com o algoritmo iterativo, representado pela Fig. 4.12.b.

Por fim, para as Figs. 4.12 o esquema iterativo possuiu uma solugdo que
convergiu mais rapidamente, todavia com passo maior, assim como 0 que aconteceu na
Fig. 4. 9. Naquilo que diz respeito ao tempo, é importante colocar o tempo gasto nessas
simulagcbes. Para o esquema de passo fixo, com 60.000 passos fixos de 0,005 um,
gastou-se mais de trés dias de simulacdo, ao passo que, com 0 passo adaptativo,
conseguiu-se cerca de 8.000 iteragdes e um tempo total de dezenove horas.

x10° x10°

Fig. 4.12.a. Campo E,em z = 0 um.

5
®10

L= R - N
S = M W & W@m o~ @

-2 3 K[[,l I'I'I] ]

Fig. 4.11.b. Campo E,em z =60 um para 4z = 0,005
um. Fig. 4.12.b. Campo E,em z =60 um para 4z=0,5
um com algoritmo iterativo.
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Fig. 4.11.c. Campo E,em z =300 um para 4z =
0,005 um. Fig. 4.12.c. Campo E,em z =80 um para 4z=0,5
pm com algoritmo iterativo.
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Fig. 4.12.d. Campo E,em z =100 um para 4z =
0,5um com algoritmo iterativo.

4.2.3. PML nao-linear

Embora ndo devidamente comentado na subsecao anterior, todos os resultados
la obtidos utilizaram o novo esquema de PML ndo-linear, com a malha sendo
bidimensional. Anteriormente, ja foi mencionado que a PML tem o objetivo de casar o
indice de refracdo da camada de PML com o indice do elemento ortogonal aquela
regiao.

Na implementacdo do algoritmo, basicamente a idéia parte da suposi¢cao de
manter uma malha convencional para a estrutura a ser simulada, apresentando apenas
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uma modificacao naquelas regides as quais as PMLs pertencem. De acordo com a Fig.
4.13, as regides das PMLs devem possuir 0 que se chama de “malha estruturada”, onde

este porqué é explicado a seguir.

Fig. 4.13. Exemplo parcial de uma malha usada para a PML adaptativa.
Da formulacao nodal no Método dos Elementos Finitos sabe-se que o campo

calculado esta presente em cada n6 e, por conseguinte, cada elemento possuira um
indice de refracao diferente, uma vez que a média dos campos nos nds do elemento
definird seus proprios indices.

Também é fato conhecido que a absorcao das ondas incidentes, em uma PML, é
independente do angulo de incidéncia [44], mas as PMLs devem possuir 0 mesmo
indice de refracdo da regiao fronteirica com ela (ver Equagéao (4.39)). Desta forma, com
uma malha estruturada (composta de tridngulos retangulos) e um complexo algoritmo,
mas muito rapido, conseguiu-se montar uma subrotina que identifica o valor de indice
de refracdo que cada elemento da PML deve possuir, a partir da distribuicdo de indice
que existe nos elementos pertencentes as bordas das PMLs.

Basicamente, a funcionalidade do algoritmo pode ser entendida observando as
duas regides sombreadas na Fig. 4. 13. Em principio, faz-se normalmente a malha da
regiao de interesse, mas as regides das PMLs devem consistir em malhas estruturadas,
formadas por tridngulos retéangulos. As PMLs sao compostas de triangulos retangulos,
pois isso garante que sempre havera um casamento do indice de refracdo da regido
fora das PMLs com aquela dentro das PMLs, de maneira ortogonal.

Do ponto de vista da simulacdo, usando o0 esquema de passo adaptativo

(representado na Fig. 4.7), ou ndo, segue-se normalmente 0 processo para a
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montagem das matrizes do sistema linear a ser resolvido, mas sempre, antes de monta-
las, chama-se a subrotina de casamento de indice para adaptar as PMLs.

Para conseguir o casamento de indice, a subrotina identifica todas as arestas (e
seus nos) dos elementos pertencentes as regides de fronteira com as PMLs, bem como
o tipo de cada PML os quais delimita. Em seguida, existe um loop que varre todos os
elementos, verificando, ou ndo, se este pertence as PMLs. Caso pertenca, este fica
indexado ao elemento que faz fronteira com tal PML (ja identificado anteriormente).
Esse processo é feito apenas uma vez, e sé depende da malha. Dai em diante, basta
acessar essa informacao quando for necessario modificar o indice de refracdo dos
elementos pertencentes as PMLs.

A Tabela 4.3 ilustra o principal resultado da subrotina e torna um pouco mais
clara a idéia central da subrotina. Essa tabela pode ser entendida como uma variavel

matricial de dimenséao n,; x 3. A primeira coluna indica todos os elementos da malha, ao

passo que as segunda e terceira colunas referenciam os elementos cujos indices de

refracao indexam o elemento da primeira coluna.

Elemento Depende do Elemento-1 Depende do Elemento-2

1 1 1
2 2 2
43 15 15
44 15 15
74 23 34
100 100 100

Tabela 4.3. Esquema da variavel que indexa a dependéncia entre os elementos.

Para entender melhor, suponha os dados da primeira linha da tabela. Ela indica
que o indice de refracdo do elemento 1 da malha depende dos indices de refragdo dele
mesmo (colunas 2 e 3 valem 1), ou seja, o elemento 1 ndo é uma regidao de PML. O

mesmo ocorre com o elemento 100. Por outro lado, o indice de refragdo do elemento 74
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depende do indice de refracdo dos elementos 23 e 34, o que certamente indica que o
elemento 74 pertence a uma regidao de PML, assim como os elementos 43 e 44.

Até o momento, talvez devido as particularidades, nao foi encontrado nenhum
estudo parecido na literatura, e, o que existe de PML nao-linear, é apenas em uma
dimenséao de discretizacdo. Para situagcdes 2D em meios ndo-lineares, o que as vezes €
feito sdo PMLs lineares de largura maior, para tentar compensar a diferenca de indice,
mas seu resultado nao € perfeito.

Para ilustrar especificamente as novas PMLs implementadas, além daqueles
resultados ja obtidos na Secao 4.2.2, fez-se uma malha que simula um meio nao-linear
sem fronteiras e colocou-se um feixe gaussiano para ir de encontro direto as paredes.
Os resultados mostrados a seguir foram idealizados com uma PML de largura 1 um e
comprimento de onda usado de 0,5 um.

A Fig. 4. 14 representa a evolugcdo de um feixe gaussiano inicialmente colocado
no ponto (0,0), com largura de 1 um, viajando de encontro a parede x. O angulo de
observacédo é de 0° em ambas elevacao e azimute. Visualmente ndo existe nenhuma
reflexdo, mas numericamente, embora nao ilustrado, a reflexdo ocorre na centésima
parte da amplitude do campo.

A Fig. 4.15 representa a mesma gaussiana anterior, mas agora viajando em
direcdo a parede perpendicular ao eixo y. Nessa situacdo o angulo de observagéo é de
0% e 90° na elevacao e azimute, respectivamente. Assim como na situagdao anterior,
também notou-se uma reflexdo numérica baixissima.

Nas Figs. 4.16 e 4.17 tem-se a ultima ilustracdo dos testes realizados da nova
PML nao-linear. O feixe gaussiano foi lancado de encontro as quinas. Nessa regido a
reflexdo também foi pequena e apresentou bons resultados; todavia, o coeficiente de
reflexdao foi levemente maior que nos outros dois casos, da ordem de uma
septuagésima parte.

A ilustracao da Fig. 4.16 foi feita propositalmente, uma vez que a fungao surfl
utiizada do Matlab, verifica a mais sensivel das variagdes, devido a um esquema
especial de luminosidade. Os mesmos resultados estdo mostrados na Fig. 4.17, onde

claramente nota-se que os residuos nao sao tao grandes assim.
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Fig. 4.14. Feixe gaussiano viajando de encontro a parede x.
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Fig. 4.15. Feixe gaussiano viajando de encontro a parede y.
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Fig. 4.17. Feixe gaussiano viajando de encontro as quinas da janela computacional, com outro angulo de

visualizagao .
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Em suma, o exemplo desta gaussiana foi considerado com o intuito de testar
mais fortemente a eficiéncia da técnica aqui desenvolvida, ndo comprometendo os
resultados, quando a simulacdo em um guia de onda é executada, conforme os

resultados da subsec¢ao anterior.

4.3. Conclusoes

Neste capitulo, ao contrario do que foi visto nos outros trés capitulos anteriores,
foram implementadas ferramentas que utilizam a concepc¢ao dos elementos finitos, bem
como algumas aplicacoes previamente estudadas.

Em principio, este capitulo foi devotado ao conhecimento geral das relacdes
constitutivas basicas, quando meios nao-lineares estdo envolvidos, relacionando
poténcia, densidade de poténcia e alguns dos mais utilizados tipos de ndo-linearidades.

Em seguida, utilizando os conceitos prévios, implementou-se e testou-se dois
propagadores nao-lineares escalares, 1+1D e 2+1D, utilizando algumas novidades,
como um passo de propagacao adaptativo e técnicas de PMLs para meios nao-lineares.
No passo adaptativo, mostrou-se como esta técnica pode ser importante para otimizar o
tempo total de simulacdo, sem requerer uma grande dificuldade de implementacao
computacional. J&4 para as PMLs, o grande mérito foi na montagem de uma subrotina
em FORTRAN que efetua o casamento de indice de refracdo para situagcdes nao-

lineares.
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Capl’tulo 5 — Cristais fotonicos e aplicacoes

Neste capitulo, serdo comentados os ultimos resultados relativos a esta tese,
consistindo na aplicagao conjunta do Método dos Elementos Finitos e cristais fotonicos
na concepcao de dispositivos épticos. Em principio, pode-se citar duas contribuicoes:

1- Utilizacdo de cristais fotdnicos para reduzir valores de poténcia critica no

efeito de biestabilidade éptica em guias épticos integrados nao-lineares;

2- Concepcéao de um novo tipo de fibra 6ptica monomodal de cristais foténicos,

operando em tal regime com uma maior regidao de invariancia de modo.

Sendo assim, este capitulo esta organizado em duas sec¢des principais, ambas

explorando aspectos de analise modal.

5.1. Cristais fotbnicos em guias planares

Uma analise dos possiveis modos em guias de ondas Opticos invariantes
longitudinalmente (0/0z=0) é indispensavel para o projeto de guias de ondas, sendo
reportados inUmeros métodos e suas revisbes na literatura [51]-[53]. Basicamente,
existem dois processos utilizados para encontrar as solucdes estacionarias, no caso
nao-linear.

Numa primeira forma, bastante detalhada em [54], o método simplesmente
baseia-se em especificar a poténcia, P, e encontrar a constante de propagagéo, /. No

entanto, este procedimento s6 leva a uma solugdo consistente nos modos estaveis;

naqueles em que a biestabilidade esta presente (para um valor de poténcia, existem

trés diferentes valores de /) a solugdo nao converge, ndo sendo possivel, assim, notar
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0 “S” da biestabilidade. Mesmo assim, esse método ainda é bastante utilizado hoje em
dia [53].

Um segundo método, mais refinado e exato, baseia-se em escolher a constante
de propagacdo e encontrar a poténcia para aquele modo. Este procedimento foi
primeiramente verificado em [55], produzindo resultados melhores que aqueles
utilizando o método anterior. Nesse segundo método, as equacgdes algébricas nao-
lineares sao resolvidas mais eficientemente, como equacgdes lineares, utilizando
esquemas de iteragdo nao-linear para levar em conta a nao-linearidade do material até
que um certo valor de convergéncia seja atingido. Nesta tese, utilizou-se este segundo
processo para a andlise modal 2D em guias ndo-lineares.

Na andlise modal encontrou-se as solu¢des estaciondrias da equagao nao-linear

de Helmholtz usando a seguinte equagéo algébrica, com 0/0z=0:

O’E O’E
+
ox> oy’

+[k*n} (x, )+ k> f(a| E])- B 1E=0, (5.1)

onde E(x,y) é o campo elétrico escalar, / é a constante de propagacéo, k é o nimero
de onda, n/(x,y) a distribuicdo de indice de refragdo linear e a fungdo f(a|E[)
descreve a nao-linearidade, assim como na Tabela 4. 1, aassume o valor a =n/nice,, €
n, é o coeficiente ndo-linear do meio ([n;]=m*/W ).

Em principio, considerou-se um material com n&o-linearidade saturavel, dada

por:

2
f@|EP)=2nAn, {pr(_ﬂﬂ , 5.2)
2n,An,

sendo Ansy =dp, @ Maxima variagdo nao-linear no indice de refracdo nao-linear. Como
parte do processo de discretizagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF), num
préximo passo deve-se escrever:

E(x,y)=AY(x,y), (5.3)
onde ¥(x,y)é um campo normalizado, satisfazendo:

+00+00 2

IHT@JHM@=1. (5.4)

—00—00
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Deste modo, baseado nos comentarios do capitulo anterior, a poténcia modal para o
modo TE € dada por:

p=—P _|ap. (5.5)
2u,0

Pode-se verificar que a Equacédo (5.5) é semelhante a Equacado (4.26). Isto
acontece pois, com o método utilizado, o0 campo ¥ deve ser normalizado a cada novo
incremento de poténcia, que é diretamente relacionado a amplitude A.

Com a normalizacdo dada por (5.4), a equacao a ser resolvida passa a ser
descrita como:

oY oY

+

e o T oS @AT V)= 1Y =0. (5.6)

Conforme mencionado, neste método € assumido um dado valor de S e, entéo,
resolve-se a Equacdo (5.6) para os apropriados valores de A e ¥. O esquema de
iteracao é mostrado na seguinte equacgao:

G R O K f (aA, | ],)
- 6y2 - axz 1 —i_[IB2 —k2nl2(x, y)]\P”’I.‘Fl = Aszrl[ A’i

Neste esquema, inicialmente encontra-se ¥, e Ay, utilizando estes valores para

v (5.7)

m+l "

dar continuidade a Equacao (5.7). Tais valores correspondem ao caso da andlise linear,
desprezando a nao-linearidade ou, em outras palavras, desprezando a variacao do
indice de refracdo com a poténcia. Para o problema expresso pela equagédo acima, o

autovalor correspondente é A’,, e o autovetor é ¥.;. A cada novo passo, ¥ é

+1
normalizado de acordo com (5.4) e o sistema é realimentado novamente até tracar a
curva total de dispersao. A seguir, estdo mostrados alguns modos, com alguns valores
de nao-linearidade saturavel. A nao-linearidade Kerr nao foi usada neste caso, pois
seus modos apresentam instabilidade no caso 2D.

As ilustracdes subsequentes foram realizadas com n., = 1,57, n,, = 1,55 e ng,, =
1,55. Apenas o substrato é ndo-linear, e apresenta um valor de n, =10° m*/W e An,, =
0,1 com a nado-linearidade dada por (5.2). O comprimento de onda utilizado em todas as

simulagdes foi de 4 = 0,575 um. O guia possui largura a e altura b. Um esquematico

geral desse guia esta mostrado na Fig. 5.1.
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Fig. 5.1. Secao transversal de um guia de onda planar ndo-linear.

Nas Figs. 5.2 observa-se que o modo do guia sempre tende a seu estado de

energia mais alta, quando as poténcias envolvidas sdo mais elevadas. Nota-se,

também, a influéncia das dimensdes da largura e da altura do guia de onda, sendo a

altura um fator mais critico para a biestabilidade, neste tipo de estrutura.

a=20um e b=12um
S a=2|0“m e b=0|4i|m

Bk

1,56 [ / .
;

155 1 1 L I I
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 010
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012

Fig. 5.2.a. indice de refracéo efetivo como fungédo da
poténcia, modificando a altura, b, do guia.
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Fig. 5.2.b. Modo da Fig. 5. 1 operando no regime

linear,a=20um e b= 1,2 um.
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Fig. 5.2.d. indice de refragéo efetivo como fungéo da
poténcia, modificando a largura, a, do guia.
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Fig. 5.2.e. Modo da Fig. 5.1 operando no regime

linear,a=1,0um e b = 1,2 um.
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Fig. 5.2.c. Modo da Fig. 5. 1 operando no regime Fig. 5.2.f. Modo da Fig. 5. 1operando no regime ndo-
nao-linear,a=2,0pume b = 1,2 um. linear,a=1,0umeb=1,2um.

Aqueles que nao conhecem, um sistema biestavel é aquele que tem uma saida
que aceita dois valores distintos (os chamados “estados”), ndo importando que entrada
seja aplicada. Quando o nivel de poténcia da entrada ultrapassa o limiar vy, 0
dispositivo muda seu estado para o nivel mais alto de energia. Se a poténcia é, entao,
diminuida para um valor abaixo do limiar v4, o dispositivo chaveia para o estado de mais
baixa energia. Entre os limiares vi e v, 0s dois estados sao possiveis, mas vai

depender da estoria da entrada. Isso fica claro na Fig. 5. 3.
A

Saida

[
L

\Z v, Entrada
Fig. 5.3. Esquema basico de uma opera¢do com comportamento biestavel.
De fato, a biestabilidade d4 margem para a concepcao de alguns dispositivos
completamente Opticos, onde luz controla luz. Esses dispositivos podem operar em

diferentes fun¢cdes como: elementos para memaria dptica, portas l6gicas, chaveamento

optico, processamento de sinais, laser pulsados, etc. Em geral, seu principio de
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funcionamento baseia-se em realimentagcdo ou em dispositivos ndo-lineares. Maiores
informagdes podem ser encontradas em [56]-[57].

Dentre algumas das funcionalidades acima colocadas, o sistema, para ser
factivel, deve possuir: i) poténcia Optica de operacao suficientemente pequena, devido
as poténcias Opticas envolvidas; ii) energia total de operagdo também relativamente
baixa, para possibilitar dissipagdo térmica e diminuir as perdas e iii) compatibilidade
com os outros dispositivos do sistema.

Dentro de toda a teoria estudada durante este trabalho, bem como da utilizagao
de cristais fotonicos em dispositivos de Optica integrada, foi aqui proposto modificar uma
classica topologia de um guia de onda planar para diminuir a poténcia critica de
chaveamento do dispositivo operando num carater biestavel.

Sendo assim, pensou-se em um dispositivo capaz de reduzir o nivel de poténcia
v2 baseado no uso conjunto de cristais fotdnicos e de suas caracteristicas ressonantes,
mas mantendo os mesmo niveis de nao-linearidade e dimensdes. A atuagdo conjunta
desses efeitos mostrou ser suficiente para melhorar as caracteristicas de chaveamento.

De fato, estudou-se diversas topologias para introduzir os cristais foténicos, e os
seus espagamentos foram baseados na Condigdo de Bragg [57], com perturbagdes
circulares e quadraticas. Como conseqUéncia, obtiveram-se os resultados mostrados
mais adiante. As topologias propostas sao modificacdes da Fig. 5. 1, estando ilustradas
nas Figs.5.4.ae5.4.b.

Fig. 5.4.a. llustracao do guia de onda proposto, perturbacéo circular.
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Fig. 5.4.b. llustragédo do guia de onda proposto, perturbacdo quadrangular.

Nessas estruturas, colocou-se um perfil peridédico de indice de refragao na regiao
da casca e outras variagdes na regiao do nucleo, considerando perturbacdes
quadrangulares e circulares. Em ambas estruturas, as dimensdes utilizadas para a
largura e altura do guia foram a = 2 um e b = 1,25 um. Nas figuras ilustradas
anteriormente, as legendas diferenciam os indices de refracdo para as camadas dos
dielétricos 4, 5, 6, 7 e 8. O dielétrico 4 esta localizado na regido da casca do guia
original, ao passo que os dielétricos 5, 6, 7 e 8 na regidao interna ao nucleo. Na
seqléncia, foram consideradas as topologias circulares e quadrangulares, para as
perturbacdes nos indices de refragdo do nucleo e da casca.

Na Fig. 5.5.a, a perturbacgéo é introduzida apenas ao longo do nucleo com uma
topologia circular. No dielétrico 4, € mantido fixo o indice de refracdo n = 1,55, ao
passo que os dielétricos 5, 6, 7 e 8 apresentam entre si 0s mesmos valores de indice de
refracdo. Essa topologia apresenta duas caracteristicas: a primeira € que a poténcia
critica diminuiu com o decréscimo do indice de refracdo (3 vezes menor), e ha, também,
uma reducao do “S” da biestabilidade.

Na Fig. 5.5.b, a perturbacéo € introduzida ao longo da casca; desta forma os

dielétricos 5, 6, 7 e 8 permaneceram inalterados. A casca, onde o dielétrico 4 esta

inserido, possui n = 1,55. Quando o valor de indice de refracao do dielétrico 4 € menor
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que o da casca, nota-se a diminuicdo da poténcia critica da

contrario, este fato nao acontece.

indice de refracao efetivo, p/k

Inserindo Cristais Fotdnicos apenas no NUCLEQO

biestabilidade; caso

1,60 T T
—1,49
r ---151
----- 1,53
1,59 | -——155 .
—— 1,57 (Referéncia)
'n,,=155.n,=157,n_=155
1.58 I, =155 05 -
a=2um
Mps~Mog o7 g™ Legenda b=1,25um
157 .
1,5 i‘_‘_._._A_A e ——— ‘_‘.:—_‘.:'I'- =1
155 r 1 L i 1 L L 1 " " " 1 L L L
0,00000 0,00003 0,00006 0,00009 0,00012

Pot. de Entrada [W]

Fig. 5.5.a. indice de refracéo efetivo considerando perturbacdo circular apenas no nticleo.
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Fig. 5.5.b. indice de refracéo efetivo considerando perturbacdo circular apenas na casca.

Nas Figs. 5.5.c e 5.5.d, o dielétrico 4 é mantido com o0 mesmo valor de indice da

casca, e avaliou-se a influéncia quando apenas algumas camadas de perturbacao sao
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introduzidas no nucleo, modificando, assim, os dielétricos 5, 6, 7 e 8. Observando a Fig.
5.4.a, nota-se que as perturbagdes sdo introduzidas uma a uma, indo na diregcdo do
nucleo para a casca, considerando dois valores de indice de refracdon = 1,49 e n =

1,55, nas Figs. 5.5.c e 5.5.d, respectivamente.

Inserindo ALGUMAS CAMADAS de Cristais Fotonicos apenas no NUCLEO
—TTT T T T T T T T —
—— Referéncia
nD5=nDG=nDF=nDB=
159 TR nD5=nDB=nDI_=1.49 nus=1 57
, -roe. nm-‘-nmft .49_nminnsi1 57 7 -
=-==n,=149n_=n_=n =157

1,60

1,49

=

R

&

=

9 458 n,,=155.n, =157.n =155 |

)]

:8 n,=155

O

S 157

l‘ﬁ )

| -

@

©

o) — —

O 156 -

o 7=0,5um

£ a=2um

b=1,25um

R e T B . T —————
0,00000 0,00003 0,00006 0,00009 0,00012

Pot. de Entrada [W]
Fig. 5.5.c. indice de refragao efetivo considerando perturbagao circular em algumas camadas do nticleo.

Destas figuras, observa-se que, aumentando o niumero de camadas, diminui-se a
poténcia critica. Todavia, existe um limiar, lembrando uma condi¢do de ressonancia,
pois, com trés camadas, a poténcia critica € menor que com quatro camadas.

Em principio, observando novamente a Fig. 5.4.a, percebe-se que quatro
camadas preenchem toda a regido do nucleo, lembrando uma cavidade ressonante,
reforcando a observacéo feita no paragrafo anterior. Os efeitos sdo mais visiveis na Fig.
5.5.d, uma vez que o fenbmeno da biestabilidade € mais presente, embora o
comportamento qualitativo mostrou ser o mesmo da Fig. 5.5.c.

Nas Figs. 5.6, a analise é semelhante as das Figs. 5.5, mas considerando
perturbacdes do tipo quadrangular, semelhante a Fig. 5.4.b. A Fig. 5.6.a possui uma
perturbacdo apenas na regido do nucleo, assim como na Fig. 5.5.a. Basicamente,
estas figuras possuem comportamentos semelhantes a respeito das poténcias criticas,

mas, na geometria da Fig. 5.6.a, nota-se que a biestabilidade tende a desaparecer
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quando os valores de indice sdo da ordem de 1,51, ou menor, mostrando a importancia

da geometria neste tipo de estrutura.

Inserindo ALGUMAS CAMADAS de Cristais Foténicos apenas no NUCLEO
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Fig. 5.5.d. indice de refragao efetivo considerando perturbagéo circular em algumas camadas do nicleo.
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Fig. 5.6.a. indice de refragéo efetivo considerando perturbacdo quadrangular apenas no ntcleo.

A Fig. 5.6.b mostra o comportamento quando colocou-se a perturbagdo apenas

na regidao da casca, e, assim como no seu analogo com a geometria circular, Fig. 5.5.b,
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esta mostrou um comportamento semelhante aquela configuragcdo. Basicamente, o que
pode-se perceber sdo variagcbes das formas presentes no “S” da biestabilidade,

certamente influenciadas pela diferente geometria.
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Fig. 5.6.b. indice de refragéo efetivo considerando perturbacdo quadrangular apenas na casca.
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Por ultimo, a Fig. 5.6.c é semelhante a ambas as Fig. 5.5.c e Fig. 5.5.d.
Conforme visto anteriormente, o comportamento qualitativo € semelhante; por este
motivo, ndo sdo ilustradas duas figuras com perturbagdes de indice de refragcdo ao
longo da regido do nucleo. De fato, a figura acima tem uma comparacao direta com a
Fig. 5.5.d, pois utiliza 0 mesmo indice de refracdo diferenciando apenas a geometria
das perturbagdes, sendo possivel verificar efeitos semelhantes, variando o niumero de
camadas de cristais fotdnicos inseridos.

Relacionando todas as figuras anteriores, o que pode-se afirmar é que os
resultados mostraram-se coerentes com dois artigos na literatura, que estudam a
influéncia das geometrias em condicdes ressonantes, para filtros [58]-[59].

Naquela ocasido, os autores mostraram que a geometria da perturbacao
melhora, ou ndo, as condicdes ressonantes, baseados em Optica de Fourier, i.e., se a
distribuicao de campo é circular, perturbacdes circulares entram melhor em ressonéancia
do que as quadrangulares, por exemplo. Essa importante colocacdo da margem,
inclusive, para futuros testes, como estruturas elipticas, ao invés de circulares. Além
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disso, também comentou-se que, na pratica, ndo se precisa de infinitas camadas para

conseguir um resultado satisfatério; em torno de quatro ja comegcam a aparecer bons

efeitos.
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Fig. 5.6.c. indice de refracdo efetivo considerando perturbagdo quadrangular em algumas camadas do
nucleo.

Em suma, outros estudos a respeito desse tipo de estrutura ainda sao
requeridos, levando em conta efeitos como maiores contrastes de indice de refracao
(da ordem de duas unidades), efeitos de anisotropia, outros tipos de nao-linearidade,
analise vetorial, outras geometrias, etc.

5.2. Cristais fotonicos em fibras opticas

Fibras de cristais foténicos (PCFs) foram propostas por Russel, e seu grupo, em
1992. Contudo, um primeiro exemplo pratico foi efetuado em 1995 e divulgado em 1996
[65]. Desde entdo, este novo tipo de fibra tem sido extensivamente estudada e
investigada. Existem muitos tipo de PCFs com diferentes geometrias e mecanismos de

propagacao, que tém sido propostos de acordo com a aplicacdo, tais como fibras
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monomodais “infinitas” [66], birrefringentes, altamente nao-lineares, grande area modal
efetiva, e de disperséo plana [67]-[69].

Em sua concepcao geral, as PCFs possuem buracos de ar periodicamente
arranjados em torno de um nucleo. Esta estrutura peridédica funciona de maneira
semelhante aos elétrons em um cristal de semicondutor. Inicialmente, apenas o efeito
de photonic bandgap, (PBG), foi considerado como mecanismo guiante para este tipo
de fibra. Todavia, depois, foi descoberto que estas fibras poderiam ter caracteristicas
bastante interessantes, baseadas somente no principio convencional de reflexao total.

Aplicagbes requerendo altos niveis de poténcia de bombeio em fibras
monomodais, com uma area efetiva grande, sdo um exemplo tipico, no qual o
desempenho € limitado pelo quao pequeno e bem controlado pode ser o passo do
indice de refragédo entre a casca e o nucleo de uma fibra convencional. Por outro lado, a
operacdo monomodal, ao longo de uma grande variacdo de comprimentos de onda,
pode ser garantida por uma PCF bem projetada.

Também conhece-se que o numero de modos propagantes em uma PCF é
funcdo, principalmente, da relagdo entre o didmetro dos cilindros de ar, d, € o
espacamento entre os buracos, A [72]. Como conseqiéncia, nenhuma mudang¢a no
perfil de indice de refracao é requerido para fabricar-se PCFs com uma grande regiao
monomodal, e diferentes diametros dos nucleo.

Por fim, durante um trabalho conjunto com o grupo do Prof. Di Pasquale, de
Pisa-IT, uma das tarefas realizadas foi a concepcao de uma série de ferramentas em
Matlab para conseguir-se projetar geometrias diversas de PCFs tradicionais, além de
outras propostas em conjunto, capazes de integrar, de maneira rapida e simples, o
programa para gerar a malha do MEF (GID) e aumentar a dindmica de programacao.
Tais ferramentas ajudaram naquilo que sera comentado mais adiante.

Sendo assim, juntando todas as colocagdes nos paragrafos anteriores, essas
foram as principais motivagdes para buscar uma PCF com uma regido de invariancia
maior que aquelas encontradas na literatura [72].

Mais uma vez, em acordo com a idéia principal de [59], juntamente com o grande

nuamero de ferramentas desenvolvidas para desenhar geometrias diversas de PCFs em
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Matlab, comegou-se um série de testes para projetar uma PCF com maior invariancia
na regiao modal.

Depois de exaustivas tentativas numéricas, chegou-se a uma PCF com estrutura
semelhante aquela da Fig. 5.7. Neste caso, parece que seu formato levemente
elipsoidal, em acordo com [58]-[59], mostrou ser responsavel pela melhoria na regido de

invariancia. Os par[Jmetros otimizados encontrados para esta PCF foram d = 15 0m e A

= 25 6m, que garantiram uma regillo de invarilincia para comprimentos de onda
maiores que 100 nm. Fazendo as contas apenas para a regillo do nllcleo, observa-se que,

internamente, esta PCF possui um dillmetro de 35 um, bem maior que o de uma fibra

monomodo comum.

Fig. 5.7. Esquematico da nova PCF com grande regido de invaridncia monomodal.

Dentro dessa topologia, o grande desafio foi tentar justificar quatro buracos de ar
centrais, delimitando o quadrado interior com oito buracos de ar; mas, sem eles, nao se
conseguiu bons resultados e quase nao se garantia um confinamento. Anteriormente,
em [72], resultados garantiram a regilJo monomodal para A ; 300 nm, onde, em um

trabalho anterior do mesmo grupo (Russsel), esse valor achado tinha sido de A ; 458 nm.

A Fig. 5.8 ilustra a curva de dispers(Jlo da PCF comentada anteriormente, onde

deve-se enfatizar que os valores de dispersiio, em torno de A = 1,5 um, s[Jo t[Ipicos de
uma fibra monomodo padr(]o.

E, finalmente, as Figs. 5.9 mostram as trés componentes de campo magnético
para o unico modo encontrado, considerando A = 100 nm. Nessas figuras, os eixos x e

y encontram no sistema MKS de medidas.
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Fig. 5.8. Curva de dispersao para a PCF da Fig. 5.7.
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Fig. 5.9.b. Componente de campo magnético H,, em A =100 nm.
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Fig. 5.9.c. Componente de campo magnético H,, em A = 100 nm.

5.3. Conclusoes

Neste capitulo, foram apresentados alguns novos resultados do uso conjunto do
MEF com cristais fotbnicos, utilizando, novamente, algumas das ferramentas
implementadas nos trés capitulos iniciais.

Na primeira secdo, os exemplos aqui mostrados foram importantes, pois
apresentaram um estudo inédito do uso de cristais fotbnicos em guias planares para
reduzir niveis de poténcia no efeito de biestabilidade éptica, conseguindo-se reduzir tais
niveis para o limiar de 30 uW, quando o caso fundamental era da ordem de 90 uW.
Além disso, também deve-se ressaltar o fato de que os resultados obtidos foram
possiveis utilizando um baixo contraste de indice de refracao (0,08).

Por outro lado, na segunda parte do capitulo, mostrou-se a concepcdo de uma
nova PCF monomodal com uma regidao de invariancia superior aquelas relatadas na
literatura. Baseada numa distribuicdo de cilindros de ar, distribuidos sobre uma
geometria quase eliptica, estas PCFs mostraram possuir também uma grande area
efetiva, enquanto mantiveram caracteristicas muito semelhante as fibras padrdes de

silica.
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Capl’tulo 6 — Conclusoes gerais e trabalhos futuros

Este capitulo tem como objetivo apresentar as principais conclusées e
contribuicdes deste trabalho de tese, assim como identificar alguns outros trabalhos em

potencial a serem idealizados num futuro.

6.1. Conclusbes gerais

Ao longo desta tese descreveu-se uma metodologia de ensino do Método dos
Elementos Finitos, para, em seguida, aplica-la na concepgao de duas linhas distintas de
novas ferramentas, baseadas em propagadores nao-lineares e analise modal,
ressaltando contribuicbes em cada um dos trés pontos. Para isso, dividiu-se a tese em
um total de seis capitulos, incluindo uma introducdo geral da tese e este, de
conclusoes.

A concluséo especifica e detalhada de cada capitulo pode ser vista em cada um
deles, de modo que os comentarios desta secao sao apenas de carater mais geral, € ao
mesmo tempo qualitativa.

No Capitulo 2 iniciou-se uma abordagem nao convencional do MEF. Nao
convencional, pois este tinha como objetivo principal explicar o MEF de maneira
simplificada, mas ao mesmo tempo com rigor suficiente. Decidiu-se por esta abordagem
uma vez que o foco foi voltado para aqueles que ndo possuem contato algum com o
método numérico, e as dificuldades comuns que surgem durante o aprendizado.

A partir dai, no Capitulo 3, introduziu-se uma série de trés programas,
implementados em Matlab, que serviram também para complementar o que foi

explicado no Capitulo 2. Além desse carater didatico, também ficou explicitado como
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tais programas mostraram-se bastante eficientes e eficazes no auxilio de varios
trabalhos de tese coordenados pelo Prof. Hugo Figueroa.

No Capitulo 4, a contribuicao foi realizada pela apresentacdo de um par de
propagadores nao-lineares 1+1D e 2+1D, cujas caracteristicas, em ambos, consistiram
em fazer funciona-los com esquemas de passo adaptativo na propagacao, bem como
pelo uso de PMLs para meios nao-lineares.

Finalmente, o Capitulo 5 foi voltado para aplicacées envolvendo ferramentas
lineares e nao-lineares de analise modal, ambas com aplicagdes num tema bastante
atual, cristais fotdnicos. Dentro dessa linha, este capitulo ficou direcionado a aplicacdes
tanto em guias planares como para fibras épticas.

6.2. Trabalhos futuros

7

Certamente, esta é uma secdo que deve ser bem discutida, devido,
principalmente, a maneira como este trabalho de tese foi discutido. De fato,
observando-se bem, percebe-se que esta tese apresentou-se em diversos moédulos,
sempre com contribuicdes oportunas, mas ainda assim modular. Sendo assim, para
trabalhos futuros, pode-se citar varios encaminhamentos, entre eles:

1- Incorporar os dois primeiros programas do Capitulo 3 em um sb,
generalizando a montagem das matrizes para todas as 3 dimensdes e com
outras formulacées em elementos finitos, como elementos curvilineos, além
de acrescentar outras fungdes de base, como as hermitianas;

2- Aproveitando-se do esquema modular e de uma programacao estruturada
proporcionados pelo MEF, montar um aplicativo, em Matlab, que entrega ao
usuario um programa final em Fortran, um propagador. Para isso, o usuario
simplesmente teria de responder e preencher alguns formularios em Matlab,
que, ao final, dariam todas as informacdGes necessarias para que O
propagador fosse entregue (tipo de PML, formulagdo escalar ou vetorial,
linear ou nao-linear, etc.). Isso faria com que a possibilidade de erros
diminuisse mais ainda, ao mesmo tempo que facilmente poder-se-ia montar

uma biblioteca de aplicativos;

99



3- Efetuar um estudo detalhado e bastante sistematico da nova técnica da PML
para meios nao-lineares, analisando classicos parametros, como largura da
PML, refletividade, etc.;

4- Utilizar a subrotina da PML néao-linear e incorpora-la em propagadores
vetoriais, ja presentes no grupo de trabalho;

5- Fazer um estudo do esquema de passo adaptativo, mas para situagdes onde
o propagador seja temporal, e avaliar possiveis problemas/vantagens de
instabilidade/estabilidade em tais formulacoes;

6- Utilizar os dois propagadores nao-lineares em situacées mais especificas, em
especial aplicacées de microlentes, um assunto relativamente novo, onde o
MEF pode ser importante, uma vez que as dimensdes transversais sdo da
ordem do comprimento de onda, e as distancias axiais nao chegam a metros;

7- Efetuar um trabalho mais geral a respeito da presenca dos cristais fotonicos
em guias planares, fazendo uma avaliagdo com outros tipos de geometrias,

comparando resultados, bem como efetuar algumas combinagdes entre si.

Em principio, estes sdo alguns dos possiveis trabalhos futuros. Como pode-se
observar, sdo extensdes de cada um dos capitulos. Dentre eles, alguns séo faceis de
implementar a curto prazo, e individualmente, outros irdo requerer a ajuda de alguns

outros colegas de trabalho ou de alunos.
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