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Resumo

Este trabalho trata de trés abordagens para o problema de controle H,, por
realimentacao de estado. A primeira baseia-se na solvabilidade de equagdes
algébricas de Riccati, a segunda explora a convexidade das expressbes matri-
ciais e a terceira trata o problema de controle H,, como um problema de oti-
mizagao linear sujeito a restri¢oes matriciais na forma de LMIs (Linear Matrix
Inequalities). Demonstra-se em relagdo as duas primeiras que, para sistemas
dindmicos lineares com parametros precisamente conhecidos, o conjunto de
ganhos estabilizantes gerado pela primeira abordagem estd contido no con-
junto de ganhos obtido pela segunda. As duas dltimas abordagens permitem
incorporar incertezas no modelo e também a restricdo de estrutura descentra-
lizada para o controle de maneira bastante simples, diferindo de abordagens
similares por ndo aumentar a dimensao do problema em anélise. Tendo em
vista o papel de fundamental importancia que a norma H,, desempenha na
analise de sistemas e na sintese de controladores, precede-se a discussao das
abordagens com a apresentagido de alguns métodos de cdlculo da norma H,,
de matrizes de transferéncia. Algoritmos que implementam as abordagens
tratadas sio apresentados e, por dltimo, exemplos nurnéricos que ilustram os
resultados tedricos.



Abstract

This work deals with three approaches to the M., control problem by state fe-
edback. The first one is based on the solvability of algebraic Riccati equations,
the second explores the convexity of the matrix expressions and the last ap-
proach treates the H, control problem as an optimization problem subject to
matrix constraints in form of LMIs (Linear Matrix Inequalities). Concerning
the two first approaches, it is shown that, for linear dynamic systems with
precisely known paraméter, the set of stabilizing gains produced by the first
approach is contained in the set of gains obtained by the second approach.
The last two approaches allow to add constraints as uncertanty in the mo-
del and also decentralized structure for the control in a simple form, differing
fromn similar approaches by not augmenting the dimension of the problem in
analysis. Having in mind the important role that the Ho, norm fulfills in a-
nalysis of systems and in the synthesis of controllers, this work initially expose
some methods of computing the H,, norm of a transfer matrix. Algorithms
that perform the approaches discussed are exhibited and, finally, numerical
examples illustrate the theoretical results.
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Notacao

A notacgio empregada neste trabalho € a usual.

N - conjunto dos nimeros naturais
R - conjunto dos nimeros reais
C - conjunto dos nimeros complexos, particionado em C” U € U ct

C ={sec|R(s) <)

© = {s € C| R(s)=0)

ct ={seC|R(s)>0}

“i ||” - norma euclideana no espago R*

IX|| = Omaz(X) - norma espectral nos espagos R™*" e C"*", m,n € N
Omaz(X) - valor singular méximo de X

tr(X) - trago de X (soma dos elementos da diagonal principal de X)
det;(X ) - determinante da matriz X

rank(X) - rank da matriz X

(X,Y) = tr(XY*) = tr(Y" X) - produto interno nos espagos R™*" e C™*" m,n € N
que é o usual

Y’ - transposta de Y € R™™

Im(X) - espago vetorial real imagem da transformacao linear representada por X em
relagdo is bases candnicas

X



S, - espago de Banach das matrizes simétricas reais, definida pela métrica induzida

pela norma

S} - conjunto das matrizes simétricas definidas positivas

S - conjunto das matrizes simétricas positivas semidefinidas

S}~ - conjunto das matrizes simétricas ndo positivas semidefinidas

X>Y ‘- equivalea X —Y 2 0. para X,Y € S, isto é, X —~ Y ¢ positiva semidefinida
Amaz(Y) = max{< z,Yz > €R | ||lz|]| =1, Y € S} - autovalor maximode Y
Amin(Y) = min{< z,Yz > €R | ||z]| =1, Y € S,} - autovalor mfnirho deY

q.t.p. - quase toda parte (qualquer propriedade matematica que ocorre exceto em um
conjunto de medida zero de um espago mensuravel € dito acontecer em quase
toda parte)

£,[0;00) - espago de Lebesgue das fungbes de quadrado integravel

@Gw - derivada parcial em relagio a W



Capitulo 1
Introducao Geral

O objetivo deste trabalho é estudar o controle de sistemas dinamicos lineares conti-
nuos, modelados por varidveis de estado, frente a pertubagdes no sinal de entrada, isto
é, deseja-se determinar um ganho de realimentacao de estado de modo que o sistema
dinimico em malha fechada seja estavel, com norma Hy, (definida no préximo capitulo)
menor ou igual a um certo limitante. Este é o denominado problema de controle M.
Para isso, o conceito de norma H,, que pode ser entendido como uma medida de pior
caso, é analisado e discutido em um primeiro momento.

Durante a iltima década, tem-se assistido a uma proliferagao de artigos e livros sobre o
problema de controle H,, sub-6timo ¢ 6timo, desde que este foi introduzido pela primeira
vez por Zames [Zam81}, permitindo abrir novos caminhos na Teoria de Controle que, até
entio, concentrava-se em obter um ganho estabilizante associado a solugio da equagdo
algébrica de Riccati. Um exemplo é o problema linear quadratico que, apesar de suas
caracteristicas de robustez como margem de fase de 60° e margem de ganho infinita, ndo

se mostrou uma ferramenta capaz de tratar imposicoes do tipo rejeigdo de distiirbios.

Porém, antes de tecer comentarios a respeito do problema de controle H,, sub-6timo
e 6timo, cabe explica-lo. Considere a figura 1.1 onde P é uma planta linear invariante
no tempo, € u é o controle, w é o distirbio, y a saida medida e z a saida controlada.
Considere o estado £ = y. O problema de controle H,, sub-6timo consiste entdo em
encontrar uma lei de controle u = K(s)y, para um dado escalar v > 0, tal que o sistema
em malha fechada na figura 1.1 seja internamente estivel e a norma H, (2.1) da fungio
de transferéncia de w para z seja menor que <. Ja no problema de controle H,, 6timo
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deseja-se encontrar uma lei de controle apropriada u = K(s)"y, tal que o sistema em

malha fechada seja internamente estavel e a norma H,, seja minimizada.

Figura 1.1: Problema padrao de otimizagio H,..

Diferentes técnicas para tratar este problema tém surgido na literatura, tais como:
métodos no dominio da freqiéncia ([Fra87], [FD87]), fatorizagdo J-espectral [Kim89,
métodos polinomiais [Kwa86] e técnicas no espago de varidveis de estado, apresentadas,
por exemplo, no artigo tutorial [DGKF89]. Neste trabalho, adotam-se técnicas no espago
de variaveis de estado.

O problema de controle H,, sub-6timo por realimentagao de estados, encontrou uma
primeira solugdo em [Pet87a], que mostrou ser suficiente solucionar uma tnica equagio
algébrica tipo Riccati {que no caso, contém um certo parametro de ajuste € > 0) afim de
estabelecer um conjunto de ganhos de realimentacdo estabilizantes. Formulacbes seme-
lhantes, considerando a solvabilidade de uma equagio de Riccati parametrizada em ¢, no
sentido de se caracterizar sub-otimalidade do problema de controle H,, por realimentagio
de estado, aparecem em [KPRS88|, [ZK88], [Sch92].

Em [DGKF89], Doyle e colegas tratam um problema sub-6timo H., padrao, cuja
solubilidade € caracterizada em termos de duas equagdes algébricas de Riccati, e ainda
as solucdes destas duas equagdes devem satisfazer uma certa condigio de acoplamento,
chamada de raio espectral. Além disso, um controlador, chamado de controlador central,
é estabelecido e desempenha um papel crucial na caracterizacdo de todas as solugdes
sub-4timas para um dado 7. Uma série de trabalhos, conseqiéncia desta abordagemn no
espago de variaveis de estados, com outros tipos de parametrizagdes, pode ser vista por
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exemplo em [Gah92], [PGS94], [SCL94), [Gah94], [1S93], [1S94]. Uma gama de referéncias
bibliogréficas é encontrada em [DTM93].

O problema 6timo, entretanto, mostra-se mais dificil de ser tratado do que o sub-6timo,

tendo em vista que a atenuagio de distirbios deve ser reduzida ao seu valor infimo.

Para sistemas precisamente conhecidos (isto ¢, sistemas sem incerteza), Scherer [Sch89]
apresenta um procedimento iterativo (chamado neste trabalho de abordagem iterativa)
para solucionar o problema 6timo. A cada passo, através de um limitante superior, uma
melhor aproximagao do valor 6timo da norma H,, é obtida, fornecendo o correspondente
controle de realimentagio sub-6timo e, caracterizando ainda, quando sio necessarios al-
tos ganhos de realimentagio para atingir o 6timo. Em [Sch90], [Sch94], Scherer resolve
completamente o problema.

Um outro tratamento, via analise convexa, que nio trata apenas o caso de sistemas
precisamente conhecidos, mas também sistemas incertos, e ainda soluciona tanto o pro-
blema sub-6timo como o problema 6timo, é apresentada em [PGS93], [PGS94], [PSG94].
Nessa abordagem, um conjunto convexo € definido em um espago de pardmetros apropria-
do, fazendo uso de uma formulagdo aumentada que permite conjuntamente determinar um
ganho de realimentagio de estado estabilizante e o valor 6timo de atenuagdo de distirbios.

Qutras abordagens para sistemas incertos podem ser encontradas na literatura, como por

exemplo [KPZ90], [XS90], [Pet87b].

Neste trabalho, um resultado relevante [POP94] é relacionar a abordagem iterativa
apresentada em [Sch89], [Sch90], com uma nova abordagern que denominamos, por con-
veniéncia, de convexa (que, em particular, se assemelha dquela apresentada em [PGS94],

- [PGS93]). De fato, para sistemas precisamente conhecidos, o conjunto de ganhos estabi-
lizantes por realimentacdo de estado, gerado pela abordagem iterativa, estd contido em
um outro caracterizado pela abordagem convexa. Além disso, as diferengas entre os re-
sultados para a abordagem convexa e os apresentados na literatura prévia sao devidas

ao tratamento do problema H.,, neste trabalho, sem uma representagdo aumentada do
sistema.

O problema de controle H,, é apresentado também como um problema de otimizagao
sujeito a restricdes matriciais na forma de LMIs (Linear Matrix Inequalities), denominado,
neste trabalho, abordagem via LMIs. Além disso sdo considerados sistemnas com incertezas
paramétricas pertencentes a dominios poliedrais convexos efou estrutura descentralizada
para o controle, nas abordagens convexa e via LMIs.
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Embora a abordagem via LMIs trate unicamente problemas convexos, neste trabalho
adota-se uma nomenclatura que a distingue da abordagem que explora diretamente a
convexidade das expressdes matriciais relacionadas com a norma H,, chamada abordagem

convexXa.

O trabalho é subdividido como segue. No préximo capitulo, a norma H,, é definida
e alguns métodos de cdlculo desta norma para uma matriz de transferéncia sao apresen-
tados e discutidos com exemplos numéricos. Uma motivagdo para este capitulo segue
da necessidade do cilculo da norma M, de uma matriz de transferéncia na sintese de
um controlador na abordagem iterativa e, ainda, na andlise dos resultados obtidos nos

exemplos numéricos do capitulo 4.

No capitulo 3 é apresentado o problema de otimizagio H., a ser tratado, bem como
as abordagens iterativa, convexa e via LMIs. Além disso, a relagdo entre os conjuntos de
ganhos estabilizantes das abordagens iterativa e convexa é estabelecida para sistemas com
os parametros do modelo precisamente conhecidos. O tratamento do problema de contro-
le H., é também facilmente estendido para sistemas incertos e/ou controle descentralizado
nas abordagens convexa e via LMIs.

Exemplos numéricos que validam a teoria apresentada no capitulo 3 sio exibidos e dis-
cutidos no capitulo 4. J4 o dltimo capitulo apresenta as conclusdes cabiveis e perspectivas.
O apéndice A é dedicado a uma breve explanagio de conceitos envolvendo LMIs.



Capitulo 2

CA&lculo da Norma Hso

2.1 Introdugao

No artigo germinal em [Zam81}, Zames formula o problema de redugéo de sensibilidade
. por realimentagdo como um problema de otimizag¢io utilizando uma norma do operador
(entenda-se por operador como uma transformagio linear limitada), em particular, uma

norma HMa.

A norma H, de uma funcio de transferéncia tem surgido recentemente como um
importante parimetro na literatura de andlise robusta e controle, como por exemplo em
[DGKF89], [FD8&7], [Fra87]. O seu cilculo também pode ser necessirio na andlise de
sisternas ou na sintese de um controlador, como em [Sch89], [Sch90], [Sch92], [Sch94].

Um ponto nevrélgico ao se tratar o problema de otimizagdo H, consiste entdo em
interpretar a norma de fungdes no espago H,, e o seu consegiiente calculo. Entende-se por
H,, 0 < p < oo {H em deferéncia a Hardy), neste trabalho, a classe de fungdes analiticas
no semiplano direito aberto as quais sejam limitadas em norma £, (veja [Hof88], [Dur70]).
Portanto, o espago H, € um componente dos espacos de Hardy H,.

H : C - C™*" é um elemento do espago de Lebesgue £, se e somente se H € imitada,
isto é, |[H(jw)|| = Oma{ H(jw)) € k < 00,V w € R, exceto em um conjunto de medida
zero. Define-se em L, a norma

|Hllc =inf {k | |[HGW)| <k qtp}

5
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que € o supremo essencial de H, denotado por

1Hlle = sup ess |[H(jw)]|

Com esta norma, L, € um espago de Banach. F : € — C™*" é um elemento do espago
de Hardy H.. se e somente se F & analitica em C* e

i Flleo & sup {||F(s)|[} = sup {omaz(F(5))} < o0,
,€C+ . et

| Fl|co é chamada norma X infinito (confundindo-se com a denominagao do espago, “norma

H™).

Cada funcio em H., estad associada a uma tunpica fung¢io em L., no sentido de
que H(jw) = limeo F(£ + jw), a fungdo F — H de M, em L, é linear, injetiva e
preserva a norma (veja [SF70]), portanto, Hy, pode ser encarado como um subespago
fechado do espago de L, [DouT2] e ainda:

[Hlloo = sup {omaz(H(s))} = sup ess{oma:(H(jw))} = ||H||c (2.1)
sect wEk

onde Omez{-) € 0 valor singular maximo de uma matriz (veja [Che84]).

Seja o sistema linear invariante no tempo dado por

#(t) = Az(l)+ Byu(t) + Byw(t)
(2.2)
z(t) = Cz(t)+ Dyu(t) + Dyw(t)

onde A € R™", By € R™™*™, B, € R*™", C € RY*", D, € R¥*™ e D; € R?". E considere
o seu modelo em malha fechada na forma

:L‘(t) = Af.’lz(f) + B w(t)
(2.3)
2(t) = Cyz(t) + Dyw(t)
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de tal forma que Ay = A4+ B K, Cy = C 4+ DK, u = Kz e K um ganho estabilizante
dado, de modo que Ay seja assintoticamente estdvel (ou seja, os autovalores de A; estio
em C” ). A correspondente matriz de transferéncia em malha fechada de w para z de (2.3)

é descrita por

H(s) = Cy(sI — A;)"'B, + D (2.4)

A norma Ho, desta matriz de transferéncia (2.4) é definida exatamente como em (2.1).
Observe que a norma H,, da matriz de transferéncia de um sistema é igual a norma do
operador do sistema, vista como um operador mapeando entradas do £;[0, 0o) para safdas
em £310, 00) (veja [ST93)).
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0.25

”

eixo imaginario
o~

—0.25
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i
ek
| Lk
=
&n
=)

eixo real

Figura 2.1: Diagrama de Nyquist.

Uma interpretagao classica da norma ., para sistemas monovaridveis é estabelecida
em termos dos diagramas de Nyquist e de Bode. Nesse caso, (2.4) é uma fungio racional
em s, € a norma Ho, € equivalente & distincia no plano complexo da origem ao ponto mais
afastado no diagrama de Nyquist (figura 2.1), ou ainda, ao valor de pico no diagrama de
- magnitude de Bode (figura 2.2).
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)
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—~25 7
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freqiiéncia (rad/seg)

Figura 2.2: Diagrama de magnitude de Bode.

Na literatura, varios métodos de calculo da norma H,, de uma funcio de transferéncia
tém sido apresentados ([Rob89], [HKL89], [BBKS89], [DGKF89], [CLYB90], [BS90], [BB90],
[Kav94], [Sha94]). Particularmente, neste capitulo, sdo abordados os métodos expostos
em ([BBKS89], [BS90]}, bem como métodos baseados em desigualdades matriciais e pro-

cedimentos de otimizagao.

Na préxima secio a relacdo entre os valores singulares de uma matriz de transferéncia
e os autovalores imaginarios de uma matriz Hamiltoniana é estabelecida. Na segio
2.3, discute-se a associacao entre norma H,, e uma inequagdo de Riccati. Os métodos
numeéricos sao apresentados na segdo 2.4. E por fim, as conclusdes cabiveis na ultima
se¢ao.

2.2 Matriz Hamiltoniana

Considere o sistema {2.3) e sua matriz de transferéncia (2.4).

Para v > 0, e ¥ ndo sendo um valor singular de Dy, define-se a matriz Hamiltoniana
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de ordem (2n x 2n) como:

A;~B\RD\C;  —yB.R'B; 1
H‘Y = Q=1 At L . -1 (2‘5)
i_ ’IL/fD Uy nf'ruf.uzxc, 2y _f

onde R = (D,Dy —+*1) e S = (DD} —~4*1).

O teorema a seguir relaciona os autovalores imaginérios de H, e os valores singulares

de (2.4).

Teorema 2.1 - Seja ¥ > 0 e diferente dos valores singulares de Dy. Assuma ainda que
Aj ndo tenha autovalores imagindrios. Entao para todo w, € R, v € um valor singular de

H(jw,) se e somente se jw, € um autovalor de H,.

Prova: A prova pode ser vista em [BS90] ou entdo em [BBK89]. E ainda para Dy =0 e
p = "%, em [HKLS9]. 0

Note que os autovalores imaginarios de H, sio exatamente as freqiiéncias para as
quais algum valor singular de H(jw,) iguala-se a . Este teorema permite estabelecer a
associagio entre os autovalores imaginarios de H., € a norma He, ja que a definigao desta
iltima esté diretamente relacionada com o supremo do valor singular méximo da matriz

de transferéncia, Vi € R*. O seguinte teorema pode entdo ser enunciado.

Teorema 2.2 - Seja Ay estdvel € ¥ > Omax(D1) > 0. Entdo ||H|o = 7 se e somente se
H, tem autovalores imagindrios.

Prova: Segue do Teorema 2.1 (veja {BBK89]). U

Alguns métodos de calculo da norma Mo, de uma matriz de transferéncia, seguem
naturalmente a partir do Teorema 2.2, simplesmente assumindo um intervalo de existéncia
da norma He. e aplicando um método de bisse¢do como em [BBK89] ou ainda métodos

tipo Fibonacci ou Segao Aurea.

Para o caso onde nao ha transmissio direta entre a entrada w(t) e a saida z(t), D1 = 0;

neste caso a matriz Hamiltoniana é dada por
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Ay 7 BiB;

H. =
K —7ICC; -4

(2.6)

e obviamente o Teorema 2.2 continua valido.

Assim, considerando uma matriz de transferéncia com Dy = 0, e seus valores singula-
res (o;(H(jw))) como uma funcéo das freqiiéncias jw, Vw € R*, assume-se por convencio
que o;(H(jw)) > oia(H(w)), Vi € [1,...,r — 1], € que max{ey(H{jw))} = v*. Pela
figura 2.3, se o1(H(jw)) = v, intercepta os valores singulares nas freqiiéncias w; e w,, se-
gue pelo Teorema 2.1 que H.,,, tem autovalores imaginarios +jw; e 4jw,. Nota-se entio,

que a norma H,, desta matriz de transferéncia é o valor de pico v*.

valores singulares

i i i ol o sl 1 e i i bhdeido S
1071wy 109 W 10*
w (rad/s)

Figura 2.3: Valores singulares de um sistema dindmico com D; = 0.

Portanto, para um v > <%, H, nao terd autovalores imaginarios. Para w — o0,
oi(H(jw)) — 0, Vi € {1,...,r], entdo para qualquer 0 < v < v*, H, terd autovalores
Imaginarios.

Agora, considerando D, # 0, para w — oo os valores singulares da matriz de trans-
feréncia igualam-se aos valores singulares de D;, e particularmente, o1( H(jw)) — Gmaz(Dy)-

Portanto para v, 2 7 2 Omas(D1), o diagrama de valores singulares poderd nio ser in-
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terceptado (figura 2.4), implicando pelo Teorema 2.1 que H., ndo tera autovalores ima-

ginarios. Mas, seguramente, H, terd autovalores imaginarios no intervalo o,,q.(D1) <

At

valores singulares
-2

dmum(Dl) 1

T |
O'm,'n(Dl) 1 ; I biivioh e el e i ; oo yn e T Te—
151 10° 10}
w (rad/s)

Figura 2.4: Valores singulares de um sistema dindmico com D; # 0.

A préxima segao analisa a relagio da norma H,, com uma inequacio de Riccati.

2.3 Inequagao Algébrica de Riccati

Considere o sistema (2.3) com Dy = 8, de tal forma que sua matriz de transferéncia é

dada por

H(s) = Cs(sI — Af)™'Bs. (2.7)

Para esta matriz de transferéncia, com v > 0, define-se a matriz Hamiltoniana como

em (2.6), transcrita novamente por conveniéncia’

1QOptou-se por colocar ¥~ 2 na segunda linha da matriz Hamiltoniana, afim de se obter a inequagao de
Riccati desejada.
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A; BB
H, = . 2.8
’ [my-zc;cf ——A}} (28)

O teorema a seguir estabelece uma relagao entre a matriz Hamiltoniana, o limitante
v e uma equagdo algébrica de Riccati. Considere-se que um ganho estabilizante K foi

calculado, de tal forma que Ay seja assintoticamente estdvel.

Teorema 2.3 - As seguinte afirmagdes sdo equivalentes para v > 0 ¢ A; estdvel.

1) |H]leo < -
it) H, ndo tem autovalores no eixo imagindrio.

X
ii7) Os subespagos X_(H.,) = Im [Xl

] (formado pelo subespago invariante corresponden-
2

0
te aos n autovalores com parte real negativa de H, ) e Im [I] sao complementares

ue equivale ¢ X, ser nao singular).
q q g

iv) X = Xo X7 € unicamente determinada por H, com X = X' > 0 se o par (As, Cy)
for observdvel e X satisfaz a equagdo algébrica de Riccati

X+ XAp+ XBiB X +77*C}Cy = 0,

Prova: Veja [DGKF89]. O

A partir deste ultimo teorema, pode-se entiao construir um método de célculo da
norma He,, verificando os autovalores de H,, que seria estritamente equivalente ao método

associado ao Teorema 2.2.

O préximo teorema estabelece a associagio entre a existéncia de um limitante vy da
norma H,, da fungdo de transferéncia (2.7) e uma inequagéo algébrica de Riccati (note a
semelhanga com o toerema anterior). Novamente ressalta-se que o ganho estabilizante K

é dado. Antes, porém, um resultado preliminar se faz necessirio.
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Lema 2.1 - Suponha que a matriz Ay seja estdvel. A desigualdade

G'(~jwl — A} QUjwl — Af)7'G < 4*I (2.9)

¢ verdadeira VYw € R, se € somente se ezistir uma solugio X = X' da equacdo algébrica
de Riccali

"X+ XA - XGGX -77%Q =0, (2.10)

onde G e @ = Q' sdo matrizes constantes de dimensdo apropriada.

Prova: Veja [Sch89] ou [Wil7T1]. 0

Este lema poderia também ser formulado a partir do teorema principal em [Fai87), e

a desigualdade em (2.10) seguiria imediatamente.

Teorema 2.4 - Suponha que (As, Cy) seja observdavel e v > 0 dado. Entdo Ay € assin-
toticarmente estdvel e ||Hi| <y se e somente se a inequagdo de Riccati

"P+PAs+ PBiB{P+~%CiC; <0 (2.11)
admite uma solugdo P € B™*" P = P' > (.
Prova: Suponha que ||Hl|o < %, entdo pelo Lema 2.1 tem-se que a desigualdade
H(—jw)H(jw) <+ , YweR
implica em
Bj(~jul — Ay CyCyljwl - Ap) 7By < 41

deduz-se, entdo, que existe X = X' solugio da equacdo
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"X+ XA;=XB B X +~7%C,Cy (2.12)

e, pela estabilidade de Ay, X < 0. Fazendo entdo P = —X, tem-se P > 0 solugio da

inequagao

AYP 4+ PA; + PBB,P +v72C/C; <0, (2.13)

Para mostrar que P > 0, a partir de (2.13) tem-se

"P+PA;++472C}C; < —PBB,P <0. (2.14)

Como P ¢é uma solugio de (2.14), tem-se que P > P, solucio da equagio

AYP+ PA; + 472050 = 0. (2.15)

Multiplicando a equagdo (2.15) & esquerda por z’ e & direita por z, onde r € R™,

obtém-se:
z(ApP + PA; +v72C)Cy)e = 0.

Por absurdo, suponha que existe z £ 0 tal que Pz = 0, implicando que Crz = 0 e,
portanto, PA sz = 0. Sabendo que a solugio de (2.15) é dada por

- 00 .
P:/ v 21O Cretrtdt
0
segue que
- o0
o'Pr = / 42 | Cretrtz|Pdt.
1]

Como, por hipétese, v > 0 e (Ay,Cy) é observivel, isto é, as linhas de Ce#st s3o
linearmente independentes no intervalo de [0;00), Crets'z = ( se e somente se z = 0.
Concluindo, nio existe £ # 0 tal que Pz =0, implicando que P > P > 0.
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Agora, suponha que P > 0 é solugdo de (2.11). Se z € um autovetor de A; associado

ao autovalor A, multiplicando (2.11) a esquerda por z' e a direita por r obtém-se

2' APz +2'PAsz + ¢ PBiBjPz + 7 2'CiCrz < 0
e lembrando que Ajz = Az,
IR{I\z' Pz + 2’ PB, By Pz + v *&'C;Csz <0

o que implica que R{A} < 0. Agora se R{\} = 0, entdo {A}z’Pz = 0, obtendo assim
que z'PB; B{ Pz + 4 ?2'C}Csx < 0. Desta forma, z estd no espago nulo a direita de Cy,
como o par (Ay, Cy) é observével implica que A associado a z é estével, logo R{A} <0, e
Ay é assintoticamente estavel.

Agora, para Vw € R, some e subtraia o fator jwP em (2.11), de tal forma que

~ (—jwl — A})P — P(jwl — A7) + PBB{P +y7*C}Cs < 0. (2.16)

Como Aj é assintoticamente estdvel, entdo (—jwl — Ay) é inversivel. Assim mul-
tiplicando (2.16) & esquerda por ((jwl — As)™'B;) e a direita por (jwl — Ay 1By, e
lembrando ainda que H{jw) = Cy(jwl ~ A;)"' B, obtém-se:

~B,P(jwl — A;)™' By — Bj(—jwl — A})'PB,
(2.17)
+B(~jwl — Ay PB,BjP(jwl — A;)™ By + v *H(—jw)H(jw) < 0.

Definindo agora:

Jw) & BiP(jwl—A;)™B
(2.18)
J(—jw) & Bj(—jwl—A})'PB

segue que,
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— J(jw) = T(—jw) + T (—jw)' T (jw) + v H(—jw) H(jw) < 0. (2.19)

(I = J(=jw)) U - T(jw)) = I = T(jw) = I (—jw) + T (=jw)' T (jw) (2.20)
e substituindo (2.20) em (2.19) tem-se
v H(—jw) H{jw) < T — (I = J(—jw)) (I - T (jw)) (2.21)
como (I — J(—jw)) (I — T(jw)) = 0, entdo
H(~jw)H(jw) <+'1

e finalmente

[Hllo v - O

Teorema 2.5 - Considere que (Ay,Cy) seja observdvel ¢ v > 0 dado. FEntao Ay €
assintoticamente estdvel e |Hl||lc < v se € somente se a inequagio de Riccati
AW + WA, + v *WCC/W + BB, <0 (2.22)

admite uma solugdo W ¢ R, W = W' > 0.

Prova: Imediata a partir do Teorema 2.4, bastando tomar W = P71 > 0. L

Este iltimo teorema motivara a construgdo de um método de calculo da norma H,,
da matriz de transferéncia (2.7), baseado em um tratamento via LMIs {Linear Matrix

Inequalities)?.

?Veja o Apéndice A para um breve discussio sobre LMIs.
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2.4 Meétodos Numéricos

Quando da auséncia de métodos apropriados para o calculo da norma H,,, este, a

principio, tem sido feito através da busca pelo supremo do valor singular méximo da
matriz de transferéncia sobre Yw € R, isto é, usando a prépria definicio da norma He,
transcrita novamente como em (2.1):

1 lloo = sup omas(H (je)) (2.23)

Esta busca, chamada neste trabalho de Busca Exaustiva, apresenta, no entanto, varios
inconvenientes, como determinar o espago de fregiiéncias a ser avaliado e o fato de se
calcular uma decomposicéo de valores singulares a cada freqiiéncia.

Desta forma, métodos numéricos que tendem a contornar estes tipos de problemas sio
discutidos a seguir. O primeiro a ser apresentado é a prépria Busca Exaustiva, seguido
dos métodos de Bissecdo, Dois Passos, Fibonacci, Secio Aurea e via LMIs. Este dltimo
resolvido por um algoritmo de planos de corte e tarmnbém através de um método de projecio
e pontos interiores [NG94] (pacote computacional LMI-Lab [GN93a], [GN93b]). Em todos
os algoritmos assume-se que Ay é estdvel, bem como considera-se um e > 0 suficientemente
“peqﬁeno”.

2.4.1 Busca Exaustiva

Evidentemente, néo se trata de um método, mas sim da prépria definicio da nor-
ma Ho.

Algoritmo 2.1 Busca EXAUSTIVA

passo 1: Calcule os limitantes no espago de fregiiéncias, tal que:

wm,-n“—“m‘jn[)\,-(Aj)! , 1=1,...,n

Wingr = H’l’BXI/\,(Af)i s i= 1,.. L
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passo 2: Fncontre

oo = max {maz(H(Gw))}

Wmin%maz

As freqiiéncias wpin € Wneo 530 aproximadas para a década mais préxima no diagrama
de valores singulares.

Através deste processo de calculo, no entanto, como apresentado em [BBK89], nao
ha uma forma eficaz de certificar-se o quanto maxy {Omaz(H(jwi)})} aproxima-se da nor-

ma He.

2.4.2 Bissegao

A partir do Teorema 2.2, Boyd e colegas {BBK89] propuseram um algoritmo de Bis-
se¢do no qual os limitantes inferior e superior sdo dados, respectivamente, por

T = ma‘x{amaz(Dl)v aH}} sy Vs = omaz(Dl) + 22: oH, (224)

onde oy, sao os valores singulares de Hankel do sistema (2.3) como definido a seguir [Glo84]
e o, denota o valor singular maximo de Hankel.

Definicao 2.1 - Seja Ay estdvel, entdo os valores singulares de Hankel da matriz de
transferéncia (2.7} séo definidos como

on, 2 {M(W.W,))H? (2.25)

onde oy, > om,,, Vi € [1,...,n ~ 1], e W, ¢ W, sdo, respectivamente, solucées das
equagoes de Lyapunov dos gramianos de conirolabilidade e observabilidade, determinados

por:

AW, + WA, + BB = 0

2.26
A}WD + WAy + C}Cf = {. ( )
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No entanto, afim de evitar o célculo dos autovalores de W, W, em (2.25), Boyd e colegas

sugeriram uma alternativa elegante, de tal forma que os limitantes sejam dados por

% = max{Cma(D1), Vtr(WCWD)/n} s Ys = Omac(Dh) + 24/n tr(W.W,) (2.27)

onde n ¢ a dimensio de Ay.
Algoritmo 2.2 BISSECAO
passo 1: Calcule os limitantes v; € ~,.

passo 2: Sey,— 7 < 2ey;, pare ¢ [|H|loo = (7, +%). Caso conirdrio vd para o passo .

passo 3: Calcule v = (7, + 1) € construa a matriz Hamiltoniana H,, como em (2.5),
vd pare o passo seguinte.

passo 4: Se H, ndo tem autovalores imagindrios, entdo vy, = v, caso contrdrio ~; = +.

Volte ao passo 2.

Naturalmente, como ressaltado em [BBK89], poderia ser usado, no algoritmo anterior,
o fato que H, tem autovalores imaginarios se e somente se H.f tem autovalores reais nao
positivos. Note que, ao final do processo, (v, + ;) aproxima-se da norma M., da matriz
de transferéncia do sistema com uma precisio relativa de ¢, isto é,

| 1%+ %) = 1 Hlloo | < €l H]leo -

e o algoritmo converge dentro do intervalo % < {|Hlloo < Ys.

2.4.3 Dois Passos

Este método é baseado em [BS90], que consiste em aproximar o valor da norma H,, a
partir de um limitante inferior tal que, a cada passo 7; — ||H]|eo- Um possivel limitante
inferior é dado como na subse¢do 2.4.2 anterior,
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¥i = max{Omez(Dh), 08, }

Assim, a partir do Teorema 2.1 pode-se calcular as freqiéncias correspondentes a
um valor singular 4. O primeiro passo consiste em calcular as freqliéncias w; até w,
correspondentes ao limitante inferior 4;(k), de modo que *jw, até Ljw, sejam autovalores
da matriz Hamiltoniana H, (k). E o segundo passo busca as freqiiéncias m; até m,_; tais

que, my; = %(wk + wiy1), Ve €[1,...,p —1]. O novo limitante inferior é dado entdo por:

vi(k+1) = mfx{amax(H(jmk))}
Algoritmo 2.3 Dois Passos

passo 1: Calevle o limitanie inferior ;.
passo 2: Fagae v = (1 + 2¢)v;. Vd para o prozimo passo.

passo 3: Determine os autovalores da matriz Hamiltoniana H., dada em (2.5). Se H,
nao tem autovalores imeagindrios, faga v = ~ € vd para o passo 5. Caso contrdrio
vd pare o prorimoe passo.

passo 4: Determine my = L(wp + wip),k € [1,...,p — 1], onde tjw; até +jw,
sdo os autovalores tmagindrios de H,. Calcule o novo limitante dado por ~; =
maxg{Omaz(H(jmi))}. Volte ao passo 2.

passo 5: Pare. Faga ||H|ec = 3(% + 7).

Ao final do algoritmo, 7; é um limitante superior para ||H||o € % < |[H|loo < (14+2€)7%:.
Tomando, 2(vi + %) = (24 2¢)v = (1 + €)% = [[H]|w, 0 erro relativo méximo é entéo
e. Como o préximo limitante inferior a ser calculado pelo algoritmo é sempre maior que

o limitante inferior anterior, o algoritmo converge.
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2.4.4 Secio Aurea

De forma anéloga a subsecao 2.4.2, utilizando o Teorema 2.2, um algoritmo tipo Secgio
Aurea baseado em [BS79] pode ser proposto. Considere entio, os limitante inferior (Fi)e
superior (v,) dados como em (2.27). O algoritmo é descrito a seguir.

Algoritmo 2.4 SEgAo AUREA
passo 1: Determine os limitantes -y; € v, como em (2.27). Faga k = 1.
passo 2: Faca mp=71+ (1 —a)(vs— %) € 7 =% +alys — %), com a = 0.618.

passo 3: Se v, — % < 2e; , pare € [[H|lo = 3(7: +7%) . Caso contrdrio, construa as
matrizes Hamiltonianas H,, e H, . Se H, e H, tém autovalores imagindrios, vd
para o passo 4. Se H,, tem autovalores imagindrios mas nio H, , vd para o passo
5. Se tanto H, como H, ndo tém autovalores imagindrios, vd para o passo 6.

passo 4: Mantenha v, e faga vi = Nk , M1 = To , Teor = % + a5 — Y)ek=k+1.
Volte ao passo 3, agora somente avaliando os autovalores de H,, . .

passo 5: Fogavi =, =7, M =%+ (1 - )% — %), = v+ oy — %) e
k==%k-+1. Volte ao passo 3.

passo 6: Mantenhay; e faca v, = o, epn =M, M1 = v+ (1 -}y —7) e b = k+1.

Volte ao passo 3, somente avaliando os autovalores de H,, .

Uma interpretagéo deste algoritmo é dada a seguir. Considere a figura 2.5. No caso 1
tanto H,, como H,, tém autovalores imaginarios, o que implica, obviamente, que o valor
da norma H,. estd no novo intervalo determinado, particularmente, por 5x € 7,. No caso
2, H,, tem autovalores imaginirios mas nao H,,, assim o novo intervalo de existéncia da
norma H, € dado por 7 = 1 e v, = 74 No caso 3, as matrizes Hamiltonianas H,, e H,,
nao tém autovalores imagindrios, e 0 novo intervalo é dado por ¥; e 7.

A escolha do critério de parada foi discutida na subsecio 2.4.2. Este algoritmo, em
comparagao aos anteriores, tem a inconveniéncia de fazer o uso do célculo de duas matrizes
Hamiltonianas no passo inicial, bem como em algum ponto do algoritmo, se assim for

necessario.
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Vi Mk Tk, Ta
Y Tet1i Tryd Ys
Ca'so 1: : ﬁl ........
caso 2: ;‘% Ye
Y Thtl Trtt s
caso 3: } 4 i

Figura 2.5: llustragio do Algoritmo Secio Aurea.

2.4.5 Fibonacci

Este algoritmo é idéntico ao anterior, considerando os mesmos limitantes inferior e
superior, variando apenas a forma de cdlculo de 5; e 7;. Para inicializa-lo [BS79], no

entanto, € necessério gerar uma seqiiéncia de Fibonacci definida a seguir:
Fo —_ F] =1
Fisvi=Fi+F, ,j=12,...

onde j é o nimero de observagbes a ser tomado.

Algoritmo 2.5 FiBonaAccr

passo 1: Determine os limitantes ; € vy, como em (2.27). Faca k = 1.
passo 2: Calcule m = v + (Fiea[F5) (s ~ %) € o =7+ (Fi-1/F3)(7: — %)

passo 3: Se v, — v < 2¢%i , pare € ||H|lw = (75 + %) . Caso contrério, construa as
mairizes Hamilionianas H,, e H, . Se H, e H, tém autovalores imagindrios, vd
para o passo 4. Se H,, tem autovalores imagindrios mas ndo H,,, vd para o passo

5. Se tanto H,, como H, ndo tém autovalores imagindrios, vd para o passo 6.

passo 4: Mantenha v, € faga v = mi , M1 =T, Tepa = W+ (Fjmpe1 [F5ur) (7 — %) €

k= k+1. Volte ao passo 3, agora somente avaliando os autovalores de H,, -
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passo 5: Faga % = mk, %5 = 7%, Mhr = % + (Fioka/Fior)(9s — %), Top1 = % +
(Fimk1 [Fji)(7s — 1) e k=k + 1. Volte ao passo 3.

passo 6: Manlenha 7; e faca v, = 74, Ty = mi M1 = Y+ (Fik 2/ F5 i (s = %) e

"y

k= k< 1. Volte ao passo 3, somente avaliando o0s autovalores de Heyos -

A interpretagio dada na figura 2.5 permanece valida para este algoritmo.
Considere agora os seguintes exemplos.

Exemplo 2.1 - Seja o sistema dindmico dado por:
#(t) = —2z(t) + 2w(t)
z(t) = 1lz(¢)

Fazendo o célculo da norma H,, pela prépria definicio (2.23) tem-se para s = juw:

2 2 112
Hl., = : —
[1H ]|oo = max (sz --Jw+2)

12
I H]loo = max ( 4 )

wek \w? 44

note que o maximo é atingido para w = 0, entdo
[Hlleo =1

Usando-se o algoritmo de Busca Exaustiva chega-se ao valor da norma H., igual a
0.9988. Isto ocorre pois o algoritmo delimita o intervalo de busca para todo w € R™,
excluindo portanto w = 0. Ilustracdes, para este exemplo, dos diagramas de magnitude

de Bode e de Nyquist sio apresentados nas figuras 2.6 e 2.7, respectivamente.

Agora, construindo a matriz Hamiltoniana (2.6) associada a este sistema, tem-se:

—2 4471
H, =
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Figura 2.6: Diagrama de magnitude de Bode para o exemplo 2.1.

06 T Y T T

[
-" ha

-

eixo imaginario

0 02 0.4 06 08 1

eixo real

Figura 2.7: Diagrama de Nyquist para o exemplo 2.1.
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Algoritino | v* | iteragbes | cputime(s) | flops
Bissecao 1 18 0.1000 1206
Dois Passos | 1 10 0.1667 1045
Segio Aurea | 1 26 0.1500 | 1545
Fibonacci 1 17 0.1167 1485

Tabela 2.1: Calculo da norma H,, de um Sistema SISO com D; = 0.

cujos autovalores sao dados por:

|
/\I_”H1:|:A—,{:12 /\47 ]
0 -2

det(A\ ] — H,) =(A+2)(A —=2)+497% =0
A =41 —~"%)

ALQ = :1’:2\/1 - 1/72

entdo, duas situagbes sdo possiveis:

1) se v < 1, os autovalores de H,, sdo puramente irnaginarios.

2) se v > 1, os autovalores de H., estio em R.

o que implica que ||H]|. = v* = 1. Utilizando os algoritmos propostos até este momento,
aplicando-se os limitantes (2.27) inferior e superior 1; = 0.5 e 4, = 1 respectivamente,
obtém-se os resultados da tabela 2.1. Observe que o valor da norma H., é o préprio

limitante superior, isto é, 4* = ~,.

Este exemplo monovariavel proporciona urma visdo geral da forma como se comporta
o célculo da norma H,, de uma matriz de transferéncia.

Exemplo 2.2 - Considere as seguintes matrizes apresentadas em [BBK89], que repre-
sentam um sistema como em (2.3), tal que:



24 Métodos Numeéricos . 2

Algoritmo ~* iteragoes | cputime(s) | flops
Bissecao | 6.4405 21 0.2833 80451
Dois Passos | 6.4405 3 0.1500 26432
Secéo Aurea | 6.4405 18 0.3333 | 68825
Fibonacei | 6.4405 20 0.3500 66519

Tabela 2.2: Cilculo da norma M., para D, # 0 (exemplo 2.2).

~0.08 083 0 ¢

1 1
—0.83 0.08 0 0 g 0
A_f = ) Bl = L)
0 0 —-07 ¢ I -1
0 0 -9 -0.7 0 0
. 4 .
;= 64 0 04 0 ’ D, — 0.3 ¢ _
06 0 1 ¢ 0 -0.15

Com uma precisao relativa de € = 107 ¢ os limitantes inferior e superior calculados

como em (2.27), implicando v; = 2.2758 e ¥s = 18.5065, tem-se o valor da norma H,, e o
comportamento dos algoritmos dados na tabela 9.2,

A préxima subsegdo trata de um método via LMIs,

2.4.6 LMls

Considere o sistema em malha fechada (2.3) com a matriz de transmissio direta Dy =
0, e defina 2 : &, X R ~s B™*" ¢a] que

UW,v7") = AW + WA, + 4 °WC,C;W + B, B

e ainda o conjunto

MAE{W, 7)) € RV "R W = W' >0, 7> 0, yUW,7~2)y <0, Vy € R"}
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Agora reescrevendo

QUW,7*) <0 (2:28)

como uma LMI (veja Apéndice A), e definindo a fungio T': 8, x B — R"H9X7+0 tem-ge

r(w, 72) =

—(4;W + WA, + BiB)) -WC) |
-C_;W ’}le -

e tomando ainda 6242, segue que

T(W, ) = (2.29)

—(A;W + WA, + B, B)) -W(, >0
—-C W 81 -

Note que o vetor de decisdo consiste das n(n +1)/2 entradas livres da matriz simétrica
W e mais uma entrada livre que € o escalar §.

Redefinindo o conjunto M., como Mj;, obtém-se

ME{(W,6) ER™" xR | W = W’ >0, § >0, 2’T(W,6)z > 0, Yz € R*}.

O calculo da norma H,, da matriz de transferéncia em malha fechada consiste entio

emn encontrar:

(P21) min §
s.a (W, 8)e M;

Teorema 2.6 - O problema (P 2.1) € um problema convexo.

Prova: Se_]am (Wl,él), (Wz, 62) € Mg, o€ [0; 1] e (W,tS) - G(Wl,61) + (1 — Q’)(Wz,&g),
entdo

— (aAfW1+(1-CY)AjW2+QW1 }+(1—&)W2 Sr"}'B}B;)

§) =
E(W. 9) — aCyWy — (1 — a)C;Ws
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— aWC; — (1 - o)W, C
+ (061 + (1 - a)ég)l

somando e subtraindo abBy B] de forma conveniente, tem-se

AsWi + WiA} + BiB)) — (1 - a)(A; W, + Wo 4!, + B, B))

_ | o
(W, é6) = [ — aCW; — (1 - )C; W,

— aWiC) ~ (1 — )W,
“{"' (0151 + (1 — 0)52)1

e finalmente
T'(W,6) = a — (AW, + WIA} + B, B]) mWIC}
’ — CyW; 61

>0

— C;W, 6,1

F-a) [ — (A Ws + Wa A + BB]) ~W,C) ]

logo (W, 6) € Ms.

Ja que o conjunto M; é convexo e a fungio objetivo do problema (P 2.1) ¢ linear, o
mesmo é um problema convexo. |

Devido ao fato do problema (P 2.1) ser um problema de programagio convexa e,
ainda, gracas ao resultado a seguir, pode-se usar um método de “Linearizacio Externa”
para resolvé-lo. Defina entao o conjunto

MGE{(W,8) ERV™ xR | (W,6) € Ms, W > el e § > 0}

com € > { suficientemente “pequeno”. Considere entio o problema de otimizagio

(P22) mné
sa  (W,8)e M;

E fécil de observar que o conjunto M7 é um conjunto convexo fechado. Entio (P 2.2)
pode ser resolvido por métodos de planos de corte. Note ainda que, se (P 2.2) é factivel,
entdo (P 2.1) também é factivel.
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A forma geral do algoritmo € a seguinte:

Algoritmo 2.6 PLANOS DE CORTE

passo 1: Defina o politopo inicial Py tal que M} C Py.
passo 2: Resolva o problema

min &

sa (W,8) € B

se for infactivel, entdo M; = 0. Caso contrdrio obtenha (Wi, 6.) € Pr. Se
(Wi, 6) € M} pare, faga v =5 ¢ |H|lo = . Caso contrdrio:

passo 3: Encontre o hiperplano que separa o ponto (Wy, §;) de M. Atualize P, para ob-
ter Piy1 tncluindo como uma restri¢do a inequacdo que define o semiplano limstado
pelo hiperplano e que contém M3. Volte ao passo 2.

Cabe agora explicar como os hiperplanos separadores sao selecionados.

Suponha que no j-ésimo passo, j € N, tem-se (W}, §;) ¢ M}, com W; = Wi, 8 >0e
um elemento qualquer (W, $) € M;. Entdo, W; # el ou T(W}, 6;) # 0, isto é, Anin(W;) <
€ ot Apmin(I'(W}, 6;)) < 0. Assim:

i) € < Apin (W) < yiWy;, ou
i) 0 < Anin(I'(W, 8)) < 2(T(W, 6))z;

onde, y; € R™ e z; € R™Y sio autovetores normalizados associados aos autovalores
Amin(W;) € Amin (T'(W, 6;)), respectivamente.

Pode-se reescrever (i) como (y;, Wy;) > €, mas (y;, Wy,) = tr{y;(y; W)} = tr{(y;9;) W}
(y;jy;, W), entdo

t) €< (yiy;a W) = ((yjy;s 0): (Wa 6))’
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mostrando que, se (W;, 6;) ¢ M3, por violar a primeira condigio, W; > €I, entdo M; estd
contido no semi-espago: {(W,6) € R™"™ x R | {(y;},0),(W,8)) > €} e assim o hiperplano
separador S} neste caso é dado pela igualdade em (i).

Agora, com relagdo a condigao (i), fazendo
tr{z]T(W, 6)z;1 > 0

fem-se
tr{z;z, (W, 6)} > 0

e desenvolvendo

A1 12

ir 2 J
27 22

J M

~(AW WA+ BB -wey ] ]
~CyW 81 =

obtém-se

te{—2;' AfW — 2' WA} — 21’ By B} — 2]*WC} — 22C/W + 27261} > 0

tr{(—z} Ay — Ajz}! — 123t — 2R CHW + 2276} > tr{z;' B, By }
que, finalmente, pode ser escrito como:

(((—2' Ay — Az}t — Cz* = 22'Cy), 28), (W, 8)) > tr{z}' B, B} (2.30)

Assim, se (W}, §;) ¢ Mj, por violar esta segunda condigao, I'(W;, §;) > 0, a inequagao
{2.30) mostra que M3 esta contido no semiplano definido por esta inequacao e o hiperplano
separador S} é definido neste caso pela igualdade em (2.30).

Como discutido no inicio desta se¢do 2.4, a solugdo do problema (P 2.2) poderia
também ser alcangada usando-se o pacote computacional LMI-Lab [GN93a], [GN93b].

O exemplo a seguir fornece uma ilustragio do comportamento de todos os algoritmos
no calculo da norma H,, de uma matriz de transferéncia em malha fechada.

Exemplo 2.3 - Suponha um sistema dindmico como em (2.2) representado pelas se-
guintes matrizes:
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Algoritmo ~* iteragdes | cputime(s) | Mflops
Bissecao 0.4743 21 0.2333 0.0489
Dois_Passos 0.4743 2 0.1167 0.0141
Secio Aurea | 0.4743 18 0.3000 | 0.0448
Fibonacci 0.4743 20 0.3333 0.0497
Planos de Corte | 0.4743 121 5.9333 1.4473
LMI-Lab 0.4743 34 1.7500 —3

Tabela 2.3: Calculo da norma H,, para [ = 0.

—0.9806 17.41 96.15 —~97.78
A= 0.2648 —0.8512 —11.39 | , By = 0
0 0 —30 30
e considere
1 00 100 0
Bi=10120 , C=1010 , De=10
0 0 1 0 0 0 1

Seja o ganho K igual a

K= 924953 6.2712 4.8030].

de tal forma que Ay = A+ By K seja assintoticamente estavel, Cy = C + D, K e a matriz
de transferéncia em malha fechada dada como em (2.7).

Calculando-se os limitantes (2.27) inferior e superior obtém-se v, = 0.2408 e v, =
1.4447 respectivamente. O valor da norma H,, para este sistema é dado na tabela 2.3.

30 pacote LMI-Lab utiliza executdveis externos ao Matlab, nio contabilizados no nimero total de
flops.
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2.5 Conclusao

Neste capitulo procurou-se passar uma visdo geral do conceito de norma Hy,, bem

como algumas iiterpretacdes associadas & norma M., de uma matriz de transferéncia.
Evidenciou-se a relagao entre valores singulares de uma matriz de transferéncia e os au-
tovalores puramente imaginarios de uma matriz Hamiltoniana, e também a associagido
entre a norma M., e uma inequacio algébrica de Riccati, que por fim, interliga os valores

singulares de uma matriz de transferéncia com uma inequagdo algébrica de Riccati.

Foram apresentados cinco algoritmos (Busca Exaustiva, Bissegdo, Dois Passos, Secdo
Aurea e Fibonacci) para o célculo da norma H,, das matrizes de transferéncia (2.4) e (2.7)
(isto é, para Dy # 0 e Dy = 0 respectivamente), bem como o métedo via LMI para
o calculo da norma H, de (2.7). Os algoritmos (2.2) até (2.5), apesar de exigirem
menor esforco computacional e tempo de maquina inferior a0 da abordagem via LMI
(pelo menos para sistemas de ordem nac muito elevada, j4 que a matriz Hamiltoniana é
de dimenséo (2n x 2n)), dependem no entanto de como os limitantes inferior e superior se
aproximam da norma Hy. Além disso, como enfatizado em [BB90], existe a possibilidade
dos intervalos nos quais o1(H{jw)) > 7n, ndo serem identificados, a partir apenas dos
autovalores puramente imaginarios de H.,.

A abordagem via LMI, especificamente o algoritmo (2.6), apresenta a vantagem de
ndo necessitar, a priori, de um intervalo de busca; além disso, o processo de minimizagio
depende apenas da existéncia de uma solugéo (W, 6) € M; . No entanto, como o valor
de & é inicializado em zero, o algoritmo pode ter um mau comportamento numérico, em
algumas situagoes.



Capitulo 3

Otimizacao Hy via Realimentacao
de Estado

3.1 Imtroducgao

Neste capitulo, as abordagens iterativa, convexa e via LMIs enunciadas na introdugéo

geral, sdo formuladas e discutidas.

Além do mais, um dos resultados deste capitulo é discutir a relagio entre as abordagens
iterativa e convexa no caso de sistemas precisamente conhecidos. Demonstra-se que as
solucbes maximais das equagdes tipo Riccati, usadas na primeira abordagem, definem
parte da fronteira do conjunto convexo que gera os ganhos de controle na abordagem

CoOnvexa.

Um outro ponto importante é que a abordagem convexa apresentada neste capitulo
([POPY4]), ao contrario de outras similares ([PGS93], [PGS94], [PSG94]), trata os proble-
mas de controle H,., sem usar uma representacido aumentada do sistema, portanto, sendo
mais condensado e permitindo um tratamento mais simples para os casos de controle
descentralizado e/ou incerteza.

Este capitulo é subdividido da seguinte forma. Na secao 3.2 a estrutura do problema
de otimizagao H., que se deseja tratar ¢ apresentada, bem commo a hipétese de regularidade
sobre o sistema linear invariante no tempo a ser considerado. Na secéo 3.3 a abordagem

iterativa é discutida. Na se¢ao 3.4 é apresentada uma abordagem convexa tanto para

33
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sistemas precisamente conhecidos como ainda sistemas incertos (matriz dindmica incerta)
e controle descentralizado. Na secdo 3.5 o problema de otimizagio H,, é tratado por

uma abordagem via LMIs, onde a solugao de um problema de otimizacio sujeito & uma

que estabiliza o sistema, e ainda, minimiza a norma H,,.

3.2 Preliminares
Considere o sistema linear continuo no tempo descrito por

#(t) = Az(t)+ Byu(t)+ Byw(t)
(3-1)
2(t) = Cz(t)+ Du(t)

onde z : R — R" € a varidvel de estado, u : R — R™ a varidvel de controle, w : R — R"
o distirbio externo e z : R — R? a saida controlada. A € R™", B, € R™*™ B, € R™",
C € R e D € R¥™ Note que este sistema linear ¢ idéntico ao sistema (2.2) do
capitulo anterior, considerando-se Dy = 0 e D, = D. Assuma, neste trabalho, as seguintes
hipéteses de regularidade:

i) (A, Bz) é estabilizivel e (A, C) é observivel.
i) D'[C D]=1[0 I.

A hipétese D'C = 0 em (i) significa que ndo existe ponderacio cruzada entre o estado
T € o controle u, isto é, o sinal de salda » tem uma parte que s6 depende do estado e
outra, independente desta, que é afetada apenas pelo controle; nio implica em perda de
generalidade. J& D'D = [ significa que todos os controles devem ser ponderados unita-
riamente [DGKF89] auxiliando no condicionamento dos ganhos. Esta parte da hipStese
(ii} poderia ser relaxada facilmente para D'D > 0.

Assume-se ainda que todos os estados do sistema sejam acessiveis para controle, isto
¢, a saida medida y é o proprio estado z. E deseja-se entdo construir um compensador
que estabilize o sistema (3.1) em malha fechada e reduza a norma induzida em £;[0; 0o)
do mapeamento do distirbio w para a saida z tanto quanto possivel ([Sch89], {Sch90],
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[FD8T]). Desde que pretende-se calcular o menor valor possivel da norma e, como mos-
trado em [KPR88], este valor, usando realimentagao estatica, equivale ao valor minimo
da mesma norma sobre todos os controles de realimentacao de estado dindmicos, pode-se

entdo tomar o controle da forma:

u= Kz

onde o ganho de realimentagio K pertence ao conjunto
K & {K e R™*" | A+ ByK é assintoticamente estavel}.

Define-se, como no capitulo anterior, Ay L2 A+BKe C; & C + DK. Entio, o
mapeamento do disturbio w para a saida z, isto é, a funcio de transferéncia do sistema
em malha fechada, € definida pela matriz de transferéncia dada como em (2.7) e transcrita
novamente por conveniéncia:

H(s) & Cy(s] — Af) B, (3.2)
O problema de Otimizagdo M., pode entao ser formalizado como: encontrar
(P 3.1) inf {|Hll | K €K}

onde a norma H,, é definida como em (2.1). No entanto, a minimizacio da norma H,,
em fungdo dos elementos de X, como escrita em (P 3.1), ndo é trivial de ser obtida.
Afim de contornar esta situagao, uma outra formulagio para o problema (P 3.1) pode
ser estabelecida considerando-se a solugio de uma certa inequagio de Riccati.

Teorema 3.1 - Seja v > 0 dado. Assumindo que (A, By) € estabilizdvel e (A,C) €
observdvel, eriste K € K tal que ||H||c < 7 se e somente se eziste W = W' > 0 tal que

AW + WA + WC'CW +y"2B,B, — B;B, <0 (3.3)

além disso, K pode ser tomado como K = —~B,W1,
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Prova: Veja [Sch90]. [

Este resultado mostra que para um 7 > 0 fixado, definindo o conjunto

Ky 2 {KeK||Hw <)

segue que K, # @ se e somente se (3.3) admitir solugdo definida positiva, e principalmente,
que o problema de otimizagido (P 3.1) € equivalente ao seguinte problema: encontrar

(P 3.2) v =inf {y| K € K,}

Essa nova formulagdo do problema sugere uma técnica iterativa para a sua solugio,
que consiste em caracterizar pelo menos um elemento do conjunto K, & medida que se
diminui o valor da atenuagédo de distiirbios 4, isto é, resolver em cada etapa um problema
sub-6timo.

3.3 Abordagem Iterativa

Definem-se, para p = 4% ¢ R, : §, — R™™™ a seguinte expressio matricial

R, W) 2 AW + WA' + WC'CW + uB, B, — B,B, (3.4)
bem como os conjuntos *
M, 2 {WeR™" | W =W e R,(W)<0}
N, 2 (W eR™™ | W =W e R, (W) =0}
onde N, C M,.

Usando o fato que o par (—A', (") é estabilizavel, pode-se reescrever o importante
Teorema 2.1 em [RV88] como a seguir.

#Neste trabalho, deseja-se caracterizar apenas (se existir) a tinica solugio simétrica real definida posi-
tiva de R,(W) = 0 [RW94]; repare ainda que, por hipétese (4, By) ¢ estabilizdvel e (A, C) é observivel.



3.3 Abordagem lterativa 37

Teorema 3.2 - Seje p > 0 dado. Se M, # 0, entdo eziste uma matriz W(y) € N, tal
que:

W(p)2 W, Y W-e M,

em particular W(u) € chamada solugio simétrica mazimal de R, (W) = 0, e além disso,
todos os autovalores de A{u) 2 A+ W{p)C'C estdo em CH UC”

Prova: Veja [RV88]. Observe que se a equacio de Riccati tem solugéo, existe entdao uma
dnica solugdo maximal ([GLR86)). 7]

Note que qualquer matriz que é chamada solu¢do de R,(W) = 0 é uma matriz real e
simétrica [RR92]; observe ainda que a estabilizabilidade de (—A’, C') é condigio suficiente
para deduzir, da solvabilidade da inequacao algébrica de Riccati, a existéncia de uma tinica
solugdo maximal simétrica, e tal solugdo implica na solvabilidade da equacio algébrica
de Riccati. Este teorema permite portanto caracterizar, a cada etapa, um problema sub-

otimo com g 2> 0 em termos da solvabilidade da equagao algébrica de Riccati.

E importante observar ainda que, para 0 < v < p, se W(u) existe pode-se escrever

R,(W(g)) = 0 como:

AW (u) + W(p)A'+ W(u)C'CW () + vByB) — (v — p)B1B] — ByB, =0
isto é,

AW (1) + W(p) A"+ W(p)C'CW (p) + vB\ B, ~ B;B; = (v — p)B1B; <0,
portanto W{u) € M, e assim pelo Teorema 3.2 existe W(v) com W(v) > W(g), ou

seja, a fungdo que associa o pardmetro u & correspondente solucio simétrica maximal
W(u) € R™*" de R, (W) = 0 é ndo crescente e estd definida a principio em [0; co).

Scherer em [Sch89], motivado pelo Teorema 3.1 e baseado nos resultados do Teore-
ma 3.2 propde uma nova formulagao para o problema (P 3.2): encontrar

(P 3.3) pt=sup {u | 3 W(u) € N, e W(u) > 0}

e estabelece um algoritmo iterativo para a sua solucao.
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3.3.1 Algoritmo

A construcao de um algoritmo iterativo para resolver (P 3.3) é conseqiéncia da

obtengdo de resultados que resolvem completamente este problema.

Estes resultados baseiam-se em certas propriedades de suavidade da fungdo que associa
p a W(p). Antes de apresentd-los, entretanto, se faz necessario estabelecer com precisio
qual é o dominio dessa fungao. O lema a seguir € fundamental ndo apenas para responder

essa questdo, mas, como sera visto, para a propria construgio do algoritmo.

Lema 3.1 - Sejam p1,pz com py 2 yp 2 0 ¢ W) solugio simétrica mazimal de
R, (W) = 0. W(ua) € a solugdo simétrica mazimal de R,,(W) = 0 se e somente se
AW = W(p2) — W(p) € solugdo simétrica mazimal de

A(p )W + WA(u) + WC'CW + (g3 — p2)B1B; = 0.

Prova: Suponha que R,,(W(u;)) = 0. Substituindo-se W{uz) por AW + W(yx,) em
R,,(W{u2)) = 0 e lembrando que A(yy) = A+ W(11)C'C tem-se:

A(p) AW + AW A(1 ) + AWC'CAW + (pz — i) B B, = 0

segue que AW é uma solugio da equacgao proposta e, pelo Teorema 3.2, é solucfo simétrica
maximal, uma vez que {(—A’, (') é estabilizavel por hipétese.

Agora, assuma que AW é solucéo da equagio proposta. Para obter-se W{u,) como
solucdo simétrica maximal de R,,(W) = 0, basta substituir AW pelo seu valor ¢ lembrar
que (—A’, C") é estabilizavel. L

Tendo em vista os Teoremas 3.1 e 3.2, pode-se definir o dominio da fungdo ¢, que
associa g a W{u), como [0; ftmaz), onde fimq: € 0 maior valor de p tal que R, (W) =0
tem uma solugdo real simétrica, portanto fim., < co. Observe que W(0) > 0 existe, pois
€ solucdo simétrica maximal de Ro(W) = 0, que é uma equagio padrio de Riccati de
controle étimo. Pelo lema anterior, segue que, ¥ g € [0; fimaz], W(g) existe se e somente
se



3.3 Abordagem Iterativa 39

A(0)AW + AW A(D) + AWC'CAW + pB, B, = 0 (3.5)

tem solucdo e entdo Wi(u) = W(0) + AW. Agora, pela estabilidade de —A(0), a e-

quagdo (3.5) tem uma solugdo simétrica se e somente se ||C(sI + A(0))7' Byl < 1//p
(veja [Fai8T]). Distinguem-se entao dois casos:

i) Se C(sI 4+ A(0))~!B; nao é nula, segue que ®
fimez = ||C(s] + A(0)) ' Byf| ) < o0.

it) Se C'(sI + A(0))™' B, é nula, entdo, de [Fai87], V u € {0; 00), (3.5) tem uma
solugao simétrica, 10g0 fmar = 00.

Com base na estabilidade de —A{p) para g < fimar, © resultado a seguir estabelece
importantes propriedades de suavidade de .

Teorema 3.3 - Seja ¢ : [0; pimaz] — B™*" tal que tp(u)éW(p), onde W{p) € solucéo
simétrica mazimal de R,(W) = 0. Entdo sdo vilidas as seguintes afirmagies:

i) ¢ € ndo crescente e p(0) = W(0) > 0.
i) g € [0; pmaz), —A(p) € estdvel € pmoe = p + ||C(s] + A(p)) ' By]| 32 < o0

iii) ¢ € afim e ndo constante se e somente se Im{B;) estd contida no subespago ndo
observdvel © de [A — sI CT.

iv) @ € constante se e somente se By ¢ nula.

) S€ ez < 00, entdo p € analitica, ndo crescente e céncava em [0; faz]. Além disso

W (pimaez) existe.

A c'c
B2B£ - Fmaz'BlBi ~A .
®0 espago observavel de [A ~ s CY é 317 Im(C)4*, (onde T~ denota a soma direta).

5Nesse caso ( ) tem autovalores em C°.
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Prova: Veja [Sch90]. ]

Observagoes :

b) Para (%) fimez = 00, P(fmaz) = W(fimaz) é definido como qualquer matriz nao
positiva semidefinida. Nesse caso, evidentemente, (A, C') nao é observével.

c) Para (iv) p(p) = W(0), V u € [0; 00) e define-se ¢(pmaz) = W(0).

d) Para (v), a analiticidade é mostrada usando-se o teorema da fung¢io implicita para
o mapeamento O : S, x R — R™ " tal que O(W, p) 2 R (W), desde que Ow : S, — R™*™
é linear, Ow (W (o), po) € inversivel para 0 < fig < fimqr € também porque a estabilidade
de —A(po) pode ser estendida para todo p € [0; pmaz ).

Teorema 3.4 - Sdo vdlidas as seguintes afirmagées:

i} O valor dtimo +* € atingido se € somente se W{ptmaz) > 0 € neste caso ¥* = 1/ /fmaz
e o ganho estabilizante € K* = —ByW (fimq, )" |

i1} Se W{pmar) # 0, eziste um tnico p; € [0; fmaz) tal que p, < 0o, W{y,) € positiva
semidefinida e v* = 1/, /li;.

iii) Se o valor dtimo +* ndo € atingido e se (K;) € uma seqiiéncia de ganhos admis-
siveis com ||[(C + DK¢)(sl —~ A — BoK) 'Bylleo € ¢ € imy_oo e = 7*, entdo

Prova: Veja [Sch90]. ]
Observagoes :

a) No caso (%) s€ pimaz = 00 € W{ttmaz) > 0, W(g) = W{tmer ),V ¢t € [05 ttmaz), logo
pelo Teorema 3.1, ||H||leo < 1//H,Y p € (0; ftmaz) € assim 4™ = 1/, /fimaz = 0. Se 7* = 0,
segue que fmar = 00 € W{p) > 0,V p € [0; 00), logo p{p) = W(0),V u € [0; 00), isto é,
é constante e entdo W{fimez) > 0.

b) Em (ii), quer seja ftmaz < 00 com W{ptmaz) Z 0 0U fimaz = 0 , pis 2 sup {p | p €
[0; fmaz) € W(p) > 0}. A existéncia de u, segue da continuidade de ¢, a unicidade segue
de sua definigao e da concavidade de ¢. Observe que a unicidade de y, € no sentido de que
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#s € o unico valor de p em {0 imaz) tal que W(p) é positiva semidefinida. Se W (imas)
€ positiva semidefinida, mas nao definida, toma-se g, = ft;.,. Observe que este valor p,
nao pode ser atingido com ganhos finitos.

c) Para (iii) a seqiiéncia (K,) é chamada de alto ganho no sentido de que

Jim | K| = oo

Os resultados do teorema anterior sugerem o seguinte procedimento para resolver o

problema (P 3.3).

Algoritmo 3.1 ALGORITMO ITERATIVO

passo 1: Calcule W(0), solugdo de Ro(W) = 0.

passo 2: Calcule pmaz = [|C(sI+A(0)) 7' B1[72 < 00 € W{ptmaz), usando que W(gimaz) =
W(0) + AW, onde AW € a solugdo simétrica mazimal de:

AOYW + WAOY + WC'CW + fonas By B, = 0.

passo 3: Se W(pmar) > 0, entdo p* = prmor € K* = ~BW (imas)™" € o algorit-
mo pdra. Caso contrdrio, se faz necessdrio usar realimentacdo de alto ganho para

aprozimar-se do 6timo p* = p,. Controles sub-6timos podem ser caleulados seguindo
08 ProTioOS passos.

passo 4: Fagca £ =0 e pyy = 0 € vd para o passo sequinte.

passo 5: Calcule (veja [Sch89]):

Hmez = Hg
N — W (k)7 2W (pamaz ) W (pe) /2|

e também W{pey) = Wp) + AW, onde AW € a solucdo simétrica mazimal de

Meg1 = pe +

Ap)W + W A(ue) + WC'CW + (pess — pe) BBy = 0

faga £ =€+ 1. Se W{ue) > 0, entdo pare e p* = p, = ;. Uma solugdo sub-dtima
€ dada por W(pe-1), na forma K = —B{W (ue1)"'. Caso contrdrio, vé para o
passo 6.
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passo 6: Se |pey1 — pel/|pe] < €, para um € > 0 prescrilo, pare. Caso contrdrio, volte
ao passo 5.

A partir do passo 6, se W(g) > 0 em cada passo, a sequéncia (u¢) converge para p,"‘,
W) converge para W{u*) e K, = —BW ()" é uma seqiiéncia de altos ganhos. Note
que para cada g € [0;¢*), K = —BjW(u)~" fornece um controle sub-étimo. Um critério
de parada para o algoritmo, neste caso, é minimizar o erro relativo, {jee; — pel/|pe] < e,
para um € > 0 prescrito.

3.4 Abordagem Convexa

3.4.1 Sistemas Precisamente Conhecidos

Definem-se o mapeamento © : &, X R — R™*” como apresentado na observacio {d) do
Teorema 3.3 na pagina 40, isto é,

O(W, ) & AW + WA’ + WC'CW + uB, B, — B, B,
e ainda os conjuntos
Goo E{(W,p) ER™™ xR | W =W’ > 0, > 0,2'0(W, p)z < 0, Vz € R"}
Goo(pt) 2 {W € R™™ | W = W' > 0,2'0(W, 1)z < 0, Yz € R")

Note que (W, u) € G, se e somentese W € G () e além disso Goo () € M, YV > 0.

Teorema 3.5 - Dado p > 0, para o sistema em (3.1) as seguinies afirmagioes sdo
verdadeiras:

i) Goo(p) € convezo.

i) Goo{u) # B se e somente se (A, By) € estabilizdvel e (A,C) é observivel, ||Hljo, <
1/\/E € o ganho estabilizante €, neste caso, K = —ByW=1.



3.4 Abordagem Convexa 43

Prova: Para o caso (i) sejam Wi, W; € Goo(p), @ € [0;1] e W = oW + (1 — o)W,
Obviamente W = W’ > 0, entao

+ a(l - G)WQC'C’Wi + (1 - Q)2W2C,CW2 -+ #B}B£ - BgBé

€ CoImno

AW1 + WIAI S —-WIC'CW1 - ;LBlB; + BgBé

AWz + WgA’ S —WgC’CWg - ‘U.BIB; -+ B?,BQ

tem-se

(W, ) € a(a - 1)W1 C'CW; — a(a — )W C'CW,

— ala — 1)WC'CW, + a(a - 1)WoC'CW,
e finalmente segue que
@(W, [1,) < Of(Q.’ - 1)(W} - Wg)C’C(Wl - Wg) S 0

id que (W — W,)C'C(W, — W,) é positiva semidefinida. Assim W ¢ Geo(p), que é,

portanto, um conjunto convexo.

Para o item (i) suponha que Goo(p) # 0, isto é, existe W = W’ > 0 tal que

entdo pelo Teorema 3.1 existe K = —BjW =" que estabiliza o sistema com || Hl|oo < 1/ VE-

Supondo agora, que (A4, B;) é estabilizavel e (A, C) é observével com ||H|[o < 1 /1
segue pelo mesmo Teorema 3.1, que existe W = W’ > 0 tal que:

AW + WA + WC'CW + uB,B, — B;B, <0
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ou seja, Goo () # 0. O

Este teorema e o Teorema 3.1 estabelecem que a fungao ¥ : Goo(p) — K, tal que

Pp(W) = —BLW™! estd bem definida e é obviamente injetiva, assim K, contém um sub-

conjunto bem determinado de ganhos estabilizantes, o que resolve o problema sub-6timo.

Pela forma como foi definido o conjunto G, e pelo Teorema 3.5, o problema H

4timo, proposto em (P 3.3), pode ser colocado de maneira equivalente como um problema
convexo. Ou seja, encontrar:

(P 3.4) p* =sup {p | (W,p) € Goo}

Esta formulagéo lida ao mesmo tempo com o limitante da norma g = 4~2 e o ganho

estabilizante K, que estd relacionado com W, conforme estabelecido no teorema anterior,
entio v* = 1//p* € K* = —B,W? (se W, > 0).

Teorema 3.6 - O problema (P 3.4) € um problema convezo.

Prova: A convexidade de G, decorre imediatamente da convexidade de Go.(p). Como a

funcdo objetivo € linear o problema € entao convexo. 0

3.4.2 Algoritmo

Usando a forte condigdo de que o problema (P 3.4) é um problema de programagao
convexa, e ainda, com os resultados que se seguem, a aplicagdo de um método tipo “Li-
nearizacdo Externa” (planos de corte) torna-se possivel. Seja

G & {(W,pn) eR™™XR| (W, ) € Goo, W el €t €[0; prrmasl}
Teorema 3.7 - O conjunto G € compacto.

Prova: Como G é fechado, precisa-se apenas mostrar que o mesmmo é limitado. Esse fato,

contudo, é conseqiiéncia imediata dos resultados do Teorema 3.3 ou Teoremas 2.1 e 2.2
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em [RV88]. Pelas hipéteses do problema, fime: < o0 € dado (W, 1) € G, para g € [0; ftmax]
fixo, W(g) 2 W, ¥V (W, ) € G, logo [[W(p)|| = [[W], ¥V (W,x) € G. Dados agora,
g € [05 fmaz] com p > v, tem-se W(v) > W(u) e assim ||W(v)|| > ||[W(u)|i. Portanto
W)l = W, ¥ (Wyn) €6 . 0

Considere agora o problema:
(P 3.5) max f(Wu)=4p
s.a (Wp)eg

Observe que se (P 3.4) é factivel, entdo (P 3.5) é factivel também.

O problema (P 3.5) estd nas condigoes ideais para ser resolvido através de um método
de planos de corte. Note que G est4 contido no politopo {(W, u) | W = W e u < ez }-
Considerando esse politopo como o inicial, a implementacio numérica deste método ne-
cessita, entretanto, do célculo da norma H, afim de se encontrar g, Embora tenham
sido estudados no Capitulo 2 algoritmos eficientes para esse cdlculo, em [PGS93], [PGS94]
é apresentado um limitante superior up, facilmente calculdvel e que permite definir um
problema equivalente a (P 3.5).

Teorema 3.8 - Seja V € R™*(*+™) V = (B B,)'Bi[A — B,]. Serank(V) ¢ completo,
r > n — rank(C), entdo, para pp = min {4 >0]det(V'V ~puR) =0}, (W,u)¢g,
V]L > Har.

Prova: Veja [PGS94). O
Observagoes:

a) Note que se rank(B;) > n — rank(C), entdo Im(B;) nio est4 contida no subespago
n#o observavel de [A — sI CY.

c'c 0
b) R 8 ) R € rintm)x(ntm)
) [ 0 D D]’ €
c) Em [PGS94], mostra-se que sempre é possivel encontrar um limitante pas alge-
bricamente, considerando um ¢ > 0 “suficientemente pequeno” tal que R, = R + (I,

entdo a condigdo z'©(W, u)z > 0 do conjunto G, é sempre verificada para ¢ — 0%,
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Seja

G* 2 {(Wi) €R™" X R| (Wyk) € Gy W 2 el € s € [0 ]}

O conjunto G*, pelo Teorema (3.7}, é compacto e o problema
(P 3.6) max f(W,u)=ugu
sa (Wop)egr

é equivalente a (P 3.5), e (P 3.8) pode ser resolvido através de um método de Planos

de Corte. A forma geral do algoritmo é a seguinte:

Algoritmo 3.2 PLANOS DE CORTE
passo 1: Construa um politopo inicial Py tal que G* C P;.

passo 2: Resolva o problema:

max  f(W, ) = p
sa  (W,p)€e Py

Se este for infactivel, entdo G* = §. Sendo tem-se (Wi, ux) € Py. Se (Wi, i) € G*,
entdo (Wi, px) = (W,, g*), caso contrdrio:

passo 3: Determine um hiperplano que separe o ponto (W, u;) de G*. Atualize P,
obtendo Piy1, incluindo como nova restrigdo, a inequagdo que define o semi-espago

limitado pelo hiperplano e que contém G*. Volte ao passo 2.

Cabe agora explicar como a profundidade do corte é definida, isto é, como sio seleci-

onados os hiperplanos separadores.

Suponha que na j-ésima etapa, j € N, tem-se (Wj, ;) ¢ G*, com W; = W/, p; €
[0; par] € um elemento qualquer (W, u) € G*. Entio W; 2 eI ou O(W,, ;) £ 0, isto é,
Amin(W;) < € 0u Ao (O(W;, 1£5)) > 0, além disso:
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i) € < Anin(W) < 2;Wzj, ou
11) 02 Aoz (O(W, 1)) > yi(O(W, p))y;

onde, por exemplo, z;, y; € R™ s30 05 autovetores normalizados associados aos autovalores
Amin(W;) € Anaz(©Q(W), 11;)), respectivamente.

Agora, a condigdo (i) pode ser escrita como € < (zj, W), mas (z;, Wz;) = tr{z;(z{W)} =
tr{(z;z} )W} = (zz;, W), assim

i) €< (25, W) = ((z;2,0), (W, p))}
mostrando que se (W}, u;) € G*, por violar a primeira condigdo, W, > €I, entio G* estd

contido no semi-espago: {(W, x) € R™*" xR | {(z;2},0), (W, 1)} > €} e assim o hiperplano
separador nesse caso é H; = {{(W,p) e RV x R | ((:cj.r;,()),(W,H)) = e}.

Com relacao a condigdo (7}, a idéia chave consiste em escrevé-la como:
i) 02 y;0(W,n)y; + v;0(W;, u;)y; — y;0(Ws, uy)y;-
Entéo, desenvolvendo esta 1ltima expressio e usando o fato que:
WC'CW — W,C'CW; > WC'CW; + W;C'CW — 2W;C'CW;

pois (W — W;)C"C(W — W;) > 0, obtém-se:
Vi(A+WCCYWy;+ ;W (A + C'CW,)y; — y,WiC'OWsy; + y.yuBy Bly, — y,BaBiy; < 0
ou seja,
tr{{ y4}(A + WiC'C) + (A+ WC'C)y;u IW) + 4} BiBly; s < y(W,C'CW, + BBy,

que finalmente, pode ser escrita como:

((Wiv;(A+ W;C'C) + (A + W;C'CYyyy; , yiBiBly;), (W, )

3.6
< y;(W;0'CW; + By By )y, (36)
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Logo, se (W}, ;) € G, por violar a segunda condigéo, @(W;, g;) < 0, a inequagio (3.6)
mostra que §* estd contido no semi-espago por ela definido e o hiperplano separador L;,
neste caso, € aquele definido pela igualdade em (3.6).

A profundidade do corte é entao definida acrescentando-se a cada passo, como res-
trigdes, as inequagoes que sdo violadas por (W, ;). Como ilustracio deste algoritmo
veja a figura 3.1, onde na j-ésima iteragio o par (W, ;) ¢ G*, portanto os dois hiper-
planos separadores L; e H; geram o politopo Pj4y e como o novo par (Wi, i) ¢ G*,
o proximo politopo Pjy; é gerado a partir dos hiperplanos separadores HijyeLjge
Pjy2 C Pj41. O processo se estende até que a solugéio 6timo seja encontrada, isto &,
3(W, u) € G*. Note ainda que, pelo Teorema 3.3, (i) = W(u) (onde W(n) é a solugo
simétrica maximal de (W, ,LL)&R#(W) = 0) é néo crescente e concava em [0 imqz), €ntéo
o grafico de ¢ € representado pela curva concava na figura 3.1. A convergéncia deste
método é mostrada em [Lue84]. A caracterizagio de ocorréncia de realimentacio de alto

ganho para aproximar o valor 6timo v*, pode ser detectada testando se, na solucio étima,

W, é singular [PGS%4].

- -
i ™ ]
HUZSHOTV AR s (m+2>ﬂj+}l Lisi

St ! ! L W) W(0) St

Sn

Py, 31:’.1'%—33%+331:’j+4313j+53“-36

Figura 3.1: Ilustragdo do método de planos de corte.
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3.4.3 Sistemas Incertos

Considere sistemas como em (3.1) com a presenga de incertezas nas matrizes A e By,
isto é, A € Dy e By € Dy onde

N N
Di L {AeR™ A=Y A, oy 2 0e Y a; =1} (3.7)
=1 [ §
A M M
Dp 2 {B, €R™™ | B, =3 8;By;, f;i 20e > =1} (3.8)
=1 F=1

sao conjuntos poliedrais convexos, de ta] forma que quaisquer A € Dy e B; € Dg podem
ser escritos como uma combinagio convexa dos vértices do poliedro, expressos, pelas

matrizes A; e By;, respectivamente.

No caso de representagéo no espago de estado, o conceito de estabilidade quadrética
descreve o conjunto de ganhos que estabilizam o sistema sobre todo o dominio de incerteza.

Definicdo 3.1 - O sistema incerto descrito por (8.1), (3.7) e (3.8) € dito ser quadrati-
camente estabilizdvel se existirem P € R™*", P = P' > 0 ¢ K € R™*" tais que:

(A+ B;KYP + P(A+ BK)+ BiB, <0, YA€ D4, ¥YB, € Dg. (3.9)

Definigao 3.2 - O sistema incerto definido por (3.1), (3.7) € (3.8), com (A,C) ob-
servdvel, € dito ser quadraticamente estabilizdvel com atenuagdo de distirbios v > 0 se ¢
somente se existirem P € R™", P = P' > 0 ¢ K € R™*" tais que:

(A+ B:K)P + P(A+ BK) + PBB.P + v~*(C + DK)(C + DK) <0,

(3.10)
VA€ Dy, VB € Dpg.

Note que as inequagdes (3.9) e (3.10) poderiam ser testadas apenas nos sistemas
“vértices” A;, Vi € {1,...,N} e By;, Vj € {1,..., M}, afim de assegurar que ambas
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as inequagoes verificam-se VA € D e VB, € Dp. Observe ainda, que se o sistema incerto
descrito por (3.1}, (3.7) e (3.8) é quadraticamente estabilizdvel, logo (A, B;) é estabilizdvel,
YA€ DA, VB, e Dg.

Nesta secdo, para a Abordagem Convexa, considere sistemas como em (3.1) apenas

com a presenca de incerteza na matriz A, ou seja; A € D4 e B, precisamente conhecido.

Defina o conjunto

Ko £ {K € R™" | A+ B:K é quadraticamente estivel VA € Dy}.

Uma formulacao similar ao problema (P 3.2), no contexto de sistemas incertos, é
encontrar:

(P 3.7) Yo = min {7 | |H||c <7, K € Kg}

que é o chamado “problema de custo garantido H,,” [PGS93].

Por analogia com o caso anterior, definem-se as fung¢des ©; : 8, x R — R™*" tais que
Oi(W,p) £ AW + WA+ WC'CW + uB,B, ~ BB, i € {1,...,N}
e 0s conjuntos

Goi 2 {W ) eR" xR W=W >el ,u20ez'0;(W,u)z <0, Vz € R"},

t€{l,...,N}

AN
Go = [) Gooi-

t=1

Pelo Teorema 3.6, segue que G..; é convexo Vi € {1,...,N}; entio Gy também é
convexo.
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Teorema 3.9 - Gg # 0 se e somente se o sistema incerto definide por (8.1), (8.7) €
quadraticamente estabilizdvel com atenuagdo de distirbios . No caso afirmative, o ganho
estabilizante € dado por K = ~BJW =, (W, ) € Gg

Prova: Se Gg # 0, existe (W, ) € Gp, e entdo

AW + WA + WC'CW 4+ uBB; — B,B, <0, Vi€ {l,...,N} (3.11)

fazendo P = W~ e multiplicando-se (3.11) a direita e & esquerda por P e ainda somando-
se e subtraindo-se PB;B; P (lembrando que D'D = I e D'C = 0), tem-se:

P(A; — By ByP) + (A; — B ByP)'P + C'C + PB;B,P

3.12
+uP(B,B))P <0, Vie {l,...,N} (3-12)

ou seja,
}£P+PAJ¢5+C}C§+}APBIB;P <0, Vie {1,...,N}

implicando que o sistema incerto é quadraticamente estavel com atenuacio de distirbios v =

1/ /-

Agora, se o sistema incerto definido por (3.1), (3.7) é quadraticamente estivel com
atenuacao de distiirbios -, existem P = P’ > 0 e K tais que, com p = y~2,

YP+PAs+ Ci:Cs+ pPBB{P <0, VA€ D.
Desenvolvendo esta ultima inequacao, tem-se

AP+ PA+ pPBB|P + C'C + (B,P - K)(B,P — K)~ PB,B.P <0, VA€ D

mas como (B}P — K)(B,P — K) >0,

A'P 4+ PA+C'C + P(uB,B, — B,B,)P <0 (3.13)
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se verifica VA € Dy, e, em particular, nos vértices A;, Vi € {1,..., N}. Finalmente, com
W = P~1, multiplicando (3.13) & direita e & esquerda por W segue que

T'O(W,p)e <0, Vie{l,...,N} eVr e R,

isto é, (W, u) € Go. : ]

Pelo teorema anterior, segue que os elementos do conjunto convexo Gy permitem
determinar ganhos que estabilizam quadraticamente o sistema. Desta forma, pode-se
reescrever o problema (P 3.7) como: encontrar

(P 3.8) p* = sup {u | (W,pu) € Go}

Teorema 3.10 - Considere (W., u*) € Gg como a solugdo dtima de (P 3.8). Entdo
K* = —BiW.? e v9 = 1/\/u" solucionam (P 3.7).

Prova: Pelo teorema anterior, (W,, *) € Gy garante que o sistema incerto definido por
(3.1), (3.7) é quadraticamente estabilizivel com atenuagdo de distirbios v* = 1/\/p* e
ganho estabilizante K* = ~ByW.. Logo, v € {7 | K € Kg, ||H|lw <7} € 70 < %

Por outro lado, como p, € solugdo 6tima global de (P 3.8), v* é o menor limitante da
norma Heo, VA € D4 (no sentido da definigdo (3.2), para B, precisamente conhecido) e

entdo v* < v, isto é, v* = vg. O

Este teorema mostra que resolver o problema convexo (P 3.8) é equivalente a resolver o
problema (P 38.7). Observe que (P 3.8) envolve conjuntamente o ganho K (que estabiliza
quadraticamente o sistema), e a atenuagio de distiirbios v no processo de otimizagio.
Além disso, por analogia com o caso de sistemas precisamente conhecidos na subsecio
3.4.1, um limitante superior para u pode se calculado [PGS94], da forma

pp = min {#(A,) |t = I,...,N},
€01

p(A;) = min {g > 0 | det(V} V4, — pR) = 0}
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onde R e Vy, foram definidos no Teorema 3.8, com A = A;. Entio, o problema: encontrar

(P 3.9) p*=sup {p | (W,p) € Go,u € [0; pp]}

que € equivalente ao problema convexo (P 3.8), também pode ser resolvido por um
método de planos de corte.

3.4.4 Controle Descentralizado

Como apontado em [GBPY4] a hipétese do uso de estrutura descentralizada aparece
naturalmente em processos onde o controle é alcangado através de varios agentes cujas
localizagdes sio distribuidas geograficamente. E o caso, por exemplo, do controle de
sistemas de poténcia, redes de comunicagéo, redes de transporte e processos de manufatura
flexiveis.

Considere nesta subse¢do sistemas lineares invariantes no tempo como dado em (3.1)
com controle descentralizado, isto é, com a exigéncia que o ganho KX tenha uma estrutura
bloco diagonal. Nesse sentido é suficiente ter as matrizes B; e W com estruturas bloco
diagonal. Assumindo

Byp = bloco diag. {B;,...,BM},

impoe-se entéo,

Wp = bloco diag. {W?,..., WM}

e portanto Kp = —Bj,W5'.

Como estas imposi¢des dizem respeito apenas & estrutura da matriz de ganho do
controle, o problema de controle M., para o caso descentralizado pode ser visto como um
sub-problema do problema de controle H,,, isto é, deseja-se encontrar:

(P 3.10) vp =inf {y | K € K,p}

com Kop £ {Kp € K | [|Hl|oo < 7}
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Este problema (P 3.10) pode ser facilmente tratado com a abordagem convexa, bas-
tando impor a W uma estrutura bloco diagonal. Todos os resultados obtidos para o caso
de sistemas precisamente conhecidos e sistemas incertos podem ser reescritos, apenas com

a restricao adicional sobre W = Wp. As demonstragdes sao inteiramente analogas.

Teorema 3.11 - As sequintes afirmacbes sdo verdadeiras para W = Wp, supondo (A, C)
observdvel e o par (A, By) estabilizdvel.

i) Se (Wp,up) € G*, entio o sistema (3.1) € estabilizdvel com atenuacdo de distirbios
¥ = 1/\/‘6}5 € ‘KD -_— ——BQDWBI € JC

ii) Se (Wp-,pp) € a solugio dtima do problema sup {u | (Wp,up) € G*}, entio K}, =
~BypWpe evp = 1/\/ph solucionam o problema (P 3.10).

Agora, definindo o conjunto

Koo £ {Kp | Kp € Kq},

entdo para sistemas incertos definidos por (3.1) e (3.7) com controle descentralizado, o

problema de otimizacio é dado por: encontrar

(P 3.11) Yop =inf {7 | |H|l« <7, Kp € Kqp}
Teorema 3.12 - As seguintes afirmagées sdo verdadeiras

i) Se existe (Wp, up) € Gg, entdo o sistema incerto definido por (8.1), (3.7) € quadra-
ticamente estabilizdvel com atenuacdo de distirbios v € ganho estabilizante descen-
tralizado Kp = —BypWp', solucées sub-6timas do problema (P 3.11).

it) Se (Wp+, up) € a solugdo dtima do problema sup {u | (Wp,up) € Gg € up € [0; pum]},
entdo K, = —By;pWpi e v5p = 1/\/pp solucionam (P 3.11).

Note que este idltimo teorema apresenta resultados idénticos aos dos Teoremas 3.9 e
3.10, com a restrigdo estrutural W = Whp.
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3.5 Abordagem via LMIs

3.5.1 Sistemas Precisamente Conhecidos

Esta se¢do procura caracterizar a solubilidade do problema de otimizagdo H, em ter-
mos da solvabilidade de uma inequagao matricial quadritica que representa uma restrigao
a norma M., que posteriormente é convertida em LMI.

Teorema 3.13 - Seja v > 0 dado. Para (A, B,) estabilizdvel e (A, C) observdvel, existe
K € K tal que ||H|| < v se e somente se eziste (Z,Y) € R™*" x §F satisfazendo

AY + YA + B, Z + Z'By + ByB, + v *(CY + DZ)'(CY + DZ) < 0 (3.14)
No caso afirmative, o ganho estabilizante € dado por K = ZY 1.

Prova: Assuma que existe K € K tal que
I(C + DK)(sI ~ A~ B,K) "By <

entéo pelo Teorema 2.5, a inequacgdo de Riccati

(A4 BK)Y +Y(A+ B:K) +47?Y(C + DKY(C+ DK)Y + BB <0 (3.15)

tem uma solugdo ¥ = Y’ > 0. Desenvolvendo a inequagdo (3.15), com a hipdtese de
ortogonalidade C'D = 0 tem-se

AY + B;KY + YA+ YK'B, + BB, + v 3(YC'CY + YK'KY) < 0.

Definindo Z = KY, Z € R™*" (transformagcao paramétrica também utilizada em [BGP89]),
obtém-se finalmente

AY + YA '+ ByZ+ Z2'By+ BiBy +y *CY + DZY(CY + DZ) <0
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ou seja, o par {Z,Y) € R™*" x S} satisfaz (3.14).

Agora suponha que exista um par (Z,Y) € R™*® x §}, entéo

T

AY + YA + ByZ + Z2'By + BBy + v *(CY + DZY(CY + DZ) <0,
que pode ser reescrita
(A4 B ZY )Y + Y(A+ B ZY Y + BB, + v ?Y(C+ DZY 'Y (C+ DZY )Y <0

implicando pelo Teorema 2.5 que K = ZY~! é um ganho que estabiliza assintoticamente
o sistema (3.1) com atenuagdo de distiirbios 7. O

Define-se o mapeamento A : R™*™ x §,, x R — R"*", dado por

MZ,Y, 7)) 2 AY+YA + B,Z + Z'By + ByB, + v~ *(CY + DZ)(CY + DZ)
Reescrevendo a inequagdo matricial quadratica
AZ,Y,v3) <0
na forma de uma LMI", e definindo ainda a fungio T : R™*" x S, x B — R™*", obtém-se
T2 ) = [ —(AY + YA’* T’J ffzf ; 5'3.;, + BB} _YC;'*’_I zZ'D ] >0

e tomando g £ 2 segue que

. ' L AR A Iy
T(ZY.q) = (AY+ YA+ BiZ+ Z'B + BiB)) —YC'—Z'D' |
—CY - DZ ol

Observe que o vetor de decisdo é composto de n(n + 1)/2 entradas livres da matriz

simétrica Y, (n X m) da matriz Z e uma entrada livre correspondente ao escalar g.

7Veja Apéndice A.
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Definindo agora os conjuntos

Voolo) £ {(Z,Y) eR™" x 8, | Y >0, 2'T(Z,Y, )z > 0, Vz € ™9}

Voo 2 {(Z,Y,0) ER™ "X S, xR|Y >0, >0, ZY(Z,Y,p)z >0, Vz € R}
estd claro que qualquer elemento (Z, Y, p) € Vi, se e somente se (Z,Y) € V(o).

Teorema 3.14 - Dado p > 0, para o sistema definido em (3.1) as seguintes afirmagées

sdo verdadeiras:

i) Voo{0) € convezo.

i) Veo(0) # D se € somente se (A, By) € estabilizdvel e (A, C) € observdvel com ||Hl|, <
/2 € o ganho estabilizante €, neste caso, K = ZY ™!,

Prova: Para o caso (i) sejam (Z1,Y1),(Z,,Y2) € Vo(0), a € [0;1] e (Z,Y) = a(Zy, Y1) +
(1 - a){(Z,,Y:), e de forma equivalente ao desenvolvimento do Teorema 2.6, somando e

subtraindo aB; B] de forma conveniente, chega-se ao seguinte resultado
T(Z,Y,e) = aY(Z1,Y1,0) + (1 — a)T(Z,,Y2,0) 2 0

portanto (Z,Y) € Voo(p)-
Para o item () assuma que V() # @, entdo existe (Z,Y) € R™*" x &} tal que

~(AY +YA'+ B,Z + Z'By+ BiB) —YC'—2'D' | _

T(Z,Y,0) = —CY — DZ ol >

que pode ser reescrita como uma inequagdo matricial quadrética (veja Apéndice A), lem-

brando que g = 42, isto &,
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AY + YA + B Z + Z'By + BB + v (CY + DZ)(CY + DZ) <0

e, pelo Teorema 3.13, existe K = ZY ™! que estabiliza o sistema com ||H||, < v = V-

Agora, supondo que o par (A, B;) ¢ estabilizivel e (A4, C) é observéivel com ||Hlle <
7 = /0, segue pelo mesmo Teorema 3.13, que existe (Z,Y) € R™*" x § de tal forma

que
AZY, v %) <0
isto &,
YT(Z,Y,e) 20
ou seja, V(o) # 0. O

E importante ressaltar que este dltimo teorema assim como o Teorema 3.13 permitem
estabelecer que se Vio(p) # @, entdo a fungdo ¢ : V(o) — K, de tal forma que ¢(Z,Y) =
ZY ™! estd bem definida e é injetiva, portanto o conjunto K, (pag. 36) contém os ganhos
estabilizantes para o par (4, Bz) com atenuacio de distirbios v = |/p.

Além disso, pelo Teorema 3.14 e pela forma como foi definido o conjunto Vo, o pro-
blema de otimizagao proposto em (P 3.2) pode ser formulado de modo equivalente como:
encontrar

(P 3.12) o" =inf {¢[(Z,Y,0) € Va}

Repare que, na forma como foi colocado, o problema (P 3.12) permite trabalhar,
aoc mesmo tempo, com o limitante g e com o ganho estabilizante K. Este dltimo estd
relacionado com o par (£,Y’) como estabelecido no Teorema 3.14, caracterizando portanto
um problema H,, 6timo, onde (Z,Y, p)* é a solugio Stima de (P 3.12) e K* = Z*Y!
{se Y. > 0) é o ganho Stimo com v* = /p*.

Teorema 3.15 - O problema (P 3.12) € um problema convezo.
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Prova: A convexidade do conjunto V., segue imediatamente da convexidade do conjunto

Voo (0), € como a fungao objetivo do problema (P 3.12) é linear, o mesmo é convexo. [

Defina o conjunto

Vi, £ {(Z,Y,0) €R™" x 8p xR | (Z,Y,0) € Voo, Y > €I, 020}

com € > 0 arbitrariamente “pequeno”. Considere entao o problema de otimizagao

(P 3.13) min o
5.2 (Z: Y: Q) € vc:o

Observe que se (P 3.13) é factivel logo (P 3.12) também ¢ da mesma forma. Note
ainda que o conjunto convexo VI é um conjunto fechado. O problema (P 3.13) pode
entdo ser solucionado utilizando o pacote computacional LMI-Lab [{GN93a], [GN93b).

O Problema (P 3.13) da mesma forma como na segio 3.4.2 pode também ser soluci-
onado via técnicas de planos de corte, considerando o mesmo algoritmo 3.2 e, onde se 1é
G* e max u, passa-se a anotar V), e min p, respectivamente. Os hiperplanos separadores
sd0 entao escolhidos como segue.

Suponha que na j-ésima etapa, j € N, tem-se (Z;,¥;,0;) € V5, com Z; € R™*",
Y; € 8}, g; > 0 e um elemento qualquer (Z,Y, p) € V2. Entao pode ocorrer que Y; 2 €l
ou Y(Z;,Y;,0;) 2 0, isto é, Anin(Y;) < €l ou Anin(Y(Z;,Y;, 05)) <0, e ainda deseja-se:

i) €< Anin(Y) < v;ij, ou
i) 02 Min(Y(Z,Y,0)) 2 2(T(Z,Y, 0))z;

sendo, v; € R™ e z; € R™Y os autovetores normalizados associados aos respectivos au-
tovalores Amin(Y;) € Anin(Y(Z;,Y;,0;)). Usando as seguintes igualdades {v;,Yv;) =
tr{v;(v;Y)} = tr{(v;v})Y} = (v;v},Y}, segue que o item (i) pode ser entéo reescrito
como

i) €< (Ujv_;':y) = ((O,U_-;?J;,O),(Z, Y, 9))
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mas desde que (Z;,Y;, 0;) ¢ Vi, entdo o conjunto V2, estd contido no semi-espaco gerado
em (i) e o hiperplano separador V; é aquela dado pela igualdade em (i),

Considerando agora a condigdo (ii), tem-se que

tr{zY(2,Y, p)z;} = tr{2;2}Y(Z,Y,0)} > 0

que pode ser reescrito como

2 7

o z}' z}? —(AY + YA+ B,Z+ Z2'B) + BiB}) -YC'-Z'D >0
2 %2 —CY - DZ ol .

e desenvolvendo esta dltima expressao (note que z}? = u?') obtém-se

tr{—2;'AY — z;'Y A"~ 2}'ByZ — ;' Z'By — z};' B\ B]

~22YC' — 22'D — 2CY — 22 DZ + 2P0l } > 0

tr{(—z}'A — A'z}' — C'2}* — 27'CYY + 2(—2}' By — 22'D)Z + z3%p} > tr{z}' B1 By }

e finalmente segue que

(((""’22;182 — 221?113), (—vz;lA — A"zr;1 — C"z:'}2 - z_?IC), zfz), (Z,Y,0)) (3.16)
> tr{z;' BB} }.
Entdo se (Z;,Y;,0;) ¢ V%, o conjunto V., estd contido no semi-espago gerado por

(3.16) e o hiperplano separador U; é dado pela igualdade em (3.16).

Da mesma forma que em [KR91}, o problema de minimizacio de um critério de de-
sempenho #, sujeito a restrigdes H,, na forma de LMIs poderia ser tratado com esta
abordagem (problema H;/Hoo).
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3.5.2 Sistemas Incertos

Os resultados da abordagem via LMls podem ser estendidos para sistemas lineares
como em (3.1), com A e B, incertos, ou seja, A € Dy e By € Dy, onde os conjuntos

poliedrais convexos D4 e Dp sdo definidos em (3.7) e (3.8).

O problema (P 3.7) pode entao ser reformulado no contexto dos dominios de incerteza
D4 e Dy como:

(P 3'14) Yge = inf {'7 l “H“oc <7, K¢ K’qc}

onde
K 2 {K € R™*" | A+ B,K é quadraticamente estivel, VA € D4, VB, € Dg}.

Considere os mapeamentos A;; : R™*" x §, X R — R™", dados por

Ai(Z,Y,77%) & AY + YA\ + By;Z + Z'Bj; + BB,

+y"3(CY + DZY(CY + DZ), i€ {l,...,N}, je{l,..., M}

As inequagdes matriciais quadraticas

Ai.?'(ZaYak’Yﬂz) <0, Vig {1,...,N}, Vi€ {1,...,M}

podem ser reformuladas como LMIs, definindo as fungdes T,; : R™*" x §,, xR — R™Texnte,

de tal forma que:

—~(AY + YAl + By Z + Z'B; + B\B)) —YC'— Z'D’

Tij(ZsYaQ)m —CY - D7 ol

>0,
Vie{l,...,N}, Vie{l,....M}

onde p 2 4%. Defina ainda os conjuntos
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Veoii £ {(2,Y,0) ER™" xSy xR | Y 2 el, 020, w'Ti5(Z,Y, 0)u 2 0, Yu € R™7},

Vi€ {l, oy N}, Vi€ {l,er, M)}

fa¥
vqe = n vooij
t2f,...,N
J=l,.. M

A convexidade dos conjuntos Ve, Vi € {1,...,N}, Vj € {1,..., M} segue imediata-
mente do Teorema 3.15, e desta forma a intersecdo de conjuntos convexos gera o conjunto
convexo V.

Teorema 3.16 - V,. # 0 se e somente se o sistema incerto descrito por (8.1), (8.7) e
(8.8) € quadraticamente estabilizdvel com atenuagdo de distirbios y. Em caso afirmativo,
o ganho estabilizante € dado por K = ZY 1.

Prova: Se V,. # 8, logo existe (Z,Y, p) € V., € entio
Ti(Z,Y,0) >0, Yie {1,...,N}, Vi€ {L,..., M}
que sido equivalentes (Apéndice A) as inequagdes matriciais quadraticas,

Ai.‘f(Z'.-Y:'T—2) <0, Vie {lr'-’N}r VJ € {L“‘:M} (317)

com g 2 ~2. Desenvolvendo a inequacéo (3.17), lembrando que C'D = 0, tem-se

(Ai + By; ZY V)Y + Y(A, + By, ZY™Y) + B, B, (3 18)
+¥Y(C+DZY-YY(C+DZY " )YY <0, Vie {1,...,N}, Vie {1,...,M} ’
fazendo P = Y™, K = ZY ! e multiplicando (3.18) & direita e 4 esquerda por P chega-se
a
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(A; + Bo;K)Y'P + P(A; + B;K)+ PBB|P + v *C+ DK)(C + DK) <0,

Vicdlooo o NV Me e {1 MY
vi-E-4dy sV -gy  —

V--f 4

Logo o sistema incerto é quadraticamente estavel com atenuagio de distirbios v = /3.

Suponha agora que existam P = P’ > 0 e K tais que

(A + BoK)P + P(A+ B,K) + PB,B.P +v*(C + DKY(C + DK) < 0,

3.19
Vie {l,...,N}, Vie{l,...,M}. (3.19)

Fazendo Y = P~! e multiplicando (3.19) & direita e & esquerda por Y e ainda definindo
Z = KY, Z € R™*" implica que

AY + YA '+ B:Z + Z'By + BiB{ + v (CY + DZ)(CY + DZ) <0

se verifica VA € Dy, VB; € Dp e, em particular, nos vértices A;,Vi € {1,...,N}; By;, Vj €
{1,...,M}. Segue entdo que

v’A;,—(Z,Y,*y’z)v <g, Vie{l,...,.N}, Ve {1,...,M}, Yo e R"”
que sdo equivalentes a (lembrando que ¢ A ~+%):
2'Ti;(Z2,Y, 0220, Vie {1,...,N}, Vije {1,...,M}, Vv e R™"*Y,

logo (Z,Y, ¢) € V. 0

Note que este 1ltimo teorema estabelece que cada elemento do conjunto V., permite
determinar um ganho que estabiliza quadraticamente o sistema incerto. Assim o problema
(P 3.14) pode ser reformulado como: encontrar

(P 3.15) ¢ =inf {o|(Z,Y,0) € Vqc}
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Como V,. é um conjunto convexo e a fungéo objetivo do problema (P 3.15) ¢ linear,
o mesmo é um problema convexo. Repare ainda que (P 3.15) envolve ao mesmo tempo,
no processo de otimizagdo, o ganho K = ZY ™! € K, e a atenuagao de distirbios v = ,/p.

Da mesma forma que no Teorema 3.10, se (Z,Y, 0)* € V,, é a solugio étima de (P 3.15) ,

entio K* = Z*Y,"! é o ganho &timo e v, = 1/p*, e portanto resolver o problema convexo
(P 8.15) é equivalente a resolver o problema (P 3.14).

3.5.3 Controle Descentralizado

Esta secao segue a mesma linha de apresentacdo da segdo 3.4.4 (onde uma breve
discussao foi realizada), isto é, visa-se construir um ganho K com estrutura bloco diagonal
de tal forma que o sistema (3.1) seja estdvel. Assim, uma condigao suficiente é exigir que

as matrizes que compdem o ganho K = Z¥ ! também tenham estrutura bloco diagonal.
Assim impoe-se

Yp = bloco diag. {Y?,..., Y™}

Zp = bloco diag. {Z7,...,2M}

seguindo que Kp = ZpY;'. Note que, neste caso, B, ndo necessariamente precisa ser
bloco diagonal.

A imposi¢ao de uma estrutura descentralizada a matriz de ganho do controle, faz
com que o problema de controle descentralizado H, possa ser encarado como um “sub-
problema” de controle M, isto €, um pouco mais restrito. Portanto, o problema (P 3.10)
permanece valido, transcrito novamente por conveniéncia como problema (P 3.16):

(P 3.16) vp =inf {v | K € K,,}

com K., & {Kp € K| ||Hllo <7}

As demonstracbes adotadas, nesta secio 3.5, sao estendidas aos casos de sistemas

precisamente conhecidos e incertos com estrutura descentralizada para a abordagem via

LMIs.



3.6 Abordagem via LMIs 65

Teorema 3.17 - As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras, supondo (A, By) estabilizdvel
e (A,C) observdvel ®:

i) Se (Zp,Yp, 0p) € V, (com 93%72) , entdo o sistema (8.1) € estabilizdvel com alenu-

acio de distirbios v e o ganho € dado por Kp = ZpYy'.

ii) Se (Zp,Yp,ep)” € a solugde dtima do problema convexo
min p
s.a (Zp,Yp,ep) € VL,

entdo K5 = ZpY5! € o ganho dtime.

Considere agora sistemas incertos descritos por (3.1), (3.7) e (3.8}, entdo o problema
de otimizacic é idéntico ao problema (P 3.11), modificando-se apenas o dominio de

incerteza. Assim
(P 3.17) Yeep = inf {7 | [|Hlleo <7, Kp € Koe}
Teorema 3.18 - As sequintes afirmacgées sio verdadeiras ?:

i) Se (Zp, YD, op) € Vi (com gpé'yz) , entdo o sistema incerto definido por (8.1), (3.7)
e (3.8) € quadraticamente estabilizdvel com atenuagdo de distirbios v € o ganho
estabilizante € dado por Kp = ZpYp'.

it) Se (Zp,Yp, 0p)” € a solugdo otima do problema convero
min g
.4 (ZDaYDa QD) € vqe

entdo Kp = Z5Y5, € o ganho étime.

Note que a estrutura desta secio nio difere em muito da correspondente segio de
controle descentralizado para a Abordagem Convexa. As demonstragtes dos Teoremas
3.17, 3.18 seguem a mesma linha daquelas dos Teoremas 3.14, 3.16, respectivamente, com
a imposicao Y =Yp e Z = Zp.

80 conjunto V., é definido na pag. 59.
°0 conjunto V. é definido na pag. 62.
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3.6 Conclusao

Neste capitulo, sao discutidas trés abordagens para o problema de controle H, 6timo

solugbes para o mesmo €, ainda, caracterizar a otimalidade.

A principio, o problema de controle H,, originalmente formulado em (P 3.1) se mostra
muito dificil de ser solucionado diretamente no espago de parametros dos ganhos admis-
siveis K C R™*". Uma formulagdo iterativa (P 3.3), baseada na solvabilidade de uma
equacio algébrica tipo Riccati e em propriedades de suavidade de uma funcdo ¢ (Teorema
3.3), pode ser usada, contornando a limitagio inicial. Esta formulacdo estabelece ainda
que para um dado v = 1/3/¥, v € [0 tmaz), fmez < 00, 0 conjunto de ganhos estabili-
zantes por realimentagio de estado que assegura uma atenuagio de distiirbios +, quando
varphi(u) > 0, é caracterizado por

Ko(y) = {K € R™" | K = —Bjo(u)™, p € [V; ttmaz) } -

Por outro lado, a formulacao convexa permite estabelecer que, no caso de um problema

sub-6timo, para uma atenuagdo de distirbios v = 1/,/p dada, qualquer ganho em

K:C(’y) = {K € RM™x" ! K= —-B;le, com W € gm(ﬂ), FIRS [l"; ﬂmaz]}

é um ganho admissivel, e além disso

Ks{v) T Kcl7),

i4 que {(@(), #) | £ € [0; ftmaz]} € parte da fronteira do conjunto G (ilustrado na figura
3.1).

A abordagem convexa permite, sem fazer uso de uma representacdo aumentada do
sistema, considerar também o problema de controle #,, com restri¢gbes adicionais, tais
como incerteza e/ou descentralizacdo, que ndo podemn ser tratadas na abordagem iterativa.

A dltima abordagem discutida neste capitulo se assemelha em estrutura & abordagem

convexa, diferindo, entretanto, no sentido de que o conjunto de ganhos admissiveis para
um < fixo mas arbitririo é gerado por
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K= {K €™ | K = 2Y™,(Z,Y) € Vulo), 0 > 0} .

Ainda, esta abordagem se sobressai por estabelecer um problema de otimizagio H,,
comn restrigdes na forma de LMIs e pela escolha da estrutura do ganho de controle, per-
mitindo também incorporar restri¢bes do tipo incerteza efou descentralizagio. Como o
ganho ndo depende explicitamente da matriz B;, esta pode também ser considerada in-

certa, e uma estrutura descentralizada para o controle ndo depende de B; bloco diagonal.



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

4.1 Introducgao

Este capitulo procura, através de exemplos, validar a teoria apresentada no capitulo
anterior. Pensando assim, o primeiro exemplo, representando um sistema precisamente
conhecido, mostra que o conjunto de ganhos estabilizantes da abordagem iterativa esta
contido em outro conjunto determinado pela abordagem convexa, para o caso no qual
o valor é6timo é atingido na abordagem iterativa. No segundo exemplo, que representa
também um sistema precisamente conhecido, ilustra-se a evolugao de v e da norma espec-
tral do ganho estabilizante por realimentacao de estado, quando o étimo ndo é alcangado

(Teorema 3.4), em funcio da variacido de € > 0 (suficienternente “pequeno”).

Ja o exemplo 4.3 trata de um sistema incerto (matriz dinamica incerta) usando as
abordagens convexa e via LMIs. No quarto exemplo, é discutido o caso de um sistema com
estrutura descentralizada tanto para os parimetros do modelo precisamente conhecidos
como também incertos (A € D4). E finalmente, o dltimo exemplo é solucionado usando a
abordagem via LMIs, considerando a matriz dinadmica A e a matriz B; pertencentes aos
dominios de incerteza D4 e Dpg, respectivamente.

68
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4.2 Exemplos Numéricos

Exemplo 4.1 - O primeiro exemplo é extraido de [Pet87c]. Consiste na estabilizacao
...................................................................... do modo de periodo curto longitudinal de um aviio de combate modelo FAE com niimero

de mach 0.5 e altitude de 5000 pés como ponto de operacio. Assume-se que o vetor de

estado é completamente acessivel para controle de realimentagio. O modelo é dado por

—0.9896 17.41 96.15 ~-97.78
A= 02648 —0.8512 -11.39| , B, = 0
0 0 —-30 30

1 00 1 00 0
By=430 1 0 ,C=1]010|, D=]0
0 0 1 0 0 0 1

Aplicando a abordagem iterativa (algoritmo 3.1), obtém-se pmer = p* = 4.4446 (que
consiste no cdlculo de uma norma Ho,, permitindo entdo utilizar qualquer um dos algo-
ritmos do Capitulo 2), com

133.6159 —4.6459 —41.0406
W(ttmaz) = | —4.6506  1.0236  1.0084 | >0,
—~41.0397 1.0017  13.1624

portanto, o algoritmo termina com ~* = 1/,/u* = 0.4743 e o ganho de controle associado
é dado por

K;=1[2.4372 6.3305 4.8350].

Agora, o mesmo exemplo é tratado com a abordagem convexa. Do Teorema 3.8 obtém-
se pim = 26.1168, onde a solugdo do problema (P 3.6) fornece o valor 6timo p* = 4.4446,
com 7" = 0.4743 e

124.2346 —4.5672 -—38.1367
We =] —4.5672 1.0198 09799 | >0
—38.1367 0.9799  12.2624



4.2 Exemplos Numéricos 70

com o respectivo ganho de controle dado por

Ko = [2.6297 6.7909 5.1895].

Neste problema, W, foi obtido considerando em (P 3.8), o conjunto G* definido com
W > el e € = 1072, Observe que K¢ e K; sio quase similares. E de fato, como
pode ser visto, ambas as abordagens encontram o valor minimo de v, j4 que K; produz
(C — DKr)(sI — A+ ByK;) 'Billc = 0.4743 e K¢ fornece ||(C — DK¢)(sI — A +
By Ko ) ' Byl = 0.4743.

A escolha particular de ¢ > 0 (“arbitrariamente pequeno”), tal que W > ¢ em G*,
denotado por (W, u*) € G*, ndo afeta a solugéo étima de (P 3.6) (veja figura 4.1). De
fato, a abordagem iterativa gera um vnico ganho K; = BjW ! que alcanga o valor étimo
", enquanto a abordagem convexa produz K¢ = B}W,? (¢ arbitrariamente pequeno) que
assegura p*. Como na figura 3.1, o(u) = W(y), definida'® no Teorema 3.3, é nio crescente
e concava em [0; fimaz]. O gréafico de ¢ é representado pela curva céncava na figura 4.1.

)

i3

S,: Wc W(#ma:ﬂ) W(U) S:
So

T

Figura 4.1: u* e suas matrizes definidas positiva associadas, 0 < W, < W{ttmaz)-

O mesmo exemplo pode, ainda, ser tratado através do problema (P 3.13), utilizando

1OW(u) ¢, pelo Teorema 3.2, a solugio maximal de O(W, u) £ R,(W)=0.
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Abordagem ~* iteragoes | cputime(s) | flops
Iterativa | 0.4743 -u 0.5667 49677
Convexa | 0.4743 95 4.6667 784710
via LMIs | 0.4743 49 2.5667 -12

Tabela 4.1: Comparagio entre as abordagens iterativa, convexa e via LMIs.

o pacote computacional LMI-Lab [GN93a], [GN93b]), com o qual se obtém, g* = 0.2250,
v+ = 0.4743,

22.0545 ~0.9785 —6.7584
Y, = | -09785 0.2297 02053 | >0
—6.7584  0.2053  2.1963

Z" =[23.4270 -0.0120 ~7.1909].
O ganho associado {K = Z*Y!) é dado por
K =[3.4745 8.8576 6.5894].

Calculando a norma M., para este ganho Ky chega-se a ||(C — DK.)(s] — A +
ByK1) ' Bifles = 0.4743. Utilizou-se em Y > € € V%, ¢ = 0.01. A tabela 4.1 apre-
senta alguns resultados de comparagio numérica entre as trés abordagens. Note que
todas as abordagens atigem o valor 4*; o esforco computacional é menor na abordagem
iterativa {0 étimo € obtido no primeiro passo do algoritmo). As figuras 4.2 e 4.3 avaliam
como e g variam a cada iteragdo. No método de planos de corte, p = 42 evolui de um
valor maximo (isto é, v = 1/,/i infactivel) até o ponto no qual as restricdes envolvendo
a matriz W sao satisfeitas. J4 na figura 4.3, o método de pontos interiores caminha por
valores de g = +? maiores que o valor 6timo, dentro do conjunto de solugdes factiveis, até

atingir p*.

110 algoritmo iterativo termina no primeiro passo quando encontra o Gtimo.
120 pacote computacional LMI-Lab utiliza executdveis externos ao Matlab, ndo contabilizados no
ndmero total de flops.
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30 ] ¥ T T 13 T T T T

Iteracdes

Figura 4.2: Evolugdo de ¢ (planos de corte) a cada iteragio em um sistema precisamente

conhecido.

1.2 T 1 T ¥ T El T ¥ L]

20 25 30 35 40 45

Iteracdes

Figura 4.3: Evolug¢éo de g (LMI-Lab, pontos interiores) a cada iteracdo em um sistema

precisamente conhecido.
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€ y=1//1t
1072 0.7790
10-3 0.7774
1074 0.7772
10-% 0.7772
10-¢ 0.7772

Tabela 4.2: Evolugdo de v variando ¢ na Abordagem Iterativa (exemplo 4.2).

Exemplo 4.2 - Considere o seguinte modelo extraido de [Pet87¢] dado pelas matrizes

~1.7020 50.7200 263.5000 -87.78
A= 02201 -~1.4180 ~-31.9900] , B, = 0
0 0 -30.0000 30

1 0 0 1 0 0 0
By=|010{ , C=0 1 0 , D=]¢
0 01 0 0 0 1

Utilizando a Abordagem Iterativa (Algoritmo 3.1) para solucionar este problema de

estabilizagio com um critério H,, obtém-se Hmaz = 2.6368 e a respectiva solu¢io maximal

173.2376 —11.6157 —35.7981
W(timas) = | —11.6157 —8.3706  4.2507 | #0.
~35.7981  4.2507  7.4652

gue ndo é definida positiva. Logo pelo Teorema 3.4, se faz necessirio utilizar uma
sequéncia de altos ganhos para se aproximar do 6timo. A tabela 4.2 ilustra a evolugio de
v = 1/y/# a medida que varia o valor do critério € > 0 (“suficientemente” pequeno) no
Algoritmo 3.1, isto é, quanto menor o erro relativo entre os valores de & a cada iteracao
s Be ~r pT = g5 Jé a tabela 4.3 mostra a ocorréncia de altos ganhos, a medida que
diminui-se ¢, isto é, || K;|| — oo (norma espectral, definida na notagio).

Aplicando o Teorema 3.8, obtém-se o limitante superior pp = 26.1168 permitindo
resolver o problema (P 3.6). O papel de € > 0 (arbitrariamente “pequenc”) neste pro-

blema € importante, no sentido de limitar o valor da norma do ganho de realimentacao
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¢ Kl
102 2.3739 x 10°
103 2.3533 x 10°*
10~ 2.3306 x 10°
103 2.3078 x 10°
10-° 2.2853 x 107

Tabela 4.3: Ocorréncia de altos ganhos préximo ao valor étimo da norma He na Abor-

dagem Iterativa (exemplo 4.2).

¢ Kl
1072 125.6799
1073 1.2837 < 10°
104 1.2869 x 104
10—° 6.4489 x 10*
10— 1.3316 x 10°

Tabela 4.4: Evolucéo da norma do ganho variando ¢ na Abordagem Convexa (exemplo
4.2).

de estado K¢ (que depende da inversa da matriz W > €I}, como ilustrado na tabela 4.4.
A evolugdo do valor da norma H,, em funcio da variagdo dos valores de € é ilustrada na
tabela 4.5.

Exemplo 4.3 - Reconsidere o mesmo exemplo em [Pet87c| como um sistema incerto,

com trés pontos de opera¢do. Os dados sdo apresentados na tabela 4.6.

Cada ponto de operagao, descrito por um par de matrizes (A:i, Bs), é um vértice do

dominio de incerteza D4. O modelo do sistema é dado por

i3 Q12 a3 —97.78
A= [ay axn a3 , By = 0
0 0 -30 30
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€ 7= 1/\/1
10-2 0.8133
1073 0.7806
104 0.7775
1975 0.7772
107¢ 0.7772

Tabela 4.5: Evolugio de v em funcao dos valores de ¢ na Abordagem Convexa (exemplo
4.2).

OP a13 ap a13 ay; az; as;
1 1-0.9896 | 17.41 1 96.15 | 0.2648 | -0.8512 1 -11.39
2 1-0.6607 | 18.11 | 84.34 | 0.08201 | -0.6587 | -10.81
3 -1.702 | 50.72 | 263.5 | 0.2201 | -1.418 | -31.99

Tabela 4.6: Pontos de operagio de um caga modelo F4E (exemplo 4.3).

1 00 1 0 0 0
Bi=10 1 0 , C=]|010] , D=0
0 01 0 0 0 1
Pela abordagem convexa, com pp = 26.1168, o problema (P 3.9) tem solugio Stima
pr = 03794, v& = 1.6235 ¢

17.1480 —0.6285 -3.9935
W, =|-0.6285 0.0659 0.0371 { >0
~3.9935  0.0371 1.2161

com o respectivo ganho de controle (K = B4W,"1) dado por

Kc =[91.4515 729.3804 253.4060).

Utilizando agora a abordagem via LMIs, a solugao do problema (P 3.15), para este
exemplo, é dada por p* = 2.6333, v} = 1.6227,
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*

Abordagem | ~ iteragbes | cputime(s) | flops
Convexa |1.6235 91 5.9333 796706
via LMIs | 1.6227 86 5.9167 -

Tabela 4.7: Uma comparagio entre as abordagens convexa e via LMIs para um sistema
incerto (exemplo 4.3).

43.8602 —1.6197 -10.1521
Y,=| -1.6197 0.1680 0.0954 | >0,
~10.1521  0.0954 3.0919

27 = [257.4878 —0.0000 ~79.0001]

e o ganho de controle correspondente é dado por

Kp = [94.1854 760.3245 260.2449]

Calculando a norma H,, em cada um dos trés vértices para K e K¢ obtidos, respec-
tivamente, pelas abordagens convexa e via LMIs (veja o diagrama de valores singulares
na figura 4.4, onde o valor de pico em cada curva corresponde ao valor da norma H,, para
cada vértice), segue que y; = 1.6227 ~ 4.2048dB e 72 = 1.6235 ~ 4.20904B representam
um custo garantido para os trés vértices A; e também para as suas combinagdes conve-
xas. Note que o diagrama de valores singulares praticamente coincide para os dois ganhos
utilizados, em cada um dos vértices. Observe que a abordagem iterativa nio permite o

tratamento de incertezas no modelo.

Alguns dados sobre tempo de méquina e esforco computacional sio apresentados na
tabela 4.7. Para este exemplo, o tempo de maquina é praticamente o mesmo nas duas

abordagens.

Considerando agora, a titulo de comparacio, um sistema nominal definido como a

média aritmética de todos os vértices dado por
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4]

valores singulares dB

— - COnveXo

~ LMIs

-10 A Y A s sih ry I "y H i Ak b Ak
10 10° 10' 10° 10°

freqiiéncia (rad/seg)

Figura 4.4: Diagrama de valores singulares comparativo para o exemplo 4.3 com matriz

dinamica incerta (trés vértices).

~1.1174  28.7467 147.9967
Ap, = | 0.18%0 ~0.9760 —18.0633
0 0 —30.0000

Calculando-se um ganho estabilizante através de um projeto de regulador linear qua-
drético (construido a partir da solugio de uma equacio de Riccati padrio de controle

otimo), obtém-se

KRiceari = [0.8914  5.1752  0.0495].

A nuvem de raizes para o sistema em malha fechada (combinando os vértices dois a
dois) com os ganhos estabilizantes Ki, K¢ e Kpgieeass € mostrada na figura 4.5. Note
entdo que parte dos pélos, usando os ganhos estabilizantes das abordagens convexa e
via LMIs (projetos que utilizam um critério H,,), tende a estar muito afastada do eixo

imaginario. Neste exemplo, o ganho Kgj.cqs; estabiliza o sistema incerto em malha fechada.
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eixo imagindrio
=)
X
i

X Riccati :

. o convexo .
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Figura 4.5: Nuvem de raizes em malha fechada para o exemplo 4.2 {matriz dinamica

incerta).
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No entanto, o projeto de controle baseado no sistema nominal nio garante a estabilidade

para o sistema incerto.

Exemplo 4.4 - Considere o exemplo tratado em [ZLA87], onde, um problema de controle

de um manipulador mecanico ¢ considerads. Apds uma mudanga apropriada de variveis,

como em [Per89], afim de se aplicar um controle descentralizado, o modelo é dado por

F—1/m 0 0 0 0 0 1m0 7
0 0 1 g 0 0 0 0
k -~k —k 0 0 0 0
A= 11 11 (Cl 12) Cz , B, =
0 0 0  —lm 0 0 0 1/m
0 0 0 0 0 1 0 0
| 0 0 €3 k21 ~kay  —kgy ] L 0 0
e
I
By =Iowe , C = [ Gxﬁ} ’ D:[Osxz}'
0246 Izy2

Os valores nominais dos parametros siao

k11 = kyy =10, ki = kgy = 2,

n=m=01, ¢ =02, ¢ =c3=040.1.

Do Teorema 3.8, tem-se uy = 1.0214, e usando a abordagem convexa (Teorema 3.11)
segue que up = 0.9573, 75 = 1.0220 e

[ 19.2047  0.0394 —10.5645 0 0 0 i
0.0394 0.1910  —0.9614 0 0 0
Wi — -10.5645 —0.9614 10.6800 0 0 0 >0
0 0 0 19.2629  0.0212 —10.5680
0 0 0 0.0212 0.1950  —0.9774
0 0 0 ~10.5680 —0.9774 10.8529 ]

com o ganho de controle descentralizado
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KDCE[ 0

—11.2745

—98.4083

0

0

~20.0115 0
—11.3848

0

—99.0249

0

—20.0039

|

Agora, aplicando a abordagem via LMIs, pelo Teorema 3.17 obtém-se g}, = 1.0443,

vh =1.0219 e

[ 20.1742
0.0411
—11.0434
0
0
0

Yps

z - |

e o ganho descentralizado é entio

KDL=[ 0

0.0411
0.1992
—1.0041
0
0
0

0

0

—11.0434
~1.0041

11.1518
0
0
0

0

0

0
0
0
20.1568
0.0216
—11.0558

~10.4431 0.0000 0.0001 0
0

—11.7402 —102.8327 —20.8847 ¢
—11.8546

0 0
0 0
0 0
0.0216 —11.0558 | = °
0.2035  —1.0212
~1.0212  11.3431 |
0 0
—10.4432 0 0.0002]
0 0
~103.4798 —20.8704}'

Note que, sem a restricio de descentralizagdo, o valor étimo da norma Ho (usando,

por exemplo, a abordagem via LMIs) é dado por v = 1.0177,

[ 19.8333
0.0262
—10.7617
—0.1118
0.0106
0.0529

—0.0039

. [—10.35?0

0.0262 —10.7617
0.1885 —1.0114
—1.0114 11.1506
0.0106 0.0529
—0.0017  0.0099
0.0099  —0.1411
0.0000 -0.0004
—0.0000  0.0016

—0.1118  0.0106
0.0166  —0.0017
0.0529 0.0099
20.0569  0.0049
0.0049 0.1919
—10.8675 -—1.0312
0.0005 0.0000
—10.3597 —0.0000

0.0529
0.0099
—0.1411
—10.8675
—1.0312

11.4329 |

0.0007

> 0,

——0.0002}
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com o respectivo ganho de controle centralizado

K- —86.3242 —-847.5769 —160.1427  5.9495 60.6814 10.2870
| 5.9406 60.5963 10.2708  —98.2268 —968.9750 ~180.7233|°

Portanto, neste exemplo, impor a estrutura descentralizada representa uma perda de
apenas 4.1% (de fato, pode-se observar o pequeno grau de interconecgio entre os dois
subsistemas, isto €, a matriz dindmica é quase uma matriz bloco diagonal). Na figura
4.6 ¢é apresentado um diagrama de valores singulares comparativo entre o sistema em
malha aberta (note que a matriz A é estivel), e o obtido em malha fechada para o
ganho centralizado estabilizante com atenuagio de distirbios v*, evidenciando o efeito
da minimiza¢ao da norma. F na figura 4.7 é ilustrado o diagrama de valores singulares
para o sisterna em malha fechada com o ganho centralizado e descentralizado. Observe a
mudanca na “freqiiéncia de corte” no caso descentralizado.

15F malha aberta — 1
centralizado ——

valores singulares dB

freqiiéncia (rad/seg)

Figura 4.6: Diagrama de valores singulares comparativo; malha aberta e malha fechada
com o ganho centralizado (exemplo 4.4).

Suponha agora que os coeficientes de acoplamento ¢y, ¢; e ¢y variem +100% dos seus
valores nominais, resultando em um sistema incerto, tal que

0.1<¢ <03
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Figura 4.7: Diagrama de valores singulares comparativo; centralizado x descentralizado

(exemplo 4.4).

A partir da abordagem convexa (Teorema 3.12), o valor 6timo, para este exemplo consi-

derando incertezas, é dado por u}, = 0.9498, Yop = 1.0261,

[ 19.1154  0.0448
0.0448 0.1923
W ~10.6598 —0.9512
e 0 0
0 0
i 0 0
e ganho descentralizado
-0.1237
KDC‘ s 103 X [ 0

~10.6598 0 0 0
~0.9512 0 0 0
10.4324 0 0 0
0 19.0613  0.0296 —10.6601 | = °
0 0.0206  0.1965 —0.9649
0 ~10.6601 —0.9649 10.5646 |
~1.0859 —0.2254 0 0 0
0 0 -0.1260 -1.0975 -0.2273]°
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Da mesma forma, usando a abordagem via LMIs {Teorema 3.18), segue que g}, =

1.0529, ~5,p = 1.0261,

" 90.1731 0.0478  -11.2434 0 0 0
0.0478  0.2021 —1.0012 0 0 0
Voo - —11.2434 —1.0012 10.9926 0 0 0 o0
b= 0 0 0 20.1465  0.0290 —11.2630
0 0 0 0.0290  0.2069 —1.0171
L0 0 0 ~11.2630 —1.0171 11.1631 |
e
ge _ [ 105461 ~0.0015 —0.0699 0 0 0
b= 0 0 0 —10.5673 —0.0035 0.1175]°
com ganho de controle descentralizado dado por
Ko — 10° —0.1296 —1.1401 —0.2363 0 0 0
DL — 0 0 0 —0.1281 —1.1174 -0.2310|"

Observe que calculando a norma H, para os ganhos descentralizados Kpyz, e Kpc, em
cada vértice do dominio de incerteza, ilustrado na figura 4.8, confirma-se que YoD = YieD
é um custo garantido. Note ainda que sem a imposicio de uma estrutura descentralizada
para o controle, considerando apenas o sistema incerto, o valor étimo do custo garantido
é dado por 4" = 1.0237. Uma diferenca, portanto, de 0.23%.

Exemplo 4.5 - Considere o exemplo do problema de controle de um helicéptero VTOL,
apresentado em [KBHS88|, em condi¢des tipicas de carga e v6o, e velocidade do vento de

135 nés. O modelo é dado como se segue

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 0.4422  0.1761
A 0.0482 -1.0101 0.0024 -4.0208 B, — $3 —7.5922
0.1002 S1 -0.7070 S2 ’ —5.5200  4.4900
0 o 1 0 0 0

onde os parametros incertos, ¢¢, £ = 1,2,3 sao dados por
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Figura 4.8: Norma M., em malha fechada para cada vértice em um exemplo de estrutura

descentralizada para o controle com incertezas na matriz dinamica.

—0.6319 < ¢ < 1.3681
1.22 <€ ¢ £ 1.62

2.7446 < g3 < 4.3446

Observe que as incertezas consideradas nestes trés parametros, isto é | [Ag| <1, |Ag| <

0.2 e |Ags| < 0.8 sdo 20 vezes maiores do que em [KBH88|. Sejam ainda

0.4422  0.1761 1 00 0 0 0
3.5446  —7.5922 o100 0 0

P 55200 44900 | 0 “Tlo e 0 o] PT(1 o
0 0 000 0 0 1

A solugdo 6tima do problema (P 3.15), usando a abordagem via LMIs, é dado por
* = 1.3794, v* = 1.1745,
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—0.0908 0.0685 —0.0658 0.0742
"] 02826  —0.0658 1.1533  —0.2549

0.3088 —0.0908 0.2826  0.1343
“>

1.0.1343 0.0742  —0.2549  0.7409

. | —0.4419 -—0.7951 3.6253  0.4384
—0.2429 104730 —6.1937 —0.0000

com o respectivoe ganho de controle da forma

. |—66.9429 1149828  19.8525 31.0774
T 14234953 825.3742  ~105.2847 —195.6871

Observe que calculando a norma H,, nos vértices (A, Byl £=1,...,8,i=1,... 4,
J = 1,2, utilizando o ganho K" e ilustrado nas figuras 4.9 e 4.10, segue que v = 1.1745

é um custo garantido.

4.3 Conclusao

Os exemplos apresentados neste capitulo refletem a validade do desenvolvimento tedrico
apresentado no capitulo trés. O primeiro deles ilustra o fato de que o conjunto de ga-
nhos estabilizantes gerado pela abordagem iterativa estd contido no conjunto de ganhos
estabilizantes obtido da abordagem convexa. Além disso, para sistemas precisamente co-
nhecidos, a abordagem iterativa apresenta um melhor desempenho em termos de esforco

computacional.

Agora, observando-se as formulagoes adotadas para as abordagens convexa (sem o
uso de uma representagio aumentada do problema) e via LMIs, torna-se simples tratar
problemas de controle H,, para os casos de controle descentralizado e/ou incerteza nos

pardmetros do modelo, como evidenciado nos exemplos 4.2 e 4.3.

E finalmente, considerando o dltimo exemplo, onde as matrizes 4 e B, pertencern,

respectivamente, aos dominios de incerteza D4 e Dg, totalizando 8 vértices, a formulagao
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Figura 4.9: Norma H. em malha fechada para cada vértice e custo garantido +* (e-

xemplo 4.5).

valores singulares dB

10° 10' 10° 10°

freqiiéncia (rad/seg)

Figura 4.10: Diagrama de valores singulares para cada vértice; exemplo 4.5, com A € Dy

GBQ EﬂB.
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do problema (P 3.15) da abordagem via LMIs permite determinar uma solugdo que, de
fato, € um limitante superior mfnimo sobre a norma H., de todos os modelos possiveis
em malha fechada com o ganho de realimentagio de estado estabilizante encontrado, isto

é, um custo garantido.




Capitulo 5
Conclusao Geral

Este trabalho centrou-se na solugdo do problema de controle Hpor realimentacao de
estado, tanto para sistemas precisamente conhecidos quanto para incertezas nos parametros
do modelo e ainda, estrutura descentralizada para o controle.

Em um primeiro momento, apresentou-se a defini¢io da norma Ho, € sua conexao com
os diagramas de Bode e Nyquist para sistemas monovaridveis. Além disso estabeleceu-
se a equivaléncia entre os valores singulares miximo de uma matriz de transferéncia
com os autovalores puramente imaginarios de uma matriz Hamiltoniana, que por sua vez
estd associada com a equagao de Riccati, e que por fim, relaciona-se com a norma Heo
(Teoremas 2.1, 2.2 € 2.4 e 0 Lema 2.1). Entao, foram apresentados métodos de cdlculo da
norma He, de uma matriz de transferéncia baseados em uma matriz Hamiltoniana que,
a priori, dependem de como os limitantes inferior e superior calculados se aproximarn
do valor da norma H,, e além disso envolvem, a cada passo, o calculo de uma matriz
Hamiltoniana de ordem 2n. Discutiu-se também um outro método no qual o calculo da
norma Ho.de uma matriz de transferéncia foi formulado como um problema de otimizacao
convexo, sujeito a restrigbes na forma de LMIs (que est4 associada & inequagio de Riccati
do Teorema 2.5).

Demonstrou-se, como proposto inicialmente, uma relagdo entre a abordagem itera-
tiva, baseada na solvabilidade de equagdes de Riccati (R,(W) = 0}, e a convexa, for-
mulada como um problema de otimizacio convexo sem fazer uso de uma representagao
aumentada do problema. Ou seja, o grifico da funcio @ definida no Teorema 3.3, isto
€, {(w(p)yp) | # € [0; ftmaz]} compbe parte da fronteira do conjunto convexo G (ou G*)

88
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definido no problema de otimizacao (P 3.5) (ou (P 3.8)) da abordagem convexa. Im-
plicando, portanto, que o conjunto de ganhos estabilizantes por realimentacdo de estado
gerado pela abordagem iterativa estd contido em outro obtido pela abordagem convexa.
Tal relagdo foi evidenciada numericamente no exemplo 4.1.

Estabeleceu-se ainda uma formulagio para o problema de controle H,, como um pro-
blema de otimizagio sujeito a restri¢des matriciais escritas como LMIs. Tal formulacao
permite tratar também, facilmente, sem representagio aumentada do sistema, problemas

onde as matrizes A e B; pertencem a conjuntos poliedrais convexos.

Ja os exemplos numéricos discutidos, verificam as formulagées tedricas propostas para

as abordagens convexa e via LMIs.

Uma das contribui¢bes deste estudo consiste, entdo, em compreender como se rela-
cionam os conjuntos de ganhos estabilizantes da abordagem iterativa apresentada em
[Sch89], [Sch90] e da abordagem convexa proposta neste trabalho. Além disso, a partir
do Teorema 2.5, formulou-se um problema de otimizagio sujeito a restrigoes na forma de
LMIs para o calculo da norma H,, de uma matriz de transferéncia e para o problema de

controle H,,.

Uma linha de continuidade seria estender a abordagem via LMIs, proposta para tratar
o problema de controle H,, por realimentagao de estado, para a solu¢do do problema de
controle misto Hy/H, isto é, dado 4 > 0, encontrar o controle de realimentacao de
estado que minimiza a norma H; garantindo a restricao [|Hjj. < 7.

Outro ponto a ser investigado diz respeito ao uso de realimentacio de saida e contro-

ladores dindmicos.
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Apéndice A

Nocoes Basicas sobre LMIs

Uma LMI é qualquer inequacdo matricial linear da forma
J(z} >0

onde J(z) é uma matriz simétrica que depende de uma forma afim do vetor de decisio

z € RP. Em outras palavras, J(z) pode ser reescrita como

Jz)=aoy i+ .. 4, +V

onde Jy,...,J, e V € 8, sio matrizes dadas e z = (z1,...,2,). As entradas de z sio

chamadas de variaveis de decisio.

Usando-se complemento de Schur [BEFB94] é possivel representar uma inequacao nao-
linear na forma de uma LMI. De fato, através deste complemento a LMI

Q(z) S(x)
[S(x)’ R(x)J >0

com Q(z) = Q(z), R(z) = R(z) e S(z) dependendo de uma forma afim de z € R? &

equivalente a inequagao nao-linear
R(z) >0, Qz)—S(z)R(z)'S(z) >0
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ou

Q(z) >0, R(z)-S(z)Q(z)"'S(z) > 0.

Note que o conjunto {z|J(z) > 0} é convexo e que J(z) > 0, pela forma como
foi escrito, pode representar um extenso grupo de expressdes convexas em T, COmo por

exemplo, inequagdes matriciais lineares e inequagdes matriciais quadraticas convexas.

Considere a seguinte LMI como ilustragio do complemento de Schur:

' v
P, A'P+PA PB-C <0
B'P-C —(D'+D)

onde A € R™™, B € R"™? ( € RP*" e ) € RP*? sio matrizes dadas, e a matriz
P = P € B"™" ¢ a varidvel. Agora se D + D' > 0, a LMI anterior é equivalente a
inequagao matricial quadratica dada por

AP+ PA+(PB-C)D+ D) (PB-C) <0, P>0.



