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Resumo

Essa tese objetiva caracterizar sistemas dinamicos nao lineares nao suaves. Para tal,
¢ proposta uma nova abordagem de estimacao do espectro de Lyapunov capaz de
contornar as dificuldades intrinsecas aos sistemas estruturados por funcoes lineares
por partes quando da aplicacdo de metodologias classicas (baseadas em linearizagoes
locais ou em anélises de séries temporais). Essa abordagem possibilita a estimagao do
espectro de Lyapunov e, além disso, auxilia no estudo das caracteristicas topolédgicas
relacionadas aos processos de mistura que dao origem ao comportamento cadtico.
Essa linha de estudo é realizada através das Estruturas Lagrangianas Coerentes, as
quais sao obtidas pela construgao de um campo de Expoentes de Lyapunov de Tempo
Finito, onde é possivel identificar cristas (ou separatrizes) que dividem regices de
convergéncia e de divergéncia no espaco de estados. Por se tratar de um trabalho
basicamente computacional, essa tese contempla os aspectos praticos envolvidos para
a realizacao dos experimentos numéricos através da utilizagao de alguns conceitos e
ferramentas de computagao paralela, o que possibilitou a otimizacao dos algoritmos
implementados. Nesse sentido, os experimentos foram realizados de modo a verificar
a eficacia da metodologia proposta para a caracterizagao do circuito de Chua e, ainda,
foram obtidas as Estruturas Lagrangianas Coerentes para os modelos dinamicos

capazes de gerar atratores cadticos multiscroll.

Palavras chave: Atratores cadticos multiscroll, Circuito de Chua, Comportamento
caotico, Estruturas Lagrangianas Coerentes, Expoentes de Lyapunov, Sistemas line-

ares por partes, Sistemas dinamicos nao suaves.
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Abstract

This thesis aims to characterize non-smooth nonlinear dynamical systems. To ac-
complish this purpose, we propose a new approach for estimating the Lyapunov
spectrum which is capable to overcome the intrinsic difficulties of classical methods
(based on local linearization or time series analysis) when dealing with systems based
on piecewise linear functions. This approach, called Cloned Dynamics, allows the
estimation of the Lyapunov spectrum and also improves the study of the topological
features related to the mixing processes that give rise to the chaotic behavior. This
study is performed using the Lagrangian Coherent Structures which are obtained by
the construction of a Finite Time Lyapunov Exponents field where it is possible to
identify the ridges (or the separatrices) which divide the convergence and divergence
regions of the state space. Due to the fact that this thesis is basically developed un-
der a computer environment, the practical features involved in the numerical expe-
riments employing some parallel computing concepts and tools are discussed, which
allowed the optimization of the algorithms implemented. In this sense, experiments
were performed to verify the effectiveness of the Cloned Dynamics approach for the
characterization of the Chua’s circuit, and also to obtain the Lagrangian Coherent
Structures related to the dynamical models capable of generating multiscroll chaotic

attractors.

Keywords: Chaotic behaviour, Chua’s circuit, Lagrangian Coherent Structures, Lya-
punov exponents, Multiscroll chaotic attractors, Non-smooth dynamical systems,

Piecewise linear systems.

xx1



xxii



Resumen

Esta tesis tiene como objetivo la caracterizacién de sistemas dindmicos no linea-
les y abruptos. Se propone una nueva metodologia para la estimacion del espectro
de Lyapunov capaz de superar las dificultades relacionadas en los sistemas basa-
dos en funciones lineales por partes sobre la aplicacion de los métodos clasicos de
célculo (cuando se utiliza linealizacion local o andlisis de series de las series tem-
porales experimentales). Este enfoque, denominado como Dindmica de los Clones,
realiza la estimacién del espectro de Lyapunov y también mejora el estudio de las
caracteristicas topoldgicas relacionadas con los procesos de mezcla que dan lugar
al comportamiento cadtico. Este estudio se lleva a cabo utilizando las Estructuras
Coherentes de Lagrange que pueden obtenerse a través de la construccion de un
campo de Exponentes de Lyapunov de Tiempo Finito donde se puede identificar
a las crestas (o las separatrices) que dan la posibilidad de identificar las distintas
regiones de convergencia y divergencia del espacio de estados. Debido al hecho que
esta tesis se desarrolla fundamentalmente bajo un ordenador, los aspectos practicos
involucrados en los experimentos numéricos necesarios, emplean algunos conceptos
y herramientas de computacion en paralelo. Esto tltimo permitié la optimizacién
de los algoritmos implementados. Por lo tanto, los experimentos se realizaron para
verificar la eficacia del enfoque de las Dinamicas Clonadas para la caracterizacion del
circuito de Chua, y también para obtener las Estructuras Coherentes de Lagrange
que tienen relacion con los modelos dindmicos capaces de generar atractores cadticos

multiscroll.

Palabras claves: Atractores cadticos multiscroll, Circuito de Chua, Comportamiento
caotico, Estructuras Coherentes de Lagrange, Exponentes de Lyapunov, Sistemas

lineales por partes, Sistemas dindmicos non suaves.
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Resumen Extendido

En general, la descripcion de los problemas practicos de ingenieria emplea conceptos
pertenecientes a la teoria de los sistemas lineales y se realiza sélo en-torno a los puntos de
operacion para los cuales se obtienen los modelos dindmicos. Cuando un enfoque mas amplio
se convierte en una necesidad, es interesante desarrollar y utilizar modelos mas detallados, es

decir, modelos que también tengan en cuenta los aspectos no lineales del proceso a estudiar.

Bajo esta premisa, esta tesis presenta contribuciones al problema de la estimacién del
espectro de Lyapunov, que es particularmente importante en el proceso de caracterizacion de
atractores y también en el contexto del control y andlisis de la estabilidad de los sistemas di-
namicos no lineales. El enfoque aqui presentado permite la estimacién de los exponentes por
las tasas de divergencia (o convergencia) de copias (o “clones”) de la dindmica original con con-
diciones iniciales muy cercanas. La caracteristica principal de esta metodologia, denominada
Dinamica de los Clones, es que no requiere de las ecuaciones variacionales que rigen la evoluciéon
de la dinamica de los sistemas lineales subyacentes. Por lo tanto se convierte en una estra-
tegia atractiva para la estimacion del espectro de Lyapunov para sistemas dinamicos con una

descripcion matematica muy compleja o que tengan elementos no-suaves.

En particular, incluso cuando se consideran los sistemas suaves, hay ventajas relacionadas
con el uso del enfoque de las Dinamicas Clonadas. Por ejemplo, como una consecuencia del hecho
de que el espectro de Lyapunov puede ser parcialmente estimado, el exponente mas grande
(que es suficiente para clasificar el comportamiento oscilatorio) para un determinado sistema
dindmico N-dimensional se obtiene mediante la integracion de sélo 2N ecuaciones diferenciales,
mientras que, cuando se considera la metodologia clasica basada en la construccion del mapa
tangente, deben necesariamente ser integradas N (N + 1) ecuaciones. Ademas, los experimentos
presentados, basados en modelos emblematicos (e.g., como el sistema dindmico de Lorenz y
los modelos de Rossler), indican que el enfoque de las Dindmicas Clonadas es maés eficiente en
comparacién con la metodologia del mapa tangente ya que requiere un menor coste (tiempo)

computacional para la obtencién del mismo conjunto de exponentes.



2 Resumen Estendido

Este nuevo enfoque para el calculo del espectro de Lyapunov se aplicé a la caracterizacion
(con la ayuda de la entropia métrica y la dimensién fractal) del grado de la informacién y de
la estructura topoldgica asociada con sistemas dinamicos de bajo orden basados en funciones
lineales por tramos, especialmente aquellos que son capaces de generar atractores multiscroll.
En general, los atractores multiscroll se puede obtener de las dindmicas no-suaves, lineales por
tramos (por ejemplo, variantes del sistema cldsico de Chua), en donde se asocia el nimero de
scrolls con el nimero de diferentes dominios lineales exhibidos por la dindmica. Es particular-
mente interesante observar que la insercién de nuevos scrolls esta dada por la adicién de nuevas
soluciones de la ecuacion de estado, que implica en nuevos intervalos lineales y, en consecuencia,

en la division del espacio de fases en las nuevas particiones que se acceda a través de los scrolls.

Aunque tales sistemas se componen de un nimero reducido de variables de estado, toda-
via se define un escenario desafiante cuando se considera la estimacion de las medidas invariantes.
Esta es una cuestion de gran relevancia para la caracterizaciéon de sus soluciones y, en conse-
cuencia, la manera en que el espacio de fases es explorado por las diversas trayectorias. Para
llevar a cabo esta tarea, la metodologia de la Dinamica de los Clones también fue empleada
para la estimacién de los exponentes de Lyapunov de tiempo finito de la dindmica y, también,
las Estructuras Coherentes de Lagrange para el campo vectorial. Estas estructuras son particu-
larmente importantes para comprender el estiramiento/plegado del comportamiento subyacente
a la estructura multiscroll cadtica y puede proporcionar una mejor comprension de la particion

del espacio y la exploracién cuando nuevos scrolls se anadirse progresivamente al atractor.

Finalmente, la tesis aporta contribuciones relacionadas con el modelo que describe la
dindmica del oscilador de Chua, que puede ser considerado como un paradigma en el contexto
de estudios de sistemas dindamicos, especialmente, aquellas que se basan en funciones lineales
por tramos. La importancia de este circuito electrénico se refiere al hecho de que puede ser
facilmente construido a partir de componentes electronicos basicos y, sin embargo, permite la
observacion de un escenario rico de diferentes comportamientos oscilatorios. Este circuito se
ha aplicado en diferentes areas de investigacién tales como control, sistemas de comunicacion,
estudio de sincronizacién y también para propédsitos educativos, tales como el estudio de la teoria
de sistemas no lineales. Sin embargo, a pesar de su importancia, en general, la caracterizacién
de circuito de Chua se ha realizado sobre la aplicacion de herramientas de analisis de las series
temporales experimentales, o incluso mediante la sustitucién de su no linealidad con funciones
suaves (e.g., funciones cibicos), de tal manera que se hace posible hacer uso de la metodologia
de lo mapa tangente. En este sentido, se fue demostrando que el enfoque de las Dinamicas

Clonadas es potencialmente interesante desde muchos puntos de vista operativos diferentes.
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Diversos problemas praticos em ciéncia e em engenharia podem ser tratados pelo uso de
modelos lineares, porém, a descri¢ao das dinamicas dos sistemas ¢é feita somente nas vizinhangas
de pontos de operacao particulares para os quais os modelo sao obtidos. Em se tratando de
sistemas reais, a necessidade de uma abordagem mais ampla levou ao desenvolvimento e ao
emprego de modelos dinamicos detalhistas, os quais levam em consideragao as nao-linearidades

associadas a complexidade do processo [Aguirre, 1996a; Blazejczyk-Okolewska et al., 1999].

O atual desenvolvimento da teoria de sistemas dinamicos nao lineares trata de uma vasta
gama de modelos de dificil descricao matematica ou mesmo com elementos nao suaves, mas
de significativa importancia tedrica e pratica, podendo ser exemplificados por modelos neuro-
nais com entrada descontinua [Soriano, 2011], sistemas eletronicos baseados em chaveamento
[Ogorzalek, 1995, 1997], por sistemas mecanicos sujeitos a restrigdes de movimento e impactos
[Blazejczyk-Okolewska et al., 1999; Nogueira, 2001; Shaw e Rand, 1989] ou mesmo por aplica-
¢Oes praticas na navegacao de robos moéveis [Arena et al., 2008]. Neste contexto, é iminente
a possibilidade do surgimento de um comportamento oscilatorio de caracteristicas aperiddicas,
tanto em sistemas experimentais fisicos quanto em implementacoes computacionais, fazendo-se
necessaria a aplicacao de ferramentas especificas para sua identificacao, tais como planos de

fase, secoes de Poincaré, diagramas de bifurcacao e, especialmente, os expoentes de Lyapunov.

Os expoentes de Lyapunov sao particularmente importantes por permitirem a caracteri-
zagao topologica de conjuntos limites de um sistema dinamico, e também por possibilitarem a
quantificagao de sua previsibilidade no espaco de estados [Soriano, 2011]. O espectro de Lyapu-
nov pode ser visto como uma medida necessaria ao estudo da estabilidade das solucoes atratoras
e uma importante via de acesso para outras areas do conhecimento, tal como a prépria teoria
da informacao [Boffetta et al., 2002; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Parker e
Chua, 1989; Wolf et al., 1985], por quantificar a taxa de geragao de informacao de um sistema
dinamico no processo de amplificacao da incerteza do estado inicial provocado pelas aplicagoes
das equagoes de estado [Boffetta et al., 2002; Soriano, 2011].
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Normalmente, durante o procedimento de estimacao do espectro de Lyapunov, a nao sua-
vidade associada ao sistema dinamico, mesmo quando as equagoes de movimento sao conhecidas,
¢ contornada pelo emprego de abordagens baseadas em ferramentas de andlise de séries tem-
porais [Abarbanel, 1996; Aguirre, 1995, 1996b; Broomhead e King, 1986; Brown, 1993; Brown
et al.; 1991; Eckmann e Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994;
Fraser, 1989; Fraser e Swinney, 1986; Monteiro, 2006; Rosenstein et al., 1993; Sano e Sawada,
1985; Wolf et al., 1985], o que eventualmente pode introduzir incertezas ao estudo de qualificagao
e de quantificacdo do comportamento caético (por exemplo, como a que se refere a estimativa
da dimensao de reconstrugao do espago de estados e do tempo de atraso de Takens [Takens,
1981]).

Dentro do contexto da identificacao do comportamento cadético, por exemplo, em cir-
cuitos eletronicos, o circuito de Chua é de particular interesse devido a sua simplicidade de
implementacao e a riqueza dos possiveis modos de operacao mediante pequenas variagoes de
seus componentes [Chua e Huynh, 1992; Chua et al., 1993a,b; Chua, 1993; Chua et al., 1986;
Matsumoto et al., 1985; Silva, 1993; Torres e Aguirre, 2000]. Em geral, as andlises subjacen-
tes desenvolvidas tendem a empregar ferramentas ao estudo de séries temporais experimentais
[Albuquerque et al., 2007, 2008; Parlitz, 1993; Rubinger et al., 2007], ou mesmo modificar a
sua nao linearidade de modo que passe a ser representada por fungoes continuas [Albuquerque
e Rech, 2009; Zhong, 1994], o que permite o emprego de metodologias classicas de estimagao
do espectro de Lyapunov baseadas em linearizacoes locais do sistema e a obtencao do respec-
tivo mapa tangente [Fazanaro et al., 2010; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011;
Soriano et al., 2012b; Wolf et al., 1985].

Objetivos

Um dos objetivos deste trabalho consiste em fornecer meios para caracterizar sistemas
dinamicos nao lineares, de estrutura nao suave, pela proposicao de uma abordagem alternativa
de estimacao do espectro de Lyapunov, o qual é obtido a partir das taxas de divergéncias
(ou de convergéncias) de condigoes iniciais infinitesimalmente préximas por meio de cdpias
perturbadas dos seus modelos dinamicos. Logo, essa proposta alternativa é capaz de contornar as
dificuldades intrinsecas aos sistemas baseados em funcgoes lineares por partes quanto a aplicagao
de metodologias classicas onde, eventualmente, se faz necessaria uma fragmentacao do espaco
de estados de modo a obter as equagoes variacionais para cada um dos intervalos. Essa nova
abordagem, denominada de Dinamicas Clonadas, possibilita inferir como pequenas perturbacgoes
levam ao distanciamento de sistemas inicialmente proximos no espaco de estados e, além disso,

auxilia nos estudos das caracteristicas topolégicas relacionadas aos processos de mistura que
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dao origem ao comportamento caodtico.

O segundo objetivo decorre da linha de estudo sobre a caracterizacao topologica dos
atratores multiscroll, sendo entao realizada através das Estruturas Lagrangianas Coerentes.
Tais estruturas sao obtidas pela construcao de um campo de Expoentes de Lyapunov de Tempo
Finito onde é possivel identificar as cristas ou as separatrizes que dividem regioes de convergéncia

e de divergeéncia no espago de estados, do sistema dinamico considerado.

Por se tratar de um trabalho basicamente computacional, sao contemplados os aspectos
praticos envolvidos para a realizagao dos experimentos numéricos com a utilizagao de conceitos
de computacao paralela, o que contribuiu de maneira bastante significativa para o melhoramento
do desempenho dos algoritmos implementados. Nesse sentido, os experimentos foram realizados
de modo a verificar a eficacia da metodologia das Dinamicas Clonadas para a caracterizacao do

circuito de Chua (um sistema nao linear classico).

Estrutura do Trabalho

Sob esse panorama, os capitulos subsequentes estao organizados da maneira como se

segue:

Capitulo 1: apresenta a abordagem alternativa de cdlculo dos expoentes de Lyapunov, deno-
minada de Dinamicas Clonadas, seguida dos resultados experimentais que comprovam a

sua eficiéncia.

Capitulo 2: aplicando-se a metodologia das Dinamicas Clonadas, neste capitulo sao analisa-
dos e caracterizados os atratores estranhos multiscroll pelo emprego de ferramentas da
teoria da informacao e, além disso, sao delineados estudos referentes a sua topologia, pelo

emprego das Estruturas Lagrangianas Coerentes.

Capitulo 3: sao apresentados os aspectos praticos envolvidos na caracterizagao do circuito de
Chua e a aplicabilidade de propriedades da ergodicidade para o calculo dos expoentes de

Lyapnuov.

Capitulo 4: contempla as conclusoes e discussoes complementares ao trabalho, bem como apre-

senta algumas perspectivas de trabalhos futuros.

Apéndice A: apresenta a descri¢ao dos modelos dinamicos empregados principalmente durante

os experimentos de validagao da metodologia das Dinamicas Clonadas.

Apéndice B: contém os principais cddigos fonte empregados durante o desenvolvimento deste
trabalho.
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Capitulo

Metodologias de Calculo dos Expoentes de

Lyapunov

Em linhas gerais, analises qualitativas e quantitativas de um sistema dinamico consistem
em importantes procedimentos na identificacao de seu comportamento real e de como ocorre a
evolucao temporal dos seus estados. Em especial, os sistemas dinamicos deterministicos nao li-
neares despertam um interesse distinto por serem capazes de gerar um rico cenario de oscilagoes,
incluindo convergéncia para solugoes estaciondrias (representadas pelos pontos fixos), estados
oscilatdrios isolados (ciclos limites), quase periodicidade (solugoes na superficie de toros) e caos
(atratores estranhos) [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006]. Particularmente, o
comportamento cadtico atrai especial atencao por apresentar caracteristicas oscilatérias distin-
tas - tais como aperiodicidade -, atratores estranhos com estrutura fractal e extrema sensibili-
dade as condigoes iniciais [Monteiro, 2006; Ramasubramanian e Sriram, 2000]. O espectro de
poténcia frequencial, a entropia informacional, as dimensoes de correlacao e de informacao e
os expoentes de Lyapunov sao algumas das principais ferramentas de andlise e caracteristicas
do sistema que podem ser exploradas tanto para a qualificacao quanto para a quantificagao
desse comportamento singular [Abarbanel, 1996; Aguirre, 1996a; Benettin et al., 1976, 1980a,b;
Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Wolf
et al., 1985].

Nesse contexto, tal como foi discutido por Miiller [1995], desde o trabalho fundamental de
Oseledec [1968], os expoentes de Lyapunov vém sendo considerados os qualificadores e os quan-
tificadores mais importantes na caracterizagao dos sistemas dinamicos nao lineares, permitindo
obter informagoes com respeito a instabilidade local dos seus respectivos atratores, mais espe-
cificamente, com relagdo as suas diregdes contrativas e expansivas [Fiedler-Ferrara e do Prado,
1994]. A priori, os expoentes de Lyapunov podem ser interpretados como uma generalizagao dos

autovalores calculados para os pontos de equilibrio, sendo empregados tanto na determinagao

7
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do caos quanto na estabilidade das solugoes periddicas e quasi-periddicas [Parker e Chua, 1989].

Em geral, as defini¢oes tedricas mais difundidas relacionam os expoentes globais de Lya-
punov como sendo a média temporal da taxa exponencial de divergéncia ou de convergeéncia de
orbitas vizinhas de um atrator que tenham partido de condicoes iniciais infinitesimalmente proé-
ximas dentro do espago de fases. Geometricamente, a divergéncia (ou a convergéncia) das 6rbitas
vizinhas (sendo compreendidas como estados bastante semelhantes ou quase idénticos [Parker e
Chua, 1989]) leva a conclusao de que pequenas diferengas (ou perturbagoes) iniciais produzem
o efeito de que as respectivas trajetérias rapidamente se comportarao de maneira distinta, difi-
cultando a sua previsibilidade [Aguirre, 1996a; Benettin et al., 1976, 1980a,b; Fiedler-Ferrara e
do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001; Wolf et al., 1985].

Conforme observado por Fazanaro et al. [2010], a andlise da evolugao temporal de per-
turbagoes inicialmente infinitesimais estd intrinsecamente relacionada com o conceito de esta-
bilidade no sentido de Lyapunov! [Monteiro, 2006, uma vez que determina as caracteristicas
contrativas e expansivas do espaco de estados resultante da aplicacao das equagoes de movi-
mento. De fato, no caso de sistemas dinamicos de tempo continuo, a composicao do espectro de
Lyapunov (i.e., o conjunto de todos os expoentes da dinamica) fornece um forte embasamento
para a determinagao da estrutura topolédgica do atrator (ponto fixo, ciclo limite, toro ou atrator
estranho) de maneira livre de ambiguidades [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006;
Parker e Chua, 1989; Wolf et al., 1985].

Quando as equacoes de estado que descrevem o sistema dinamico sao conhecidas, po-
dem ser consideradas duas vertentes fundamentais de estimacao dos expoentes de Lyapunov.
A primeira é fundamentada em decomposigoes matriciais [Geist et al., 1990], mais especifica-
mente, empregando o teorema ergddico da multiplicidade estabelecido por Oseledec [1968] para
a extracao dos autovalores associados a matriz de Oseledec diante de aplicagoes recursivas da
decomposicao QR [Golub e Van Loan, 1996; Stewart, 1987]. Segundo Lin [1995], dado um
sistema dinamico em uma variedade compacta e suave, a matriz de Oseledec descreve as pro-
priedades assintoticas do respectivo mapa tangente. Essa metodologia contorna a tendéncia de
alinhamento dos vetores obtidos pela linearizagao local do sistema dinamico (ou seja, os vetores
que definem o mapa tangente) com a diregdo mais expansiva, o que resultaria em imprecisoes

numéricas dentro da anédlise [Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b].

O segundo procedimento de estimativa dos expoentes de Lyapunov - introduzido de forma
independente por Benettin et al. [1980a] e por Shimada e Nagashima [1979], sendo revisitado

por Wolf et al. [1985] - tem por base o estabelecimento de uma trajetéria referencial (ou fidu-

1A aplicabilidade dos conceitos de estabilidade no sentido de Lyapunov tem se mostrado um importante
procedimento durante o desenvolvimento tedrico de metodologias de controle em robética mével [Ferreira et al.,
2008; Sousa Junior e Hemerly, 2003] e fixa (ou de manipuladores) [Cheah et al., 2003; Nicolato, 2007; Spong,
1992; Spong e Vidyasagar, 1989; Spong et al., 2006].
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cial) e de um sistema linearizado subjacente a dinamica, definindo um espago tangente para
cada passo no tempo. Os eixos principais do espago tangente passam a estar associados as
equagoes variacionais que governam a evolugao temporal da versao linearizada das equagoes de
estado [Parker e Chua, 1989]. Sucessivas aplicagoes do mapa tangente sobre vetores linearmente
independentes e ancorados na trajetoria fiducial, possibilitam a quantificacao das taxas de di-
vergéncia de condicoes inicialmente préximas no espaco de estados. Neste caso, apds um tempo
suficientemente longo de evolugao, o colapso do espaco tangencial devido a tendéncia de alinha-
mento com a direcao de maior expansao pode ser contornado pela aplicagao do procedimento de
Reortonormalizagao de Gram-Schimidt (GSR, do inglés Gram-Schimidt Reorthonormalization)
[Fazanaro et al., 2010, 2012; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Ramasubramanian e Sriram,
2000; Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b; Wolf et al., 1985].

Fica evidente que a aplicacao dessa metodologia classica baseada na construcao do mapa
tangente deve respeitar alguns requisitos, tais como o fato de que as equagoes de estado se-
jam suaves e que a matriz Jacobiana do sistema seja bem condicionada. Consequentemente, a
sua aplicacao no estudo da estabilidade de sistemas dinamicos nao suaves torna-se um procedi-
mento bastante trabalhoso, tendo incentivado o desenvolvimento de metodologias de estimagao
do espectro de Lyapunov especificos para contornar algumas dessas dificuldades [Miiller, 1995;
Stefanski, 2000]. Essa é uma das principais motivagoes que nortearam o desenvolvimento da
metodologia das Dinamicas Clonadas, uma contribuicao conjunta entre esse trabalho de douto-

ramento e a tese apresentada por Soriano [2011].

Dentro desse contexto, esse capitulo foi estruturado de modo que os principais conceitos
e caracteristicas dos expoentes de Lyapunov sejam abordados na secao 1.1. Na se¢ao 1.2 tem-se
o desenvolvimento do calculo dos expoentes a partir da metodologia classica do mapa tangente.
O procedimento das Dinamicas Clonadas é contemplado na secao 1.3 e validado a partir de
experimentos numéricos descritos ao longo da secao 1.4. As discussoes e conclusoes desse capitulo

sao delineadas na segao 1.5.

1.1 Expoentes Caracteristicos de Lyapunov

Dado um sistema dindmico N-dimensional descrito por (1.1),

% = F(x,1), (1.1)

a extrema sensibilidade em relagao as condigoes iniciais pode ser geometricamente interpretada

como sendo a degeneracao de uma hiper esfera em um hiper elipséide devido as deformacgoes
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introduzidas pela aplicagao das préprias equagoes diferenciais ordinérias [Monteiro, 2006]. Dessa
maneira, supondo que na i-ésima dimensao do sistema (1.1), o raio inicial, J;(ty), da esfera
centrada em um ponto x(ty) variard exponencialmente no tempo de modo que a sua relagao
com o valor correspondente no instante ¢, dado por ¢;(¢), é descrita por (1.2) [Benettin et al.,
1980a; Parker e Chua, 1989; Shimada e Nagashima, 1979; Wolf et al., 1985]:

5z(t) = 5Z(t0) €exXp [)\z(t — to)] s (12)

onde i = 1,2,3,..., N e os nimeros \; definem os expoentes de Lyapunov [Monteiro, 2006].
De posse da Eq. (1.2), é possivel verificar que a existéncia de expoentes positivos define uma
instabilidade orbital, ou seja, uma expansao nas dire¢oes associadas a deformacao da hiper esfera
[Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001].

Considerando que o volume dessa hiper esfera no instante inicial t seja V(ty) e que,
para um instante ¢ > ¢y, o volume V' (¢) seja proporcional ao produto das distancias 6;(t) que o

caracterizam, ou seja [Monteiro, 2006],

ao substituir (1.2) em (1.3), obter-se-4,

V(t) o V(to) exp [(t —t0) ) Ai] . (1.4)

=1

Consequentemente, para que a solucao do sistema dinamico permaneca confinada dentro
de um espago compacto e, sendo o sistema dissipativo, o comportamento contrativo deve se
sobrepor ao expansivo [Eckmann e Ruelle, 1985; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro,
2006; Parker e Chua, 1989; Soriano et al., 2012b]. Em outras palavras,

N
> A< (1.5)
=1

Neste contexto, qualquer conjunto limite definido por um sistema autoénomo de tempo
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continuo, exceto para pontos de equilibrio, possui um expoente de Lyapunov nulo e o sinal dos
demais expoentes definem as caracteristicas topoldgicas do atrator [Fiedler-Ferrara e do Prado,
1994; Monteiro, 2006]. Por exemplo, um sistema dinamico dissipativo de tempo continuo con-
tido em R® pode apresentar comportamento cadtico quando os sinais do respectivo espectro
de Lyapunov, (A1, A2, A3) com |A3| > |Aq], é definido por (+,0,—). Um toro pode ser obser-
vado quando os sinais dos expoentes sao (0,0, —) e um ciclo limite é produzido a medida que
os sinais do espectro sao iguais a (0, —,—). Finalmente, um ponto fixo é caracterizado por
(A1, A9, A3) = (—, —, —) [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001; Par-
ker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b].

E importante ressaltar que sistemas autonomos de tempo continuo necessitam de pelo
menos trés variaveis de estados de modo que possam apresentar comportamento cadtico. Con-
tudo, esse tipo de restricao nao se aplica aos sistemas de tempo discreto a medida que as
equagoes de movimento unidimensionais (e.g., como o mapa logistico) podem apresentar um
expoente de Lyapunov positivo e comportamento cadtico, desde que a solucao do sistema esteja
confinada em um espaco compacto [Eckmann e Ruelle, 1985; Monteiro, 2006; Parker e Chua,
1989; Soriano et al., 2012b]. Por exemplo, uma progressao geométrica do tipo z,+1 = rx,, cuja
razao € definida como sendo r > 1, possui um expoente de Lyapunov positivo, mas nao se pode
observar comportamento caético a medida que a solugao do sistema nao esta confinada em uma

regiao compacta do espago [Soriano, 2011].

1.2 Metodologia Classica utilizando o Mapa Tangente
(TanMap)

O método classico de célculo dos expoentes de Lyapunov [Benettin et al., 1980a,b; No-
gueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b; Wolf et al., 1985] para
um sistema N-dimensional descrito por (1.1), cuja condicao inicial é dada por xg, consiste em

avaliar divergeéncias locais relativas aos IV vetores ortogonais inicialmente definidos por:

{61x752xa'--76Nx} - {81792,...,61\[} :INa (16)

onde Iy representa a matriz identidade de ordem N, originalmente ancorada na trajetéria
fiducial (referencial) obtida pela solugao do sistema dinamico. Esses vetores sdo modificados
diante de sucessivas aplicagoes do mapa tangente associado as equagoes de movimento que

descrevem o sistema dinamico. Os eixos que definem o mapa tangente sao determinados pela
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respectiva equacao variacional [Fazanaro et al., 2010; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989;

Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b; Wolf et al., 1985] representada pela seguinte relagao:

B(x,1) = I(x, ) B(x. ), (1.7)

onde ®(x,t) representa a derivada da trajetéria desenvolvida pelo sistema (1.1) relativa a con-
digao inicial (veja Parker e Chua [1989, Apéndice B] para maiores detalhes). J(x,t) representa

a matriz Jacobiana? de F(x,t) definida por:

Jij(x,t) = % (1.8)

Em seguida, o sistema de equacoes de estado juntamente com as expressoes variacionais
sao, entao, integrados a partir de xg, com ®(xq) = Iy, por um tempo T para se obter os préxi-
mos vetores divergentes transformados pela aplicacao do mapa tangente. Em outras palavras,

, onde o indice su-

tem-se para o primeiro expoente 5&) = ®(x, T)ugo), sendo u§°> = (5&(;)/ Héﬁ)
per escrito representa a iteracao atual do calculo. Repetindo o procedimento de integracao e
normalizagao K vezes, pode-se calcular o primeiro expoente de Lyapunov através da Eq. (1.9)
[Fazanaro et al., 2010; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Ramasubramanian e Sriram, 2000;
Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b; Wolf et al., 1985],

(1.9)

Conforme o tempo evolui, o sistema muda continuamente de orientacao e, assim, os
vetores 014, 0oz, ..., Oy, tendem a se alinhar com a direcao mais expansiva da dinamica. Por
essa razao, o método de Reortonormalizacdao de Gram-Schimidt (GSR) deve ser empregado para
que a contribuicao da dire¢ao de maior crescimento seja subtraida das demais direcoes, fazendo
com que o calculo de Ay até Ay seja efetuado corretamente. Logo [Fazanaro et al., 2010, 2012;
Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Ramasubramanian e Sriram, 2000; Soriano, 2011; Soriano
et al., 2012b; Wolf et al., 1985],

2A titulo de observacdo, as matrizes Jacobianas de todos os sistemas dindmicos utilizados durante o desen-
volvimento dos experimentos numéricos aqui realizados estao apresentadas no Apéndice A.
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o= o)
k
(k) _ Vg )
1 B’
e

ul? Vzk :
v
(1.10)
k k k k k k k k
W = a0 = (8l u = (0l Yl
k
a® = vy
N 9
HVUc)
N

onde (a, b) denota o produto interno entre os vetores a ¢ b. Na K-ésima iteragao, a ortonorma-
lizagao produz N vetores {vy, Vs, ..., vy} e, para K suficientemente grande a ponto de capturar

o comportamento médio do atrator, tem-se,

: (1.11)

com i =2,...,N. A seguir, o mapa tangente dado por ®(x,7") é novamente igualado a matriz
identidade para a correta avaliagdo do comportamento divergente (ou convergente) do campo
vetorial na préxima iteracao do algoritmo. Sem perda de generalidade, o algoritmo pode ser
aplicado ao estudo de sistemas de tempo discreto, tal como foi originalmente analisado por Wolf
et al. [1985], sendo também necesséaria a aplicacdo do procedimento de reortonormalizacdo a

cada iteracao do mapeamento discreto.
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1.3 Abordagem alternativa utilizando Dinamicas Clona-
das (ClDyn)

A esséncia da abordagem alternativa do calculo do espectro de Lyapunov, denominada
de metodologia das Dinamicas Clonadas (CLDYN), consiste em analisar a evolucao dos vetores
diferenca de estados definidos como a distancia entre a trajetéria fiducial e as copias (ou clones)
das equagoes de movimento infinitesimalmente perturbadas [Fazanaro et al., 2010, 2012; Soriano,
2011; Soriano et al., 2012a,b]. Assim sendo, dado o sistema dindmico N-dimensional descrito

pela Eq. (1.1), sao criados N clones definidos por (1.12),

).(cl == F(cht)a
5(02 = F(X027t)7
(1.12)

).(CN = F(XCN7 t)

caso seja de interesse calcular o espectro de Lyapunov completo. Desta forma, a quantidade
de sistemas clonados a ser utilizada é igual ao nimero de expoentes a serem calculados. Em
outras palavras, pelo fato de que as perturbacoes sao aplicadas ao longo de diferentes direcoes
ortogonais, o emprego da metodologia das Dinamicas Clonadas permite a estimacao parcial do
espectro de Lyapunov, ao contrario do que ocorre com a abordagem classica do mapa tangente

onde, obrigatoriamente, devem ser integradas as V(NN + 1) equagoes diferenciais.

O préximo passo consiste em atribuir para cada um dos sistemas clonados a mesma
condicao inicial x do sistema fiducial, acrescentada de uma perturbacao infinitesimal - definida

por 0,0 - ou seja,

Xpe1 = Xg + 553;)7
Xpe2 = Xg + 5&?27
(1.13)

XoeN = Xg + 55\%7

sendo que {814,082, ...,0y,} representa uma base ortogonal a qual é inicialmente definida

por dzp{e1,€s,...,exn} = dpoly. B importante observar que o valor da perturbacao 9,9 deve
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ser pequena o suficiente de modo que possa ser considerada infinitesimal quando comparada
ao tamanho do atrator gerado pelo sistema [Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Soriano et al.,
2012b]. A influéncia desse parametro durante a aplicagao da metodologia das dinamicas clonadas

¢ discutida posteriormente na se¢ao 1.4.

O procedimento segue ao integrar o sistema referencial e seus respectivos clones pertur-
bados por T unidades de tempo e, ao final do processo, os vetores relativos a perturbacao inicial
sao obtidos pelas diferenca entre os estados do sistema original e cada um dos clones, na forma
das Egs. (1.14),

5%) =x(T) — x(T),
: (1.14)
8\ = x(T) — xen(T).

Para que sejam evitados problemas numéricos, o processo de reortonormalizagao de
Gram-Schimidt é aplicado exatamente conforme definido pelas Egs. (1.10), da mesma maneira
em que é empregado durante o céalculo dos expoentes de Lyapunov pela metodologia do mapa
tangente. Ao final de cada iteragao, o processo de integracao é retomado a partir do ponto de pa-
rada, recebendo novas condigoes iniciais infinitesimalmente perturbadas em relagao a trajetéria

fiducial ao longo da base ortonormal definida por {uy, us,...,uy}, ou seja,

(1.15)

X(()lc)N =x(T) + 5x011§\17)7

garantindo que as perturbacoes sao aplicadas nas direcoes correspondentes aos expoentes de
Lyapunov que estao sendo calculados. Apds a K-ésima iteracao do procedimento, para K

suficientemente grande, o i-ésimo expoente de Lyapunov (com ¢ = 1,2,..., N) é dado por:

v

5x0

1 K
\i = ﬁ;m . (1.16)
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A Figura 1.1 ilustra uma iteragao tipica do método CLDYN para perturbacoes inicial-
mente aplicadas em duas direcoes ortogonais no espaco de estados, simbolizadas por § 532 e Jg;)
(o que equivale a d,0Iy). Para cada iteracdo, a medida que o tempo passa, o vetor diferenca de
estados é atualizado conforme a Eq. (1.14) (Figura 1.1(a)) ao mesmo tempo em que se aplica
o procedimento de reortonormalizacao definido por (1.10) para a corregao da tendéncia de ali-
nhamento com a diregdo mais expansiva, obtendo-se, assim, os vetores vy e vy (Figura 1.1(b)).
Antes do inicio da préoxima iteragao, os clones sao novamente dispostos ortogonalmente na vi-
zinhanga da trajetéria fiducial, conforme estabelecido na Eq. (1.15) - o que é ilustrado pelos
vetores 5r0u§1) e 5x0ugl) (Figura 1.1(c))?. Finalmente, a préxima iteragao é inicializada com os
clones partindo dos pontos A e B (Figura 1.1(c)). Esse processo é repetido até que o com-
portamento médio de todo o atrator seja levado em consideragao [Fazanaro et al., 2010, 2012;
Soriano, 2011; Soriano et al., 2012a,b].

1.4 Validacao da Metodologia ClDyn

Tal como estabelecido por Soriano [2011] e por Soriano et al. [2012b]?, sdo calculados
os expoentes de Lyapunov para o modelo dinamico de Lorenz [1963], descrito pela Eq. (A.5),
empregando o procedimento das Dinamicas Clonadas. Com o objetivo de validar essa nova
proposta, os resultados sao comparados aos obtidos pelo emprego da metodologia classica do

mapa tangente.

Na Figura 1.2(a) tem-se a evoluc¢do temporal do espectro de Lyapunov para o modelo
de Lorenz (A.5) obtida definindo-se os parametros do procedimento de reortonormalizagao de
Gram-Schimidt iguais a T = 0.5 s e d,0 = 107, os quais sao aplicados nas metodologias TAN-
MAP e CLDYN. E possivel notar que ambos os algoritmos apresentam comportamento de con-
vergéncia semelhantes e, além disso, valores bastante préximos ao final do intervalo de tempo
considerado. Esse comportamento é mais perceptivel nas curvas ilustradas na Figura 1.2(c)
quando o sistema foi deixado evoluir por mais tempo. Particularmente, os valores obtidos para
os expoentes, conforme descrito na Tabela 1.1, aproximam-se daqueles apresentados em diver-
sos trabalhos disponiveis na literatura, em especial, no trabalho de Ramasubramanian e Sriram
[2000] que embasou as andlises dos primeiros resultados obtidos durante o desenvolvimento da
abordagem CLDYN.

A Figura 1.2(b) ilustra a evoluc¢ao temporal do erro médio quadratico dos expoentes de

Lyapunov calculados pela abordagem CLDYN em relacao aqueles observados pela aplicacao da

3Por simplicidade e, para efeitos didaticos, os vetores p e vo foram omitidos em relacio & Figura 1.1(b).

4Foram realizados experimentos com os demais modelos descritos no Apéndice A. Porém, didaticamente, os
resultados obtidos com o emprego do modelo dindmico de Lorenz (A.5) mostraram-se superiores, permitindo
uma melhor visualizagao das diferencas entre as metodologias TANMAP e CLDYN.
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Figura 1.1: Tlustracdo de uma tipica iteracao da metodologia CLDYN. Em (b), o vetor p

corresponde a projegao de 6%) em 5%) usada para obter o vetor v,. Para efeitos didaticos, o

valor de §,¢ foi exagerado.
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Figura 1.2: (a) Evolugao temporal do espectro de Lyapunov para o modelo de Lorenz (A.5).
(b) Comportamento do erro médio quadrético ao longo do tempo. (c) e (d) ilustram os mesmos
resultados considerando um intervalo de tempo maior.

metodologia TANMAP. E interessante notar que a convergéncia do erro para zero € rapida,
comprovando a eficiéncia da metodologia das Dinamicas Clonadas. Todavia, diante das con-
dicoes de simulacao adotadas, é possivel verificar que o erro referente ao maior expoente sofre
maior variacao, em comparacao aqueles observados para os demais expoentes que compoem o
espectro de Lyapunov. Esse fato é justificado em virtude de o intervalo de tempo considerado
(tnal = 50 s) ser relativamente baixo, o qual foi definido somente para facilitar a comparagao
entre as metodologias. Quando o tempo aumenta (tg,. = 200 s), como no caso das curvas ilus-
tradas na Figura 1.2(d), essa variacdo é amortizada e, consequentemente, ambas as metodologias

convergem para o mesmo resultado.

Na Tabela 1.1 é apresentado o conjunto de resultados obtido para diversos modelos di-
namicos classicos, descritos no Apéndice A. Além do modelo de Lorenz (A.5), foram analisados

outros modelos dindmicos de tempo continuo, tal como o modelo original de Rossler (A.7) e a sua



Dinamica Metodologia M to Aot o A3t o M to teim

Lorenz® TANMAP 0.9054 + 0.0301 -0.0001 + 0.0804  -14.5719 + 0.0960 - 644.5073
CLDYN 0.9056 £ 0.0301  -0.0002 £ 0.0774  -14.5486 + 0.0892 - 533.1519

Rossler®  TANMAP 0.0875 £ 0.0013 0.0001 £ 0.0035  -9.7994 =+ 0.0426 - 355.2658
CLDYN 0.0886 + 0.0018 0.0001 £ 0.0035  -9.7957 £ 0.0426 - 195.3905

Rosslerh(®  TANMAP 0.1126 + 0.0022 0.0234 & 0.0030  -0.0001 £ 0.0637  -24.9858 + 0.4192 1285.1702
CLDYN 0.1128 =+ 0.0022 0.0209 & 0.0032  -0.0000 £ 0.0637  -25.0078 + 0.4962 735.2233

Logistico®  TANMAP 0.3585 4 0.0109 - - - 0.0109
CLDYN 0.3587 + 0.0187 - - - 0.0187

Hénon(®) TANMAP 0.4214 4+ 0.0094  -1.6254 =+ 0.0130 - - 1.4289
CLDYN 0.4214 + 0.0094  -1.6254 + 0.0130 - - 1.4978

@xy=[101),T=05s.

®)xg=[101),T =05s.

(©) xq=[-2000 15", T = 0.1 s.

@ xy = 0.49, T = 1 iteracdo.

(©) xo = [0 0]/, T = 1 iteracdo.

Tabela 1.1: Espectro de Lyapunov obtido utilizando as metodologias TANMAP e CLDYN para as dinamicas descritas no Apéndice A.
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61
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variacao capaz de apresentar comportamento hipercadtico (i.e., possui 2 expoentes de Lyapunov
positivos), descrito pelo sistema (A.9). Além desses, foram estudados dois importantes modelos
de tempo discreto, o mapa logistico (A.1) e o sistema de Hénon (A.3). Nas simulagbes de tempo
continuo, foram empregados os seguintes parametros: 0,0 = 10™* e tgna = 30000 s (os exponen-
tes sao medidos em [nats/s|; veja Wolf et al. [1985] para maiores detalhes). Para os sistemas
discretos, considera-se d,0 = 107*, 30000 iteragoes e os expoentes sao medidos em [nats/itera-
¢ao]. Para todos os casos considerados, as condigdes iniciais e o tempo de reortonormalizagao

de Gram-Schimidt empregados estao especificados no rodapé da tabela.

Conforme pode ser verificado da Tabela 1.1, os resultados obtidos pela metodologia das
Dinamicas Clonadas indicam que essa abordagem alternativa de célculo dos expoentes de Lya-
punov ¢ bastante consistente e eficiente. Em praticamente todos os experimentos numéricos,
a metodologia CLDYN mostrou-se computacionalmente superior em relacao ao procedimento
classico TANMAP quando sao comparados os tempos totais de execucao de ambos os algoritmos
(organizados ao longo da tltima coluna da Tabela 1.1)°, sendo essa diferenga bastante signifi-
cativa durante a andlise do sistema dinamico classico de Réssler (A.7) e, principalmente, para

a sua variagao hipercaética (Rosslerh) (A.9).

Para ilustrar essa diferenca de desempenho entre as metodologias, especialmente para
os sistemas dinamicos de Rossler, a Figura 1.3 apresenta uma estimativa do custo (tempo)
computacional envolvido em funcao da variacao das tolerancias relativa e absolutas - de 1072
a 107!? com uma razao geométrica de 10 - definidas como argumentos do integrador numérico
‘ode45’ do MATLAB [Shampine, 2007; Shampine e Reichelt, 1997]. Os graficos mostram
que quando a tolerancia é relaxada, ambas as metodologias sao executadas em intervalos de
tempo similares. Porém, a abordagem classica de estimacao do mapa tangente sofre maior
influéncia conforme a tolerancia se torna mais rigida, ou seja, quando se faz necessaria maior
precisao dos resultados numéricos. Neste cendario, a metodologia CLDYN é mais vantajosa pois
conduz a resultados precisos necessitando de um intervalo de tempo significativamente menor
em comparacao ao procedimento TANMAP. Tolerancias relativa e absoluta definidas iguais a

10~® mostraram-se adequadas durante a realizacao de todos os experimentos subsequentes.

Apesar de que os resultados obtidos sejam bastante semelhantes, devem-se tomar alguns
cuidados quando a metodologia das Dinamicas Clonadas é empregada no célculo dos expoentes
de Lyapunov. Tal como foi discutido por Wolf et al. [1985] e por Parker e Chua [1989, Capitulo
3, pagina 80|, a abordagem cléssica baseada na construcao do mapa tangente apresenta grande
robustez em rela¢ao ao tempo de integracgao (7'), o qual especifica o intervalo de tempo para que

a reortonormalizagao de Gram-Schimidt seja aplicada (daf a justificativa de que T" também possa

5 A plataforma computacional empregada em todos os experimentos aqui desenvolvidos possui a seguinte confi-
guracao: CPU Intel Sandy Bridge i7-2600k@3400 MHz (4 nticleos/8 threads), 2 x4 GB RAM DDR3@1600 MHz,
MATLAB R2011b (versao 7.13.0.564), Windows 7 Professional SP1 x64.
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Figura 1.3: Influéncia da tolerancia do erro sobre o tempo total de execucao das metodologias
de célculo do espectro de Lyapunov para o (a) modelo dinamico de Rossler (A.7) e (b) sua
variagao hipercaética (A.9). Em ambos os casos, a escala do eixo-y é logaritmica.

ser referenciado como sendo o tempo de reortonormalizagao de Gram-Schimidt). Deve-se
ter em consideracao que o incremento de 7" implica na diminui¢ao do custo computacional para
o calculo dos expoentes, ou seja, uma diminui¢ao do tempo total de integracao numérica. Em
contrapartida, caso T seja definido demasiadamente grande, podem ser introduzidas oscilagoes
numéricas ao espectro ou, até mesmo, o colapso do mapa tangente [Soriano, 2011; Soriano et al.,
2012b]. A Figura 1.4(a) ilustra essa robustez ao verificar que o calculo do espectro de Lyapunov
para o modelo dinamico de Lorenz (A.5) variando-se T" entre 0.2 s e 2.0 s (em passos de 0.2 s)

nao sofre alteracoes®.
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Figura 1.4: Influéncia do tempo de reortonormalizacao de Gram-Schimidt (T") durante a esti-
magao do espectro de Lyapunov pelo uso das metodologias (a) TANMAP e (b) CLDYN.

6Tal como nas andlises desenvolvidas durante a construcdo da Figura 1.2, os resultados obtidos pelo emprego
do modelo de Lorenz sao didaticamente superiores, facilitando as andalises subsequentes.
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Quando o experimento anterior é repetido para a metodologia CLDYN, é possivel verificar
que o comportamento dos expoentes A\; e Ay é bastante similar aquele verificado anteriormente
porém, para A3, se observa oscilagoes numéricas para valores elevados de T (Figura 1.4(b)).
Essa imprecisao para a estimacao do menor expoente esta relacionada a perda de informagao
dos sistemas clonados em relacao ao sistema fiducial devido a forte tendéncia de alinhamento
com a direcao mais contrativa do fluxo, o que acarreta numa escolha inicial mais conservativa
do tempo de reortonormalizacao de Gram-Schimidt [Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b]. Sis-
tematicamente, o valor 6timo de T" pode ser obtido calculando-se o espectro de Lyapunov para
cada variacao do seu valor até o momento em que seja encontrado um limitante inferior para o

menor expoente (A3).

Outra possivel situacao de se observar imprecisoes numéricas quanto ao expoente A3 esta
relacionada com a magnitude da perturbacao inicial (dy). A Figura 1.5 ilustra o comporta-
mento dos expoentes de Lyapunov ao variar §y entre 107 e 107! (adotando-se uma taxa de
progressao de 10). E possivel observar que variagoes significativas no calculo de A3 ocorrem
quando dy > 1072 e, da mesma maneira que ocorre quando o tempo de reortonormalizacao de
Gram-Schimidt é alterado, os outros expoentes pouco sao influenciados. Perturbagoes da or-
dem de 10~* mostraram-se adequatas durante os experimentos numéricos aqui apresentados
e, novamente, tal como no procedimento de obtencao de T' 6timo, dy pode ser decrementado

objetivando encontrar um comportamento limitante para As.
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Figura 1.5: Influéncia da perturbacao inicial (d,0) durante a estimacao do espectro de Lyapunov
para o modelo de Lorenz (A.5) pelo uso da metodologia CLDYN.

1.5 Discussoes

Apesar da estimacao do espectro de Lyapunov ser de grande relevancia em diferentes

contextos tais como em controle e na andlise da estabilidade [Aguirre, 1996b; Boccaletti et al.,
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2000; Ogorzalek, 1993b; Pecora et al., 1997; Wiesel, 1996], previsibilidade [Boffetta et al., 2002] e
caracterizacao topoldgica [Fazanaro et al., 2012; Lekien et al., 2007; Shadden et al., 2005, 2010],
calcular os expoentes pode nao ser uma tarefa trivial mesmo quando as equacoes dinamicas
que regem o movimento do sistema sao conhecidas. Isso deve-se ao fato de que, em geral, a
teoria de sistemas dinamicos nao lineares lida com uma grande variedade de modelos de dificil
descrigao matematica os quais, na pratica, podem ser exemplificados por sistemas mecanicos

com impactos, com entradas descontinuas ou mesmo baseados em equagoes de estado nao suaves
[Blazejczyk-Okolewska et al., 1999; Nogueira, 2001; Shaw e Rand, 1989].

Nesse contexto, metodologias especificas para contornar tais dificuldades de estimacao
dos expoentes de Lyapunov vem sendo desenvolvidas [Miiller, 1995], por exemplo, utilizando
conceitos de sincronizagao [Fujisaka e Yamada, 1983; Stefanski, 2000]. Contudo, as abordagens
usualmente empregadas baseiam-se em ferramentas de anélise de séries temporais [Abarbanel,
1996; Aguirre, 1995, 1996b; Broomhead e King, 1986; Brown, 1993; Brown et al., 1991; Eckmann
e Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Fraser, 1989; Fraser e
Swinney, 1986; Monteiro, 2006; Rosenstein et al., 1993]|. Nesse sentido, devem ser destacadas
a proposta de obtengdo do maior expoente positivo (ou dos dois maiores em se tratando de
sistemas que possam ter caracteristicas hipercadtica) tal como desenvolvido por Wolf et al.
[1985] e, independentemente, a proposta de Sano e Sawada [1985]. Esse tltimo trabalho é
particularmente interessante por desenvolver a ideia da aproximag¢ao do mapa tangente a partir

das séries de dados permitindo, também, a estimacao de todo o espectro de Lyapunov.

A metodologia das Dinamicas Clonadas surge, entao, como uma nova proposta de esti-
macao do espectro de Lyapunov para sistemas dinamicos nao suaves, sem a necessidade de se
particionar o espacgo de estados ou mesmo recorrendo a qualquer uma das metodologias classicas
supra citadas a fim de contornar os pontos de descontinuidade da dinamica. Particularmente,
mesmo em situagoes em que o sistema permite a obtencao do mapa tangente, seja em mode-
los de tempo continuo ou em sistemas e/ou mapas de tempo discreto, o procedimento CLDYN
mostrou-se computacionalmente mais eficiente, necessitando de menos tempo para a obtengao

de resultados com o mesmo nivel de precisao daqueles obtidos pela metodologia TANMAP.

Finalmente, alguns cuidados devem ser tomados durante a sintonizagao dos parametros
da metodologia, representados pelo tempo de reortonormalizagao de Gram-Schimidt (7") e pela
magnitude da perturbagao inicial (§y) aplicada a cada um dos sistemas clonados. Quando
esses parametros nao sao definidos corretamente, é possivel observar distor¢oes numéricas ao
longo do cédlculo do expoente negativo, o que pode prejudicar as andalises. Geometricamente,
esses expoentes sao de dificil estimagao em virtude de estarem associados a regides de dobra
do atrator, em diregoes onde existe comportamento contrativo (veja Fiedler-Ferrara e do Prado
[1994, Parte I1I| para maiores discussoes) e numericamente instéveis em se tratando da estimagao

pelo uso de ferramentas de séries temporais [Wolf et al., 1985].
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Capitulo

Teoria da Informacao e Analise Topologica de
Atratores Multiscroll

Classicamente, sistemas dinamicos que geram comportamento cadtico podem ser carac-
terizados por um mapeamento de estados deterministico capaz de originar solugoes aperidédicas
fortemente dependentes das condigoes iniciais adotadas [Monteiro, 2006; Parker e Chua, 1989].
Dinamicas dessa natureza estabelecem um interessante compromisso entre aparente aleatorie-
dade e regularidade na exploracao do espaco definido pelos estados do sistema, provendo um
embasamento ao desenvolvimento de recursos uteis para o processamento da informagao [Mit-
chell, 2009; Rabinovich e Abarbanel, 1998; Skarda e Freeman, 1987].

Essa versatilidade vem sendo sistematicamente investigada dentro do contexto de sis-
temas complexos, cuja interpretacao estd relacionada aos mapeamentos compostos por varias
dindmicas elementares segundo alguma relagao de vizinhanca [Monteiro, 2006]. Na realidade,
esse tipo de sistema permite grande flexibilidade de modos de oscilagao em rede, apesar de que
isso ocorre ao custo da existéncia de um elevado nimero de graus de liberdade e de uma dificil
manipula¢ao em termos praticos de controle e de processos de engenharia como um todo [Adachi
e Aihara, 1997; Kaneko e Tsuda, 2000, 2003; Zelinka et al., 2010].

Em contraste a esse paradigma, sistemas dinamicos capazes de gerar atratores multis-
croll usualmente se caracterizam por um numero relativamente baixo de variaveis de estado, ao
mesmo tempo em que se observa uma geracao de trajetorias cadticas capazes de visitar diferentes
regioes do espaco de estados formando, assim, um conjunto organizado de scrolls. Consequen-
temente, tais sistemas tornam-se uma alternativa interessante aos sistemas complexos de alta
ordem, por exemplo, em aplica¢oes de memorias associativas [He et al., 2008; Kaneko e Tsuda,
2000, 2003; Wagner e Stucki, 2002] e em problemas de navegacao autéonoma de robos méveis,

compondo o conjunto de ferramentas de identificacao de obstaculos dentro da respectiva ma-
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lha de controle [Arena et al., 2008]. Particularmente, atratores multiscroll tendem a ser mais
facilmente observados pela evolucao temporal de dinamicas compostas por estruturas nao sua-
ves, do tipo linear por partes, assim como pode ser verificado em algumas variagoes do circuito
oscilador de Chua [Cafagna e Grassi, 2003; Suykens e Vanderwalle, 1993]. Sistemas baseados
nesse tipo de nao linearidade possuem grande capacidade de fragmentar o espago de estados
pela insercao de novos pontos de equilibrio, sendo passiveis de produzir uma nao suavidade do
campo vetorial em alguns pontos especificos [Ahmad, 2006; Arena et al., 1996; Lii e Chen, 2006;
Lii et al., 2004a; Yalgin et al., 2002].

Embora essas dinamicas sejam compostas por um pequeno numero de variaveis de estado,
a caracterizacao de sua solugao e a maneira como o espaco de estados ¢é explorado pela trajetoria
desenvolvida pelo sistema a partir da estimativa das suas respectivas medidas invariantes pode
nao ser uma tarefa trivial. Para tanto, os expoentes de Lyapunov representam uma medida
particularmente importante, pois permitem a qualificagao do sistema - por meio de sua relagao
com a dimensdo fractal do atrator, dada pela conjectura de Kaplan-Yorke [Abarbanel, 1996;
Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Wolf et al., 1985] - e, também, possibilita a
nocao de quantificagdo da informacao gerada (ou perdida pela perspectiva de um observador)
mediante o processo de descorrelacao dos estados iniciais ao longo da evolucao temporal do

sistema, tal como estabelecida pela férmula de Pesin [Hasselblatt e Pesin, 2008; Monteiro, 2006].

O processo de qualificacao do sistema nao deve, necessariamente, ficar restrito apenas ao
estudo das caracteristicas topoldgicas globais, dadas por medidas invariantes assintoticas que
caracterizam a estabilidade ou a informacao gerada pela evolucao de longo termo do sistema
dinamico capaz de gerar atratores multiscroll. E interessante que se estude o estabelecimento da
organizacao e do proprio processo de mistura que leva ao comportamento cadtico por meio das
caracteristicas locais do campo vetorial. Ferramentas de andlise com este propdsito possibilitam
a definicao das chamadas Estruturas Lagrangianas Coerentes, as quais agem como organizadores
da trajetéria ja que, usualmente, coincidem com as separatrizes do sistema dinamico [Haller,
2000, 2001a,b, 2002, 2011; Haller e Sapsis, 2011; Haller e Yuan, 2000; Lekien et al., 2007; Shadden
et al., 2005].

Apesar de ser bastante relevante, a obtencao do espectro de Lyapunov para sistemas
dinamicos nao suaves, de estrutura linear por partes, torna-se uma tarefa bastante trabalhosa
quando é empregada a metodologia classica de construgao do mapa tangente associada as equa-
¢oes variacionais [Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Soriano et al., 2012b;
Wolf et al., 1985] no sentido de que cada intervalo deva ser analisado individualmente [Miiller,
1995]. Em termos préticos, esse tipo de considera¢ao tende a tornar-se proibitiva a medida que
o numero de pontos de quebra da fun¢ao de nao linearidade (e, consequentemente, o nimero
de intervalos lineares) aumenta. Normalmente, com o propdsito de contornar tais dificulda-

des, sdo empregadas abordagens baseadas em conceitos de sincronizagao [Fujisaka e Yamada,
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1983; Stefanski, 2000] e, mais usualmente, propostas que fazem uso de ferramentas de andlise
de séries temporais [Abarbanel, 1996; Aguirre, 1995, 1996b; Broomhead e King, 1986; Brown,
1993; Brown et al., 1991; Eckmann e Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Fiedler-Ferrara e
do Prado, 1994; Fraser, 1989; Fraser e Swinney, 1986; Monteiro, 2006; Rosenstein et al., 1993;
Sano e Sawada, 1985; Wolf et al., 1985] mesmo quando as equagbes de movimento do sistema

sao conhecidas.

Dentro desse contexto, esse capitulo se propoe a obter o espectro de Lyapunov em sistemas
dinamicos nao suaves, baseados em estruturas lineares por partes, pela aplicacao da abordagem
alternativa das Dinamicas Clonadas. Tal como foi discutido por Fazanaro et al. [2012], o cdlculo
dos expoentes compode o procedimento de caracterizagao do grau de informacgao gerada e da
estrutura topologica dos atratores multiscroll. Para esse estudo, o capitulo foi estruturado de
modo que o sistema dinamico empregado é apresentado na secao 2.1 e sua respectiva qualificagao
via teoria da informacao é desenvolvida dentro da secao 2.2. Na secao 2.3 tem-se uma breve
analise dos conceitos que justificam o emprego das Estruturas Lagrangianas Coerentes para
auxiliar a compreensao do processo de dobras e de esticamentos que resultam no comportamento

caotico. As discussoes e conclusoes desse capitulo sao apresentadas na secao 2.4.

2.1 O Modelo Multiscroll

Em geral, os atratores multiscroll sao obtidos a partir de sistemas dinamicos baseados
em fungoes lineares por partes, podendo estar relacionados com os sistemas chaveados [Ahmad,
2006; Lii e Chen, 2006], tal como estabelecido por abordagens em sistemas com histerese [Lii
et al., 2004b] ou mesmo em sistemas instéveis dissipativos (UDS, do inglés Unstable Dissipative
Systems) [Campos-Cantén et al., 2010]. Dentre os diferentes tipos de modelos capazes de gerar
atratores multiscroll, o sistema dinamico analisado por Yalgin et al. [2002] é particularmente
interessante, uma vez que permite a obtencao de atratores multiscroll por meio de func¢oes do

tipo degrau'. O sistema proposto por Yalgin et al. [2002] pode ser representado por (2.1):

x = Ax + By (Cx), (2.1)

onde x € RY representa o vetor das varidveis de estado. As matrizes {A,B,C} € R>*3
definem os coeficientes das equagoes diferenciais e ¢ (-) representa as fungdes de nao linearidade.

Segundo Lii et al. [2004a], o sistema (2.1) pode ser interpretado como sendo a representacao de

Weja Lii e Chen [2006] para uma completa revisio sobre as diferentes estruturas de modleos dinamicos
capazes de gerar atratores multiscroll.
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um sistema linear com controlador baseado em funcoes lineares por partes em malha fechada.
O trabalho desenvolvido por Yalgin et al. [2002] comprova que o sistema (2.1) é capaz de exibir

comportamento cadtico e, também, gerar atratores multiscroll uni-, bi- e tridimensionais.

Nesse contexto, o trabalho de Lii et al. [2004a] realiza modifica¢oes ao sistema proposto
por Yalcin et al. [2002], mais especificamente, associadas a definigdo da estrutura da fungao
nao linear, o que possibilitou nao somente que essa nova dinamica mantivesse a capacidade de
apresentar comportamento cadtico mas, também, tivesse a capacidade de variar a quantidade
de scrolls em seu atrator conforme o nimero de pontos de quebra da funcao de nao linea-
ridade (e, consequentemente, o nimero de intervalos lineares) fosse alterado. Devido a essa
particularidade, e pelo fato de que esse modelo mostrou-se bastante eficiente e promissor em
problemas praticos de engenharia tal como na navegagdo autonoma de robos méveis [Arena
et al., 2008], optou-se por analisar e por caracterizar o processo de geragao de informagao e a
sua complexidade conforme o niimero de scrolls é incrementado. Nesse caso, o sistema dinamico
simplificado?, capaz de gerar somente atratores uni- e bidimensionais, introduzido por Lii et al.

[2004a], é descrito pelo conjunto de equagoes (2.2):

. d
T=y— (f) I (y; k23 has p2; q2)

j=2 (2.2)
2= —ar — by —cz+dif(z;ki; hasprsqu) + dof (y; ka; has D2; go),

e, comparando-se (2.2) com (2.1), as matrizes A, B, C e ¢ (-) sdo dadas por (2.3):

0 1 0 0 —% 0 1 00
A=1]0 0 1|, B= 0 o o0l: c=1|0101|, (2.3a)
—a —-b —c dy dy 0 0 0 1
f(fC;kl;hl;Pl;%)
¢ (Cx) = T (y; kas hospos go) | (2.3b)

0

onde a funcao f(x;k;h;p;q) é a responsavel pelo controle do niimero de pontos de quebra e de

20 modelo ¢ dito “simplificado” porque permite ainda a geracio de atratores multiscroll tridimensionais, os
quais nao serao abordados ao longo dessas notas. Para maiores informagoes, sugere-se uma leitura atenta do
trabalho original supracitado.
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intervalos lineares da nao linearidade do sistema e, consequentemente, é quem define o niimero

de scrolls do atrator. Essa fungao, dita funcao de saturacao, é definida por (2.4):

(2q + 1)k, se x>qh+1
k(x —ih) + 2ik, se |z —ih| <1
—p<1i<¢q
JEkipia) =3 o, se ih+l<z<(i+1)h—1 (24)
—p<i<qg-—1
—(2p+ 1)k, se x<—ph-—1

Na Figura 2.1 tem-se a ilustracao do comportamento da fun¢ao de nao linearidade (2.4)

considerando os seguintes parametros: p =q¢ =1, k = 10 e h = 20.

f@)
A

30 1+

20 +

10 1

-21 -19 -1
— - — > T
1 19 21

1 -10
1 —20
1 -30

Figura 2.1: Resposta da func¢ao de nao linearidade (2.4).

Uma solugao tipica® deste sistema, com condigoes iniciais definidas por xo = (0.1,0.1,0.2),
leva a uma trajetéria cadtica com uma geometria bem peculiar, originando os atratores mul-
tiscroll unidimensional (a = b =c¢ =d; = 0.7, dy, =0, k; = 10, hy =20, p1 = q1 = 1) e
bidimensional (a =b=c¢=d; =dy = 0.7, ky = ko = 50, hy = hy = 100, p1 = ps = q1 = ¢z = 0),

ilustrados, respectivamente, nos planos de fase das Figuras 2.2(a) e 2.2(b).

Conforme foi observado anteriormente, dinamicas deste tipo permitem a insercao de novos

pontos de equilibrio, que por sua vez inserem novas separatrizes no campo vetorial, possibilitando

3A menos que seja especificado o contréario, considere que os experimentos numéricos foram realizados em-
pregando o integrador Runge-Kutta de 4% ordem (‘ode45’) [Shampine, 2007; Shampine e Reichelt, 1997].
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Figura 2.2: Projegao no plano (x,y) dos atratores multiscroll (a) unidimensional e (b) bidimen-
sional, gerados pela evolugao do sistema (2.2).

o aumento de scrolls, o que é passivel de controle por meio de alteragoes no vetor de parametros
P = [p1 ¢1 P2 ¢2]. No caso do atrator unidimensional (Figura 2.2(a)), os parametros p; e ¢; estao
relacionados ao ntimero de scrolls que sao adicionados, respectivamente, ao lado esquerdo e ao
lado direito do atrator fundamental, de estrutura double scroll, originalmente obtido quando
p = 0 e dy = 0. Em outras palavras, pelo fato do atrator double scroll ser simétrico em relagao
ao ponto fixo (0,0, 0), de indice-1, ao incrementar o valor de p;, obtém-se um aumento no nimero
de scrolls ao longo da direcao negativa do eixo x, ao mesmo tempo em que novos scrolls sao
adicionados na direcao positiva de x conforme o valor de ¢; é incrementado. Analogamente, os
parametros ps € g2 permitem o acréscimo de scrolls ao longo das dire¢oes negativa e positiva do

eixo y, resultando, assim, na obtencao dos atratores multiscroll bidimensionais (Figura 2.2(b)).

2.2 Teoria da Informacao aplicada a Analise de Atratores
Multiscroll

2.2.1 Prédlogo: sobre o indice do ponto de equilibrio

Considere o sistema dindmico N-dimensional descrito por (1.1). Tome por base o Teo-
rema de Shil'nikov [Silva, 1993] (veja também Parker e Chua [1989, Capitulo 6]) e adote N = 3.
Considere que x.q representa o ponto de equilibrio e que a ele estao associados um autovalor
real () e um par de autovalores complexos conjugados (a £ j/5). Assim sendo, Xeq ¢ um ponto

de equilibrio do tipo sela de indice-1, se v > 0 e a < 0, ou de indice-2 se y < 0 e a > 0.
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2.2.2 Consideracoes sobre as Ferramentas de Medida

A exploracao do espaco de fases pela solucao cadtica consiste em uma importante tarefa
do processamento da informacao. No estudo de atratores multiscroll, esse processo de exploragao
do espago de estados pode ser controlado através da introdugao de pontos de equilibrio, do tipo
sela, de indice-1 e de indice-2 [Chua et al., 1986; Matsumoto et al., 1985; Parker e Chua,
1989; Silva, 1993]. No caso do sistema (2.2) - e utilizando a mesma terminologia apresentada
por Lii et al. [2004a] -, a insercao de novos pontos de equilibrio estd associada a adigao de
novos intervalos de crescimento (saturated slopes) e platds (saturated plateaus) na funcao de

saturacao (2.4).

A insercao de pontos de equilibrio de indice-1 origina o aparecimento de separatrizes
dentro do campo vetorial, as quais sao as responsaveis pela organizacao do movimento em dife-
rentes regioes do espaco. Isso leva ao entendimento de que a trajetéria se torna mais “complexa”
a medida que o nimero de scrolls aumenta. Por “complexo”, entende-se que a previsibilidade
do sistema dinamico [Boffetta et al., 2002] tende a diminuir, visto que a inser¢ao de separatri-
zes implica na insercao de “regioes de decisao” dentro do espaco de fases, i.e., regioes criticas
em relacao a taxa de divergéncia entre trajetorias inicialmente infinitesimalmente perturbadas.
Nesse sentido, de modo que seja possivel estudar esse fenomeno quantitativamente em atratores
multiscroll uni- e bidimensionais, é empregado o cdlculo da entropia de Kolmogorov-Sinai e o

da dimensao fractal do sistema dindmico (2.2).

A entropia de Kolmogorov-Sinai (KS) (ou entropia métrica) representa a taxa média de
informacao produzida pelo sistema (ou perdida, considerando-se o referencial de um observador
externo) [Grassberger, 1986; Monteiro, 2006]. A entropia de Kolmogorov-Sinai esté relacionada
com o espectro de Lyapunov através da férmula de Pesin [Hasselblatt e Pesin, 2008; Monteiro,
2006] a qual é descrita por (2.5):

Np
KS=> "\, (2.5)

e, considerando que os expoentes de Lyapunov estao ordenados em ordem decrescente, i.e.,

A1 > Ay > ... > Ay, N, representa o nimero total de expoentes positivos.

A dimensao fractal que caracteriza um atrator estranho, estd relacionada ao espectro de
Lyapunov através da conjectura de Kaplan-Yorke, estabelecendo a dimensao de Kaplan-Yorke

(Dky) (ou dimensao da informagao)*, descrita por (2.6) [Abarbanel, 1996; Fiedler-Ferrara e

4A dimensdo de Kaplan-Yorke pode ainda ser referenciada por dimensio de contagem de caixas [Abarbanel,
1996; Monteiro, 2006] ou por dimensao de Hausdorff-Besicovitch [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994].
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do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Wolf et al., 1985]:

DY
Dky = j + &&= (2.6)
|Ajsl

de modo que j é considerado o maior inteiro que respeita as seguintes relagoes [Wolf et al., 1985]:

> Ai>0, (2.7a)

> A<, (2.7D)

Assim sendo, tanto a entropia de Kolmogorov-Sinai quanto a dimensao fractal podem ser
obtidas a partir do calculo do espectro de Lyapunov o qual, para o caso dos atratores multiscroll,

é estimado por meio do emprego da metodologia CLDYN.

2.2.3 Caracterizacao do Atrator Unidimensional

O procedimento de anélise e de caracterizacao dos atratores multiscroll é iniciado para
o caso unidimensional. Tal como foi observado anteriormente, deve-se definir dy = 0 em (2.2) e,
além disso, o controle do acréscimo do nimero de scrolls é dado pela variagao dos parametros p;
e ¢1 que sao responsaveis por adicionar scrolls, respectivamente, no sentido positivo e no sentido

negativo do eixo .

Diante dessas consideragoes, a Tabela 2.1 apresenta os valores do vetor de parametros p e
o respectivo nimero de scrolls (computado utilizando a relagdo (p; + ¢ + 2) [Lii et al., 2004a])
para diferentes configuracoes do atrator multiscroll unidimensional. Além disso, é especificado o
espectro de Lyapunov para cada estrutura em questao, bem como a dimensao de Kaplan-Yorke.
Em razao do sistema (2.2) estar contido em R?, a entropia de Kolmogorov-Sinai é numericamente
igual a \;. Em todas as simulacoes, foram empregadas as mesmas condi¢oes adotadas para a
obtengao do atrator projetado no plano (x,y), conforme ilustrado na Figura 2.2(a). Observa-se,
ainda, que o sistema dinamico (2.2) foi integrado considerando um intervalo de tempo definido
por tgna = 20000 s.

E possivel notar que a introducao de separatrizes no campo vetorial e, consequentemente,

de novos scrolls, incrementa de maneira nao proporcional o maior expoente. Por exemplo, ao
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[p1 @1 p2 @2 Scrolls A1 A2 A3 Dxy
000 0] 2 0.1014 0.0000 -0.8013 2.1265
[1100] 4 0.1388 0.0001 -0.8389 2.1656
[1200] 5 01478  0.0000  -0.8478  2.1743
[2200] 6 0.1523 0.0001 -0.8524 2.1788
[3300] 8 0.1573 0.0000 -0.8573 2.1835
[4400] 10 0.1586 0.0001 -0.8587 2.1848
[5500] 12 0.1621 0.0003 -0.8624 2.1883
(660 0] 14 0.1659 0.0000 -0.8659 2.1916
[7700] 16 0.1605 0.0001 -0.8607 2.1867
880 0] 18 0.1680 0.0001 -0.8681 2.1936
9900] 20 0.1645 0.0003 -0.8648 2.1905

[10 10 0 0] 22 0.1647 0.0001 -0.8648 2.1906

[11 11 0 0] 24 0.1637 0.0001 -0.8638 2.1896

[12 12 0 0] 26 0.1656 0.0006 -0.8662 2.1919

Tabela 2.1: Espectro de Lyapunov, dimensao fractal de Kaplan-Yorke e o respectivo niimero de
scrolls para diferentes configuragoes do atrator unidimensional.

adicionar 2 novos scrolls (p = [1 1 0 0]) ao atrator double scroll fundamental (p = 0), o maior
expoente de Lyapunov e a dimensao fractal aumentam, aproximadamente, em 37% e 1.8%),
respectivamente, enquanto que a adi¢ao de outros 2 scrolls (i.e., quando o atrator com 4 scrolls
passa a apresentar 6 scrolls) incrementa \; (Dky) em aproximadamente 9.73% (0.61%). Esse
tipo de saturacao para o valor do maior expoente de Lyapunov e para a dimensao fractal é
observada conforme o niimero de scrolls é progressivamente incrementado ao longo da diregao
positiva, da direcao negativa e, simultaneamente, em ambas as direcoes do eixo x, conforme

ilustra a Figura 2.3(a).

Fica claro que o nimero de scrolls ¢ o maior responsavel por definir as caracteristicas
informacionais e topoldgicas do atrator e nao a sua posicao no espaco. Em outras palavras, nao
importa a maneira como os scrolls sao adicionados (i.e., seja ao longo da diregao positiva ou da
diregao negativa ou em ambas as dire¢oes do eixo x) mas, sim, o numero de scrolls propriamente
dito é o responsavel pela caracterizacao do atrator. Essa qualidade sugere uma interessante
propriedade isomérfica, provavelmente devido a simetria das equagoes de estado (2.2) (veja
Yang e Chua [2000] para considerages sobre a simetria de modelos dinamicos baseados em
fungoes lineares por partes), o que pode ser interessante quando se deseja definir o dominio
do espago de estados que sera explorado pelo sistema, tal como foi sugerido em aplicacoes de

navegacao autonoma de robds moveis [Arena et al., 2008].
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Figura 2.3: (a) Evolugao do maior expoente de Lyapunov (A1) em fungao do nimero de scrolls
do atrator. (b) Ajuste de curva para os valores de A\; quando scrolls sao adicionados simultane-
amente em ambas as diregoes do eixo x.

Outra importante informacao que pode ser extraida da Figura 2.3(a) consiste no cresci-
mento aparentemente exponencial do maior expoente de Lyapunov (e, consequentemente, da en-
tropia de Kolmogorov-Sinai), tendendo assintoticamente para um valor limite para a informagao
gerada pelo atrator. Neste caso, esse comportamento exponencial é confirmado modelando-se a

variacao do maior expoente como sendo uma fungao do nimero de scrolls do atrator, tal como
¢ definido por (2.8):

K(ns) = Kiim + (K(2) — Kiim) exp [—7(ns — 2)], (2.8)

onde Ky, representa o valor limite para a entropia de Kolmogorov-Sinai, ny, > 2 é o nimero
de scrolls, k(2) é o valor da entropia calculado para o atrator double scroll fundamental e T é
definido como a constante de tempo (e.g., esse parametro pode ser interpretado como se fosse a

constante de tempo de um circuito RC série).

E interessante observar que ao considerar n, = 2 na funcao de ajuste (2.8), é obtido o valor
da entropia para o atrator double scroll e, para ngy — 0o, tem-se o valor limite para a entropia
de Kolmogorov-Sinai. Ambos os parametros, ki, € 7, podem ser estimados a partir de um
procedimento de ajuste de curvas, assim como é ilustrado na Figura 2.3(b), utilizando os dados
definidos na Tabela 2.1. Neste caso, empregando a ferramenta de ajuste ‘cftool’ [MATLAB,
2011a], tem-se Kj, = 0.1641 e 7 = 0.4228, resultando em um Erro Médio Quadratico (RMSE,
do inglés Root Mean Square Error) igual a 0.0022, comprovando a validade da referida fungao
de ajuste. Na Tabela 2.2 sao apresentados os coeficientes da fungao (2.8) obtidos quando scrolls

sao adicionados ao longo das direcoes positiva e negativa do eixo x.
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Klim K(2) T RMSE

D1 0.1598 0.1025 0.6126 0.0031
¢ 0.1602 0.1074 0.4556 0.0046
P1 € q 0.1641 0.1019 0.4228 0.0022

Tabela 2.2: Coeficientes da fungao fitness (2.8) para o caso do atrator multiscroll unidimensional.
Em todos os casos, considere que os parametros Ky, £(2) e 7 possuem 5% de variancia.

2.2.4 Caracterizagao do Atrator Bidimensional

De posse dos resultados obtidos para o caso do atrator unidimensional, é possivel ve-
rificar que se um par de scrolls é adicionado ao atrator, o impacto resultante nos valores do
maior expoente de Lyapunov e na dimensao fractal vai depender da frequéncia com que essas
novas regioes do espaco sao visitadas pelo atrator e, também, durante quanto tempo o sistema
permanece orbitando ao redor dos novos pontos de equilibrio de indice-2. Em outras palavras,
a frequéncia com que os scrolls sao visitados nao é uniforme o que, em determinadas situagoes,
acarreta no fato de que a adigdo de um novo scroll (ou um par de scrolls) pouco impactara tanto
no valor do maior expoente quanto no valor da dimensao fractal [Fazanaro et al., 2012]. Por
exemplo, da Tabela 2.1 observa-se na situacao em que um novo scroll é adicionado ao atrator
com 5 scrolls (i.e., o atrator passa a assumir uma estrutura com 6 scrolls), o maior expoente de

Lyapunov e a dimensao fractal sdo incrementados, respectivamente, em apenas 3.05% e 0.21%.

Essa nao uniformidade com que os scrolls sao visitados é mais evidente no caso do atrator
multiscroll bidimensional, conforme pode ser verificado na Figura 2.4. Os resultados sao obtidos
modificando-se, independentemente, os parametros [p; ¢1 ps ¢2] e, assim, adicionam-se scrolls
em cada uma das diregoes dos eixos = e y. Por experimentacao, a adogao desse procedimento de
analise ¢ justificada em razao de que a integracao numeérica torna-se instavel quando os scrolls
sao adicionados ao mesmo tempo em duas ou mais dire¢oes em virtude do rapido crescimento
do nimero total de scrolls do atrator bidimensional, dado por (p; + ¢1 +2) X (p2 + ¢2 + 2) [Lii
et al., 2004a].

Da Figura 2.4, e comparando-se as Tabelas 2.2 e 2.3, verifica-se que, conforme os scrolls
sao adicionados em ambas as direcoes do eixo z, o comportamento assintotico da dimensao
fractal é bastante similar aquele observado durante a analise do atrator multiscroll unidimensi-
onal, como ilustrado na Figura 2.3. Em contrapartida, a medida que os scrolls sao adicionados
ao longo das direcoes positiva e negativa do eixo y, o maior expoente de Lyapunov apresenta
um comportamento de decaimento, o que poderia estar associado ao fato de que as novas re-
gioes do atrator nao estariam sendo visitadas com frequéncia suficiente para que o expoente e,

consequentemente, a dimensao fractal, pudessem ser modificados [Fazanaro et al., 2012]. As
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Figura 2.4: (a) Variacao do maior expoente de Lyapunov em fun¢do do aumento do nimero de
scrolls no atrator bidimensional. Os painéis (b) e (c) ilustram a degeneracao do atrator quando
scrolls sao adicionados (b) ao longo do eixo x e (¢) ao longo do eixo y.

Figuras 2.4(b)-(c) permitem ilustrar essa situagdo quando, por exemplo, o atrator possui es-
trutura com 14 scrolls, definindo o vetor de parametros (b) [p1 ¢1 p2 ¢2) = [5 0 0 0] (ponto
destacado por um pequeno quadrado) e (¢) [p1 ¢1 p2 ¢2] = [0 0 5 0] (ponto destacado por um
circulo). Note ainda que, conforme mais scrolls vao sendo adicionados ao longo do eixo y (por
exemplo, quando se tem um atrator com 26 scrolls, definindo p = [0 0 11 0] ou [0 0 0 11]), a
degeneracao dos atratores é tamanha que o maior expoente de Lyapunov tende a se aproximar
de zero, correspondendo a um comportamento aproximadamente periddico, ou seja, suprimindo

o comportamento cadtico.

Klim K(2) T RMSE
D1 0.1570 0.0484 0.2884 0.0030
7l 0.1565 0.0532 0.2623 0.0023
Do 0.0315 0.1068 0.0548 0.0217
G2 0.0196 0.1029 0.0381 0.0223

Tabela 2.3: Coeficientes da fungao (2.8) para o caso do atrator multiscroll bidimensional. Con-
sidere que todos os parametros possuem 5% de variancia.

Da Tabela 2.3, é interessante salientar que, para o caso do atrator multiscroll bidimen-
sional, foram obtidos os coeficientes necessérios ao ajuste da curva para a fungao (2.8) quando
sao adicionados scrolls ao longo do eixo y. Entretanto, esse ajuste foi realizado ao custo de
um valor bastante elevado do erro médio quadratico em relagao ao caso do atrator multiscroll

unidimensional (um acréscimo por um fator da ordem de, aproximadamente, 10 vezes).
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Para complementar a andlise relacionada a degeneracao do atrator bidimensional, na Fi-
gura 2.5 sao ilustradas diferentes planos de fase para algumas das possiveis combinagoes entre os
parametros [p1 1 p2 g2] de modo que o nimero de scrolls fosse incrementado independentemente
em cada um dos semiplanos do espago de fases. Por definicao, considere que ao aumentar ¢;
e ¢o (e mantendo os demais parametros constantes), sao adicionados scrolls somente no semi-
plano (+z,+y). Assim sendo, partindo do atrator bidimensional fundamental, Figura 2.5(a),
ao incrementar o parametro g, (com p; = py = g2 = 0), novos scrolls sao adicionados somente
na diregao positiva do eixo y. Das Figuras 2.5(b)-(c) é possivel comprovar a existéncia de re-
gides do atrator que nao sao visitadas com frequéncia suficiente, levando ao comportamento
degenerativo semelhante aquele observado anteriormente na Figura 2.4(c). Particularmente,
essa degeneracao tende a ser minimizada quando scrolls sao adicionados somente na dire¢ao do
eixo z (Figuras 2.5(d) e 2.5(g)) mas tendem a ser novamente evidenciadas a medida que scrolls

tornam a ser inseridos ao longo do eixo y (Figuras 2.5(f) e 2.5(i)).

Finalmente, assim como é possivel verificar na Figura 2.6(a), o valor do maior expo-
ente de Lyapunov nao apresenta variacoes significativas, ou seja, ¢ mantido um comportamento
constante conforme scrolls sdo adicionados ao longo da dire¢ao positiva do eixo y (i.e., incremen-
tando ¢2). Em contrapartida, o médulo do expoente é incrementado somente quando scrolls sao
adicionados na diregao positiva do eixo z. Esse procedimento de analise pode ser reproduzido

considerando-se os demais semiplanos ((+z, —y), (—z, —y) e (—z,+y)).

2.3 Qualificacao de Atratores Multiscroll através das Es-

truturas Lagrangianas Coerentes

Conforme definido na literatura [Haller, 2000, 2001a,b, 2002, 2011; Haller e Sapsis, 2011;
Haller e Yuan, 2000; Lekien et al., 2007; Shadden et al., 2005], as Estruturas Lagrangianas
Coerentes (LCS, do inglés Lagrangian Coherent Structures), dentro de um intervalo finito de
tempo, podem ser interpretadas como superficies onde, localmente, existe uma forte tendéncia
de repulsao (ou de atrac@o). Essas estruturas agem como organizadores de padroes de trajetérias
desenvolvidas pela dinamica pois, usualmente, definem barreiras ou separatrizes entre diferen-
tes comportamentos oscilatérios do sistema. As LCS podem ainda ser empregadas ao estudo
das caracteristicas topolégicas globais dadas por medidas invariantes, permitindo diferenciar a

estabilidade e a informacao gerada pela evolugao temporal do sistema dinamico.

O desenvolvimento do trabalho apresentado por Lekien et al. [2007] e por Shadden et al.
[2005] mostra que as LCS podem ser identificadas a partir da maximizac¢ao de uma medida de

hiperbolicidade que pode ser obtida pelos expoentes de Lyapunov locais dentro de um intervalo
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Figura 2.5: Ilustragao de como se comporta a degeneragao do atrator a medida que scrolls sao
adicionados ao longo do semiplano (+z, +y).

de tempo finito. Em outras palavras, essa identificagao parte do procedimento em definir um
plano (ou um campo) a partir de um conjunto finito de condigdes iniciais e, para cada uma dessas
condigoes, sao calculados os Expoentes de Lyapunov de Tempo Finito (FTLE, do inglés Finite-
Time Lyapunov Exponent). Dessa maneira, as Estruturas Lagrangianas Coerentes podem ser
visualizadas a partir das cristas do campo de FTLE [Lipinski e Mohseni, 2010; Sadlo e Peikert,
2009]. Portanto, a aplicagdo da metodologia CLDYN para o calculo dos FTLE abre uma
interessante perspectiva em direcao a uma melhora na compreensao de como ocorre o processo
de mistura que leva ao comportamento cadtico por meio das caracteristicas locais do campo

vetorial resultante da evolugao das equagoes de estado nao suaves (2.2), e como a introdugao de
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Figura 2.6: Variagao de A\; quando o nimero de scrolls é incrementado no semiplano (a) (+z, +y)
(com p1 = ps = 0), (b) (—z,+y) (com ¢ = p» = 0), (¢) (—z,—y) (com ¢ = g2 = 0) e (d)
(+2, —y) (com p; = g2 = 0).

novos pontos de equilibrio resultam na adigao de novos scrolls pela fragmentagao do espago de

fases.

Quando o sistema (2.2) é considerado, as LCS estardo intrinsecamente associadas as
separatrizes introduzidas pelos pontos de equilibrio de indice-1, pois sao os responsaveis em
definir o comportamento de divergéncia critica, conforme pode ser observado na Figura 2.7(a).
Para o atrator unidimensional cuja estrutura é constituida por 4 scrolls (adotando exatamente
os mesmos parametros empregados na construgao da Figura 2.2(a)), o campo de FTLE é obtido
calculando-se, para um intervalo de tempo definido por t;,cs = 30 s, 0s respectivos expoentes de
Lyapunov considerando cada uma das condigoes iniciais que estao definidas dentro dos conjuntos
xo € [—60,60] e yo € [—20,20] (variando-se em passos de 0.05, resultando em um campo com
2400 x 800 pontos), com 2z, = 0.2. Neste caso, os pontos de equilibrio de indice-1 localizados
em (£20,0,0) e (0,0,0) agem como os organizadores do campo vetorial, introduzindo pontos de

divergéncia critica os quais, dentro de um intervalo de tempo finito, dao origem as separatrizes na
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Figura 2.7: Projecao das LCS nos planos (a) (z,y), (b) (z,2) e (¢) (y,2). A menos que seja
especificado o contrario, a barra de cores representa o intervalo de variagao do maior expoente
de Lyapunov.

forma das LCS, estabelecendo a fragmentacao do espago de estados na formagao dos atratores.

Aplicando os mesmos procedimentos descritos para a obtengao da Figura 2.7(a), o campo
de FTLE ilustrado na Figura 2.7(b) ¢é calculado utilizando as condigoes iniciais dentro dos
conjuntos zy € [—60,60] e zy € [—30,30] (definindo um campo com 2400 x 1200 pontos),
e mantendo yo = 0.1 em todas as iteragdes. Finalmente, para a Figura 2.7(c), foi definido
xo = 0.1, yo € [—20,20] e 2z € [-30,30] (obtendo-se um plano com 800 x 1200 pontos).

Para o atrator multiscroll bidimensional (Figura 2.2(b)), novamente com tycs = 30 s,
quando é considerada a projegdo das Estruturas Lagrangianas Coerentes no plano (z,y), é
possivel notar a origem de separatrizes ao longo do eixo y a medida que sao introduzidos pontos
de equilibrio de indice-1 em ambas as suas direcoes. Neste caso, as separatrizes sao definidas
por linhas bastante ténues que passam pelos pontos de equilibrio localizados em (+50,0,0),
(0,0,0) e (0,£50,0). Em cada experimento que compoe a Figura 2.8, o campo de FTLE foi
construido variando as condigoes iniciais em passos de 0.5 dentro de cada um dos conjuntos
definidos por (a) zo € [-150, 150], yo € [—150, 150] (compondo um plano com 600 x 600 pontos)
e zp = 0.2; (b) zy € [—150,150], zo € [—100,100] (plano com 400 x 600 pontos) e yo = 0.1; (c)
Yo € [—150,150], 2o € [—100, 100] (plano com 600 x 400 pontos) e zo = 0.1.

E importante ainda observar a dependéncia das Estruturas Lagrangianas Coerentes em
relacao ao tempo de evolucao utilizado para calcular o divergente local. Para exemplificar,
considere o atrator multiscroll unidimensional e a projegao das LCS sobre o plano (z,y), tal
como ilustrado na Figura 2.7(a). Inicialmente, para pequenos valores de trcg, as LCS sao
definidas por regioes de forte divergéncia, relacionadas com as separatrizes propriamente ditas
(Figuras 2.9(a)-(b)). A correta distin¢ao das estruturas relacionadas ao comportamento de mis-
tura promovido pela dinamica comega a ser observada com o incremento do tempo de evolugao

(Figuras 2.9(c)-(d)) e, conforme o valor de t;cs aumenta ainda mais, as LCS passam a estar
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Figura 2.8: Projecao das LCS nos planos (a) (z,v), (b) (z,2) e (¢) (y, 2) quando é considerado
o atrator multiscroll bidimensional descrito na Figura 2.2(b).

melhor delineadas (Figuras 2.9(e)-(f)). Contudo, se t1,cs ¢é feito excessivamente grande, os ex-
poentes de Lyapunov de tempo finito tendem ao valor dos expoentes globais a medida que o
comportamento médio de todo o atrator é capturado. Em tese, esse fenomeno seria representado
pelo atenuamento das cristas que identificam as LCS o que, consequentemente, tenderia a uma

uniformizacao do padrao de cores empregado nas Figuras 2.7-2.10.

Figura 2.9: Evolugao temporal das LCS projetadas sobre o plano (x,y), considerando o atrator
unidimensional ilustrado na Figura 2.2(a). (a) tpcs = 1s. (b) tres = 28, (¢) tLes = 5 s, (d)
tLCS =10 s. (e) tLCS =15s. (f) tLCS =20 s.
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Essa mesma analise pode ser estendida para o caso do atrator multiscroll bidimensional,
considerando a proje¢ao das LCS sobre o plano (z,y), conforme ilustrado na Figura 2.8(a). A
introducao de pontos de equilibrio de indice-1 ao longo dos eixos y positivo e negativo permite
observar a origem das separatrizes ao longo dessas direcoes. Neste caso, as separatrizes sao
definidas por uma linha fina que passa pelos pontos de equilibrio localizados em (£50,0,0) e

(0,0,0) e outra linha mais suave que passa pelos pontos (0, +50,0) e (0,0,0).

02

Figura 2.10: Evolugao temporal das LCS projetadas sobre o plano (z,y), considerando o atrator
bidimensional ilustrado na Figura 2.2(b). (a) tpcs = 1s. (b) tpes = 2 s. (¢) tpes = 5 8. (d)
tLCS =10 s. (e) tLCS =15 s. (f) tLCS = 20 s.

Seguindo a mesma discussao apresentada em alguns trabalhos da literatura [Conti et al.,
2012; Hlawatsch et al., 2011; Lipinski e Mohseni, 2010], foi possivel comprovar que a implemen-
tacgao dos algoritmos necessérios para a obten¢ao das LCS demanda de um custo computacional
bastante considerdvel. O espagamento entre os pontos (que é o responsavel pela resolucao do
campo) que compoem o campo de FTLE é um fator determinante na obtencao das estrutu-
ras, no sentido de que eventualmente pode suprimir pequenas caracteristicas (ou até mesmo
erros numéricos) significantes a andlise como um todo [Olcay et al., 2010]. Em contrapartida,
a medida que a resolugao aumenta, isto é, o espagamento entre os pontos do campo diminui
(consequentemente, aumentando o nimero total de condigoes iniciais), o custo computacional

tende a aumentar de tal modo que pode dificultar bastante a anélise. Por exemplo, para se ter
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um parametro de comparacao, a construgao do campo de FTLE relativa aos esbogos iniciais da
Figura 2.7(a) consumiram, aproximadamente, 0.21 segundos para cada ponto do plano, resul-
tando em um tempo total de simulagao continua de, aproximadamente, 108.73 horas (adotando

a mesma plataforma computacional detalhada na segao 1.4).

Com o objetivo de contornar essa limitacao, e considerando que a metodologia para
a obtencao das LCS fundamentada na construgao do campo de FTLE pode facilmente ser
paralelizada [Lipinski e Mohseni, 2010; Shadden et al., 2010}, foram empregadas ferramentas de
andlise baseadas em conceitos de computagao paralela [Sharma e Martin, 2009], resultando em
uma consideravel diminui¢ao do tempo total necessario para a obtencao das LCS. Conforme é
discutido no Capitulo 3, apds pequenas modificacoes no algoritmo original, o que possibilitou a
utilizagao de 7 threads da plataforma computacional descrita anteriormente, a Figura 2.7(a) foi

obtida apds, aproximadamente, 27.63 horas.

2.4 Discussoes

Em linhas gerais, o objetivo deste capitulo trata da geracao de informacao e do processo
de aumento da complexidade em sistemas dinamicos nao suaves - cuja nao linearidade esta
estruturada em funcgoes de saturagao - capazes de gerar atratores multiscroll a medida que o
nimero de pontos de equilibrio (e, consequentemente, o nimero de scrolls) aumenta [Fazanaro
et al., 2012]. Para essa finalidade, foi necessario o célculo dos expoentes (locais e globais) de

Lyapunov, realizado pelo emprego da abordagem CLDYN.

Os procedimentos relacionados aos expoentes globais permitiram verificar que a adi¢ao
de novos scrolls ao atrator double scroll fundamental, gerado pelo sistema (2.2), nao implica
necessariamente na perda da capacidade de previsao do modelo em termos de sua complexidade,
que esta relacionada a dimensao fractal do atrator. Em outras palavras, é possivel que o maior
expoente de Lyapunov nao sofra variagoes quando novos scrolls sao adicionados ao atrator. Este
fenomeno provavelmente deva estar relacionado ao fato de que a introducao de novas separatrizes
(e, consequentemente, de novos pontos de equilibrio de indice-1 e, também, de novos scrolls) nao
implica que essas novas regioes do atrator sejam visitadas com frequéncia suficiente de modo a

alterar o valor global do expoente [Fazanaro et al., 2012].

Além disso, seguindo a mesma proposta de Haller [2001a, 2002] a qual tem sido extensi-
vamente estudada por Lekien et al. [2007] e por Shadden et al. [2005], a metodologia CLDYN
foi aplicada a construcao dos campos de FTLE para a identificacao das LCS. Conforme é
discutido por Peacock e Dabiri [2010], trata-se de um procedimento simples e eficiente para
a obtencao dessas estruturas, permitindo aferir sobre o processo de mistura que da origem ao

comportamento cadtico, e como esse processo é organizado na forma de scrolls pela introducgao
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de novas separatrizes.

Deve-se ainda enfatizar que importantes contribuigoes quanto ao estudo das Estruturas
Lagrangianas Coerentes estao relacionadas a mecanica de fluidos, em especial, ao modelamento
dos mecanismos basicos que dao origem aos complexos fenomenos de fluxos de fluidos e, também,
a melhoria da compreensao dos chamados fluxos instaveis [Shadden et al., 2010]. Para tanto,
a construcao de uma sequeéncia de diferentes campos de FTLE seria de grande importancia
para a percepgao de como se comportam esses fluxos [Brunton e Rowley, 2010]. Entretanto, os
calculos envolvendo a construgao desses campos sao computacionalmente custosos, necessitando
de um tempo computacional significativamente grande. Fisicamente, esse fato pode ser explicado
em razao de que um numero relativamente grande de trajetérias geradas pelas particulas que

compdem o fluxo devem ser integradas [Lipinski e Mohseni, 2010; Shadden et al., 2010].

Nesse contexto, é imediata a percepcao de que a correta visualizacao das LCS esta
intrinsecamente relacionada a resolucao do plano, isto é, ao nimero de pontos que definem o
campo de FTLE [Olcay et al., 2010]. Particularmente, conforme foi exposto na se¢ao 2.3, se a
resolucao do campo (ou seja, o nimero de pontos) aumenta, a percepgao das estruturas melhora
ao custo de um significativo aumento do tempo computacional total, o que impossibilitaria a
sua andlise [Lipinski e Mohseni, 2010]. Consequentemente, esse paradigma tem norteado o
desenvolvimento de novos procedimentos de implementacao e de construcao dos campos de
FTLE [Brunton e Rowley, 2010; Lipinski e Mohseni, 2010]. Em especial, devido a inerente
natureza paralela da metodologia estabelecida por Lekien et al. [2007] e por Shadden et al. [2005]
(veja ainda as andlises e discussoes complementares quanto aos procedimentos de implementagao
computacional realizadas por Shadden et al. [2010]) - a qual serviu de base para as andlises
desenvolvidas nesse capitulo - foram empregadas ferramentas de computagao paralela [Sharma e
Martin, 2009], produzindo resultados eficientes, refinando o uso da referida metodologia [Ament
et al., 2011; Conti et al., 2012; Hlawatsch et al., 2011].



Capitulo

Consideracoes Praticas, Experimentos e
Resultados

Ao longo do desenvolvimento da teoria de sistemas dinamicos nao lineares, os atratores
estranhos de estrutura do tipo double scroll tém sido extensivamente estudados na identificagao
do comportamento cadtico. Em geral, atratores com essa estrutura podem ser observados pela
evolugao temporal de um dos mais embleméaticos sistemas dinamicos, o modelo matematico
para estudo de fenomenos meteorolégicos proposto por Lorenz [1963] (sugere-se a leitura de
Ramasubramanian e Sriram [2000] para discussoes complementares). Nesse contexto, diversos
circuitos eletronicos foram desenvolvidos em laboratério para auxiliar a caracterizagao do com-
portamento cadtico a partir de dados experimentais [Lii e Chen, 2006; Torres e Aguirre, 2005],

dentre os quais se destaca o circuito de Chua.

O circuito oscilador de Chua [Chua e Huynh, 1992; Chua et al., 1993a,b; Chua, 1993;
Chua et al., 1986; Matsumoto et al., 1985; Silva, 1993] pode ser considerado um dos sistemas
de particular relevancia para o estudo de aspectos praticos ligados ao comportamento cadtico
de sistemas, ja que ¢ de simples implementacao, podendo ser construido a partir de componen-
tes eletronicos bésicos tais como resistores, capacitores, indutores e amplificadores operacionais
[Kennedy, 1992; Torres e Aguirre, 2005] e também empregando dispositivos eletronicos légicos e
analdgicos reconfigurdveis [Caponetto et al., 2005; Eguchi et al., 1999]. Tal caracteristica permi-
tiu que esse circuito fosse aplicado em projetos de pesquisa em diversas areas tecnoldgicas, tais
como no estudo de controle do caos e sincronizagao entre sistemas dinamicos [Aguirre e Torres,
2000; Chua et al., 1992; Kapitaniak et al., 1994; Ogorzalek, 1993a,b, 1995; Torres e Aguirre,
2005; Yang e Chua, 1999]. Fazendo-se pequenas modificagoes na estrutura do circuito, seja pela
substituicao do indutor [Torres e Aguirre, 2000] ou pela maneira como seu componente nao
linear (cuja resposta tensao - corrente é linear por partes) é implementado e configurado, pode-

se verificar uma grande variedade de atratores associados [Bilotta et al., 2007a,b,c,d,e,f; Chua,

45
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1993]. Além disso, também podem ser gerados atratores estranhos cujas estruturas diferem da
forma classica original, obtendo-se, assim, os atratores com mais de dois scrolls, i.e., os atratores
multiscroll [Arena et al., 1996; Cafagna e Grassi, 2003; Suykens e Vanderwalle, 1993].

Contudo, apesar de sua grande importancia, devido a natureza nao suave de suas equa-
¢oes de movimento, é imediata a percepcao de que nao se trata de uma tarefa trivial compor
o espectro de Lyapunov com finalidade de caracterizacao e de quantificacao do comportamento
oscilatoério aperiddico do circuito de Chua. Essa caracteristica nao suave, em geral, obrigaria
uma fragmentacao das regides do espago de estados quando a abordagem via aplicacao da meto-
dologia de construcao do mapa tangente fosse considerada [Miiller, 1995], ou mesmo empregando
ferramentas de andlise de séries temporais [Albuquerque et al., 2007]. Nesse sentido, assim como
nos estudos do modelo multiscroll [Lii et al., 2004a] (Capitulo 2), a aplicagdo da abordagem das

Dinamicas Clonadas é potencialmente interessante [Fazanaro et al., 2010].

Nesse contexto, sao discutidos os aspectos praticos (segao 3.1) que possibilitaram o apri-
moramento e a otimizacao dos procedimentos computacionais necessarios para a caracterizagao
do circuito de Chua (se¢do 3.2). Em particular, conceitos de computagao paralela contribuiram
significantemente a melhora do desempenho dos algoritmos desenvolvidos e aplicados ao longo

de todos os experimentos realizados.

3.1 Aspectos Praticos

Durante as ultimas décadas, o estudo da teoria de sistemas nao lineares levou ao de-
senvolvimento de técnicas empregadas na deteccao do comportamento caético da dinamica.
Contudo, ao contrario do que ocorre no contexto de sistemas lineares, dificilmente se encontram
metodologias de andlise consistentes, sistematicas e que possibilitam a generalizacao da solugao
[Aguirre, 1996a], em razao da prépria natureza nao linear do sistema (o qual pode apresentar
uma ou mais caracteristicas nao lineares distintas, tais como histerese, produtos entre variaveis

e descontinuidades [Nogueira, 2001]), sendo cada caso uma situacao particular de estudo.

Outro interessante fator no que se refere ao estudo de dinamicas nao lineares relaciona
as complexas trajetorias desenvolvidas pelos sistemas com a impossibilidade em se afirmar que
uma determinada técnica (ou metodologia) venha a ser considerada a melhor para a identificagao
do comportamento cadtico. Usualmente, adota-se todo um conjunto de ferramentas durante o
estudo, evitando que conclusoes equivocadas sejam obtidas [Nogueira, 2001]. Alguns exemplos
de ferramentas empregadas na qualificacao dos sistemas nao lineares podem ser citados, tais
como a resposta no tempo, planos de fase, a entropia informacional, as dimensoes de correlagao
e de informagao, o espectro de poténcias, os mapas de Poincaré, os diagramas de bifurcagao

(ou diagramas estroboscépicos), os mapas recorrentes e os expoentes de Lyapunov [Abarbanel,
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1996; Aguirre, 1996a; Benettin et al., 1976, 1980a,b; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro,
2006; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Wolf et al., 1985].

Nesse contexto, a andlise da resposta do sistema deve levar em consideragao alguns cui-
dados fundamentais, sendo particularmente de grande importancia verificar se o sistema ja
atingiu um conjunto limite, ou seja, se o sistema convergiu para um atrator. Devido a ape-
riodicidade associada ao comportamento cadtico, existem dinamicas que possuem transitorios
bastante longos, devendo-se ter especial atencao para que eles sejam descartados, o que poderia
levar & distor¢ao das analises [Nogueira, 2001]. Consequentemente, é evidente que nao deve ser
desprezado o custo computacional (i.e., o tempo de processamento dos algoritmos) associado a
caracterizagao dos sistemas dinamicos nao lineares. Dessa maneira, a utilizacao de plataformas
hibridas, formadas por médulos analdgicos, compostos por circuitos eletronicos equivalentes ao
sistema que se deseja estudar [Lii e Chen, 2006; Yalgin et al., 2002], e por uma parte digital,
formada pelos computadores (que sdo os responséveis pela aquisi¢ao e pelo tratamento dos si-
nais), tem-se mostrado bastante promissora [Rocha et al., 2010; Torres e Aguirre, 2005; Viana
et al., 2012].

A abordagem alternativa, basicamente de carater computacional, que norteou o desenvol-
vimento dos algoritmos empregados ao longo dos estudos realizados nestas notas, teve origem na
natureza paralela associada a identificagao das Estruturas Lagrangianas Coerentes (LCS) (veja
Shadden et al. [2010] para consideragoes sobre o paralelismo do procedimento de identifica¢ao
das LCS e discussoes complementares em Ament et al. [2011], Conti et al. [2012] e Hlawatsch
et al. [2011]). Para isso, foram utilizadas ferramentas baseadas em conceitos de computagao

paralela [Sharma e Martin, 2009] conforme descrito a seguir.

3.1.1 Conceitos de Computacao Paralela

Pela maneira como foi discutido no Capitulo 2, o procedimento desenvolvido por Lekien
et al. [2007] e Shadden et al. [2005] permite que as Estruturas Lagrangianas Coerentes sejam
identificadas por regides onde localmente existe forte tendéncia de repulsdo/atragio, as quais
sao obtidas, dentro de um campo de condigoes iniciais, pelo calculo dos Expoentes de Lyapunov
de Tempo Finito (FTLE). Como resultado direto dos estudos e andlises anteriores, os aspectos

praticos da referida metodologia podem ser sintetizados a partir de dois pontos principais.

O primeiro aspecto diz respeito ao modo como as condi¢oes iniciais sao passadas ao
integrador numérico, nao se fazendo necessario organiza-las em uma ordem especifica, porém
devendo-se apenas ter o cuidado de que os resultados finais sejam apresentados e ordenados cor-
retamente. Por exemplo, para o sistema de equagoes (2.2) capaz de gerar atratores multiscroll,

cuja projecao das LCS sobre o plano (z,y) é ilustrada na Figura 2.7(a), as condigoes iniciais fo-
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ram definidas dentro dos intervalos zg € [—60, 60] e yo € [—20,20]. Assim sendo, nao se faz neces-
sario que os FTLE sejam calculados segundo alguma ordenacao pré estabelecida, seja seguindo a
ordenagao de condigoes iniciais definida por (zg, yo) = {(—60, —20), (—60, —19), (=60, —18), ...}
ou por qualquer uma das possiveis combinagoes, simbolizadas, por exemplo, por (xg,yo) =
{(—60,—10), (—30,—19), (15,15),...}. Ao final, apenas é fundamental que os resultados este-

jam organizados corretamente.

A percepcao do segundo aspecto pratico decorre imediatamente da andlise anterior. Se a
ordem com que as condigoes iniciais nao é relevante, entao cada iteracao pode ser executada in-
dependentemente das demais, ou seja, as rotinas de integragao numérica necessarias a obtengao
dos FTLE podem ser executadas paralelamente. Nesse contexto, ambos os aspectos computa-
cionais abordados remetem a fundamentacao das especificagoes do projeto de desenvolvimento

da funcao ‘parfor’ [Sharma e Martin, 2009], componente do pacote de computagao paralela
do MATLAB [2011b].

Em linhas gerais, o ‘parfor’ consiste em uma funcao de controle de laco, da mesma
natureza das funcgoes ‘for’ e ‘while’, mas tendo como principal diferencial a capacidade de
poder executar paralelamente todo o codigo que a compoe, e independentemente de ordena-
¢oes predefinidas. Sharma e Martin [2009] argumentam que uma das principais premissas do
desenvolvimento da funcao ‘parfor’ é fundamentada em nao serem necessarios conhecimentos
avangados de conceitos de computagao paralela [Hager e Wellein, 2011; Kirk e Hwu, 2010; Matt-
son et al., 2004; Rauber e Runger, 2010] e, além disso, a quantidade de modificagoes necessarias
sobre o cédigo originalmente projetado para ser executado sequencialmente deve ser minima,

i.e., o cddigo deve ser facilmente portabilizado.

Conforme ¢é exemplificado na Figura 3.1 (modificado de Sharma e Martin [2009]), uma
das grandes vantagens da utilizacao do ‘parfor’ é que a propria funcao fica responsavel por
distribuir o laco entre todos os “processadores” disponiveis e, também, por organizar coerente-
mente (em tempo de execugao) os resultados obtidos, sendo transparente ao usuério como essas
tarefas sdo executadas (para informagoes mais detalhadas, sugere-se o estudo do trabalho desen-

volvido por Sharma e Martin [2009], em conjunto com a documentacao disponivel em MATLAB

[2011h)).

Em contrapartida quanto a facilidade de uso, a fungao ‘parfor’ requer que alguns cui-
dados sejam levados em consideracao durante a sua implementacao, principalmente em relacao a
independéncia entre as iteragoes do lago. Tal como exemplificado na Figura 3.1, o ‘parfor’ faz
uma breve andlise do corpo que compoe o lago, com o objeto de verificar se as iteragoes sao in-
dependentes umas das outras e, além disso, se os resultados obtidos a cada iteragao independem

das iteracoes anteriores.

Outro ponto que vale ser ressaltado diz respeito a propria inicializacao da funcao. Consi-
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r = rand(1,10);

c = pi;

parfor itr = 1:6
b(itr) = r(itr) *c;

end

——————+»parforand$aolmw|

—>|fl = @(r,itr,c) (out=r (1:3)*c)

Execucao no
processador 1

L——— [ f2 = Q(r,itr,c) (out=r(4:6) *c)

Execucgao no

D(4:6)=0Ut |a-----mmmmmm oo oo oo oo mo oo oo oo oo oo oo processador 2

Figura 3.1: Esboco de como ocorre o gerenciamento de tarefas durante a execucao da fungao
‘parfor’.

dere o algoritmo 3.1 que representa a estrutura basica de uma aplicacao envolvendo o ‘parfor’.
Basicamente, deve-se iniciar definindo o nimero de processadores que serao disponibilizados (li-
nha 1 do algoritmo) durante a execuc¢ao do lago. Sem perda de generalidade, observe que o
termo “processador” pode ser interpretado como sendo um né que compoe um cluster ou um
escravo em uma configuracao mestre-escravo ou, ainda, os nicleos/threads que compoem a Uni-
dade Central de Processamento (CPU, do inglés Central Processing Unit) de um computador.
Neste caso, a conexao entre os processadores do tipo “local” (linha 2) representa que o ‘parfor’
é executado nos nicleos/threads da prépria CPU. Na Figura 3.2 é exemplificado como pode

ocorrer a execu¢ao do algoritmo 3.1 da forma como foi definido.

Algoritmo 3.1 Cédigo basico, implementado no MATLAB, que exemplifica a estrutura fun-
damental para o emprego da funcao ‘parfor’.
: PoolSize = 4;

: matlabpool (' open’,’local’ ,PoolSize);

a(k) = max(abs(eig(rand(300))));

1

2

3: parfor k = 1:60
4

5: end

6

: matlabpool ('close’);
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No algoritmo 3.1, cada um dos 4 processadores é responsavel por executar diferentes
intervalos de iteracao. Segundo o esquema ilustrado na Figura 3.2 (modificado de Sharma e
Martin [2009]), os intervalos de iteracao k = [21,30], k = [45,48] e k = [59, 60] sdo arbitraria-
mente alocados para o processador 3. Observe ainda que no instante em que o processador 1
terminou de executar o primeiro intervalo que lhe cabia (k = [1,10]), ja tinham sido alocados o
segundo intervalo de execucao aos processadores 3 e 4, ao mesmo tempo em que o processador
2 ainda estd executando as iteragdes referentes ao intervalo k = [11,20]. Ainda na Figura 3.2,

Npa representa que o processo é executado sequencialmente, sem a utilizagao do ‘parfor’.

£ Npaf I
o

e}

2

§ ab | [ | 1
OE 3l | o | 1-60 | Npa | |
=]

= [ 3138 | 3944 | 4

1

g ot [ Tl [21-30 [45-48[59-60] 3 1
£

: 2

A (8 N | 1-10 [49-51 1 1

0 0.25 0.5 1.0 125 15 1.7 20 225 25 275 30 325 35 375 4.0 425

Tempo [s]

Figura 3.2: Descricao de como pode ocorrer a distribuicao das iteracoes entre os processadores
durante o funcionamento do ‘parfor’.

Da Figura 3.2, é intuitivo que o custo computacional envolvido tende a diminuir gra-
dativamente a medida que novos processadores vao sendo disponibilizados. Entretanto, é inte-
ressante salientar que o ganho de desempenho associado nao é exatamente proporcional, i.e.,
dobrar a disponibilidade de processadores nao resulta, necessariamente, em diminuir pela me-
tade o custo (tempo) computacional total. Por exemplo, na Figura 3.3 sao observados ganhos
expressivos em relacao ao custo computacional total conforme vao sendo disponibilizados cada
vez mais nucleos/threads dentro da plataforma experimental (descrita anteriormente na se-
¢ao 1.4) durante a implementacdo da metodologia de identificagdo das LCS (Figura 2.7(a))

para o sistema de equagoes (2.2) capaz de gerar atratores multiscroll.

Uma outra aplicacao desta ferramenta de paralelizacao estd relacionada a caracteriza-
¢ao de sistemas dinamicos nao lineares, particularmente durante a obtencao dos diagramas de
bifurcacao. Conforme é descrito na préxima secao, a funcao ‘parfor’ foi empregada nas anali-
ses associadas ao circuito de Chua, otimizando os procedimentos computacionais envolvidos na

construcao dos referidos mapas estroboscopicos.
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Figura 3.3: Estimativa do tempo total de execucao do algoritmo implementado para a construgao
da Figura 2.7(a) em fun¢ao do nimero de nicleos/threads disponibilizados para o ‘parfor’.

3.2 Caracterizacao do Circuito de Chua

Em sua forma original, o oscilador de Chua ¢ definido por um circuito eletronico auténomo
de terceira ordem, sendo composto fundamentalmente por componentes eletronicos basicos (re-
sistores, capacitores e um indutor) e por um resistor nao linear (linear por partes), referenciado
como diodo de Chua, usualmente construido a partir de amplificadores operacionais [Kennedy,
1992; Torres e Aguirre, 2005]. O seu esquemético elétrico é apresentado na Figura 3.4 e o

referido diodo de Chua estd localizado na extrema direita da malha exterior.

iR
AVAVAY >
+ + +
Ry,
Cy ™ Vo ve, T Ch @UR
T~ T~
L
i

Figura 3.4: Esquematico do circuito de terceira ordem de Chua. Sem perda de generalidade,
considere que Ry, representa a resisténcia do indutor.

Considerando as varidveis de estado como sendo v¢,, ve, € ir, respectivamente, as tensoes
sobre os capacitores C7 e (s e a corrente que passa pelo indutor L, o modelamento matema-

tico associado ao circuito de Chua é representado pelo sistema de equagoes diferenciais (3.1)
[Matsumoto et al., 1985]:
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dve,
& CZC =G ['UC'2 - UC&] —4g (Ucl)
T
dve, .
02 d: = G [UCI — UCQ] + 11, (31)
di .
Ld_: = _UCQ - RL/Z/L7

onde 7 simboliza a varidvel de tempo. A funcao nao linear que descreve o comportamento do

diodo de Chua, g (v¢,), é representada por (3.2),

1
g (vey) = move, + 5 (1 —mo) (Jvey + Byl = [ve, = Byl) (3.2)

onde as constantes mg e m; estao associadas as inclinacoes da nao linearidade do circuito,

conforme ¢é exemplificado na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Resposta da corrente em fungao da tensao sobre os terminais do diodo de Chua.

Em geral, é computacionalmente interessante adotar um procedimento matematico de
normalizac¢ao dos parametros e das variaveis de estado de modo que o sistema se torne mais

conveniente para as rotinas de integragdo numérica [Chua e Huynh, 1992; Chua et al., 1986;
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Matsumoto et al., 1985]. Dessa forma, ao empregar o reescalonamento definido por (3.3),

z At A vYe Al
Bp ) y Bp Y GBp7
A TG A T A Ty
Cy’ T G’ (33)
2G5 O a RiGh
Cy’ e Vel
sobre o modelo original (3.1), é possivel obter o sistema dinamico (3.4),
& =oaly—x— f(z)
y=r—y+=z2 (3.4)

z= _39_737

o qual passa a ser denominado de modelo adimensional do circuito de Chua. Consequen-

temente, a fun¢ao de nao linearidade, simbolizada por f(z), é descrita por (3.5),

f(yc):baz+%(a—b)(\x+1\—\x—1]). (3.5)

Dado um conjunto de valores dos parametros para as equagoes (3.4)-(3.5) que descrevem
o modelo adimensional do circuito de Chua, as trajetorias desenvolvidas pelo sistema dinamico
podem convergir para diferentes modos de operacao. Quando a caracteristica capacitiva do
circuito implicita ao parametro « ¢é alterada, o referido circuito eletronico pode evoluir para di-
ferentes comportamentos oscilatérios, representado pelo ciclo limite observado na Figura 3.6(a),

ou mesmo pelo atrator cadtico ilustrado na Figura 3.6(b).

Na Tabela 3.1 (onde tg,, dado em segundos, representa a estimativa do tempo total de
simulagao) s@o apresentados os expoentes de Lyapunov e as dimensdes dos conjuntos atratores
(definindo g, = 30000 s) para o circuito de Chua operando em ciclo limite e em caos. Percebe-
se que os valores obtidos dos expoentes pelo uso do método CLDYN sao condizentes com as
dimensoes de cada atrator e bastante proximos do esperado via andlise dos respectivos planos
de fase (Figura 3.6). De fato, solugdes periddicas (simbolizadas por uma curva) podem ser
descritas por apenas uma coordenada (dimensdo 1), enquanto que solugoes cadticas tomam a
forma de atratores estranhos e possuem dimensoes fractais. Este tltimo caso pode parecer
pouco intuitivo, mas relaciona-se com a natureza expansiva e contrativa das equacoes de estado,

sendo algo bem conhecido dentro da teoria de sistemas dissipativos nao lineares [Fiedler-Ferrara
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Figura 3.6: Projecao dos retratos de fase sobre o plano (z,y) para diferentes modos de operagao
do oscilador de Chua. (a) Ciclo limite para a = 8. (b) Atrator estranho quando o = 9.

e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Wolf et al., 1985].

@ M A2 A3 Dky Tsim
8.0 0.0002 -0.1735 -1.7485 1.0009 236.8069
9.0 0.3292 -0.0000 -2.5245 2.1304 221.6539

Tabela 3.1: Expoentes de Lyapunov e dimensao do ciclo limite e do atrator estranho obtidos
para o circuito de Chua.

Essa dependéncia entre a caracteristica topoldgica do atrator e o parametro de controle
em questao é nao trivial. No entanto, pode ser capturada por uma andlise fundamentalmente
numérica dada pelo diagrama de bifurcagao (ou mapa estroboscépico) [Aguirre, 1996a; Anish-
chenko, 1995; Nogueira, 2001; Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011]. Nesta abordagem, tem-se
geometricamente uma caracteristica qualitativa do comportamento oscilatorio do sistema ob-
tida pela amostragem de uma determinada varidvel de estado quando esta intercepta um plano
definido por um valor constante para outra varidvel do sistema (por exemplo, amostrando x e
y quando z = constante), definindo a se¢ao de Poincaré [Aguirre, 1996a; Anishchenko, 1995;
Anishchenko et al., 2007; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001;
Parker e Chua, 1989; Soriano, 2011; Strogatz, 2000]. Assim sendo, um comportamento perié-
dico tende a produzir um numero finito de pontos no diagrama para cada valor do parametro
de controle analisado, enquanto solugoes cadticas tendem a produzir um ntimero aparentemente

infinito de pontos dada sua natureza aperiodica.

Na Figura 3.7(a), pelo emprego do algoritmo de forca bruta apresentado por Parker e
Chua [1989, Capitulo 2], tem-se o diagrama de bifurcagao referente a tensao sobre o capacitor C1,

intrinseca a variavel de estado x, em funcao da variagao do parametro a.. A secao de Poincaré foi
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definida tomando z = 0, a variagao de a (em passos de 107) foi feita dentro do intervalo [7, 9]
e, para cada alteracao do parametro de controle, as condicoes iniciais empregadas foram feitas
iguais a x{, = [0.15264 — 0.02281 0.38127] [Matsumoto et al., 1985]. Observa-se claramente na
referida figura uma extensa faixa de « sugerindo um comportamento periédico associado a um
ciclo limite tal como aquele apresentado na Figura 3.6(a), ou seja, com apenas uma componente
em frequéncia. Apds a =~ 8.162, o sistema sofre uma duplicacao de periodo fazendo com que a
variavel de estado x apresente um comportamento peridédico relativamente mais complexo, com
uma componente em frequéncia a mais. Apds um determinado valor critico de «, que ocorre
em torno de 8.457, observa-se uma oscilacao aparentemente aperiodica de x, o que sugere a

existéncia de atratores estranhos tipicos (semelhantes ao ilustrado na Figura 3.6(b)).
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Figura 3.7: (a) Diagrama de bifurcacao referente a varidavel de estado z. (¢) A evolugao do
espectro de Lyapunov sob a variagao de . (b) e (d) ilustram a aproximagao de um pequeno
intervalo de modificagdo de « referente, respectivamente, aos diagramas (a) e (c).

A Figura 3.7(a) mostra ainda o surgimento de intervalos onde o circuito oscila perio-
dicamente e, mediante pequenos incrementos do parametro de controle, o reaparecimento de
solucoes com caracteristicas aperiddicas é induzido a partir de diferentes tipos de bifurcacao.

Conforme discutido por Soriano [2011], o trabalho de Feigenbaum [1978] fundamenta a percep-
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¢ao de que a transicao entre os possiveis modos de operacao do sistema ocorre por sucessivas
e suaves duplicagoes de periodo em direcao ao comportamento cadtico, conforme evidenciado
na Figura 3.7(b) a partir de a &~ 8.457. Ao mesmo tempo, pequenas variagoes do parametro o
também podem levar a transicoes abruptas do comportamento do sistema, passando novamente
a oscilar periodicamente, porém, rapidamente, tornam a ser novamente evidentes caracteristicas
aperiddicas (por exemplo, como acontece em algumas janelas de variagao de «, tais como dentro
dos intervalos [8.462, 8.463], [8.473, 8.474|, [8.483, 8.487], [8.533, 8.537] e [8.551, 8.552]), em
um indicativo tipico de bifurcagoes do tipo crise [Grebogi et al., 1983]. Essas transigoes de com-
portamento sao ilustradas na Figura 3.8 onde, diante de uma pequena variacao do parametro

«, o sistema torna a apresentar caracteristicas de periodicidade apds operar em caos.
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Figura 3.8: Com «a = 8.5330, em (a) e (b) verifica-se que o sistema apresenta fortes indicios de
aperiodicidade. (c) e (d) ilustram o comportamento periédico quando se adota o = 8.5337.

Essas transicoes abruptas do modo de oscilacao do sistema observadas anteriormente
remetem a discussao apresentada por Nogueira [2001], no sentido de que a alteracao do compor-
tamento se deve ao fato do sistema dinamico poder passar por regioes de extrema sensibilidade

as condigoes iniciais e, consequentemente, possibilitando a obtencao de diferentes diagramas de
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bifurcacao, intrinsecamente relacionados ao modo de variacao do parametro de controle. Assim
sendo, como pode ser inferido a partir da Figura 3.7, fica claro que o diagrama de bifurcagao
tende a ser mais bem detalhado a medida que se tenha um passo cada vez mais fino da va-
riacao do parametro de controle. Em contrapartida, é imediata a percepcao de que o custo

computacional envolvido deverd ser cada vez maior.

Nesse contexto - e considerando que o sistema nao apresenta histerese -, o emprego das
ferramentas de computacao paralela descritas anteriormente torna-se particularmente interes-
sante. O seu uso ¢ justificado no sentido de que cada uma das secoes de Poincaré justapostas
para a formacao do diagrama de bifurcacao pode ser obtida independentemente da ordem em
que sao construidas e, assim sendo, a funcao ‘parfor’ pode ser facilmente utilizada. Conforme
ilustra a Figura 3.9(a), similarmente ao observado na Figura 3.3, o custo computacional total
envolvido tende a ser cada vez menor a medida que novos niicleos/ threads sao disponibilizados
ao ‘parfor’. Quando o algoritmo para a construcao do diagrama de bifurcacao da Figura 3.7 é
executado sequencialmente (i.e., utilizando ‘for’), o tempo total necessario é da ordem de 61.2
horas. Contudo, quando sao empregados 7 nicleos/threads, o algoritmo modificado foi capaz de
gerar o diagrama dentro de, aproximadamente, 15.14 horas, comprovando, assim, a eficiéncia
em se utilizar conceitos de computacao paralela na caracterizagao de sistemas dinamicos. Ana-
logamente, a Figura 3.9(b) contém a estimativa do tempo total necessario para a construgao do

espectro de Lyapunov apresentado na Figura 3.7(c).
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Figura 3.9: (a) Estimativa do tempo de simulac¢ao para a construcao do diagrama de bifurcagao
da Figura 3.7(a). (b) Tempo total para a obtencao da Figura 3.7(c).

Efetivamente, por mais refinado que seja o passo de variacao do parametro de controle,
a metodologia mais consistente para identificar e comprovar o comportamento cadtico reside no
calculo dos expoentes de Lyapunov, ja que permite quantificar contracoes e expansoes do espaco
de estados [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006; Nogueira, 2001; Parker e Chua,
1989; Wolf et al., 1985]. Neste sentido, a Figura 3.7(c) mostra o espectro de Lyapunov obtido
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com a aplicacao da abordagem CLDYN, tomando novamente a como o parametro de controle.
Diante dos resultados apresentados, pode-se verificar que os comportamentos oscilatérios apon-
tados de forma qualitativa no diagrama de bifurcagao (Figuras 3.7(a)-(b)) s@o coerentes com
os valores calculados dos expoentes de Lyapunov (Figuras 3.7(c)-(d)). Portanto, valores de «
aparentemente aperidédicos no diagrama de bifurcacao correspondem a regides com pelo menos
um expoente positivo, ou seja, caos [Fazanaro et al., 2010]. Assim sendo, os expoentes apresen-
tados na Tabela 3.2 permitem a comprovacao das transi¢oes do modo de operacao do sistema

ilustrados na Figura 3.8.

(6% )\1 )\2 )\3 DKY tsim
8.9330 0.1389 0.0002 -2.0967 2.0833 234.9963
8.5337 0.0000 -0.1865 -1.8074 1.0001 243.5935

Tabela 3.2: Os expoentes de Lyapunov foram calculados definindo-se tg,, = 30000 s.

3.3 Analise dos Expoentes Espaciais

Como foi mencionado anteriormente, o procedimento de obtengao dos expoentes de Lya-
punov fornece uma ferramenta que permite determinar a estabilidade de qualquer tipo de sis-
tema que ja tenha convergido para um atrator, através de analises da dependéncia sensitiva as

condigbes iniciais impostas ao sistema [Nogueira, 2001; Soriano et al., 2012b].

No estudo de atratores associados a sistemas dinamicos cadticos, uma abordagem in-
teressante pode ser obtida considerando as suas propriedades estatisticas. Tal procedimento
permite a distincao e a classificacao dos diferentes graus de complexidade do atrator, e é es-
pecialmente relevante quando essas estruturas sao topologicamente complicadas e nao se tem
informagoes geométricas precisas [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Em geral, metodologias
com base estatistica tendem a empregar algum tipo de média, particularmente, médias tem-
porais. Uma hipotese basica por detras de uma abordagem estatistica é a validade da teoria
ergddica, i.e., médias temporais sao equivalentes a médias espaciais no espago de fases [Eckmann
e Ruelle, 1985; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Nesse contexto, supondo que a propriedade

de ergodicidade se aplica, propoe-se uma abordagem alternativa de obtengao dos expoentes.

3.3.1 Caso Peridédico

Em um primeiro momento, considere a propria definicao do cédlculo dos expoentes de

Lyapunov, particularmente - e sem perda de generalidade -, pelo emprego da abordagem CLDYN.
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Para que os resultados obtidos sejam condizentes, deve-se considerar um numero de iteragoes
(simbolizado por K; ver Eq. (1.16)) suficientemente grande de modo que seja capturado o
comportamento médio de todo o atrator. Idealmente, se K — 0o, o comportamento pode ser

obtido com exatidao.

Considere agora a situacao reversa, quando o sistema foi deixado evoluir por um tempo
suficientemente longo (t — oo, i.e., “o sistema encontra-se no infinito”) de modo que o atrator
esteja totalmente “preenchido”, em outras palavras, o sistema dinamico foi capaz de visitar todos
os possiveis estados que formam o atrator. Assim sendo, a proposta de um procedimento alterna-
tivo para calcular os Expoentes de Lyapunov de Tempo Finito (FTLE) consiste em adotar cada
um dos pontos que formam o atrator como sendo uma condicao inicial e, ao final, assumindo
que a aplicabilidade da propriedade da ergodicidade [Eckmann e Ruelle, 1985; Fiedler-Ferrara
e do Prado, 1994], a média espacial é empregada, resultando, em tese, nos expoentes globais de

Lyapunov.

Em termos praticos, considere inicialmente o caso em que o sistema dinamico oscila peri-
odicamente, conforme ilustra a Figura 3.6(a). Nessa situacao, a inspecao das respectivas séries
temporais geradas pelo integrador numérico ‘ode45’ [Shampine, 2007; Shampine e Reichelt,
1997] permite verificar que, apés descartado o transiente, 225 pontos sao suficientes para que
todo o atrator seja percorrido, tal como pode ser observado na Figura 3.10(a). Dessa maneira,
percebe-se que um dos principais aspectos que pode modificar os resultados obtidos pela aplica-
¢ao da média espacial consiste no intervalo de tempo considerado (que passa a ser simbolizado

por tprrg) para o cdlculo dos expoentes de Lyapunov.
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Figura 3.10: (a) Observa-se que 225 pontos permitem percorrer todo o ciclo limite. (b) Variagao
do expoente espacial em funcao do intervalo de tempo considerado para o calculo dos FTLE.

Da Figura 3.10(b) e por inspecao direta das Tabelas 3.1-3.3, observa-se que a medida que

o intervalo de tempo considerado durante a computacao dos expoentes é incrementado, os valores
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obtidos espacialmente tendem aqueles calculados pelo emprego direto da metodologia CLDYN
(Eq. (1.16)), comprovando, assim, a aplicabilidade da proposta em questao. E interessante
também observar que o menor expoente apresenta rapida convergéncia ao valor referencial,

conforme descrito na Tabela 3.3.

lrTLE A1 A2 A3 Dky

22.0 -0.0229 -0.1501 -1.7483 0.8474
22.5 0.0172 -0.1905 -1.7484 1.0901
23.0 -0.0344 -0.1387 -1.7485 0.7519
23.5 0.0348 -0.2078 -1.7485 1.1676
24.0 -0.0142 -0.1590 -1.7484 0.9107
24.5 -0.0033 -0.1763 -1.7484 1.0185
25.0 0.1539 -0.3270 -1.7485 1.4705
25.5 -0.1472 -0.0262 -1.7483 0.8223
26.0 -0.0072 -0.1661 -1.7482 0.9565
26.5 -0.0054 -0.1679 -1.7484 0.9676
27.0 0.0019 -0.1750 -1.7484 1.0111
27.5 -0.0112 -0.1620 -1.7484 0.9308
28.0 0.0094 -0.1828 -1.7483 1.0515
28.5 -0.0019 -0.1715 -1.7482 0.9887
29.0 0.0084 -0.1818 -1.7483 1.0460
29.5 0.0588 -0.2320 -1.7482 1.2534
30.0 -0.0549 -0.1183 -1.7485 0.5361

Método CLDYN  0.0002 -0.1735 -1.7485 1.0009

Tabela 3.3: Identificacao de parte dos expoentes de Lyapunov obtidos pela variagao de tprig
considerando que o sistema de Chua (3.4) oscila periodicamente (o = 8, Figura 3.6(a)).

3.3.2 Caso Caotico

Na situagao em que o sistema dinamico opera em caos (Figura 3.6(b)), devem ser ado-
tados alguns procedimentos complementares. Ao contrario do que ocorre para oscilagbes com
caracteristicas periddicas, o atrator cadtico é constituido por um nimero relativamente grande
(teoricamente, um nimero infinito) de pontos o que, em um primeiro momento, inviabilizaria o
calculo dos expoentes de Lyapunov pela aplicacao da média espacial. Nesse caso, é interessante
que a quantidade de pontos empregados seja limitada, porém sem que os resultados sejam com-

prometidos. Para isso, ¢ utilizado um procedimento bastante comum no contexto das analises
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de séries temporais experimentais via reconstrucao do espaco de estados, quando se toma por
base a metodologia do atraso no tempo de Takens [Eckmann e Ruelle, 1985; Takens, 1981]:
a variagdo da informagao mitua [Abarbanel, 1996; Darbellay e Vajda, 1999; Fiedler-Ferrara e

do Prado, 1994].

Originalmente, Takens [1981] demostrou que as trajetérias nos espagos original e recons-
truido sao topologicamente equivalentes, o que possibilita a reconstrucao de algumas proprie-
dades topoldgicas do atrator a partir de medigoes relacionadas a apenas uma das variaveis de
estado (por exemplo, a varidvel x quando se considera as Eqs. (3.4)) do sistema experimental
(fisico ou computacional). E importante salientar que a metodologia de Takens, de grande re-
levancia no contexto da caracterizacao de sistemas experimentais, é introduzida brevemente,
apenas no sentido de contextualizar o emprego da informagao mutua para o calculo dos expoen-
tes espaciais. Nao € objetivo destas notas discorrer sobre esse tema e, por essa razao, sugere-se o
estudo de importantes trabalhos disponibilizados na literatura especializada [Abarbanel, 1996;
Aguirre, 1995, 1996b; Broomhead e King, 1986; Brown, 1993; Brown et al., 1991; Eckmann e
Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Fraser, 1989; Fraser e
Swinney, 1986; Monteiro, 2006; Rosenstein et al., 1993; Sano e Sawada, 1985; Wolf et al., 1985].

Assim sendo, dada a série temporal {z;} (onde x; = x(¢;), © = 1,2,..., N4, sendo que
N, representa o niumero de amostragens), o método do atraso no tempo de Takens reconstroéi o

espago de estados por meio do vetor ;, dado pela Eq. (3.6) [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]:

51' = x (tz> , & (tl + 7—Takens) - (tz + 27—Takens) g eeey L (tz + (dE - 1) TTakens) ] 9 (36)

onde dp ¢ a dimensao do espago reconstruido!. Nesse caso, dg = 3, pois o sistema (3.4) estd
contido em R3. Segundo o critério desenvolvido por Fraser e Swinney [1986], o tempo de atraso
(TTakens) considerado entre os pontos da série consiste no tempo que minimiza a informagao
mutua contida em vetores vizinhos ao longo de sua evolucao, garantindo a reconstrucao dos
vetores com o menor nivel de informagao redundante (linearmente independentes), mas ainda
correlacionados [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Na prética, considera-se que Trykens Otimo
é o primeiro minimo da curva obtida calculando-se a informacao mutua média para cada valor

do atraso adotado.

Dessa maneira, a Figura 3.11 ¢ obtida utilizando-se os algoritmos desenvolvidos por Dar-
bellay e Vajda [1999], considerando diferentes comprimentos de séries de dados experimentais,

geradas a partir da integra¢do numérica do modelo adimensional do circuito de Chua (3.4) e

'Em geral, ndo se tem conhecimento prévio da dimensdo do sistema experimental e, consequentemente,
devem ser empregados procedimentos especificos para a sua estimacdo. Veja Abarbanel [1996], Fiedler-Ferrara
e do Prado [1994] e demais trabalhos supracitados para discussoes sobre o assunto.
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adotando-se a variavel de estado x como a medida disponivel. Conforme discutido por Fiedler-
Ferrara e do Prado [1994], a implementacao do critério desenvolvido por Fraser e Swinney [1986]
reduz bastante a disponibilidade do nimero de pontos da série temporal, o que é representado
pela degradacao do perfil da informacao mutua quando sao consideradas séries de dados com
apenas 500, 1000 ou mesmo com 2000 pontos. Por essa razao, e para manter a coeréncia nas
analises subsequentes, sao consideradas apenas os casos que contemplam 5000, 10000 e 15000

pontos distribuidos ao longo do atrator.

Informacao Mutua

0 50 100 150 200
TTakens

Figura 3.11: Perfil da variacao da informacao muitua média entre os pontos da série gerada pela
variavel de estado = (Egs. (3.4)).

A Figura 3.12 é obtida considerando os valores de Traens - €specificados na Tabela 3.4
quando z € R - que minimizam a informagao mitua para diferentes séries experimentais (com
5000, 10000 e 15000 pontos). Os valores de FTLE calculados a cada variagao do intervalo de
tempo considerado para a integragao numérica do modelo adimensional de Chua (3.4) tendem
a um valor assintotico, representado pelos expoentes de Lyapunov obtidos pela aplicacao direta
da metodologia CLDYN (Tabela 3.1).

Particularmente, em comparagao aos resultados descritos na Figura 3.12(b), a variagao
dos expoentes de Lyapunov de tempo finito observada nas Figuras 3.12(d) e 3.12(f) apresenta
um comportamento assintético menos “oscilatério” em diregao aos valores referenciais. Tal fato
pode ser interpretado como o atrator ser representado de uma maneira mais condizente pela
distribuicao e pela quantidade de pontos considerados, conforme ilustram as Figuras 3.12(c) e

3.12(e), respectivamente, para os casos de 10000 e 15000 pontos sobre o atrator.

A Figura 3.13 ilustra o comportamento da informacao mitua média calculada em fun-
¢ao do tempo de atraso de Takens considerando pontos em diferentes regides do atrator, i.e.,
definindo-se que somente serao considerados pontos do espago de fase que respeitem as restri-
coes x € R_ (Figura 3.13(a)) e x € Ry (Figura 3.13(b)). Novamente, observa-se a degradacao

dos resultados quando a quantidade de pontos distribuidos sobre o atrator é insuficiente, em
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Figura 3.12: (a) Representagdo da maneira como os pontos estdo distribuidos sobre o atrator
em se tratando de uma série experimental com 5000 pontos. (b) Varia¢ao dos FTLE em funcao

do intervalo de tempo tprpg. Em (c) e (d) tem-se uma andlise equivalente considerando uma

série experimental com 10000 pontos. (e) e (f) contemplam a série com 15000 pontos.
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Figura Série  7Traens Efetivos A1 Ao A3 Dxvy toim
reR 3.12(a) 5000 72 72 0.2493 0.1387 -2.6063 2.1488 16.8660
3.12(c) 10000 72 139 0.3469 0.0019 -2.6520 2.1315 34.7370
3.12(e) 15000 80 188 0.3973 0.0319 -2.6004 2.1650 44.1793
xeR_ 3.14(a) 5000 72 70 0.5199 -0.2214 -2.5283 2.1180 17.4325
3.14(c) 10000 74 136 0.3645 0.0480 -2.4908 2.1656 32.2569
3.14(e) 15000 71 212 0.3103 -0.0289 -2.3956 2.1175 50.0106
r € Ry 3.15(a) 5000 7 65 0.3637 -0.0496 -2.7442 2.1144 14.8893
3.15(c) 10000 73 137 0.4155 -0.0826 -2.5179 2.1322 33.4172
3.15(e) 15000 76 198 0.2496 0.0897 -2.4366 2.1392 46.9530
Método CLDYN 0.3292 -0.0000 -2.5245 2.1304 221.6539

Tabela 3.4: Expoentes espaciais obtidos quando tprp g = 30 s. “Efetivos” representa o compri-
mento final da série considerando o atraso de Takens entre os pontos.

especial, para a condi¢do de que = € Ry (Figura 3.13(b)), séries experimentais com até 3000
pontos dificultam a obtencao de analises consistentes e, por essa razao, como comentado ante-
riormente, a Tabela 3.4 contempla somente os resultados obtidos para séries com 5000, 10000 e
15000 pontos.

Informagao Mutua
Informagao Mutua

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
TTakens TTakens

(a) (b)

Figura 3.13: Variacao da informacao muitua média calculada respeitando as seguintes condigoes:
(a) x € R_. (b) x € R4

A Figura 3.14 - quando é imposta a restricao x € R_ - permite observar um comporta-
mento assintético da variagao dos expoentes de Lyapunov em direcao aos valores de referéncia,
bastante similar daquele ilustrado na Figura 3.12. Esse fenomeno se repete quando é necessaria

que a restricao x € R, como pode ser verificado na Figura 3.15.
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Figura 3.14: Distribuicao dos pontos sobre o atrator e a respectiva variacao dos FTLE em
fungao do tempo durante o qual o sistema (3.4) foi integrado, restringindo-se x € R_. (a) e (b)
ilustram os resultados obtidos quando sao considerados 5000 pontos. (c) e (d) sao obtidos para
10000 pontos. (e) e (f) representam os resultados para 15000 pontos.



66

Capitulo 3.

Consideracoes Praticas, Experimentos e Resultados

0.5

0.4r-

0.3F

0.2

0.1F

0.5

0.4r

0.3

0.2

0.1r

0.5

0.4r

0.3

0.2

0.1r

Expoentes [nats/s] Expoentes [nats/s]

Expoentes [nats/s]

30

30

1 A
AA/\/\/\ AAA S AN A A~ AN A A
oA A AA LS APNMA M A AN_A_A_AX_a_na A A
VVVV\ﬂ UR/A'AA A A aad
A
1t 4
Nl Az
o~ SOV
o Y ~
40 |
0 5 10 15 20 25
terLe [8)
(b)
2
1 A —
MAA s '
A1 ¢ ==X ¥
WYV ;
Ao
_1F 4
Nl A A3
-3t 4
4L |
0 5 10 15 20 2
terLe [8)
(d)
2
17‘\/\ AN
A\ A A
L NSNS o
i
_1F 1
.l [\ Az
-3} 4
4L |
0 5 10 15 20 2
terLe [8)
(f)

30

Figura 3.15: Distribuicao dos pontos sobre o atrator e a respectiva variacao dos FTLE em
fungao do tempo durante o qual o sistema (3.4) foi integrado, restringindo-se x € R,. (a) e (b)
ilustram os resultados obtidos quando sao considerados 5000 pontos. (c) e (d) sao obtidos para
10000 pontos. (e) e (f) representam os resultados para 15000 pontos.
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Na Tabela 3.4 tem-se os resultados obtidos para o caso em que tprrg = 30 s cuja situacao
pode ser considerada o pior caso em se tratando dos custos computacionais envolvidos. E
possivel observar que existem situagoes em que o espectro de Lyapunov obtido pela média
espacial se assemelha bastante aos resultados obtidos pela aplicagao direta da metodologia
CLDYN (Tabela 3.1), como no caso em que 10000 pontos sdo distribuidos sobre o atrator
(Figura 3.12(c)). Em outras situagoes, a variagdo do espectro ¢ mais significativa como quando

5000 pontos estao dispostos sobre o atrator (Figura 3.12(a)).

Outro aspecto interessante que decorre da Tabela 3.4 se refere a simetria do sistema o que,
conforme a discussao desenvolvida por Yang e Chua [2000], seria uma propriedade intrinseca aos
sistemas dinamicos nao suaves, baseados em funcoes do tipo linear por partes, como o sistema
capaz de gerar atratores multiscroll (2.2) e o circuito de Chua (3.4). Nesse caso, a simetria pode
ser caracterizada pelas curvas ilustradas nas Figuras 3.14 e 3.15 e pelos resultados quanto aos
expoentes de Lyapunov, respectivamente, sob as restricoes de que x € R_ ede que x € R,. Em
linhas gerais, a simetria possibilita que os expoentes sejam estimados a partir de apenas um das
regioes do atrator. Finalmente, deve-se ainda observar que, para todos os resultados descritos
na Tabela 3.4, o tempo computacional envolvido é significativamente inferior aquele necessario
pela aplicacao direta da metodologia CLDYN, comprovando a aplicabilidade das propriedades

da ergodicidade para a estimagao dos expoentes de Lyapunov.

3.4 Discussoes

Os aspectos praticos envolvendo a andlise de sistemas dinamicos nao lineares devem
empregar todo um conjunto de ferramentas que permitam a correta deteccao do comportamento
do sistema, de modo a minimizar eventuais erros de identificacao da dinamica que possam surgir
devido a extrema sensibilidade as condic¢oes iniciais, propriedade inerente ao comportamento
cadtico. Em geral, a resposta no tempo, os planos de fase e o espago de estados consistem em
ferramentas bastante eficientes para a qualificacao do sistema, contudo, o mapa estroboscépico

e, especialmente, os expoentes de Lyapunov, permitem observacoes mais consistentes.

Em especial, o diagrama de bifurcacao pode ser considerada uma ferramenta bastante
rica no sentido de que revela como e quando ocorre o processo de duplicacao do periodo de oscila-
¢ao do sistema, em fungao da variagao de um determinado parametro de controle (mantendo-se
os demais constantes) [Aguirre, 1996a; Nogueira, 2001; Soriano, 2011]. Particularmente, du-
rante o processo de analise do circuito de Chua, o mapa estroboscopico permitiu a identificagao
dos intervalos de variacao da caracteristica capacitiva do circuito, intrinseca ao parametro de
controle a, em que o sistema, partindo de um comportamento de caracteristicas oscilatérias

regulares (periddicas ou quasi-periédicas), evolui de modo a produzir um “estouro” (“burst”)
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geralmente cadtico, mas, rapidamente, retornam as oscilagoes peridédicas, correspondendo a um
cendrio tipico de intermiténcia [Anishchenko, 1995; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Pomeau
e Manneville, 1980; Soriano, 2011].

Na prética, essas transigdes de comportamento (regular-caos, caos-regular, caos-caos)
[Anishchenko, 1995; Marwan et al., 2007] tém sustentagao nos expoentes de Lyapunov, conforme
ilustra a Figura 3.7. Em se tratando da caracterizacao do circuito de Chua, a metodologia
CLDYN foi empregada para o céalculo dos expoentes, permitindo a comprovacao da qualidade
do comportamento do circuito para um determinado valor do parametro «. Por exemplo, os
expoentes de Lyapunov calculados para cada um dos valores de a descritos na Tabela 3.2, estao
condizentes com os resultados discutidos em [Parker e Chua, 1989, pagina 72], i.e., ciclos limites
sao definidos por expoentes (A1, A2, A\3) = (0, —, —) e, atratores estranhos sdo obtidos quando
(A1, Ao, Az) = (4,0, —).

No ambito computacional, a natureza paralela da metodologia de identificacao das LCS
[Lekien et al., 2007; Shadden et al., 2005] (Capitulo 2) permitiu o desenvolvimento de uma
abordagem alternativa de estimacao do expoentes de Lyapunov sendo fundamentada pela teoria
ergédica [Eckmann e Ruelle, 1985; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Nessa abordagem nao é
fundamental que o calculo dos FTLE seja efetuada em uma ordem pré estabelecida e, além disso,
as iteracoes sao independentes entre si. Consequentemente, a funcao ‘parfor’ tornou-se uma
opc¢ao computacionalmente interessante ao contexto. Os resultados obtidos nas Figuras 3.10,

3.12, 3.14 e 3.15 comprovam a aplicabilidade dessa abordagem.
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A ideia fundamental de estimagao do sistema linearizado (dada pela obtencao da matriz
Jacobiana) a partir da dindmica nao linear, baseada na criagao de um vetor diferenga de estados
na vizinhanca de um dado ponto do atrator, nao ¢ inédita, e pode ser encontrada em trabalhos
anteriores na literatura relacionados a estimacao do espectro de Lyapunov a partir de séries
temporais experimentais [Eckmann e Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986; Sano e Sawada, 1985].
Nesta abordagem, o espectro de Lyapunov é dado pela reconstrucao do espaco de estados usando
o teorema de Takens [Takens, 1981] a partir da série temporal gerada pela observagao de apenas
uma variavel do sistema experimental (fisico ou computacional), e, em seguida, construindo-se
o mapa tangente para cada ponto do atrator a partir da diferenca dos seus vizinhos [Abarba-
nel, 1996; Broomhead e King, 1986; Brown, 1993; Brown et al., 1991; Eckmann e Ruelle, 1985;
Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Fraser, 1989; Fraser e Swinney, 1986; Rosenstein et al., 1993].
De certa forma, este conceito é similar a abordagem das Dinamicas Clonadas, na qual é acres-
centado o conhecimento prévio das equacoes de estado na avaliagao da taxa de divergéncia ou

convergéncia de perturbagoes infinitesimais em diregao a trajetéria fiducial [Soriano, 2011].

A metodologia das Dinamicas Clonadas foi desenvolvida em conjunto com o trabalho de
Soriano [2011] e pode ser vista como uma extensao direta da tese apresentada por Nogueira
[2001]. Conceitualmente, a referida metodologia encontra fundamentacao no trabalho de Fu-
jisaka e Yamada [1983] que estabelece uma relagdo entre o maior expoente (\;) com o fator
de acoplamento entre osciladores quando um padrao sincrono é alcancado. Em particular, o
referido trabalho apresenta um procedimento de célculo de A\; baseado em um vetor diferenca
de estados para dinamicas acopladas e que é analogo ao procedimento aqui realizado para o

calculo dessa mesma grandeza.

A adaptagao do método introduzido em Fujisaka e Yamada [1983] por Stefanski [2000],

com o intuito de estimar \; para o oscilador Duffing sujeito a impactos, baseada no sincronismo

69
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de dinamicas idénticas, assemelha-se com a abordagem aqui desenvolvida na medida em que
um “clone” da dinamica também é empregado para obtencao do expoente. Entretanto, deve-se
ressaltar que o método CLDYN nao se baseia no principio de sincronizacao entre dinamicas,
mas sim na ideia introduzida pela teoria de estabilidade de sistemas, buscando avaliar como
pequenas perturbagoes evoluem segundo as aplicacoes das equagoes de estado [Fazanaro et al.,
2010]. A estratégia de monitorar o vetor diferenca de estados construido a partir das cdpias
perturbadas (acompanhada dos processos de corre¢oes numéricas dados pela reortonormalizagao
de Gram-Schimidt) permite obter ndo apenas o maior expoente, mas também todo o espectro de
Lyapunov sem a necessidade de buscas exaustivas por parametros que sincronizem as dinamicas
ou mesmo do tratamento dos pontos de descontinuidades (no caso das dindmicas nao suaves)
como regime de excecao, obrigando transicoes forcadas de estado, tal como exposto por Miiller
[1995].

Particularmente, a aplicacao do método CLDYN para sistemas dinamicos nao suaves,
como € o caso do sistema dinamico capaz de gerar atratores multiscroll, é de grande relevancia em
virtude de se poder quantificar os seus comportamentos oscilatorios complexos sem a necessidade
de se particionar o espago de estados a fim de contornar os pontos de descontinuidade [Miiller,
1995]. E imediata a percepcao de que, nessa situacao, a andlise tornaria-se cada vez mais
trabalhosa a medida que a quantidade de pontos de descontinuidade na funcao de nao linearidade

fosse incrementada.

Nesse contexto, uma das vertentes dessas notas explorou a potencialidade do método
CLDYN pela anélise da informacao gerada por atratores multiscroll bem como suas caracteristi-
cas topolégicas, empregando a metodologia desenvolvida por Lekien et al. [2007] e por Shadden
et al. [2005] onde se constr6i um campo de Expoentes de Lyapunov de Tempo Finito para a
identificagao das Estruturas Lagrangianas Coerentes. Esses estudos foram norteados pela pos-
sibilidade de auxiliar a compreensao de como ocorrem os processos de mistura, de dobras e
de esticamentos que d@o origem ao comportamento cadtico [Fazanaro et al., 2012]. Sistemas
capazes de gerar atratores multiscroll foram escolhidos por se mostrarem especialmente inte-
ressantes na aplicagao de problemas praticos de engenharia, tais como na navegacao de robos
[Arena et al., 2008], ou mesmo uma alternativa aos sistemas de alta ordem usualmente empre-
gados ao contexto de memdrias associativas e processamento da informagao [Adachi e Aihara,

1997; Kaneko e Tsuda, 2003; Mitchell, 2009; Skarda e Freeman, 1987; Zelinka et al., 2010].

Outra vertente desse trabalho explorou os aspectos praticos e computacionais relaciona-
dos & natureza paralela da metodologia de identificagdo das LCS [Shadden et al., 2010]. Deve-se
ter em mente que nao é objetivo dessas notas se aprofundar sobre a complexidade associada
ao paradigma de computacao paralela, deixando como sugestao que sejam obtidas informacgoes
mais aprofundadas sobre o assunto na literatura especializada [Hager e Wellein, 2011; Kirk e

Hwu, 2010; Mattson et al., 2004; Rauber e Runger, 2010]. Contudo, esse paradigma foi apli-
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cado na caracterizacao de sistemas dinamicos nao suaves, em particular, ao modelo dinamico
do circuito de Chua, reduzindo os custos computacionais envolvidos. A obtencao do respectivo
diagrama de bifurcacao e do espectro de Lyapunov equivalente permitiram a identificacao das
diferentes qualidades de comportamento que o circuito pode apresentar como fungao da variagao

das caracteristicas capacitivas intrinsecas ao parametro de controle.

Finalmente, as ferramentas de computacao paralela foram empregadas e levaram a pro-
posicao de uma abordagem alternativa de estimacao do espectro de Lyapunov, fundamentada
pela teoria ergédica [Eckmann e Ruelle, 1985; Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Os resultados
obtidos comprovaram a aplicabilidade dessa proposta, permitindo a obtengao dos expoentes me-
diante significativa redugao de pontos necessarios e, consequentemente, diminui¢ao dos tempos
computacionais envolvidos. Nesse sentido, obtém-se uma nova perspectiva para a contribuicao
quanto ao controle de sistemas dinamicos nao lineares [Boccaletti et al., 2000; Boffetta et al.,
2002; Ott et al., 1990; Wiesel, 1996].

Perspectivas de Trabalhos Futuros

Como resultado ao que foi observado durante o desenvolvimento desse trabalho, sao

apresentadas algumas perspectivas de estudos que podem ser realizados em trabalhos futuros:

e Analise e caracterizacao do comportamento do modelo dinamico do rob6 manipulador de
cadeia serial redundante denominado de COBRA [Nicolato, 2007], contribuindo a alguns
resultados publicados na drea [Varghese et al., 1990, 1991; Verduzco e Alvarez, 1999, 2000]
e com a possibilidade de se realizar os experimentos em laboratorio, na prépria estrutura

fisica do robo;

e Implementagao em GPU (do inglés, Graphics Processing Unit) dos algoritmos associados
a identificacao das LCS, o que tende a resultar em uma substancial reducao do custo
computacional envolvido [Ament et al., 2011; Brunton e Rowley, 2010; Conti et al., 2012;
Hlawatsch et al., 2011];

e Decorre da perspectiva anterior que a computagao paralela massiva apresenta fortes indi-
cios de auxilio para a obtencao dos expoentes espaciais de Lyapunov em relacao a dimi-

nuicao do custo (tempo) computacional envolvido;

e Verificagao da possibilidade de emprego dos mapas recorrentes, em especial, extraindo
medidas invariantes baseadas em fungoes estatisticas do mapa [Eckmann et al., 1987;

Marwan et al., 2007], objetivando auxiliar o procedimento de identificacdo dos pontos
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otimos para o calculo dos expoentes espaciais. Particularmente, essas medidas invariantes

foram empregadas no problema de separagao e extracao cega de fontes [Soriano, 2011];

e Emprego dos atratores multiscroll como memdrias associativas mediante andlise de pro-
cedimentos e metodologias para identificacao de capacidade de armazenamento e proces-
samento de informagao, bem como de técnicas de controle de caos utilizando essa classe

de atratores;

e Diante do fato de que a obtencao dos expoentes espaciais é realizada dentro de intervalos de
tempo relativamente pequenos (quando comparado aos tempos envolvidos pela aplicagao
das metodologias CLDYN e TANMAP), podem ser desenvolvidos estudos para verificar a
aplicabilidade de conceitos da teoria de controle de sistemas lineares em conjunto com os

expoentes espaciais para o controle de sistemas dinamicos operando em caos;
e Estudo de sistemas variantes no tempo;

e Anidlise do balanco energético envolvido quando o sistema dinamico esta operando em caos

[Sarasola et al., 2004, 2005].
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Apéndice

Modelos de Sistemas Dinamicos

Os modelos dos sistemas dinamicos utilizados nos estudos desenvolvidos durante esta tese
de doutoramento sao apresentados e descritos ao longo deste apéndice. Optou-se por agrupar
tais sistemas em uma tinica secao para facilitar a leitura e melhorar a compreensao dos resultados
obtidos.

A.1 Sistemas de Tempo Discreto

Mapa Logistico

O mapa logistico consiste em um dos mais emblematicos sistemas de tempo discreto que
podem apresentar comportamento cadtico, podendo ser descrito pela Eq. (A.1) [Aguirre, 1996a;
Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994; Monteiro, 2006]:

Xoi1 = rXo(1 — X)) (A.1)

onde 7 é o parametro de controle o qual assume o seguinte valor: r = 3.75. A unidade da variavel

de estado é arbitraria. A matriz Jacobiana J(X,¢) para o mapa logistico ¢ definida por (A.2):

OF(X,t)

o = r(1—2X,) (A.2)
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Sistema de Hénon

O sistema de tempo discreto de Hénon [Aguirre, 1996a; Monteiro, 2006; Parker e Chua,
1989] pode ser descrito pelas Eqgs. (A.3):

Xy =1—aX2+bY,
Yn+1 = Xn (A?))

onde a e b sao as constantes do modelo os quais assumem os seguintes valores: a = 1.4, b = 0.3.
A unidade da varidvel de estado é arbitraria. A matriz Jacobiana J(X,t) para esse sistema

dindmico é definida por (A.4):

OF (X, t) OF(X,1)

0X oY —2aX, b
= (A.4)
OFy (X, t) O0Fy(X,1) 10
0X Pi%

A.2 Sistemas de Tempo Continuo

Modelo de Lorenz

O modelo meteorolégico classico de Lorenz [Lorenz, 1963], o qual diz respeito a instabili-
dade de Rayleigh-Bérnard de um fluido localizado entre duas placas horizontais, é descrito por
(A.5):

i=o0(y—x)
y=rr—xz—1y (A.5)

z=uxy — bz

onde x é proporcional a intensidade do movimento de conveccao do fluido, y é proporcional a
diferenca de temperatura entre as correntes de fluido ascendente e descendente e z representa
o gradiente vertical de temperatura entre as placas [Fiedler-Ferrara e do Prado, 1994]. Os
parametros b, o e r assumem os seguintes valores: ¢ = 10, r = 28, b = 8/3. As unidades das

variaveis de estado sao arbitrarias e o tempo é medido em segundos. A matriz Jacobiana J(x,t)
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para o respectivo sistema dinamico é definida por (A.6):

8F1 (X, t) 8F1 (X,t) 3F1 (X, t)

Ox dy 0z
OFy(x,t) OFy(x,t) OFy(x,t R
2(x, 1) 2(x, 1) 2(x, 1) =|lr—z -1 —=x (A.6)
ox dy 0z ;
T
OFy(x,t) OFy(x,t) OFs(x,t) Y
Ox dy 0z

E interessante ainda observar que, da mesma maneira que ocorre com o modelo dinamico
equivalente do circuito de Chua [Arena et al., 1996; Cafagna e Grassi, 2003; Suykens e Van-
derwalle, 1993], modifica¢oes no sistema classico de Lorenz possibilitam a geracao de atratores

multiscroll [Grassi et al., 2009; Miranda e Stone, 1993].

Modelo de Rossler

O modelo referente ao sistema dinamico proposto por Rossler [Rossler, 1976] é descrito

por (A.7):

T=—y—2z
y=1x+ay (A7)
Z=b+z(x —c)

onde a, b e ¢ sao parametros do modelo os quais assumem os seguinte valores: a = 0.15, b = 0.2,
¢ = 10. As unidades das variaveis de estado sao arbitrarias e o tempo ¢ medido em segundos.

A matriz Jacobiana J(x,t) para esse sistema dinamico é definida por (A.8):

(9F1 (X, t) 8F1(x, t) @Fl(X7t)

ox dy 0z 0 1 1
8F2 (X, t) aFQ (X, t) 6F2 (X, t) _ 1 a 0 (A8)
ox oy 0z
z 0 —c
8F3 (X, t) 8F3 (X, t) 8F3 (X, t)

ox Ay 0z
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Modelo Hipercaético de Rdossler

O modelo do sistema dinamico hipercadtico apresentado por Rossler [Rossler, 1979] -

referenciado como Résslerh - é descrito por (A.9):

T=—Yy—2z
y=x+ay+w
i=b+uzz (A.9)

wW=cw—dz

onde a, b, ¢ e d sao parametros do modelo os quais assumem os seguinte valores: a = 0.25,
b=3.0, c=0.05e d=0.5. As unidades das variaveis de estado sao arbitrarias e o tempo é
medido em segundos. A matriz Jacobiana J(x,t) associada a esse sistema dinamico é definida
por (A.10):

8F1(X,t) 8F1(X, t) (9F1(X, t) aF1<X, t)
ox oy 0z ow

8F2(X, t) GFQ (X, t) 8F2 (X, t) aFQ (X, t) 0O -1 -1 0
ox 0 0z ow 1 1

Y _ (A.10)
OF3(x,t) 0Fs3(x,t) O0F3(x,t) OF3(x,t) z x 0
ox oy 0z ow 0 —d ¢

8F4 (X, t) 8F4 (X, t) 8F4 (X, t) 6F4 (X, t)
ox oy 0z ow




Apéndice

Cdédigos Fonte

Este apéndice contempla alguns dos principais codigos utilizados nos experimentos numé-
ricos desenvolvidos durante esse trabalho de doutoramento. Esses codigos podem ser empregados

para a andlise de quaisquer sistemas dinamicos, suaves ou nao.

Cddigo B.1: Funcao que implementa o procedimento de reortonormalizagao de Gram-

Schimidt (1.10).

1 function [vk, uk, Normk] = GSR2 (Vector, dim)

2 % TEMPLATE:

3 % [vk, uk, Normk] = GSR2 (Vector, dim)

4 %

5 % where:

6 % — Vector = it must be a column vector or a square matrix;
7T % — dim = dimension of the embbeded space;

8 % - vk = orthonormal base;

9 % - uk = normalized orthonormal base;

10 % — Normk = norm of each column of "uk’;

—
—
o

12 % Author: Diogo Coutinho Soriano

13 % Modified by: Filipe Ieda Fazanaro

14 % Contact: filipe.fazanaro AT gmail.com

15 % Version: v06.03.2012.01

6 % ————————————————

17

18 %% %%
19 % MEMORY ALOCATION

20 vk = zeros (dim);

21 uk = zeros(dim);

22 Normk = zeros(l,dim);

23 %% %%

7
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24 for jj = 1l:dim

25 if jj ==

26 vk (:,3J) = Vector(:,3j);

27 Normk (jj) = norm(vk(:,33));

28 uk (:,33) = vk(:,3Jj)/Normk (JJ);

29 else

30 pdi = 0;

31 for kk = 1:1:(33-1)

32 pdi = pdi +

33 (( uk(:,kk)"*Vector(:,33) )/ ( uk(:,kk)’"*uk(:,kk) ))*uk(:,kk);
34 end

35 vk(:,3j3) = Vector(:,3ij) - pdi;

36 Normk (j3j) = norm(vk(:,373));

37 uk (:,33) = vk(:,J3j)/Normk (Jj);

38 end

39 end

40 % %
41 end

Cddigo B.2: Fungao utilizada no calculo dos expoentes de Lyapunov para o modelo de

Lorenz (A.5) via metodologia cldssica do mapa tangente.

1
2
3
4
5 %
6
7
8
9

function dydt = Lorenz_TanMap(t,y,sigma,b,r)
% Author: Filipe Ieda Fazanaro

% Contact: filipe.fazanaro AT gmail.com
Version: v23.04.2012.01

% DYNAMIC MODEL

10 dydt(1,1) = sigmax(y(2) — y(1l));

11 dydt(2,1) = r*y(l) - y(2) - y(1)xy(3);

12 dydt(3,1) = y(1)*y(2) - bxy(3);

13 & —— %
14 dydt(4,1) = (-sigma)xy(4) + sigmaxy(7);

15 dydt (5,1) = (-sigma)*y(5) + sigma=*y(8);

16 dydt(6,1) = (-sigma)*y(6) + sigmaxy(9);

17 & —— %
18 dydt(7,1) = (r-y(3))*y(4) - y(7) - y(1)xy(10);

19 dydt(8,1) = (r-y(3))*y(5) - y(8) — y(1)*y(1l1l);

20 dydt(9,1) = (r-y(3))*y(6) — y(9) — y(1)*y(12);

21 & e %
22 dydt(10,1) = y(2)*y(4) + y(1)*y(7) — b*y(10);

23 dydt(11l,1) = y(2)*y(5) + y(l)*xy(8) — b*xy(1ll);
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24 dydt(12,1) = y(2)*xy(6) + y(1)xy(9) — b*xy(1l2);
25 e %
26 end

Cadigo B.3: Fungao utilizada no calculo dos expoentes de Lyapunov para o modelo de

Lorenz (A.5) via metodologia das Dinamicas Clonadas.

function dydt = Lorenz_ClDyn(t,y,sigma,b,r)
% Author: Filipe Ieda Fazanaro

1

2

3

4 % Contact: filipe.fazanaro AT gmail.com
5 % Version: v02.05.2011.02
6

7

8

9

% ORIGINAL DYNAMIC MODEL

10 dydt(1,1) = sigmax(y(2) - y(1));

11 dydt(2,1) = rxy (1) — y(2) - y(1)*y(3);

12 dydt(3,1) = y(1)*y(2) - bxy(3);

13 & m o %

14 % CLONED DYNAMIC MODEL

15 dydt (4,1) sigmax (y(7)-y(4));
16 dydt (5,1) sigmax (y(8) -y (5));
17 dydt (6,1) sigmax (y(9)-y(6));

19 dydt(7,1) = r*xy(4) — y(7) - y(4)*y(10);

20 dydt(8,1) = rxy(5) — y(8) — y(5)*y(1l1l);

21 dydt(9,1) = r*xy(6) — y(9) — y(6)xy(1l2);

22

23 dydt (10,1) = y(4)*y(7) — bxy(10);

24 dydt (11,1) = y(5)xy(8) — bxy(11);

25 dydt(12,1) = y(6)xy(9) — bxy(12);

26 Bt %

Cédigo B.4: Funcao utilizada no calculo dos expoentes de Lyapunov para o modelo

adimensional do circuito de Chua (3.4) via metodologia das Dindmicas Clonadas.

function dydt = ChuaAdiml1985_ClDyn (t,y,alpha,beta, gamma, a,b)
% Author: Filipe Ieda Fazanaro

1
2
3
4 % Contact: filipe.fazanaro AT gmail.com
5 % Version: v18.07.2012.01

6

7
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oo
o
o
o
o

9 %% NONLINEARITIES

10

11 % ORIGINAL DYNAMIC MODEL

12 hx_yl = bxy(l) + 0.5%x(a-b)=*( abs(y(l)+1) - abs(y(1l)-1) );
13

14 % CLONES

15 hx_y4 = bxy(4) + 0.5x(a-b)+( abs(y(4)+1) - abs(y(4)-1) );
16 hx_y5 = b*xy(5) + 0.5%x(a-b)*( abs(y(5)+1) - abs(y(5)-1) );
17 hx_y6 bxy(6) + 0.5x(a-b)*( abs(y(6)+1) - abs(y(6)-1) );
18 %%
19 % ORIGINAL DYNAMIC MODEL

20 dydt(1,1) alphax( y(2) — y(1) - hx_yl );
21 dydt(2,1) y(1) - y(2) + y(3);

22 dydt(3,1) (-beta) *xy (2) - gammax*y(3);

23
24 CLONED DYNAMIC MODEL

25 dydt(4,1) alphax (y(7)-y(4)-hx_vy4);

\O

o
o\

o0 o°
o\
o
o\

26 dydt (5,1) = alphax(y(8)-y(5)-hx_vy5);

27 dydt (6,1) = alphax(y(9)-y(6)-hx_y6);

28

20 dydt(7,1) = y(4) - y(7) + y(10);

30 dydt(8,1) = y(5) - y(8) + y(11);

31 dydt(9,1) = y(6) = y(9) + y(12);

32

33 dydt(10,1) = (-beta)*y(7) - gammaxy(10);
34 dydt(l1l,1) = (-beta)*y(8) - gammaxy(1ll);
35 dydt(12,1) = (-beta)x*y(9) - gammaxy(1l2);
36 % %
37 end

Cadigo B.5: Cédigo para calcular os expoentes de Lyapunov para o modelo de Lorenz

(A.5) via metodologia do mapa tangente.

1 %% %%
2 %% DEFINICAO DAS VARIAVEIS

3 b =8/3;

4 sigma = 10;

5 r = 28;

6 %% %%
7 %% DEFINICAO DAS CONDICOES INICIAIS E OPCOES DE INTEGRACAO

8 dim = 3;

9 vk = zeros(dim);

10 uk = eye(dim);

—
[

y_init = [ 1 0 1 reshape(eye(dim),1,1[1) 1;
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12 t_init = 0;

13 tempo = 0;

14 t_final = 10000;

15 t_gsr = 0.5;

16 passo = 0.01;

17 MaxItera = round( (t_final-t_init)/t_gsr );

18 LyapSoma = zeros (dim,MaxItera);

19 LyapLocal = zeros(dim,MaxItera);

20 Lyap = zeros (dim,MaxItera) ;

21 Tempo = zeros(l,MaxItera);

22 Options = odeset ('RelTol’,le-8,’AbsTol’,le-8);

23 %% %%

24 %% EXECUCAO DO MODELO DINAMICO

25 for ii = 1:1:MaxItera

26 e %

27 [T,Y] = oded45(Q(t,y) Lorenz_TanMap (t,y,sigma,b,r), (tempo:passo: (tempo+
t_gsr)),y_init,Options);

28 B T %

29 tempo = tempo+t_gsr;

30 y = Y(end, :);

31 Fi_T = reshape(y((dim+1l) :end),dim, [])";

32 B T %

33 deltax = Fi_Txuk;

34 S T %

35 for jj = 1:1:dim

36 if jj ==

37 vk(:,33) = deltax(:,33);

38 uk (:,33) = vk(:,3J)/norm(vk(:,33));

39 else

40 % Variavel auxiliar para o calculo

41 pdi = 0;

42 for kk = 1:1:(33-1)

43 pdi = pdi +

44 (( uk(:,kk)"*deltax(:,373) )/ ( uk(:,kk)’"*uk(:,kk) ))*uk(:,

kk) ;

45 end

46 vk(:,3j) = deltax(:,3jj) - pdi;

47 uk (:,33) = vk(:,3J)/norm(vk(:,33));

48 end

49 end

50 S T %

51 for jj = 1:1:dim

52 if norm(vk(:,3jj)) ~= 0

53 LyapLocal (jj,ii+1l) = (1/t_gsr)*log(norm(vk(:,33)));

54 LyapSoma (jj,1ii+1l) = LyapSoma(jj,ii) + log(norm(vk(:,33)));
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55 Lyap(jj,ii+1l) = (1/ (tempo-t_init))*LyapSoma (jj,1i+1);

56 end

57 end

58 B T %
59 % Atualiza as variaveis para a proxima iteracao

60 Tempo (1ii+l) = tempo;

61 y_init = [ y(l:dim) reshape(eye(dim),1,[]) 1;

62 B T %
63

64 end

65 % %

Cddigo B.6: Cédigo para calcular os expoentes de Lyapunov para o modelo adimensi-

onal do circuito de Chua (3.4) via metodologia das Dindmicas Clonadas.

1 clc

2 close all

3 clear all

4

5 %% %%
6 %% DEFINICAO DAS VARIAVEIS

7 Cl1 =1/8.575; c2 =1/1; L =1/7; RL =0; G=0.7; m0O = -0.5; ml = -0.8;

8 Bp = 1; alpha = C2/Cl; beta = C2/(LxG"2); gamma = (RL*C2)/(GxL); a = ml/G;
9 b = m0/G;

10 %% %%
11 %% DEFINICAO DAS CONDICOES INICIAIS E OPCOES DE INTEGRACAO

12 dim = 3;

13 t_init = 0;

14 tempo = 0;

15 t_final = 30000;

16 passo = 0.01;

17 t_gsr = 0.5;

18 MaxItera = round( (t_final-t_init)/t_gsr );

19 delta = le—-4;

20 y_init_orig = [0.15264 -0.02281 0.38127];

21 y_init_clon = (ones(dim,1l)xy_init_orig)’ + deltaxeye (dim);

22 y_init = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)];

23 LyapLocal = zeros(dim,MaxItera);

24 LyapSoma = zeros (dim,MaxItera);

25 Lyap = zeros (dim,MaxItera);

26 Tempo = zeros(l,MaxItera);

27 deltax = zeros(dim);

28 Options = odeset ('RelTol’,le-8,’AbsTol’,1le-8);

29 %% %%

%% EXECUCAO DO MODELO DINAMICO

w
=]
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31 for ii = 1l:MaxItera

32 [T,Y] = ode45(@(t,y) ChuaAdiml985_ClDyn (t,y,alpha,beta,gamma,a,b), (tempo:
passo: (tempo+t_gsr)),y_init,Options);

33 B T %

34 tempo = T (end);

35 y_orig = Y(end,l:dim)’;

36 y_clon = Y(end, (dim+1) : (dimx (dim+1)));

37 y_clon = reshape(y_clon,dim, [])’;

38 B T %

39 deltax = y_orig*ones(l,dim) - y_clon;

40 G T %

41 [vk, uk, Normk] = GSR2(deltax, dim);

42 § e %

43 for jj = 1:1:dim

44 if Normk(:,3j3j) ~= 0

45 LyapLocal (jj,ii+1) = (1/t_gsr)*log(Normk (:, jj)/delta);

46 LyapSoma (jj,1ii+1l) = LyapSoma(jj,ii) + log(Normk (:,Jjj)/delta);

47 Lyap(jj,ii+1l) = (1/ (tempo-t_init))*LyapSoma (jj,1i+1);

48 end

49 end

50 S T %

51 % Reinicializa as variaveis para a proxima iteracao

52 y_init_orig = y_orig’;

53 y_init_clon = (ones(dim,1l)*y_init_orig)’ + deltaxuk;

54 y_init = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)1;

55 Tempo (1i+1l) = tempo;

56 G T %

57 end

58 %% %%

59 %% DESENHA A RESPOSTA DO SISTEMA
60 figure

61 plot (Tempo,0.0,’k");

62 hold on;

63 plot (Tempo, Lyap) ;

64 hold on;

65 %

oe

Cddigo B.7: Cdédigo para construir o diagrama de bifurcagao para o modelo adimensi-

onal do circuito de Chua (3.4).

1
2
3
4
5

oe
oe
o
oe

o\
o\°

DEFINICAO DAS VARIAVEIS
cl =1/9; ¢c2 =1/1; L. =1/7; RL =0; G = 0.7; m0O = -0.5; ml = -0.8;
Bp = 1; beta C2/ (L*G"2); gamma = (RL*C2)/(G*L); a = ml/G; b = m0/G;

nIncControlParameter = 0.1;
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vAlpha = 7.0:nIncControlParameter:9.0;

[ I I R
)

o°
o

© 0w N o

o
o\°
o\
o

10 %% DEFINICAO DAS CONDICOES INICIAIS E OPCOES DE INTEGRACAO
11 t_init = 0;

12 t_final = 2500;

500;

14 passo = le-2;

13 t_trans

15 tspan = t_init:passo:t_final;

16 index_trans = round(t_trans/passo);

17 y_init = [0.15264 -0.02281 0.38127];

18 Options = odeset ('RelTol’,le-8,’AbsTol’,le-8);
19

20 % Define a secao de Poincare

21 % - Ver a resposta temporal para ajuste desse valor
22 Threshold = 0.0;
23

24 % Inicializacao dos parametros da reta
25 CoefAngular = 0;

26 CoeflLinear = 0;

27

28 nMaxPoincare = 300;
29

30 vPoincareX

Il
—
—
~

31 vPoincareY

Il
—
—
~.

32 %% 53
33 %% EXECUCAO DO MODELO DINAMICO
Bd g %

35 matlabpool ('open’,’local’,PoolSize);
36 & —mmm e %
37 parfor ij = l:numel (vAlpha)

38 G T %
39 % Inicializacao do vetor gque contem os indices do pontos que estao

40 % sobre (ou muito proximos) da secao de Poincare

41 index = [];

42

43 % Define variavel de contagem auxiliar

44 aux = 1;

45

46 % Aloca memoria para os vetores temporarios

47 PoincareX = []; PoincareY = [];

48 G T %
49 % DEFINE O VALOR DO PARAMETRO DE CONTROLE PARA A ITERACAO ATUAL

50 alpha = vAlpha (ij)
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51
52
53

54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84

85

86
87
88
89
90
91
92

% EXECUCAO DO MODELO DINAMICO
[T,Y] = ode4d45(@(t,y) ChuaAdiml985 (t,y,alpha,beta,gamma,a,b),tspan,y_init,
Options);

o

PROCEDIMENTO DE DEFINICAO DA SECAO DE POINCARE

o°

— O procedimento baseia-se em ajuste de curva linear:

o

— Verifica quando o sistema passou pela secao (Threshold);

oe

— Quando passou, tem-se o ponto imediatamente antes e o

o\

imediatamente depois;

o

— Ajusta uma reta a partir desse pontos;

o

— Calcula-se o ponto de interseccao;

varX = Y (index_trans:end,1l)’;
varY = Y (index_trans:end,2)’;
varZ = Y (index_trans:end,3)’;

% PASSO 01
for ii = 1:(length(varz)-1)

[

% O ponto estah exatamente sobre a secao de Poincare

if varz(ii) == Threshold
index (aux) = 1ii;
aux = aux + 1;

elseif (varZ(ii) >= (Threshold))s&& (varZ(ii+l) <= (Threshold)) ||
(varZ (ii) <= (Threshold))&& (varzZ(ii+l) >= (Threshold))
index (aux) = ii;
aux = aux + 1;

end

% PASSO 02
for ii = l:length (index)

o

AMOSTRAGEM DE ’X’

o°

Calcula-se os coeficientes da reta que ajusta os pontos

CoefAngular = (varZ(index(ii)+1l)-varZ(index(ii)))/ (varX(index (ii)+1)-
varX (index (ii)));

Coeflinear = ((varZ(index(ii)+1l)+varZ(index(ii)))-CoefAngularx (varX(
index (ii)+1)+varX (index (ii))))/2;

[

% Calcula os pontos que seriam obtidos caso a secao de Poincare
o

% fosse atingida de maneira ideal

PoincareX(ii) = (Threshold - CoefLinear)/CoefAngular;

% AMOSTRAGEM DE 'Y’

% Calcula-se os coeficientes da reta que ajusta os pontos
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93 CoefAngular = (varZ(index (ii)+1)-varZ (index (ii)))/ (varY (index (ii)+1) -
varY (index (ii)));

94 Coeflinear = ((varZ(index(ii)+1l)+varZ (index(ii)))-CoefAngularx (varY (
index (ii)+1) +varY (index (ii))))/2;

95

96 % Calcula os pontos que seriam obtidos caso a secao de Poincare

97 % fosse atingida de maneira ideal

98 PoincareY (ii) = (Threshold - CoeflLinear)/CoefAngular;

99 G mm %

100 end

101 G T %

102 % ARMAZENA OS DADOS PARA O VALOR ATUAL DO PARAMETRO DE CONTROLE

103 % — Limita-se em "nMaxPoincare" o numero maximo de pontos que

104 % compoem;

105 vPoincareX(ij,:) = [alpha, PoincareX(l:nMaxPoincare) ]; %$tempPoincareX;

106 vPoincareY (ij,:) = [alpha, PoincareY(l:nMaxPoincare) ]; %$tempPoincareY;

107 § mm e %

108 end

109 & ——————— - %

110 matlabpool (‘close’);

112 %% DESENHA A RESPOSTA DO SISTEMA

113 figure

114 plot (vPoincareX(:,1),vPoincareX(:,2:end), ...

115 "LineStyle’,’none’,’Marker’,’.’,’'MarkerSize’,2.0,’Coloxr’, [0 O 01);
116 ylabel ('x’,’FontSize’,12);

117 xlabel (' alpha’,’FontSize’,12);

118

119 figure

120 plot (vPoincareY(:,1),vPoincareY(:,2:end), ...

121 "LineStyle’,’none’,’Marker’,’.’,’'MarkerSize’,2.0,’Coloxr’, [0 O 01);
122 ylabel('y’,’FontSize’,12);

123 xlabel (' alpha’,’FontSize’,12);

124 %

o

Cddigo B.8: Cdédigo para construir o diagrama de variagao do espectro de Lyapunov

para o modelo adimensional do circuito de Chua (3.4) em funcao do parametro a.

1
2
3
4
5
6
7

o
o
oo
o

o
oe

DEFINICAO DAS VARIAVEIS

cl =1/9; ¢c2 =1/1; L =1/7; RL =0; G =0.7; mO = -0.5; ml = -0.8;
Bp = 1; beta = C2/(LxG"2); gamma = (RL*C2)/(G*L); a = ml/G; b = m0/G;
nIncControlParameter = 0.1;

vAlpha = 7.0:nIncControlParameter:9.0;

o
o
oo
o
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10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

46
47
48
49
50
51

PoolSize

o
o

%% DEFIN
dim = 3;
t_init =
t_final
passo =
t_gsr =
MaxItera
delta =
Tempo =
vBifurcL

Options

ICAO DAS CONDICOES INICIAIS E OPCOES DE INTEGRACAO

0;
= 5000;
0.01;
0.5;
= round( (t_final-t_init)/t_gsr );
le—4;
zeros (1,MaxItera);
yap = 255xones (length (vAlpha), (dim+1));
= odeset ('RelTol’,1le-8,’'AbsTol’,1le-8);

%

o

%% EXECU
matlabpo

% DE
alph

y_in
y_in

y_in

% AL
Lyap
Lyap
Lyap

—_—— —_—— J—— %

CAO DO MODELO DINAMICO

ol (‘open’,’local’ ,PoolSize);

FINE O VALOR DO PARAMETRO DE CONTROLE PARA A ITERACAO ATUAL
a = vAlpha(ij);
o = 0;
it_orig = [0.15264 -0.02281 0.38127];
it_clon = (ones(dim,1l)xy_init_orig)’ + deltaxeye (dim);
it = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)1;
ax = zeros (dim) ;
OCA MEMORIA PARA OS VETORES QUE CONTEM OS EXPOENTES DE LYAPUNOV
Local = zeros (dim,MaxItera);
Soma = zeros (dim,MaxItera);
= zeros (dim,MaxItera);
ii = 1:MaxItera
[T,Y] = oded5(Q(t,y) ChuaAdiml985_ClDyn (t,y,alpha,beta,gamma,a,b)

tempo:passo: (tempo+t_gsr)),y_init,Options);

y_orig = Y(end,1l:dim)’;
y_clon = Y (end, (dim+1) : (dimx (dim+1)));

y_clon = reshape(y_clon,dim, [])’;

o\
o°
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52 deltax = y_origxones(l,dim) - y_clon;

53 § mmmm %
54 [vk, uk, Normk] = GSR2(deltax, dim);

55 S T
56 for jj = 1l:1:dim

57 if Normk(:,3jj) ~= O

58 LyapLocal (jj,ii+1) = (1/t_gsr)=*log(Normk (:,3jj)/delta);

59 LyapSoma (jj,ii+l) = LyapSoma(jj,ii) + log(Normk(:,jj)/delta);
60 Lyap(jj,ii+1l) = (1/(tempo-t_init))*LyapSoma(jj,ii+1);

61 end

62 end

63 § mmm %
64 % Reinicializa as variaveils para a proxima iteracao

65 y_init_orig = y_orig’;

66 y_init_clon = (ones(dim,1l)x*y_init_orig)’ + deltaxuk;

67 y_init = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)1;

68 § mm e %
69 end

70 B T %
71 % ARMAZENA OS RESULTADOS

72 vBifurcLyap(ij,:) = [alpha Lyap(:,end)’];

73 T %
74 end

T %

76 matlabpool (‘close’);

%% %%
78 %% DESENHA A RESPOSTA DO SISTEMA

79 figure

80 plot (vBifurclyap(:,1),0.0,...

81 "Marker’,’.’,’MarkerSize’,2,"’LineStyle’, ' none’,’Color’, [0 0 01);

82 hold on;

83 plot (vBifurclLyap(:,1l),vBifurclLyap(:,2:end), ...

84 "Marker’,’.’,’MarkerSize’,2,’LineStyle’, ' none’);
85 hold on;
86

87 xlabel ("alpha’,’FontSize’,12);
88 vylabel (’lambda’,’FontSize’,12);
89 %

o

Cddigo B.9: Cddigo para construir do campo de FTLE necessario para a identificacao

das LCS para o modelo capaz de gerar atratores multiscroll (2.2).

o o o o
1 %% 5%

2 %% DEFINE SE O SISTEMA IRAH GERAR UM ATRATOR UNI- OU BIDIMENSIONAL
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40
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46
47

% - 1" = atrator unidimensonal
% - 2" = atrator bidimensonal
nDimensional = 1;

o\
o\

%% DEFINICAO DAS VARIAVEIS

if nDimensional == 1

dl = 0.7; d2 = 0; a = 0.7; b =0.7; ¢ = 0.7; hl

kl = 10; k2 = 50; pl = 1; gl = 1; p2 = 0; g2 =

else

dl 0.7, d2 = 0.7; a =0.7; b =0.7; ¢ = 0.7;

= 50; k2 = 50; pl = 0; gl = 0; p2 = 0; g2 =

-
=
|

oo __ N N
i)

%$% DEFINE OS VETORES DE CONDICOES INICIAIS
PassoCondInit = 0.05;

% "z0’ constante

vX0 = —-50:PassoCondInit:50;

vY0 = -15:PassoCondInit:15;

vzZz0 = 0.2;

[mGridX0 mGrid¥0] = meshgrid(vX0, vYO0);

oo __ N N
)

%% DEFINICAO DAS CONDICOES INICIAIS E OPCOES DE INTEGRACAO

dim = 3;

t_init = 0;

t_final = 30;

passo = 0.01;

t_gsr = 0.5;

MaxItera = round( (t_final-t_init)/t_gsr );
delta = le-4;

Tempo = t_init:t_gsr:t_final;

Options = odeset ("AbsTol’,1le-8,"’RelTol’,1le-8);

Mz = NaN(size (mGridX0)) ;
MzNeg = NaN(size (mGridXO0)) ;

I
—
—
~

mLocallLyapl

|
—
—
~

mLocallyap2 =

I
—
—
~

mLocallLyap3
mStatesLocalLyapClDyn = [];
mNegStatesLocalLyapClDyn = [];

o\°
o\°

O

s MODULO PRINCIPAL

o\
o\

o
o\°

o\
o\°

0P
o°

o\
o\°
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48 matlabpool (' open’,’local’,PoolSize);
49
50 parfor ij = l:numel (mGridXO0)

51 T T %

52 tempo = 0;

53 T %

54 y_init_orig = [mGridXO0 (ij) mGridYO(ij) wvz0];

55 y_init_clon = y_init_orig’*ones(l,dim) + deltaxeye (dim);

56 y_init = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)1;

57 G T %

58 LyapLocal = zeros(dim,MaxItera);

59 LyapSoma = zeros(dim,MaxItera);

60 Lyap = zeros (dim,MaxItera);

61 B T %

62 for ii = l:MaxItera

63 G mm e %

64 tspan = tempo:passo: (tempo+t_gsr);

65 G mm e %

66 [T,Y] = oded5(Q@(t,y) D2nmDoubleScroll_ClDyn (t,y,a,b,c,dl,d2,hl,h2,kl,
k2,pl,gql,p2,92),tspan,y_init,Options);

67 G e %

68 tempo = T (end);

69 G mm e %

70 y_orig = Y(end,1l:dim)’;

71 y_clon = Y (end, (dim+1l) :end);

72 y_clon = reshape(y_clon,dim, [])’;

73 G mm e %

74 deltax = y_orig*ones(l,dim) - y_clon;

75 G mm e %

76 [vk, uk, Normk] = GSR2(deltax, dim);

7 G T %

78 for jj = 1:1:dim

79 if Normk(jj) ~= O

80 LyapLocal (jj,ii+l) = (1/t_gsr) *log(Normk (jj)/delta);

81 LyapSoma (jj,1ii+l) = LyapSoma(jj,ii) + log(Normk (jj)/delta);

82 Lyap (jj,ii+1) = (1/ (tempo-t_init))xLyapSoma (jj,ii+1);

83 end

84 end

85 G mm e %

86 y_init_orig = y_orig’;

87 y_init_clon = y_init_orig’ *ones(l,dim) + deltaxuk;

88 y_init = [y_init_orig reshape(y_init_clon’,1,[]1)];

89 § %

90 end

91 G %
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123
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132
133

%%

fig
sur
col
sha

vie

fig
sur
col
sha

vie

fig
sur
col
sha
vie

%

tempLocallyapl = [mGridXO0 (ij),mGrid¥0(ij),vz0,LyapLocal(l,1l:end)];
templocallyap2 = [mGridXO0 (ij),mGridY0(ij),vZ0,LyapLocal(2,1l:end)];
templocallyap3 = [mGridXO0 (ij),mGridY0(ij),vZ0,LyapLocal (3,1:end)];

tempStateslLocallyapClDyn = [mGridXO0 (ij),mGrid¥0(ij),vZ0,mAveragelLocallyap

' ,max (mAverageLocallLyap) ];

tempNegativeStatesLocallyapClDyn = [mGridXO0 (ij),mGrid¥0(ij),vZzO0,
mAverageLocallyap’,min (mAveragelLocallyap) ];

% Matriz a ser utilizada na construcao da figura

Mz (ij) = tempStatesLocallyapClDyn (end, end);

MzNeg (ij) = tempNegativeStatesLocallLyapClDyn (end,end);

~

mLocallLyapl (ij, : tempLocallLyapl;

mLocallyap2(ij, :) = tempLocallyap2;

~

mLocallyap3(ij,: tempLocallyap3;

mStatesLocallyapClDyn(ij, :) = tempStatesLocallLyapClDyn;
mNegStatesLocalLyapClDyn(ij, :) = tempNegativeStatesLocallLyapClDyn;

—_ N N —_ )
©°7o

DESENHA A RESPOSTA DO SISTEMA
ure (1) ;

f (mGridX0, mGrid¥Y0,Mz) ;

ormap jet;

ding interp;

w ([0 901);

ure (2) ;
f (mGridX0, mGridY0, MzNeq) ;

ormap jet;

ding interp;
w([0 901);
ure (3) ;

f (mGridX0, mGridY0, -MzNeq) ;
ormap jet;

ding interp;

w ([0 901);

o
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