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RESUMD

-

propte uii metodo para estudo de sua estasiiiczc

91l

baseado no método da primeira harmbnica parz
xistencia da auto-oscilagao e considera pertur:
tinuo e na amplitude dz oscilacao, estudands ¢

tzs com fespeito ac tempo, obtendo um c¢riterd

dz orbital da auto-oscilacgao.

ABSTRACT

This work analyses asymmetrical sci®

and presents a method to stuydy its orbital s=z:
determination of the self-oscillation is base:

- function method, and considers perturbaticns

and amplitude of the osciltlation to derive 2 criterig

orbital stability of the seif-oscillation.
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INTRODUCAD

0 estudo de auto-oscilag¢Oes em sistemas naoc tinear

n
(1]
mi

B

-3

um campo bastante amplio, objeto de intensas pesguisas, oncs ¢

b1

te ainda uma gquantidade enorme de trabaiho a ser realizace.

-t
£
[

Tendo em vista a complexidade do assunio, procuc

aborda-lo por um metodo de analise que, apesar de nao rigero:s
e, sem duvida, uma das grandes ferramentas para a previsac & oon
portamento de uma classe de sistemas rao lineares, e que s2 deno-
minz Metodo da Primeira Harmdonica.

Este metodo, tambem conhecido por Fumg3e Bescritivz |
protura aplicar aocs nd3o lineares algumas das tEemigas w1t ooz
na analise de sistemas }ineares, o que lhe GZ a caracteris:iza
de simpiicidade. . ' _ ‘

A formaz classica do método & mosirzda 1o
assim como e apresentado o Critéric de L8eb para a.sstehiliilcace

de auto-oscilacOes simétricas.

de analise, devida a Kalman, qual seja, o metods dos ‘ponrtoz <ori-
ticos reais e virtuais. Neste Capitulo ainda, apresentamcs  ume
extensio do metodo do lugar das raizes, tendo em vista umz nas 13i
nearidade substituida por seu ganho compiexo equivalente; e tam-
bem sao analisados dois casos interessantes que surgem gz apiica-
¢cdo do metodo da primeira harmonica.

No Capitulo 3 & apresentada a contribuigao que deu o-
rigem a este trabalho; um método para a determinacao da esiabili-
dade orbital de auto-oscilacdes assimetricas, baseado na conside-
racio de perturbacgoes aplicadas a uma auto-osciltagao que & solu-
¢cao para o sistema nao linear estudado, e analisando-se ¢ compar-
tamento no tempo das perturbagaes'conSideradas._Neste Capitulo e



- ? -

desenvolvido, tambéem, um exemplo de aplicagdo do metodo, acompanha
do de uma simulagao analogica. '

0 metodo &, em seguida, particularizado para ¢ casc de
nivel continuo nulo (Capitulo 4) e e feita uma tentative =& comps-
racao com o Criterio de Ldeb.

0 Capitulo final apresenta algumas consideragoz: zUs

respeito ao metodo proposto.



CAPTTULD I

METODO DA PRIMEIRA HARMBKICA

1.1 - INTRODUGAD

pat
2
13
I

0 metodo da funcao descritiva consiste na_substitu

HE

IJ
Lo

um elemento nao linear, excitado com um sinai conhegids, n:

m
e

blsco linear "equivalente"; quando o sinal excitador € senczig
esta teécnica toma o nome especifico de Aproximagao da Primsirz
Harmonica ou Metodo da Primeira Harmonica oy ¥etndo dz linszri-

zarao Harmonica.

A técnica e bastante aplicada no estudoc do -d8SEmBERnD-GE-—
sistemas de controle, e sua vantagem & “traduziT® emitermos ae
engenharia os metodos quase-lineares da mecanica aao ivnsar. 72
‘de ser vista tambem como uma tentativa de gemeraliracan  da nocad
de fungao de transferenc1a para sistemas miEc iinmarss.

Seu mérito principal € a simplicidade de apliicagac; sua
desvantagem basica e a falta de rigor, n3o se sabends, senzc Dor
certas indicagoes empiricas, quais as condigpes de wvalidage para
seu uso correto. N

1.2 - FUNCAD DE TRANSFERENCIA EQUIVALENTE

Consideremos um sistema linear descrito pela seguinte -2qua~
¢ao diferencial: '

My dr d"x - dx
a — + ... 4 8, — +ar=>b — +...4 b;— + b x (1.1)
N q¢h 1 dt Co m dtm Idt ¢ :
com
a £ 0D e R>m
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Para abreviar a notacao escrevamos (1.1) em termos do cpe-
rador diferencial p = d

T odt

D(p) r(t) = M{p) x(t)

com
D{p) = anpn oo b P toag
M{p) = bmpm oo byp ot bo

Se o sistema e invariante falamos de sua equagac caracisr ctiza

D(s) =0 - | 1.2y

€ de sua fungao de transferéncia

G(s) = -M—(ﬂ
D(s)

onde S = 0 + jw £ a variavel complexa de Lapizce, Regrasenrare-
mos tal sistema pelo diagrama da Figura 1.1 '

oxety S
° > Gsy —

W

Figura 1.1 - Representacao em bloco de um sistems 1imsar
invariante '

Se todas as raizes de {1.2), equagdo caractéristica, estive
rem no semi-planoc esquerdo e o sistema for excitado por uma -entra
da senoidal '

x(t) = Xy sen wt (1.3}

com Xy e W constantes, a saida r(t) alcanca um regime permanente
dado por '



rp(t) = ry sen (wt + v)

com

n

o
—~
Lo

x

X A= {6 (3w v

A funcao de transferencia, para s = jw, G{iw} =-A.exp{je
e funcdo exclusiva de w, n3o dependendo da amplitude de excizae
x. Esta e a base dos métodos harmdnicos de grande utiligecs ac
estudo de sistemas lineares; tentaremos extende- 10, de mansire
aproximada, para sistemas nao lineares. '
Cons1deraremos 0 s1stema nao linear da Figura 1.2 com =S
sagnintes suposigoes:
a) excitagdo senoidal x(t) = XySen Wi, x; & w conslanies.
b) a saida, r(t), alcanga um regime permanents bLuvriddi-
co, rp(t), de periodo igual ac da excitacgao. '

¢) o valor meédio do regime permanenie da saicz. & nuic.

sSistema . N §

I nao livear ]

Y
)

*(t)

v

Figura 1.2 - Representagao de sistema nao linear
Uso de trago duplo para distinguir do Tinear

0 regime permanente rp(t) e periodico, mas nao obrigatoria-
mente senocidal; associemos a ele, seguindo um criterio, wez senoi
~de rosen (wt + ¢); os criterios mais usuais s3o

a) Ty sen (wt + ¢) e a componente fundamental do desenvolvi
~mento em serie de Fourier de rp(t).

b) fenergia por ciclo energia por ciclo '
( de r (t) ' ) T \de ry sen (wt + ¢)/ .



e mais uma condigao que permita fixar a fase ¢

Para outros critérios de associagdo vide []

Adotaremos o primeiro criterio, pois sua aplicagdc % mais
intuitiva nos sistemas "filtrados" como veremos no parigr:zic sz-
guinte. '

Por extensao, definimos a fungao de transferenciz =ouizz -
lente para o sistema nao linear em consideracao, como:

N o= N (xy,%) = B exp (Jjo)
com
B =8B (x],w) =T e ¢ = ¢(x1, W)
: X
1

Em principio, N e fungdoc da frequencia, w, e tambem <z

t

s ™

ry

0

n(!
ekl

i

4

amplitude, Xy do sinal sencidal de excitacaos; s= N nas

corstante de xq, © principio da superposigisc, carater esssncizi
dos sistemas Tineares, nio & mais aplicdvel.

Quando a fungdo de transferencia equivaisnis, N, hat gopef-

de de w, toma o nume de ganho complexo ecuivalents. Diz-z2, entio,
14

que 0 sistema nao linear & instantaneo ou sem inércia cu. 2
gque a caracteristica nao iinear e aigébritﬁ,;ﬂesxa;zzannﬁ;saiﬁa
r(t), como considerada, nao tem transitoric ¢ roincig.. portanio,

com s (t).

Consideraremos apenas cardcteristicas nao lineares aigebri-

cas, pois, no caso mais geral em que N depende-de w, a aproximagas
da primeira harmonica perde sua vantagem principal que & a simpli

cidade

1.3 - SISTEMA CONSIDERADO

Por questoes de padronizacao consideraremos sistemas que
possam ser colocados sob a forma do diagrama de blocos da Figura
1.3, onde o orgao nao linear e suposto sem inercia.



e(d) v organs ) :
vt}
— + /7N N _3 5 G (s N LQ
\__ Nnaon hinear ! ]
o
i
A \is
. ¢
:
_ . j
Figura 1.3 - Sistema padrio
Se x{t) = Xx; sen wt, vemos que , pericdica, _apresznta-
_ . 1
ra harmonicas em w, 2w, 3w, ...; para que r{%*} tenhz umsz fcrma

il

13 .
HEESH S

ﬁ

aproximadamente senoidal devemos supor gue ¢ dlo
efetua uma energica fTiltragem sobre as harmonicas super?nri

17

in

gue € 0 caso de diversos sistemas de contrdle, em especia.. =

12
»
I

w

m

servomecanismos que tem saida mecanica de grande inarciz. Fziz
-entao, em sistemas Filtrados

A falta de rigor.na definigdo dos sistermas Filorooor —onsid
tuz 0 maior inconveniente do metode da primeir:z harmon:
solucao de um problema pratico niao podemos tar csrtzzs. us
aplicacdo do metodo forneca resultados gqua :

—d

Evidentemente, a suposigao (¢} feita-no. parsgrasc 1.I pose
ser retirada, se supusermos gque a filtragem tmmwbewm so -eve=tusz Dara

- -
0 nivel continuo

1.4 - AUTO-OSCILACOES SIMETRICAS

%, onde

Amd

Consideremos o sistema linear invariante da Figurz

mi

e{t}) = 0, k & um ganho independente da freguéncia e G(s}
cao de transferencia da forma anotada no paragrafo 1.2.

uma fun-



ety ¢ p LS y(t) FeE)
——()— L > ! Gsy s .
d L2

A

Figura 1.4 . - Sistema Linear Invazriants

As eguagoes deste sistema

D(p) r(t) = M{p) y(t)

y{t) = k x(t)

x(t) = - r{t)

podem ser reduzidas a

[D(p) + k M(p)] x(t) =0
cuja equagao caracﬁer?stica €
D(s) + k M(s) =0

ou

6(s) = ~—




0 sistema apresentari uma auto-oscilagio oy uma oscilagio Dro
pria se duas raizes da equacdo caracteristica forem imaginZrias oy-
ras conjugadas, todas as demais raizes estando Tocalizadaz no semi-
-planc esquerdo do plano complexo 5. Esta situacao ocorreriz nze=:
um determinado valor de k. Para valores de & tigeiraments =
res ou inferiores, teremos ou oscilagoes crescentes OU decrescentes
(note que o crescente nio corresponde necessariamente ap & superisr)
0 caso de raizes imaginarias conjugadas &, poOrtanio, um casc imiza
entre comportamentos qualitativamente diferentes. Experimentzl
te, o comportamento correspondente ao caso Vimite nde ocorrs, =
tendo interesse de um ponto de vista de engenharia,

& determinagcao de oscilagoes proprias pode ser feita atrazvas
do criterio de Nyquist, que Teva em conta 0 nimero de voltas gdaca -

Pelo lugar Glju) en torno do "ponto eritice* —1 f1g .

th

A frequéncia das auto-oscilaghes &

-

do sistema; a amplitudespelas condigﬁes‘ﬁfn%t€a§§,

Lonsideremos, a seguir, 0 sistema nao Iinaarwéaazriru.ﬁn:gaﬁg;
grafo 1.3, com e{t) = 0 ; suas equac¢oes sao ;

]

D(p) r(t) = M(p) y(t) .

fi

y(£) = f [x(t)]

#

x(t) = -r(t)
A aproximagao da primeira harménica permite reduzi-las. sem -
rigor, a :

Iote) + Nexq) M(p)] x(t) = 0 o,

cuja equagao caracteristica & :

determinada. peles orremetegs



Ds) + Wixy) m(s) = o

ou
B(s) = —pod C{x;) z
NTI;T L

C(x]) € chamado o lugar critico da caracteristica nis Pinear;
ele faz, em relacao aos sistemas lineares, o papel de up pomis ert.
tico variavel cop X1- A determinacio de auto-osciiagdo pods zer 4
ta pelo critério de Nyquist, determinando a interseccan entrs 5w}
e E(xl} (Figura 1..5), 0os valores de w e Xy neste ponto definem 5 .-

Nao so & frequemciz

agora, dos parame:r
linear, 2 ampi+

freguencia e a amplitude da oscilacao.
tambew 2 amplitude de oscilacao dependem,
sistema. No caso de escilagdo em sistems

fixadz pelas condigoes iniciais,

! estudo da estabilidade da oscilacao,
0S casos em que tais oescilagoes ocorrem fisj

Tude

in

“feiiv 3 seguin. ing
caments.

iEE

.

ter em mente, as condigo
conclusdes d

Devemos; s5empre,
gas, dentro das quais as
monica s3o validas:

&) existéncia de um par de raizes ima
¢30 caracteristica, sendo todas as demais de parte real -
negativa

b) G(s) exerce uma energica filtragem sobre as harmﬁnifas.de

yp(t)

2L nagieiL i ¥&& 8 yE-

a aproxim&;icsﬁa¢prfmeTrashar-

ginirfaS'rurisgdarﬁqua--
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Figura 1.5 =~ Determinacio gr&fizz .dz
uma auto-oscijagace

1.5 - ESTABILIDADE ORBITAL DAS AUTO-OSCILACOES SIMETRICAS

0 ponto P da Figura 1. 5. carécteriza uma auto-oscilacio de
primeira harmon1ca do sistema da Figura 1. 3; a amplitude, Xege & 8

frequencia, W, desta osc1iagao podem ser determ1nadas, respectiva-
mente, pelas curvas de C(x]) e G{jw). 0O ponio 90 representa yma SO

iugao da equacgao caracterist1ca, para s = jw, € corresponde z umz -
solucao no tempo do tipo :

x(t) - x]o ej(ﬁo.



Interessa-nos, agora, saber se esta oscilagdo € estZvel: ex ou
tras palavras, procuraremos determinar se quando submetidz z parioe.
bagoes, o sistema “tende” a conservar esta solugao.

i}

1

Fodemos, sem rigor, abordar este probiems. procuranc

de {1.4) para s = o + ju, o # 0 (Figura 1.6 ). 0s pontos F, e 7 -
s&o tambem solucbes da equacio caracteristica; ao ponto P.. vor éxeg

plo, corresponde uma solugao do tipo

=

m

Lomo, neste caso, ¢ < 0 a ampiitude da oscilagan (1.5} Ziminui

o T lempo; o “ponto de-operagds” do sistema tende.a raminher-o= 2,
ne sentido de'Po.

Um raciocinio identico nos mostraria gque umz pevriturbacsc. . cus -
ievasse 0 sistema a P2 tenderia, ‘também, a ser “regenerad:® pars © .

Nestas condigoes, podemos afirmar que, & soliugao auto-osci tan—
te caracterizada pelo ponto P» € orbitalmente-estavel, Idericamen
te, na Figura 1.7, M representa uma oscilacao orbitaimente instivel
e N estavetl. | '

As mesmas conclusges, tambem nao rigorosas, podem ser-obiidas
pelo Criterio de L8eb ﬁeJ; ele e, entretanto, de aplicacio -extrema-
mente rapida. Omitiremos sua demonstracdo e citaremos apemas suz -
uma oscilacao, como determinada pelo método da primeir
estavel se : -

aplicacao

3
harmonica e

dG{jw) dC(x])
A 5

dw dx1
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As derivadas s3o tomadas no ponto de interseccdo e corressonden
a vetores tangentes, respectivamente aos Tugares G{juw) Ci{z.:. orien

Wb T

tades no sentido dos w e Xy crescentes. 0 sinal 4 signéffzé TTodute

-

vetorial. WNo caso contrario, a oscilacio & instivel

AN Iwm

o

Cx,)

Figura 1.6 - Curvas de Gfec + Jud Tom o > O

N

\

Figura 1.7 - Auto-oscilacoes de sistema
nao linear



..‘!4_

1

Y

A Figura 1.8 ilustra a aplicagdo do Critério de Lbeb
uma oscilagao orbitalmente instavel e N & orbitaimente estive?

7\
H
2

W

A%
m

Figura 1.8 - Critério de L8eb

Todas as construgoes graficas efetuadas na pesquisa de euto-os
cilagoes pedem ser executadas, equivalentemente, num diagrama poiar
de Nygquist ou numa carta de Nichols, tambem conhecida como diagrama

de Black,



CAPTTULO 2

COMPLEMENTOS PARA ANALISE DE AUTO-0SCILALHES

Loy

Este Capitulo versara sobre alguns t0picos que 2uxiiiem o e
estudo de auto-oscilacbes em sistemas nao lineares, Os 2:z3unzzs
aqul abordados serdo desenvolvidos através de examnlos zim- oz

1
cue elucidam e daoc zo leitor familiaridads com oz wmeicdo:,

2.1 - EXTENSAD DO METODO DO LUGAR DAS RATZES

A Tecnica do Jugar das raizes, desenvolvide pErs s==:7::
de sistemas lineares, pode, dentro de certos iimites, =2+ zviznagi-
iz aos sistemas n3do lineares com o propGsito cs-se ghisr “rrigormz -
goes com respeito @ estabilidade do sistema em guesiic.

Esta extensao envolve uma aproximagaec zz mag linearizoags
por trechos de reta e a analise sendo realizadz, =mias. =7 UT Tis-
tema linear por partes [5] , OU, para estudn dsz FUie=-0Tol.sIfes,
pode-se considerar o ganho complexo equivalents da-carzsisr~iciica

nao-Tinear no lugar desta.
A forma dos sistemas aqui cons1derados t a mostradsz na Fi -
gura 1.3.
Para a aproximacao por trechos de reta, devemos impor res -
tricoes guanto ao tipo da nao linearidade f(x} envolvidsa ;:?
f(x) deve ser sem inercia, biunivoca, continua e diferencizvai,

com f' = a1 . Com isto podemos dizer que, enqguanto o vaiocr do

dx
erro x(t) estiver na V1z1nhanga de X = Koy @ caracteristica nac

linear pode ser substituida por uma constante K = f'(xz), 2 o com~ -
portamento das trajetorias no entdrno de X2 serao descritos por uma
equagao diférencial linear invariante, cujas raizes caracteristicas
dependem de K e de G(s).

0 exposto acima nos fornece duas consequencias importantes:



....'16_

a) Se para todos os possiveis valores de f'(x) o sistema .
Tinear & estavel, e intuitivo que o sistema nao Tirnezr

sera estavel.

b} Se para alguns valores de f'(x) o sistema 1insz» % ins~-

tavel,.entdo, o0 sistema n&o linezr poderz nfc zz2» =23:%-
vel,
Neste ponto esta bastante clara 2 necessidade gz consirucae
do lugar das raizes da parte linear, que evidenciara de imscizto

ml
....J

se e possivel ou nao considerar o sistemz estave

Uma exposicao bastante interessants = complietis

-

]
it
ot
L]
(38§
a

3.

L]

pode ser vista na referencia [5]

Exemplo 2.1
Consideremos um $istema de controle como g d2 Fisurz 1.3,
da2go por _ : '
T -5
B(s) I r—
s{1 + s)
f(x) caracter?stica da saturztac {Figur:
A caracteristica de saturagao f(x) oe ser #spesiTizaca

matematicamente por:

F(x) = - f{-x)

f'(x)} fun¢do positiva n3o crescente en {x |

max £(x) = £'(0)

nVv

Figura 2.1 - Caracteristica de Saturacio
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0 lugar das raTzes para a parte linear & mostrado na Fi-u-
ra 2.2, graduado em termos de K = f'(x)

e

A 4

3

Figura 2.2 - Lugar das RaTzes da Parte Linsar’

A Figura 2.2 mostra que se f'(0) & suficientements srance,

4

o lugar das raizes como uma funcdo de. |x| estarz fwicizimene
(x=0)} no semi=-plano d1re1to, e depois, para zigum x #. 7, passE-
para o semi-plano esquerdo. Isto sugere gue sﬂ rz -syficiente ~tomay
trechos de retas com apenas duas inclinacbes diferemtes—coms, ror
exemplo, f*(x) da Figura 2.1. Se um estudo meis detaThads dzs *tra-
jetorias se fizer necessar1o, pode se tomar quatro inciinacoes di-
ferentes, o que levara em consideracao que o sistema linsar corres
pondente a cada segmento da aproximacao de f(x) poderz ter um dos
sequintes tipos de pontos criticos: no instavel, foco ¥nstavei, fo

co estave] ou no estavel

Neste ponto & interessante observar que se f'(0) © tal gue
corresponda a raizes no semi-plano esquerdo, pode-se cons1ierar ol
'sistema n3o linear como sendo estavel. o

0 caso de interesse, entretanto, e a situacaoc como mqstrada:.
na Figura 2.2, ou seja, nada se pode dizer, a priori, sobre a esta
bilidade do sistema. '




Serd usada a aproximacdo f*(x) da Figura 2.1, e tambem o
metodo dos pontos criticos reais e virtuais num plano de fase,
exposto por Kalman [6]

A aproximacao f*(x) & redesenhada na Figura 2.2, pzrez = ob
tencéo dos pontos criticos e de suas regioes de atuagac

- ) ‘k
i AT

(e{t) = 0).

Com os pontos de descontinuidade da derivads de—f%{x;

(-xo e Xo) pode-se determinar tres fegiaes:dnueixO"das;ahsrissaﬁ-
Regiao I - x0<x<x0
Regiao Il x <= X
Regiap III X < X

Como discutido em Apéndice, se a variavel x se enconira em
I, o sistema T1near se comporta com K= l<1 s €0 ponto critico num

plano de fase {x, x) se situaria no ponto (0,0) o qual pertence a
regido I e sera chamado de ponto critico real.

Se a variavel x se encontra em II, o sistema linear se com-
porta com K = K, , e teria o ponto critico num plano de fase {x,X)
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situado no ponto (P2 . 0), gque n3o pertence a regiao II, cue sera
entao denominado ponto critico virtual

Com o mesme tipo de raciocinmio conclui-se que & va-"Tr TII
possuiria um ponto critico virtual no planc {x.%}, no nor:ic =_,0

Usa-se, para reoresentach no planc (x.8} 2 gecy it thTEsIo

S para pontos criticos do tipo SELE

N para pontos. criticos do tipo NO

F para pontos criticos do tipo FOCO

D sobrescrito dindica ponto critice estivel

0 sobrescrite ~ indica ponto critice instive’

0 uso de parenteses indica ponto critico virtuai;czoo zon -

trario serid ponto critico real
Os subscrites , , ou 3 indicam a que regizo pertencc ¢ Don-

§ -

to critico

Com esta notagac e consultandoc o lu

| T m
cu

.(J.
o
ut

3

i

? thegamos a seguinte conf1guracao num niant de Fiss (avn

Figura 2.4)

N

p:9

YR i

Figura 2.4 - Plano de fase do sistema considerado



0s pontos criticos sao F]' s | N2+ } e ( N3+ }, ou sejz
se o sistema tem condigoes iniciais como as dadas pelo ponto (G0,
seuy comportamento, enquanto estiver na regidc I, serd insidve
ou seja, tendera a se afastar do ponto critice {0,0)}. Juzncz z23in
gir a regiao III, x> Xg s @ enguanto nels permanecer, Ts=-. 7 Io
portamento estavel, com ponto de equilibrie (7 ,O}, QU =&, Ten -
dera a se aproximar, com trajetdoria caracteris
do ponto de equilibrio. Como este ponto se siiuz mz-reciic 1, cohe
gard o instante em que ele deixa III e entrz em I, passanco 2¢ coF
portamento instzvel observado anteriormente, s¢ gus agorn oo oiant
do dos x decrescentes, ate atingir a regiic II.

Atinginds Il seu comportamento serz ectivel, tenmoenac oo
nanmio (PE’ ), situado em III, o que o force & veitar para & recido
I. repetindo os comportamentos descritos anteriorments.

Para condicoes iniciais em (:) 0 cOmMpOTIAMENnTs S=TI Seme-
Thante, sendo gue a dif erenga entre a os*'E' :
zovela iniciada em(:), e a amnl1tude 'de osc

L

casp & crescente, € no segundo & aecrescant&_'Estgffgi:-tﬁrf%:::az
existancia de ciclo limite estavel para o sisztemz.

Poder-se-ia mostrar a existencia do cicis 1imitzs usanigc-s=
um argumento devido a Poincargé, e ilustrade ns Figurz I.7

Figura 2.5 - Plano de fase do sistema
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Dado o comportamento estavel do sistema para valcres eleva
dos de f , existe uma curva fechada (a de forma losancuiar} no

iE=}

-~ A
2 b

41

plano de fase, envolvendeo a origem, a qual i5das.
zam no sentido de fora para dentro¥ Por outro lade, dade = o-isen
+

ser um ponto critico real instavel, existe uma curva fechzo: oz =
envolve e da qual todas as trajetorias originzrias de
saem. Isto implica na existencia de pelo menes um cic
tivel na regiio compreendida entre as duas curvas L

Uma outra forma de analise aproximada parz o sister:z an
questao, pode ser realizada usando-se o conceito de ganhc ¢
egquivalente da nao linearidade considerada. Este tipo de &an
decorre imediatamente dos conceitos desenveividos no metods Zz »p
meira harmonica, e ter3 portanto o mesmo grau de incerteza juans

aos resiittados chtidos.

Para descreve-io sera usado o mesmo sistems dg Eger - - 1.1
Exemplo 2.2

Seja o sistema considerado no exemplc amterior. S= .&o invas
da nio-linearidade toma-se um elemento de ganho-verizv=? cnm z am-
plitude de oscilacio, e possivel visualizar-se o comnortamento das
raizes caracteristicas do sistema com a variacao de-ampiiiucse

E possfvel, ate, calibrar-se o lugar das raizes -em termos
da amplitude de oscilagao, bastando para isto conhecer a exwressao
B(xT);consequentemente, um valor do ganho de malha aberta do siste
ma, e com isto localizam-se as ralzes da equacao caracteristica, |
Para a nao-linearidade considerada {curva de saturacao), = tendo
em vista resultados qualitativos apenas, e suficiente saber gue p3
ra x; = 0, B(xy) = f'(0), e lim B(x;) = 05 com B(x]) fungde mono
tonica decrescente com X« 17"

0 lugar das raizes calibrado em amplitude sera entzc o mos-
trado na Figqura 2.6 o

* A obtengao de uma curva fechada com estes requisitos ¢ bas
tante Laboriosa; uma aem0nstracao da existencia de pelo menos um
eiclo limite pare o sistema €& feita em Apendice, usando-se o me-
todo das transrormagoes puntuais (diagrama de Lamerey).
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Xl: XJC-

LA

Bl s

X200

Figura 2.6 - Lugar das raizes em termos de X

Para o sistema inficialmente enm TeDPOUSO, chrervacee Lo Lnue -
per temento instavel, gue provocarz um auments 'éa;ama?ﬁtuis_af.k =
qQue corresponderd a ym deslocamento dasg raizes ne sentigz ﬁ:.&ﬁﬁ;
nuicao da parte real. Entretanto, enquante as rzizas esiiversr ne
semi-plano direito a amp11tude devera crescer, E;ta situ Ec'ef*;
tird até Xy = X]d que sera um valor de equils cdede uus umz ne
turbagao da forma Xp = Xy * &X] s oM AX, > G cs-eua'ra a3 ra‘?zes
caracteristicas no semi plano esquerdo, sendo que 1sto tendsri »

diminuir 0 valor de Xy (comportamento estivel), e com ALA?<,G= as.
ra1zes caracter1st1cas se situardo no semi Plano direito o que de=
vera aumentar a amp11tude.

Desta forma, pode-se prever uma auto-oscilacio estavel, gz~
do que o ponto de amplitude X1o tem caracterVsticas estaveis e cor

responde a um par de ratzes imaginarias puras. A auto- -oscijazdo te
ra, entio, amplitude X lo © frequencia dada pela ordenada w, €o ei-
X0 imaginario,

E interessante observar que para o Tugar das raJzes calibra
.do em amplitude, foi prevista uma auto- -0scilagdo estavel, apenas
pelo fato de que para amplitudes pequenas o sistemxz apresentava
comportamento instavel, e Para grandes amplitydes comportamento
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estavel, ou seja, o lugar das raizes calibrado em amplitude cruzou
o eixo imaginario da direita para a esquerda. Cabe aqui uma ressal
va: este criterio bastante simples & valido, desde que nio hajz pa
ra aquele valor de amplitude, nenhuma raiz sitvada a direiiz ic¢

eixo imaginario. Este fato serd analisado num exemplo qus vir?

L)

seguir.,

Cumpre atiwrca notar que se o lugar cas rzizess ifivorz o-orz-

£y

48]

do o eixo imaginario da esquerda para a direita, o pontc

w

)

o]

L}

th -
1
I
£
n

1

cruzamento representaria uma auto-oscilagdo insizve
tante facil de se concluir.

Pode-se tambem, por este metodo, analiszr sistemazs »~rfz o

ganhe complexo equivalente nao seja real, Isto irpiica, erntrotarie
nz existencia de uma defzsagem ¢ entre a entrads e a seidz oz nic
linearidade. A tecnica do Tugar das raizes, em sua forma maiz co -
nherida, e para a gual existem regras simples de construcic 132 .
E cesenvolvida para sistemas com defasagem constanmte de 1870° iroa-
Timentacao negat1va) ou 0° (realimentacde positivat., A arnot o oz

sistemas com defasagens diferentes exigiriz un Trabaino
**aﬁﬁe, e 0o metodo perderia sua simplicidade.

2.2 - OBSERVACDES SOBRE 0 CRITERIO DE LOEE

Neste paragrafo serdo expiicitados alguns reidado: oo 42 =
vem ser tomados na aplicacao do Critéric de Lfch. Como foi w3

no CapTtulo 1, a determinagdo da estabilidade de auto-o6scTi)]
por este Criterio & bastante simples, bastando observar o gin:
um produte vetorial. A analise, entretanto, deve ser um poucs mais
cuidadosa, como sera visto no Exemplo abaixo: '

Exemplo 2.3 -

Seja um sistema sob a forma da Figura 1.3, com

f{x) = caracteristica de saturacdo (Figura 2.1)



1
G(s) =
('s+ a])(*s+ az)(s + a3)(s + a4)(s + as)(s + ag}{s + a?}
tomando valores positivos e distintos para os &, , & pevts T rszr

apresentarﬁ o diagrama de Nyquist da Figura 2.7

| .

 Twa

n

Figura 2.7 =~ Diagrama de Nyquist e lTugar cr¥%ics do sis=emz

Para apticacdc do criteric de Loeb & revresemizcs tamperm o
lugar critico C(xy), assumindo que f'(0) & suficientemente nrande
para atingir a configuracao mostrada.

A aplicacao pura e simples do criterio daria 2 existencia

- -— - - s r *
de duas auto-oscilagoes estaveis nos pontos ¥, = ¥ 8 X, o= ¥.q .
. 1 1o 1 i1

Porem esta afirmacao ndo & correta, 0 que € visto de imedia
~ to fazendo-se a an3alise atraves do lugar das raizes (Figurs 2.8}

*

Detalhes interessantes sao discutidos na referénciz |17

|y
—
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Figura 2,8 =~ Lugar das raizes calibrado em amplitude
A Figura 2.8 mostra claramente que 2 auto-oscilagsc dz am -

plitude X] = X]1 e instavel, uma vez que para este valor ds amnli-
tude, existe no ramo (:) um par de raizes complexas conjucatas gue
dio comportamento instavel ao sistema. A auto-oscilac3o de ampiitu
de Xy = x!o por sua vez e estavel, dado que para este valor ds am-
plitude, todas as raizes do sistema dard@o um comportamenfo estzvel
com excecao das raizes imaginarias puras do ramo (:), que Drovoca-
rao a auto-oscilacdo.
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Este fato poderia ser visualizade no diagrama polar, desde

que fosse aplicado o criterio de Nyquist para os pontos critizos
C(xl]) e C(xlo)’ certificando a existencia de duas rai:z
mi=-plano direito para o ponto C(x Xyq)s alem do par imaginzric sur
e para o ponto C(X1o) a existencia apenas do par imaciri=ic nuro.

Conclue~se, entdo, que a aplicacao pura e simples do crite-
rio de Loeb pode conduzir a resultados erroneons, ¢ que pocderia s
eliminado usando-se o criterio de Nyquist ou o metodo do iuzar das
raizes.

2.3 - DISCUSSEQ SOBRE UM CASO PARTICULAR

Seja um sistema sob a forma da Figura 1.3 onde a mzzs Tinsa-
ridade e do tipo rele com histerese e zona morta, e © blece iinear

e t21 que apresente o diagrama de Nyquist mostrade na Fiaur: Z.% |
Ajustando-se cuidadosamente os valores da zona-moriz e Gg ~ziere-

se, pode-se obter o Tugar critice C(xy) mostrade.

Este € um caso interessante, onde a curva"t{x-} iwTeTeeniy
a curva G(-jw), mas nao a curva G(jw), e o probieme seriz, -eniis,
a existéncia ou nido de auto-osc11agaob]

0 Criterio de Nyguist para sistemas Tineaves nlu zorerest:s

dificuldades em sua interpretagao pois estamos diante de umz si-
tuagdo do tipo

1 + KG(jw)= 0 , onde K & uma constante real.

Na extensao deste criterio para sistemas wao Jinears:c tra-
tados pelo metodo da primeira harmonica teremocs |

1 + N(xT)G(jm)= 0
onde N(x ) € um valor complexo calculado para w>0.

0 calculo do ganho complexo equivalente para freguenci
negativas nos levaria a W(x]), complexe conjugado de N{x}) e 3
a forma do Criterio de Hyguist a ser aplicada seria

1 + W(x])ijw)=

Assim, as intersegoes de C(x]) e G(-jw) ndo tem significa-
do como raizes imaginarias puras da equacgao caracteristica.
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Figura 2.9 - Diagrama de Nyquist e lugar critice do-sistere



CAPTTULD 3

METODO PARA DETERMINACAO DA ESTABILIDADE DE AUTC-

-0SCILACUES ASSIMETRICHS

0 método da primeira harmonica ("describing function®;
embora nao rigoroso, & de grande utilidade na dete ;
-oscilagoes de sistemas que podem ser coloczdos na
ma de blocos da Figura 3.1 com:

L) » 1y
C N Aik) s Y{t) it
G \I{ EL&J (5(P) > g <

FIGURA 3.1
a) x{t) = )(.i cos wt X]7 s
by &(p) = p)
D{p)

jwe
—
=]
Sgt”
i
o
+
Y]
e
=
s
»
+
[wl]
-



p-= 4 » Operador derivada no sentido distributivo

n e m inteiros, n>ym

c) y = f(x) , caracteristica ndo linear algébricz. fozzn-
do deé simetria Tmpar.
0 bloco linear G(p) representa a seguinte equacac diferen-
cial linear a coeficientes constantes

D{p) r{t) = M(p) v(t)

De uma forma geral o metodo baseia-se n0 seguinie racicci-
nie intuitivo: '

- x{t) & uma senoide pura de frequenciz @

LY

- ¥(t), devido 3 caracteristica nao linear f{x), 2= . .zonté
harmonicas da frequencia

- o bloco iinear exerce uma filtragem rigoross sooTs Z5TES

~ harmonicas

A estabilidade orbital da oscilagio pode ser determinzda

pelo criterio de Loeb ou por uma extensdo doc “Resi-Leguz™ “ 3. .

Alguns fenomenos verificados nao podem :ser €xp
primeira harmonica; entre eles:

1) Aparecimento de nivel continuo nas oscilagoes

1

=y
E" ]

Uma explicacaec do fenomeno foi dada por Loeb e Lebe:

il

[

supondo uma oscilacao do. tipo
x(t) = Xo + Xy cos wt

Em geral, o aparecimento do nivel cont¥nuo & associado 2
uma caracteristica nao linear y = f{x) que nao apresenta mzais s
metria impar. Na realidade, como & mostrado num exemplo posterior

-ty
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ele pode ocorrer para caracteristicas Tmpares e seu aparecimento
estd na realidade ligado a filtragem exercida pelo bloco linear
G(p) sobre os componentes do sinal y{t).

Estuda-se tambem a estabilidade orbital da oscilsz

g

comparam-se  ~0s resultados com os obtidos pelo metodo o

II} Desvio de Frequéncia

-

Nos casos em que, por exemplo, y = f{x)
ol

ca uniforme, sem histerese {ganho complexo eq 2 reall, ©
metodo da primeira harmonica nao preve variacGes da frecuir-<s de
osct iagao devido a alteragOes do ganho em mzlhs aberta. fz rriticsa
este fendmeno & largamente veririzado, podendo otorrer desvics s
Trequéncia de considerivel mactitude (50 % por exemnib}, teis dese
¥ios modificam as condicoes » Fijtragem e dio jugar ao eparezimean

o @2 harmonicas superiores

Para pequenos desvic. .s0meno foi estudadp po-

Groos KOWSky B{] . Para grandes desvios de fragusncia, o wroniee
@2 pode ser tratado por uma técnica simiiar 3 da ®"Bamal Inyut tes -
Tribing Function" [f] s suponds sinais do tipo:

x(t) = K} cos{wt + 0) + X3 cos 3 wt
]
ou
Xx{t} = X, + Xy cos{uwt + @) + X, €0s 2 wi
Este tratamento & entretanto muito laborioso e deve cer
completado com um estudo sobre a estabilidade orbital da osciiacio.

3.1 - DETERMINACKO DE AUTO~-0SCILAGUES

Para o sistema considerado, impondo que a parte linezr
G{p) exerca uma filtragem "eficiente" sobre harmonicos de ordem su
perior @ primeira pode~se fazer, como aproximacgao

x(t) = Xo(t) + X1(t) cos wt (3.1)

com

x(t)= - r(t) .- (3.2)



0 bloco nao Tinear fornecera

y(t) = £ [x(e)] = ¢ [Xo(t) + X, (t) cos mt:i}

Expandindo y(t) em Série de Fourier obtem-se:

y(t)

ta expansao permite [3] definir o ganho complexo egquiva:=ni

=Y0(XO,X1) + Y](XO,X1) cos Lnt + ¢,(X0,K1}J +

1

+ YZ(XO,X1) CosS [? wt + ¢2(XO,X])}+

mo sendo

em Serie de Fourier da-entrada y(t), a equacac difersnciz’

descre

B(p}

N(XO,X1) = " exp [:j ¢1(x07x?}‘J
. 1 .

0 bloco linear tem como entrada y{t) e comec sa

Tomando apenas 0s dois primeiros ternos 2o desenye’v-

ve 0 sistema sera

{Xc_f.X1_cos_wt P+

b g

+ M(p) {Y (X X ) o+ ¥ (x s X )cos[&t + @1\a ,X])

L

Usando notagao compliexa em (3f6}

I1
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Pk ow o

1
It
LW}
jo)
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mm—
L]

V-

h
e

(3.7)
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Separando a equagao (3.7) nas componentes continua e fundamental
vem -

i

D(p) {X } + M(p) {Y (X »X;)} =0

A
L
.
(a4}

D(p) {X; exp Tﬁmt} }o+

+ M{p){Y (X X ) exp [ﬁmt + j¢1(xatx3}] b= 3%

.Ea;ﬂeffnigﬁo do ganho compliexo equivalente (3.5}

Y'_'I (xo:’x‘l) = -x‘| 'N(xb sx]) exp _I:"j.‘bl”(xo-ax*g }3 _ .

hag,

»d
wr
et

Portanto o sistema (3.8) fica

ot

D(p) Xy} + M(p) {Y (X .X{)} =0

| T

D(p) {X; exp [Jut]} + M(p)}{X, N(X,.X;) exp [juth =0

- Veja-se agora as condigoes para exiszémtﬁaTﬂe.nmaﬁanxaensgi'
lagdo; deve-se ter nivel continuo constante, amplitude de oscila -
¢ao constante e diferente de zero e frequencia de oscilacio cons -
tante e diferente de 2ero, ou seja |

Xo(t) = xod = constante
Xy(t) = X;, = constante # 0o o (3.11)
w = wg = constante # 0
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Entrando com os valores (3.711) no sistema de equacoes!2.10)
tira-se a condigac de existéncia de uma auto-oscilacdo:

D{p) Xy} + M{p) {Y (X X )} =0

D(p) {Xq, exp [juyt] I + M(p) Xy, N(X o2X10) €XP [Jwet] b= &

Dipy {X = f{a_ + a;p + ... + n Po=oa, : R Y
o) | } { o ap T a.P ) {xoof o "o0 : ‘

?D;XDO,X]D) » Y1 (Xg02%34) © ¢1(Xg01%y,) dades por (3.4}, como

¥ e X constantes, serio por sua vez consianies: oo

"o 1o

.ﬁ{xno,xlo) dado por {3.5) seri tambem constan

t

M(P) (¥, (Xy0sX10)d = (bg + byp + «uu + b ™y IY (¥ _ %, i} =
= by ¥ (X0 X1,) (3.14)
B{p){ X]Dexp[jwot]} = X16 D(p){exp[jmot]} (3.15}

M{p}{ Xy N(X 0 X ) exp[du t]} = x]ou(xoo,x1O)M(p){exp[jmstg} 13.15)
Entretanto, seja L(p) um polinomio qualquer em reiagze zo

operador p=%_ » X um numero complexo qualquer. Ent3o, vem 97
t
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L(p)exp{at] = exp[at] . L(A,

Aplicando esta propriedade as equagCes {3.15) e 2. 7.
D(p) {Xygexpliu,t]} = Xy exp[ugt] « D(juy) (3373
M{P) {XqN(XggaXqglexp[Jugtld = X  N(X 0%,

. Ly P - - T2 15y
expJu t) M{jug) {3.18)

Substituinde {3.13),(3.14),(3.17)e(3.18} no sistema i
aguacoes (3.12) vem:

20%00 * boYp(xoo’X1o) =0

Xloexp[jmot]{D(jmo) £ N(X 0 %q1o) Mling)l =0 cu

D(jmo) + N(xoo’xlo) M{ju,) = 0 ou €inda
1+ N(XyqeKqo) G(duy) = 0
Portanto:
85X50 ¥ Do¥o(XggrXo) = O
(3.19)

I
o

1+ N(X,0sXjo) Gldug) =

e a condicao de existéncia de uma auto-osci]agﬁo[}ﬂ .
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3.2 - ESTABILIDADE DE UMA AUT0-0SCILAGAO

No capitulo anterior determinou-se a condigao para @
existeéncia de auto-oscilagao da forma

x(t) = Xgo ¥ onexP[ngt] (3,203

Assumindo & sua existencia, estuda-se 2227
orbital local desta aute-oscilagao dando uma pe

-1
ot
e
3
o
Y
“
T
o
.
o
=1
.,
1o

continuo, na amplitude e no argumento da exponencial:

x{t) = Koot Mg *+ (Xqo * sxy)exp 3wt +6 )] (3.21)

com AX bXq e-a; funcoes do tempo, s uficientemenie-pequeEncs -

0 sistema de equagoes (3.8) sera entzo:
D(p) {X00 + axo} +.M(p){Yo(xoo'+ axo,x1d+axﬁy} = G
p(p) {(Xy, ¥ ax‘)exp[jkwot +8)]}1 + M(p){{x§:+aﬁzg ‘_ C13.22)
- N(X o * DXgaXpg * AX})exp[j(mot + 8)]} ;~0

A seguir aplicam-se 05 operadores D{(p) e M(p) da mensira
especificada em (3.22}, desprezando nos resultados obtidos .&s
derivadas de ordem superior a primeira e os termos de greu-superior

a um nos acréscimos AX . B8Kq @ 8
Na aplicacao dos operadores usa-se Yo(xo'xl) e

N(XO,X1) linearizados em torno do ponto de operacgao (xoo’xlo).
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00 1o ¥ ﬂx ) =Y, (xoo x]o) ¥
BYD : BYO _
+ EYE I0 aX, + = !o ax1 {3.23)
N(xoo +-AXO,X10 + ax}} = N(xou’xlo) +
L S LA B (5.24)
3X, ‘0 “%o 321 o =" L eN

ﬂnda o s?mbo]o ]0 se refere a func3o calculada no pontc de cpera-

Ut111za ~Se uma propriedade dos operadores diferenciais
po]7nom1a1s demonstrada em [9]
~Para um operador

2 n

wy = constante 7 = 0,1,...,.0

para h(t) uma funcdo do tempo e Aum numero complexo gualguer

L(p) fe*th(t)} = *t L(p +x){n(t)} (3.25)

: 2 . .
L{p + 1) <, + a}(p + A) + «z(p + A} o+ ... +-¢n(p + A} =

2
=g + «3 A + w4+ ...+¢nl

i i- n n-1
+ p[“]_ + zczx + ... + ('i-])a;'.[l +...+(n_'[)'xnl _!]

+ play + 3sgh + ... 4 R Rt R L by



N k
£ ...+ p [mk LAETREL A

+: -

dx

_— pnfan]

Em forma compacta

Lip + A)

Para a aplicagac deste resultado neste gESBAVOIVimLi L.
zcordo com as simplificagoes admitidas (derivadss 2 or
rior a primeira e termos de grau supericr 2 .um-posTacre
preziveis), tomam-se em (3.26) apenas os termc

AT oot (0
+ iwéfﬁiilpz +...4 j_dkL{R}pﬁ 0%
2! da? ki dik
P du R
i=0 ii dki

]
]

1

dL(A)

L{p + A) S L{xr} + 2
Esta aproximagdac e um dos aspectos da znzlog
da

-passa faixa [Tﬂ . Realizando as operagoes inZice

para a primeira das equagoes vem

B(p) {xoo + axo}

D{p) {X,, + 8X,}

D{p) {X00 + axo}

£ M(p) (Y (X, + BXys Xqg ¥ AXq)}

a X

o Xo0 * D(p){AXO} =

L4 B
...t
00 + ao &XO + a]ﬂ Xo a

nt

+ a0 axo + a1A XO

%43

n

]
i

i

Fm =

s

5L

.......

i

I

o
(&%)
(Lo



Utilizando a linearizacgao de Yo(xo,x]) [(B.ZSH

£a

W

M(p) {yo(xoo + 3x0,x]0 + gxl)} = boyo (XDO,X}Q) + bo S&QE LY
sY Y Y
+b —2  ax, + b, 2 A"x + b, £%x,  (3.30)
0 ] 1 4] ] oo I
axl 3X0 ':“'\"!_t
0 o Tig
Portanto a equagao (3.28) se escreve:
5y BY
- ' B ay b sy
8,800 T 38X, + a8 X ¥ boyo(xpo’xlo) + beax_i.s o ¥ bcEY AR,
o, i,
£6. =0 a'x s+ b, 0 A"y = 3 2.21)
I 3% O 1 3X., | 1 .
olD M o
Da condigao de existencia de uma auto-oscilagic {3.18:
A equagao (3.31) se escreve entdo:
3y . ) SR 3Y,,
aoaxo + bo — ﬂxo + 8 A x0 + bi'—“ A xo + bo———- AX, |
BXO B\Xo 3)(-!
0 0 0
SYQ .
+ b] _ A'x1 = 0
BX-I

)



Agrupando vem

3Y Y Y
ao+b0—-; AX )+ ay +b1—.—° A X+ b 0 Ay s
3X aX Oax.d
0[0 G % ii:
3Y
+ by ;x_‘?. AXy = 6 (3.22)
]

Para a segunda das equacles do sistema (3.22;

D(p} 1(Xy, +8X;)exp[juw t + jo]}= D(p) fexp[Ju t] (X, + £X, jexs j2))

[
(3]
J PR §
far
(o]

yexpliid I

com X = ju = constante e h(t) = (X;, + &%,
a propriedade {3.25) 10

0{p) 1{X, + ﬂX.")exp[.jﬁot_ + jel} = exp [jm-cz}n{ﬁj%3‘_{_(._:{3.9«%;.;;?' 3exp 6]}
Aplicando a apfoximagib'(B.Z?)

B(x) + 42EX)
da

D(p + 1) J
Aéjwo

D(p) {(X]O + ﬁX]) exp[jmot +jol} =

_ o o dD(jw) : n Tia®1 =
= exp {jo_ t Dljw, ) + —|=) P, + 8Xy) exp jejl =
[m"][ Yo d(Je) |, J(“’ 1) exe | _

0.

= exp [jwot + je] (X]O.+ ﬁX])D(jwo). +

£ éXP fiwbt] ggfigg .-p {(Xy, ¢+ Ax1)exp [ie]}



Mas

p{(Xy, * ax1)exp[je]} = exp [je][a'xz + jé(x!o + 8kl o=

= exp [jej[a‘x1 + 3%y, 8+ i a8

| -

-—

*
Desprezando o termo jax1 g por ser de grau superior & uUm noi scres

cimos
p {(X,* bX;)exp [je]}= exp [jej(a X; + IX,.8)

_poriznto

+ expliu t + §87(8°X; + X, ©)
= expliugt + 36 [(X;, *+ 8%))D(Jug) + (a7Xy + 5x, 8) ==y 1233

Por um procedimento analogo desenvolve-se o terme
= :al
M(p) {(X]0 + axl) N(xoo + AX s Xy, * ﬁxi)exp (Ju t + 393

Utilizando a propriedade (3.25}, a aproximagao (3.27), & iineariza

cao de N(X00 + X X1 * XI) dada por (3.24) e lembrandc gus
oN aN .. _
p {({Xy, * 8X3) N(XOO,X]O) | AX )+ — ] AXy] exp (jell =
_ 3 X, 3 X,
o




= BXp [ja]{[N(Xoo,X]D) + iﬁ. AXO + EE_ ax?}a x1 +
BXO 3X1 _
0 0
+.(X]O + Ax]) SN 14" xo + 3K aex3§+
’ BXO BX-I i
0 0
£ 30 (oo + A NG ox )+ 3N ax e BN sy IR
T IT Ay, 1 00’ 10 X o " 3% 2 1 d
’ 0 ] -

it
L

Eldwinando os termos de grau superior a um nos acrescimcs & 5o
sixel escrever

o ) | aN H aﬂ 7 .g,-% - . T, T
P I\K]O + 6x]) [N(xoo,a-io) + — ax Ax + -Y! E\A;E EXD 4Jv =
0 g ~
S exp[IeIN(Xog Xy o) Xy + Xy 2L atx, 4
BX
o

. 3N | Lty L. e 1]
£ Xpp | B Xy + I N(XgpaKy5) €
axy -

Entdio, com a eliminacdo de termos com grau maior que um nos acres-

cimos

M(p) {(Xyy * BXIN(X , + BX X o + 8X;) exp [Ju t + jo]} =

1o



- -

= explingt]q (X, + 8Xg) {N(xoo’xlo? + %ﬂ; < AKX #

aN . .
e lo":‘x{l exp [36] M(du,) +

+p[(X}0+AX})[N( x]0)+ } AX + 1loax1]exp£j81J

=ExP[3“ot+je] [X}oﬂtx x10)+x1o_?_ ] aX +“108§ i AR, =
o - » an e
* B{Xoor%qg) AX]] M{on) * [N( ’xio) Y S RES P> oy ala %o ¥

v M{Ja Y
+ "103X1] ATXHIN NOX Xy ) 6]3T§571, BEEIE

Utilizando.a nntagﬁo abaiio_espetificaﬁ3§?Ta~escrﬂva
resultados (3.33) e {3.34)

. ' L dM{3w)
(Jug) Cd{de) 1,

M i
- : "o 8D{Juw}
D = D(on) D Y lw
_ ' _ BN - 1,
N = N(Xoo‘xlo) No = 3K0|0 _ Nl - BXIIO

Portanto (3.33) sera:

e
By
-

[
131



B(p){(X +aX )exp[ju t+je]} =exp[jm0t+je][(x1o+ax])n +

+ (87K, + 3%, 0) D’]  (3.35)

e (3.34)

M(PYL(Xq +AX IN(X +AX 2 Xq +0Xq)expliu t + F6]} =
=-axp[jmot+je]{[xloﬂ+x]ON;ax0+x]0N;nx}+Nax1} Mo+
_I_[.Hﬁ‘x],‘_x]ON;Q'xoq-x.i_ON;ﬁ.X]ﬂ'X}oN 5] M‘} | | {3.38)

Somande os segundos membros de (3.35; & (3-38;
do o0 resuyltado a zero {segunda equacdc do sistems [2.22})

]
exp[sm t +JB]{X] D+D5X1+D al Xy +iXy D a+x1 Nﬁ+a1 ﬂ ﬂﬂ?

1o
) 1L o J 1 = t I .- v i
' i CMA M s 8

lembrando que da condig3ao de existencia (3.19)

D+ N =0

pode-se afirmar que
i o . ¥ ] 1
D A X}+JX1OD 8 + XloNOM&xo + X]ON1M3X1 +

[ 4
+NM A XI+XI N M A" X +X]ON1M A X +JX]ONM 8 = 0 (3.

- 43

-

.
[ T

37)

~




Agrupando convenientemente os termos de (3.37)

XIONOM a‘X°+X]O DMAX +(D +NM +X] N M )ﬂ X] +

+ x]oNIMAXI+on(D +NM } § 8 0 {3.38;

0 sistema de equagdes (3.22) seri entio como segue

{a + b EEE J‘] ax'+[a #p 0¥ ’
0 09X o] 171 A X .+
L 0 io _ 320 |D_ 0

o"ﬁ"f BXq + b1-ﬁr- [ N Xy = 0 {3.39)

T . t s t
' 1 1 P . ' v e S \
+(D +NM +x]°N1M.)s x}fxlo(n +NM )y 3 8=0 {3.40}-

A relagao (3.40) envolve duas equagdes guando sip ggnz: -
deradas as partes real e imaginaria. Estas auasfaquagaes peTad -
tem eliminar a variavel g ,sendp que a relagao restante, junta -
mente com (3.39) formam um sistema de equagoes diferenciais da
primeira ordem em axo e nX]. do tipo abaixo

AX, -/ 8xg

T . (3.41)

A Xy \ 8%,

Em (3.41) W & uma matriz constante 2x2, e a condigao
de estabilidade local & dada por



tr W < 0

- (3.42)
det 4 > 0

Para este problema, entdao, se o sistema {3.471) for ssizvel
significa que a solugao perturbada

xp(t) = (Xgo*aXo) *+ (¥y,+8Xy) exp[jmot + 36
tende, quando t <+ o , para a solugao
x{t} = Xoot ¥1o €XP [jwot]

ou saja, a auto-ostilacao & estavel.
Desta forma, a condigao de estabilidade orbital jcczl <
uma auto-oscilacao no sistema da figura 3.1 sarz

i

tr W < D
det > O

3.3 - EXEMPLO DE - APLICACAO DO KETOD®

Seja para o sistema da Figura 3.1

Flx) = x(1-8x %) | (3.43)
3
. 2w
6(p) = g2t = Ky (3.44)
p(p +2Ew;ptuy)
nao havera perda de generalidade na suposigac g8 = 1 e wy = 1,

dado que as transformacohes



vB X + X

w;f + £

tevam a8 isto.
Assumindo como entrada do bloco nao linear

x(t) = XO + X] ces w t

venl

wn
)]
19
i
43
o
a
T3
[w]
—t
e
=
o)
3
wwdn
D
o
1]
t“.
m
3
8]
3]
—ta
-3
o
j{w]
-
[ +1]
-
1" ]
[+1}
L]
~
e
[al]
=
[ 4]
¥
£t
(ol
W
-
(730
[F]
t
1
[

i
i1

1]

)

narmonica

Utilizando

2
cos wt = -l-[1-+ cos 2wt
2

3 } -
tos wt = — [3cos wt + cos 3 wi|
. ¢

substituindo em (3.45) e agrupando convenientemente:

' 2 2 3
y(t) = (X, - Xﬁ - ixox]) + (X - 3 XX - 3—x1) cos wt
2 4
3 2 T .3
---XOX} cos 2 wt -_——-Xl cos 3 wt {2.40)

2 4



Segundo a nomenclatura adotada no desenvolvimento tedrica,
equagoes (3.4) e (3.5);

Y _ 2.3 L
O(XOSX]) - XD(] - XO - 2 X-I) -_-::«“r'."__-

Ty o 2 3 .2 e ke
Y](xo,x]) - x](] - 3X0 - ?x]) {5,427

A ndo linearidade estudada, como & visto em {3.48} ni: ir-
troduz defasagem nas harmonicas, em particular na primeira, —sr -
tanto

¢" (XO_-XI) = 0

Logo

Yo (X %) e (X _2%,) S
N(X 2Xq) = A1l iRy = orr L au?

-

ié o -4 B A 2 PR %
r§
pe

1

Serao determinadas as auto-oscilagoes DOSSAVeis, pzizs =an
digoes de existencia {3.19). ' '

Para o sistema particular estudado:

M(p) = 2 Kuw} =2k | (3.5
3 2 2 3 .2 o
D{p) = p + ZEwyp + WP = p + 2Ep + p (3.51:
Donde
a, = 0 b0 = 2K
ay = 1
a, = 2¢
a; = 1
G(p) = .M(p)



Entao:

6{juw) = {Jw) 2K i 4

0(Jw) -jwi- 2Ew* 4+ jo -28uw? - Gupig®

A primeira das equagbes (3.19) serd
. 2 _ 3 2 i
2K [X (1 = X ?;-x1o)] = 0

gu ainda, como K # 0

X -x 2yl
ool = %50 - . X1g) = 0
zom X sendo o nivel continuo da oscilaciz = iy, &

A segunda das equagoes {3.19) forneze

1+ (1 - 3% 3 X: )6(jw.) =
+ (1 - Xo0 ~ -E—X}O)G(on) =
2 2 -
=1+ (-3 - 2x0) 43 L=

00 - 2- ] 2_-;-}
4 28wy Jo, (wg Pl

™

com  w, sendo a frequencia fundamental da aute-oscilacidc.

A equagao (3.54) s0 & satisfeita para valores reais

G(jmo) consequentemente,
I, [6iwy)] = o
o que € equivalente a :

0
o {w = 1) = 0 =+  w_ = 1
1

- 48
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Evidentemente, o valor de W, que interessa @

Entdo,

6(Ju,) = 6(3.1) =g = K

E a -equagdo (54) ser:

L)

2 3,2 | R
T+ (1 -3x - = X106y = 0 (3.55)

4

E possivel com as -equagoes (3.53) e (3.55) determimar as_auio-
-osciiagoes do sistema. Para maior clareza, reescresem-so. ez i:
equacsoges

_VZ 3 2 i
Xoo (1 - “oo_' *E'xlo) =0
1+ (1= 3x TS Xpg)E = 0

Estas equagdes sio satisfeitas para

00
(3.3583
x]O = 2‘/-!. {1 + —L)
F 3 G]
+1 {1 2
Xoo = /= (1 + £
00 \/5 G]
—— (3.57)
4 1
X = |/—{(2 - —)
To 15

G,



Os valores em (3.56) correspondem a oscilagdes com n¥ves
continuo nulo (simétricas) que serio denominades oscilaciz: -
tipo PI'

0s valores em (3.57) correspondem & CZCii&CORS 200 rTva

continuo nao nulo (assimétricas) que serio denominadas oscilacles
ipo .

do tip P2 g P3

As oscilagoes do tipo P, poderdo existir, Segundo |
i

L]
“§
o
.
wed
iy
o

para valores de G, que tornem a expressic sch pzsitiva,
ou seja:
G. 2 0
? /
ou -1 > &

As auto-oscilagdes dos tipos P2 e P, podem.ccorrar S
&8s seguintes faixas de valores de G]:

G, > 0,5
-2 6

De uma maneira geral

G} < -2 tipos P], Pz e P3
-1 ¢ G, < 0 nao havera auto-oscilacio
0 <& < 0,5 tipo P,
0,5 < G] tipos P], P2 e P

Aplica-se agora o criterio de estabilidade de auto-osecila-
¢Ges desenvolvido no trabalho [relagﬁes (3.39),(3.40),(3.41) e

(3.42)] .



Para tanto, necessita-se dos seguintes valores

2 2
0 1-3x0-—3—x1
7

|

BX]

]

-3X0X1

2 3 2
N(XgaXp) = 1 - 3x] - =4

o
|
1
[aV]
Ty
0
n

-2 + j.4¢



i
(5 )]
™~

1

Aplicando em {3.39) e (3.40) vem

2 3 2 .
2K(1 - 3X - S Xpg)8Xy 4 ATX - 6KX AY

00 9 0 ooxlo

)
I
(]
14
b
i
p T

-

TT2KX X oBXy - BKX[ AKXy + (=2 + j4£)A Xy + X

Separando (3.59) em parte real e parte imaginariz

=1ZK X Xq BXg = 3K X M- 287X - 4% g5 o= o 3-603
4Ea7%) - 2%, 8 =0 - X106 = 2887%
Substituindo X105 em (3.60) vem
12RX X aX 4 3Kx]20¢x1 + 200+ 4g2)"x, = o | i)

Das relagoes (3.58) e (3.61) pode-se escrever-imediztsments

0 sistema de equagdes diferenciais da forme {3.4%).como seous:
L4 - 2 2 - .
AX, 6Xgy + 3Xy, - 2 sxooxw\ /.AXO\
P | -
= : 2 : {2.52)
. = onoxlo 'g_xlo \
T + 4g2 T+ 482
Portanto
2 2
exoo + 3X10 -2 Gxoox]o
W= K
3 2
_ 6xn::oxlo o _ EHXTO

1 + 42 T+ 4g?



3 2
2 2 TX]O . .
Trw=K 6x00+3x10-2-___ =
1 + 42
- —-—K—-—-—?‘l + 4ER)(6X.. + 3X. - 2) - ixz_%
1+ 4£2 00 1o Z ]EJ {3.82)
5 _
det W = —F J6x. + 3% - 2)(- 3 X ) + 36% "z—l (3.54)
] = — 3hyg - - SOA A _ s B
1 452_ 00 o 2 10 ol l?J

A condigao de estabilidade prbital local de uma auto-osci-

lacao e dada por

T <0

det WD 0

as guais aplicadas em (3.63) e.(3;54);.tenﬂngiﬁ?wﬁﬁiﬂiﬁﬂﬁz

2
(1 + 45 ) > 0
fornecem:

| 2 2 .2
2 - - 3 f- - 4-“
K [(1 + 4¢ )(6X  + 3%y, - 2) h xh] { 8 [3.65)

-3 : WIS
R T > 0 {3.6¢)

Determina-se égora, num plano de parametros (§,K} as re -
gices -de estabilidade e instabiliidade dos diversos tipos de auto-
-oscilagoes (Pys Pys @ P.), aplicando as condicoes (3.65) e (3.66)

Estabilidade de oscilagoes do tipe P]




para

ou G]<.-1 . onde G

De (3.56)

xoo =

0
= 1 |
XIO 2V3 (1 + _G~])

-

Como foi visto anteriormente, a existenciz da |

G, 72 0

1

[
1
™y l’:.'

A condicao {3.86) fornece:

1-2(1 42y 9
. & .

Se Gy > 0 » G, < -2 (impossivel)
Se 6, <0 = G, > -2 = -2<-G]<.0_

Entao -2<:..K_<0 ou. 2}5)0
: 3

£
Para &> 0 0 < K< 2¢
- , (3.67)
£<0 0> K> 2¢
A condicao (3.65):
kK [0 +ae)a+X 22y - 2- 2] ¢ o
B 6 6

My
s
[13]
T

m



_55"_

S 2+ 1662+ 8e%6,] < 0

1
E> G -+ K < 28 + s
4g
. ) (3.68)
£<0 + K < 2g-¢ _1 :
4g

Estabilidade de o5cilacdes dos tipos P, e Pq

De (3.57)

Xyo = i\/-‘g(l +.§;)

Como foi visto anteriormente, e possTvel-a-exisrtSncia d»

P2 e P3 para

G]-< -2

1
ou G -
1>2

A cdndigEo (66) fornece:

1 + R 12.—. 2 2 > 0
15 5G 5 5G
1 1
2
1 + = Q
G‘; >



Se G]‘> 0 - G]>- -2 (sempre verdade)

Se G]-< 0 = G, ~2 (coincide com a condigzn oo

existencia}.

i}

Isto significa que a condigao (3.66) nio impde restricic
alguma além da condigio de existencia

A condi¢o (3.65):

ayR .12 8 . 4 AL 2.,
K [(1 + 4¢ )+ 56, + 5 5 .g) Tt Tg ] <0
K . . P
T (5 + 1662 + 8¢ 6J< o
K <28 + 2 s para qualquer g {3.5%;

- 8%

Das condigGes obtidas para a estabilidagedes- aurp-oc-cys

LAt

¢oes {(3.67) ... (3.69)} e das condicoes de existéacia, obiem-se

a8 configuracao .mostrada no plano de parEmeiras-(5,3)‘ﬁa~ngura
3&'2 |

0 sobrescrito ' indica oscilagao estavel e o ~ .gscitagdo.

instavel. A expressio da curva h(t) e:

h(g) = 26 + 5.

8¢

0 estudo do mesmo sistema pelo metodo classico da primeira
harmonica fornece os comportamentos descritos no plano de parame-

tros (£,K) da Figura 3.3.



e

Figura 3.2- Plano de parametros (£,K) com o

criterio desenvolvido
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Figura 3.3- Plano de parametros(£,K} com o criterio

classico do método da primeira harmGnica.



3.4 - SIMULACAD ANALDGICA

Com o objetivo de Comparagao dos resgylt
éplicacdo do métodg proeposto com ¢
que serviy de exemplio, foij
Computador analdgico EAI-68

Para tanto,
ra 3.4

Us resultados verificados Pa&ra o sistema g3n

piano de parimetros

Sultados previstos Pelo meétodo proposto.

Para valores

previzios foranm observades,
h{E} & maior para valores pe

Sentados graficos de

K. No exemplo apresentado o pe
6,2 seg, correspondente 3
claramente o desvio de frequencia,
evidenciam a existencia de um nivel :
sinal x(t) foi processado em um fijt

T =

Fliw) =

Para valores de K negativos,

tamento qualitativo.

x{t) = X

Os resultados obtidos foram registrados na Figura 3.7

tstes erros podem ser explicados

Laaos obzis
Comporiamento reaj go
efetuada yma simulagdo do mes
0 da UNICAMP.

Sistemz

ng no

realizou-se ga montagem esquematizada

- ke i - .
©-meSirags: ne

(£,K) da Figura-3.5, ep cenfronto com os re

de K positivos 0s tomportamentas guaiitas .

0 erro quantititive vertSicads .
quenos de £. Na Figurz :
x(t) vs. t para

¥
ey
£
o
W
3
’

£ ='115'e“ﬁ}gnmshgaiﬂreg
r?odo'previstc.da-ascilagés Z
Wy = w = 1] Tﬂd!ﬁﬁgwchﬁ&aie acxt

POTEM as ondas vegistrades o

= om -
e £i

continuo. Ferasmostri- .

R

ro c¢em fungﬁﬂ.ﬁEftransfgrénci

20 —_0,005
jw + 0,005

« e
verificaram-se erros de compor

pelo apareci

ot X]COS wt



e iyt ar
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FiguFa 3.4 Uiagyemn do s?muiagﬁu anaiﬁgiua.
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Figura 3.5- Plano de parametros (E,K) com os resultados

da simulacdo.
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da frequéncia da oscilagZo, o que piora as condigdes de filtrzgem
de harmonicas no sistema, reforgando a hipdtese apresenteda pzra
a nao validade do metodo.

Y
n
e

v
[
k)
8]
)

Nz figura 3.8 e mostrado o sinal x(t) par
velses valores negativos de K. Note-se em {a), {&) = ic Ly

- - . 4+ - . . - - -
senga de nivel continuo e em (d) a existencia de terceiraz aarmc-
nica. |

LS R = 1]

ol
T
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Figiire 2.8~ Safdas do sistema simutado para alguns

v by dug parametras.



- CAPTTULD 4

PARTICULARIZAGAO DO METODO PARA NIVEL CONTINUD NULg

De posse do criterio de estabilidade de auto-gscilz coes
tricas descrito no Capitulo 3, toma-%e o caso particular erm
vel contTnuo & nulo. Para efeito de comparagdo, ests caso se
senvoivido de maneira a tomar uma forma semelhante E ¢a critéric

Léeb.

COMFARACAO  COM 0 CRITERIO DE LEED

~

4.1 - CRITERIO DE LGBER

Consideram~

plicitada na Figura 3.1, Neste caso, o critéric de. Ltieb seri zimp.

i

~5e, neste cap1tu10, sistemas gque 2ssumam a'f:r:;

mente a verificacdo do sinal do produtoc vetorial.

com as derivadas

Entretanto,
dG(juw) dC{x)

dG(JW) A dC(Xl)
de dX

1

calculadas nos pontos onde G{juw) = C(X1).

tomando o gquociente entre os nimeros complexcs

e —-37“- > VEM

[_gﬁgﬁigl—] - ~Jja

aT (%;) be

[——

dX]



onde p & um numero real nao negativoe e o um numero real.

Agora, o criterio de LBeb serd expresso em fermos do Zn-uirn =,
DU seja

0 < a < xw--> auto-oscilagdo estavel

T < o < 2x + auto-oscilagio instavel

4.2 - CRITERID DE ESTABILIDADE PARA NIVEL CONTINUC NULO

Para o sistema mostrado na Figura 3.1, considerands auts-nzci-

1zz20es com nivel continuc nulo, a eguagdo {3.43: fornsss imsc:atames
' ' (YY) - Sl NS -

(D" + NM' + X170 MM ) A X1 * X1 N] M AYq * XqgiDte NETD

Da condicao de existencia de auto-oscilagic

= D
N = H

substituindo em {4.2)
(Dl_D M|+N|M: x )a_‘x +x .N'Mﬁx +X (DI"'—D-* M‘\€g=f‘e

W 1 10 1 101 1 10 M i -

(4.3}

fazendo 6= 4 60wl | 4ividindo a equagao (4.3)
d (Juw) | |




por D e lembrando que

G M! D'

G ~ N D
ven
G| | E M‘ ¢ | G*
(=g~ * M5 Xyp) S0 F Xqg Ny G sy Xyp -
usando
dC(X) _ N
' = gt s Como € =_—%— sy C' = N;

dxl
entio (4.4) fica

M M U c L

- L] .
Xg O Mg g A%y P B axg) = (B

ou ainda, como NG = -1

Ml T

. : . G - -.&_.
Kol & Xy * 8xp) = v (87X + Xy 30)

mas

substituindo em (4.5)-Vem

. Hl ™ _ o "jﬂ'. : ] _ L.
X ID(_E_ BoXy + AX]) = p e (x10 8 ja x])

|:b It
[

&
X

(4.5)
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Fazendo
M'. j
T = EJB

onde y & um numero real nao negativo e 8 um numero real, e substz
indo em (4.6)

ez

X']O(N eJB

d

o

fh')(.-l + A’_-X.E) = p e"]a(xm B',}'fx.XT) - {4,

Pode-se considerar em (4.7) as partes real e imaginariz, o que
w— L3 - . - . ’
permitira eliminar a variavel @.

a}) Parte Imaginaria

XID u sens a’x]_= -pxio 5 sena - 5;?#¥1 COS o
ou
p ¥y 5 sena = -{u X10 5??3 + p cosa)ﬁfx} | _ CULE]
Nzo serEo_consideradps 0S casos
a = 0 ou o = %
b) Parte Real
x,]o(u.akx] COSB +-ax]) = p(XlO 8 cos& - A‘xllseha) {4.9}

»

substituindo o valor de o dado em (4.8) na equacao {4.9)

X 00 A'x]coss + X)) sena = -(uX;, seng cosa + p) A'X,

ou entao
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[u Xy9 sen{a + B)+ o] a'x] + [xlo senc) B, =0 (4.10)

dade (4.10) o criterio de estabilidade de auto- oscilacae sz--

I} Oscilagao estavel quando

(u Xyg Sen(a + B)+ o] [xio sena] > 0 c4.11)

II)0scitagdo instavel quando

(3

Xy sen{a + B)+ 2] Ty o sena] <0 {5,505

4.3 - COMENTARIOS E EXEMPLO

0 critério de Léeb na forma {4.1) exigs para & estcot tc2gs do
uma auto-oscilagdo, que
sen o > 0
Para o caso em que u = 0, ou seja, em que ¥ = consianic, o ori
terio aqui desenvelvido (4.11) e (4.12) coincide com L8eb

Infelizmente, nao foi possivel, no atual estzgio de estudcs, -
apresentar conclusdoes concretas em reltagiao ac caso geral {p = J}.

No entanto, serda apresentado exemplo , com 0 intuito ds fami
liarizar o leitor com o metodo apresentado.

Exemplio 4.1

Seja o sistema sob a forma da Figura 3,1, com a caracteristica

nao linear dada por




f{x) = x(1 - x2)
1 -~ s
G(s) =
(=) 2 + 2£s + 1

Para esta caracteristica naoc linear

0 diagrama de Nyquist para os casos € > 0 & & < { szz o

23 Figuras 4.1 & 4.2

L e}

L
Lo
o
]
jor

Figura 4.1 - Diagrama de Nyquist para
G(s), com £ > O



L\

& .
Cuwa -4
)

X1 < 3

Figura #.2 - Diagrama de Nyquisti para

-~

G{s), com § < O

A existencia de auto-osciiagao e dada por

i -1
CG(Ju) =———— = C(Xy]
H{X;)
ouU seja
1 - ju -

G(Juw)

Esta relacdo fornece duas equacées (partes real .e imaginaria),
obtendo~se 0s valores ’

2 -
wo-'!-i-ZE

I
of

(1 - 2g)
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A condicao de existéncia sera entio

1+ 2> 0

- 20) > 0

ou ainda

A
¥
A

3| ——
.

Para aplicagao do critério de L8eb, calcula-ss

iz | d C{X1) ' - ,
= . € ——*Hé—l‘— | s Que $a0 explicitadas z&

RS o

&1}
I

|
o ] | X 10
dG m--- vz 3 - o
= 0 -+ :_..._._,_-_ —
dw w 4e2 VE+T f{:*;i-l-_f =-:§_:__

0 guociente entre as duas derivadas fornecera os dados TETE -
aplicagao do criterio de LBeb

gg =p e 9% = f(cosa - j sena) =

Feal
X,

2V7 w -1 o A h;
I EF T | e aTET | (4.18)
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Portanto

Desta forma, pelo cr1ter1o de Lbeb, obea idas as corn

existencia, a auto- ~0scilagao seri sempre estiys
Para aplicacio do criterio desenvoivido nezzs capituis » =.d0
por (4.11) e (4. 12}, calcula-se ,
I‘J"!-it.-i :
M () |
f e
Mljw) = 1 - ju
M!(J‘m)
M (Jo =y eJB = u(cosg + j sengi =
¥ Jw mo Vi
- —-I o
Yo + T Ywé ¥ T R ;
0 o e 1
poertanto, de (4.15) e (4.16)
“w w
sen(ec + g8) = S 4 ° = 0
wg + 1 w2 + 7

Este resultado, aliado ao fato d

€ o ser positivo, faz com sue
0s dois criterips coincidam,

isto e, (4. 1) e (4.12) dio as mesmas
condicoes que o criteric de Lbeb.



CAPITULD &

CONCLUSDES

-

0 trabalho teve dois objetivos principaic ¢ sstudar um

metodo de analise para auto-oscilagOes assimeiricas, e anresen:

algumas tecnicas conhecidas para o estudo de zufo-cscilacous

sistemzs nao lineares.

Com relagao-ac método aqui desenvolvido, & int
"SETVRT gue, na determinagao das oscilagoOes, ele & an

']

"
[ 3
fu
[a%
in

de Z2 primeira harmonica e, no estudo da estab
do mezindo de Andronov e Vitt [3].

-

As ideias envolvidas s3o relativamenie simpies, ou co-_ .

termina-se uma solucgdao de equilibrio da forma.

x{(t) = X, + X cos et

desprezando-se, portanto, as componentes harmonices de ordenm
rior a primeira, e estuda-se a estabilidade orbital local des
solucao, admitindo-se uma selugao perturbada.

x(t) = Xoo t 4X, # (XIO + 8Xy) cos(ut + @)

e analisando o comportamento dinamico dos acrescimos.

Todas as aproximacoes realizadas se referem a termos de
superior a um nos acrescimos, e as derivadas de ordem maior G
primeira. '



Obtem-se desta maneira um sistema de duas equagoes difarenciczt
lineares de primeira ordem da forma.
L3
S § & X
o o]
= W
2° X X
1 il
do cuz} sao retiradas as condigoes para a estabilidade orbizzi lzozal
da auin-oscilacao determinada;
r W < 0
det M > 0
Para a realizagao deste estudo, admite-se cue todas 2= TErmoni
cas de ordem superior a primeira, componentes 2z g2ida a® 540 inga-
ridade, sao suficientemente atenuadas pelo blors iinear

0s erros observados, qualitativos e quantitativos, sz prenden
3 simplicidade da forma de oscilagdo escothida, desprezands-se harmg
nicas superiores que podem ter influencia tanto no desvic ce freguen
cia como na fixacao das fronteiras das regioes de comportamsntic gua
litativamente diferentes. Entretanto, uma extensao no senticsc Zs su
por um conteldo harmonico mais rico complicaria demasiadamente ¢ Trg
halho matematico e comprometeria toda caracteristica de simniicida

o}
3

L1

—t
1

de do metodo da primeira harmonica. Desta maneira, pode-se cz
derar o metodo proposto como uma extensao deste ultimo.

Quanto ao estudo da estabilidade, ele € mais compleioc gue a2 -
extens3o classica da primeira harmonica para nivel continuo nao nulo
[10], pois sdo consideradas variagoes dinamicas no nivel continuo -~

ir



nzo ligadas algebricamente as variacdes dinamicas do nivel alternado;
este detalhe permite mostrar a existencia de comportamentos qualita-
tivos ndao previstos pelo método classico existente e observados na

pratica.
A principal fraqueza do metodo, no que ele Se aproxims Tzmzim
daguele da primeira harmonica, e a necessidade, para Suz 21702025,

de conhecimento, a priori, do tipo de sinal que existir
(contetudo harmonico, modos aperiddicos, etc.). Na tentativa de e -
contornar esta falha, sao feitas exigencias, um fanioc quante vagas,
sobre as condicoes de filtragem do bioco linear.

th
i
|

Com velagao a comparagao realizada com o criteric de Lizh,

a foi desenvolvida com a finalidade de se ter alguma ic
11

fmy
et
fu

;

3
i

| e

5
¥

'Y
)

ot
N

men:

=
vt
111
o

o
o3

[ A
o

o de discrepancias entre os dois metodos, mas, 1

ct

nfe
Tgu

=
(1)
tn
©~
el
1_
b
i
o

io foi possivel estabelecer, de maneira geral, algum r

b

#inda sobre o método aqui exposto, cumpre resssziiar as - TuIdd
dades fatalmente encontradas no calculo des equivalestes narmonilos
das caracteristicas nac lineares. Entretanto, jz = :
trar na literatura uma razoavel quantidade de tAcnicas 2 sETem EUDNTE

-

gadas, como, por exemplo, [10], [12],|{1ﬂ ou 'ﬁiﬁ, -

A parte inicial do trabalho foi uma exposigas.ds fecmicoz comhe
cidas para a analise de auto-oscilacoes, com objetivos, principaimen
te, diditicos, e apresentacio de alguns topicos julgados interessan:
tes sobre o estudo de sistemas ngo lineares e nao comuments zdordades
na bibliografia disponivel.



APENDICE

I -

P

EXTSTERCIA DE CICLO LIMITE PARA UM SISTEMA oF
CONTROLE COM SATURACRD

regices I e III .

ech:= N %

T

clarezza mostrado abaixo, calculemos os pontos singulares opar
gy | ' ' Tt
/ > G(s} —
g _;
!
-
3
{
- 2

A-5_

G(s) = '
O S8(1+S)

o‘\“ '

Figura 4.1 - Sistema de controle e caracteristica
nhao-Tinear considerada
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Cumpre notar gue os cdlculos nio serdo efetuados para a re-
giao Il , dado esta Ser exatamente simétrica 3 regiao i1

I) REGIRD 1

g

A eguacgao diferencial que "ege o sistema nesta reciac =

¥ (1 - Ky) X + Kyxo= ¢ _

ou, para

Xy = X
%9 = X

éi = X,

X2 T Kyxgor (K - 1) xg

O ponto singular (XIO’ Xzo) dadd por

X = 0
iz =
ésera
- 10 = 0 e K20 = O

%sendo portanto um ponto singuiar real,

Expressando o plano de fase (XT’ xg) do sistema atraves
/de coordenadas polares centradas no ponto singular:

xT = P C0S ¢

1

x2 b sen ¢



tereiios

D COS & - p & Sen g

9

It

Rz o b cos & + p sen ¢

Pelas equacoes do sistema podemos escrever

p$ coso + p senp = -K}Jp Cos¢ + (Ki-T) o CGSa - (K}—I} pé sEns

Identificando os termos em senc e coseno

-K

]
S .
It

'lp'['(K]_‘I}b

= Ky - 1) e

The

Desta forma, obtemos

3“—(K.I—‘|)T_'-:(]p.+ (kg - 1) 5]
ou _ ..
Ky (K - 1) ‘
p = P {0
1o+ (K = 1)2

. =K
. -] . ™M
PO & wmm—o p = , >
K] -1 T + (K] - 1)
teremos
. -K3
¢ = {2)

- 1 + (K]—1)2

Concluimos, entac, que:

g} De (1} dado K; > 1, teremos fp >0 e portanto p & crescen
te com o tempo em uma trajetoria na regiae I

b} De {2} como Ky > 0, teremos ¢ = constante < 0, ou seja, ¢ &

decrescente com o tempo em uma trajetoria do sistema na regido
I _ _



Das conclusdes a) e D) e das condicOes geométricas mos-

tradas na Figura A,2
nrz

M&-———=

l

I

I

|
AD | -
% _fa- *

podemos afirmar que, para qualquer trajetoria do siztezua intziole
na semi-reta Xy = -XO,

Xo » 0, teremos, na intersecdo da-trzie-
toria considerada com a reta x; = X '

o.!

P> | | (3)

=

onde ¥ € o valor de coordenada Xo N0 infcio da trajetgriz = !

‘e o valor desta coordenada na intersecdo com a reta Xq = 8o

3 tempo T gasto pelo sistema para percorrer estes trechos
de trajetdria & funcio de M, pois ¢ , velocidade angular ic -
raio vetor, e constante. 0 angulo B descritoc diminui com o aumer
to de M, e podemos escrever ' '

1im T = 0
(4)

M o+ w

De (4) e (1)




lim p = p

+
8

onde pg e o modulo do raio vetor no inicic daz trzjetcriz : B
o module na intersegdo com a refta x, = X,. Desta Torme

lim P = H

(5)

Da condicaoc de existencia e unicidade dz sciugio de =0 77203
difersncial, de (3) e de (5} € possivel conc
e monctonica crescente, tendendo para valores crescenmiss ds T3
raz 3 reta P = M. ARlem disso, como P > M, ng ponio

rezny P = P_ > (O

11y 2EZ5IAC III

A equacao diferencial que rege o sistemz €

X + (1 - sz'x oKy xoo= o (Ky - Ky) Ry
para

X-I = X

Xo = X
- teremos

:il = X,

iz = ~K, xp o+ (K, - 1? X, + (Kp = Ky)

0 ponto singular (X1O, KZG) dado por



x2 = 0

sera
\r‘ — ‘I [l'I/ —
‘g < _E;_ \1\2"‘ K-i) h =
Kop = 0

Como KT > K2 > 0 teremos N]n <0 e prrizato o pont

(%)
gular nap pertence 3 regize III , oy seja, e um ponto singuiusw
virtuzsl,

de tooreenadas polares ceniradas no ponto Singular:

1 .
i, = —Egu(Kz-K}) xo + p C0sS X1 5 & Cose - g
a8
%o = P osen ¢ Xo = o¢ zoss +

Pelas egquacdes do sistema podemos escrever

pécos¢+ﬁsen¢=(K]—Kz)XO-Kchos¢+(K2-?)écos@-(Kz-})péseh¢—§a3w;ﬂ;
Identifjcando termos em seno € Cosens
PE = Kpp v (Ky - 1) p

ﬁ.) = '(Kz_])ﬁé

lue fornecen
. “kp {1 - Kp)
p = o (6)
Vs (K, -01)2
_Kz

- (K, - 1)2 (7)

Concluimos, entao, que:

fxpressando o plano de fase {x,, xz) ¢ sistema strz.on-



24 -

¢) De (6), dado 0 <K, <1, teremos 5 <0 , portanto p & de
crescente com o tempo em uma trajetoria do sistema na regiap :iI
d) De {7}, como K, > 0, teremos ¢ = constante < 0 , Ou £,
e decrescente com 0 tempo em uma trajetoria 4o sistema - :
giao I
I
rigura A.3
E importante observar que das conclusGes c) e d) e como
a tangente a trajetoria
dX'i ).('I Xz
d){ = }E = - [ - - Y
2 2 Ky %y g (Ky = 1) x5+ (Ky = Ky)
e nula para Xp =0, xy >0, uma trajetdria originada na semi-
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-reta x, > 0, Xy = X, » obrigatoriamente, intercepta a Semi-re

ta Xo <0, X1 = Xo

Ainda mais; das conclusbes c¢) e d) e

it

sl
1{7]

[

.
ful)
1]
O

metricas expostas na Figura A 3, para gqualquer

~1
|
o]l
8
i
!
T
}

ct
4
v
]
[$4]
[}

tema originada na semi-retsz _x2 > 0, Xy = XD ;. weremncs, ~. -
tersecao desta trajetoria com a semi-reta Xo €0 4 Xy = ¥
P > N P >0
(8)
e P = N no caso particular P = 0

onde P & o valor da coordenada X, no inicio da trajetfria [ :c
to B} & -N o valor desta coordenada na intersecic com a seni-re-

-~ < = ’ .

2 © 0 s x4 _Xo (ponto C)
2 angulo y descrito pelo raio vetor nestes <rechos e T

jetdriz 2, evidentemente, funcdo monotonica crescenta da P, ot

-
SLTenR

Him vy

n
=

P -5 oo

Da mesma forma, o tempo T gasto pelo sisteusz, gus

rir
F
1
.

. e
1o
3]

mente proporcional ao angulo v , dado gue ¢ = constants < 7 | ts
ra : i
T+ (Ko - 1)°
lim T = lim T = . L
Ko~

P - Y R 13

Como T tem um Timitante superior finito, pela equacic 3
a relagac P_, onde Po e 0 mbdulo do rajc vetor do inlcis gz

- p - - ‘ _
trajetoria (pP%(ponto B) e o o modulo do raio vetor na retz - -

Xo <0, Xy = X, (ponto C) , teremos

Tim 2 = - K)o constante < 1

Pox P

ou seja, para P =+ » a curva N = h{P) tende a uma reta de inéTi'

nagcao inferjor a 1.



Portanto, & funcao inversa P = h“] {#) tende para
uma reta de inclinecgao superior a 1.
Lenbrenos einda gue pera W =03 , P =73 =z P > 7

o 7 ou H{ meiores do gue zerg.

Figura A.4

III) COHCLUSED

De uma maneira geratl, num plano de fase {:. Xoj -
A-&, 0 sistema descreve trajetorias ABC.
Podemos descrever suas caracteristices ztraves de <r

magoes pontuais [ 7 ] envelvendo as coordenzdas M, P =
ra tanto, usaremos as fungoes

cort as propriedades discutidas nos itens I e II ; para
sitivo h7 () e g (Q) (Figura A-5) admiten um nlmero
de intersecOes que correspondem a ciclos Timites do sistena
tudo. '

W
tk

-
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Figura A.5

Excetuando a possibilidade de uma tangencia {sistzvs
~-grosseiro}, a intersecdo correspondente ao menny valc
nece obrigatoriamente:

d g {Q) ¢ h
d Q d qQ

- 87 -

0 gque assegura a estabilidade do c¢ciclo limite correspondentsz.
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