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RESUMO

Este trabalho propoe um refinamento do metodo simplex
especializado para Programas em Redes Lineares por Partes, denomi
nado MSFV. Este refinamento & uma extensdo do conceito de bases
fortemente viaveis para Programas em Redes, desenvolvido por W.H.
Cunningham. A viabilidade forte e maﬁtida por meioc de uma regra
de sajda especifica, para escolha da variavel basica que deve dei
xar a base em cada iteracaoc do simplex. Prova-se que, 0 uso0 de
‘viabilidade forte em conjunto com regras de entrada adequadas,
evita os fenomenos de ciclagem ("cycling") e de empacamento ("sta
11ing"}.

Alem disto sao apresentados resultados computacionais
testando o MSFV combinado com varias regras de entrada. Adicional
mente, e realizada uma investigacao do desempenho do MSFV incorpo

rando a Tecnica de Mudanca de Escala, proposta por Edmonds e Karp.



ABSTRACT

This work proposes a refinement of the simplex method
especialized for solving Piecewise-Linear Network Programs, named
MSFV. Such a refinement 1is an extengion of the strongly feasible
bases concept for Network Pregrams,‘developed by W.H. Cunningham.
Strongly feasibility is preserved by a specific 1eavfng variable
selection rule at each simplex iteration. It is proved that the
use of strong feasibility together with adequate entering variable
selection rules prevents two phenomena cycling {(ciclic sequence of
degenerate iterations) and sta]]fng (exponentially long sequence
of degenerated iterations).

Moreover it is reported a computational testing of
MSFV linked with several entering variable selection .rules. In
addition, it is fnvestigated the performance of MSFV with the

Scaling Technique, proposed by Edmonds and Karp.



INDICE DA MATERIA

CAPITULO 1 - PRELIMINARES

1.7, INTRODUGCAO

1'

!

Z2.

.3,

------------------

---------------------

1.7.7. Onigens e Revisao da Literatura em Programagdac Linear

ooooooooooooooooooooooooo

1.1.2. Aplicacoes da Proghamacdo Linearn pok Parfes .........

1.1.3. Programacao em Redes Lineares por Partes ............

SUMARTO ... vvnn... e

ccccccccccccccccccccc

ooooooooooooooooooooo

CAPITULO 2 - PROGRAMAS EM REDES LINEARES POR PARTES

z.

Z.

2.

Z.

2.

1.

2.

3.

4.

5.

INTRODUCAD o v evveeenaannns

DEFINICUES € NOTACAO ........

---------------------

ooooooooooooooooooooo

FENDMENOS DE CICLAGEM E EMPACAMENTO ..............

0 METODO SIMPLEX FORTEMENTE VIAVEL PARA A PRLP ...

TECNICA DE MUDANCA DE ESCALA

---------------------

vi

.y

2

7

.24

.50



CAPITULO 3 - ANALISE COMPUTACIONAL

3.1

3.0 INTRODUGAD i i e e e e e eeanens
3.2, IMPLEMENTACAO DO MSFV ......ouuu.... P e e .
3.3. IMPLEMENTACAO D0S GERADORES DE REDES . ..ovono.....
5.4. DESCRICAOC DOS TESTES COMPUTACIONAIS .. ... vunun. ..
3.5. TESTES DA CATEGORIA 1 .. v ieennnnnnn. N ‘e
3.5.1. Redes Lineares pon Partes com Dados sendo Numeros
Reais, com Nos de Transbordo e/cu Arcos com  Fluxo
Canalizado .......... e e
3.5.2. Redes Lineares porn Partes com Dados Inteinos
Vernsus Redes Lineares por Parntes [analogas)
com Dadod ReALs v v v e vttt iie it e i,
3.5.3. Redes Linearnes por Partes com Demandas e
Limitantes de Intervalos de Fluxes Inteinos
Versus Redes Lineares por Pantes  lanalogas)
com Dados Reals ....... R I
3.5.4. Redes Lineanes pon Parntes com Custeos Inteinos
Versus Redes Lineares por Parntes  [andlogas)
com Dados Reais
35.6. TESTES DA CATEGORIA e it e
3.7. TESTES DA CATEGORTIA 3 ..ttt it



viii

3.8. TESTES DA CATEGORIA 4 . tutvreneeeneennninnnennn, 3.34
3.8.1. Aplicacao do MSFV com a Téenica de Mudanca de Escala

a Redes Lineanes pon Pantes Pseudo-Aleatornias ...... 3.34

3.8.2. Aplicagao do MSFV com a Tecnica de Mudanga de Escala

a Redes ESpecd@ls . vuuui i it iininnenennna, 3.39

CAPITULO 4 - CONCLUSDES FINAIS

4.1, COMENTARIOS GERAIS E VERIFICACAC DOS OBJETIVOS ... Al
4.2. FUTURAS DIRECUES DE PESQUISA ..o 4.4
4.2.1. Procedimentos de Reotimizacdac no MSFV ............ 4.4
4.2.2, Un Algonitmo Out-of-Kilten paa a PRLP ... ovveinn. 4.9

4.2.3. Considernagoes Acernca de um Metodo Dual para a

4.2.4. Considenactes Acerca do Metodo de Khachiyan e do
Metodo de Karmarkar para PRLP vt ne e ieinnnn. 4.17

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS ..... e o5



Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

Figura

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

3.1

3.2

ix

INDICE DAS FIGURAS

Fungoes de Custe Separdvel Linear por Partes

Convexas para as Variaveis de Fluxo xj B Xy eenens 2.4

Solugbes Primal e Dual para o Problema P,

Relativas ao Exemplo 2.7 .iuesnenr tenensenvnvnnnns 2.B

Rede e Arvore Geradora para o EXemplo 2.2 .v.eve... 2.13

‘Familia de Problemas de Transbords que Apresentam

Lo =T o o 2.22

Familia de Problemas de Transporte Ruins para o

MELOUO SIMPIEX «vsuurnvnses vnnnnmeensrenannennn s, 2.24

Exemplo de Vetor Basico Fortemente Viadvel. ......... 2.31

Tlustragéo da Aplicagéo da Regra que Mantém

Viabilidade FOorte cvuevininiiinirnnsnnenensnanenss 2.35

T1ustragdo para 0 LBMA 2 uuveennvrecnerrenneessnns 2.47

Exemplo da Estrutura de Dados Utilizada no

?I;SF:V ﬁulwll'llllll".lIllﬂl.l'll‘ll.ﬂl!lil_lwlIl‘.'l! 3_7

Exemplo de Obtencdo de Arcos na RLA [h) e RLE (c,d,=)

a partir de um Arco a, na RLP (@) tirivenvrevensss 3.11

3



Tabela

Tabela

Tabela

Tabela

Tahela

Tabela

Tahela

Tabela

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.8

3.7

3.8

INDICE DAS TABELAS

Redes para Comparagoes Gerais entre Regras de

Entrada para PRLP titiintnrines vitennnernnnensensss

Yesempenhos das Regras de Entrada sm PRLP com Fungéo

Objetivo Convexa Estritamente Crescente ..o.evvnn.es..

Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP com Fungao

Objetivo Convexa ["U-Shaped”) +veeverreiirerrennnnss

Redes pare Comparagdes entre Regras de Entrada em

PRLP : Dados Inteiros x Dados Reais e s w s

Desempenhos das Regras de Entradas em PRLP

Dados .Inteires x . Dados Reais S

Redes para Comparacbes entre Regras de Entrada em

PRLP : Demandas Inteiras x Demandas Reais ..}.......

UDesempenhos das Regras de Entrada em PRLP :

Cemandas Inteiras x Demandss Reais s e nrEE s A

Redes para Comparagdo. entre Regras de Entrada em

PRLP : Custos Inteires x Dados Reais rr s et

3.18

3.18

3.21

3.23

3.24

3.25



Tabela 3.9

Tabela 3.10

Tabele 3.11

Tabela 3.12

Tabela 3.13

Tabela 3.14

Tabela 3.15

Tabela 3.18

Tabela 4.1

Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP :

Custos Inteiros x Dados REaL1S vyvsvevererrosnneronns
Redes para Comparagoes : RLP X RLA X RLE ..vvuennenn
Desempenhos das Regras de Entrada : RLP x RLA xRLE ..

Desempenhos das Regras de Entrada Bland, Ciclica e

NG-Ciclica em Redes com EMPECAMENto «esevssresserens

Desempenhos das Regras de Entrada em Redes de

T =Y o T

Redes Bipartites Aleatorias para Uso da Regra

Ciclica com 0 MSFV/TME [(CUSEOS) vevrernvenerennsnnss

Resultados da Regra Ciclica com o MSFV/THME ({custos)

para Redes Bipartites vireiiireiivneenaronsarscasnnn

Comparagbes nas Redes de Zadeh : MSFV/TME (demandas)

x Edmonds e Karp/TME X SimpPleX vveeesessevnsarssesss

Esqguema para Condigdes Possiveis do Arco aj IK ou

DK, e Valores de Nimero de Kilter, [NKj] rmaeaeanas

X1

3.286

3,27

3.28

3.32

3.33

3.38

3.40

4,12



" ‘ 1.1
CAPITULO 1 i

PRELIMINARES

1.1. INTRODUCAO

Neste trabalho objetiva-se estudar a Programacio em Re
des Convexas Lineares por Partes, desenvolver algoritmos especia

lizados e obter resultados computacionais relevantes.

De modo a melhor situar esta area de pesquisa escolhi
da, inicialmente procura-se, apresentar a Programacao Linear por
Partes em geral, efetuar uma revisao de alquns dos principais tra

balhos publicados e oferecer uma descricao de suas aplicacoes.

1.1.7. Ondigens e Reviddo da Literatura em Proghamagdo Linear

por Parntes

Em geral a Prdgramagﬁa Linear por Partes (PLP) consis
te em minimizar_uma fungao objetivo, separﬁvel em fungoes Tinea
res por partes, respeitando um'conjuntb de restrigoes lineares.
Desta forma, a fungao objetivo & expressa por uma.$oma de funcoes
Tineares por partes, onde cada parcela e fungao de apenas uma va

riavel do problema.

A PLP pode ser enfocada por tres maneiras, gque acabam
por oferecer criterios de classificagao para as pesquisas desen

voividas.
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No primeiro enfoque a funcao objetivo satisfaz as con
dicoes de convexidade de modo que um problema em PLP pode ser re
formulado como um problema em Programagao Linear (PL). Varias
transformagﬁes com este fim tem sido propostas, podendo ser desta
cadas as propostas pdr Charnes e Lemke /1/ (1954), Dantzig /2/
(1956), Dantzig, Johnson e White /3/ (1959) e por Ho /4/ (1985).

Todas estas transformagoes produzem um aumento no nume
ro original de variaveis e restricOes, pois atuam definindo ao me
nos uma variavel e/ou restrigcao adicional para cada termo linear
("Tinear piece") de todas as parcelas (lineares por partes). que
compoem a funcao objetivo original., Evidentemente cada metodo le
va a uma formulagao diferente em PL mas que sdo equivalentes, no

sentido de fornecerem a mesma solucao otima.

Ocorre que estes problemas lineares equivalentes pos
suem estrdtura e propriedades especiais que os diferenciam de um
problema linear geral de mesmas dimensdes. Alguns pesquisadores
tém se concentrado- em e!abdrar procedimentos, com caracteristicas
identicas as do simplex, que explorem estas particularidades da

formulagao equivalente em PL.

Nesta linha pode-se citar os trabalhos recentes de Sny

der /5/ (1981), /6/ ({1984) e Premoli /7/ (1986).

Snyder apresenta um algoritmo, baseado em condigoes so
bre a geometria dos problemas lineares por partes originais, que
divide as variﬁveis em conjuntos ordenados especiais ("special or
dered sets”) utilizados no controle do teste da razao ("pivoting"),
realizado pelo seu algoritmo, de forma a reduzir o numeroc de mu

dancas de base. {que ocorreriam no metodo simplex).
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0 algoritmo proposto por Premoli e uma generalizagao
de métodos empregados na minimizacao de funcoes semi-lineares, tais
como as somatorias dos valores absolutos {ponderados) de variaveis,
comuns nos probliemas de Estimagao £; e Programacgao por Metas{"Goal
Programming”). Este autor estende estes metodos obtendo um proce
dimento yue se aplica a problemas gerais de Programagao Convexa
Linear por Partes, sendo recomendado particularmente, aqueles
em que o numero de variaveis e ligeiramente superior a0 nilmero
de restri¢des e onde ha um numero significante de termos lineares

em cada parcela linear por partes da‘fungﬁo objetivo.

Um sequndo enfoque para a PLP consiste em trata-la co
mo um caso especial da Programagao Nao-Linear (PNL). Ja foram de
senvolvidos metodos de minimizagao de funcgoes convexas nao-dife
renciaveis, sujeitas a restfigﬁes lineares, que podem ser especia

lizados para aproveitarem a forma simples das fungoes lineares por

partes.

Nesta categoria se enquadraﬁ os Metodos de Descida pa
ra Otimizacao Monotropica ("Descent Methods for Monotropic Opti
mization"), gue tem sido considerados, prihcipalmente por Rocka

fellar /8/ {1984), no desenvolvimento de metodos paré a PLP.

Também os métodos de Gradiente Reduzido ("Reduced-Gra
dient Methods") para otimizagao com réstrigﬁes, podem ser adapta
dos para abordar a PLP; Snyder /5/ faz referencia a estes métodos
ao propor um algoritmo tipo simplex para problemas Tineares por

partes.
Alguns autores, como Conn /3/ (1976) e Bartels  /10/
(1980), apresentam algoritmos para resolver problemas Tineares

(Estimacao £;)que usam uma penalidade ("penalty term") Tinear por

partes.



1.4

Finalmente, o terceiro enfoque trata a PLP como uma ge
neralizacao da PL. Com este enfoque, adotado no presente trabalho,
objetiva-se desenvolver uma teoria propria para a PLP, estendendo

a teoria de PL.

Um dos primeiros trabalhos neste sentido & o de Gols
tein /11/ (1960), onde.é apresentada uma generalizacao do metodo
simplex para problemas convexos lineares por partes, com restri
¢oes lineares de igualdade e canalizacao nas variaveis. Tambem e
discutido o criterio de otimalidade e as vantagens sobre o método

simplex comum.

Ainda na mesma decada, Orden e Nalbandian /12/ (1968)
propuseram um algoritmo para problemas do mesmé tipo; atraves da
implementacao do metodo e varios testes computacionais os autores
mostram as vantagens do procedimento proposto sobre a alternativa

de aplicar o simplex ao problema Tinear equivalente.

| Ao final dos anos 60, um grupo de pesquisadores da Mo
nash University (Australia), onde-se destaca Rosvany /13/ {(1970),
/14/ (1971), desenvolveu uma serie de .estudos sobre Programagao
Concava, particularmente para funcoes 3iﬁeares por partes, aplica

da a calculos estruturais {Charret /15/ (1970)).

Um dos primeiros textos didaticos sobre o assunto foi
publicado no capitulo 7 do . livro de Golstein e Youdine /16/(1973);
estes autores formalizam uma teoria e descrevem detalhadamente um

metodo de resolucaoc em PLP.

No Brasil, pelo que pode ser verificado, o esforgo nes
ta area ficou limitado a diversas teses apresentadas na UNICAMP,

no periodo de 1977 a 1979, por pesquisadores da Faculdade de Enge

nharia Elétrica. Nestes trabalhos foram propostos, para PLP geral,
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metodos de resolucao primal {(Souza /17/ (1877)), de resolucao dual
(Garcia /18/ (1978)), de resolugao primal-dual (Ferreira /19%/
(1979)), e para PLP com estrutura bloco-angular, um metodo de re
solugdo primal (Ribeiro /20/ (1980)) e outro método de resolucgao

dual (Fernandes /21/ (1979).

Recentemente, Fourer /22/ (1885), /23/ (1985),/24/(1986)
publicou seus trabalhos, que foram de muita valia para esta tese,

onde faz uma abordagem geral e completa da PLP.

No primeiro artigo, sao introduzidos os conceitos de
funcoes convexas 1ineare$ por partes sepafiveés, de dualidade (11
near por partes) e programas convexos lineares por partes, estabe
lecendo suas propfiedades de maneira rigorosa. Alem disto, e defi
" nida solucao basica para a PLP, e e descrito um algoritmo, mos

trando como se da a evolugao de uma solugao basica para outra e sen

do apresentada a demonstracao de que este sempre encontra uma So

lugcao otima (se existir).

No segundo artigo, Fourer apresenta resultados sobre as
hipoteses envolvidas com a parada do algoritmo ("finitess"), via
bilidade e degenerescencia. Na sequencia e feita.uma analise compﬁtg
cional comparativa do algoritmo proposto versus o metodo simplex
com variaveis canalizadas ("bovnded-variab1e simplex algorithm"),

e & citdda uma serie de aplicacoes da PLP.

1.1.2, Apticagoes da Programacac Linear porn Partes

Ap0s esta explanacao global do que trata e como se si

tua a PLP, passa-se a descrever, brevemente, algumas de suas apli
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cacoes mais conhecidas. Majores detalhes e referencias podem ser

encontrados em Fourer /25/.

Uma das aplicagbes mais comuns da PLP e determinar a
primeira solugdao viavel efou otima em PL, através do uso de pena
EidadeS'}ineares por partes. Deve-se citar tambem situacoes em
que ha atividades reversiveis ("reversible activities”) em progra
mas lineares, qgue podem ser modeladas por termos lineares por par

tes.

Outra dplicagﬁo da PLP e encontrada em prob1emas.de Es
timagao £1. Procura-se determinar a solugao aproximada mais acura
da, para um sistéma de equacgoes lineares Ax=b, em termos da norma
£;. Com a introducdao de variaveis de folga (s =b-Ax) transforma-
-se éste problema na otimizacao de uma funcao linear por partes,
dependente das variaveis sj, com inclinacBes -1 se s < 0 e +1 se
si > 0 e sujeita a restricoes lineares. Neste caso a PLP tambem e

denominada Programacgao Semi-Linear.

Também-a Programagao por-Metas—-pode-ser-- transformada
em Programacao Semi-Linear. Dado um problema onde se deseja mini
-mizar uma fungao ponderada (com pesos w? e w;) das variaveis de
desvio (s; e sj), associadas a vériagéo do sistema Ax com relagao
ao segundo membro b, respeitadas restrigoes adicionais sobre as
variaveis x; pode-se formula-lo com uma funcao objetivo separavel
semi~1inear‘cujas parcelas relativas as variaveis de desvio S
tem inclinagao w? para s; < 0 e w; para s; > 0, e cujas parcelas
retativas as variaveis Xj» tem inclinagoes -« para xj < 0 e 0 pa

ra xj > 0.
Ha varios exemplos de uso da PLP em programas de Pro

gramacao Linear com Variaveis e Restricoes Canalizadas ("Interval
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Programming”), onde existem limitantes para as variﬁveis,£u§>(i u,
e 0 mesmo ocorrendo para as restrigOes, b™ < Ax < b*, quando da
otimizacao de uma funcao Tinear em x. Ocorre que, pela teoria da
Dualidade da PLP, ha um programa semi-linear que e o dual do pro
grama acima. Neste programa dual a fungao objetivo & formada por
parcelas lineares por partes associadas as variaveis duais y e z,
com inclinagGes respectivamente de, b; se y; < 0 e by se y; > 0,

e £; se zy < 0 euy sezy>0.

Pode-se ainda citar aplicacbes com respeito a PNL su
jeita a restricoes lineares com fungdo objetivo separavel em fun
¢oes convexas. Cada uma das.parcelas da funcao objetivo & aproxi
mada por'uma fungae linear por partes. Uma vez obtida uma solucao
otima para o problema aproximado, & possivel refinar numa vi
zinhanga desta .solucao otima os intervalos utilizados para a cons
trucao das func¢oes lineares por partés, de modo a obter uma apro

ximagac melhor da funcao objetivo original.

Ainda nesta linha ha as aproximagoes semi-lineares su
cessivas, onde, ao inves de aproximar a funcgdo objetivo globalmen
te, como na anterior, se faz aproximacoes locais numa vizinhanca

da G1tima solucdo tentativa ("trial solution") obtida.

Finalmente, este mesmo procedimento pode ser aplicado
em PNL com restricOes nao-lineares. Nestes casos hd a adicdo, na
funcao objetivo de cada problema aproximado, de uma fun¢ao penali
dade semi-linear associada as inviabilidades que surgem devido as

aproximacoes efetuadas nas restrigoes.

A seguir e introduzida a Programagdo em Redes Convexas

Lineares por Partes, sendo destacados trabalhos importantes, abor

dando a Programagao em Redes Lineares, que foram uteis nesta tese.
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1.1.3. Programagaoc em Redes Convexas Lineares por Partes

Neste trabalho o objeto de estudo foi uma situacao par
ticular da PLP, de muito interesse pratico, que ainda ndo foi ex
plorada convenientemente; e 0o caso de programa§ em redes convexas
com criterio {fungdo objetivo) linear por partes sujeitos a res

tricoes lineares.

De fato, sao inumeras as aplicacoes envolvendo modelos
de otimizacao em redes, onde se deseja minimizar uma funcao dos
fluxos (variaveis) QUe circulam pelos arcos das redes, podendo ser
citados, entre outros, os seguintes casos em que estes modelos de

fluxo em redes saoc Uteis:

* sistemas de produgao e distribuicido de bens;
* sistemas de éTocagEo de facilidades;

* sistemas de comunicacoes;

* sistemas de redes eletricas;

* sistemas de trafego urbano.

Nas Ultimas decadas tem se estudado estensivamente pro
gramas em redes lineares; isto resultou numa serie de metodos de
‘resolugao especializados para explorar as peculiaridades da ma
triz de coeficientes das varjaveis nas restricdes, que e uma ma

triz de incidéncia ndé x arco, de forma a propiciar uma maior rapi

dez na resolugao de problemas de grande porte em redes.

Dentre os diversds trabalhos desenvolvidos com esta
orientacao podem ser destacados 0s que se seguem. 0 trabalho de
Glover, Karney e Klingman /25/(1974) sobre implementagoes e compa

ragoes de pacotes computacionais relativos aos métodos primal,
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dual e primal-dual para programas em redes lineares, isto e, pro
btemas de fluxo com custo minimo em redes lineares ("Minimum Cost
Network Flow Problems"); o artigo de Barr, Glover e Klingman /26/
(1977) em que propGem um algoritmo simplex para Problemas de De
signagao ("Assignment Problems”) que evita o fenOmeno de ciclagem
e explora a degenerescencia destes problemas; o trabalho de
Barr, Elam, Glover e Klingman /27/ (1977) em que apresentam um
algoritmo eficiente (extensao do anterior) para Problemas de Trans
bordo Canalizado ("Capacitated Transshipment - Problems") que evita o
fendmeno de ciclagem ("cycling"); o artigo de Bradley, Brown
e Graves /28/ (1977) em que fornecem uma descricao completa do
projeto, implementacao e uso de uma familja de pacotes computacio
‘'nais eficientes para programas em redes lineares de grande porte;
nos estudos desenvolvidos por.Cunninghém /29/(1977), /30/(1979),

Cunningham e Klincewicz /31/(1983), apresenta-se um algoritmo sim
plex para redes lineares e suas propriedades com respeito aos fe
nomenos de ciclagem e de empacamento ("stalling"), sendo este Ul
timo fenomeno tao danoso para o desempénho do simplex quanto- 0

primeiro, apesar de ser pouco conhecido; estes trabalhos foram de

particular importancia nesta dissertacio.

Nestes .artigos ainda sao apresentadas regras de esco
lha da variﬁQeT a entrar na solugao basica que'sﬁo proprias para
redes, alem de outras regras de carater mais geral, inclusive uma
regra especiai devida a Bland /32/(1977) que tem como caracteris

tica principal evitar a ciclagem.

Dentre a vasta ]iteratura didatica sobre otimizacao em
redes, cumpre citaf o livro de Kennington e Helgason /33/ (1980),

onde se apresenta um enfoque completo e unificado de varios aspec
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tos relevantes na area incluindo: modelos de fluxo com custo mini

mo em redes lineares, modelos de fluxo com custo minimo em redes

lineares generalizadas (com ganhos e perdas), modelos de multi
fluxo com custo minimo em redes lineares, modelos de fluxo com
restricoes adicionais em redes lineares e modelos de fluxo com

custo convexo em redes,

Uma grande virtude deste texto & o destague dado a im
plementacao de algoritmos em redeé, a partir de estruturas de da
dos proprias, expostas no apéndice B da referéncia /33/, que tam
bem podem ser encontradas no artigo de Ali, Helgason, Kennington
e Lall /34/(1978) onde se apresenta o estado-da-arte das tecnicas

eficientes de implementacaoc de algoritmos simplex em redes.

Uma outra Tinha de pesquisa, com respeijto ao  aumento
da eficiencia de algoritmos para probIemas de fluxo em redes 1i
neares, foi iniciada por Edmonds e Karp /35/(1970}, /36/(1872) en
volvendo o uso de Tecnica de Mudancga de‘Esca1a ("Scaling") conjun

tamente com algoritmos especializados para redes.

No artigo publicado por Gabow /37/(1985) pode-se encon
trar para diversos problemas em redes uma comparagac, em termos
da complexidade, entre o algoritmo mais conhecido disponivel na
literatura e um algoritmo com a Tecnica de Mudanca de Escala (TME);

pelo o que ali se observa, este refinamento e muito recomendado.

Ainda com respeito a TME, recentemente Ikura e Nemhau
ser /38/(1986) publicaram suas experiencias com esta tecnica apli
cada com um algoritmo dual-simplex ao Problema do Transporte Sim
ples (em rede bipartite). Estes autores obtém um algoritmo onde o

numero de pivoteamentos resultante de seu uso e limitado  polino
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mialmente pelas dimensoes dos dados de entrada. 0 resultado empi
rico mais interessante e que se consegue reduzir, com a TME, 0

tempo computacional de 30% a 50% na resolucao de tais redes.

Quanto a Programacao em Redes Convexas Lineares por
Partes, nao foi publicado nenhum artigo tratando especificamente
deste assunto nas revistas tecnicas disponiveis, que incluem as

mais relevantes colecdes existentes em Programacdao Matematica.

Este trabalho procura oferecer contribuigoes para o de

senvolvimento desta importante area de pesquisa.

1.2, OBJETIVOS E JUSTIFICATIVAS

A constatacdao da ausencia de um tratamento formal e de
um algoritmo simplex especializado para redes Tineares por partes,
motivou o desenvolvimento deste trabalho de peéquisa com o objeti
vo primordial de preencher esta lacuna. Este trabalho foi estendi
do na diregao de obter um algoritmo com propriedades especiais pa

ra evitar os fenomenos de ciclagem e empacamento.

Alem disto,ptetehdenée efetuar um estudo comparativo,
a partir delimp1ementag6es de pacotes computacionais, do desempg'
nho de vﬁréas regras de entrada conhecidas (tanto de carater ge
ral como especificas para redes), propiciando assim informacoes
Uteis para.pesquisadores da area, acerca de qual regra de entrada
melhor se comporta perante diferentes configuragoes de redes 11

neares por partes.
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Objetiva-se, igualmente, fornecer subsidios para uma
efetiva comparacao entre o a]goritmo, proposto no trabaltho, apli
cado a redes lineares por partes, e o metodo simplex aplicado a
redes lineares equivalentes; espera-se uma vantagem do algoritmo

especializado para redes lineares por partes.

Finalmente, pretende-se iniciar uma investigacao sobre
0 comportamento do algoritmo proposto aliado a Tecnica de Mudanca

de Escala, na expectativa de melhorar seu desempenho.

"

1.3. SUMARIO

No capitulo 1 apresenta-se a PLP em geral: & feita uma
revisao da literatura e sEo discutidas suas principais areas de
atuagao. A seguir e introduzida a Programacido em Redes Convexas
Lineares por Partes, dando-se enfase aos resultados validos para
redes lineares que deverao ser estendidos para abranger tambem
critérios Tineares por partes. Apresenta-se, ao final, os objeti

vos a serem atingidos.

A formulagao de prob?emas em redes lineares por partes
e estabelecida no capitulo 2, onde se apresenta toda a notagao
utilizada e a fundamentagao do algoritmo que foi desenvolvido;
rapresenta-se uma discussao sobre os fenomenos de ciclagem e empa
camento, que sao evitados pelo algoritmo proposto, em conjunto

com regras de entrada especiais e uma regra de saida (escolha da
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e

variavel que deixa a solugido basica em cada iteragio), que & uma
extensaoc daquela apresentada por Cunningham /30/, /31/ e Barr et

alti /27/.

Ainda neste capitulo apresenta-se uma descricao comple
ta dos passos do algoritmo, bem como se comenta cada uma de suas
caracteristicas especiais. Por l1timo e introduzido o enfoque da

Tecnica de Mudanga de Escala para redes lineares por partes.

Ja no capitulo 3, constam os resultados computacionais
obtidos com o algoritmo desenvolvido e as varias regras de entra
da implementadas, com e sem a Tecnica de Mudanca de Escala. Sao
descritos, tambem, os gefadores de redes pseudo-aleatorias e espe
ciais {conhecidas da literatura) utilizados nos diversos testes
desenvolvidos, e a estrutura de dados utilizada na implementacao

do algoritmo simplex especializado para redes lineares por partes.

Descreve-se e comenta-se todos os experimentos realiza
dos visando atingir os objetivos destacados na secao 1.2, com a
apresentacao de tabelas contendo os resultados computacionais
meédios, obtidos para varias corridas do algoritmo para cada clas

~se de problemas.

No capitulo 4 sdo propostas possiveis linhas de pesqui
sa a partir deste trabalho, compara-se os objetivos iniciais com
os resultados consequidos e efetua-se uma discussao geral sobre a

tese.

Finalmente, sdo apresentadas as referencias bibliogra
ficas consideradas de relevancia para o desenvolvimento deste tra

balho.
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CAPITULO 2

PROGRAMAS EM REDES LINEARES POR PARTES

2.1. INTRODUCAD

Apresenta-se, aqui, primordia!mente uma formulacao de
Programas em Redes com Critério Separavel Linear por Partes Conve
xas (PRLP) que s3o o objeto deste trabalho. Alem disto, discute-se
os conceitos e definicoes pertinentes objetivando-se o desenvolvi
mento de um metodo simplex especializado para PRLP, que tenha ca

racteristicas especiais para evitar os fenomenos de ciclagem ("cy

cling") e empacamento ("stalling").

A preocupacao com a possibilidade de ocorrencia destes
fenomenos vem mofivando diversos pesquisadores gue tem estudado
classes de problemas onde eles sdo observados (Klee e Minty /39/
(1972), Goldfarb e Sit /40/(1979) para a Programagaoc Linear em
geral e Gassner /41/(1964), Zadeh /42/(1973) e Cunningham_./SO/
(1979) para a Programagao em Redes Lineares - PRL)? e gue tem apre
sentado refinamentos no metodo simplex para evita-los (Bland /32/
(1977), Cunningham /30/, Barr et alli /26/ (1977), Hung /43/(1983)
para a PRL e Fourer /22/, /23/(1985/86) para a PRLP).

0 principal conceito a ser exposto & o de veton basico

fortemente viavel, que € uma extensdo para a PRLP da definigdo de
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base fortemente viavel, introduzida por Cunningham /29/(1976) e
com pequena variagao, independentemente, por Barr et alli /26/.
Implicito nesta definicdao encontra-se um refinamento do teste da
razao para escolha do arco que deve deixar a base {(regra de saida)
em cada iteracao do método simplex. Sera provado que o uso deste
refinamento,,de implementacao simples, evita d fenomeno de cicla
gem. Alem disto, sera demonstrado que 0 seu uso em conjunto com
determinadas regras de escolha da variivel que deve entrar na ba
se (regras de entrada), a cada iteragao, previne tambem o fenome

no de empacamento.

Este metodo, aqui denominado Matodo Simplex Fortemente
Viavel (MSFV) para a PRLP, ser3 descrito adiante e suas proprieda

des principais provadas.

Finalmente faz-se consideracbes acerca de implementa
¢oes do MSFV aliado 3 Tecnica de Mudanca de Escala proposta por

Edmonds e Karp /36/(1970).

2.2. DEFINICOES E NOTACAO

Programas em Redes Lineares pon Pantes

Considere uma rede orientada conectada com conjunto de

nos N = {1,2,..., m} e conjunto de arcos A = {a;, 8a35..., an}.
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Denote por a§ s a? a& cauda e a.cabeca do arcy a; = (ag , a?).

Suponha gue para cada arco a; e assocjada uma variave] de fLuxo

nao-negativa xj, um vetor de intervalos de {fuxo d9 = (d}) satis

fazendo a condigao 0 = dg < df < . < dk = @, um vetor de cus

Los nos intervalos de fluxo c9 = (ci) satisfazendo a condicao

< cJ < ve. < cﬂ' e uma funcao de custo separavel linear por
J

partes convexa definida por

- Jegd . qd Cop - . J PR
Filx) E[ck(dk Aer)d s k=2, et o] (o d_hj_]),

+

J

onde h; & o intervalo corxente de aj e satisfaz dj Ly <% 2d
J

j .
hj
Deve-se observar que esta conceituacao & bastante .ng
xivel e abrange todas as situacoes de interesse relativas a exis
tencia ou naoc de canalizagoes na variavel de fluxo (figura 2.1),
bastando definir convenientemente os vetores'dj e cd. Alem d%sto,
a condicao admitida péra 0s intervaios correntes, que aparentemen

te conduz a uma indefini¢ciao quando X5 assume os valores extremos,

sera explorada adequadamente adiante.
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Figura 2.1. Fungoes de Custo Separavel Linear por Partes Convexas para as

Variaveis de Fluxo xj e x,

Un Programa em Rede Linear por Partes Convexa (PRLP)
pode ser estabelecido como_sendo a determinagao de um vetor .

X = (xj), que otimize o problema

P : Min{f(x) s.a: Mx = b , x > 0}

onde f(x) = ;{fj(xj), j = 1..n} & a fungao objetivo separavel

d
linear por partes convexa;

b = b = (bs) e um vetor de demandas nos nos;

M= M = (M, &€ a matriz de incidgncia

mxn 1j)
no x arco da rede sendo defini

da por:
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_ A
ij = -1 se § = aj R
. h
L.o= 4 = 3.
M.EJ 1T se i aJ e
M.. = 0 caso contrario.

TJ

Observagao: De acordo com esta definicao da matriz de incidencia,
| pode-se interpretar o vetor de demandas b, com respei
to a um probtema de transporte, associando a nos ge

radores de fluxo (nds origens) valores de demanda ne

gativos, associando a nds consumidores de fluxo {nos

destinos) valores de demanda positivos e associando

a nos de transbordo valores de demanda nulos.

Acerca da funcao objetivo f{x), sob as condigoes impos
tas as sequéncias de intervalos de fTuio‘(di) e de custos nestes
intervalos (ci);’hﬁ uma serie de propriedades gerais relatadas no

trabalho de Fourer /22/.

Particularmente, aqui € interessante citar que deviﬁo
ao fato de (di) e (ci) formarem sequéncias crescentes complementa
nes ("Complementary Increasing Sequences") ao se intercambiar seus
papeis em f (x ) obtem-se uma outra funcio 93 (z ), tambem separa
vel T1near por partes e convexa, dada por:

- Joged Loy Lo . j o3
9;(25) U (Cker - )+ k=1.2,..., hy 1] * b, [ZJ Chj]

ol o |

=
-l
]
g
v
o
=
=i}
o
—h
=t
=
o
@
a—h
wad
=
d
a.
o
S

com hj tal que cﬁ. <z, < Cg.+3 (supor ¢ +
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Desta forma fj(xj) e gj(zj) sao denominadas fungoes conjugadas.

Pode~se, neste momento, introduzir uma formulacgao do
programa dual do PRLP, que consiste em determinar um par y = (yi)
comi=1.m ez = (zj) com j=1..n, denominados respectivamente
de vetor de precos {tambem denominados potenciadls) nos nos e ve

tor de custos correntes {tambem denominados Anclinagoes de nefe

nencia) NOS arcos, que otimiza o problema

D : Max {yb ~ g{(z) s.a: yM -z <0, z; > c{ jg=T..n}

onde g{z) = g,
j

0s teoremas da dualidade (fraca e forte) e seus corola
rios, validos para a Programagao Linear por Partes em geral, po

dem ser encontrados na referencia Fourer /227 .

Passa-se a apresentar varios conceitos importantes pa

ra a PRLP, que serao de utilidade no desenvolvimento a sequir,

Definigao: Um vetor de fluxos x = (xj) J = 1..n & uma solucdo pri

mal do problema P se satisfaz Mx = b,

Definigac: Um par de vetores y = {y;) 1 = 1..m e z = (zj) J=1..n

g uma solugdo dual do probieha P se satisfaz yM - z < 0.

-

Definigao: Um vetor de fluxos x = (xj) J=1..n & uma so0fucao

primal viavel do problema P se satisfaz Mx = b e X5 > 0 j=1..n.

Definigdo: Um par de vetores y = (y;) i =1..m e z z(zj) J=Tl..n

e uma solugdo duat viavel do problema P se satisfaz yM - z < 0,

Z; > c{ J=1.n.
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Definigao: Um vetor de fluxos x* = (xg) j=1..n € uma solugdo pri
mal otima do problema P se satisfaz Mx* = b, x* >0, j=1..n e
f(x*) < f{x) para toda solugdo primal viavel x.

Definigao: Um par de vetores y* m-(y?) i=tl.m e z* = (23)
j=1..n @& uma s0fugdo dual Gtima do problema P se satisfaz em

y*M - z* < 0, z; > Cf j= l.n e y*b - g(z*) > yb - g(z) para

toda solucao dual viavel (y, z).

Condicoes de Folgas Complementares

A partir do teorema 2.1 - Capitulo 7 de Golstein e You
dine /16/, pode-se estabelecer as condicoes de folgas complementa

res {(CFC) que associam as soluc¢bes dos problemas P e D:

sejam x* , (y*, z*) solugOes primal otima e dual Otima, res

 pectivamente, do problema P, tem-se que

se dj < x* < dj entao  y*h - y*t = el
.= 1 : . . . .
o J b \ 9 aj hj
se cg_ < y;h - y;t < cg +1 entao xg = dg ;
J J J J J
o ok J 3 * .
se ya?. ya§‘< c entao xj =0 .

No exemplo a seguir procura-se dar uma visualizacgao

destas condigoes.
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b, =4 yi=4
2

x* =12 x?n&

by =-16 b, =12

xFe=4
(a) solucao primal (b} soTucdo dual

Figura 2.2. Solugdes Primal e Dual para o Problema P, relativas ao Exemplo Z.1

Exemplo 2.1. Considere a rede da fiqura 2.2{a) com os dados adi

cionais.
¢t = (2 4 o) c? = (3 5 7)
d! = (0 10 20 ) d? = (0 100 200 w)
c? = (10 20) c* = (5 9)
d? = (0 1 w) d* = (0 4 w) 3
2x1 0<x; <10

fFi(x1) =4 20 + 4(x1-10) 10 <x, <20 ;

o0 20 < x1

3%, 0 =<
fa(xz) =4 300 + 5(x, - 100) 100 <
800 + 7(xp - 200) 200 < X2

A A
> b
o 1 X
A A
~ —
< L)
[ <
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- 10x; 0 < x; <1
fs(x3) = \
3 0+ 20(x3 - 1) 1 < X,
bxq 0 < x, <4
fuxy) =

20 + 9(xy - 8) 4 < x,

Pode-se estabe]ecer 0 problema P na forma:

Pt Min {f(x) = f,{x,) + Fa{xs) + fs(xa) + fy(xy)}

{'
S$.8: =X, - X3 = X4 = -16

X1 = X, ' = 4

1
—_
™

Xa + X3 + Xy =

X1, X2, X3, Xy i 0

-

Consequentemente, pode-se escrever o problema D como sendo:

o

P Max {g(y,z) = -16y; + 4y, + 12y; - (g,(z,) + 92(22) + g3(z3) + gu(z4))}

f

s.a: [ -y1 + y, -z, <0 (1)

ﬁ.yz t Ys - L2 <0 (2)

A T Y3 - 23 <0 {(3)

-¥1 t Y3 - Zy <0 (4)

2y > 2,22 >3, 23 >10 , z, > 5 (5)
.

_ ® ' 2, < 2
onde: g1 {z1) = { 10(z, - 2) 2 %2z, <4

20 + 20(z; - 4) 4

A

Zy



roo 22 < 3
200 + 200{(z, - 5) 5 <z, <7
w 75_2?
© z, <10
gs;{z;) = zg - 10 105_23520 ;
© 20 < z,
oo Z, < b
9y (z4) =4 4(z4 - 5) 5 <z, <9
o 9_‘<_Z¢4

Considere a solugcao primal de P, dada na figura 2.2(a):

¥ =12 = 10 < XY <20 = y% - yf =4, para yr=20
X* = 8§ = 0<x§<100==:>y*-y§=~=3

X¥ =0 = Y5 - y* <10 (verificada)
Xp=4 <= 55¥i - ¥7 £ 9 (verificada)

A determinacdo de z* & feita de modo que a

(y*, z*) seja viavel:

XT =12, x3 =8, x¥=0, x*=4 com f(x*) =72

;=4
;=73
solugao
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de (1) e (5) tem-se z%*

|v
<
r o
¥
<
ok
)
N
- %
v
)
N
*.
v
.

e

de (2) e {5) tem-se Z¥ > y¥ - y¥ e 423 > 3 Seoozr

[v
L

de (3) e (5) tem-se z¥

{v
'
w
1
e
o
1]
~N
@
[ v

10 o0 zr > 105

de (4) e (5) tem-se z}

v
<
*
)
e
ok
1]
N
+ %
v
o
N
%
fv
~3

Sabe-se, pelo Teorema da Dualidade Forte (ver Fourer
/22/), que para x*, (y*,z*) serem solugoes otimas para os proble
mas P e D, respectivamente, deve-se ter F{x*) = g(y*, z*) ,
&ado que x* e solucao ﬁrima] viavel para P e (y*, z*) @ solucao

dual viavel para D.

Assim, passa-se a determinar quais sdo os valores de
zY, 23, z%3 e z} que levam a esta situacio de otimalidade destas
solu¢coes. Pretende-se Max {g(y, z)} para tanto, uma vez gue yb po

n
de~ser‘determinadq para y*, deve-se ‘ter Min {z gj(zj)}, ou se

J=1
ja:
Min g,(zy) = g,(4) = 20 . z§ = 4
212_4
Min g,(z2) = g,(3) = 0 z3 = 3 ;
Z,;>3 '
Min 93(23) = 93(10) = 0 .. Zg = 10 3
z3>10
Min 9,(z4) = g4(7) = 8 zy = 7. [Observe que
ZHE‘] . )

* ~J o
2% = max {¢d , ya? ya§ }).



2.12

Desta forma obtem-se, gq(y*, z*¥) = 100 - 28 = 72 = f(x*) ,
concluindo-se que x* e (y*, z*) sao solugoes otimas para os pro

blemas P e D. respectivamente.

Solugoes Basicas

Definigao: Uma base de um PRLP & uma arvore geradora H, isto &,
um subconjunto de m-1 arcos, da rede assocjada ao PRLP, que nao
forma ciclos. Observe que o posto da matriz de restricoes e m-1
e que cada conjunto de m-1 colunas linearmente independentes

desta matriz constitue wuma arvore geradora.

Definigao: Dada uma base de um PRLP, denominam-se arcos basicos
aqueles arcos da rede pertencentes 3 arvore geradora H, os de

mais denominam-se arcos nac-basicos.

Observagdo: Na figura 2.2(a) os arcos em destaque (a;, a,) sdo 0s
arcos basicos referentes a uma base associada a solu
cao x* gue compoem uma.arvore geradora; o0s demais (as,

ay) s@8o os arcos ndo-basicos.

Definigao: Considere uma arvore geradora H e um no especial da re
de chamado naiz da arvore H. Defina por R(H, aj) o conjunto for
mado pelos nos da subarvore que contem a rajz se o arco basico

aj e removido de H.
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Definigao: Um arco basico a; = (a§ , a?) € H e denominado direcio -

t

nado para a raiz se a? € R (H, aj) e denominado direcionado da
raiz se a; € R {H, aj).

Definigao: Para cada nb6 i, i=1..m da rede associada ao PRLP exis
te um unico caminho em H conectando a raiz com 1.
Seja P(H, i) = (p;) 0 vetor indicador deste caminho, definido por:

; +1  se a; € H & arco direcionado da raiz para 1i;

=]
1

mi

p§ = -1 sea;, &H

j arco direcionado de i para a raiz;

p: = 0 se a; 6 H nio & arco do caminho da raiz para i.

Exemplo 2.2. Admita a rede da figura 2.3, onde estdao destacadas a

arvore H e 0 no raiz,

Raiz

H = {axs dz, a3, Ay, aS}

9

Figura 2.3. Rede e Arvore Geradora para o Exemplo 2.2



Nesta situacao tem-se:

R(H, ay) = {1, 2, 3, 4} . R{H, a3) = {1, 2, 3, 5, 6};
arcos direcionados para a rajz : a, e 85}
arcos direcionados da raiz : a;, az e aqi

vetor indicador do caminho da raiz ao no 4:

PH,4)=(0 -1 1 0o 0o o 0 0 0 o o) ;

vetor indicador do caminho da raiz ao no 5:

P(H,5)=(1 0 0 1 0o 0 0 0 0 o0 9o

Defina para cada arco basico a; € H, os subconjuntos

de arcos nao-basicos incidentes em nds de R(H, a;):

E(Hs 25) = fag € AN : ag € R(H, aj) e all £ R(H, a,));
E(H, a;) = {ag € ANH : ai B R(H, a;) e aE € R(H, a;)1.

Para a figura 2.3 tem-se, a titulo de exemplificacao:

E(H, as) = {as}; E(H, as) = {aro,-a11} 5 E(H, as) = {a;q4} ; E(H, a3) = {ae}.

Definigao: Seja um vetor de interva¥os correntes h = (hj), associa
do a uma'ﬁtvore geradora H, cujas componentes hj’ relativos a
a; € H, ndo estao fixados. Existe uma .solucao: primal (dual)
denominada #oﬂug&o‘bﬁéica (x, ¥, z) correspondente a este vetor

h, que pode ser obtida daexpressdo (1) a sequir,



(" 9,1 para aj £ H

ﬁg-[bi :5 B R(H, aj)} + E [xk s ay, € E(H, aj)J - E {Xk ra, & E(H, aj)J

Xj{::% para' a; & H é a; direcionado para a raiz ;
Ya; €A s b ti BR(H, a.)| - 1 Ix, :a € E(H, a,)| + % |x, :a, & E(H, a,)
3T Ry AT P AR R ) B X e B E(H, ay
(1): g para 2y EH e aj direcionado da raiz ;
= . . J J i 6N
Y; ? P; ¢ 5 para {a, € H e dan x5 < dk }, ¥i6E
( cﬁ para a. EH
7. = 3

Code

Max {cd , Yah -y t} para 3y £ H.

vﬂie A i i

Observagao: fa) 0 vetor h, assim constituido, & denominado vetox
basico; |

{bg Saliente-se que (x, y, z) calculados por (1) sa

tisfazem as condigdes de folgas complementares e

fix) = yb - g(z). Particularmente para z ver

J‘&
final do exemplo 1.

Definigao: A solugdo basica (x, y, z) associada a um vetor basico
h & denominada s0flucdo basica primal {(duaf) viavef se sdo veri
ficadas as restrigﬁes do problema P (D). 0 vetor basico h & de

nominado, neste caso, primal viavel [(dual vidvel).
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Definigao: A solucdo basica primal (dual) viavel associada a um
vetor basico h & denominada solugao oiima se as restrigoes de
P e D sao verificadas conjuntamente, e neste caso h e denoming

do vetorn basico otimo.

Definigao: Para cada arco nao-basico a, £ H, existe um Gnico  ci

clo em H U {a,}; Q(H, a,) = (qg) e denominado vetox Andicadon

deste ciclo sendo que qF = +1, oF = 47 se a;: € Hea,, a_ tenm
r 9 r

J J J

if

a mesma orientacao no ciclo, qg = -1 se aj & H e aj, a,, tem
orientacoes contrarias no ciclo,e qg =0 sea, H nio e arco

do ciclo,

A titulo de ilustracdo, considere a rede e a arvore

da figura 2.2, admitindo a,. = as tem-se que

0> as) = (0 0 0 -1 1 o o 0o 1 o o

. e e ey e, r .
Definigao: Para um arco nao-basico a,., com fluxo X, dh o1 defi

r
. o : +
ne-se o custo relativo a direita como sendo C' =ch tyt-yh
r h,. 3. a,

€ 0 custo nelativo a esquenrda por €. = ¢& Y.t -y h , admij
. r hr—l a, a,. -

E -1 ® == se nao for definido.

r

tindo ¢

Observagae: Analogamente ao que ocorre nos Programas em Redes Li
- . +

neares Canalijzadds, se Cr <0 e for aumentado o fluxo

Xp> @ funcdo objetivo f(x) decrescer3; caso Co>0 e

for diminuido o fluxo Xps f{x) decrescera tamben.
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Passa-se, adjante, a se definir os fendmenos de cicla
gem e empacamento no metodo Simplex e a estuda~los sob a 6tica da

PRLP.

2.3, FENOMENOS DE CICLAGEM E EMPACAMENTO

Ciclagem e Empacamento

0 metodo simplex para Programacao em Redes Lineares ex
plora as caracteristicas da matriz dos coeficientes das vériﬁveis
nas restrigﬁes do problema, que no caso @& uma matriz de inciden
cia no x arco. Por exemplo, nao ha necessidade, de em cada itera

w

cao, trabalhar com a inversa da base '‘explicitamente.

Essencialmente o metodo simplex trabalha com uma se
qu?ncia de Ervores geradores (basicas), cada uma obtida da ante
rior por pivoteamento ({adig¢do de um arco nao-basico simuttaneamen
te a retirada de um arco basico). Em cada iteragao procura-se me
Thorar o valor da solugido basica associada, de modo a nao  permi
tir a'repetiggo de uma solucg3o basica. Este procedimento & repetj
do ate encontrar-se uma solugdo basica otima ou até detectar-se a

inexistencia de tal solucao.

Ocorre que em pivoteamentos degenerados, o valor da SO
lugao basica nao se altera, de forma que nao se pode assegurar

que nenhuma soluc¢do basica sera repetida. De fato, pode ocorrer
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o fenomeno de cicfagem, com a formagao de uma segliencia ciclica-
de solugbes basicas, todas com o mesmo valor, impedindo que  uma
solugdo Otima seja alcangada. Exemplos de ciclagem sao apresenta

dos em Gassner /41/ e Cunningham /30/.

Existem varios refinamentos do metodo simplex que elj
‘minam a ciclagem e garantem que o metodo alcance um ponto termi
nal {solucao otima, ilimitada ou constatagao da 1inexistencia de
solucdo otima). 0 mais conhecido & o refinamento lexicografico{me
todo das perturbagﬁesj,ver referéncia Fourer /23/ para a PLP, que
atua na regra de saida de varjavel da base, escothendo adequada
mente uma entre as variaveis candidatas a sair. Outros dois refi
namentos sao propostos em Bland /32/, ambos atuam simultaneamente

nas regras de entrada e saida de varjaveis da base.

Um refinamento especial para redes, dos mais eficien
tes, gue atua apenas na regra de saida e proposto por Cunningham
/29/ e Barr et alli /26/. Ele previne ciclagem no metodo simplex
trabalhando apenas com bades forntemente viavedls associadas a arvo -
res geradoras basicas (viaveis) cujos arcos possuem certos requi
sitos adicionais de orientag&o. Este refinamento corresponde a
uma regra simples, com caracteristicas grafico-teoricas, para de
cidfr, em cada jteracdo, qual arco deve ser retirado da arvore ge
radora para a entrada de outro, de modo a manter sucessivamente

bases fortemente vidveis.

Para o caso de Programacao Linear por Partes, existem
poucas publicagoes, mesmo assim Timitadas, que abordam este pro
blema da ciclagem {Fourer /23/), sendo que ndao ha nada especifico

para a PRLP.
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Eliminado o fenomeno de ciclagem, existe a possibilijda.
de do metodo simplex .admitir seqliencias de soTucdes basicas, obti
das atraves de uma seqgliencia de pivoteamentos degenerados, cujo
comprimento nao pode ser limitado por um po?iqamio no tamanho do
problema ({nimero de nos e arcos); isto e mostrado em Cunningham
/30/. De fato, isto pode acontecer mesmo guando as regras de B]and
/32/ ou as bases. fortemente viaveis estiverem sendo utilizadas
(ver. exemplo 2.4, adiante). Este fendmeno & conhecido como empaca
mento("stalling") e & uma das-preocupagﬁeé maiores deste trabalho,

ja que nada foi publicado, com respeito a esse comportamento inde

sejavel do méetodo simplex, relativo a PRLP.

Para evitar o empacamento em redes Tineares, Cunningham
/30/ apresenta um metodo simplex que alia a manutencio de bases
fortemente viaveis a determinados tipos de regras de entrada (Teo
rema 3 -~ Cunningham /30/),que ele demonstra atuarem no sentido dé
totnarem limitadas polinomialmente, no tamanho do problema (nume
ro-de nos ou arcos dependendo~da-regra)"aS"seqﬁéncﬁHS“dE'ﬁivoteg
- mentos degenerados sucessivos que podem ser geradas pelo metodo

simplex.

Em muitos aspectos ciclagem e empacamento se asseme
Tham, contudo hi uma difetenga evidente quando se pretende mos
trar exemplos de um e outro fenomeno. Um exemplo de ciclagem con
siste em expor um problema e uma segiiencia ciclica de solucBes basicas
viaveis degeneradas correspondentes. J3 para exemplificar um caso
de empacamento se faz necessario apresentar uma familia de proble

Mas e correspondentes segiiencias de solucbes bisicas vidveis dege.

neradas, para que se perceba exatamente a retagao nao-polinomial,
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existente entre o niimero de iteracoes até se obter uma solucao

terminal e as dimensdes do problema.
A seguir apresenta-se um exemplo de ciclagem, um exem

plo de familia de redes onde ocorre empacamento e um exemplo ruim

para o metodo simplex em redes.

Exemplo 2.3. Ciclagem no Problema do Transporte (Gassner /41/)

Considere o problema da designacao {caso mais degenera
do do problema do transporte) com dimensdo 4 x 4 e com a seguinte

matriz de custos:

DESTINOS

0 [3 5 5 11]

R

I 9 7 g 15

G

E 7 7 N 13

N

S L1313 13 7]

Gassner apresenta como exemplo de ciclagem a seguinte

segliencia ciclica de arvores basicas viiveis degeneradas: (sdo

apresentados os valores das variaveis basicas xij’ i, J=1..4),

SOLUCAQ ] SOLUGAO 2 SOLUCRO 3



] 0
1
0 1
0
SOLUCAD 4
]
0 1
0o 1
0
SOLUCKO 7
1
10
0 1
SOLUCAO 10
1 0
10
1
SOLUCAOD 13

1o
‘].
0 1
0 1
SOLUCAO 5
]
0 1
0 1
0 T
SOLUCKO &
1 0
1 0
0 1
1
SOLUCKO 11
1 -0
1 0
1 0

SOLUCKD 1+ 12k
k=0,1,2,...

0 1
0 0
SOLUCAD 6
1
1
0 ]
0
SOLUCAD 9
1
1 0
1
SOLUCAO 12

2.21
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Exemplo 2.4, Empacamento no Problema do Transbordo

(Cunningham /30/)

Cunningham considera uma familia de problemas de trans
bordo com 2n nos e 4n - 2 arcos para n=2,3,4, ... representados
na figufa 2.4. Para esta rede tem-se o conjunto de arcos
A = {aO’ Qo> @3, bl: Pis G1s v an_'l:_ bn‘"]’ pn_}s qnm]}, todas
as demandas nos nos sdo nulas, cada arco dos tipos bi e qy tem

custo 0 e dos tipos a. e p; tem custo 21,

Considere a arvore fortemente viivel Ho formada pelos
arcos {ag, a;, Prs ... , 8,.1s Ppoql- Percebe-se que a  arvore
formada pelos arcos gue complementam H com relacao a A (A\NH ) @&

a Unica arvore otima (pois tem os menores custos associados).

T e o D A D SN S G S P Vol Al mk e A i — —

Figura 2.4. Familia de Problemas de Transborde que Apresentam Empacamento

Cunningham demonstra gque para problemas desta familia,
com n > 2, existe uma sequencia (nao ciclica) de arvores fortemen

S s s . . n
te viaveis, jniciando com H° que tem comprimento superior a 2= ,
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constituindo-se portanto em um exemplo de empacamento. Aleém disto
mostra que a regra proposta em Bland /32/ admite uma seqliencia

com comprimento 3.2" - 2n - 2.

No capitulo 3 volta-se a analjsar este exemplo sob o

ponto de vista da PRLP.

Ezemplo 2.5. Redes Ruins para o Matodo Simplex (Zadeh /42/)

Zadeh apresenta uma familia de problemas de transporte
com Z2n + 2 nos e n? + n + 3 arcos de acordo com a figura 2.5. As
demandas nos nos s, t,1,1',2, 2" sdo. respectivamente, 0,0,-1,2,-3,2. Pa

- - G
ra 0s nos J, j'(j, J' =3..n)as demandas sio -(2J 1o “ye (2 }4~23 3).

Os
arcos ai, azs..., a,, by, by,..., bys 91, g2 tem custo 0. 0 arco
9o tem custo ». 0s arcos do tipo Pjjo» 1igando o nd i ao ng j,
ﬁem custo 2k'] - 1 onde k =max {i, 3. Todos os arcos tem capabi
dade «. Observe que existe um arco Pjj para cada par i,j'=1,2,...,n
com i # j'.

A arvore inicial proposta por Zadeh e constituida pe

by..... b . Ele afirma que o método

los arcos qq, a;, A25...5 @ n

n)
simplex realiza 20 4+ 2N-2 _ 2 iteracoes para obter a solugao oti
ma. Ja o Método de Mudanca de Escala, proposto por Edmonds e Karp

/36/, requer apenas 4n -7 iteragoes; este metodo & comentado ao

final da secao 2.4,



Figura 2.5. Familia de Problemas de Transporte Ruins

para o Metodo Simplex

Esta familia tambem serd enfocada adiante pela PRLP.

2.4. 0 METODO SIMPLEX FCRTEMENTE VIAVEL PARA A PRLP

Antes de descrever-se o Método Simplex Fortemente Via
vel (MSFV) para a PRLP, B apresentado um novo metodo simplex espe

cializado para a PRLP, possuindo caracteristicas especiais.
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Metodo Simplex Especiatizado para PRLP

Passo 0.

Passo 1.

Seja h um vetor basico de intervalos correntes associa

do & solugao basica primal viavel (x, y, z).

+

Se Ci >0 e C5 < 0 para todo arco nao-basico 2, g H

a solugao atual (x, y, z) & otima.

Caso contrario, escolha a. # H tal que C:<:O ou C;> 0.

by +
r r ’

Se C: < 0 faca w=+1 e C. =¢C

Se €. > 0 fagca ws=-] e Cr.= C.

(Notar que C: -C;z_o pois a funcao objetivo f(x) e convexa).

Passo 2.

Seja Q(H, a,) = (qg) 0 vetor dindicador do ciclo formado

em H U_{ar}.
) . J ) . r - .
Calcule v; = Min {dhj xj : wqj +1 y J A r}
= M3 i ) ro. _ .
vy, = Min {xj dhj-3 oWy 1,3 # r}
-~
di  _dl W= +1
hr hr 1
vy =%
r r . - r ;-
dy .97 - dy _p 7w = -1 (suponha dh -2
r r
~ se nao definido).
v = Min {vi, v,, vg}}

Se v =« PARE , ndo h& solugdo otima finita.
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Caso contraric, selecione ag do ciclo em H U fa.} que

conduza ao valor minimo de v.

3. 0 .= X, " , . a}.
Passo Se v faca X5 Xj * vg; para todo ay € HU {ar}
Se r=s e w=+1 faca hr =h.+ 1 e calcule
LN . + C =c¢c*t a
Cr = chr - yaﬂ + yaﬁ ; caso Cr<:0 faca Cr Cr e va ao Passo 2.
Ser=s e w=-] faga h,=h. -1 e calcule

C; = c; 1 - Y.h vyt caso C;:»O faca Er‘=t; e va ao Passo 2.

. _ i
Se r#s, substatua. ag por a, em H e faca ¥; = ¥itp, Cr’

R c . .
onde P; & 0 indicador de a, no caminho da raiz para

cada no 5.

Caso w=-1 faca h, = h,_ -1.

Caso wq§:=+1 faca h hs-+1 e calcule

s

ct - c; - y.h+ yat‘ ; caso C; <0 faca r=s, ¢ =CV,
' s . “s S -

w=+1 e va ao Passo 2.

Caso wq; = ~1  calgule C; = cf} -1 yah + yat 1 Caso ES>O
' s s $ .

faga r=s, C =C , w=-1 e vd ao Passo 2,

Va ao Passo 1.
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Definigdo: Denomina-se pivoteamento cada execucio do Passo 2 e
-

denomina-se .{teracao cada segiencia de execucao dos

Passos 2 e 3 entre duas execucoes sucessivas do Passo

1.

Observagao: Uma iteracdo envolve no maximo z [kg : q§ # 0)pivotea
J

mentos, relativos ao mesmo ciclo, onde kj € 0 numero
de intervalos do arco aj‘ Note que em cada jteracdo,
0 arco aue sai da base nao e candidato a retornar a

base na jteracdo seguinte.

Passa-se a comentar as caracteristicas principais des

te procedimento.

(a) Exploragao Continuada de Varidvel Basica:

Um detalhe que diferencia a PRL da PRLP & que nesta 4l
tima, um arco bésicd que acabou de sair da base pode retornar a
base no pivoteamento 1mediatamente posterior, ainda na mesma ite
ragéo. Pode-se interpretar esta possibilidade de retorno a base,
atraves da situacdo em que o método simplex & aplicado 3 rede L
nean equivalente ao PRLP, onde cada arco ;s do PRLP e substituido
por arcos paralelos associados a cadf um dos seus intervalos de
fluxo (di). A exploracao continuada de variavel basica visa apro
veitar-se das informacoes disponiveis, numa dada iteracao, sobre
a Ervore geradora, para efetuar a maior mudanga possivel {(no mo
mento) no fluxo X, associado ao arco ag (a ser substituido na ba

se). 0 que e feito & averigliar se na arvore geradora basica atual

(com a, no lugar de as) 0 arco ag nao e candidato a voltar 3 base
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(Passo 3 do a!goritmo), Caso jsto ocorra, torna-se a aplicar o
teste da razﬁo para esta situacao (Passo 2). Trabalhando desta
forma, economiza- se iteragoes na PRLP. 0 nimero de vezes que esta
exploragao continuada for realjzada correspondera a pivoteamentos

do- metodo simplex quando aplicado a rede Tinear equivalente,

[b) Explonacdo Continuada de Varidvel Nio-Basica:

Pode ocorrer que, numa dada iteracdo, se constate pelo
feste da razao (Passo 2) que nio ha mudanga de base, isto &, a va
riavel a, escolhida para entrar na arvore geradora (Passo 1) de
fato nao se tornou basica (o valor do fluxo X, em a, passou de um

lTimitante de intervalo de fluxo para outro x;).

Novahente, a intencao daexploragdo continuada de varia
vel nao-basica & tirar proveito das informagoes que estaoc a mao
sobre a Etvore.geradora atual (identica.a anterior pois nao houve
alteragao na base), para reduzir o esforgo comphtacional poste
rior. 0 que se faz & verificar se o arco a, nao permanece candida

to a entrar na base (nesta sua nova situacao de valor de fluxo

x;), caso isto acontega, retorna-se ao teste da razio.

[e} Para se obter um vetor basico h inicial (Passo 0), pode-se

considerar uma arvore geradora qualquer com intervalo adicio

nal para cada arco basico ¥ 6 H com valores df} = -, cﬁ = =00
(permitindo ao fluxo X 5 associado a aj ser negativo) e partir com

a solugao basica correspondente. Desta forma, a fase I do metodo

simplex ndao necessita ser considerada em separado.

Fa Rl S i ]

i ST o R T LY
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(d) Este metodo possue as mesmas deficiencias, ja apontadas ante
riormente, do metodo simplex com relacao a ciclagem e empaca
mento. Ha necessidade de se incorporar refinamentos para evitar

estes fenomenos, & o que se passa a discutir.

Ciclagem na PRLP

Um pivoteamento & denominado degenerado se o teste da

razao produz v=0 e uma Aileracao e chamada degenerada quando to
dos os pivoteamentos associados sio degenerados. Nestas iteracoes
nao ha mudanca no vetor de fluxos e nenhuma melhoria e obtida na
funcao objetivo. Um veton bdsico h & denominado degenerado se ha

uma variavel basica X; com valor X5 = di para algum k.

Considere uma segliencia(finita ou nao) de pivoteamen
tos degenerados representada pelos vetores bisicos h®, h', h?, ....
0 fenomeno da cicfagem em PRLP ocorre quando ht = ht' com t#£t',
para dois elementos desta seqliencia, indicando que uma determina
da solugao basica foi rebroduzida apos a realizacao de alguns pi
votéamentos degenerados Sob tais condig¢Oes nao & possivel assegu

rar que o metodo simplex descrito para a PRLP seja f1n1to.

Assim passa-se a desenvolver um refinamento deste meto
do simplex, atraves da extensio do conceito de bases fortemente

viaveis para a PRLP,
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Definigao: Um vetor b3sico h, associado a solugao basica (x,y, z),
e denominado vetor bisice fortemente viavelf se todo arco basico

j Jj o o= . . ) . . dj
aj, com dk-l < xj < dk, e direcionado para a ratz se xJ -

e e direcionado da raiz se X5 = di_}.

Observagqo: Notar que esta definicao faz uso da flexibilidade com

que. se estabeleceu (secdo 2.2) intervalo corrente hj

ho-1 5 %5 < dﬁ ). 0 intervalo corren
J J

te, que e associado a cada arco basico, caso o fluxo

de um arco aj (dj

xj atinja algum valor extremo de intervalo de fluxo
(dﬂ_u] ou dﬂ ) dependera da orientacaoc do arco a; na
i .

arvore geradora basica H.

EFxemplo 2.6. Considere a arvore H da figura 2.6, onde:

ct = (¢l ¢ ! w) c* = (¢ c? ¢z ) c? = (c} ¢! ! w)
d'=(0 1 5 6 @) d=(0 3 9 10 @); A= (01 2 9 )
c* = (c} ¢y ¢;) ¢ = (cf c; i
d* = (0 5 10 ) > = (0 1 7 ) com c;. adequados e
finitos. As demandas nos nés sao: by = -5; by = +4; by = -15;
by = 463 bs = +20; be = -10. Considere 0s seguintes valores de

fluxo nos arcos bisjcos: X1 257 Xz =83 X3=6; X4 =10; x5 =10.

Desta forma para que o vetor basico h seja fortemente
vidvel, deve-se ter h = (3 2 3 3 3}, vetor dos intervalos

dos arcos aj, j=1..5,
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Flgura 2.8, Exemplo de Vetor Basico Fortemente Viavel

(admitindo fluxo nulo para os arcos nao-basicos)

Observagao: (a) Os arcos a,, a; e a; sao canalizados, respectiva
mente, entre [0, 6], [0, 10] e [0, 9] ;
(b) As orientacdes dos arcos az e as nao tem influen

cia na determinacdo de seus intervalos de fluxo.

(c) Os arcos a, e a@s nao sdo canalizados (xy, x5 > 0).

Mostra-se a seguir que vetores bisicos fortemente vii

veis do PRLP s&o vetores basicos viiveis de um (PRLP)' nao degeneg

rado, obtido de PRLP pela introducdo de uma perturbacao nas deman

|

para toda Ervore geradora H, todo a; € H, todo hy :aRGE(H,aj),

das dos nos.

| -5 b+ ;o 5 df |- g

. i h, ~ - h h,
18R(H,aj) aRGE(H,aj) k akEE(H,aj) k

SEJa E = Min
J

todo h, : akGE(H,aj) e todo hj'
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-

Dado um nimero e, suficientemente pequeno, 0<e¢ <i/m,
considere o vetor das demandas nos nos perturbado b w(b%) onde
b_; =b_I t+e se §# raiZ e b%xbi— (m=1)e se i=raiz, e defina o proble

ma perturbado, nao degenerado, (PRLP)' por:

P': Min {f(x) s.a: Mx=b', x>0},

Teorema 1. Um vetor biasico h & um vetor basico viave]l para o
(PRLP)' se e somente h & um vetor bisico fortemente viavel para

PRLP.

Prova:

Sejam x =(xj), x' =(xé) solucoes basicas primais associadas ao
ao vetor h em PRLP e em'(PRLP)’, respectivamente. Portanto, para
0s arcos nao-basicos

o ad voooqd
O R TR B B P 57X

para os arcos basicos direcionados para a raiz

£l

X;: = ~L [b-:” ig R(H,a-)] + T [x ta, 6 E(H,a.)] -

X! = -% {bf :iE.R(H,a.)} + 7 [x':a GE(H,a.)] - I [x pa GE(H,a-)]
; j J K k "k J K k™ "k™" J

1 e . ) : L . 4
= X5 " X5 =k (m IR(H,aJ)j) ou ainda 0 > X5 = x5 > € (A)
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para 0s arcos basicos direcionados da raijz

(d) Se

0 que

SRR DEMELIRRII: [xk:akeﬁ(ﬁ,aj)} +3 [y a8 Ea))]
e

x& =+ )1: [b; : "iER(H,aJ-)J - }};‘ [xk : akEE(H,aj)J + E [xk : akGE(H,aj)]
e xé'— X; = +e(m - IR(H,aj)f) ou ainda 0 < X3 T X5 <€ (B);
Assim'tem—se:
(a) Se X; < 0 (inviavel) entdo de (A) e (B) segue que xé < 0 (inviavel)
(b) Se dgj_} < xj < dﬁj entao de (A) e (B) segue que dgj»]'< x3 < dgj
(c) Se x, = dﬂj_} e a, e arco direcionado da raiz ent&or dgj~1 <Xj“dg.

J

. =d) e a3, & arco direcionado para a-raiz entio dV - <x' <dd

>
i

encerra esta demonstracao.

Incorporando este conceito de vetor basico fortemente

viavel ao metodo Simplex especializado para PRLP, aliado a uma re

gra para escolha do arco que deve sair da arvore H de modo a man

ter a

sua estrutura fortemente vidvel, obtém-se um novo método de

nominado Metodo Simplex Fortemente Vidvel para PRLP, descrito a

seguir.
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Metodo Simplex Fontemente Viavel [MSFV) para PRLP

Este procedimento possue as mesmas caracteristicas do

metodo simplex especializado para PRLP com as sequintes alteracoes:
(a) Inicializar o metodo com um vetor bisico fortemente viavel h.

(b) Regra para escolha da varidvel a sain da base [Passo 3): Seja

ay escolhido para entrar na arvore geradora H e seja u o ulti

h .

mo no comum dos caminhos da raiz para a cabeca a,

& para a
t . .
cauda a, do arco a. Considere o ciclo formado em H U a,.

Atravesse este ciclo partindo do nd u com a orientacao de a,
se w=1 ou com a orientagdo oposta se w=-1. Selecione o arco a
sair da base como sendo o primeiro arco a, encontrado que sa

tisfaga o teste da razao {calculo de v no Passo 2).

Observagao: 0 MSFV trabalha somente com vetores bisicos fortemen
“te viaveis. Isto pode ser constatado pelo desenvolvi
mento a seguir,
Seja h um vetor basico fortemente viavel para a PRLP
e {(x,y,2z) a solucdo basica associada. Considere o vetor bisico h
como sendo o prﬁximo vetor basico viavel gerado pelo MSFV a par
tir de h, aséociado_com a solugdo (X, y, z). Assim H= (HU{a, })-{a.},
) aréo esco

onde a,, e o arco escolhido para entrar na base e ag

thido pela regra acima para sair da base.

Observa-se que os arcos de H nao pertencentes ao ciclo

H U'{ar} nao terao suas orientagoes e fluxos alterados quando da

entrada de a, e saida de g assim basta analisar os arcos do c¢i
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clo. Na figura 2.7 apresenta-se i]ustragﬁes de como a Regra« em
questao escolhe o arco que deve deixar a base, mantendo a estrutu
ra fortemente viavel em H. Indica-se o arco 2. escolhido para en
trar (tracejado), quais os novos valores de fluxo nos arcos do ci
clo HU {ar} que sao responsaveis (empate no teste da razao) pelo
valor de v no Passo 2 do MSFV (com ¥ e ¥ significando, respectiva
mente, que o fluxo atingiu um limitante superior ou inferior de
algum intervalo de fluxo), o no u, o sentido en que se deve percor
rer o ciclo a partir de u para obter 0 arco d, que deve deixar

a arvore e qual deve ser o arco a. a deixar a base (assinalado com ).

Raiz Raiz

P g o
a }” a JL
e 2O “__mmfh__*,b

T \ i

Figura 2.7. Ilustracéo da Aplicagao da Regra que Mantém Viabilidade Forte




2.36

Percebe-se que os novos valores basicos h, para cada’

caso, manterao a estrutura fortemente viavel que -h apresentava.

Lema 7. Sejam h, B_dois vetores basicos onde 5 e obtido de h atra

ves de um pivoteamento onde o arco a, substituiu o arco

a, na base H. Entao: Sejam y, y os vetores duais associados a h, h,
respectivamente e Er como no Passo-1 do MSFV.
(a) y; = y; se i¢ R(H,a_);

‘ - . R )

(b) Yi = Y5 ¢, se i, a g R(H,as),
- _ Ch

(¢) y; = y; + ¢, se i, a, # R(H,a.).

Alem disto, se h & obtido de h atraves de um pivotea

mento degenerado, entao:

(d) y.

i
<

§é i6 R(H,as);

yi + we se j @ R(H,as).

(e).;f r

o~

Prova: Deve-se ressaltar que R(H,as) = R(ﬂ,ar)coquassmﬁado a h.

Dado um intervalo basico h as variiveis duais basicas satisfa
Zem a expressao y; = X p} c% (ver expressao (1)).
J J

0 pivoteamento que transforma h em h altera os valores de y da
forma yfz y; + 5; c (ver Passo 3 do MSFV)
onde ﬁi = 0 se 16 R(ﬁ,ar);

~ 1

P, = se i & R(H,a e a, e direcionado da raiz;
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ﬁ; = -1 se jg R(H,a.) e a, € direcionado para a raiz:

r
Disto resultam as expressoes (a), (b) e {(c). A expressio (d) se

gue da validade de (a).

Em caso de pivoteamento degenerado, as propriedades de viabili

dade forte implicanm gue:

W=+] = a, e direcionado da rajz em H

o~

w=~1 = a, e direcionado para a raiz em H.

Desta forma, obtem-se a expressio (e).

Teornema 2. 0 MSFV & finito.

Prova: Para pivoteamentos nig degenerados o MSFV & finito pois o

va1or da solucao primal torna-se estritamente decrescente,
como para qualquer metodo simplex. Ser3 provado que para hivoteg
mentos degenerados Z{§i 16 N« E{yi : 1 € N},considerando a no

tacao do Lema 1.

Considere o caso em que w=1, isto e, 0 arco 2, escolhido

para entrar na base tem o custo retativo Er mci'ﬁo e o valor Xy
deve aumentar para melhorar a funcao objetivo. Pelas expressoes

(d), (e) do Lema 1 pode-se concluir que Zji <Ly

Caso w=-1 entido Er = c; > 0 e novamente segue que

‘Zﬁi < Ey,--
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Observagao: (a) Com este resultado fica provado que a manutengao -

de vetores basicos fortemente viaveijs, pelo MSFY,

evita a ocorrencia de ciclagem na PRLP, pois exis

te um numero finito de arvores geradoras e um ni

mero finito de intervalos para cada um dos arcos

basicos.

(b) Segue tambem que em qualquer pivoteamento degene

rado tem-se y. < y, ¥.. Em palavras,isto signifi

ca que sob a medida de distancia Yi = %p; Chj’ ca

da no i ou permanece 3 mesma distancia da raiz ou

aproxima-se dela, em pivoteamentos degenerados.

Empacamento em PRLP

Foi viste portanto, que.o uso de.viabilidade.forte evi

ta ciclagem pois toda seqliencia de iteracoes degeneradas ser: fi

nita. Porem, o comprimento de tais seqliencias pode ser exponencial

com relacao ao tamanho do problema (nimero de nos e arcos) ver

Cunningham /30/, caracterizando o fenomeno de empacamento. Assim

se faz necessario incorporar ao MSFV um segundo
tivo a escolha do arco a, candidato a entrar na

este fenomeno.

Seja h®, n',..., h' uma sequéncia de
fortemente vidveis obtidos através de iteracoes

MSFV. Sejam CE(S) e C;(s), respectivamente, os

refinamento, rela

arvore, que evite

vetores basicos
degeneradas do

valores dos  cus
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tos relativos a esquerda e & direita do arco a; associado ao  ve
tor basico h>,

Assuma que S;, S,,..., Sk.1 S30 numeros inteiros conhe
cidos satisfazendo 0 = S, < S; < ... < Sy.1 e defina S, (se exis
tir) como sendo o menor 1nteiré maior do que Sk~1 tal que
M§X {cg(s) PSES Ly e 5 320 e M;n {CS(S) P5=5 4 5. 51 <0

para todo ay E A.

Definigac: Se Sk definido como acima existir, entao a sequencia

{h® : s =Sy_ys--+» S} & denominada de estdgic.

Observagao: A principal caracterIstica de um estagio e que nenhum

arco permanece candidato a entrar na base durante to

das as iteracdes que o compde; isto &, em alguma 1Jte

racao ele deixa de se-to.

Um dos principajs resultados deste trabalho & o estabe

tecimento do proximo teorema.

Teoxrema 3. Uma seqgliencia de vetores basicos h’, h', ..., nt forte
mente viaveis, obtidos atraves de uma seqligncia de iteragoes de
generadas do MSFV e associadas a {x, y, z) pode ter no miximo u

agi = - ".:::‘j _z-j
estagios onde u Ha_J € H : X dhjwl ou  xy dhj}J e o

niimero de arcos bisicos degenerados em cada vetor biasico h.
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Prova: E Uma extensdo daauela anpresentada por Cunninaham /30/.
Seja G(x) a floresta formada pelos arcos basicos nao dege

nerados {a. € H : dJ < X, < dj }. Um arco a, 6 H e dito ser
. J h,-1 hj T

degenerado se x. = d -1 U x; = dg . Do Lema 1 segue que pa
. J- - s

J
ra quaisquer dois nos v e w da mesma componente de G(x) e para
quaisquer iteracbes p e g, tem-se ye - yﬁ = yﬁ - yg . onde y?

denota a variavel dual (preco) no no i associada ac vetor basico

hP.

Para provar o teorema basta mostrar que se o caminho na

- - . t . - s :
arvore basica, associada a h-, da raiz para v tem, no maximo, i

arcos degenerados entao y§(1) = yﬁ se S{i) for definido; pois
tais caminhos podem ter no maximo u arcos degenerados. A demons

tracdo e feijta por indugio finjta.

Para i=0, a afirmagao e valida pois v & um no da compo
nente de G(x) que contem a raiz e, portanto, Yy nao sofre altera

¢oes durante a seqlencia de pivoteamentos degenerados.

Suponha que a afirmacao e valida para 0, 1, 2,...,1i-1,
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Admita, por absurdo, que a afirmacao nao vale para 1.

Entao para algum no v cujo caminho, associado a ht, da raiz a v

possue 1 arcos degenerados tem-se yi(q) > yt (observe que

S{i) .t
Yy > Yy pelo Lema 1).

Seja aj © Ultimo arco degenerado no caminho da raiz a

v na arvore basica associada a h'. Suponha que a; e um arco direciona
do da raiz; para o caso contrario a prova e similar, Pela hipote

se de indugao, o caminho da raiz a a§ nesta mesma arvore, possui

k

{i-1) arcos degenerados e Ya

t = yot com S(i-1) < k < S{i). Além
J J

. h -
disto, como v e aj estao na mesma componente de G{(x) tem-se

yﬁh > ygh com S{i-1) < k < S(i}, pela hipotese feita e pelo Lema 1.
J J

Segue, portanto, que para S${i-1) < k < S(i}):

k k J

ct (k) = C% oy t - yh o= Cg + y:t -~y§h < Ch ot y:t - yzb = 0,

N -J J J oo J J J

ou seja, Cg(k) < 0, significando qué por todo o estagio i, 0 arco
aj permaneceu candidato a entrar na base, contradizendo a definj
cao de'estﬁgio i.

t S(i)

Assim, a afirmagao que y, = yy e valida para 1 e

em geral poﬁ indugao, ficando provado o teorema.
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Observagao: (a) Este teorema sugere o uso de regras de entrada no
MSFY que examinem os arcos de forma oue cada um
venha a ser examinado uma vez em cada estagio.

(b) No estagio k+1, todos os arcos bac<icos de qual
_quer camfnho da raiz, na arvore final com no maxi
mo k arcos degenerados, sao mantidos basicos como
conseqgliencia do fato de que os valores dos precos
de ¥; dos nos destes caminhos n3o sio alterados.
Assim com relagdo a medida de distancia

yi = Z p; C%_ as componentes de G{(x) "aproximam-
J J

-se”" da raiz em iteracoes degeneradas.

Descreve~se a seguir algumas das regras de entrada mais
comuns e alguns resultados para a PRLP com relacio a prevencio de

empacamento com o MSFV.

Regra n¢ 1 - Madion MeLhoria

N . . +
Simula a entrada de cada um dos arcos candidatos (Cr <0
ou-C; > 0) e escolhe aquele que ocasiona a maior melhoria na fun

cao objetivo. Nao e computacionalmente eficiente.

Regra n9 2 - Maior Taxa de Mefhoria (Dantzig)

Escolhe o arco candidato a, que possua o maior custo

r
relativo (em valor absoluto) dado por Cr = Max{{lC?[ : para todo
arco a; ndo-badsico com Cg <0p{lcs| : para todo arco a; nao-bdsico
com C >0}}. Esta regra & tambem denominada de método da aresta de

maximo declive ("Steepest-edge"). Também n3o & eficiente com rela
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cao a tempo computhcional, mas costuma se~lo com respeito ao nime
ro de iteracoes.
Regra n9 3 ~ Maion Taxa Noamalizada de MeLhoria

Escolhe o arco candidato a, Que possua o maior  custo

relativo normalizado em valor absoluto dado por

3
CF = Max ; para todo aj nao basico com C; <0,
. fnt2 jz
Cj + ?(q‘i)
;
15l o ,
- : para todo arco a; nao-basico com c; > 05. Esta re
/7 + x(ad)?

1

gra escolhe a aresta que apresenta o menor angulo com o gradiente.

Note que, para redes, Zq§ g 0 nimero de arcos basicos
no ciclo formado por H U {ar}. Ver Crowder e Hattingh /46/ para
estudos comparativos entre variantes desta regra e aregra nd 2:se

conclue que estas variantes diminuem significativamente o nimero

de iteracgoes.

Regra n? 4 - Nao-Basica Mais Antiga (LRB)
Escolhe o arco candidato que dejxou a base a mais tempo,

Seja a,, a,,..., a, uma ordenagao arbitrdaria pré-fizada dos areos

da rede.
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Regra n? 5 - Menon Tndice (Bland)
o
Escolhe o primeiro arco candidato da seqliencia ay, an,

--» @,. Pode ser desinteressante do ponto de vista de tempo com

putacional (o Exemplo 2.4 & um caso em gue isto ocorre).

Regra n? 6 - Testada a Mais Tempo [Clclica)

Supondo que a.. foi o Ultimo arco candidato escolhido,

selecione o primeiro arco candidato da sequencia a a

r+1° “r+2°

.y an, al,.az,..-, ar.

Seja v,, vy,..., v, 4ma ordenagao arbitrdria pré-fizada dos nés

da rede.

Regra n? 7 - Maion Taxa de MeLhoria no NG (NG-Ciclica)

Supondo que v foi o Ultimo ndo considerado, selecione
0 arco candidato.ar, com major custo relative (em valor absoluto)

dado por C, zMax{{IC?[: para todo arco a; nao basico com C;-<0 e
h

cabega a; no nod V}LJ{IC;M para todo arco a; nao-basico com C; >0 e
ot . - - . :
. d .
cauda a; no no v 1% qnde v e 0 primeiro no da lista Vie1® Voo

vy V Vis..., V| gue seja cabeca ou cauda de algum arco candi

m!
dato com a propriedade acima.

Regra n? & - Maion Taxa Continuada de Melhoria no No [No-Clelica Continuada)

Identica a anterior, com a lista de nls alterada para

Vk., Vk'{"‘[,..., Vm, Vl, Vz,..., Vk_’ic
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As regras de niimero 2, 4, 5, 6, 7 e 8 foram implementa
das, alternadamente, com o MSFV e seus comportamentos (nﬁmero de

iteracoes, cpu) comparados. Isto e discutido no capitulo 3.

A seguir apresenta-se, no Teorema 4, resultados para a
PRLP envolvendo o MSFV combinado com regras de entrada que evitam
empacamento, antes porem prova-se o Lema 2 que serd Util nestas

demonstracoes.

Lema 2. Sejam h, h.dois vetores bisicos onde h foi obtido de h a

partir de uma iteracdo degenerada, com arco candidato 3,

incidente em no v e arco de saida a. . Suponha que Er =Max{{|C§l

C§ <0 e a?==v}U{|C3|: C5:>0 e a§ =v}} e que a, e um arco can
didato na iteracao seguinte com a propriedade (6; <0 e az =v)

ou (E; >0 e a% = v). Entao a escolha de a, como candidato em

h conduz a uma iteragao nao degenerada.

Prova: E uma extensio da apresentada.por Cunningham /30/. Demons

tra-se a validade deste lema para o caso w=1, ou seja,

CT <0 e v ma?.. Alem disto, suponha que W=1, ou seja, C; <0 e

a

[t I o

=v. O0s demais casos {(w=1, w=-1), (w=-1, ?zl),.(w=w1, G=—T)

sao similares. Desta forma, aﬁ € R(H, ag) em iteraches degeneradas com w=1.

Do Lema 1, pelo fato de ser uma iteracao degenerada,

tem-se que ?V =y ot = ¥,t . Supondo, por
: : , "
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absurdo, que 9at ='yat tem-se
t t

> 0, o gue

[ b

-~ + +
+ ya§ = Cp = (y, * c:) +ygto=Cpo-C

t t

contradiz a hipotese de que 6¥ < 0. Desta forma, pelo Lema 1,

= i + . t -~
tem-se que yaé :ya%'+cr s, & majs v ra?==a2 \ at'ER(H,aS) wR(H,aP).

Cons%dere 0s caminhos da rajz ate a% em H e em H. Ambos
os caminhos contem o0 no v. Assim, o caminho de v a a% nao passa
pela raiz. Devido a propriedade de viabilidade forte, todos 0s
arcos degenerados direcionados da raiz est3o no limitante infe
rior do intervalo corrente e todos os arcos degenerados direciéng
dos para a raiz estdo no lTimitante superior do intervalo corrente.
Em consequéncia, o ciclo formado por H U.{at} nao permite pi§0t93,
mento degenérado (vide figura 2.8), o que finaliza esta demonstra

¢cao.

Na fiéura 2.8 apresenta~-se um exéép]o desta evolucao
de vetores basicos fortemente viaveis, onde os simbolos ¥ ( ),
+ (¥ ) significam, respectivamente, que o arcb deveria ter seu
fluxo aumentado (diminuido) mas ele j3 se enconfra no maior (menor)
valor possivel e o arco pode ter seu fluxo aumentado (ou diminui

do) sem problemas com a canalizac3o existente.
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Raiz Raiz

Figura 2.8. Ilustracao pera o Lema 2

{w=1l g w=1)

Teorema 4. Seja h®, h',..., h' uma seqliencia de vetores basicos

obtidos atraves de iteracoes degeneradas associadas a

solucao {x, y, z). Seja u o numero de arcos degenerados da solu

basica. Para uma rede com m nos e n arcos tem-se:

Se a Regra n? 4 for usada entao t S u-n ;

Se a Regra n® 6 for usada entao t

[A
=
-
]

Se a Regra nQ 7 for usada entdao t < u -m ;

Se a Regra n? 8 for usada entdo t

PA
=
=
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Prova: E uma extensao da apresentada por Cunningham /30/. A de
monstracao da validade dos itens (a) e (b) e de certa for

ma evidente. Comparando-se a definicao de estBbgio, Regra n® 4 e
Regra n0 6, percebe-se que cada estagio decorrente da aplicacio

de uma ou outra regra tera um comprimento menor ou ijgual a n. De

modo que {(a) e (b) seguem do Teorema 3,

Para demonstrar o item {d), observe que apds uma ite

racao degenerada com base em um no v (notacdo do Lema 2), caso
permaneca para a seguinte algum candidato incidente neste no v
com a propriedade exigida pela regra 8, sera efetuada uma itera

cao nao degenerada. Assim, no pior caso, podem ocorrer no maximo
m iteracoes degeneradas por estagio o gue prova este item.

A demonstragdo do item (c¢) e mais elaborada, devendo

ser aplicada, como no ultimo Teorema, o recurso da inducao finita.

Utiliza-se a notacao do Teorema 3. Prova-se que se 0
caminho P na arvore associada com ht, da raiz para v, tem no maxi
mo i arcos degenerados e i.m < t (isto garante a existencia do es

- . . ~ t i.m-
tigio i) entdo y . = y; X
Usando a tecnica de inducao sobre i, vem:

t i.m - .
= e evi
Y Yy

Para i=0, a verificacao da validade de y
dente pois Yy nio sofre modificacao alguma nos pivoteamentos dege
nerados gque geram a seatiencia h’,..., ht, pois v e um no da com

ponente de G(x) {ver Teorema 3}, gue contem a raiz,

Admita~se que & valida para 0,1,..., i-1.
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Suponha, por absurdo, gue nao & valida para i. Assim

existe v € N tal cue o caminho P associado ao vetor basico ht, da

raiz para este no v, tem i arcos degenerados e yi < ys.m Observe
que pelo Lema 1 yt < y;'m

Seja aj o uTtimo arco degenerado de P. Suponha que 3y

e direcionado da raiz. A prova para o caso contrario e similar.

Segue que, Ya t = y(]"1)m e (3): yih = ygt + ht < y’ém . De mo
J

J J , J J

do que para todo k onde (i-1)m < k<i.m tem-se c (k) < 0. Supon

(.....:

do que, para alguma destas iteracoes, foi escolhido para entrar

h _ _h . t _ .h _
tal que (ar = a, e w=1) ou (ar = ay e ws 1),

na arvore um arco a ;

re

como estabelecido na Regra n® 7; o pivoteamento degenerado resul

tante diminui a varijavel dual yah de, no minimo, o mesmo valor

J
' i.m t i
que o arco a. o faria com c¥(k); ou seja, (4): y.h < y 't + cit =
J : J a. — Ya; h:
J J J
= yzh . Assim chega-se a uma contradicao (expressoes (3) e (4)),

J
i.m

. - t i . - ey
de modo que a afirmacao de que Yy = ¥y com i.m < t e valida

para todo i.

Como nenhum caminho da raiz para gualquer no v, na ar
vore basica de ht, tem mais que u arcos degenerados, finaliza-se

a prova do jtem (c), encerrando a demonstracao deste Teorema.

No éathu¥o seguinte, apresenta-se resultados computa

cionais decorrentes da implementacdo destas regras no MSFV, tendo
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sido abordados PRLP gerados aleatoriamente (com diversas caracte -

risticas de dados) e PRLP especiais (Exemplos 2.4 e 2.5).

Passa-se a seguir a apresentagﬁo de algumas considera
¢oes acerca da utiljzacdo do MSFV aliado a Técnica de Mudanca de

Escala {"Scaling") introduzida por Edmonds e Karp /35/, /36/.

2.5. TECNICA DE MUDANCA DE ESCALA

A Tecnica de Mudanca de Escala, introduzida por Edmonds

e Karp /35/, /36/ para a solucgao de problemas de fluxo com custo
- - . g "

minimo em redes, consiste em se resolver uma serie de problemas
aproximados do problema original; a solucdo o0tima obtida em um
problema aproximado e utilizada como solucao inicial do problema
seguinte; espera-se oque esta solucao inicial esteja proxima da ]
lugao otima de modo que o esforco computacional necessario para

resolver cada problema aproximado seja reduzido.

Ocorre que apos a divulgagao deste procedimento por
Edmonds e Karp /35/, /36/, durante muito tempo ele foi referencia
do“como sendo simplesmente um instrumento teorico, para se encon
trar limitantes polinomiais no tamanho do problema (isto &, nume
ro de nos, numero de arcos e major parametro numérico da rede) pa

ra o tempo de execugao de um dado algoritmo (ver Gabow /37/).

Recentemente, alguns pesquisadores vem mudando este
panorama (ver lkura e Nemhauser /38/), apresentando resultados

computacionais para implementagSes desta tecnica em problemas de

fluxo em redes altamente interessantes, como foi destacado na se

cao 1.1.3.
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Com esta motivagao resolveu-se investigar o comporta -
mento do MSFV incorporando esta tecnica de mudanca de escala quan
do aplicado a PRLP. Este procedimento foi implementado e testado
junto a redes geradas aleatoriamente e tambem a redes especiais,
tais como as propostas por Zadeh /42/ (Exemplo 2.4) e por Ikura e

Nemhauser /38/.

Foi introduzida no MSFV uma precisdac de escafa, denota
da por prec. Cada problema aproximado esta associado a um valor
de prec, que define uma unidade (indivisivel)} na aual os valores
de fluxo nos arcos, as demandas nos nos, os limitantes de interva

Tos de fluxo e os custos nestes intervalos, sao avaliados.

Seguindo; inicialmente, o enfoque de Edmonds e Karp
procura-se aplicar a Técnica de Mudanga de Escala (TME) sobre as
demandas e os limitantes de intervalos {consequentemente tambem
sobre os fluxos). Assim, para cada valor da precisao de escala

(prec) definiu-se um PRLP aproximado dado por:
P(p) : Min {f(x) s.a: Mx = b, x > 0}

I 4’ por

dJ e mantendo-se os custos nos intervalos

onde f(x) = f(x) , substituindo-se para cada arco a

correspondentes;

com

o
it
——
o
—
L
-
o g
—
1]

[b;/prec] * prec ;

[di/precj * prec

[mE]
e Lty
13

i - (&i) , com

Resolve-se uma sequencia de problemas P(p) deste tipo,

com prec =2P para o problema P(p) com p = [1ogz(ﬁax {Ibs], ldii})j,..., 2,1,
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isto €, desconsiderando-se os p bits de ordem mais baixa na repre.
sentacao binaria de bi é di. Observe cque para p=0 (prec=1) o pro
blema P(p) corresponde ao problema original, desde que este possua
dados inteiros. O0s resultados feﬁricos obtidos por Edmonds e Karp

se referem apenas a problemas com dados inteiros.

-~ A solugao otima do problema F(p) & transformada na 50
Tucao viavel inicial do problema P(p-1). pela resolucio de Mx =5h
(com prec w29'1) e pela atualizacdo dos intervalos de fluxo dos

arcos,

Uma vantagem aparente deste metodo & gue, quanto maijor
0 valor de p mais degenerado tende a ser o problema P{p); como os
problemas que apresentam degeneracio podem ser resolvidos mais ra
pidamente gque os n3do-degenerados de mesmo porte, espera-se resol

ver o problema original mais rapidamente com o uso da TME.

Esta implementacao do MSFV aljado com a TME, foi testada
em redes geradas aleatoriamente e em redes especiais, conhecidas

da literatura; os resultados sao comentados na secao 3.8,

Procurando, agora, explorar a mesma linha de pesauisa
desenvolvida por Ikura e Nemhauser /38/, tambem fmp?ementou«se a
TME no MSFV atuando apenas sobre os custos de cada intervalo de
fiuxo de todos os arcos da rede original. Estes autofes usam a
TME num metodo dual simplex em redes. Desta forma a solucao otima
de um problema aproximado permanece dual viavel para o problema
aproximado subsegliente e evita a resolugdo sistematica do sistema

de restricoes, como no enfoque anterior da TME nas demandas.

-

Neste trabalho, dada a disponibilidade do MSFY j3 im

plementado, foi feito um estudo da TME aplicada aos coeficientes
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de custos. Desta forma, a solugdo Ootima de um problema aproxima .
do permanece primal viavel para o problema aproximado subsequente

pois nao ha alteracao nas demandas.

No novo metodo, resolve-se uma sequéncia de PRLP apro

ximados, da forma:
P(p) = Min {f(x) s.a: Mx = b, x > 0}

onde fix) = f(x) com Ei = Lci / prec] * prec.

0s valores da precisdo de escala usados foram do mesmo
tipo, prec = 2P com p = |[log, max {]cil}J,..., 2,1, dagueles apli
cados no procedimento anterior. Da mesma forma, para p=0 (prec=1)
o problema P(p) corresponde ao problema original, desde que este
possua coeficientes de custo inteiros. Novamente, os resultados

sao comentados na secao 3.8.
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CAPITULO 3

ANALISE COMPUTACIONAL

3.7. INTRODUCAO

No que se seque apresenta-se detalhes sobre as imple
mentagoes do MSFV para a PRLP, descrito na secao 2.4, com e sem a
Tecnica de Mudanca de Escala; comenta-se as implementacdes de
6(seis) regras de entrada escolhidas dentre as citadas na seg&d

2.4 e tambem apresenta-se 0s geradores de redes utilizados.

Todas as implementagoes foram feitas visando a lingua
gem PASCAL, no VAX Clyster da UNICAMP, que e composto por dois
sistemas VAX/VMS 785, cada um com 12 Mbytes de memoria principal/

CPU e discos compartilhados com 2,7 Gbytes.

3.2. IMPLEMENTACAO DO MSFV

0 MSFV foi implementado em quatro versoes basicas com

objetivos distintos,

Na primeira versao, que foi utilizada na maior parte

dos experimentos, a entrada de dados e feita atraves da leitura
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de um arquivo, criado pelos geradores de problemas das categorias

1 e 2 {(ver adiante).

Este programa possue uma rotina que tem como atribui
¢do escolher uma arvore basica inicial, que seja fortemente via
vel, e armazena-la atraves de uma estrutura de dados eficiente
(ver detalhes adiante). Para armazenar os dados e para efetuar
os calculos ele utiliza a precisdo simples, 0 gue permite seu uso

em microcomputadores.

Para controlar os efeitos devidos a erros de arredonda
mento, principalmente em presenga de solugoes basicas nao-viaveis,
optou-se por separar as iteracbes em fases, de acordo com a gran
deza dos custos relativos dos arcos candidates a entrar na arvore
geradora bgsica, sob o controle de uma variavel nao-negativa deno

minada fof (tolerancia para candidato).

Assim para uma determinada fase sao considerados candi
datos os arcos nao-basicos aj com custo relativo a direita
cf < - tol ou custo relativo 3 esquerda c} > tol. Para cada uma

das fTases atribuiu—se 0s valores:
tol = inft/TO onde 1inft = 10° (fase 1 do metodo simplex):

e demais fases com a multiplicacdao do Ultimo valor de tol por 10°°,
enguanto tol > 107%*%. Este fator 107° esta associado ao uso da

precisao simples.

Ao final de cada fase a solu¢ao basica obtida e recalcu
lada pela expressdo (1) da segdo 2.2, para evitar o acumulo de

erros de arredondamento da fase anterior.
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A segunda versao do MSFV se diferencia da anterjor por
adotar precisao quadrupla e nio usar a variavel tol; a entrada de
dados tambem & feita pela leitura de um aréuivo, gerado pelos
programas da categoria 3 dos experimentos (ver adiante) onde,
alem das informacBes sobre a rede (como na primeira versao), tam
bem ja se fornece uma arvore bisica fortemente viavel inicial, ou
seja, sao dados quais sdo os arcos bisicos e toda a estrutura de

dados relativa a esta arvore inicial.

Quanto a terceira versao, ela possue as mesmas caracte
r¥3t1c35 da segunda (precisdo quadrupla e entrada de dados ), mas
tem incorporada a Tecnica de Mudanca de Escala (TME) por meio da
inclus%o da variavel ndo-negativa pree (precisio da aproximacao,
ja comentada na secdo 2.5), atuando sobre as demandas e Timitan

tes de intervalos de fluxo.

A quarta versao & idéntica a terceira, apenas que a TME
e aplicada sobre os custos de cada intervalo de fluxo, para todos
0s arcos. Estas duas Ultimas versdes foram usadas nos testes das

categorias 3 e 4.

As quatro versoes tem em comum o gue se segue:

- podem ser conectadas com todas as regras de entrada implementa

das;

- usam as mesmas rotinas internas do VAX para medida do tempo de
execugao do programa (CPU), que sao a FUNCTION LIB$INIT-TIMER e
a FUNCTION LIB$SHOW TIMER que constam na Run-Time Libraries Rou

tines vol. 8B, existente no Centro de Computacao da UNICAMP.
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- usam a mesma estrutura de dados, que & uma variagao do "Augmen
ted Threaded Index" - ATI proposto por Glover, Klingman e Stutz

/45/(1974).

Esta estrutura se fundamenta em dois "Tabels", o prede
cesson {denotado por pred) e o thread (denotado por tred). A va
riacao empregada usa, ao invés de ni predecessor, 0 arco  basico
predecessor, que liga cada nd da arvore basica ao seu no predeces

sor segundo a estrutura ATI.

- As rotinas que efetuam o teste da razdo ("ratio test") e a atua
lizacao da érvore basica ("upaate“) sao derivadas daquelas abrg
Sentadas por Aii,-HeIgason, Kennington e Lall na secao 3.1 de
/34/, sendo que o teste da razao tem incluida a regra(de saida)

para manutencado da arvore fortemente viavel nos seus comandos.

Para a armazenagem e calculos, segundo esta estrutura
de dados, foram utilizados 8 (oito) vetores dimensionados peto nu
mero-de nos das redes a serem resolvidas -- ("node-lenght -arrays"),

compostos por:

*

para os dados - valor da demanda no no, 19 arco incidente  com

cabe¢ca no ng, 19 arco incidente com cauda no nd;

* parna a sofugdo dual - valor do preco (y;) no no;

* para a s0fugdo bnimaﬂ - valor do fluxo (xj) no arco basico pre
decessor;

* para a arvore basica - valor do pred, valor do tred no no e

uma variavel auxiliar (flag).
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Alem destes, utiljza~se 4 (quatro) vetores dimensiona

dos pelo nimero de intervalos de fluxo nos arcos:

* pana os dados - valor do limitante de cada intervalo, custo no
intervalo, constante no intervalo e arco associado ao inter

valo.

Tambem se usa 5 (cinco) vetores dimensionados pelo ni

mero de arcos:

* para 04 dados - arco adjacente com mesma cauda, arco adjacente
com mesma cabeca, intervalo corrente do arco, cabeca e cauda’

do arco;

* para a s0fugdo primal - vetor de fluxo nas variiveis bisicas e
nao-basicas.

Com estes vetores torna-se eficiente a manutencao e
atualizagao da arvore basica, bem como o uso das diversas regras de en
trada implementadas, alem de favorecer uma possivel (futura) exten
sﬁo“do”algoritmO'para desémpenhar"um&"anéTise de “pos-otimalidade

na solucao otima.

Fornece-se a seqguir uma ilustracao do relacionamento

entre estes diversos vetores na -estrutura de dados escolhida.

Sejam:

N=11,2,..., m} o conjunto de nGs da rede;
A = {a1, az,..., ay} o conjunto de arcos da rede;
I={1,2,..., |1]} o conjunto ({seguencial) de intervalos de

fluxo dos arcos;

+

bi a demanda no no i;

y; o va?or da variéve] dual (prego) associada ao no i;
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inch € A o primeiro arco da lista de arcos com cabega no no i;
inct € A o primeiro arco da lista de arcos com cauda no no i;

tred € N o primeiro no da lista do'"label"thread;

pred € A o arco que liga o no i ao seu predécessor {(*};

fluxo 0 vaior do fiuxo no arco pred do no i;

head € N o no que e cabeca do arco a5
tail € N o0 ndo que e cauda do arco ay;

adjh €6 A o perimo arco da lista de arcos com mesma cabeca;
adjt € A o prﬁkimo arco da Tista de arcos com mesma cauda;

valor o valor do fluxo no arco (basico e nao-basico);

itrv 6 I o nimero do intervalo corrente do arco aj;

di os Timitantes inferiores de cada intervalo de fluxo
do arco a-:;
J
ci , 0s custos em cada intervalo de fluxo do arco aj;
hci as constantes em cada termo Tinear por partes associa

dos aos intervalos de fluxo do arco ays

arc € A jdentificacao do arco ay que esta associado a cada

valor de itrv;
Na figura 3.1 apresenta-se um exemplo do funcionamento

da estrutura de dados, com os respectivos ponteiros:

(x) Neste caso o arco tem associado um sinal [+) se & direcionado da raiz

para o nd 1 v [-) se & direcionado do nd 1 para a raiz.
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b inch inct tred pred y fluxo
1
1 . a4
m
head tail adjh adjt itry valor
day "
las
h t - L) hd k
arcos L— aj aj a;
apn
h| J J
dk C hck arc
1
intervalos L. k aj

Figura 3.1. Exemplp dea Estrutura de Dados Utilizada no MSFV
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As regras de entrada escolhidas para serem programadas
foram: Regra Dantzig, Regra Bland, Regra Ciclica, Regra No-Cicli
co, Regra No-Ciclica Continuada e Regra LRB. Desta forma pode-se
testar regras de uso geral e regras especificas para redes, em
conjunto com o MSFV. Estes programas funcionam’como procedimentos
externos ao programa MSFV, devendo um deles ser conectado ("linked")
ao MSFV antes da execugao deste. Deve-se salientar que a inicialj
zagao necessaria para cada uma das regras e feita no MSFV indepen

dentemente da regra escolhida para o teste.

3.3. IMPLEMENTACAO D0S GERADORES DE REDES

Foram desenvolvidos diversos geradores de redes para a
preparacao de testes computacionais. Estes geradores estao classi

ficados em categorias.
- Categoria 1

Foram imp]ementados 4(quatro)-geradores de redes pseu
do-aleatorias que permitissem aferir o desempenho do MSFV paré va
rias configuragoes de redes lineares por partes. Estes geradores
sao basicamente identicos, diferindo apenas pelo tipo de dado (in
teiro ou rea1j gerado para a rede; todos fazem uso de uma rotina
interna do VAX para geracao de niimeros pseudo-aleatorios, a par

tir de um nﬁmero dado denominado semente, gue e a FUNCTION

MTHSRANDOM.
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Na geragao dos problemas, solicita-se do usuario as .

seguintes informacoes acerca da rede:

* valor da semente;

* numero de ndos {m) e arcos {n);

* valor da probabitidade (0 < p, < 1) que algum nd seja de trans
bordo; |

* valor dos limitantes inferior (Binf) e superior (B ) do inter

sup
valo onde serao geradas as demandas (b) nos nds;

* valor dos limitantes inferior (NINTin > 2) e superior (NINT

] )
do intervalo onde sera gerado o nimero de intervalos de fluxo

sup

(k) de cada arco;

* valor dos limitantes inferior (Dinf) e superior (Dsup) do inter
valo onde serao gerados os limitantes dos intervalos de  fluxo
(d) de cada arco;

* valor da probabilidade (0 < p, < 1) que um arco tenha seﬁ fluxo
canalizado; |

* valor _dos limitantes inferior (Cinf) e superior (C ) do inter

sup
valo onde serao gerados os custos (C) associados aos intervalos

de fluxo de cada arco.

Deve-se observar que:

py = 0 == nao ha nds de transbordo;
po = 1 => todos nds sao de transbordo;
p, = 0 = nao ha arcos com fluxo canalizado;

todos arcos tem fluxo canalizado.

]
8
1
4

Alem disto, exige-se que NINTMf > 2 tendo em vista a

inclusao nas redes geradas de intervalos adicionais,permitindo va




lTores de fluxo (xj) nos arcos fora da canalizacao (xjidg),

com isto évita-se o uso, em separado, de uma Fase I no MSFV.

- Categoria 2

Foram implementados 2(dois) geradores semelhantes aos
gue ‘acabamos de descrever. A diferenca & que, ao inves de gerarem
uma rede para cada conjunto de dados, agora sao geradas 3(tres)

redes associadas.

A primeira & uma Rede Linear por Partes (RLP) com da
dos inteiros ou reais, dependendo do gerador usado, onde  cada

arco a; tem os limitantes de intervalos de fluxo dg, df,... di_ ’

J
R . J
com os custos cf, cg,..., cﬂ_. A segunda e uma rede linear que

, J
mantem 0s mesmos arcos a; da RLP, ‘porem tendo apenas o intervalo

J
de fluxo [dgsdﬂ‘ ] e os custos -»se o fluxo x, < dY

J >

. _ il . . o _

x. >d) e ¢, se x; € [d), dJ l,onde €, & a média aritmetica de
-1, Y ! ki1

+® se

k 0n?* J

.,cﬁ‘?. Esta rede & denominada Rede Linear Aproximada (RLA).
i=1

a ultima rede gerada & do mesmo .tipo da RLA,mas nela cada arco

C

L

>t R T S

J

a; da RLP da origem .a tantos arcos quantos sao seus intervalos de

fluxo (viaveis). Isto &, correspondentes a a, h3 nesta rede o0s

J
arcos a; , @8: s..., @, , com fluxos x; canalizados, respectiva
JI -2 ‘}k\'} Ji_ —
mente em [dy, (d) - d9)] ., [di, (d] -d4))], ... [dI, (d, E-di_‘é)]
. ‘\}w— J....
e com custos dados por -« se x., < df, 4o sg x, > (dJ - d@m}) e
: J1 J-i 1 1

cé se X 6 [dg , (dg - d%_})}. Esta rede & chamada Rede Linear
i

Equivalente (RLE).

Na fiqura 3.2 apresenta-se um exemplo de ilustracao.



-l 400

X.
- » L3 ) J
dy (a3 -a3) ’

Figura 3.2. Exemplo de Dbtengac de Arcos na RLA (b) e

(d)

RLE (c, d, e) a Partir de um Arco a, na RLP (a}

J




- Categoria 3

Foram desenvolvidos 2(dois) geradores que permitem re
produzir duas familias de redes de particular importancia para es
te trabalho. Uma delas e a familia de redes proposta por Cunning
ham /30/, que apresenta o fenomeno de empacamento para o metodo
simplex tradicional, mostra-se nos testes o MSFV evitando esta
ocorrencia. A outra familia foi apresentada por Zadeh /42/,
tem uma configuracao que prejudica o comportamento do metodo sim
plex, mostra-se que o MSFV (com e sem a Tecnica de Mudanga de Es

cala) se desempenha muito bem na resolucao destas redes.

Nestas geracoes solicita-se do usuario apenas o valor
do parametro {p) associado as dimensdes da rede. No caso das rg
des de Cunningham tem-se p > 2 e para as redes de Zadeh tem-se

p23.

- Categoria 4

Finalmente, foi implementado um gerador de redes pseu
do-aleatorias do tipo proposto por lkura e Nemhauser /38/. Estas
redes representam probiema§ de transporte simples (em redes bipar
tites) com todos seus dados inteiros; na referéncia"citada ' 0s
autores obtem um otimo desempenho do algoritmo ali proposto (com a
Tecnica de Mudanga de Escala). Procura-se aqui verificar se o MSFV

com este refinamento tem seu comportamento melhorado no enfoque

destas redes.

Solicita-se do usuario as informagoes:

* yalor da semente;
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* numero de nos origens (m{), nimero de nos destinos (mz)

e nimero de arcos {(n);
* yalor da soma das demandas positivas, ou negativas (DT);

* valores de (NINT.

inf’ NINTS K

up
)

* valores de (Dinf’ Dsup

* valor de p_;

).

* yalores de (Cinf’ Csup

W

.4. DESCRICAO DOS TESTES COMPUTACIONAIS

Com os programas anteriormente descritos foram efetua
dos testes envolvendo o MSFV e as regras de entrada para diversos
tipos de problemas. Estes testes.podem ser classificados, com re

lacdo aos seus objetivos, em:

- categondia 1: comparagao de desempenho entre as regras de entra
--da para redes lineares por partes pseudo-aleatd

rias, usando o MSFYV.

(a) redes lineares por partes com dados {demandas, custos e 11
mitantes de intervalos de fluxo) sendo niimeros reais, abran
gendo.situagﬁes em que ha nos de transbordo (demanda nula)
e/ou arcos com fluxo canalizado (ha 1imitante superior para

o fluxo permitido no arco);
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(b) redes lineares por partes com dados inteiros versus redes

lineares por partes (analogas) com dados reais;

{(c) redes lineares por partes com demandas e Timitantes de in
tervalos de fluxo inteiros versus redes Tineares por partes

(analogas) com dados reais;

(d} redes lineares por partes com custos inteiros versus redes

lineares por partes (analogas) com dados reais;

Nestes testes sao utilizados os geradores da categoria 1;

- categonia 2: comparagac de desempenho entre o MSFV aplicado a
redes lineares por partes pseudo-aleatorias e o

MSFV aplicado a redes lineares equivalentes.

Nestes testes sao utilizados os geradores da categoria 2;

- categondia 3: aplicagao do MSFV a redes especiais, conhecidas da
literatura, que apresentam dificuldades ao uso do

metodo simplex tradicional.

Sao exemplos propostos por Cunningham /30/ e Zadeh /42/;

nestes testes sao utilizados os geradores da categoria 3;

- categonia 4: aplicacdo do MSFV com a Tecnica de Mudanga de Esca
1a a redes lineares por parfes pseudo-aleatorias e

especiais.
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Sao  exemplos propostos por lkura e Nemhauser /38/ e.

Zadeh /42/; nestes testes sao utilizados os geradores das catego

rias 3 e 4,

Passa-se agora a apresentar os resultados dos diversos

experimentos realizados, onde adotou-se a seguinte notacao para

os dados e resultados:

~{£, u),

~[£.u],

nitt,

nits,

nitp,

nitd,'

cpu,

indica distribuigdo. uniforme no intervalo (£, u);

indica que um dos valores £, £2+1,..., u-1, u e ~escolhi

1
u-£+1

do com probabilidade

e o nimero de pivoteamentos do método simplex tradicio
nal na rede linear equivalente; isto &, o nimero de exe

cugoes do Passo 3 do algoritmo;

& 0 nimero de atualizagoes da base; isto &, o nimero de

~execucoes do Passo 2 do algoritmo; -

e o numero de iteragGes do MSFV na rede linear por par

tes; isto e, o numero de execucoes do Passo 1;

e o numero de pivoteamentos degenerados do MSFV na rede

Tinear equivalente;

e o tempo de processamento (em segundos), nao inclui o

tempo para entrada de dados e saida de resultados.
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3.5. TESTES DA CATEGORIA 1

Esta secao pode ser dividida em 4 {quatro) sub-secoes

que passa-se a descrever,

3.5.1. Redes Lineares por Partes com Dados sendo Nimeros Redis

com Nos de Trhansbordo e/ou Ancos com Fluxo Canalizado

Optou-se por aplicar o MSFV em redes que representas
sem os casos limites de PRLP geraijs,atraves da alteracao de al

guns parametros de entrada no gerador. Estes parametros foram:

* probabilidade de haver algum no de transbordo

i1

Pe = 0, nio hi transbordo

po = 1, todas demandas s&o nulas
* probabilidade de haver arcos com fluxo canalizado

0, nenhum arco tem fluxo canalizado

H

Pe

p, = 1, todos os arcos tem fluxo canalizado
* custos nos intervalos de fluxo

c~(0,20), funcao objetivo linear por partes convexa estrita
mente crescente

¢~ (-5,15}, fungao objetivo linear por partes convexa ("U-shaped")

Assim, nas tabelas 3.2 e 3.3 estao condensados resulta
dos médios (para varios valores de sementes) para 0s seguintes ti

pos de redes:
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Percebe-se que, com relagdo ao numero de iteragoes
(nitp), o comportamento relativo das reg:as de entrada se mantem
praticamente inalterado {a menos das regras Bland e LRB, na rede D)
podendo ser colocadas por ordem de me]hor desempenho da forma:
Dantzig, No-Ciclica Continuada, No-Ciclica, C?é]ica, LRB e Bland
(havendo uma alternancia de posicao entre a segunda e a terceira

colocadas).

Ja analisando os valores medios de cpu, nota-se uma
vantagem das regras Ciclica, No-Ciclica Continuada e No-Ciclica
sobre as demais, tehdo a primeira se sobressaido como a melhor em
6 das 8 classes de redes investigadas. Quanto as outras regras,
neste critério, no caso da func3do objetivo "U-Shaped" a ordenacao
e Dantzig, LRB e Bland (bem inferior as demais) e no caso da fun
cdo objetivo estritamente crescente, esta ordenagao se mantem pa
ra as classes A é B (nao degenerados) mas nas classes C e D (dege
nerados) a regra Dantzig tem seu desempenho prejudicado, ficando

abaixo da LRB e Bland.

Uma justificativa para este desempenho diferenciado da
regra Dantzig nas classes degeneradas C e D versus G e H, & que
nas primeiras todas as iteracdes sdo degeneradas,nao valendo a pe
na o esforco de escolher como candidato a entrar na base o arco
com custo relativo (32 esquerda ou a direita) que proporcione a
maior taxa de decréscémo da fungdo objetivo. Para as classes G e
H nem todas asritetagﬁes sao degeneradas {em media 5% do total de
iteracoes para G e 9% para H) de modo que este esforgo e vyalido

no sentido de diminuir o total de iteragOes,



Rede Cpu nitp
Regra A B c. D A B c D
BTand 80.07 | 77.53 1 5.58 | 5,13 | 5066 | 5253 317 285
Ciclica 7.75 1 10.43 ] 0.93 | 0.92 | 1453 | 2015 | 258 253
Dantzig 25.43 | 32.41] 7.68 | 7.32 436 570 151 143
No-Ciclica 8.19 9.82 | 1.24 | 1.16 | 1118 | 1437 171 157
rorticiiea 1 8.28 | 968 120 | 1.17 | 1055 | 138 | 169 157
LRB 73.92 | 73.69 | 5.57 | 5.43 | 3349 | 4059 300 295

Tabela 3.2. Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP com Fungao Objetivo

Canvexa Estritamente Crescente

Rede cpu nitp
Regra E F G H E F G H
Bland 328.07 |130.90 | 286.02 | 189.64 | 23634 | 9228 20793 | 12838
Ciclica 13.50{ 13.29 | 12.00 8.96| 2869 | 2794 2771 2203
Dantzig 58.85 | 54.22 | 58.38 | 45.88| 1014 946 1003 814
No-Ciclica 14,02 112,94 | 13.43 | 10.65| 2144 | 1940 2193 1642
No-Ciclica 14.95 | 12.82 | 13.22 | 10.64] 2188 | 1952 2113 | 1640
Continuada
LRB 81.23 | 91.67 | 83.10 | 83.56| 5154 | 5419 5374 3924

Tabela 3.3. Desempenhos das Regras de Entrads em PRLP com Fungao Objetivo

Ceonvexa [("U-Shaped")
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Percebe-se ainda que as regras No-Ciclica e No-Ciclica
Continuada suplantam a Ciclica apenas para os problemas das clas

ses B e F, onde ndo ha transhorde e os arcos sao canalizados.

Pode-se afirmar ainda que os problemas mais faceis de
resolver sao os das classes C e D, onde ocorre degeneracac total

e a funcao objetivo & estritamente crescente.

Com relagao a fungao objetivo, os problemas das clas
ses "U-Shaped" sao mais dificeis de resolver (major cpu e nitp);
os problemas canalizados tendem a ser mais dificeis que os ndo ca

nalizados, o mesmo ocorrendo com os problemas sem transbordo emn

relacao aos problemas com transbordo.

3.5.2. Redes Lineares por Parntes com Dados Inteihos versus

Redes Lineanes pon Pantes [analogas) com Dades Reais

Esta secao tem por objetivo observar o comportamento
das regras de entrada quando sao utilizados dados inteiros ao in
ves de dados reais, o que implica no aumento do nivel de degenera

cao do problema.

Apresenta-se na tabela 3.5 resultados medios (nitp, nitd,
cpu) obtidos para varios valores de sementes, para uma classe de

redes com 0s seguintes parametros:
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Caracteristicas

Parametros de entrada no gerador
Rede
m n P b k d P, C
I |100] 1000 | 0 |-[-100..100]|~{3..7] |~[0..70]| 1 [<[0..20]
B {100 1000 | 0 |~(+100,100) |~[3..7] | ~¢0,700 | 1 | ~(0,20)

sem transhordo

€ com

canalizacao

Tabelae 3.4. Redes para ComparagGes entre Regras de Entrada em PRLP :

Dados Inteiros x Dados Reais

Como nos problemas da secao 3.5.1 com relacao ao critE

rio cpu, nota-se na classe de redes I uma vantagem flagrante das

regras Ciclica, No-Ciclica e No-Ciclica Continuada sobre
mais, com a regra LRB na 4ltima posigao. Esta semelhanca
tem tambem gquanto ao nimero de iteracoes (nitp), apenas ha

inversao de posicionamento entre as regras Bland e LRB,

esta por Gltimo.

as dg
se man
uma

ficando

Rede nitp nitd
Regra B I B I B I
Bland. 5253 3760 0 1729 77.53 | 49.74
Ciclica 2015 1934 0 901 10.43 9.99
Dantzig 570 595 0 642 32.41 | 33.88
NH—C?cTica 1437 1333 0 631 9.82 9.92
gggggglzgg 1387 1319 0 600 9.68 | 9.26
LRB 4059 3831 0 1744 73.69 | 62.05

Tabela 3.5. Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP:

Uados Inteiros x Dados Reais
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Comparando as classes B {real) e I (inteira), percebe-
-se que nesta G1tima ocorrem mais pivoteamentos degenerados (nitd) im
plicando em um decrescimo sistematico nos valores de cpu e nitp
para todas as regras, a menos da regra Dantzig que novamente se

comporta mal perante degeneracao.

Deve-se citar gque para outras classes de redes (mais

densas, com m=50 nos e n=2000 arcos) este quadro se repetiu.

3.5.3. Redes Lineanes pon Pantes com Demandas e Limitantes de
Intervalos de Fluxos Inteinos vensus Redes Lineares

por Pantes lanalogas) com Dados Reais

Objetivou-se verificar a influencia do nlimero de alga
rismos significativos,dos valores das demandas e dos Timitantes
de Intervalos de fluxo,no desempenho do MSFV quando combinado com
as regras de entrada. Isto e {itil para se inferir acerca do desem |

penho do MSFV com a Tecnica de Mudanca de Escala (TME), que pode

atuar nestes casos.

Assim foram computadbs resultados medios (ver tabela

3.7), para varias sementes, relativos as sequintes classes de re

des:
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Parametros de entrada no gerador
Rede Caracteristicas
m n Po b k d P, o
J j1oo| 1000 [ 0 {~[-10..10] [~[3..7]]~[0..7] | 1| ~(0,20) | sem transbordo
K |100| 1000 | 0 |~[-100..100] [~{3..7]|~[0..70] | 1| ~(0,20) e com
L |100] 1000 | 0 [~[-1000..1000](~[3..7]|~[0..700]] 1| ~(0,20) canalizacao
B 100 1000 | 0 {~(-100, 100) {~[3..7]{~(0,70) | 1| ~(0,20)

Tabela 3.6. Redes para Comparagao entre Regras de Entrada em PRLP:

Demandas Inteiras x Demandas Reais

Para que.seja viavel o uso da TME, isto &, que o ren
dimento do MSFV seja melhorado, ha necessidade de que nitp e/ou
cpu cresgam a partir das redes J para as redes L e sejam inferio
res ao valor de nitp e/ou cpu das redes B (reais). Ou seja, a TME
e indiéada a casos em que quanto mais degenerado o problema for,

mais rapida e a sua resolucgdo.

Percebe-se, consultando a tabela 3.7, que a grande di
ficuldade-e determinar a partir de gual precisao. (numero de a]Qi_
rismos significativos) deve-se iniciar este processo de mudanca

‘de escala, nas demandas e limitantes de intervalos de f]uxo,'para

que a TME seja Gtil.

Em nenhum caso nitp (cpu) da classe J foi inferior ao

nitp da classe B indicando que esta precisdao & prejudicial ao MSFV.

Alem disto, apenas uma situacgao para o criterio cpu (Re
gra Bland) e duas para o criterio nitp (Regras Bland e No-Ciclica)
indicam a possibilidade do uso da TME, a partir da precisao adota

da para a classe k, para melhorar o desempenho do MSFYV.
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Para o0 caso de redes mais densas (m=50 nds e n=2000 ar

cos), o resultado obtido foi ainda mais desapontador, apenas uma
situacao para o criterio cpu forneceu uma indicacao de melho
ria pelo uso da TME (tambem a partir da precisio da classe k).
nitp cpu
Regra
J K L B J K L B
Bland 5830 4526 4535 5253 85.77 63.84 66.92 77.53
Ciclica 2774 1986 1901 2015 11.29 10.48 | 10.32 10.53
Dantzig 857 610 563 570 | 46.94 | 35,11} 33.68 32.41
No-Ciclica | 1552 | 1316 | 1431 | 1437 | 10.28 | 9.42| 10.54 | o.82
No-Ciclica | oo0 | 1376 1410 | 1387 | 9.83 | 8.44 | 10.18 | 9.68
Continuada ’ ) ) :
LRB 5497 4457 4265 4059 118.39 | 77.76 81.77 73.69
Tabela 3.7. Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP :

Demandas Inteiras x Demandas Reais

Estes resultados levam a conclusio que & extremamente

dificil que a TME, atuando sobre as demandas, auxilie o MSFV

ra problemas que possuam dados sendo nlUmeros reais.

5.5.4. Redes Lineares porn Pantes com Custos Inteiros versus

Redes Lineares por Parntes com Dados Reais

Pa

Aqui investigou-se o comportamento das regras de entra

da quando se modifica o nimero de algarismos significativos

dos
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custos nos intervalos de fluxo, como se houvesse algum tipo de

precisao atuando nestes dados.

Para tanto, foram estudadas as seqguintes classes de re

des:
Parametros de entrada no gerador
Redes Caracteristicas
m n P b k d P, c
M 1100} 1000 | 0 [~(~100,100) | ~{3..7] | -(0,70)| 1 | ~[o0..20]

N ]100} 1000 | 0 |~(-100,100) | ~[3..7] | ~(0,70)| 1 |~[0..200] | sem transbordo

€ com

0 1003 1000 § O |~(-100,100) ~[3__7] ~(0,70) 1 ~[0.'2000] canalizacao

B 100} 1000 [ 0 |~(-100,100) |~[3..7] |~(0,70) | 1 ~(0,20)

Tabela 3.8, Redeé para Comparagao entre Regras de Frntrada em PRLP:
Custos Inteiros x Dados Reais

Quanto ao criterio cpu, percebe-se que as regras CTc]i
ca, No-Ciclica e No-Ciclica Continuada se destacam em todas as
classes e a8 medida que se aumenta a precisio nos custos (classes
N e 0),as duas ﬁ]timas melhoram seu desempenho suplantando a. ci
.c1ica, que e superior na classe M. 0 mesmo ocorre para as regras
Bland e LRB (que sao as de pior desempenho) com a LRB melhorando

com o aumento da precisdo.

Ja quanto ao nﬁmero de iteracoes, a menos da classe M
onde ha uma inversao de posicao entre a LRB e Bland, a ordenacao
da melhor para a pior e: Dantzig, No-C7clica Continuada, N6-CTcli

ca, Ciclica, LRB e Bland.
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nitp cpu
Regra
' M N 0 B M N 0 B

Bland 3557 9049 | 15860 | 5253 | 49.34 | 108.0( 201.11 | 77.53
Ciclica 1837 2372 | 2641 2015 | 10.04 | 12.18| 13.19 | 10.43
Dantzig 594 517 515 570 | 36.04 | 31.25| 30.99 | 32.41
No-Ciclica 1303 1525 | 1692 1437 | 10.33 | 10.07 11.02 9.82
No-Ciclica |

Continuada 1352 1562 | 1672 1387 | 10.29 | 10.32) 11.16 9.68
LRB 3668 5682 | 6599 4059 | 62.47 | 76.19| 92.03 | 73.69

Tabela 3.9. Desempenhos das Regras de Entrada em PRLP:

Custos Inteiros x Dados Reais

Novamente, como no caso anterior, nio parece interes
sante aplicar a TME nos custos para melhorar o desempenho do MSFV
em problemas com dados reais (B) pois ja para a classe de redes N
0o valor de nitp, para todas as regras (com excegao do Dantzig)

supera aquele valer obtido para as redes reais.

Contudo, ha indicios que este tipo de enfogue trabalhe
bem em se tratando de redes com dados totalmente inteiros, pois
observa-se que todas as regras (menos Dantzig) tem cpu e nitp

aumentando com a melhoria na precisio dos custos (de M para 0).

Uma justificativa para este comportamento da regra
Dantzig & que com a melhoria da precisio, h3 um maior destaque pa
ra 0s arcos que realmente sao candidatos a melhorar majs profunda
mente a solugcao, o que fica mascarado quando do uso de uma preci

Sa0 menos acurada.




3.6. TESTES DA CATEGORIA 2

gem de se possuir um algoritmo que possa ser utilizado

3.27

Nesta segao objetiva-se principalmente mostrar a vanta

diretamen

te numa rede linear por partes, ao inves de obter-se uma rede 17

near equivalente e nela aplicar o metodo simplex.

-aleatdrias que fornece, a partir de uma entrada de dados,
redes associadas: a rede linear por partes (RLP)

aproximada (RLA) e a rede linear equivalente (RLE),

Para tanto, foi utilizado o gerador de redes

posto na figura 3.2.

As redes geradas, com dados reais, possuem as

, & rede

pseudo-
tres

linear

conforme ex

seguin
tes caracteristicas:
Pardmetros de entrada no gerador
Redes Caracteristicas
m n Po b k d Pe c

rede linear por

RLP | 100f 1000 | 0 | ~(~100,100)] ~[7..7] |~[0,80]| 1 | ~(0,20) |partes sem
transbordo e _
com canalizagao
rede "linear sem

RLA 1100f 1000 | 0 | ~(-100,100)| ~[3..3] | ~[0,80] | 1 | ~(0,20) |T20¢ Inoar
com canalizacao
' rede linear sem

RLE |100]| 5000 | 0 | ~(~100,100)| ~[3..3] | ~[0,80]| 1 | ~(0,20) |transbordo e
com canalizagio

Tabela 3.10. Redss para Comparagdes RLP x RLA x RLE
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Deve ser observado que a RLP possue todos seus arcos.
com fluxo canalizado {pois p_=1), cinco intervalos de fluxo  via
veis (desconsiderando dos sete gerados aqueles dois fora da cana
lizagdo) para cada arco e nenhum nd & de transbordo ({pois py=0).
A RLA possue o mesmo nimero de arcos canaliza&os aue a RLP (n=1000),
apenas um intervalo viavel para cada arco,cujo custo & a media
aritmetica dos custos gerados para o0 arco associado na RLP. Quan
to a RLE, ela tem n=5000 arcos (um arco associado a cada interva
lo de fluxo viavel da RLP), com um intervalo de fluxo viave] cada,

mantendo o custo do intervalo de fluxo associado (ver figura 3.2).

Utilizando-se valores diferentes para a semente, foram

computadas informagoes medias acerca do nitt, nitp e cpu.

Todas as redes foram resolvidas pelo MSFV combinado
com cada uma das regras de entrada implementadas; na tabela 3.11
apresenta-se os valores medios obtidos para trés sementes distin

tas.

Medidas RLE RLA RLP
Regra nitp Cpu nitp | cpu : nitt | nits | nitp | cpu
Bland 11897 1609.39] 1570 [ 20.16 | 11849 | 11402 8355 119.0.6
Ciclica 4248 | 22,73 | 1091 | 4.45 5303 | 5106 2509 { 16.93
Dantzig 1858 [263.61 360 | 19.52 2765 1 2629 616 | 40.03

No-Ciclica

Continuada 3329 | 42.62 710 | 4.46 | 3700 | 3412 1616 } 14,71

No-Ciclica | 3340 [44.16 | 724 | 4.72 | 3582 | 3311 1510 | 13.60

LRB 18904 [1720.21| 2234 |36.66 | 10531 | 9930 6259 [110.65

Tabela 3.11. Desempenhos das Regras de Entrada: RLP x RLA x RLE
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Observe-se que para as redes tineares (RLE e RLA) tem-

-se nitt = nits = nitp.

Inicialmente deve-se comentar que com respeito a RLP
tem-se, para todas as regras de entrada, que nitt > nitp e
nits > nitp significando que a caracteristica (b3sica e/ou nao-ba
sica) continuada do MSFV nao € aproveitada em se tratando da
rede Tinear equivalente, ocasionando um nimero substancialmente

maior de iteragoes e atualizacOes da arvore basica nesta dltima.

Como era de se esperar numa comparacao entre RLP x RLA,
a vantagem e toda para a rede linear aproximada, j3 que as duas
tem a mésﬁa dimensao (arcos e nos) mas a RLA possue apenas  tres
intervalos de fluxo contra sete da RLP e alem disto o custo no in
tervalo de fluxo viavel da RLA & um valor medio dos custos (via

veis) da RLP,

Comparando-se os resultados da RLP contra os da RLE, fi
ca evidente a inconveniéncia de se tratar uma rede linear por par
tes atraves da rede linear equivalente, bastando observar-a dis
crepancia entre os valores de nitp e cpu para cada tipo de proble
ma. Ou seja, o nimero de iteracoes (e tempo de processamento) e
muito sensivel ao aumento do nimero de arcos (1000 para RLP e 5000

para RLE).

Quanto as regras de entrada percebe-se gue o0s seus de
sempenhos relativos mantiveram-se praticamente os mesmos em todos
os problemas. Quanto ao nimero de iteragoes a que melhor se com
portou foi a Dantzig, seguida das regras No-Ciclica e NG-Ciclica
Continuada, que se alternaram em melhor desempenho, com resulta

dos um pouco mais defasados aparece a regra Ciclica e com comporta
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mento bastante ruim tém-se as regras Bland e LRB.

Ja com respeito ao tempo de processamento, a ordenagéo
da melhor para pior tem alteracGes. Aparecem com destaque as re
gras No-Ciclica, No-Ciclica Continuada (para a RLP) e Ciclica (pa
ra RLE e RLA), sequidas (ja de Tonge) pela regra Dantzig e por ul
timo as regras Bland e LRB, novamente com desempenho fraco nes

te ¢criterio.

Pode-se comentar ainda que,as regras No-Ciclica e No-
-Ciclica Continuada s3o mais sensyveis que a regra Ciclica ao
aumento no grau (externo e interno) dos nos da rede, tornando-se
bem mais Tentas (em torno de 50% contra apenas 247% para Ciclica)
com o aumento de arcos incidentes em cada no {isto pode ser observa
do comparando-se os desempenhos relativos destas regras com res

peito as redes RLE e RLA).

Ja com relagdo ao nimero de intervalos de fluxo para
cada arco, a situacdo se inverte,com a regra Ciclica perdendo em
torno de 40% de seu desempenho contra 31% e 28%, respectivamente
para No-Ciclica e No-Ciclica Continuada (basta comparar os desem

penhos relativos destas regras com respeito as redes RLP e RLA).

3.7. TESTES DA CATEGORIA 3

Agui a preocupagdo & mostrar o desempenho do MSFV com

regras de entrada que evitam o empacamento (ver Teorema 4, capitu
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To 2) comparativamente com 0 uso de regras gue nao tem esta pro
priedade, em redes especiais conhecidas da Titeratura (ver exem

plo 2.4, capitulo 2), que apresentam tal fenodmeno.

Além disto, utiliza-se o MSFV em redes que se caracte
rizam por ocasionarem um desempenho ruim para o metodo simplex
tradicional (ver exemplo 2.5, capitulo 2), nestes problemas ocor
re, para as regras que nao evitam empacamento (Bland, Dantzig) ,
um fenomeno com caracteristicas parecidas com o de empacamento
(onde ha somente pivoteamentos degenerados) s0 que envolvendo pi
voteamentos-nﬁo—degenerados. Na secao 3.6 volta-se a enfocar es

tes problemas com a TEcnica de Mudanca de Escala,

Como foi visto na segao 2.3, para identificacao de
ocorrencia de empacamentb, deve-se apresentar resultados do algo
ritmo em estudo gquando aplicados a uma familia de problemas. Assim
sendo, foram geradas redes do tipo proposto por Cunningham, como
as do exemplo 2.4, para viarios valores consecutivos do parametro
p, que esta ligado a dimens3do do problema (nimero dé nos e arcos).
Na tabela 3.12 apresenta-se os valores de nitp e cpu para estas
redes quando resolvidas através do MSFV combinado com virias re

gras de entrada.

-

~Para cada valor de p tem-se uma rede com nimero de nos
m=2p e numero de arcos n=4p-2. Pode-se observar que a Regra
Bland, que nac evita empacamento, se comporta-exatamente como pre
visto por Cunningham /30/, com respeito a0 tamanho da sequencia
de empacamento, ou seja, para o problema p se tem uma Sequéncia

(exponencial) com 3.2P - 2p-2 Ervores basicas degeneradas.

Ja as regras Ciclica e No-Ciclica, bem como a No-Cicli
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ca Continuada e a LRB que tem comportamento identico e nao sio ex.
postas na tabela 3.12, tem um desempenho (polinomial) muito bom
tanto no nimero de iteragdes necessirias para a resolucao (nitp=2p-1)
quanto no tempo de processamento. A regra de Dantzig tambem repe

te este desempenho.

Rﬁg:;};ﬁi Bland Ciclica No-Ciclica Tamanho da
Sequencia de
paré“m} nitp cpu nitp cpu nitp Cpu | Empacamento
2 5 0.02 3 0.01 3 0.01 6
3 15 0.03 5 -~ 0.01 5 0.02 16
4 37 0.06 7 0.02 7 0.02 38
5 83 0.13 9 0.02 9 0.02 84
6 177 0.29 11 0.02 11| o.02 178
7 367 0.63 13 © 0.03 13 0.04 368
8 749 1.33 15 0.03 15 0.04 750
9 1515 2.75 17 0.04 17 0.05 1516
10 3049 5.66 19 0.05 19 0.06 3050
15 98271 196.09 [ 29 0.08 29 0.08 98272

Tabela 3.12. Desempenhos das Regras de Entrada Bland, Ciclica e No-Ciclica em

Redes com Empacamentov

Na tabela 3.73 estao colocados os resu?tédos relativos
ao uso do MSFV e das seis regras de entrada na resolucao de va
rios problemas da familia proposta por Zadeh /42/; compara-se.com
0s resultados citados por este autor para o metodo simplex tradi

cional.
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Pode-se constatar que,o MSFV com as regras de Bland e
Dantzig tem nitp dado por expressﬁes que crescem exponencialmente
com o aumento do parémetro p e de forma a ser pior que o0 metodo
simplex tradicional; ja as demais regras de entrada (que evitam
empacamento) tem este nimero de iteracdes como fﬂngéo polinomial de
p.

Deve-se comentar que na geracao das redes 0s nos e
arcos sao ordenados de forma a prejudicar as regras Ciclica e
No-Ciclica Continuada, com conseqﬁente vantagem para a No-Ciclica
e LRB. Assim tem-se Timitantes,para o melhor e pior caso de orde
nagao dos arcos e nos,com respeito ao nimero de iteracdes necessa

rias'para resolver uma rede de Zadeh /42/.

3.8. APLICACAO DO MSFV COM A TECNICA DE MUDANCA DE ESCALA
A REDES LINEARES POR PARTES PSEUDO-ALEATORIAS E ESPECIAIS

Apresenta-se, nas proximas sub-secoes, 0S resultados
obtidos para implementagoes do MSFV com a Tecnica de Mudanca de

Escala, para as duas situacoes analisadas.

3.8.1. Redes Lineares por Pantes Pseudo-Aleatorias

Adotou~se a sistematica de gerar redes com diversas

configurag'ées, aph‘car 0 MSFY com e sem a Tecnica de Mudanca de
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Escala (TME) atuando nas demandas (e limitantes de interva]cs), e
comparar os resultados. Nesta etapa foram utilizados os mesmos
geradores da segao 3.4, mas os resultados nao foram  animadores,
pois o MSFV sem TME apresentou resultados superiores, mas nao con
sistentes. Este fato ja era esperado, conforme destacado na secao

3.5.3.

A seguir, tendo em vista a referéncia Ikura € Nemhau
ser /38/, passou-se a enfocar redes com as caracteristicas descri

tas por aqueles autores, ou seja, redes bipartites inteiras.

Numa primeira etapa, estudou-se o escalonamento das de
mandas (e limitantes de intervalos), conforme exposto no capitulo
2. Novamente os resultados foram insatisfatorios, pois nao se con
seguiu, para nenhuma das regras implementadas, melhorar o compor

tamento do MSFV atraves do uso da TME.

Numa segunda etapa, aplicou-se a TME nos custos dos in

tervalos obtendo-se alguns resulitados interessantes, que passa-se

a comentar.

0s dados‘referentes a redes geradas estao colocados na
tabela 3.14, devendo ser observado que as classes Al, A2, A3 sao
as mesmas usadas na .referencia /38/; isto e, sao redes lineares;

e as classes ATLP, AZLP, A3LP sao as suas correspondentes na Pro
gramacao Linear por Partes.
Foi constatado que, para todos os tipos de redes gera

das, a unica regra que teve seu desempenho melhorado pela TME foi

a Regra Ciclica. 0s seus resultados estao expostos na tabela 3.15.
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Numa avaliagao global em termos de nitp, percebe-se
que para as classes de redes lineares Al, A2, A3, apenas para a
primeira (A1) conseguju-se melhorias em todos os problemas gera
dos; sendo que nas classes A2 e A3 as difécu}dades aumentaram e
os resultados nao foram satisfatorios, pois somente 2 problemas
(em 6 gerados) e 1 problema (em 5 gerados) apresentaram vantagem

do uso da TME, respectivamente para as classes A2 e A3.

Ja com respeito as classes de redes lTineares por par
tes, a situacao foi ainda pior, com somente a classe AILP manten
do a caracteristica de melhorar o'desempenﬁo da Regra Ciclica
{(num nivel abaixo da sua correspondente Al); na classe AZLP ape
nas 1 problema {em 6 gerados) mostrou vantagem no uso da TME e na
classe A3LP, nenhum dos 5 problemas gerados apresentou condigoes

de melhoria.

Deve-se ser comentado que, para todas as classes de re
des analisadas, houve um acrescimo no tempo de cpu quando se uti
lizou a TME. E poss?vef, num estudo posterior, tornar a implemen
tacdo do MSFV com este refinamento mais eficiente, pois foi adota
da a ideia basica de se trabalhar com uma estrutura de dados fle
xJvel que permitisse a incorporagdo da anilise de pos-otimalidade
e tambem permitisse o acoplamento ao MSFV de diversas regras de

entrada.
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5.8.7. Redes Especdais

0 MSFV aliado a Tecnica de Mudanga de Escala nas deman
das e limitantes de intervalos foi aplicado, tambem, as redes de
Zadeh /42/ a titulo de investigacdao. 0s resultados estdo na tabe
Ta 3.16, colocados comparativamente com o desempenho do algoritmo
de Edmonds e Karp /36/ com a TME e tambem o metodo simp?ex' tradi

cional.

Percebe-se, consultando a tabela 3.13 referente ao uso
do MSFV sem a TME a estas mesmas redes, que neste caso a TME  me
Thora sensivelmente o desempenho das regras Bland, Ciclica, Dant
zig e No-Ciclica Continuada e nao prejudica as regras No-Ciclica
e LRB. Mais ainda, estes desempenhos sao superiores aos do metodo

Edmonds e Karp/TME e do metodo simplex tradicional, justificando

assim a incorporacao deste refinamento no MSFV neste caso.

Aparentemente,destas redes pode-se inferir gue o MSFVY/
TME & 0til para sjtuagoes em que as regras de entrada nao . estao
se desempenhando bem, para cada tipo de regra de entrada conside
rada. Isto justifica, em parte, os resultados insatisfatorios ob

tidos na secao 3.8.1.
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CAPITULO 4

CONCLUSOES FINAIS

Neste capitulo, inicialmente sao feitos comentarios ge
rais abordando varios aspectos e dificuldades encontradas no de
senvolvimento deste trabalho, bem como uma avaliacao do que se
conseguiu tendo em vista os objetivos estabelecidos como meta. Na
seqiiencia, sao discutidos alquns tépicos que podem ser trabalha

dos tendo como base esta dissertacao.

4.1. COMENTARIOS GERAIS E VERIFICACAO DOS OBJETIVOS

Cabe fazer-se atgumas observagﬁes finais acerca do que
foi feito neste trabalho, principalmente sobre as implementagoes

realizadas.

Um primeiro comentario & com relagdo a estrutura de da
dos utilizada. Um interessante estudo feito por Ali et alli /34/
descreve as diversas estruturas de dados usadas em jmpliementacoes

do metodo simplex em redes. A estrutura escolhida e das mais sim

ples, tem sido utilizada por outros pesquisadores, e possibilita
facilmente a incorporacao de procedimentos de reotimizagao (vide

secao 4.2).
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Outro detalhe, e a definicao do valor do parametro
inft(=10%), usada na atribuigao do primeiro valor da tolerancia
{equivalente a Fase I do Simplex) para a primeira versao do MSFV.
Idealmente, este valor deve ser atribuido pelo usuario. Entretan
to, uma escolha indevida deste parametro provoca serios problemas
numericos que comprometem a aplicacao do alaoritmo, apesar da
preocupacao que Se teve em minimizar estes efeitos nas diversas
operacgoes realizadas pelo MSFV. Por exemplo, a ordem em que s3io
realizadas operagoes envolvendo varias parcelas, aquelas que podem
envolver parcelas de maior ordem de grandeza sao efetuadas antes,

de forma a evitar a proliferaciao de erros de arredondamento.

Com relacao aos resultados computacionais e a sua ana

Tise sao feitas as seguintes observacbes.

Considerando a impossibilidade fisica de executar to
dos os problemas ao mesmo tempo, o nivel crescente de saturagio
que o sistema YAX da UNICAMP vem apresentando e a ordem de grande
za dos tempos de cpu observados, e conveniente ‘desconsiderar dife

rencas nestes tempos inferiores a 1 {um) segundo.

Numa analise global, com respeito as regras de entrada
implementadas, deve-se destacar o bom comportamento (homogeneo)
da regra Ciclica em todos o0s experimentos realizados, inclusive
alguns com a TME; as regras No-Ciclica e No-Cclica Continuada
tambem tiveram bom desempenho, a menos nos casos de TME ap1icada
a redes bipartites. Quanto as regras Bland e LRB pode-se afirmar
que nao e recomendavel ¢ seu uso, pois foram sistematicamente as
que mais tempo de.execugao e nimero de iteracoes demandaram. Ja

a regra Dantzig, ofereceu a melhor opcdo em termos de numero de
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iteracoes (a menos nos casos em que a TME foi usada) mas no tempo
de execucao foi superada por outras regras. Um detalhe a ser
observado e que esta regra cai de desempenho 3 medida gue aumenta

0 grau de degeneragﬁo dos problemas enfocados.

Quanto aos experimentos abordando as redes propostas
por Cunningham (que apresentam empacamento para a regra Bland),
tem-se a dizer que apesar da regra Dantzig, neste caso, ter um
comportamento identico ao das regras que satisfazem o Teorema 4
(isto e, evitam empacamento), niao se tem uma demonstracao formal
de que isto se repita para redes gerais, mesmo aquelas que sejam
apenas lineares. Uma explicagdo para o caso em guestio, @ que 0S
custos dos'arcos, das redes propostas por Cunningham, estio orde
nados de forma a favorecer a aplicacao deste regra, no sentido
que um arco que entra na base ali permanece ate o final de execu
cao do MSFV. Ja para as redes de Zadeh percebe-se que esta regra

nao se comporta adequadamente, se comparando a regra Bland.

Deve-se ressaltar, que com respeito as implementacoes
utilizando a TME, os testes levados a efeito visam abrir uma nova
Tinha de pesquisa em Programacao Linear por Partes, e nao objeti
vavam esgotar esta 'abordagem o que necessitaria de um estudo majs
amplo. Apesar disto, cumpre dizer que obteve-se sucesso quanto a
obtencao de limitantes polinomiais para o nuimero de iteragoes, ao
se usar o MSFV/TME. Isto pode ser constatado no caso das redes
propostas por Zadeh, onde a TME melhorou sensivelmente o desempe

nho das regras Bland e Dantzig, passando-se de limitantes exponen

ciais (3.29']w2) para polinomiais (’E_JL—BiE ).
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Tem-se a dizer ainda, que foram seguidas as normas pro.
postas por Crowder, Dembo e Mulvey /46/{1978) e recomendadas pela
Mathematical Programming Society para a publicacao de experimen

tos computacionais em Programagao Matematica.

Finalizando, deve-se destacar uma serie de aplicacoes
reais da PRLP que vem sendo desenvolvidas no Departamento de Enge

nharia de Sistemas da FEE-UNICAMP, principalmente em convenio com

a TELEBRAS, abordando problemas de expansido de redes telefonicas

(/47/ 1984, /48/ 1987).

4.2. FUTURAS DIRECDES DE PESQUISA

Passa-se a comentar algumas linhas de pesquisa possi

veis de serem desenvolvidas em PRLP.

4.2.1. Procedimentos de Reotimizacac no MSFV

Uma continuagdo natural deste trabalho consiste na an3
lise de pos-otimalidade de Programas em Redes Lineares por Partes.
Mesmo para redes lineares, esta questdo nao vem tendo a devidé
atencao, fato este destacado por Ali, Allen, Barr e Kennington

/49/(1986).
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A analise de pds-otimalidade abrange dois aspectos:
Analise de Sensibilidade e Reotimjzacdo apos mudangas nos dados

do problema.

A Analise de Sensibilidade admite incerteza nos dados
e investiga a estabilidade da solugdo otima com respeito a altera
coes em coeficientes do problema. 0 seu objetivo e determinar um
intervalo de variacao de um determinado coeficiente em estudo que

nao cause mudangas qualitativas na solucdo otima.

Ja os procedimentos de reotimizacao sao uteis para se
conhecer o impacto causado ao problema, pela alteracio de seus da

dos alem do intervalo de variacio.

A seguir sao apresentadas sugestdes para implementa
¢ao, no MSFV, destes procedimentos de reotimizacdo, no sentido de

motivar a pesouisa nesta area.

Cumpre destacar dois procedimentos que fazem parte do

MSFV, gue serao citados na exposicao que Se segue.

Procedimento SOLVE : Resolve 0 sistema de restricoes
(Mx =b) obtendo os valores de fluxo em cada arco, e tambem calcu
la o valor dos pregos (variaveijs duais) em cada no. E constituido

por 3 subprocedimentos : SOLYE 1, SOLVE 2, SOLVE 3.

Observagdo: tred(j) e o "Tabel™ thxread associado ao no j;

pred(i) e o "label" predecessonr associado ao no i,

conforme descrito no capitulo 3.
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{SOLVE 1}
1. set  p(l1): = raiz;

2. set i: raiz;

2 tom do  p(i): = tred(j): j:= p(i) ;

d]

3. foxr iz
4. 4or  no: =1 tom do fr(no): = 0 ;

5. for  (cada arco ndo-bAsico) do

fr (cabega (arco)) - fluxo (arco);

fr{cabeca (arco)):

fr(cauda (arco)): = fr (cauda {arco)) + fluxo (arco);

{SOLVE 2}

6. foxr jJ: = m downto 2 do
arco: = abs (pred(p(j)));
4§ pred (p(j)) < U
then fluxo (p(3)): = ~(b(p(i)) + fr(p(i)));
fr ({cabega(arco)): = fr (cabega(arco)) - fluxo (p(j))
etse - fluxo (p(3)): = b{p(J)) + frip(d)) 3

fr (cauda(arco}): = fr (cauda(arco)) + fluxo (p(j));

7. foxn (cada arco basico) do atualizar intervalo corrente do
arco de modo a se ter um vetor

basico h fortemente viavel;

{SOLVE 3}
8. set no: = raiz;

9. set pi (no): = 0
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10.  nepeat  j; = tred(nd); arco: = abs (pred(j)); itv: = intervalo (arco);

L4 pred(j) » 0

then pi{j): pi {cauda{arco)) + custo {itv);

else pili): pi {cabega({arco)) - custo (itv);

o

set no:

H

J s

untif tred (no):

]

raiz;
Prdcedimento ENTRA : Verifica qual arco e candidato a entrar na

base:

Admite-se que se dispoe de uma solucdo Otima para um
PRLP, e ha interesse em se fazer alteracoes (nas demandas, nos 11
mitantes de intervalos de fluxos ou nos coeficientes de custo) na
rede original e depois reotimiza-la. Para cada caso, sdo forneci
das as etapas a serem seguidas para se obter uma nova solucao oti
ma {para o problema modificado) a partir de uma solucao otima dis

ponivel usando a primeira versao do MSFV.

(a) Modificagao no vetor de demandas (b) nos nos.

Seja b' = (b%) 0 novo vetor de demandas
1. gon "i: =1 tomde fr (i): = b'{i);
2. call SOLVE 1;

3. call SOLVE 2;

4. call MSFV,

Observagaco: 0 MSFY dispbe de uma solucdo basica jnicial ndo
necessarjamente viavel.
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(b) Modificacao em coeficiente de custo de intervalo de fluxo (cj)

para um arco a‘}-

(b,) Se o arco a; e basico na solugdo Gtima disponivel
1. call 'SOLVE 2;
2. call MSFy;

Obgervagao: 0 MSFY dispboe de uma solucao basica fortemente
viavel inicial.

(bs) Se o arco a; e nao-basico na solucao otima disponivel:

1. call ENTRA;

2. A4 (aj e candidato) then call MSFV;

Observagao: 0 MSFV dispGe de uma solucao basica fortemente
viavel inicial.

(c) Modificagao em elemento do vetor de limitantes de intervalos

de fluxo (dj) de um arco 3y

Seja d'ﬁ o valor do limitante alterado.

(cy) Seo arco a; e basico na solugdo disponivel:
1. Verifipar se o fluxo no arco aj permanece nGo mesmo
intervalo em que estava na solucao otima atual;
2. 44 (fluxo no mesmo intervalo)

then stop {(pois soluc¢ao permaneceu otima)

else atualizar intervalo de modo que h permaneca
fortemente viavel;

3. cali SOLVE 3;

4. call MSFV;

Observagao: 0 MSFV dispbe de uma solucao basica jnicial nao
necessariamente viavel.
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(c2) Se o arco ay & nio-basico na solugio otima disponivel:

T. VYerificar se o fluxo no arco a, e igual aop valor do
Timitante dg que foi alterado;
2. 44 (fluxo em outro Timitante)
then stop (pois a solucio permanece otima)
efse set  fluxo (aj) 1= d'i ;
3. call SOLVE;

4. call MSFV .

Observagoes: Naturalmente as alteracoes a serem feitas nos dados,
devem manter inalterados a propriedade de convexida
de da funcao objetivo (casos (b} e (c)) e a condigdo

Z b{i) = 0 (caso (a)),
iEN

4.2.2. Um Algonitmo Out-o§-Kilter pana PRLP

Um outro metodo importante para resolucdo de PRLP, &
‘uma extensao do metodo Out-of-Kilter, desenvolvido por Fulkerson

/50/{1961) para Programas em Redes Lineares.

Justifica-se esta opgao, pelo fato de que apesar de va
rias comparagoes computacionajs terem sijdo efetuadas com metodo
primal, dual e out-of- kilter para redes Tineares (ver Barr, Glo
ver e Klingman /51/(1974), Glover, Karney e Klingman /25/(1974),
Glover e Klingman /52/(1978)), ainda nao se concluiu sobre gual ti

po de algoritmo & superior aos demais.
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A apresentacdo que & feita a seguir baseia-se na ver

sdo do metodo out~of-kilter proposta por Kennington e Helgason/33/.

Conforme exposto no capitulo 2, para a PRLP tem-se  as
seguintes formulagoes para os problemas Primal (P), Dual (D) e as
Condigoes de Folgas Complementares (CFC), incorporando a determi

nacao do vetor de custos correntes (inclinagbes de referencia) z:
P: min {f{x) s.a: Mx = b, x > 0}

com f(x) linear por partes;
D : max {yb ~ g(z) s.a:r yM<z, z3>ch}

com g(z) Tinear por partes (conjugada de f(x));

. J ' J N - .
CFC: dk—} < X5 < dk =>  C} = yuh Yat s

J J
J - J = gJ J o e
Cy < ya? ya§ < Chyr = x5 = di. (supor c} se
nao definido).
- J _
z; = max {c3 s yah ya§ }

0 metodo e injcializado com uma solucio qualguer {(X,y,z)

que satisfaca Mx = b, x > 0, z; = max {c% , yab - ya@ } para todo
J J

aj. Dado um arco aj, se s3ao satisfeitas as CFC ent3o diz-se que

ay estd In Kilter (IK); caso contriario diz-se que a; esta OQut-of-

~Kitter (0K).

Associa~se a cada arco aj um valor, denominado Nuamenro

de Kitten (NKj), que corresponde quanto o fluxo X5 deve  ser
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alterado para que o arco a; fique (ou permanega) IK.

Assim a cada solugao (x, y, z) corresponde o Nimero de
Kifter da Solug¢do {NK), dado pela soma dos nimeros de kilter de

cada arco da rede, isto &, NK = b NKj.

aj EA

A estrategia basica do meétodo out-of-kilter & efetuar
alteragoes em x (fase primal) ou em y (fase dual) de modo a obter
uma solucao em que NK=0 {ou seja, onde todos os arcos estio IK).
Estas alteragoes séo’de tal tipo que NKj {para todo arco aj) nun

ca aumenta e em cada jteracdo algum NKj e reduzido.

Para a PRLP pode-se estabelecer que:

o J
xJ dk para x >dk
Jeg. ol entao h. =k (util adiante) e NK, = < 0 para X, = d)
k™23 Tkl J N J Tk
J . J
_dk X; para xj <dk
r’ . -
J oo _ J
dk_1 Xj para X < dk—f
. < 3 i i 4
se zj = ¢ entao h:j = k e NKj <O para dk—Tifo-dk
X; - dj para ) < x.
T k k J
e 53 (Util adiante) & determinado por
J J 3 S
se dj 4 < Xy < dy entao Cj = Cj 2y
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j. J
ck zj para Zj < Ck
o oqd = - J J
se x; =di entdo C.={ 0 para G < Z; 2 ¢

Observagao: Um arco 3y esta no estado IK se e somente se Ej * NK; = 0.

Estas condigoes podem ser expressas atraves da esquema

tizagao da tabela 4.1,

X . . . ! . .
j = g j gl g
Zj - - - XJ dk""t dk_-f<)( <dk x‘} dk - - -
i
Ci 1<z.<c£ ].4 IK OK OK. OK
-1. J . o J - e J
(0) (XJ dk"l) (XJ dk-—T)
|
3 DK [K ———tee K s——ede  [K 0K
257 % (0) (0) (0)
j i (1]:4 0K 0K IK 0K
ez, < j_ J_
k=3 “k+l1 (dj xj) (dk xj) (?)
|

Tabela 4.1. Esquema para Condigles Possiveis do Arco aj, IX ou CK, e

Valores de Nimero de Kilter, [NKJ}
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Passa-se agora a descrever as etapas de aplicacdo do -

metodo.

Fase Primat : Os valores de y sao mantidos fixos.

Seja a, um arco 0K, procura-se encontrar um ciclo que inclua a,
e permita um aumento de fluxo, respeitando a tabela 4.1.

0. set T = § ;

L4 €. > 0  then V <« {az} 3 At o= NK

S as, s
else Vo« {al} s A h: = NK ;
_ s’ 7 aS 5
1. Ret vy, = 1{a_ # a E <0, al BV, alev, x <d}
. i r [ -] r, 3 r 3 r L) r hr,
_ - t h r
Yo = {ar # R o, a g v, a, E VvV , X, < dhr}
_ = t h r
Yy = {ar # ag » ¢, > 0, a,. v, a. BV, X, > dhr}
- = t h r )
lflu = {ar 75 as s CT‘ = O > ar G Va ar. E V ] X],. > dhr__‘i} 3

A6 (vr U w2 U s U gy = P) then stop (nao existe ciclo)

else Let a, Evy Uyo Us Uy

2. case o4

B B A= min 4h dh - x5 VevUall 5 TeTU o)

hy

a? €W, : At := min {Aa2 ,dp = %) 5 VeV U {aE}  T«TU (2} ;

r
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[H

. .= omi L hy. :
arsws.aa:}. mm{Aa;:,xr dhr}’v+vu{ar}’T+TU{ar}’

. . 3 - r * e . h- LS .
a, €, A?. mm{Aai,xr dhr—z}"’ Vulal, T+ TU{a };

L4 {ag , ag} gV  then gotol ;

3. 4§ ¢, > 0 then aumentar fluxo no ciclo de 4.h
5

efse aumentar fluxo no ciclo de At
s
Fase Dual :  Se a fase primal termina com a conclusdo que nao ha ci
clo, tenta-se reduzir NK atraves do ajuste nas  varia
veis duais y, fixando os fluxos x. E utilizada a arvo

re (V, T} encontrada na fase primal.

- . ,h t S s gl
1. Let U, {aJ Poag €V, a5 gV e C; 0
Vo = {a, : at @ v, alev e ., <0}
J J J J
2. set 8 := min {[Ej[ Pag 6 U Va2l
3 don ie VvV do Yy =y -0
3 ey Ly - - 1
forn  J =1 to n do Z; = max {yap Yot s Cj}

J J
Algoritmo Out-of-Kilter para PRLP:

0. Let (x,y,z) uma solucao para PRLP satisfazendo as condigdes

1
= > .= - ‘.
Mx =b, x>0 e Z; =max {ya? ya§ R cj} para todo a;
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l. 44§ (todos arcos IK) .then stop (x,y,z) @ uma solucdo otima: .

Let a, arco 0K:

2. Executar Fase Primal com as

i§ (nao existe ciclo) then go to 3

else go to 1;

3. Execute a Fase Dual com a arvore (V, T) construida na Fase

Primal;

L4 (aS continua 0K) +then gqo to 2

else go to 1.

E interessante frizar que, Nno caso em que todos-os da
dos sao inteiros, num nimero finito de iteracdes este algoritmo
consegue reduzir o numero de kilter NK a zero.

De fato, com esta hipotese de integralidade dos dados,
cada vez que os fluxos (x) sao alterados, pela fase primal, tem-
~-se NKj reduzido de ao menos uma unidade. Por sua vez, quando se
altera os valores das variaveis duais (y) na fase dual,  tem-se
que ou a arvore a ser construida na proxima fase primal possuira
ao menos um no (e arco) adicional, ou o nimero de kilter da solu
¢do e diminuido de ao menos uma unidade. De maneira que, nao ha
possibilidade de se aplicar indefinidamente as fases primal e

dual para um mesmo arco a_. 0K, pois eventualmente se encontrara

5

uma drvore geradora na fase primal, oue juntamente com a forma

s
rao um ciclo, interrompendo a repeticiao destas duas etapas do
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algoritmo. Assim, pode-se concluir que num niimero finito de passos

NK pode ser diminuido ate o valor zero.

4.2.3. Considenagoes acerca de um Mitodo Dual para PRLP

Um aTgoritmo dual trabalha com sélucGes bisicas  dual
viaveis (x, y,z), ou seja, as restricoes y M <z, 2z > ¢y, Mx = b
e as Condigcoes de Folgas Complementares devem ser satisfeitas {re

Taxando a restricao x > 0). Neste caso, apos a escolha do arco ag
a sair da base, o metodo realiza a cada pivoteamento dois testes
da razao. O primeiro com respeito aos custos relativos, para es
colha de um arco a,. a entrar na base, formando um ciclo com 0s
arcos basicos e gue inclue ag. 0 segundo teste da razaoe relativo a
mudanca de fluxo neste ciclo, pois os fluxos nao podem ultrapassar
os Iimitantes dos intervalos correntes para manter a solucao
dual viavel. I[sto implica qde um arco basico a #a, pode ser, de

fato, o arco a sair da base neste pivoteamento. Se isto ocorrer,

deve-se reaplicar o algoritmo, ainda para o arco ag prosseguindo a iteracao.

Percebe-se assim a necessidade de um esforgo  computa
cional consideravel, se comparado com outros metodos, de maneira
que, nao parece ser vantajoso esta linha de desenvolvimento de

algoritmos para a PRLP.




4.7.4. Consdderagies acerca do Metodo de Khachigyan e do

Metodo de Karmarkan para PRLP

Duas outras linhas de trabalho na abordagem da PRLP po
dem ser desenvolvidas, pelo enfoque de redes lineares por partes
atraves dos metodos recentemente provostos, respectivamente, por

Khachiyan /53/(1979), /54/(1980) e Karmarkar /55/{(1984),

Sobre o primeiro método, tambem denominado Metodo do
Elipsoide ("Ellipsoid Method"), tem-se a comentar o grande impac
to causado quando da sua divulgacao, dado que este metodo, que &
uma adaptacao de um método para otimizagao convexa anteriormente
desenvolvido por Shor e Zhurbenko /56/(1971), possibilita a obten
cao de um algoritmo polinomial (pelo critério da analise do pior
caso) para a Programacao Linear {PL), fato que ndao ocorre com 0

metodo simplex,

Contudo, um algoritmo que & superior a outros pelo cri
terio do pior caso nio necessariamente @ melhor oue aqueles na
abordagem de problemas praticos {mundo real). De fato, isto ocorre
com o metodo de Khachiyan em relagao ao simplex, pois os resulta
dos computacionais disponiveis até o momento indicam que este me
todo nao e uma alternativa pratica para o simplex (ver Murty /57/

(1983).

Assim sendo, apesar da aparente motivagao para o uso
deste metodo do elipsoide em PRLP em detrimento do simplex, nao e

aconselhivel optar por esta alternativa.
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Com relagao ao metodo proposto por Karmarkar, as pers .
pectivas parecem ser melhores. Este procedimento, conhecido por
Metodo da Transformagéo Projetiva ("Projective Transformation Al
gorithm"), tambem possue as caracteristicas polinomiais do metodo
anterior, na resolucao de problemas em Programacao Linear. Alguns
pesguisadores, comorAd1er et alli /56/(1987), tem obtido resultados
interessantes de implementacoes de variantes deste algoritmo, u
sando transformacoes afins, indicando que este tipo de procedimen

to pode se tornar um elemento importante na avaliacdao de proble

mas em PL e no futuro, possivelmente, para a PRLP.

No momento em que esta dissertacao foi iniciada, pou
cas publicagoes estavam disponiveis acerca da abordagem, por este
algoritmo, de problemas em redes lineares. Particularmente, teve-
-3€ acesso. ao traba}ho-de Aronson et alli /57/(1985) em que rela
tava-se experimentos computacionais do algoritmo de Karmarkar apli
cado a Problemas da Desianacdao. Nesta referencia foram comparadas
resﬁltadoswdemimplementag6é5~derum~algor1tmonespecia1izadow~ para
redes, de um algoritmo de uso geral em PL e do metodo de projecao,
para problemas da designacao (densos), gerados aleatoriamente. En
controu-se que o metodo simplex em redes foi 18 (dezoito) vezes
mais rapido que o metodo simplex geral, que por sua vez foi 14
(quatorze) vezes mais rﬁpido que a implementagao do metodo Karmar
kar. Este resultado justifica em parte a escolha efetuada pelo me
todo simplex, no estudo das redes lineares por partes levado a

efeito nesta dissertacao.
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