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INTRODUCGZXO

A resolugao de sistemas algébricos lineares & provavelmente
o problema de Matematica numérica que aparecé mais frequentemen
te nas aplicagoes.

Com efeito, muitos problemas de Fisica, Economia e Engenha-
ria sao modelados como sistemas lineares, em geral, de grande
porte. Mas, ao mesmo tempo, muitos outros problemas precisam da
resolugaoc de sistemas lineares como subalgoritmos. £ o caso da
resolugao numérica de equagOes diferenciais parciais [ 38], dos
problemas de fluxo de potéencia [ 32}, e da maioria dos problemas
de Otimizacgao.

Os métodos mais populares para resolver sistemas( quadrados
nao singulares) derivam da fatoragao LU de uma matriz. Com
efeito, se A & uma matriz de NxN n3ao singular, é bem sabido
gue alguma permutacao PA de A pode ser escrita

PA LU (1)

onde L & triangular inferior com 1!s na diagonal,e U & tri
angular superior.

Em consequéncia, a resolugao de Ax = b se reduz a resol-
ver dois sistemas triangulares.

Quando n & grande e A € esparsa(ou seja, poucos elemen-

tos de A s3o nado nulos), os fatores L e U sao também "pro-




vavelmente” esparsos. Esse fato € naturalmente aproveitado pe~r

los programas que resolvem sistemas lineares. De uma outra ma-
neira somente OS'elementos diferentes de zero de A, L e U sao
armazenados.

Porém, no processo de calcular L e U aparecem elementos
diferentes de zero em posigoes em que A tinha zeros. Este fe-
nomeno & chamado "enchimento"(fill-in). A matriz de permutagdo
P & selecionada nos algoritmos modernos, de maneira de minimi-
zar o enchimento sem prejudicar a estabilidade numérica na solu
cao do sistema. De fato, também sao permutadas as colunas de A

com esse fim, de maneira que (1) & substituida por

~PAQ = LU (2)
Mas determinados problemas sao muito grandes ou tem uma es-
trutura muito camplexa de méneixa gue nao & possivel reduzir o
enchimento a niveis admissiveis. Devemos acrescentar tenbém que,
guando o enchimento é grande, nac sO a méméria necessaria para
armazenamento de L-e U aumenta, mas também O tempo computacio
nal necessario para calcular L e U ou resolver os sistemas
triangulares., |
Portanto, & neceséaria a exigsténcia de métodos onde, de al-

guma maneira, a eliminagdo do enchimento seja radical, ou seja,



onde o processo de calcular a solugac do sistema nao precise

mais memdria que a necessAria para colocar o proprio sistema.Es
se & o lugar dos métodos iterativos. Nesses tipos de método , a

passagem da . aproximagao %, bpara a aproximagao X 41 é feita

com a informacdo "estdtica" contida em A eemb .

Muitos métodos iterativos convergem condicionalmente, isto
‘&, dependendo das caracteristicas d&.matriz A. Esse nao &€ o ca
so dos chamados "métodos de projegao", derivados do método de
Kaczmarz [ 22]

Brevemente um método de projegdo consiste no seguinte (ver

[21])

12 (3)

- T _ T
=t O ATZ ;O <;zk,b Axk>/HA 29

X4l %k

onde z, é um vetor n3o nulo, previamente definido. As diferen

tes definigOes de 2z, levam a diferentes métodos e em particu-

lar se 2, é tomado como vetores unitirios e, em ordem cicli

ca, obtém-se o método de Kaczmarz, ou seja

= . = . : 4
Xoer1™ ¥t KBy ¢ O f )



onde ik = (kmodm)+1l , sendo m o numero de linhas da matriz

A e a a i—ésima linha de A.

i
Os métodos de projecaoc foram usados com sucesso para outros
problemas, élém de sistemas lineares, como factibilidade . con-
vexa [ 15], Reconstrugdo de Imagens([ 10}, [17]) sistemas nao li-
neares{ {26] ,[27},128],[29] ,(301), etc.
Porém, como & o casc de outros métodos iterativos, os méto-
dos de projecgao podem ser extremamente lentos. Com efeito, gual-

guer método baseado na iteragao

Kepy = TR C (5)
pode ser pensado na forma

x;kﬂ - x* = T(x, = X*) (6)

e em consequeéncia o vetor erro xk*x* tende a possuir ‘a dire~

959 do autovetor correspondente ao raio espectral de T ([39] ,
pp. 84-89). Portanto, a taxa de convergéncia tende a ser o pré-
.?riouraiO‘esPectral. Isto €, converge assintdticamente da ma-
neira mais lenta possivel.

Portanto, faz sentido se perguntar por formas eficientes de



aceleracdo(ou modificagles aceleradas) dos métodos de projegao.

A resposta a essa pergunta tem sido objeto de estudo de va-
rios autores(ver por exemplo: {2 ],[ 91,[15]),[31],[35},{36],[37])
Em particular, Bjorék e Elfving [ 2] introduziram em 1979, um
método estreitamente relacionado com o método de Kaczmarz e ou-
tro com o método de Garza [ 16] que apresentam a propriedade de
convergirem em nimero finito e conhecido de passos; esses méto-
dos consistem na aplicagao dos gradientes conjugados [ 20] & ma-
triz obtida a partir da matriz de iteracao do método SSOR([ 39],
prg. 462).

Neste trabalho, mostramos de forma mais geral que € possi-
vel obtermos métodos de projegac com a mesma.propriedade dos mé
todos_proﬁostos por Bjorck e Elfving. Em particular, estabelece
mos versoes modificadas dos métodos de Kaczmarz, Cimmino { 5] e
Garza que apresentam a propriedade anteriormente citada. Isto e
mostyado como segue.

Os capitulos 1 e 2 s3do dedicados a resolugdo numérica de
sistemas algébricos de equagOes lineares consistentes. No capi-
tulo 1, apreéentamos-uma versdo bloco acelerada do método de
Kaczmarz e outra, também bloco acelerada,.do método de Cimmino
gue serac fitels para o desenvolvimento dos capitulos posterio-
:fesf : _

. No capitulo 2, estabelecemos de forma geral, um algoritmo



do tipo projegao e demonstramos que a convergencia é  atingida

em um numero finito e conhecido de passoOs. E mostrado que as
versoes dos métodos de Kaczmarz € cimmino, apresentadas no capi
tulo 1, convenientemente modi ficadas, sao do tipo do .algoritmo
estabelecido.

0 capitulo 3 & dedicado a resolugio numérica do problema de
Quadrados Minimos Lineares. De forma similar ao capitulo 2, sao
estabelecidas as versoes aceleradas dos métodos de Garza e Cim-
mino para a resolugao desse probiema.

No capitulo 4, mostramos uma aplicagado desses tipos de algo
ritmos, através da resolugao de um problema de Engenharia  Hi-

draulica.



cAPITLUO I

METODOS DE PROJEGCAO ACELERADOS PARA SISTE=-
MAS LINEARES CONSISTENTES

1. INTRODUCAO

Heste capitulo apresentamos dois algoritmos para a resolu-
¢cao nunérica de sistemas de equagoes algébricas lineares que
servirao de base para o desenvolvimento dos capitulos posterio—
res. O primeiro algoritmo é uma versao por bloco, conveniente-
mente acelerada, do algoritmo inicialmente proposto por Kaczmarz
[22]1. O segundo, do mesmo modo ue o primeiro, € uma versao blo
co acelerada do algoritmo de Cimmino [ 5], que pode ser visto
como uma "versao paralela" do processo de Kaczmarz . Em ambos os
casoé, a técnica de acelefagéo utilizada € a do tipo »roposta
por De Pierro[ 9 ].

Aqui ; admitiremos gue © problema

(1)

%

é consistente, ou seja, tem pelo menos uma solucao e que A &
uma matriz MxH ndo necessariamente de posto completo. Admiti-
remos ainda, que A nao tem linhas(ou bloco de linhas) nulas.
Antes de apresentarmos os algoritmos, definimos a seguir a nota
cao a ser utilizada¢ |

'Dénotaremos por N(A) e R(A) o niicleo e a imagem do opera

. : S .
dor A respectivamente. A denotard a transposta de A e I



a matriz identidade no espago que estiver sendo considerado. Se

S & um subespago vetorial A|g; denotard a restrigdo do opera-
dor A em S, st complemento ortogonal de S e Pg a projegao
ortcgonal.sobre ' S. Dados dois vetores de mésma dimensao X e Y,
<X,¥> denotard o produto interno(escalar) no espago considera-

do, ou seja
<X,¥> = XTY
e consequentemente definimos

1
Ixi = (<X,X>)2

1Ak = sup Laxi

X*0 Ixi

A" denotard a matriz X que satisfaz as condicdes de Moore-

Penrcse, ou seja

XAX = X | | | : (3)
(ax) T = ax (4)




(xa) T = XA (5)

2. ALGORITMO(1-1)

Consideremos o problema original, dividindo as linhas de A

em'blocos, nao necessariamente disjuntos,'Al, Az, vy Am.

Dado ©s parametYos Wy, VWps e sWps com 'O<wB< 2 para
3j=1, 2, +..,m , € um vetor inicial Xx; e em geral X, e
r, = b-A n definimos

(1) =% 52=0 e para k =1, 2, ..., (2;m~1)

i{k) = min(K, 2m-K) {6)
Vo1 = Tt W AoV (7
k+1 “k i(k)y Ti(k) 'k
Zi k) ~ G T Vi Vk (8)
onde v, & solucao do sistema
1) A, LAY v, =D - A, 0¥ (9)
(k) Tik) Tk i(k) i (k) *k

. m
: = - = T
1) dp = Yan ~ Y1 7 xkE1 % (10)




iii} Calcule

X 41 = x-..n-t- an'dn (1)

onde a, €& um parametro tal que

<A, K, -%X>=0 (12)

sendo x uma solugao do sistema (1), ou seja

<d_, x_-X> <r_, Z>
a = - h_n D | S (13)
<dn, dn>. <dn’dn> :

& o vetor do R definido em (8) .

iv) rn+l==r -_»aAd_

——

A condigao (12)estabelece que x ., € a projegac de X so
bre a reta definida pelo vetor X, e diregao 4, ou equivalen

temente

an.fl - xl=mMin UIx + ad - xl (14



Observe que {6) estabelece a ordem em que as "projecoes"

gque definem os ¥y devem ser realizadas. Fazendo k variar de

1l a (2m-1), & facil ver gue as proje¢oes sao realizadas na or-
dem {1, 2, ..., m-1, m, m~-1, ..., 1}, ou seja, & feita uma var-
redura na ordem usual e outra em ordem inversa a partir da va-
riedade (m-1) . Em geral, qualquer ciclo que contenha os indices

{1, 2, ..., m} pode ser considerado e em particular se Wj = ]

(3 =1, 2, ..., m) e o ciclo usual for utilizado, o algoritmo
reduz-se ao algoritmo XPBA proposto por De Pierrol 9]. Desta

forma se considerarmos o problema equivalente

Ay by

Ape1 Pp-1

A, X = bm N (15)
Amwl bm—l

Ay by

e aplicamos o algoritmo XPBA, obtemos o algoritmo anterior,com

w. =1 j=1, 2, ...,m, e portanto o estudo de convergéncias

pode ser estabelecido sem dificuldades, com pequenas modifica~-

gBes devido aos pard3metros wj,s. Entretanto consideraremos o



algoritmo na forma como foi apresentado para atender O . nosso

propdsito nos proximos capitulos.

3. CONVERGENCIA E PROPRIEDADE DO ALGORITMO

A seguir mostraremos as principais propriedades do algori-
tmo, antes porém, precisamos obter a forma geral das iteragoes.
Para isto, comecamos observando que se as linhas do j-&simo blo

co sao linearmente independentes, com j = i(k) para algum

1< k € (2m-1), a solucao do sistema (9) serd

Vi = (B Ag‘) -1 (b - Byl
e éntéo‘
ey = (Emwg ) AT+ gl (agR) T by ‘
gue no caso geral é equivalente a
Y. = Q.y, + wA+b (16)
k+1 b S s

sendo

Q4 = [(1 -~ wj)I + ijj 1 (17)



com

+
. = I - AA. . i = i(k 18
PJ JAJ_ 3 (k) (18)

Antes de darmos continuidade, demonstraremos as principais

propriedades de Pj e Qj que serao {iteis para a obtenga@o de re

sultados posteriores.
IEMA 1: Pj € um operador projegao ortogonal cuja imagem & N(Aj) .

Dem.: Segue diretamente das condigoes de Moore-Penrose
que Pj € simétrico, idempotente e Aij_ =0, E

ébvio que se x€ N(hj) ’ ij = X. Reciprocamente

se Pj,x = x, entao A;ij = (0 e portanto, . pela

condigao (2), Ay X= 0 de onde segue o lema.

C‘orolériﬂ 1.1: ij= X sse XE€ N(Aj)
Dem. : (imediato) V.
Coroiério 1.2: Iijl < Ixl e a igualdade & verificada sse
X € N(Ay)
Dem. s Se x € N(Aj) &€ dbvio que ij = X e por-

tanto E*ij I = Ixi. Agora, de (17) obtemos



) '
ﬂijﬁ = <(l—wj)x + w.j_ij, (1-.‘.wj) x + ijjx>

Continuando

ragoes definimos:

e adicionalmente

0

O

"

i

2 _
il —wj(2-wj) < X, (I-Pj)x> < leﬁz

ja que 0« W < 2. Além disto, a igualdade &

~verificada somente se. <x.,{I-Pj)x.> = 0. Assu

mindo que x#0, isto sb & possivel se ij ='x

o gue conclui a demonstragao.

processo de obtengao de forma geral das ite-

% Q-1 0 Y4 j = 0,1, «.. m=2
-0

I

I

9

Ql:Qz.---Qj- j =2, 3, ...m

B,1 Fo (19)



C; = Bpy Fy + By
Cm = m-1 Fm

obtemos

5§m = Gy1-+ Hb .

onde G = C

com j =1,2,...,m e portanto

m

X Lw.C.ATb.

Hb =L 33131

i

agora definindo
G = (l*an)I +can
Hn m anH

temos que

= anh+ H Db

n+l n

LEMA 2: G = I - HA

1’2’.u--

(m-1)

(20)

o € Ha matriz que tem por colunas as matrizes chjé;

(21)

(22)

(23)

(24)




pem.: Da definigao de H e c; segue

, m
= z cata, = .Z. c.(1-Q.)
HA j=1 WJ 33 J j=1 7J QJ
% I-G
= 5% | (Bp-1 Fy * sj-—l) (Bp-1F3-1 By =

+ B..

j & 0. = s . . = B ¥,
j.a que. C3Q3 (Bm__lFJ+BJ_1)Q3 m-1535-1 * By

Coro}.ério 2.1: - Gn = I-HnA (imediato)

IEMA 3: lgxl = Izl sse x€ N(A)

Dem.: Se x¢ N(A), entdo existe um j<m . tal

que ij # % Agora usando a definigao de G

e aplicando sucessivamente o corolario(l.2)

temos

lgxi=K(B_ )(Qjm Oy ++Qyqy Q5 - +-Qp)x!

= b8 _)(Q, 9 1 ...Qj)x1< quxi{ < Ixl

Agor_a se X & N(A) ‘ entac x € N(AJ) para

j__ =1,2,... ,m, e portanto ij = x para to

'1dc: 1€ 3 <nm, dé onde obtemos Gx = X O gue




conclui a demonstragdo.

-

Corolario 3.1: Gx =% sse =x€ N(Aa)

Dem.: Segue diretamente do Iema 3 e da segunda

parte da demonstragao desse Lema.

LEMA 4: HGnﬂ< Tei< 1.

Dem.: Se x & uma solugio de (1), entdo de defini

gao de G e G, obtemos

e por (14) temos

EGﬁx + Hb ~-xl < Igx + Hy = x1

ou equivalentemente
ﬂqn(xéﬁ)ﬁ < 1G(x-x )1

para todo x € R e portanto



tg il <1
Gn Gl

Agora pelo lema 3, & facil ver que IGl € 1 o que conclui

a demonstracgao.

ILEMA 5: == e =7 =
| a) G PN(A)+G e PN(A)G GI?N(A) 0

onde

o
It

GP
r(aT)

b) Gl=sup fexl <1

XER(AT)
fsgl = 1

Dem.: Pelo corolario 3.1 G 1 e portanto

N (a) "
N(A) €& invariante pela tranformagao G. Da
definicao de G, temos que G = et e portan
to R(AT)= N(A)l, também & invariante.

Tendo em vista gue R = N(a) + R(AT) segue

que

x 4+ P

ip X , X€ R (25)
R{&A") '

N (A)



COon

+ P '—"IeP

r(aT) N(a)F 0

= P

P ‘
N(a) R(AT) R(AT)

.PN (A) =_._

Agora aplicando G em ({25), obtemos

GX = GP x+ GP

- N(A) )-‘-'“X + GP

TX

¥ = Pyea r(aT)

%
R(A")
para todo x€ R® e portanto

G =P -i‘“GP-‘ = + G

N (A) r(aT) Pu(a)

o que conclui a demonstracao da primeira par
te do Iema. -

Da definicao de & e do Lema 4 temos
IGl< hal < 1

Se #Gl = 1, entao pela continuidade de

Iox! existe X €' { X€R(aT) [1xl = 1} tal que

Ikl = 1%k,



Mas pelo Iema 3, X€ N(A) de onde implica

que X =0 , contrariando a hipdtese,

-

- Corolario 5.1: @& PN(A)'Gn = Gn?N(A)

n T Py TG © =0

onde

& =@6p
Il n R(AT)

Dem.: A demonstragao &€ similar & demonstragiao da

primeira parte do lema 5.

Corolario 5.2: ﬁ§n§< B3 <1

Dem,: Este resultado € facilmente obtido atravées

do lLema 4.

Vejamos'agora, a forma geral do algoritmo em fungao do ve-

tor inicial X Definindo

= 26)
T, = Gy- Gpogeee- -Gy (
RJ - Gn Gn-'l e . Gj+l j = O’ 1' . -..,n—z



" _
g o= 2. R H,
n j=0 53 S (27)
obtemos
*n+l - TnxO + Unb (28)
LEMA 6: Tn = I-UnA
Dem.: Pelo coroladrio 2.1 temos HjA = Iij e por-
tanto
n
UA = 4Ep Ry(I-G)=1T1 - RyG, = I -T,
ja que RjGj = Rj—l para .j =1, 2, ...,n.
Teorema 1: a) Lim Tn = PN(A}

-+

b) Lim Un = 8§ existe

n-oo

c) A matriz S satisfaz as seguintes condigoes

ASA = B, SAS =8, SA=P
R(A™)



Dem.: A parte (a) do teorema decorre diretamente

(A

{w.C

A

+
J

+. T
LA x =0 ara
(W:l 3 j) P

+. T +, T
VAL X= 2w.{(A. }
ik 5 (By) 7 x J

gt

T oa

do Iema (5) e dos corolérios 5.1 e 5.2.
Para demonstrarmos a parte (b), observamos
primeiro que as colunas de H, e portanto de

Hj’ pertencem ao. R(AT). De fato, se x€N(A) ,

entao Q}.X=-x para j =1, 2,...,me por-

‘tanto

i
[

2,...,m

onde ¢ <w'j < 2

pPelas condigoes de Moore-Penrose, obtemos

T + T +
= (afa)Tx=2a%a. x=0
x= (AyR5) " x= ARy x

De onde segue que

Tx= (A;’)Tx= 0

ol g

+
ou seja

1, 2,..., m.

(N
1



<
EUh

Da definigao de G,, segue que os pardmetros

a, sao limitados, ou seja

ir-o¢gl
= it = < g
I ral lHA |

tendo em'vista gue IHaAl# 0, j3 que HA=I-G.

Dé (27} temos

n-2

z JH
120 RJHJ + Gan + Hn

-1

ou equivalentemente

n-2

jéo (Gh...Gj+1)Hj + G H _ + H

visto que as colunas de Hj pertencem ag R(AT)

De onde segue

al (Zo(UG 1.0, 1) + 181 + 1 1xl (29)

Pelo corolario 5.2, (29) & a soma parcial

de uma série convergente e portanto o
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L4 «“

lim Uh = § precisa existir, o que demonstra a
n-e :

parte (b) do teorema.

Pelo Lema 6, temos

Tn =1 - UnA

Fazendo n tender ao infinito, obtemos
PN(A) =1 - 8A ' (30}

de onde concluimos

SA =P (31)
R(A")

Agora, aplicando A A& esquerda de ambos oS

membros de (30) , resulta
A - ASA = 0
ou seja

ASA = A _ (32)



observarido gue

n-2

Pra %™ 320 Paa 0

G .. ....‘ .+ G =
(Gn ':;3_%1)1»;:E PN(A) Gan_l+PN(A)Hn

temos que

0 = Lim P

L Pyt T Pna)®

Logo aplicando S & direita de (30) , temos

PN(A)S =5 - SAS = 0.

e portanto

SAS

s ' , (33)
o que conclui a demonstracgao.

Teorema 2: Com b € R{A), o algoritmo converge para uma solu-

cao de (1) com qualquer aproximacgaoc inicial Xgq-

Dem.: Se b € R(A), entao existe z € R' tal que
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e além disto
+ +
AAb=ARA Az=Az = Db (34)

- — + - bl
ou seja x = A b & solugao de (1).
Pelo teorema 1, temos
x*= lim (T x.+U b) + Sb
. n“0 "n

= Py(a) %o

e de (34)- vem gue

-

+ .

usando a terceira parte do teorema (1), obte
mos

o+

R(A™)
ou ainda
+ a'p | (35)

x* = Pyn(a)*o

j& que ‘a'p € R(AT), e portanto



4. ALGORITMO (1~2)

Nesta segio apresentamos o algoritmo de Cimmino bloco acele
rado, o gual difere do algoritmo anterior no modo em que as "pro
jegoes" sao realizadas. Aqui as projegaes sao feitas independen-
tes uma das outras, permitindo uma economia de operagoes por ite
‘ragao como também a utilizagéo de processadores paralelos. Para
apresentarmos o algoritmo, consideremos o problema (1) do modo

descrito na secao anterior, ou seja

A by
Ay by
: X = . l«sm<s M
A by
¢ os parametros w% e lj com
0<W5_j<2'.kj>0 j_m 1, 2,..., m

it &2
e
]

1M 1. Assim, dado um vetor inicial Xy, € em



eral X e r =b - . ini
g n n Axn , definimos

a) Para 3j l, 2,...,m, calcule

¥, ==x!-hW¢A? v,
J n 373 3
zZ, = A.W.V.
J J 1] 3

o

onde vy € a solugao do sistema

T: - .
A.ATy. = b.-A. %
3% T P57%%

m

b) 4 =y-x , onde y = jgl Rjyj

=x "+ a_d
c) xn+3. n Oln n

onde o € calculado de modo que

< cin" *n+l

sendo x uma solucdo (1), e entao

N < d ’% X . r
n . d 7 . d:n.’ n

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)



[z
. Z
onde -, Z = 2
z
L
). T =T a, Ad

Observe gue a condigﬁo {41) é definida do mesmo modo gue no
processo iterativo (1-1) da segao anterior e portanto

*

I x - xlb = Min Ix + -x |k
1 X M;n Xn ad x

Vejamos agora a forma geral das iteragoes do presente algo-
ritmo. Para isto, observe que o sistema (38) & da forma dada em

(9)° para o algoritmo anterior e portanto podemos concluir gque

4
it
o+

ijn + w. A b, i =1, 2,...,m

+ ,
onde .= (1-w.)I +w.P, sendo P, = I~ A.A.. Assim se defi-
QJ ( J) J ] ] J 3 .

nirmos

G = J;a_ A0, | (43)



ob temos

y =Gx_ + Hb (44)
onde H € matriz que tem por colunas as . matrizes
RjWEA; (j =1, 2,...,m). Agora definindo

G, = {1 - an)I ta G (45)

Hn = anI{ ) {(46)
temos

X+l © ann + Hnb (47)

Mostraremos agora as principais propriedades de G e Gn‘

LEMA 7: G =1~ HA

Dem.: Da definicdo de H, obtemos

m : ) m
‘ +
HA = T A w.,AA.= 2. A, (I~Q.)=I~- 2.0, = I-G
J=1 JWJ 393 =1 3 J =1 7373
m
i3 ZoA, =1




orolari .1z =T - _
Corolario 7 13 Gn I HnA

Dem, : (imediato)

LEMA ;8: Icgxl = Ixl sse: x€ N(A)

Dem.: Se x¥ N{A), existe um j € m tal

X Qj‘x$ X e portanto

g Egak o + - 8w . o'y L )
GX lle ‘ +2\JQJ x+ . +7\QOxI!
v . .i\\ .
i < .
< 7\1 leil+ ...+7\inij+ ...+?\mEmeﬂ
i .
< Alﬂxﬁ-i- ...+)\j ij8+ .,__+)\mlfxl_i < lxd

tendo em vista que ﬂijﬂ < kxl

m

j?'fl Rjzl. Agora se Xx € N(A), temos

x € N(Aj)(j =1,...,m e portanto ij=x

ra todo 18 j € m, de onde seque gue

o0 gque conclui a demonstragao.

gue

que

pa-




Corolario 8.1: Gx = x sse x € N{A)

Dem.: Segue diretamente do Lema anterior.

LEMA 9: HGnEQ flai< 1.

Dem.: Similar a demonstragao do Lema 4 da segdo an-
terior, tendo em vista gque a condicao (41). &

a mesma definida no algoritmo da secao 2.

Como pode ser verificado, as matrizes G e Gn do presente
processo iterativo tem as mesmas propriedades das matrizes de
iteragao do algoritmo anterior de onde segue que todos os resul-
tados obtidos na segao 3 também sao validos para este algoritmo.
Isto garante pc;rtanto, que se b € R(A) entaoc a sequencia gera-
da pelo algoritmoconverge para uma solugac de (1) do tipo dado

em (35) .



CAPITULO TI

METODOS DE PROJECAO DE CONVERGENCIA FINI-

TA PARA SISTEMAS LINEARES CONSISTENTES

1. INTRODUCAO

‘Neste capitulo apresentamos dois novos algoritmos para a re-

solugao numérica do problema

Ax

It
.U

(1)

onde A & uma matriz MxN n3o necessarimente de posto completo .
Estes novos algoritmos sao obtidos da.partir dos algoritmos apre=-
sentados no capitulo anterior e apresentam a vantagem tedrica de
convergirem em nimero finito de iteragdes ndo superior ao posto
da matriz A. A condigao de convergéncia & que b € R(A) e portan
to admitiremos que (1) sempre tem solugao.

Tendo em vista que as matrizes de iteracdo .dos .. algoritmos
apresentados no capitulo anterior possuem propriedades em comum,
apresentamos primeiramente a forma geral dos algoritmos de onde
é feito o estudo de convergéncia e nas segOes seguintes, parti-
‘cularizamos para cada caso onde sdo obtidos os algoritmos dese=~

jadds.

2. FORMA GERAL DOS ALGORITMOS E CONVERGENCIA

Consideremos o problema (1) e o seguinte processo iterativo



associado

onde r =b-Ax e H € tal que a matriz

G=1=-HA

satisfaz as seguintes propriedades

(I) G = G~

(II) igl< 1l e lgxi=Ix] sse X € N(A)

E facil ver que se b € R{A) e y € R® & um pontoc fixo do ope-

rador definido por G, ou seja
y = Gy + Hb

entdo y & solugdo de (1). De fato, se b € R(A) entado b = Az

paralalgum z € RY e portanto
0 = (I-G)y-Hb = (I~-G)y-HAz = (I-G)(y-2

ou seja




Gly-z) = (y-z)

De onde segue, por(II), que.
ly-2z) € N‘A)

ou seja, .. Ay ~= b;

Isto quer dizer que se b € R(A), ent3o o sistema relacionado
HAX = Hb (2)

tem o mesmo conjunto solﬁQEO'de (1) e além disso, por(I) e (II},
HA € simétrica e sémi~gositiva definida. E natural portanto, pen
sarmos em considerar o problema (2) em vez de (1), visto que as
matrizes simétricas apresentam a propriedade de permitir, de mo-
do simples, a geragéo,de vetores ortogonais a partir de um vetor
inicial arbitrario(veja por exemplo [7 1, [131, [14]1), de .onde
s30 obtidos diferentes algoritmos para a resolugao de =~ sistemas

lineares. Em particular propomos © seguinte algoritmo.

ALGORITMO 2

u
i

definimos

Dado Xy ro =b - Axb e 0 Hro '



onde d‘n & calculado de forma que

, <'dn, X 41" XxX>=0 (3

sendo X uma solugdo de (1), ou seja

-~<d ,%—.;&) .
un = -t (4)
< &n ' dn > .
(L) rn+l = r e an Adn
(c) dn+l = H'rn+l - Bndn

onde B & calculado de modo que

<d ,d .>=0 (5)

.l (6)

o
kt



Observe gue neste algoritmo, o parametro o & calculado do

mesmo modo que nos algoritmos apresentados no capitulo 1 e por-

tanto
Hxn+1 -x = Minﬂxh + udn - x4 (7)
o .
E Obvio que tal algoritmo s& pode ser implementado se  for
possivel o calculo de o de modo a satisfazer (7). Por ora

admitiremos gue isto é possivel. Vejamos agora as propriedades

do presente algoritmo.

LEMA 1: Se r_ =Db~-AX # 0, entac & % 0.
In n n

Dem.: Comegamos observando gue se X & uma solugdo

de (1), entao

X = Gx + Hb

e portanto se y & tal gue
y = Gx + Hb = x_ + Hr

n n n

temos

@5§q,wq



Deste modo, se dn = 0 temos

n n-1 dn—l

de onde obtemos

2 . 2 2 2 2
X X = -X > 1% -x

IG¢ 0 i HXh =+ Bn—l ﬁdn lﬁ ! n i
ja que < d,.y+ ¥, =x > =0 por (3).Mas por
(II) segue que

1G(x,~x)1 < Ix -~xI
e portanto HG(xnnx)Hw ﬂxnm§ﬁ. Agora, novamen
te por (II) segue gue

(x_-Xx) € N(A) ou r =b - Ax_ =0

n n n

0 que contradiz a hipdtese.

LEMA 2: Se d_ # 0, entado <d_ , d.> = <g_ , HAe.> = 0
——— n n n 3



jg=0, 1, 2,...,n-1, com Ej = ijﬁ sendo X uma

solugao de (1)

Dem.: Pelas condigoes (3) e (5) temos, respectiva-

mente, que

Viste que b € R(A), segue gue

HAe. = HA(X.-X) = - Hr.
3 J

e portanto

-<d., g. > ~< Hr,, €.> < E., HAej >
[& B - =
< d,, d. > <d., d.> <d., d, >
J i’ 3 i’ 73 i’ 3
cComo x +1 = .+ a.d, temos
= e <+ g.d
j+1 j 3]

de onde obtemos
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< g, HAhe .> = < e., Hhe .> + a.< d., HAe . >
3+17 3 3’ j i 3 3
. < e, HAe . >
= < Ej,HAej>— Taas . < dj,Hrj>=0
3.3
j& que < d,,d.>=<Hr.,d.>~B. .<d..d4. >=<d.,Hr.>
Ja d '3 B -1 73773-1 3773
de onde segue que
< ej+l,HAe.> =< dj’dj+l> = {
3 =0, 1,. J0=1
e portanto
< El’HAEO> =< dl’ d0> = 0
Agora, supondo gque < d l,dj> = < g _l,HAEj>=0
para 1j =0, 1, -2, obtemos
< en,HAej> = < g 1 HAe .> + o _1 < dn l,HAe >
i} <d Hr.> = 0 J < n-2



tendo em vista que ., Hr, = d.#.8. .d. .
d B j j=-1j-1

Além disso, temos

<d_,d.,> = < Hrn,dj> - Bn—l< d_q- 3

I

- <g , HAd.> = 0 j < n-2
n 3

[ ad l
a gue HAd .= ——[HAe, .- HAE.
e d J LHRe 41 31

Q.
J
como | < dn’dn~1> = < en,HAen_l> = segue
< dn,dj> = < En,HA€j> = 0
para j =0, 1,...,n~1, 0 gque conclui a de-
monstracgao,
1LEMA 3: Se do,dl,...,dn sac diregdes nao nulas geradas pe

lo algoritmo, entao

d, = —aO(HAd

1 o~ Mo



541 = "o (HAG, - ujdj - dojul) J=1,2,...n
onde
_ < dj’HAdj>
}.1. 1
<d,,d. >
J 375
< dj. ,HAdj. l>
6, = —
b < dj*l’dj"l>

Dem.: Do lema 2, segue que

< HAg . d >=< HAej,d

> . < , d. =
54179521 + ajﬂ HAdj dj > O

j-1

de onde obtemos

< Hr., d. .> = a,< HAd,,d. .>
J j-1 J 37 -1

Visto gue por hipdtese < dj,dj> # j=0,1,...,n

temos
< Hr., d. .> . < HAd.,,d. .>
B - i g-17 _ o ' 3-1
3-1 | ]
< djnl’dj~1> 7 < dj-l’dj~1>

ou seja



dj+l

dspy

Alternativamente, temos

ou melhor

1l - a.p.

Agora, utilizando a definicdo

J+1 373 j+1

ou ainda

I . HAd."‘ .d. + HI‘.“&.
aj( 5 uj 3) ( 3 j)

- B8.d. = Hx - {1 - a.

J

o< Hrj+1, dj> =_<=Hrj~a§HAdj, dj >
.<d., d, > o< d,, 4, »
J ] 3 ]
ou ainda
. < Hr.,d.> < Had,, d. >
— L Q. J J
<d., d.> 3 <a., a, >
:}I 3 . 3)’ J

4

) d
uj)

r

J

obtemos



r

Observando que Hrj—d, = B

.4, .=a.8.d
3 j=L1 3-1 73

i 3-1

j >1 eque Hr, = d , obtém-se o resultado

0 0’

desejado.

A recorréncia trinomial definida no Lema 3 n3o & nada menos
que © processo de Lanczos [23] aplicado a matriz HA com vetor

inicial 4, = Hr,. A demonstragao que tal recorréncia gera uma

sequéncia de vetores ortogonais a partir de vetor inicial arbi-
trario e uma dada matriz simétrica pode ser encontrada na refe-
réncia [13] . Do Lema 3, obtemos os sequintes resultados imedia-

tos

Corolario 3.1: Se dj # 0, entao < dj,HAdi> =0 i€ 3 -2

Demn, : {imediato)

Corolario 3.2: Se 8,= {do, dl,...,dn} € o subespaco gerado pe

las direcoes nao nulas dO' dl,...,dn, entao
_ n
Sn = [dO’ (HA)do,...,(HA) do}
Dem. : {imediato)
LEMA 4: Se dO # 0 e K €& o nlmero de autovalores niao nu-



los e distintos de HA, , entao existe um intei-

(k,=1)
o lé'Koé K tal que os vetores do, (Ha)do,..., HA) 0 do
sao linearmente independentes e além disso
= 2

Sn S(Kowl) ' n KO

onde Sn € o subespaco gerado pelos vetores
d_,(Ha)d (Ha) "a

O’ Ortn-' 0-

Dem.: Sejam Rl’ Az,...,kK(hi #* Aj se i ¥ 3) 0s

autovalores nao nulos de AH com multiplica-

dores m m2,...,mK respectivamente.

lv’

Como do = Hro ='HAeo, temos que d € R(HA) e portanto ele

pode ser escrito na forma

dO B I B Uk
onde U.(j =1, 2,...,K) & um vetor do subespago gerado pelos au
tovetores associados a lj. Tendo em vista que algum Uj pode

ser nulo, podemos assumir, sem perda de generalidade, que do é

de forma



onde ﬁj #0 para j =1,.2,...,K e K_ < K, Desta forma .

0 0
o 0 0 _
se definirmos (HA) =T e Aj = 1, temos
n n n
= A +,..+
(HR)"a, =2, 0, Ak Uk

para todo n inteiro naoc negativo. Assim, fazendo n variar de

. (RK.-1)
0 a (Ko—l) é facil ver que os vetores dO,(HA)dO,...,(HA) 0 do
sao linearmente independentes, ja gue ) determinante de
Vandermonde
(K.-1)
0
1 Rl . . hl
(K.=-1)
0
1 kz . . . Az
- - - - - - #: 0
{(K.-1)
1 My Ay 0
0 0
visto gque A, #F hj se j # i. Ou ainda Ko € o menor intéiro
i
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X
tal que os vetores do,(HA}dO,...,(HA) Odo sao linearmente de-

pendentes, o que conclui a demonstracao.

Teorema: Com b € R(A), x € solugdo de (1) para algum

n < K, onde K & o nlimero de autovalores niaoc nulos

e distintos de HA,

Dem.: Pelo Lema 4, existe K0 < K tal que

fazendo n = K, € utilizando o Lema 3 e o Co

rolario (3.2), obtemos

d €85 = 8

d
n K (KO~1)

m[d

0r %y ""d(KO—l)}

mas pelo Lema 2, < dn, dj > =0 para todo

j <n e portanto

Agora pelo Lema 1, vem gque




© que conclui a demonstracao,

3. OBTENCAQ DOS ALGORITMOS

O algoritmo apresentado na secaoc anterior foi estabelecido
de forma geral, e portanto para diferentes definigoes de H, ob-
tem-se diferentes versdes. Aqui apresentamos duas versdes gue po
dem ser vistas como versodes modificadas dos algoritmos (1-1) e
(1~2} apresentados no capitulo anterior. Para isto, comecamos
observando gue o0s processos iterativos (1-1) e (1-2) descritos

no capitulo I, podem ser estabelecidos na forma

(i) 3h+l =x_ -+ a 4a

{(ii) rn+l = In - an Adn

(1i1)  y = Gxyq * Hb = %,y + Hr

onde d. = (Gx.O + Hb) - Xg = Hro e a & calculado de modo

que



<d , x -x> =0 ' {8)

n n+l
ou seja
<d., x, - X >
a, = (9)
<d, d >
n n
observe que em ambos os casos (Kaczmarz(l-1) ou Cimmino(1~2)) o

parametro o, due satisfaz (8) pode ser calculado facilmente ’

visto que o vetor d =Y - X & da forma

d =(y—xn)2Az {10)

onde 1z esta bem definido para cada processo no capitulo ante-

rior. Deste modo, se modificarmos o passo (iv} para

(iv-1) dn+l = (ymxh+i) Bndn
< d4d , y-x >
com B = I n+l , teremos
n <d, da >
n n




- ' T -
< X - o= - 3 X =X> = <A 2 X —X> = <2 xr >
dn' n b4 <y n’'*n : n’*n ’

ja gue, pela condicido (8), < d s X~ X> = 0. Isto mostra que o
parametro o, também pode ser calculado sem dificuldade neste
caso. Agora, observando que a matriz de iteracaoc G dos proces-

$0s iterativos dados no capitulo 1 satisfazem as propriedades

(I) G=¢G

(II) IGI<S 1 e 1GxI = IxI sse x e y(a

Segue que o algoritmo modificado & do tipo (2-0) apresentado na
segao anterior e portanto convergem para uma solugao de (1) em
niamero finito de iteragdes nao superior ao posto de A visto

que dn € R(AT) para todo n.

Descreveremos a seguir os algoritmos. Antes, lembramos gue
estamos admitindo que as linhas da matriz A foram divididas em

blocos nao necessariamente disjuntos Al, AE""’Am'

3.1 ALGORITMO 2.1

Dados ©0s parametros WysWoseee W, cOm o 0< wj< 2 para

j=1, 2,...,m, e um vetor inicial X, e r0 = b - Axo, calcule



para

ol
N
=
[ i)
5
=
[y
7
=

v. = b, -~ Ajyk

8
n
o
o)

I

0, entao facga

caso contrario

dn = (y2m_xn) - Bn—l n—-1

onde

m n dn--~l

n-1"1 dn--»l

51

(11)
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onde

e
Zy
)
Z = -
Z
-m
{e) rn+l = rn - mnlﬂxd-n

3.2 ALGORITMO 2.2

Dados ©os parametros War Woreea W 17 ., A . com

0< Wj < 2 e Kj >0 (3 =1, 2,...,m) e

tor inicial XO e ro = h - Axo, calcule para n==g¢,1, 2,...

UNICAMP
'BIBLIOTECA CENTRAL




{(b) Para

o
s
i
>t
)
<

cnde v

k k
m
= 3 = E
{c) Se n 0, gntao faca dO 5% hjyj
contrario,
m
= P> LY., =
dn 3=1 ljy‘_'} Bnmldnwl
com
m
z
< 551 Ajyj' dn—l >
B ———
n~1 5
< n-1" dnml g
(d) Xn+1 T ¥p t oo

(12)

caso




onde

e
21
22
Z = *
Zm

{e) rn+l —- o Adn

A utilizacao de diferentes métodos para resolver os subsiste

mas (11) e (12) levam a diferentes versSes dos algoritmos (2.1)

e
(2.2) respectivamente.



CAPITULO ITI

METODOS DE PROJEGAO DOS RESIDUOS DE CONVERGENCIA
FINITA PARA SISTEMAS GERAIS DE EQUACOES LINEARES

1. INTRODUGCAO

Neste caplitulo estaremos interessados na resolugio numérica

do problema

Min | b -~ Axﬂ2 (1)

onde A € uma matriz MxN nao necessariamente de posto comp le
to. Para isto, consideraremos deois processos iterativos defini-
dos a partir das projecgoes dos residuos (r = b - AX) nos subes-
pacos definidos pelas colunas da matriz A. O primeiro € uma
versao bloco acelerada do processo inicialmente proposto por
Garza [ 16] gue pode ser visto como uma aplicagao do processo de

Kaczmarz ao problema

Deste modo, obtemos o segundo algoritmo, também bloco acelerado,
com base no processo de Cimmino. Os algoritmos apresentam a van
tagem tedrica de convergirem em nimero finito de iteragoes nao
superior ao posto da matriz A.

De modo analogo ao capitulo anterior, apresentamos primeiro
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a forma geral dos algoritmos de onde & feito o estudo de conver
géncia e em seguida particularizamos para cada caso onde sao

obtidos os algoritmos desejados.

2. FORMA GERAL DO ALGORITMO E CONVERGENCIZ

Consideremos o problema (1) e o seguinte processo iterativo

associado
= + Hr
X X, n

n+1l

onde r, =b - Ax e H €& tal que a matriz

(1) o = of
(IT) 10l <1 e NQ 1 = lul sse u € N(AY)
Da definigao de x segue que

n+l



e pela condicao (II), temos

<
Exn+1ﬁ Hrn i

O gue mostra que este processo reduz o residuo(rn =b - Axn)

cada iteragao. Além disso se y € R© & tal que
Y = ¥+ H(b - Ay)

entao 'y & solucao do problema ATAX = ATb, ou seja
Ib - ayl? = Min Ib - ax 12

De fato, se r(y) = b - Ay, entdo

i

r{y) Qr(y)
que pela condigao (II) implica
ATr(y) = aT(b - ay) = o

Isto mostra que toda solucao do sistema relacionado

HAX = Hb

57

a
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€ solugdo do problema (1). Visto que a matriz HA n3ao & neces-
sariamente simétrica o algoritmo dado no capitulo anterior nao
pode ser aplicado neste caso. Entretanto, por (I) e (II) a ma-
triz AH & simétrica e semipositiva definida, o gue nos permi-

te definir o seguinte Processo iterativo:

ALGOTRITMO 3-0:

Dado Xy ro = b - Axb e d, = Hr definimos

onde a & calculado de modo que

an _ n n (4)
< Ad , Ad >
n
(b) n+1 = In a anAdn
(c) a = Hr - B_d
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onde Bn € calculado de modo que

< Adn+1 ’ Adn >0 (5)
ou seja
_ < AHrn+1, Adn >
B, = (6)

< aAd , Ad >
n n

Observe que a condicao (3) estabelece gue

- k] = M4 - -y
"rn+l r*] M&nﬂrn aAdn r#j (7)

ou seja, L é a projecao de r* scbre a reta determinada

pelo vetor r, ea diregao Adn. 0O parametro @, gque satisfarz

{7} , como foi visto, pode ser obtido sem dificuldades. Vejamos

agora as propriedades do presente algoritmo.

LEMA 1: Se A'r #0, entdo Ad_ # 0.
Dem.: Da definicao de d,, obtemos
Adn = AHr -~ Bn_l Adn—l




LEMA 2:

de onde resulta

<r ,Ad_ > =< r_ , AHr > - B
n n n

mas pela condigao (3), < X, Ad > = 0

portanto

< r Ad > = < r AHr 5
n’ n n’ n

Assim, se Adn = () temos

<y , BHr > =0
n n

que pelas condigoes (I) e (II} implica em

0-que contradiz a hipbtese.

Se A'r # 0, entao < r_, AHr, > = < Ad_, Ad.>=0
n’ 75 n’ 775

j= 0, ll---dr(n"l)
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Dem, :

< r,
]

!

De  (3)

Ad, > = < .
5-1 Ad], Adj_ >

e

(5),

segue que

e por {4}, temos
< r,
rj*l' Adﬁ»l > .
2
i
#Adj_l
por {(c) resulta que

< rj,AHr, >

Jj-1

ja que

e portanto

Agora, supondo que < r

<

rj_l,

<

AHrj—l> - 0L

Adj_ A,

n—-1’

< r

J

AHr
-1 5 -

j-1

AHY  >=< Ad

lag. 12
3-——-

-1

< Adj“l,AHr. >=0

j-1

fBd.>=0
J
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=0, 1, 2,...,(n=2), obtemos

5 a1 < Adn_l, Aﬂrj >
= "0 g S Adnwl’Adj + B 1 Adjml>:0 {9€n=2)
Além disto, temos
< Adn,Adj>:< AHrn,Adj>w B,.1 < Ad Y Adj>

=< AHr ,Ad. >= L < Ar_ ,r.-r
n y, o n' i

j 341770 (I=n-2)

como < Adn’Adn—l> = < I .Adr, ,> = 0 segue
que
< Ad_,Ad.> = < r_,BHr . > = 0
n J i J
para j =0, 1, 2,...,(n~1), o que conclui a
demonstracao.
LEMA 3: Se ATr. # 0 e qj = Adj para 3 = 0, 1, 2,...,n,

entaoc




9 = & (Algy ~ rea)
e
. = o, {AHg, - w.g, ~ 6.q. .) o= 1, 2,...
T5+1 SR B kS 393-1 ] )
onde
< q. >
= 94+ Py
"3
< q. >
qg ’ q]
< . SAHg >
8' = q.]. qw}ml
J
< qj—l'qj—l>
Dem.: Da definicao de dj, obtemos
Ady = AHr, - B, ) Ad,
e portanto
. = AHr, - B, \
3 57 P51 95

Pelo Lema 2, temos

b3

ST1.




ou seja
. > .
< AHr_, qj 1 o < Aﬁqu qu—l)
. T .
Visto gque A rj #F 0 3 =20, 1, 2,.
gue pelo Lema 1 gue qj # 0 0< 3
portanto
< AHr. . > < AH sz . >
o _ 51 q3~l — qj q¢n1
By > ] ;
< 95-10 94 S 9. 940y 7
Agora, observando gue
B, = —tys1r 9y
J < . . >
qu qj
e AHr, = AHr, - a.AHg. , obtemos
j+1 J 37795
< AHr, .o < AHqg., . >
g = 37 qj _ . qj q'?
3 J
< g, > < g., . >
q;’ q} qj qj

ou ainda

i
o

e 0,

64

se
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De onde seqgue que

A O R 1 A L
ou ainda
- = - a,(AHg.~ u.d.) + AHr . - ¢ .
9541 3 qj U3 i J q}

visto gue AHrjbq.m Bj

i (3>1)

LT oaL8 g,
~193-17 %y i95-1

e dy = Ado = AHIO, obtemos o resultado de-

sejado,

Como foi observado no capitulo anterior, a recorrencia tri-
nomial definida no Lema 3 anterior corresponde ao processo de
Lanczos [23] aplicado a matriz 2aH com - o vetor inicial

95 = AHrO. Deste Lema decorre os seguintes resultados

Corolario 3,1: Se 95 # 0, entao < Gy Aﬂqi>m0 i€y-2
Demn, : (imediato)
Corolario 3.2: Se Sn = {qo, ql,...,qn} & o subespaco gera-
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do pelos vetores qq ql,“..,qn ’ onde

qj = Adj (3 =0, l,..},n), entao

- !
Sn—[qo;(AH)qo:--»;(AH) qo ]
Dem. : (imediato)

LEMA 4: Se A :,Ado 70 e K & o nimero de autovalores

naoc nulos e distintos de AH, entao existe um in-

teiro 1 < K_ <K tal gue 0S5 vetores

(K,—1)

0
qOI(AH)qOI'--;(AHhO

sao linearmente inde~

pendentes e além disso

j
W
=

n (KO - 1) 0
onde 5. € o subespaco gerado pelos  vetores
n
qO!(AH)qOr---:(AH) qo-
Dem.: (similar ademonstracao do Lema 4 do capitulo

anterior) .

Teorema: X, & solugdo do problema (1) para algum n <€ K
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onde K & o nimero de avtovalores nao nulos e dig
tintos de AH.

Dem.: Pelo Lema 4, existe KO < K tal gue

Fazendo n = KO @ utilizando o Lema 3 e co-

rolarioc (3.2), obtemos

ad

Adn € 8 = 8 1) = [Ado, Adl,..., (K

K (K, - - l)l

mas pelio Lema 2, < Adn, Adj> = 0 para todo

j < n e portanto

De onde segue, pelo Lema 1, que
ATr = AT(b - AX )} =0
n n
© que conclui a demonstracio.

3. OBTENCAO DO PRIMEIRO ALGORITMO
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Considere que as colunas da matriz. A foram divididas em

blocos A AZ,...,Am(l < m < N} nao necessariamente disjuntos

ll

I

e sejam as matrizes I "Im gue tem por colunas veto-

lf 2"

res de base candnica de modo que

Assim, dados oOs parZmetros W Wogees W, COM 0 <v3j < 2

ara 1 < 3 < m m r = b~
P 1< m, e um veto Xy e em geral X, e 1, o} A}h ;

definimos

{a) Y, ¥ % Pory =1 e
(b) Para k = 1, 2,...,{2m-k)

ik) = Min(k,2m-1)

e+l “¥ Y Yiaotim Vo

vl T T T Y00 P o0 Yk

onde v, & solucao do sistema

T N -
A oo Yk T Bo Tk (8)
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(c) Xn+1 = }bm ; rn%l - x2m

Mostraremos agora, gue este processo iterativo satisfaz as
condicoes (I) e (II) da segao anterior. Para isto, chserve que se
as colunas do j-ésimo bloco sao linearmente independentes, com

J = 1i(k) e 1< k € 2m-1, ent3o a solucdo do sistema (8) sera

e entao

: T -1 .7 T -1 .7
= [ I-w,I,.(AA.) Al A +w . T, (ATA.) . b
Ygs1 ~ 1 3737733 jlyk J 33 By
gue no caso geral, & egquivalente a
= + w.I1.a7 b
Yerl - TiY% T Y5050
onde T, = {(1-w,)I + w.S, (%)
J J J 3
+
sendo S, =1 - I A. A (10)
J 3]

Da definicao de Sj' temos que




com P, =1 - A.A%
] J 1]

Assim, se definirmos

temos
AT. = Q. A
]

Deste modo, se definirmos

Fo = T Tpoqeene

mel - Tm

Fy = 1

BO = 1

Bl = Tl

Bj = Tl'TZ - T}
Teremos por (13) gue

AFE = A(Tm Tj+l

AB. = A(T, ... T.)

] 1 J

Jo=0,1,2,...

70

(12)

(13)

=2
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onde Fj e Ej sao definidos através das matrizes Qj de mo-

do analogo a Fj e Bj respectivamente.

Agora definindo

o 7 Bn-1%0
Cj = Bmmle + Bj—l 3 =1, 2,...,{(m-1)
Cm - BmmlFm

obtemos
Xh+l = Gxn + Hb (14)

- +

onde G = C e H= |z CLT A, 15

0 3219575750 (15)

Da definigaoc de H , obtemos

alem disso, se Q=C_ =B # e .=

temos,

AC. = C A (17)
3 J
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de onde obtemos

m N ™
= . .= s T o £ -
AH £, wW.AC.T A] Z, cj( 0.) 1 Q
e portanto, de (14) segue que
b—AXn+1 = b-—-A(Gxn+ Hb} = (I-HA)b -~ QAX.n
ou melhor
vl = Q(bwan) = an e (18)
- B P L
onde Q=I-AH=B_ . F, Qp-vvns Q-1 % Q1 Q, =0 . ja qgue
Q? = Qj para j = 1,2,...,m. Portanto a condigao (I) esta ve
rificada. Agora observe, através da definicac (12) (9=1,...,m),
que este processo iterativo & equivalente ag processo de
Kaczmarz aplicado ao problema
ATr = 0
com ciclo dado na forma {1,...,m-1,m,m-1,...,1} e portanto, pe

lo capitulo 1, a matriz de iteracao ¢ satisfaz
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(i) ol < 1

(i1) loul= lul  gse u € N(aD)

© qgue mostra que a condicdo (II) também & verificada.
Desta forma, podemos aplicar o processo iterativo da secao

anterior de onde resulta o seguinte algoritmo

ALGORITMO 3.1

Dado os parametros w,,W.,...,w , com 0 < w. < 2 ara
P 1772 m 3J p

j=1,2,...,m, e um vetor inicial XO e roz b"AxO, calcule

para n = 0,1,2,...

(1) r, =r ; y. = x

(2) Para k = 1,2,...,(2m-1)
3 = min(k,2m— k)
= yk+ WjIjvk

= rk - ijjvk

onde v, & solugdo do sistema

ArI.,A.v =nal T (19)
y k

(3) Se n=0 , entao faga 44 = Yonm¥y € 9pTr,Tr,.
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caso contrario,

(@ ay = (r =Ty ) = B, 19,
(b) dn - {Y2mﬁ}h) Bnml n-1
onde
s = —nTomt 9y ”
n-1
< Ip-179p-1 >
(4) Xn+1 - Xn+ Olndn
<g , r > < r ~r. ,r >
onde a_ = a P 20
<qn:qn> <an qn>
(5) n+1l = rm - anqn

4. OBTENCAO DO SEGUNDO ALGORITMO

Admitindo que as colunas de A foram divididas em blocos
nac necessariamente disjuntos Al’AE”"’Am’ (1 € m<N) e qgue

as matrizes Il,...,lm sao definidas de modo que AIj = A. pa

j -

ra j=1,2,...,m, definimos o seguinte processo iterativo




Dado os parametros

0 <w_ <2, A,
3 ]

tor inicial XD

(1)

Observe gue

onde T

il

L75

com

1 e um ve

wl,wz,...,wm e Al,Rg, A
m
. . 2
0 para j 1,2,...,m 3%1 j
Iy = bmAxO, calcule para n=0,1,..
Para k= 1,2, ,m
Yy T*ptvhy
T _
k = ranAkvk
onde v, é solugao do sistema

m
nt1 - k21 MYk

m -
ol T kE1 Mk
sistema (20} é da forma dada em (8)
Ty 4w T A+”b
x'n" "kx%k

(lwwk)l +—wk8k

{20)

e portanto

(21

(22)
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+
. = - 23
Sendo [ T IkAk A , | {23)

. _ + -
Assim, se P, =1 AkAk entao
AS. = P A (24)

de onde resulta

ATk QkA (25)
= — +- 26
sendo Qk {1 wk)I kak (26)
m m n
N . -— 2 freee y
Definindo G KE1 Rka e H kgi AgﬂkaAk (27)

Obtemos
= Gx_ + Hb (28)

Da definigao de H, (27) segue

m m

+
kE1 MR T By Ay (3T

HA = k)

= I—0

e ainda
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m m

~+‘ 4 3 foved .
A o= Z AW AR S G E A (IS0} = I-0
m
onde Q = kgl Aka
De (28) obtemos
Yo © b—A(Gxn+ Hb) = (I-AH)b - AGXh

usando (25} , temos que AG = QA e portanto

rn+l = (I-AH)rn = an
m m T T
onde Q = I-pH = kél Aka = kEJVRka =
Agora de (26) -, & facil ver que este processo & equivalente ao

processo de Cimmino aplicado ao problema

de onde segue, pelo capitulo 1, que a matriz de iteragao Q sa

tisfaz as propriedades

(i) ol < 1

{id) foul= tulb sse u € N{A")
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e portanto, o algoritmo dado na secao .2 pode ser aplicado nes-

te caso. O seguinte algoritmo & entzao obtido.

ALGORITMO 3.2

Dados os parametros W W ’ Al;.,,,hm . com
. m
0 <wWy <2, A;>0(J=1,2,...,0 e ZyA, =1, e um
vetor inicial Xb e ro = bmAxb, calcule para n=0,1,...
(1) yi - Xn k; Ty 7 Tn
(2) Para k = 1,2, , M
yk+l =:yk+ kaklkvk
T R e
onde v, & solugdo do sistema
7 T
P T B (29
(3) se n=0, entao faca dﬂm Yor1 Yo e
99 = Tp < Y1 caso contrario
{a) a4 = (

n yﬂ%1~xh) B Bnmldnwi




(4)
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(b) qn = (rn_rm+1) Bnmiqnml
< g s ¥ “; >
onde Bnml " - n-1""m n+l>
9ne17 9p-3

Xh+l:mxn% andn
‘ <g., r > < T ~r ., r >
onde o = I L = n _ml n

< dp 9y < 9 9, 7
rn+1 - rn B anqﬁ

A utilizagao de diferentes métodos para resolver os subsis-

temas (19) e

(3.1} e (3.2).

(29)

levam a diferentes versodes dos algoritmos
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APLICAGCAO A UM PROBLEMA DE ENGENHARIA HIDRAULICA

1. INTRODUCAO

0 objetivo deste capitulo & mostrar uma aplicagdo dos algo-
ritmos apresentados nos capitulos anteriores. Para isto, consi~
deramos um problema de Engenharia Hidraulica que pode ser esta-
belecido como um sistema de equagOes nao lineares nxn, onde n
pode assumir valores relativamente grandes (ex: n=5000) depen~
dendo da dimensao do problema.

Para resol&ér egses sistemas, utilizamos um método tipo
Newton Inexato o qual consiste basicamente em obter, a cada ite
ragao, uma aproximacdo da solucdo exata de um sistema linear
de eguagoes. Dessa forma, o algoritmo 2.1, do capitulo 2, & to-
mado como exemplo para a resolugdo desses sistemas lineares.

Na secgao 2, apresentamos o problema e mostramos como ele po
de ser reduzido a um sistema de equacOGes nao lineares. Nas se-
¢oes seguintes, descrevemos o método de Newton Inexato utiliza-

do na resolugao e mostramos os resultados obtidos.

2, O PROBLEMA

Consideremos um encanamento na forma dada pelo grafo abaixo

(Fig. 1)
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Fig. 1

Suponhamos que em alguns vértices hd entrada ou salda de
agua e que a vazao nessas entradas ou saidas & conhecida. Dese-
jamos conhecer as vazoes em cada aresta do grafo.

Se denotarmos por Qj a vazac na aresta i, temos para ca-

da vértice i uma "Equacio de continuidade" do tipo

. M
4

O
+

O

i

O
-

onde q, € a vazao de entrada ou saida no vértice i , € as va
‘riaveis Qj as vazoes nas arestas j's gue concorrem nesse
vértice. O sinal & considerado positivo se a vazao € de entrada
e negativo se & de safda. Para exemplificar, considere o exem-

plo reduzido dado pela figura 2 a seguir
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5 8/s . .
54/8
- - > &
. 4 ¢
I ? Q1 11 Q2 ITY
4 Q4 + Q4 Q5 +
Q Q
Yf‘ 6 ‘v 7 &V*
1 %/s 7 v ” v
10 /s 1 /s
Fig., 2

E facil ver que as equacbes de continuidade s3o dadas por

(1) -Ql"Q3+ 5 = 0
(I1)  0,-0,-0, = 0
(I1I) Q2~Q5+ 5 =0 _ (2)
(Iv) Q3—Q6+ 1 =20
(V) Q,+0,-0.~10= 0

{(VI) QS+Q7* 1 =20

Estas equagoes constituem um sistema linear nao homogeneo
cujo grau de liberdade & 2, j3 que a sexta equagao, como  pode

ser verificado, e combinagao linear das anteriores. Em geral po




de~ge mostrar que © grau de liberdade do sistema definido em

(1) é igual ao numero de malhas elementares do grafo.
Analisando o sistema (2) acima, & facil ver gue os vetores

dados abaixo, formam uma base do conjunto solucao do sistema ho

mogeneo associado

0
1
-1 0
1 -1 (3)
-1
- G
L 0_._ hamsa, l......a

, s i 0 - ~ ) .
isto significa que se Q e uma solugao particular e Q e uma

solugao genérica, entao

~ _ _ _
T 60, 0
0 P
~AQ 0
0
Q = + 1 + (a)
—~AQ .
80, 2
0 ~A0,
- 0
80,
0 AQZ
Lo .t - P

83
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De (4) se observa que na passagem de uma solucdc para outra, as
variaveis de @ correspondentes a mesma malha sofrem o mesmo
incremento. Desta forma, conhecida uma solugac particular, o
problema reduz-se a determinacgao do incremento de cada malha

(AQ1 e AQz}. No caso geral, temos que determinar AQI,.“E,AQH,

onde n €& o nlimero de malhas elementares do grafo.

Agora, se Pi denota a pressao no vértice i, entao temos

para cada aresta J,com oridem em i e destino em k(Fig. 3),uma

"Equagao de Perda de Carga" do tipo

P =P, - f(QJ) (5)
0.
i g
* k
Fig. 3
onde f denota a fungao perda de carga. Para muitos tipos de

problemas (ver | 1 ]) a formula de Hazen-Willians & recomendada,

e neste caso f & dada por

1000487 ;18

£00,) = b, 278 75C LySgn(Q,) jo

.11'85+E.

J J (€)




onde

lw)
il

C., =

e
il

rrs
1t

<
I§

Aplicando (5)

equagoes de perda

{a)

(b)

85 .

diametro do trecho 1§ (em milimetros)
Congtante que depende do material
Comprimento do trecho j {(em metros)
diferenga de cota entre 1 e k{em metros)

Vazao(em litros por segundo)

ao exemplo considerado, obtemos as seguintes

de carga

Para a primeira malha

Prp = Pp - f(Ql}
Py = Prp — £(Q))
{7}
Pry= Py + £(Qg)
Pp = Pry + £(Q,)

Para a segunda malha

Py = Ppp = £1Qy

vV
Pyr= Py — £(Q5)
{8)
Prop = Pyr 7 £(Qg)
P = P + £(Q.)
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Eliminando as varidveis pressao em (7), e (8}, obtemos

~£(01)~£(0,) +£(Q,) +£(Q,) = 0

il
o

£(0,) +£(0) ~£(0,) - £(Q.)

substituindo as variaveis Qj em (9} por sua espressaoc corres-—
pondente em (4}(QO+AQ), obtemos um sistema de eguagdes nao li-
neares (2x2) em AQl e AQE’ Isto mostra que © problema fica redu
zido a resolugao do sistema ndo linear(9).

Para um grafo com n malhas elementares, obtemos de forma
anadloga unm sistema nao linear nxn , onde cada eguacao corresponde
uma malha particular e contém como variaveis o incremento cor-
respondente e os incrementos das malhas vizinhas.

Formulagao mais geral desse tipo de problema, juntamente

com método de resolugao, sao dados por Martinez [ 25] .

3. RESOLUCAO DO PROBLEMA: METODO DE NEWTON INEXATO

A simplicidade do c3culo da derivada de f, torna recomenda
vel o uso do método de Newton. Como sabemos , tal método aplica

do a um sistema Nao linear denotadc por

F(X) = 0 {10)




87

consiste Dbasicamente em resolver, a cada iteracao, © sistemna

lineax
J(xk)dk = WF(xk) (11}

onde J(xk) denota ¢ Jacocbiano de F em X - Entretanto , a

obtengao da solugao exata de (11) a cada iteragao pode tornar-se
indesejavel. Para mostrar isto, considere o exemplo dado pela

fig. 4

A0 Bl 4Qp4] 8054

11
8Oy | 805 | Q5| 80y 80y,) 804,

AQB AQS AQlB AQlB AQ23 AQZB

BQy 4} PQ1g| 8Qp4 Mg

80g [ 80,1 80| A0y, 89,¢] 804,

Fig. 4

onde a estrutura do Jacobiano apds a fatoracado LU sem pivota-

mento & dado pela figura 5, a seguir
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%1% b8 -
XIXI% g 1X
XK X 18 X
XIX|XIS 5%
xS EREERRS
XISisiSIB X |X|S (818 |X
Xi{s{sisix[x[xX]si8[8iX
xisisig|x|x[xis|S|S|X
¥ISISISIXIXIXIB|8|5IX
xigisisIxix;slslg|six
xisisis|8{xinis|8]8: X
AL EIEIPA AP A B TR S
x]sis[8iXiXIX] BI85 X
xisis|s|xixix|sis]|SI X
x{s|8isi x| Xis|8]8I5IX
x|sis{sis{xIxisisl8iX
BREIEIEIRIR R EIEIRR
MEBEEEEEEER:
xigtaiel x| x| x| s{s{ 8] X
BB ENEREE R ER
¥l 5|58l si X XSS 51X
%[5 | 5|XIXIXIBIS|S|X
e s|siXixiXi5E|51X
¥ 8| sisixinix[s|S[8]%
sl xxIslg|8]5]|X
¥lslslslsinix[siSis
XS8! Sl K515
wisis s ix XS
XIS |{SISiRiNIX
¥x18i8i8 1Xix
Fig. 5

"X" denota os elementos originais do Jacobiano

e "S" os "enchimentos" ocorridos pela fatoracgao.

A figura 5 mostra gque uma estratégia de minimizacdo dos "enchi-
mentos" preceisa ser utilizada. Porém, o uso de tal estrategia
pode tornar-se caro se o numero de variaveis for grande. Assim ,

um método tipo Newton Inexato é mais recomendavel para resolugao

do problema.
Os métodos tipo Newton Inexato [ 8], baseiam-se no fato de
que a cbtengao da solugao de (11) pode ser cara e além disso

I

nao ser justificada se ¥, esta longe da solugao. Assim, como é
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descrito em [ 8] , esse tipo de método consiste em obter, a par-
tir de um processo iterativo, uma aproximacao da solugao exata
de (11), estabelecendo um compromissc entre a precisao da apro-
ximacae e o esforco camputacional necessario. Para resumir, um
método de Newton Inexato pode ser descrito como segue

Se ¥ & uma aproximagdo da solugdo, entZo a nova aproxi-

magao & obtida nos seguintes passos

I)  Encontre uma aproximacao d, da solugédo exa-

ta do sistema

J(xk}dk = mF(xk)

de modo gue

nJ(xk}ak+ F(xk)ﬁgnk ﬂp(xk)n (12)

II) gy Tt ak

Observe que (12) estabelece o critério de parada para o processo
iterativo utilizado na resolugao de (11}. Portanto, se nkﬁﬂ o
processo reduz-se ao Método de Newton.

S5ob as hipOteses que F tem derivadas continuas e que exis

te x* de modo que F(x*) =0 e J(x*) & nio singular, &€ de-
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monstrado em | 8] que este método converge localmente se a se-
guéncia {nk} & uniformemente menor gue um. NO caso de conver-
géncia deste processo, demonstra-se também em {81, que a taxa

de convergencia & superlinear se n converge para zero.

k
Para a resolugao do problema, aplicamos o método descrito

acima, utilizando no passo(l) o algoritmo 2-1, descrito no capi

tulo 2, com a sequéncia 7 definida por

k

Zk

N, = min {HF(xk)ﬁ, 1}

A secao seguinte mostra os resultados obtidos com esta aplica-

gao.

4. EXPERIENCIAS NUMERICAS

Foram realizados quatro testes computacionails para diferen
tes valores de n{nimero de malhas elementares} . Para simplifi~-
car, tecdas as arestas foram consideradas com um comprimento de
10 metros, todos os diametros de 50 milimetros, e a constante
do material igual a 100 em todos 08 C¢asos,

Os exemplos testes considerados admitem ainda que

(1) As vazdes nos sentidos + e - sao positivas
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(2) Em todos os vértices h& entrada ou safda de

dgua, de maneira gque as vazoes definidas poxr

— X 3 +
Vazao na aresta vertical i = (“l}l 1 x 58/s

Vazao na aresta horizontal jﬂ(~l)3+~L x 84/s

sao factiveis para as equagoes de continuida

de.

Os testes foram realizados no computador VAX~11/VMS da UNICAMP,
tomandc como ponto inicial para os incrementos em cada malha
igual a zero. As tabelas abaixo mostram os resultados obtidos ,
onde a primeira coluna fornece a lteragao, a segunda o ntmero
de iteragoes realizadas na obtencgao da direcdao, e a terceira
mostra a norma Euclidiana de F no ponto obtido. Em todos 08

casos o critério de convergéncia utilizado foi

#F(Xk)ﬂﬁ TOL = 1.E -04

-PRIMEIRO TESTE: N = 100

ITER.] NSIT [ F(x, )1

c - 7.073718

1 1 1.433043

2 8 0.8552704

3 6 0.1202633

4 8 0.72079226E~02
5 12 0.9529971f-04

s o

cpy = 1"




SEGUNDO TESTE: N

TERCEIRO TESTE: N

QU%RTO TESTE: N =

= 1000
ITER. | NSIT EF(Xk)ﬁ
0 - 22.36900
1 1 3.352564
2 12 1.858177
3 i8 0.3022012
4 24 0.2029926E-01
5 31 0.3480247E-03
6 8 0.9459316E-04
CPUy = 22°¢
= 2500
ITER. } NSIT §F(xk}ﬂ
0 - 35.36837
1 1 5.296412
2 32 3.624718
3 43 0.6527398
4 43 0.458579%E~(1
5 60 0.1348173E~02
[ 39 0.9521973FE-04
CPU = -1!58H
5000
CPU = 4'26"
ITER. | NSIT HF(xk)H
0 - 50.01947
1 1 7.033253
2 26 3.854979
3 43 0.71310192
4 5% 0.52462728~-01
5 70 0.1608255F-02
6 49 0.9706662E-04

92
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As tabelas acima, mostram um comportamento regular do pro=-
blema. No primeirec caso a convergéncia € atingida na quinta ite
ragao e nos demais casos na sexta. Observe gque em todos os ca-
s0s existe uma efetiva redugao da norma Euclidiana de F na
primeira iteragao com apenas uma sub-iteracdc no sistema linear.
Nas iteracgoes seguintes, o nlmerode sub-iteracoes & peguenc com

relagao a N. Isto mostra gue o algoritmo 2-1 constitue uma boa

alternativa para a aplicagao do método de Newton Inexato.
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CONCLUS ADO

Através da aplicacdo no capitulo 4, pode ser observada a
eficiencia da versdo acelerada do método de Kaczmarz proposto
no capitulo 2. Este método, em geral, tem se mostrado mais efi-
ciente que os métodos de Craig [ 7 1 e dos gradientes conjugados
para sistemas nao simétricos.

Comportamento semelhante foram observados para as versoes
aceleradas dos métodos de Cimmino e Garza.

O algoritmo (2-0)apresentado no capitulo 2 foi estabelecido
de forma geral. Portanto para diferentes definigoes de H ob-
tem-se diferentes versodes do algoritmo. Em particular se HﬂATS,
com S simétrica positiva definida, os resultados demonstrados
ainda permanecem ' validos.

Neste caso, a escolha de § & de fundamental importancia ,
ja que o nimero de passos para a convergencia depende do niimero
de autovalores distintos de matriz ATSA. Portanto, um estudo
de obtengao Otima(ou guase &tima) de S precisa ser feito.

As mesmas consideragoes acima podem ser feitas para o algo-

ritmo(3-0) apresentado no capitulo 3.
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