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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos e analisamos o desempenho de um sistema de comu-
nicacoes digital quando da consideracao de constelagoes de sinais em superficies e em
variedades riemannianas. Por se tratrar de uma nova abordagem, foi necessério estender
os conceitos de constelagoes de sinais, probabilidade de erro e energia média da conste-
lacao para a teoria das variedades diferencidveis. Verificamos, também, que a curvatura
seccional da variedade é um parametro de grande importancia na construcao e analise das

constelacoes de sinais.

Abstract

In this work we consider the performance analysis of a digital communication system
under the hypothesis that the signal constellations are on surfaces or on riemannian
manifolds. As a consequence of this new approach, it was necessary to extend the concepts
related to signal constellations, symbol error probability and average energy of the signal
constellation to the theory of differentiable manifolds. The important result coming out
of this formalism is that the sectional curvature of the variety is a relevant parameter in

the design and in the analysis of signal constellations.
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Capitulo 1

Introducao

Os principais objetivos a serem alcancados quando da proposta de novos sistemas de
comunicagoes é que esses sistemas apresentem um melhor desempenho sob o critério da
probabilidade de erro, ou equivalentemente, fixada uma taxa de erro, a relagao sinal-ruido
seja menor do que aquela necessaria pelos sistemas conhecidos, e uma menor complezxidade
quando comparadas com os sistemas ja conhecidos.

Por outro lado, a informacao a ser transmitida através de um sistema de comunicacoes
estara sempre sujeita a um conjunto de interferéncias que no processo de modelagem serao
alocadas ao canal de transmissao. Essa coletanea de interferéncias é denominada ruido.
Devido a natureza do ruido, sua modelagem é probabilistica. Dessa forma, a caracteri-
zagao estatistica do mesmo se realiza através do estabelecimento da funcao densidade de
probabilidade. Essa modelagem é relevante pois através dela é que o receptor podera ser
projetado de maneira 6tima.

Uma vez realizada essa modelagem, o passo seguinte esté relacionado com o proces-
samento do sinal, propriamente dito, a ser utilizado na transmissao da informacao de
tal forma que a acao do ruido possa ser melhor controlada. Existem varias formas de
realizar esse processamento. Uma delas é através do uso de um esquema de modulacao
apropriado. Uma outra, é através do uso de um esquema de codificagao especifico. Ainda
uma outra, através da combinacao dos dois procedimentos anteriores, etc.

De modo a dar consisténcia e motivacao ao assunto exposto, é que apresentaremos
a interpretacao que iremos fazer do modelo tradicional de um sistema de comunicagoes
digital. A Figura 1.1 ilustra o modelo tradicional de um sistema de comunicagoes digital.

Cada um dos diagramas de bloco é constituido basicamente por um conjunto de “pon-
tos” E;, juntamente com uma métrica, d;. Isto torna possivel a interpretacao de cada

bloco como um espago métrico (E;, d;). Como exemplo, o codificador de fonte consiste de
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um conjunto, finito ou nao, de palavras-cédigo, F, com uma distancia associada, d;, po-
dendo esta ser a distancia chi-quadrada, [3] e [4]. O codificador de canal tem associado um
conjunto, finito ou nao, de palavras-cédigo, F», e em geral a distancia de Hamming, d,. O
canal, subentendido o modulador e o canal propriamente dito, consiste de um conjunto,
finito ou nao, de pontos, Fs3, com uma distancia euclidiana, d3, (caso do ruido aditivo
ser gaussiano). Os decodificadores usam, em geral, as mesmas distancias associadas aos
correspondentes codificadores para que nao ocorra um descasamento entre os respectivos

pares codificador-decodificador.

(E1, di) (B2, d2) (E3, d3)
Codificador Codificador
Fonte . . L p»| Modulador
Fonte Canal
Ruido
Canal
Decodificador Decodificador
Destinatdrio |—g——0 1 |———— |agq—— Demodulador
Fonte Canal
(E1, di) (B2, d2) (E3, d3)

Figura 1.1: Modelo de um Sistema de Comunicagoes.

O que se busca entao, é determinar as caracteristicas geométricas e algébricas dos
espacos métricos bem como as propriedades e condigoes que deverao ser satisfeitas pelas
transformacoes que irao conectar os diferentes espagos métricos de tal forma que se consiga
determinar o desempenho do sistema de comunicagoes sob a menor probabilidade de erro,
maior taxa e menor poténcia de transmissao, etc.

Geralmente o espago métrico (Fjs, d3) referente aos blocos modulador, canal, demodu-
lador é associado ao espaco euclidiano com sua métrica usual. Em geral, no processo de
modulagao projetamos as constelacoes de sinais com uma estrutura geométrica euclidiana
de tal forma que possamos minimizar, na demodulagao, a acao do ruido, que geralmente
¢ gaussiano.

Naturalmente surge entao a pergunta: qual o desempenho das constelagoes de sinais
quando sua estrutura geométrica nao é mais a euclidiana? Uma abordagem desse pro-

blema foi feita em [2] e [1], para o caso particular de constelagbes de sinais em espagos

2
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hiperbdlicos.

Um dos objetivos desta pesquisa é analisar o desempenho de constelagoes de sinais em
variedades riemannianas. Para tanto, foi necessario estender os conceitos de probabilidade
de erro, energia média da constelagao de sinais e de ruido para o contexto das variedades
riemannianas.

Identificamos uma relagao entre o desempenho de uma constelacao de sinais em uma
variedade e a sua curvatura seccional, a qual estabelece que o desempenho do sistema
de comunicagoes para uma constelacao de sinais em uma variedade M; com curvatura
seccional constante K ¢ superior ao desempenho do sistema de comunicagoes para uma
constelacao de sinais equivalente em uma variedade M, com curvatura seccional constante
K, se, e somente se, K1 < K.

Esta dissertacao esta organizada da seginte forma.

No Capitulo 2 descrevemos, de forma sucinta, alguns tépicos do modelo tradicional
de um sistema de comunicacao digital, dando maior énfase a estrutura euclidiana das
constelagoes de sinais. Utilizamos nessa exposigao a literatura [13] e o artigo [10].

No Capitulo 3 introduzimos as superficies minimas no contexto de projetar conste-
lagoes de sinais. Na Se¢ao 3.4 descrevemos alguns conceitos importantes sobre geometria
diferencial, que sao essenciais ao nosso trabalho de pesquisa, com o objetivo de tornar
acessivel a leitura deste trabalho. Na Secao 3.7 abordamos alguns resultados sobre as pro-
priedades de simetria das superficies minimas, que sao de grande relevancia na construcao
das constelacoes sinais em tais superficies. Neste capitulo, optamos por nao fazer muitas
demonstragoes dos resultados apontados, pois existem exelentes livros-texto, como [11],
[9], [6] e [5].

No Capitulo 4 é realizada a andlise e construcao de constelagoes de sinais em su-
perficies, de modo geral, e em particular nas superficies minimas, visto que tais superficies
surgiram como uma condigao necessaria para identificar o ponto critico (de maximo) da
probabilidade de acerto, veja Secao 4.2.

No Capitulo 5 é realizada uma analise de desempenho de um sistema de comunicacoes
quando as constelagoes de sinais estao em variedades riemannianas, dando énfase maior
as constelagoes de sinais em variedades de curvatura seccional constante. Cabe salientar
que, para o leitor nao familiarizado com a geometria riemanniana, é interessante a leitura
de [12] e [7].

Finalmente, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes e propostas para trabalhos

futuros.



Capitulo 2
Modelo do Sistema de Comunicacoes

Neste capitulo descreveremos, de forma sucinta, alguns topicos do modelo tradicional
de um sistema de comunicacao digital, dando maior énfase a estrutura euclidiana das
constelagoes de sinais e a classe das constelagoes geometricamente uniformes. Utilizamos

nessa exposicao a literatura [13] e o artigo [10].

2.1 Modulador: Constelacoes de Sinais

Uma constela¢ao de sinais X = {1, x9,...,2,} é um conjunto de pontos z; cujas
coordenadas consistem dos elementos do alfabeto de entrada do canal. Consideremos dois

exemplos de constelagoes de sinais bastante conhecidas.

Im{wi} A Im{a;}
ﬁ L4 L 3c ® [
a
° e |c o °
® *—> .-
—a a Re{x:} —3c —c c 3¢ Re{wzi}
° e |ceo °
® —a
° ® | —3ce °
(a) Constelagdo 4-PSK. (b) Constelagao 16-QAM.

Figura 2.1: Exemplo de constelacoes de sinais.
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Exemplo 2.1. A constela¢ao 4-PSK é mostrada na Figura 2.1(a). Essa constelagao de
sinais consiste de quatro sinais de magnitude a, cada um com fase diferente. Logo, os
pontos podem ser escritos como

z; = aelli

onde 0; assume valores no conjunto {0, 7/2,m,37/2}. Note que a informagao estd contida
na fase do sinal, enquanto que a amplitude do sinal € constante. Isto justifica o termo
modulagdo por chaveamento de fase (PSK, do inglés phase-shift keying). A constelagdo
4-PSK é também chamada de quadrature phase-shift keying (QPSK).

Exemplo 2.2. A constelagao 16-QAM mostrada na Figura 2.1(b) possui 12 possiveis
fases e trés amplitudes. Observe que o sistema de coordenadas retangulares € o siste-
ma natural dessa constelacao que é preferivel ao sistema de coordenadas polares que € o

sistema natural da constelagao PSK.

2.2 Processo de Demodulacao

O canal de comunicacao fornece a conexao fisica entre a fonte e o destinatario, poden-
do ser uma linha telefonica, uma fibra éptica, o espaco livre sobre o qual ondas eletro-
magnéticas podem ser radiadas, etc. Como, em geral, o canal de comunicagao ¢é limitado
em faixa, uma certa distor¢cao em amplitude e fase serd sempre inevitavel. Além disso,
os sinais poderao sofrer atenuacoes e serem corrompidos por processos aleatorios denomi-
nados ruidos. Como conseqiiéncia, a obtencao no receptor de uma réplica da informagao
que fora transmitida é, em geral, dificil de ser conseguida. O objetivo fundamental de um
sistema de comunicagoes (Figura 1.1) passa a ser entdo o de contra-agir em relacdo ao
efeito danoso do ruido e das distorgoes.

Devido a natureza do ruido, sua modelagem é probabilistica. Dessa forma, a carac-
terizacao estatistica do mesmo se realiza através do estabelecimento da funcao densidade
de probabilidade.

Admita que o canal possa ser caracterizado como mostrado na Figura 2.2(a), ou se-
ja, que possa ser plenamente especificado por P(y/x,,), a probabilidade condicional de
receber y dado que o sinal z,, foi transmitido. O demodulador, cujo bloco é mostrado
na Figura 2.2(b), tem como objetivo “adivinhar” qual z,, foi transmitido, a partir da
observacao de y.

Logo, se 2!, = z,,, dado que z,, foi transmitido, entao a decisao tomada pelo demo-

dulador foi correta, caso contrario teremos um erro. Uma medida associada aos erros
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T Canal Yy Y Demodulador xl,
— > - de -
P(y/am) Canal

(a) (b)

Figura 2.2: a) Bloco associado ao canal; b) Bloco associado ao demodulador.

cometidos na demodulagao é a probabilidade de erro de simbolo, denotada por P., que
sera a medida de desempenho a ser adotada.

Como a probabilidade de erro é um parametro de grande interesse na determinacao
do desempenho de um sistema de comunicagao digital, a regra de demodulagao de maior
interesse para o usudrio é obviamente aquela que minimiza P,.

Assim, se o sinal recebibo y é decidido como z,,, entao 1 — P(x,,/y) é a probabilidade
de erro. Para que esta seja minimizada deve-se entdo maximizar P(x,,/y), ou mais es-
pecificamente, deve-se escolher x,, que maximize P(y/z,,). Pode-se, portanto, descrever
a regra de decisao que minimiza P, da seguinte maneira: dado o sinal recebido y decida

por x, que satisfaz
P(x,/y) 2 P(@m/y), ¥ am # @,

ou, equivalentemente, pela regra de Bayes obtemos que

ply/=n (@) o Y/ Tm)p(Em)
p(y) - p(y)

/
Y v ':Cm # xm Y
onde p(z,,) é a probabilidade de ocorréncia da menssagem x,,, e

p) =D p(@m)p(y/Tm) |

Como p(y) > 0 é independente de z,,, entao o critério de decisdo que minimiza P, é

dividido em dois casos, a saber,

1. Decisao por Maxima Probabilidade a Posteriori (MAP): Se pelo menos uma
p(Tm) # 1/n para 1 < m < n, entdo dado o sinal recebido y, decida por ], que

satisfaz

p(y/)p(x),) = P(y/Tm)D(Tm), ¥ T 7 ), -
2. Decisao por Maxima Verossimilhanga (ML): Se p(z,,) = 1/n paral < m < n,

6
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entao dado o sinal recebido y, decida por z/, que satisfaz

p(/xy,) > p(Yy/Tm), ¥ T # 2, -

.: :...T:.::. .;..‘ .: .;.;‘...: .;.;‘ .: .;.;‘...:
.. . .. .. . .. .;.;‘ .: .;.;‘ .: .;.;‘ .: .;.;‘ .:
S Ere— -
®eee’ ®ee®e’ Re{xl} =o.o.. =o.o.. =o.o.. =o.o..Re{xi}
.'.s‘ .. .'.s‘.... .'.s‘ .. .'.s‘ ..
::..:.‘.:.... .. o L] .. o L] .. o L] .. o L]
eole .;.s‘ .. .;.s‘.... .;.s‘ .. .;.s‘ ..
(a) Constelagao 4-PSK. (b) Constelacao 16-QAM.

Figura 2.3: Exemplo de ruido em constelacoes de sinais.

Dos critérios MAP e ML, uma regra de decisao pode ser formalmente definida como
sendo o mapeamento do conjunto Y de sinais na saida do canal para o conjunto dos M
sinais da entrada do canal. Por exemplo, se os sinais forem representados por pontos
em um espago n-dimensional, entao esta regra de decisao simplesmente estabelece uma
maneira 6tima de particao deste espago em M regides. Essa particao pode ser encontrada
intuitivamente como mostrado na Figura 2.4, pois a probabilidade de erro de que o sinal
recebido y, dado que o sinal x; foi transmitido, depende da distancia entre y e z;. Portanto,
dois pontos sao mais facilmente confundidos se eles estiverem mais préximos. Assim, a
distancia minima entre dois pontos da constelagao, denotada por d,,;,, € um parametro
importante em projetos de sinais. A Figura 2.4 ilustra uma particao 6tima por ML das
constelagoes 4-PSK e 16-QAM, para o caso do ruido ser branco gaussiano aditivo (AWGN,
do inglés, Additive White Gaussian Noise).

Seja R,,, a regiao de decisao do sinal x,,, o conjunto consistindo de todos os pontos
que sao decididos como o sinal z,,, e R, o seu conjunto complementar. Entao, um erro
ocorrera se o sinal y recebido pertencer ao conjunto R, .

A probabilidade de erro dado que x,, foi transmitido é entao

P€7m:1—P<l‘m/y): Zp(y/l'm),

yeRS,
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N Im{x;} , | Im{z;},
\\ ’ 1 ‘ 1
N 4 ) 1 ) 1 ) 1 )
2 2 ! ! !
N o mmm F=-=--r-=---F----
N d I I I
N L7 e ' o ' e !' @
T3 N m ! ! !
L @o— @@=zl - r——=—-=-r=-—=-—=-=-rF=-=-3
P \\\ R@{IZ} 1 1 1 Re{xz}
e N e ' o ' o ' o
, AN | | 1
, AN 1 1 1
’ S~ e ----- == --- -----
e L EE AN I I I
4 N | | |
- . e ! o ! o ! o
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(a) Constelagao 4-PSK. (b) Constelagao 16-QAM.

Figura 2.4: Exemplo de regioes de decisao em constelagoes de sinais com ruido gaussiano.

onde Y denota a somatdria ou a integral dependendo se a varidvel é discreta ou continua.

A probabilidade de erro média da constelacao é dada por
Pe = Zp(xm)Pe,m .
X

Intuitivamente, o objetivo, quando do projeto de constelagoes de sinais, ¢ maximizar a
distancia minima entre sinais de maneira que a energia maxima permitida na transmissao
nao seja ultrapassada. Isto ird aumentar a imunidade ao ruido.

Como o desempenho do sistema de comunicacao digital para uma dada constelagao de
sinais depende basicamente das distancias entre os sinais, entao o desempenho é invariante
por translacoes. Podemos transladar a constelagao de forma que a energia de transmissao
seja minimizada.

A energia média de transmissao da constelacao de sinais é dada por
E, = Zp(xm”xm - f|2 )
X

onde T ¢é o baricentro da constelacao, que minimiza a energia média, e é dado por

T= Zp(xm)xm

X

Como exemplo, calcularemos as energias médias das constelagoes 4-PSK (Figura 2.1(a))

e 16-QAM (Figura 2.1(b)). Observe que os centros de massa de ambas as constelagoes
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sao iguais a zero, T = 0, e os sinais sao supostos equiprovaveis, p(z,,) = 1/n.

e Constelacao 4-PSK:
=
Ey = Zp(xm)lxm - f|2 1 Z |x1|2 =a’.
X i=1

e Constelacao 16-QAM:

16
1 1
By = plam)|em — 2> = o > al* = 1—6[802 +8 x 10¢® + 4 x 18¢%] = 10c* .
X i=1

2.3 Constelacoes Geometricamente Uniformes

As constelagoes de sinais geometricamente uniformes sao importantes por possuirem

propriedades de simetria bastante relevantes no processo de demodulacao, tais como:
i) o espectro de distancia independe do sinal considerado;
ii) as regides de decisao s@o congruentes.

Essas propriedades impoem uma forte regularidade sobre a constelacao. Portanto,
uma constelacao de sinais X = {z1,xs,...,x,} é geometricamente uniforme se, dados
quaisquer dois pontos z; e z; em X, existe uma isometria u,, ., levando x; em z;, mantendo

X invariante, isto é,

ul’i,xj(xi) = Zj,

uxx]()() = X.

Uma isometria em um espaco métrico é uma transformacao que preserva distancia.
No caso particular do espago euclidiano n-dimensional, R™, uma isometria v é uma trans-

formacao u : R™ — R™ que preserva a distancia euclidiana,
u(z) —u(y)| = |z —yl, zyeR".

Uma isometria u que mantém a constelagao X invariante, u(X) = X, é uma simetria
de X. Para X € R" as simetrias de X formam um grupo cuja operagao é a composi¢ao

de translagoes, rotagoes e reflexdes, o grupo de simetrias I'(X') de X. Uma constelacao de

9
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sinais X é dita geometricamente uniforme se a agao do grupo de simetrias I'(X) em X é
transitiva, ou, se a érbita de algum ponto x; € X sob a agao de I'(X) for X.
As constelacoes de sinais geometricamente uniformes do tipo Slepian sao aquelas onde

os sinais encontram-se sobre uma hiperesfera.

10
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A Teoria das Superficies Minimas teve sua origem relacionada com o seguinte pro-
blema proposto por Lagrange em 1762: Dada uma curva fechada simples (sem auto-
intersecgoes), determinar a superficie de drea minima que tém essa curva como fronteira.
Lagrange apresentou este problema como um exemplo de um método, por ele desenvolvi-
do, para determinar curvas ou superficies que minimizassem certas quantidades, tais como
area, comprimento, energia, etc. Esses métodos constituem hoje o chamado Calculo das

Variagoes.

Inicialmente, trataremos esse problema de minimizacao de area para o caso particular
em que a superficie é descrita como z = f(z,y), com f : D C R? — R, uma funcio

diferenciavel. Nesse caso, a area da superficie é dada por

Azfﬁmdxdy,

0 d
ondefz:a—iefyza—i.

Sejam 1 : D C R? — R uma funcao diferencidvel que restrita a fronteira 0D seja

identicamente nula, e f; : D X (—¢,¢) — R uma varia¢ao de f(z,y) em D definida por

fil@,y) = f(z,y) +tn(z,y), (z,y) € D, t € (—¢€,¢) .

Da mesma forma, podemos definir, para cada t € (—¢,¢€), a area do grafico da fungao

fi como

a0 = [ [ i+ (e ey, te(-eo,

11



Capitulo 3. Introducao as Superficies Minimas

que é equivalente a

AW = [ [ O £ 2t )+ PG ) dody

Se z = f(x,y) é uma solugao para esse problema, entao f(z,y) estd entre os “pontos
criticos” da fungao drea, isto é, serd tal que A'(0) = 0, para toda fungao n(u,v).

Usando esse fato podemos encontrar qual condi¢ao f(z,y) deve satisfazer para ser
solucao do problema. Para tanto, devemos calcular a derivada da funcao area para t = 0,

isto é,

“MWZ/A Jolle £ g0 gy (3.1)

VA + 2+ 1)

Aplicando o Teorema de Green em (3.1), observamos que o termo com integragao em

0D é zero, pois n(x,y) restrita a fronteira 9D é identicamente nula, n(z, y)‘aD = 0, para
toda fungao n(x,y), entao
0 - 0
DA A+ 1) YA+ R+
Finalmente, como A’(0) = 0 para toda funcao n(u,v), entao
LR S N —
VA o ) B RVIC RN PR )
Esta equacao pode ser reescrita como
L+ ) fow = 2fufyfoy + L+ D) fry =0 . (3.2)

Note que (3.2) fornece a condigdo necessaria para resolver o problema proposto por
Lagrange, e suas solugoes sao chamadas superficies minimas. A equacao (3.2) é chamada
FEquacao de Euler-Lagrange para este problema variacional, ou Fquac¢ao das Superficies
Minimas para superficies do tipo grafico.

Lagrange observou que as fungoes lineares f(x,y) = ax + by + ¢, com a,b,c constantes,
representando graficos planares, sao solugoes triviais de (3.2). Entretanto, foi Meusni-
er que identificou a existéncia de novos exemplos de tais superficies, especificamente o

catendide e o helicéide.

12
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3.1 A Superficie Catendide

Para encontrar o catendide, Meusnier verificou se existia uma superficie que, além de
ser minima, fosse de rotacao, isto é, fosse gerada pela rotacao de uma curva plana em
torno de um eixo contido no plano da curva.

Neste caso, a solugao é a superficie de rotagao catendide (Figura 3.1(b)), cuja geratriz
é a curva catenaria (Figura 3.1(a)), a curva de equilibrio de um fio suspenso por suas

extremidades e submetido a acao da gravidade.

N A
N 7
IN\\\nanarsss//
\\\\\\\Illllllﬂlll{l/

i
AHITEET

Eixo y

AB T

(a) Catendria (b) Catendide
Figura 3.1: Superficie minima catendide.

Para mostrar este resultado devemos observar que a curva de nivel representada im-

plicitamente pela equagao f(z,y) = ¢, ¢ constante, tem curvatura dada por

o _faczfg + 2fa:fyf:cy - fyyfg?
B (24 T2 |

k

Assim, (3.2) pode ser reescrita da seguite forma

fro + Foy = k(f2+ f2)2 . (3.3)

Mas, como as curvas de nivel de uma superficie de revolucao em torno do eixo z sao
circunferéncias de raio r = /22 + y? entdo k = 1/r. Portanto, a solugdo deve satisfazer

a equacao
2 2\3/2
(f2+ )Y

foo+ fyg =~

13
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e é dada por

f(z,y) = A arccosh (%\/:cz + y2) + AB

onde A, B sao constantes. Usando a mudanga de coordenadas x = A cosh (v/A — B) cosu

e y = Acosh (v/A — B)sinu, a catendide é dada parametricamente por

x = Acosh (v/A — B)cosu
y = Acosh (v/A — B)sinu

Z ="

Um fato importante é que uma superficie minima de revolucao no R? é, a menos de

um movimento rigido, parte de um catendide ou parte de um plano.

3.2 A Superficie Helicéide

Para encontrar uma outra superficie minima, Meusnier introduziu em (3.2) a condigao
adicional de que as curvas de nivel fossem retas. A solugao, neste caso, é o helicoide, que
pode ser descrita do seguinte modo. Considere uma hélice que se enrola em um cilindro
circular reto, e em cada ponto do hélice, passe uma reta que encontra perpendicularmente
o eixo do cilindro (Figura 3.2(a)). Quando o ponto percorre a hélice, esta reta descreve o
helicéide (Figura 3.2(b)).

(a) Hélice (b) Helicdide

Figura 3.2: Superficie minima helicéide.

Como as curvas de nivel sdo retas entao a curvatura ¢ zero, isto é, k = 0. Assim, (3.3)

14
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pode ser reescrita como
fa:x + fyy =0 y

isto é, f(z,y) é uma fungao harmonica, isto é, seu Laplaciano é nulo, Af = 0. A tnica

solugao para essa equagao, tal que as curvas de nivel sao retas, é dada por

f(x,y) = Aarctan (y — yo) + B,
T — 1,
onde A, B, z, e y, sao constantes. E facil verificar que o grafico de tal fungao é um plano

ou parte de um helicéide dado por

T — T, =1VCOSU ,
Y— Yo =vslnu ,
z—B=Au .

O helicéide é também um exemplo de superficie regrada, isto é, por todos os pontos

da superficie passa uma reta contida na superficie.

Um resultado demonstrado por Catalan em 1842 garante que uma superficie minima
regrada do R3 ¢, a menos de um movimento rigido, parte de um helicéide ou parte de um

plano.

3.3 A Superficie de Scherk

Durante muito tempo, o plano, o catendide e o helicéide foram os tnicos exemplos
conhecidos de superficies minimas. Mas, em 1835, Scherk descobriu um outro exemplo de
superficie minima, introduzindo em (3.2) a condigao adicional de que f(z,y) = g(x)+h(y),
onde g é uma funcao de x e h é uma funcao de y . Nesse caso, as derivadas parciais sao

substituidas por derivadas ordindrias, e (3.2) é reduzida a

(1+1%y)g"(x) + (1 + ¢*(2))h"(y) =0,

que é equivalente a
g”(a:) B h”(y)
L+g%(x)  1+0%(y)

Como z e y sao variaveis independentes, cada lado dessa equacao é uma constante.

15
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Portanto, se a é um valor constante, entao

1 1
g(x) = —log(cosazx) e h(y)=—-log(cosay),
a a

e a menos de translacoes e dilacoes, parte da superficie pode ser representada como o

grafico da funcgao

f(z,y) =log (ZZZi), —g<m<g, —g<y<g . (3.4)

Esta superficie é conhecida como superficie minima de Scherk (Figura 3.3(b)). Observe
que apenas parte da superficie sobre o quadrado aberto (—7/2,7/2) x (—m/2,7/2) pode
ser representada pela fungao em (3.4). Entretanto, pela propriedade geral das superficies
minimas (uma superficie minima, que contém uma reta, é simétrica em relagao a essa
reta) a superficie de Scherk estende-se por simetria pelas retas verticais sobre os vértices
desse quadrado, de modo a cobrir uma parte do plano constituido por quadrados nao-

consecutivos de lado 7, como as casas pretas de um tabuleiro de xadrez, (Figura 3.3(a)).

o

R

o

\E

N‘;“
S5
[SE
w‘:

[NE]

(a) Dominio estendido (b) Scherk

Figura 3.3: Superficie minima de Scherk.

Scherk também provou que o catendide e o helicdide, descobertas por Meusnier, sao
apenas dois elementos de uma familia de superficies minimas, através da qual podemos
deformar continuamente o catendide, menos um meridiano, em uma volta completa do
helicéide. Essa deformacao é isométrica, logo os comprimentos das curvas sao preserva-

dos ao longo da deformagcao. Essa familia de superficies minimas é chamada a familia
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associada ao catendide.

3.4 Curvatura Média e Superficies Minimas

Foi Meusnier quem identificou as superficies minimas como sendo as superficies com
curvatura média nula. Com isso, foi possivel obter uma “interpretacao geométrica” para
as solugoes da equacao de Lagrange.

Para mostrar essa interpretagao geométrica serao apresentadas algumas defini¢oes im-

portantes.

Definicao 3.1. Uma superficie reqular parametrizada, ou simplesmente, uma superficie
parametrizada é uma aplicagio X : U C R?* — R3 de classe C* (classes das fungoes
continuas e diferencidveis), cuja diferencial tem posto dois em todos os pontos do dominio
U.

Consequentemente, os vetores X, = % e X, = %—f sao linearmente independentes em
todo ponto p = (u,v) do dominio U e o espago vetorial gerado por esses dois vetores é
chamado plano tangente a superficie nesse ponto, denotado por T, X.

Se (, ) denota o produto escalar usual do R?, | | a norma correspondente e A o produto

vetorial em R3, entdo um vetor normal unitdrio a superficie em p é dado por

Xu N X,

N(p) :N(u,v):m.

Note que | X, A X,| # 0, pois os vetores X, e X, sdo linearmente independentes.

Definicao 3.2. A primeira forma fundamental da superficie no ponto p é a forma qua-

drdtica definida no espaco tangente em p por
I(w) = [w|* = a®F + 2abF + ’G, w e T,X, w=aX,+bX,,

onde E(u,v) = (X, Xu), Fu,v) = (X, Xy,), e G(u,v) = (X, X,) sao os coeficientes da

primeira forma fundamental.

Em termos dessas fungoes, a condicao de regularidade da superficie pode ser reescrita

como
| Xy A X,|* = E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) >0 .

17



Capitulo 3. Introducao as Superficies Minimas

Definicao 3.3. A sequnda forma fundamental da superficie no ponto p € a forma qua-

drdtica definida no espaco tangente em p por
II(w) = a®e + 2abf + b9, weT,X, w=aX,+0bX,,

onde e(u,v) = (Xyu, N), f(u,v) = (Xu, N), € g(u,v) = (X, N) sdo os coeficientes da

sequnda forma fundamental.

A fungao curvatura normal da superficie X (u,v) em um ponto p é uma aplicagdo

kn : T, \ {0} — R que para cada vetor w € T, X nao nulo, associa

Esta funcao curvatura normal sé depende da direcao de w e, variando w em um circulo
unitario de 7),, as curvaturas normais assumem um valor minimo e um valor maximo
denotados por k; = k,(w;) e ky = k,(wy), respectivamente. Esses valores minimo e

maximo sao chamados curvaturas principais da superficie no ponto p.

A curvatura média da superficie no ponto p é dada por

_kitks 1eG—2fF+gE
2 2 EG-F?

H(p) (3.5)

A curvatura gaussiana da superficie no ponto p é dada por

eg — f*
K(p) = kiky = ———— .
() = ik = pa—
Seja X : U C R? — R?® uma superficie regular parametrizada. Escolha um dominio
limitado D C U e uma funcdo diferenciavel n : D — R, onde D é a unido do dominio

D com sua fronteira dD. Uma variagio normal de X (D), determinada por 7, é uma

aplicacdo X*: D x (—¢,¢) — R3, dada por
X' (u,v) = X (u,v) +tn(u,v)N(u,v), (u,v) € D, t € (—¢,e€).

onde N é o vetor normal unitario da orientagao de X (u,v).
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Os coeficientes EY, F*, G' da primeira forma fundamental de X*, sao dados por

E' = E+2n(Xy, N +t*0*(Ny, N) + 202,
F' = F+tn((Xu, No) + (Xo, Nu)) + 203 (N, No) + 20010
E' = G+ 2t(Xy, Ny) + 0Ny, No) + 07

A drea A(t) de X!(D) é, entdo, dada por
:// JECGE— (F2 dudv .
D

A derivada de A(t) em relacao a t é dada por

1 Eth + E'GY — 2F'F}
dudv ,
Eth ( )2

t t t
onde Ef = 2L [t = 95 o Gl = 2
Usando o fato de que

<Xu>Nu> = =€ <Xm Nv> + <Xva Nu> = —2f, <Xva Nv> =g

tem-se, para t = 0, que

// n(eG — 2fF + gE) o de (36)
VEG — F? ' '

Fazendo uso de (3.5) em (3.6), podemos reescrever A’(0) em funcao da curvatura

média H como

:// —2nHVEG — F? dudv .
D

Portanto, a condicao A'(0) = 0, para qualquer 7, é equivalente a H = 0 em X (D).
Consequentemente, se H = 0, entao A'(0) = 0 para todo 7.

Definicao 3.4. Uma superficie que tem curvatura média nula, H = 0, em todos os seus

pontos é chamada uma superficie minima.

Portanto, se existe uma superficie X (D), de drea minima, com fronteira dD, entao
H =0em X (D). Logo, as superficies de drea minima sao superficies minimas no sentido
da Definigao 3.4.
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A reciproca, entretanto, é falsa. Pois, pelo que foi visto, as superficies com H = 0
sdo pontos criticos (isto ¢, A’(0) = 0) da fungao drea para qualquer varia¢ao normal da
superficie. Nao se pode garantir, sem maiores restri¢oes, que esse ponto critico seja sequer
um minimo relativo para qualquer variagao normal, e, muito menos, um minimo absoluto

da area.

Diz-se, entao, que X (D) é estdvel se A”(0) > 0, para toda variagdo normal de X (D)

que fixa a fronteira dD. Isso significa que X (D) é um ponto de minimo relativo para essa

variagao. Diz-se que X (D) é minimizante se sua area é menor ou igual a area de qualquer

outra superficie que tenha a mesma fronteira 0D.

3.5 Existéncia de Parametros Isotérmicos

Os estudos sobre superficies minimas seguiram na direcao de encontrar uma solucao
para (3.2) dada por uma férmula integral. Foi Legendre quem identificou e explorou
convenientemente “o ponto chave” para a obtencao dessa férmula integral para superficies
minimas: uma mudanca de parametros adequada.

Sejam U C R? um conjunto aberto simplesmente conexo (isto é, toda curva fechada
em U pode ser deformada continuamente em um ponto sem sair de U) e X : U — R3?

uma superficie parametrizada no R3. Se
<Xu7 Xu> - <Xv7 Xv> <Xu7 Xv> - 07

entdo X é uma aplica¢io conforme (isto é, preserva angulos) e os parametros (u,v) € U

sao chamados de isotérmicos.

Teorema 3.1 (Existéncia de parametros isotérmicos). Sejam U um conjunto aber-
to simplesmente conexo e X : U — R3 uma superficie parametrizada no R®. Entdo existe
uma mudanga de coordenadas dada por um difeomorfismo ¢ : U — U (isto €, ¢ € dife-

rencidvel com inversa o' diferencidvel), tal que X = X o ¢ é uma aplica¢io conforme.

Nestas condicoes, as funcoes F, F' e G da primeira forma fundamental sao tais que
E(u,v) = G(u,v) = \*(u,v), e F(u,v) =0, V (u,v) €U,
e a condigio de regularidade se exprime por E(u,v)G(u,v) — F?(u,v) = A (u,v) >0¢ a
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curvatura média H tera a seguinte expressao

e(u,v) + g(u,v)
222 (u,v)

H(u,v) =

3.6 Representacao Integral para as Superficies Minimas

A existéncia de parametros isotérmicos permite-nos mostrar que dada uma superficie

regular parametrizada isotermicamente, X : U C R? — R3, entao
AX = 2)*(u,v)HN
onde H é a curvatura média, N : U — S?(1) é a aplicagdo de Gauss e A é o operador
2 2
(52

A demostracao do fato acima decorre imediatamente da expressao para a curvatura

Laplaciano dado por

média, (3.7), e das expressoes

AX = qu + Xv’u )

Ay Ay
qu = _Xu__Xv N7
\ \ +e
A Ay
Xpw = ——Xu+ —X,+gN |
S S

obtidas quando os parametros sao isotérmicos.

Esse fato é extremamente importante no que se refere as superficies minimas parame-
trizadas isotermicamente, pois suas coordenadas sao func¢oes harmonicas, isto é, fungoes
tais que AX = 0.

Sabe-se da Teoria das Funcoes de Variaveis Complexas, que se uma funcao definida
em um dominio simplesmente conexo U é harmonica, entao ela corresponde a parte real

de uma funcao analitica em U.

Desse modo, restrita a um dominio simplesmente conexo U, uma superficie minima

admite uma repesentacao local da forma

X(u,v):Re/ SOV AC, o= uo+ive, z—u+ivel (3.8)
20
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onde Re denota a parte real e ¢ : U — C é uma funcao analitica em C tal que

. 0X 0 1/0 .0
¢(2)*Xu_Zva2%, ondegg(%_@%) .

Estendendo linearmente o produto escalar do R? a C3, obtemos

6(2) 7 = ($(2), $(2)) = (Xy — i Xy, Xy, +1X,) = 2)7 > 0,
(3(2),0(2)) = (X, — iX,, X, —iX,) =0,

se a superficie for regular, e parametrizada por parametros isotérmicos. Essas observagoes

fazem parte da demonstracao da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Uma superficie minima regular, localmente restrita a um dominio U

simplesmente conexo, adimite uma representacao integral da forma
z
X(u,v):Re/ o(¢)d¢ 20 =up+ivg, z=u+ive U,
20

com ¢ : U — C uma fungdo analitica em C tal que |¢(2)]* > 0 e (¢(2), d(2)) = 0. Reci-
procamente, dada uma tripla de fungoes analiticas em um dominio simplesmente conexo
U, 6(2) = (61(2), 6(2), 65(2)) tal que |6(=)[* > 0 € (6(2), 6(2)) = 0 em U, entdio, X (u,v)
define, a menos de translagoes no R3, uma superficie minima regular parametrizada por

parametros 1sotérmicos.

Todos os “dados geométricos” da superficie podem ser obtidos em funcao de ¢(z)
considerando as extensoes dos produtos escalar e vetorial ao corpo dos niimeros complexos.

Desta forma, o vetor normal unitario

Xu N X,
N(u,v) = m 5
tem a expressao -
N(u,v) = —i o(2) A qb(}) .
[6(2) A o(2)]

A partir de
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encontramos os coeficientes e, f e g da segunda forma fundamental dados por

e

Se considerarmos uma superficie minima parametrizada isotermicamnte, isto é, e =
—g, entao podemos expressar a segunda forma fundamental em termos de ¢(z), da seguinte

forma

(¢'(2), ¢(2) A (2))
(=) '

Verifica-se facilmente que a funcao ¢(z) é holomorfa, e consequentemente, se nao nula,

s(2) = P N)=e—if=—i
seus zeros sao isolados.

3.7 Estudo das Propriedades de Simetria

Esta secao tem por objetivo expor, de modo conciso, algumas propriedades de simetria
das superficies minimas, que sao uteis no projeto das constelagoes de sinais. Para tanto,
utilizamos o excelente livro-texto [9].

A representacao integral local para as superficies minimas em dominios simplesmen-
te conexos dada em (3.8) permite explorar, mais detalhadamente, as propriedades ge-
ométricas das superficies decorrentes das propriedades das fungoes analiticas.

A funcao X* : U — C, conjugada harmonica da funcao X, é dada por
X*(u,v)zlm/ o(¢)d¢ , 20 =uUg+ 1y, z=u+ivel,
20

onde I'm denota a parte imagindria.
Como X +1X* é uma funcao analitica, entao das equacoes de Cauchy-Riemann segue

que
Xo=X' e X,=-X'. (3.9)

A proposigao a seguir utiliza as duas igualdades, (3.9), para obter informagoes sobre

a geometria das superficies X e X*.

Proposigao 3.2. Seja X : U — C wma superficie minima reqular no R® parametrizada

isotermicamente e X* : U — C sua conjugada harmonica. Entao
a) X*: U — C define uma superficie minima;
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b) os planos tangentes T,X e T,X* coincidem em todo ponto p € U;
c) os vetores normais N(p) e N*(p) coincidem em todo ponto p € U;

d) as superficies sao isométricas, isto €, A(u,v) = \*(u,v) para todo ponto p = (u,v) €
U; consequentemente, as curvaturas gaussianas das duas superficies coincidem em

todo ponto;

e) ¢*(2) = —ic(z);

f) Sejac: I CR — U uma curva em U, se vy = Xoa ey* = X*oa, entdo os vetores

tangentes de v e v* sao ortogonais;

g) sea: 1 CR — U €éuma curva em U tal que v = X o« € uma reta (respec. uma

geodésica plana), entao v* = X* o o € uma geodésica plana (respec. uma reta).

O proximo lema indica uma boa reparametrizacao para as superficies minimas que

contém retas em seu traco.

Lema 3.1. Seja X : U C C — R3 uma superficie minima reqular. Se existe uma curva
parametrizada o : I C R — U tal que o traco de X o v estd contido em uma reta, entao

existe uma reparametrizacdao local h : U' — U, (0,0) € U’ tal que
{(Xoh)(0,y), |yl <e} c{X(a(t), t € I}.

No contexto da teoria das fungoes analiticas tem-se o chamado Principio de Reflexdo
de Schwarz: Seja f : U C C — C uma fungao analitica. Se f transforma um segmento
de reta (ou um segmento circular) em um segmento de reta (respec. em um segmento
circular), entdo f transforma pontos do dominio U simétricos em relagao a reta (res-
pec. simétricos em relagao ao circulo, pela inversio) em pontos simétricos em relag¢do ao
conjunto imagem.

Utilizando esse principio e o Lema 3.1, tem-se a primeira propriedade de simetria das

superficies minimas:

Proposigao 3.3. Sejam X : U — R3 uma superficie minima, (u,v) € U pardametros
isotérmicos, z = u + . Suponha que o conjunto imagem {X(u,0), (u,0) € U} estd

contido no eixo Oy. Nessas condigoes, tem-se que a superficie é invariante por uma
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rotagdo de m em torno desse eixo, isto €, se r(z) = Z, entao

Usando a Proposigao 3.3 e o item (f) da Proposigao 3.2, podemos provar o chamado
Teorema de Reflexao.
Teorema 3.2. Se uma superficie minima contém uma reta (respec. uma geodésica pla-
na), entdo a rota¢ao de m em torno dessa reta (respec. a reflexao em relagdo ao plano da
geodésica) é uma simetria da superficie.

As reflexoes da superficie de Scherk, Figura 3.4, sao exemplos de aplicacao desse
teorema. Tal superficie pode ser rotacionada de um angulo 7 em torno das retas verticais
sobre os vértices do quadrado aberto de lado 7, estendendo por simetria de modo a cobrir

uma parte do plano constituida por quadrados nao-consecutivos de lado 7, Figura 3.3(a).

N it
A HH“‘r
\ H,m”uuu,L

i
i ll’”yw
] i

Figura 3.4: Reflexdes da superficie de Scherk.

Para identificar retas e geodésicas planas em uma superficie minima usamos o seguinte

resultado classico da Geometria Diferencial.

Proposigao 3.4. Seja c(t) = X(«a(t)), t € I uma curva reqular contida em uma su-

perficie parametrizada. Entao,
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a) a curva c(t) € uma geodésica e uma linha assintdtica se, e somente se, c(t) for uma

reta;

b) seja c(t) uma geodésica, entao c(t) é também uma linha de curvatura se, e somente

se, c(t) for uma curva plana.

Para estudar as simetrias de uma superficie minima precisamos, de alguma forma,

identificar retas ou geodésicas planas da superficie, ou ainda, distinguir entre as geodésicas

da superficie, as que sao linhas assintéticas ou linhas de curvatura.

As geodésicas de uma superficie sao obtidas como solugoes do seguinte sistema de

equacoes diferenciais parciais de segunda ordem

u’(2) + (/1)) + 20/ (V' ()1, + (V'(1) T3, = 0,

V() + (/' (£)°TF + 20/ (00 (O)TF, + (v'(2))°T5, = 0,

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel da superficie X (u,v), dados por

[l — GEu—2FFy+FE, 2 — 2EF,—EE,—FE,
11— 2(EG—F?) 11 = = 2(BG-F2)

Il — GEu—FGy 2. — EGu—FE,
12 = 2(EG-F?) 12 — 2(EG—F2) *

L — 2GF,—GGy—FG, 2. — EG,—2FF,+FGy
22 — 2(EG—F?2) 22 = T 2(BEG-F?)

(3.10)

(3.11)

No caso particular em que a superficie é uma superficie minima parametrizada isoter-

micamente, as geodésicas sao solucoes do seguinte sistema de equagoes diferenciais parciais

de segunda ordem

u’(t) + [(W/'(1))* = (' (1)1 Eu/2E +u/ (' (1) Eo/E =0,

V() + [ (1) — (W ()2 Ey /2B + /(W (1) Eu ) E =0 .

(3.12)

As linhas assintéticas de uma superficie sao dadas por X (u(t),v(t)) ou X (z(t)) com

(u(t),v(t)) satisfazendo
e(u'(t))” +2fu'(t)0'(t) + g(v'(1))* =0,
e para as superficies minimas,

e[(u'(t))* = ('()"] + 2fu' () () =0 .
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As linhas de curvatura, por sua vez, sao dadas por X (u(t),v(t)), com (u(t),v(t)) tais

que
2eu/ ()0 (t) — fl(w/(t)* = (v'(1)*] = 0.

Tomando a funcao ¢(z), definida anteriormente, temos uma caracterizagao das linhas

assintoticas e de curvatura, no sentido a seguir.
Proposicao 3.5. Seja X (u(t),v(t)), t € I, uma curva contida em uma superficie minima.

a) c(t) € uma linha assintotica se, e somente se,
Re{c(2(t))(<'())*} =0, t € I;
b) ¢(t) € uma linha de curvatura se, e somente se,

Im{s(z(t))(Z'(t))*} =0, t €.

3.8 A Representacao de Weierstrass

Uma solucao completamente satisfatéria da equacao de Lagrange foi obtida por Wei-
erstrass muitos anos depois. Para tanto, Weierstrass utilizou a representacao integral local
para superficies minimas em dominios simplesmente conexos dada pela Proposicao 3.1,
reescrevendo a equacao (¢(2), ¢(2)) = ¢3(2) + ¢3(z) + ¢3(2) = 0, como

95(2) = (¢1(2) +i02(2))(91(2) — iga(2)),

e chamando

_ P3(2)
¢1(2) —iga(z)

Em termos de g(z) e f(z), podemos obter as fungoes analiticas ¢1(z), ¢2(z) e ¢3(z)

f(z) = d1(2) —iga(2),  g(2)

CcOo1mo

$2(2) = 5(1+ g(2)) f(2) | (3.13)

Observe que a condigao de regularidade é verificada se os zeros de f(z) coincidem com

os pélos de g(z), de forma que a ordem do zero seja igual ao dobro da ordem do pdlo.
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Com essa escolha, a representacao integral local para superficies minimas em dominios

simplesmente conexos, dada pela Proposicao 3.1, fica da seguinte forma

1

X(u,0) = Re [ U0 - 20 i1+ 4O JQ)dC,  2€ U (10

20

A equagao (3.14) é chamada Representacdo de Weierstrass ou de Enneper- Weierstrass
para as superficies minimas, veja Proposicao 3.1.

Além de permitir obter exemplos de superficies minimas, a representecao de Weiers-
trass desempenha um papel essencial na investigacao tedrica de tais superficies.

Por exemplo, define-se a familia associada a uma superficie minima X dada pelas
funcoes holomorfas f e g como a familia de superficies minimas X* dada por f! = e f
e g' =g, tel0,7/2]. Essa deformagao leva isometricamente a superficie minima X em
sua conjugada harmonica X*. Isso decorre do fato de que o comprimento de uma curva
¢(t) em X depende somente dos valores absolutos de f, |f], e g, |g|. Como |ff| = |f| e
l¢'| = |g|, na deformacao de X através da familia X*, o comprimento de ¢(t) é preservado,
isto é, a deformacao ¢é isométrica.

O catendide (Figura 3.5(a)) e o helicéide (Figura 3.5(f)), descorbertos por Meusnier,
sao apenas dois elementos de uma familia de superficies minimas, através da qual podemos
deformar continuamente o catendide menos um meridiano em uma volta completa do
helicoide, veja Figura 3.5. Como foi visto, essa deformacao é isométrica, e além disso, a
imagem esférica de um dominio é preservada a menos de uma rotacao.

Um fato extremamente importante, decorrente da Representacao de Weirstrass, é a
propriedade geométrica que tem a funcdo g(z). Ela descreve exatamente a projegao
estereografica da aplicagao normal de Gauss da superficie minima, exceto para os pdlos
de g(z), ou seja,

mo N(u,v) = (Re g(2),Im g(2)) ,

onde 7 : S?(1) — {(0,0,1)} — R? é a projecio estereografica e N(u,v) é o vetor normal

dado por

[ 2Reg(z) 2Img(2) |g(2)]*—1
Nuv) = (1 +lg(2)2" 1+ lg(2)2" 1+ rg<z>|2)

Se R? for identificado com o plano complexo C e a aplicacao 7 for estendida & aplicacao
71 5%(1) — CU{oo} com 7((0,0,1)) = oo, entdo

7o N(u,v) =g(z) .

Isto significa que g(z) pode ser identificada com a aplicagao de Gauss para todo ponto
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(d) t = 37/10 () t = 27 /5 (f) t = /2

Figura 3.5: Familia associada ao catendide.

da superficie.
Um outro resultado importante, proveniente dessa representacao, ¢ que a expressao

dacurvatura gaussiana da superficie pode ser expressa por
K(u,v) = —Alog Au,v) ,

onde A é o operador Laplaciano, e

[6(2)|”

N(u,v) = E(u,v) = G(u,v) = 5

= PO+ g

Logo, através de um calculo direto encontramos que o valor da curvatura gaussiana é

2

_ 4lg'(2)]
[FIA+1g9(=)[?)

K(u,v) = (3.15)

3.9 Exemplos

A representacao de Weierstrass permite obter uma infinidade de exemplos de su-
perficies minimas. Por razoes de interesse, serao consideradas as seguintes superficies

minimas: catendide, helicéide e Enneper.
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O catenodide

—Zz

Considere um dominio simplesmente conexo D C C com f(z) = —e % e g(z) = —e*. De
(3.13), temos

(1= g*(2))f(2) = sinh = ,

(1+ ¢2(2))f(2) = —icoshz ,

-
[
—
N
~
I
N =

-
V]
—
N
~—
|
N[

De (3.14), temos

z1(u,v) = Re [; sinh { d¢ = Re(coshz — 1) = coshucosv — 1 ,
xo(u,v) = Re foz —icosh (d¢ = Re(—isinh z) = coshusinv ,
z3(u,v) = Re [ 1d¢ = Re(z) = u .
Entao, a catendide é descrita por X (u,v) = (coshucosv — 1,coshusinv, u). Uma outra

forma de obter a catendide é considerar um dominio simplesmente conexo D C C — {0}
com f(z) =1/22 e g(z) = 2.

O helicéide
Considere um dominio simplesmente conexo D C C com f(z) = e % e g(z) = —ie®. De
(3.13) temos

¢1(2) = cosh z |

¢a(z) = —isinh z |

9253(2) = —Z .
De (3.14), temos

z1(u,v) = Re [ cosh ( d¢ = Re(sinh z) = sinhucosv — 1,
z2(u,v) = Re [ —isinh( d¢ = Re(—icoshz + i) = sinhusinv ,
z3(u,v) = Re [ —id( = Re(—iz) = v .

Entéao, a helicéide ¢é descrita por X (u,v) = (sinh u cos v, sinh u sin v, v).

A superficie de Enneper
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Escolha D = C, f(z) =1 e g(z) = z. De (3.13), temos

¢1(2) = (1-2%)/2,
Pa(2) = i(1+2%)/2 ,
o3(z) =z .

De (3.14), temos

z1(u,v) = Re [ (1= ¢?)/2d¢ = Re(z — 2°/3)/2 = (u — u?/3 + uwv?) /2,
za(u,v) = Re [ i(1+¢?)/2d¢ = Re(i(z + 2°/3))/2 = (—v +v*/3 — u?v) /2,
z3(u,v) = Re [ (d¢ = Re(z%/2) = (u® —v?)/2 .

Entao, a superficie de Enneper é descrita por
X(u,v) = (u—u*/3 +uw? —v+v*/3 —vv,u* —v?)/2.

Note que a superficie de Enneper s6 envolve fungoes polinomiais. Observe, também, a
simplicidade dessa superficie quando comparada com as superficies minimas apresentadas
até agora, cujas representacoes sao dadas por fungoes transcendentais, isto é, que envolvem
de maneira essencial a fungao exponencial. Sua curvatura gaussiana, calculada através de
(3.15), é dada por

K(u,v) = — {%} S —<1—6 (3.16)

1+ 2|2

Eixo z

Figura 3.6: Superficie de Enneper.
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Capitulo 4

Construcao e analise de Constelacoes

de Sinais em Superficies

Para que seja possivel construir e analisar constelagoes de sinais em superficies é
necessario estender os conceitos de constelacoes de sinais, probabilidade de erro e poténcia

de transmissao para a teoria local de superficies.

4.1 Constelacoes de Sinais em Superficies

Na construcao das constelacoes de sinais imersas em superficies, deve-se considerar a
métrica induzida desta superficie em cada um dos blocos modulador, canal e demodulador
da Figura 1.1, interpretados como o espago métrico (Fs,ds). Devemos ressaltar que essa
métrica induzida deve ser a mesma em cada um dos blocos, pois queremos “casa-los” de

maneira a aumentar o desempenho do sistema em consideragao.

4.1.1 Modelo do sistema

Seja X : D C R? — S C R?® uma superficie regular parametrizada. A métrica de S
induz de maneira natural uma métrica em D, isto é, se p € D, vi,v9 € T,D, definimos
(v1,v2)p = (dXp(v1), dXp(v2)) x(p), onde dXp(v1) é a diferencial da aplicacdo X no ponto p
segundo o vetor v;. Observe que, nessa situacao, X passa a ser uma aplicacao isométrica
de D em S. De agora em diante, Dy denotara o espago bidimensional com métrica
induzida da superficie S.

Uma constelagao de sinais X = {x, 23, ..., x,} é um conjunto de pontos bidimensio-

nais z; = (u;,v;) em Dx. Portanto, a anélise de desempenho de uma constelagao de sinais
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serda feita utilizando a métrica do espaco Dx. Por exemplo, a distancia entre quaisquer

dois sinais, d(x;,x;), ¢ dada pela menor distancia geodésica desses pontos em Dy, isto é

d(i, x;) = /t_j V(W (0)2E(u,v) + 20 ()0’ (8 F (u, v) + (v'(1))*G(u, v) dt (4.1)

onde E(u,v),F(u,v) e G(u,v) sdo os coeficientes da primeira forma fundamental da
superficie X (u,v), que determinam a métrica de Dx, onde x; = (u(t;),v(t;)), z; =
(u(t;),v(t;)) e u(t), v(t) sdo solucdes do sistema de equacoes diferenciais parciais de se-
gunda ordem (3.10).

4.1.2 Processo de demodulacao

Podemos relacionar a agao do ruido em um canal de transmissao como uma transfor-
magao T'(z,,) =y, que leva o sinal transmitido x,, no sinal recebido y € Dx. Considera-

remos que essa transformacao é dada por
y=T(vy) =exp(xm,v), vel, X,

onde T}, denota o plano tangente da superficie X (u,v) no ponto z,,, e exp(x,,,v) é a
aplicacao exponencial. Geometricamente, exp(x,,,v) é o ponto y € Dy obtido quando
percorremos um comprimento igual a |v|, a partir de z,,, sobre a geodésica que passa por

T, com velocidade igual a ﬁ, Figura 4.3.

A

v
Dx

y = exp(Tpm,v) .

Tm !

(a) No espago Dx. (b) Na superficie X (u,v).
Figura 4.1: Aplicacao exponencial.
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Utilizamos a aplicagao exponencial na defini¢do da transformagao T'(z,,) = y em um
canal de transmissao, pois adotamos a geodésica como a curva que liga o sinal trans-
mitido ao sinal recebido. Essa curva depende apenas da primeira forma fundamental e,
localmente, minimiza a distancia entre dois pontos.

Observe que existe apenas uma geodésica em Dx passando por x,, com velociadade
v chegando até y, entao existe uma relacao entre o sinal recebido y e o vetor v. Podemos
verificar que essa relagao é um para um quando tomamos os pontos x,, e y “suficientemen-
te proximos” em Dy. Entretanto, para pontos sobre a superficie nao podemos garantir
que essa relagao é um para um. Por exemplo, tomemos a superficie do cilindro, Figu-
ra 4.2(b), observe que na superficie existem dois vetores v e v’ diferentes associados ao
ponto X (y) = X (y'), mas em Dy esses vetores estao associados a dois pontos distintos y
e ¢/, Figura 4.2(a).

X(zm)
Uh Uo¥2ﬁ U -----
(a) No espago Dx. (b) No cilindro.

Figura 4.2: Geodésicas.

Dessa forma, quando o ruido age em Dyx transformando o sinal enviado z,, no sinal
recebido y, ele age em T, X transformando a origem (0,0), equivalente a xz,,, em Dy, no
ponto v, que por sua vez, é equivalente a y em Dyx. Consequentemente, a densidade de
probabilidade condicional de recebermos y dado que x,, foi transmitido em Dy ¢é igual a
densidade de probabilidade condicional de recebermos v dado que (0,0) foi transmitido

em 7, X, isto é

p(y/zm) = p(v/(0,0)) . (4.2)

Observe que a igualdade em (4.2) é apenas em valor, pois as expressoes sao diferentes.

Isto é, p(y/x,,) é uma densidade de probabilidade condicinal cuja expressao depende da
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variavel aleatéria y = (u,v) e do ponto x,,, enquanto que p(v/(0,0)) depende da varidvel
aleatéria v = (v,, v, ), como veremos nos Exemplos 4.1 e 4.3.

Em outras palavras, o ruido em 7, X possui a densidade de probabilidade da variavel
aleatoria v, e serd a mesma da varidvel aleatoria y, pela unicidade das geodésicas que
passam por x,, com velocidade v e chegam a y.

Por exemplo, quando a superficie for o plano (espago euclidiano bidimensional), temos

que seus simbolos de Christoffel sdo todos nulos e de (3.10) temos

W(t)=0 = u=uy+u(ty),
V') =0 = v=10,+V(tn),

isto é,
y = exp(Tpm,v) = (U, V) + (U (t0n), V' (tm)) = 2m + v . (4.3)

Neste caso, se v, e v, forem varidveis aleatérias gaussianas entao, v = (v,, v,) também
serd gaussiana, pois 7, X é uma transformacgao linear em um espacgo vetorial.

Na determinacao da densidade de probabilidade para a variavel aleatéria v, definida
em todo o espago tangente, devemos supor que a superficie é completa, isto é, para todo
p € X, a aplicacdo exponencial, exp(p, v), estd definida para todo v € T, X.

Observe que a transformacao T'(x,,) s6 é da forma explicitada em (4.3) quando o
espaco for vetorial. Mas, geralmente, o espago Dy, com a métrica induzida da superficie
X (u,v), ndo é um espago vetorial bidimensional, pois dados dois pontos x,, = (U, Uy) €
v = (vg,vy) temos que Xy, + U F# (U, + Vg, Uy + V).

No caso particular que a varidvel aleatéria v = (v,,v,) é gaussiana circular, isto é,
as varidveis v, e v, sao gaussianas de mesmas variancias, podemos obter a densidade de

probabilidade da variavel aleatéria y como sendo dada por
p(Y/tm) = ke 2 0m ) EG - F? (4.4)

onde d?(y, 1) é a distancia geodésica ao quadrado entre y e sua média x,,, VEG — F? é o
elemento de area da superficie, e k1 e ko sao constantes que devem satisfazer, para todo

sinal x,,, a condi¢ao
// feye P En )/ EG ZF2 dudv =1 | (4.5)
D

onde D é toda a regiao do espaco bidimensional onde a constelagao estd definida.
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E importante observar que a expressao para a densidade de probabilidade condicional

gaussiana circular dada em (4.4):

i) nao depende de uma particular parametrizacdo da superficie (isto é, é invariante

por isométrias);

ii) k; depende de ks e, se o espaco nao for de curvatura gaussiana constante, também

depende do ponto x,,.

O n-ésimo momento central da varidvel aleatéria y = (u, v) é definido como
M"(y) = / / ey d™ (2, y) e R2E @) EG — F2 dudv . (4.6)
D

Em particular, estamos interessados no momento central de ordem 2, que é chamado
de varidncia da varidvel aleatéria y e é denotado por o2, pois 0 mesmo reperesenta a
energia do ruido.

Seja R, a regiao de decisao do sinal z,,, ou seja, o conjunto representando todos os
pontos que sao decididos como x,,. Entao, se o sinal z,, for transmitido, a probabilidade
do demodulador decidir pelo sinal pertencente a R,,, isto é, decidir corretamente, é dada

por

)

Pom = / / kie @m0 EG = F? dudv . (4.7)

Portanto, P, ,, = 1— P, ,, é a probabilidade de decisao erronea. A probabilidade média

de erro da constelacao é dada por
Po=> p(tm)Pom . (4.8)

onde p(z,,) é a probabilidade de transmitirmos o sinal z,.

Entretanto, observe que se o espago nao é de curvatura gaussiana constante as regioes
de decisao e as constantes ky e ko vao ficar, em geral, dificeis de serem determinadas para
cada um dos sinais da constelagao. Contudo, se existir uma simetria que leve dois sinais
quaisquer da constelacao um no outro, entao k; dependerd apenas de ko e as regioes de
decisao serao congruentes. Este fato sera usado no Exemplo 4.1.

A energia média da constelacao é dada por

E, = Zp(xm)d2(a:m, z), (4.9)
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onde Z ¢é o baricentro da constelacao, que minimiza a energia média da constelacao.
Para encontrar  devemos calcular a primeira derivada da energia média em relacao

a x, e supor que a mesma seja zero para x = . Entao r satisfaz

aEt . — ad(l‘m,l’) —
- 2ZX Plan)d(n, 7)oz = 0, (4.10)
OE, B Od(@m, ),
I ek e S (4.11)

A unicidade da solucao da equagdes (4.10) e (4.11) fornece o valor de z. O ponto z é

um ponto de minimo local para a funcao energia média.

Exemplo 4.1. Sejam X, = {x1 = (¢1,0),29 = (0,¢1), 23 = (—c1,0),24 = (0,—c1)} €
Xy = {x1 = (c9,¢2), 09 = (—Ca,Ca), 23 = (—Ca, —Ca), x4 = (2, —C2)} duas constelagoes de
sinais do tipo 4-PSK no espaco bidimensional com métrica induzida da superficie minima

de Enneper dada por

E(u,v) = G(u,v) = (1 +u*>+v*)?/4, F(u,v)=0. (4.12)

(a) Constelagao Xj. (b) Constelagao Xs.

Figura 4.3: Regiao de decisao de um sinal 4-PSK na superficie de Enneper.

As geodésicas desse espaco devem satisfazem o sistema de equacoes diferenciais par-

ciais de sequnda ordem, (3.10), que para a métrica em (4.12) é dado por

2u(t) (u'(t))? 4u’ ()’ (t)v(t) 2u(t)(v'(£)*  _
u(t) + T+uZ()+02(t) + T+u2(0)+v2(t)  1+u2(t)+v2(t) 0,

2v(t) (' (£)? du’ (v’ (H)ut) 0 1)?
UN@) T I+u()+02(t) 1+u?(t)+v2(t) + 1+u?(t)+v2(t) 0.
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Nesse exemplo consideraremos o caso do ruido ser gaussiano circular com varidcia o2,

entdo a probabilidade de acerto do sinal x; proveniente de (4.7) é dada por
Poi= // ke @0 (1 4 u? 4 0?)? /A dudo
R;

De (4.5) podemos encontrar, para cada sinal x;, uma rela¢ao entre as constantes ki
e ko, aplicando essa relagao em (4.6) podemos encontrar a variancia em funcao de ks,
isto € a*(ky). Portanto, podemos escolher um valor para ko de tal forma que o2(ky) = 0.
Note, entretanto, que geralmente nao dispomos de uma unica formula para expressar a
distancia geodésica entre quaisquer dois pontos de Dy, e isso pode dificultar o cdlculo das
constantes ki e ky bem como da variancia.

Contudo, observe que existe uma simetria na constelacao X, e uma outra simetria na
constelacao Xy levando dois sinais quaisquer de uma mesma constelacao um no outro.
Com 1sso, em uma mesma constelacao, ki depende apenas de ky e as regioes de decisao
sao congruentes. Portanto, na andlise de desempenho das constelagoes de sinais consi-
deraremos apenas o sinal x; = (1.273,0) em X, e apenas o sinal x1 = (0.911,0.911) em
Xs. Os wvalores das constantes ¢y = 1.273 e ¢ = 0.911 foram calculadas de forma que a

energia média em cada uma das constelacoes fosse iqual a 1.

3

r,=(u,u) - HT“
Geodésicas

Equivalente -
L ar,

\
L

051 Geodésicas
equivalentes ‘

.

ol

X

’

Equivalente
-1 ar,

05 1 15 2 u 25 - : - u

(a) No espago Dx. (b) No plano tangente, T, X.
Figura 4.4: Regiao de decisao do sinal z; da constalagao 4-PSK em AXj.

A regido de decisio do sinal x1 € X1, em Dx, € a drea limitada pelas retas ry = (u, u)
ery = (u,—u), para u > 0, Figura 4.4(a). Para x1 € Xy sua regiao de decisdo, em Dx,
¢ a drea limitada pelas retas 11 = (0,u) e ry = (u,0), para u > 0, Figura 4.5(a).

Observe que a forma como definimos a a¢ao do ruido permite-nos encontrar uma regido

de decisao equivalente para o sinal x1, R{?, no plano tangente T, X, Figuras 4.4(b)e
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25F r=0y) —= 1 Rf“

oL

Geodés\cas< !
150 i ]

Equivalente
0 ar,

05} Geodésicas d
equivalentes

ok Equivalente
i iy

(a) No espago Dx. (b) No plano tangente, T, X.

Figura 4.5: Regiao de decisao do sinal z; da constalagao 4-PSK A..

4.5(b). Esse artificio € bastante importante, pois nao precisamos calcular os valores das
constantes ki e ko, e da varidancia o*(ky) em Dx, Dx. Isso significa que o cdlculo da

probabilidade de acerto poderd ser aprozimada, no plano tangente T,, X, pela equagdo

Pa,l = // %67(12+y2)/02 dz dy .
R‘iq Yol

A Figura 4.6 mostra as curvas da relagdo sinal ruido das constelagoes Xy e Xy no
espaco bidimensional com métrica induzida da superficie de Enneper, Dx. Observe que
as constelacoes X, e Xy possuem desempenhos superiores ao da constelacio 4 — PSK no
espaco euclidiano bidimensional. Esse fato pode ser melhor entendido quando observamos

as Figuras 4.4(b) e 4.5(b), pois a regido de decisao equivalente, Ry, contém e € “maior’

que a regiago de um mesmo sinal 4 — PSK quando a superficie € o plano.

Como pode ser observado no Exemplo 4.1, o conceito de regiao de decisao equivalente
¢ fundamental na andlise de desempenho de uma constelacao de sinais. Portanto, para
comparar o desempenho de uma constelacao de sinais em uma superficie, com a sua equi-
valente no espaco euclidiano bidimensional, devemos determinar suas regioes de decisao
equivalentes.

Para comparar o desempenho de constelacoes de sinais equivalentes, podemos utilizar
o Teorema de Rauch, [7], que, intuitivamente, exprime o fato de que se as curvaturas
gaussianas aumentam, os comprimentos diminuem. Dessa forma podemos estimar se
as regioes de decisao equivalentes vao “aumentar” ou “diminuir” quando comparadas

com suas respectivas regioes de decisao de uma constelagoes de sinais equivalente no

39



Capitulo 4. Construcao e analise de Constelacoes de Sinais em Superficies
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Figura 4.6: Relacao sinal ruido de uma constelacao 4 — PSK na superficie de Enneper.

espaco euclidiano. No Exemplo 4.1 podemos calcular a curvatura gaussiana dos sinais da
constelagoes X e Xy por (3.16) e verificar que para o sinal z; as curvaturas sdo dadas por
K(X)) = —2.3299 e K(X,) = —2.2616.

Podemos admitir que o canal pode ser plenamente especificado por p(y/z;), j =
1,...,n, a probabilidade condicional de receber y dado que o sinal x; foi transmitido. No
caso particular em que o ruido é gaussiano circular e o receptor é de maxima verossimi-
lhanga decidimos pelo sinal ; que maximiza p(y/z;), isto é, pelo sinal z; mais préximo
a y, isto é,

max{p(y/z;)} = max{kje ") VEG — F?} |
J J

que € equivalente a
m]ax{ln (kle’k2d2(y’mf)\/m)} = m?x{—deQ(y, z;) +In kiVEG — F?}
que por sua vez, como ky é positivo, equivale a
max{p(y/2;)} = min{d(y, 2;)} . (4.13)

Utilizando o Teorema de Rauch, o conceito de regides de decisao equivalente e o fato
dado em (4.13) de que maximizar as distancias entre os sinais diminui a probabilidade de

erro, podemos concluir que o desempenho de uma constelacao em um espago Dy, com
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curvatura gaussiana K é superior ao desempenho de uma constelagao de sinais equivalente

em um espaco Dy, com curvatura gaussiana Ks, se K; < Ky em todos os pontos, isto ¢,
K < K, = Pe(Kl) < Pe(KQ) . (414)

De (4.14) podemos analisar a Figura 4.7 que representa uma mesma constelagao de
sinais X em trés diferentes espagos Dy,, ¢ = 1,...,3, com curvaturas gaussiana K,

1 =1,...,3, da seguinte maneira.

e O desempenho da constelacao X no espago com curvatura K; serd inferior ao de-

sempenho dessa mesma constelacao nos espagos com curvatura Ky e Kj;

e Nao podemos afirmar, apenas por (4.14), que desempenho da constelagdo X no
espaco com curvatura Ky serd inferior ou superior ao desempenho dessa mesma

constelacao nos espagos com curvatura Ks;

e Para comparar P,(K3) e P.(K3) devemos necessariamente calcular os valores de

P...(K3) e P.,,(K3), para cada sinal z,, levando em consideracao os valores de

p(xm)

KA

K
0 113 T3 Ln —
\ . . : KQ X
K3

Figura 4.7: Constelacao de sinais e curvatura gaussiana.

Como o espaco euclidiano bidimensional tem curvatura gaussiana nula, entao uma
constelagdo de sinais em uma superficie X (u,v) com curvatura gaussiana K (u,v), pos-
sui um desempenho, quando comparada com a sua “equivalente” no plano, superior se
K (u,v) < 0 e inferior se K(u,v) > 0.

Utilizando esse resultado, podemos afirmar que o desempenho de uma constelagao de
sinais sobre uma superficie minima é igual ou superior a sua equivalente no plano, pois
sabemos, da teoria das superficies minimas, que elas possuem K (u,v) < 0, com igualdade

em todos os pontos se, e somente se, a superficie é o plano.
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Exemplo 4.2. Considere uma constelagao de sinais bidimensional, {x1,za, ..., x,}, de-
finida no espago Dx com métrica induzida da superficie planar, X = (u/oy,,v/0,,0), com

oy e o, constantes. Os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E(u,v) =1/02, G(u,v) =1/0? ¢ F(u,v) =0 . (4.15)

Do sistema de equagoes diferenciais (3.10), deduzimos que as geodésicas do plano sao

da forma
u'(t)=0 = d(t)= % = u(t) = Z::ZJ (t—t;) +u;,
U”(t) =0 = U/(t) = % = ’U(t) = Z:::; (t — tj) + (R

Segue, portanto, que as geodésicas do plano sao retas, e da equa¢ao do comprimento

de arco, (4.1), temos
d* (i, 5) = (ui —uj)* Jog + (vi = v;)? /oy . (4.16)
Fazendo uso das equagoes (4.15) e (4.16) em (4.7), encontramos

e,

Como a probabilidade de acerto para todo o dominio da superficie € igual a 1, entdo

k1 e—kz((U—um)Q/oi—i-(u—vm)Q/Ug) du dv .
UUO-U

usando a mudanga de coordenadas (u — uy,) /o, = rcos(0) e (v —vy,) /oy = rsen(), cujo

jacobiano € ro,o,, encontramos que ki e ky devem satisfazer

/ / ke ™™ rdfdr =1,
0 —T

logo ky = ko/m. Podemos escolher ko = 1/20% € reescrever P, como

Pam _ // 1 e*(ufum)Q/203027(v7vm)2/20502 du duv .
R

: 2
. 270,0,0

Note que essa densidade de probabilidade € do tipo gaussiana circular com variancia
202 do “ponto de vista” da superficie planar X (u,v), mesmo que o, e o, possuam valores
diferentes. Fsse fato deve ser ressaltado jd que € comum relacionarmos a densidade de
probabilidade gaussiana circular ao fato de o, = o, = 1, pois esse € o espagco em que

normalmenete trabalhamos.
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Calculando a energia média da constelagdo, (5.7), encontramos
Ey = Zp(xm)((um - a)Q/O'i + (v — 17)2/03) ’
X

onde u € calculado de (4.10) como segue

Zp(xm)\/(um —0)2/02 + (v, — 0)2/02 —2(upn — 1) /oy, _0 =

V (tm — 0)?/07 + (v — 0)?/0}

ZP(Im>(um —u)=0 = ﬂZp(xm) = Zp(xm>(um> = u= Zp<xm)<um) 3

e de (4.11), temos

x U —2/02 - (1. — D)2 /52 —2(vm —0)/0, =0
EX:P( )V (U — @)% /02 + (U, )/v\/(um_a)2/03+(vm—17)2/0'5

Zp(ajm)(vm -1)=0 = @Zp(xm) = Zp(ajm)(Um) = U= Zp(xm)(vm) .

Como foi visto, o sistema de coordenadas polar é inerente as constelacoes de sinais
M — PSK em R?. Quando consideramos esse tipo de constelacao de sinais sobre uma
superficie, uma generalizagao desse sistema para as coordenadas polares geodésicas, (p, 6),
no plano tangente a superficie se faz necessaria. Nesse caso, os coeficientes F(p, ), F(p,0),

e G(p,0) da primeira forma fundamental devem satisfazer as condigoes

E(p,0) =1, F(p,0) =0, liH(l) G(p,0) =0, lirr(l)(\/G(p, 9),=0.
p— p—

Como exemplo, considere a superficie minima catendide, seu sistema de coordenadas
polares geodésicas sobre o plano tangente 7, X no ponto p = (0,1) é representado pela

Figura 4.8(a), e sobre a superficie, ¢ mostrada na Figura 4.8(b).

Exemplo 4.3. Considere uma constelagio de sinais {x1,xs,...,x,} num espago bidi-
mensional M? com curvatura gaussiana constante K. Seja Bs(q) uma bola normal em

um ponto ¢ € M?, e considere a superficie parametrizada por
f(p,0) = exp(q,pv(0)), 0<p<d, —-m<O<m,

onde v(0) é um circulo em T,M?* parametrizado pelo dngulo central 6. As coordenadas

(p,0) em um aberto U C M sdo as coordenadas polares em q. Os coeficientes da primeira
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051

-051

(a) Em T, X, onde p = (0,1). (b) Na Catendide.

Figura 4.8: Sistema de coordenadas polares geodésicas.

forma fundamental sao dadas por

of I?
B.0)=| oL =P =1 ¢ F(p.0) 0.
of P, se K =0
G(p,0) = ‘% = Lsin®(VKp), se K >0 (4.17)

—Lsinh® (V=Kp) , se K <0.

A forma da curva v(0) determina o tipo da densidade de probabilidade no ponto q.
Por exemplo, se v(0) = (cos(8)/o,,sin(6)/0,) temos uma densidade de probabilidade

gaussiana dada por

p(p7 9) _ kle—k2p2(cos2 (6)/02+sin? (6)/02) G(p, 0) .

No caso particular em que o, = 0, = 0, a densidade de probabilidade € gaussiana
circular dada por
p(p,8) = ke 1"\ /G(p,0) .
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onde ki e ko satisfazem
/ / ke %2017 \/Gdbdp = 1 .
0 -
O n-ésimo momento central é dado por

M = / / kipte R0/ Gdbdp
0 -7

Para simplificagoes de cdlculos suponha que o = 1. A seguir, consideraremos o0s
sequintes casos para a curvatura gaussiana constante, K =0, K <0 e K > 0. Devemos

ressaltar que o caso K = —1 foi abordado nas teses de doutorado [1] e [2].

1. Para K =0, a densidade de probabilidade é dada por
p(p,0) = ke ™7p |
onde ki = ko /7 € a varidncia o* = 1/k,.

2. Para K <0, a densidade de probabilidade é dada por

k 2 .
p(p,0) = e sinh (V=Kp)

com

732K ke ST T
erf(vV—K /2vky)

onde erf(x) € a fungao erro definida para todo x positivo como

2 T
erf(z) = ﬁ/o e tdt .

ky =

A wvariancia € dada por

o 2/ —Khkae®/*2  \frerf(\/— K [4ks) (2ks — K)
B 4k2\/merf(\/— K [4ks) '

3. Para K >0, a densidade de probabilidade é dada por

o

k 2, .
p(p,0) = \/—%6"“2’3 [sin (VEp)| ,
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onde

2 — Jin

0o (i+1)m A ) -1
ki = VK (Z/ (—=1)fe " sin (VK p) d,o) .

Para valores ky > K, entao ki pode ser aproximada por

i7T_3/2€_K/4k2 /Kkg
T erf(ivVE 2V

Consequentemente a variancia satisfaz

2 2iv/KkoeX/4k2 4 frerf (in/ K [4ky) (2ky — K) |
4k2/merf(i/ K /4ks)

Para mostrar que (4.4) estd bem definida, explicitamos a densidade de probabilidade

para 0s casos: K =1, K =0 e K = —1, quando a variancia € igual a 1, isto é,

o K=1  pus(p,0) = 0.3124648430¢ "7 gin (p)
o K=0  puclp)=c"p/m,
o K=-1  puyplp,0) = 0.3157306071e """ sinh (p) .

Como os grdficos das densidades de probabilidade sdo aproximadamente os mesmos,
Figura 4.9(a), podemos verificar que (4.4) expressa com fidelidade a densidade de proba-
bilidade gaussiana para diferentes espacos. Devemos ressaltar que existe uma diferenca

entre as densidades, na quarta casa decimal, por uma questao de precisao da func¢ao erro

erf(x), Figura 4.9(b).

Exemplo 4.4. Neste exemplo descreveremos um método de construcao de uma conste-
lacao de sinais, cujas regioes de decisao sao triangulos equildteros, em um espaco bi-
dimensional com métrica induzida da superficie minima catendide, parametrizada por
X (u,v) = (cos (u) cosh (v),sin (u) cosh (v),v), com coeficientes da primeira forma funda-
mental dados por

E(u,v) = cosh? (u) = G(u,v) e F(u,v) =0 .

As geodésicas desse espaco satisfazem o sequinte sistema de equacdes diferenciais,
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0.14 T 8

T Prip(Pe0)-Pec(0:6)

0.1 B

p(p.6)

0.06 - B

0.02- . . -

3.5

Figura 4.9: a) densidades de probabilidade gaussiana valores de curvatura, 1, 0, —1. b)
diferenga entre Pp;,(p, 0) € Peye(p,0).

Figura 4.10: Desempenho da constelagao 4 — PSK em espagos com curvaturas 1, 0, —1.
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resultante de (3.10), dado por

u”(t) + 2u/(t)'(t) tanh (v) =0,

V() + [(v'(1))* = (w/(1))*] tanh (v) = 0 .

(4.18)

Uma solucdo geral que forneca todas as geodésicas €, no momento, desconhecida. Sabe-
se, a priori, que as catendrias descritas por X(u = const.,v) e o circulo descrito por
X (u,0) sao geodésicas desse espago. Portanto, foi necessdrio o desenvolvimento de um
programa que resolvesse numericamente (4.18) e fornecesse as geodésicas necessdarias para

a construcao dessa constelacao de sinais.

A constelagao de sinais da Figura 4.11 foi construida de forma que os sinais fossem os
baricentros das regioes de decisao, que no caso particular sao triangulos equildteros. Nessa
construcao partimos de um triangulo inicial e por reflexoes dessa regido fundamental em
torno de seus lados, geramos os outros triangulos congruentes ao inicial. Por exemplo,
o vértice vy € gerado por uma geodésica saindo de vy percorrendo uma distancia d até
interceptar perpendicularmente a geodésica ligando vy e vy e depois percorrendo igual

distancia d até vy.

ZAN% VN
i

Figura 4.11: Constelacao de sinais em um espago bidimensional com métrica da catendide.

Reflexoes desse tipo mao recobrem totalmente esse espaco. Isso decorre do fato da
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catendide nao possuir curvatura gaussiana constante, e sim

1

K(u,v):—m .

Esse fato ficard mais claro no proximo capitulo quando analisarmos constelagoes de
sinais em espacos de curvatura constante. Contudo, observe que podemos aumentar in-
finitamente essa constelagao no sentido do eixo u, refletindo-a em torno das geodésicas
planas X (u = cte,v) utilizando o Principio da Reflexao de Schwarz, [9]. Devemos res-
saltar que a constelagao de sinais estda no espaco bidimensional com métrica induzida da
catendide, Dy, e portanto, nao € necessario que os sinais X (x;) sobre a superficie sejam
sequer diferentes. Por exemplo, ndo é necessario que X (vy,uy) e X(vi,u; + 2m) sejam
distintos na superficie, mas que os sinais (vy,u1) e (vy,u; + 2m) o sejam em Dx. A

Figura 4.12 ilustra tal constelagao vista sobre as superficies catendide e helicode.

wWo -4 M W A o o N ™

4

(a) Catendide (b) Helicdide

Figura 4.12: Visualizagao da constelagao sobre as superficies.

4.2 Analise da Probabilidade de Acerto

4.2.1 A primeira variacao da probabilidade de acerto

Sejam X : D C R? — R?® uma superficie regular parametrizada e n : D € R?> — R

uma fungao diferencidavel. Uma variagdo normal de X (D), determinada por 7, é uma
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aplicagao X : D x (—e¢,¢) — R3, definida como
Xt(u,0) = X(u,0) + 0, 0)N(w,0), (,0) €D, L€ (-66),  (419)

onde N(u,v) é o vetor normal unitario da superficie X (u,v), veja Figura 4.13.

v(s,t)A
A x
€
X h(s, —e€)
X! h(s, €)
XO
Ty,
X—E
>
u(s,t)
Figura 4.13: Variacao normal da su-
perficie, X'(u,v). Figura 4.14: Variagao das curvas, h(s,t).

Os coeficientes Ef, F', G* da primeira forma fundamental de X*(u, v), sdo dados por

E' = E+2n< X,,N, > +t*n*> < N,, N, > +t°n> |
F' = F+tn(< Xy, Ny >+ < X, N, >) +t*0° < Ny, Ny > +t*n,1,
G' = G+2n< X, N, >+t*n> < N,, N, >+t .

Sejam Dyt o espaco bidimensional com métrica induzida da variagdo X' e X = {x; =
(ug,v1),xe = (U2, vs),...,2, = (Uy,v,)} uma constelagdo de sinais no espago bidimensi-
onal Dx:. No caso particular em que a densidade de probabilidade do ruido é gaussiana
circular, temos que a probabilidade de acerto, P, ,,, dado que o sinal z,, foi transmitido,

¢ dada por
Po(t) = / / key (t)eR2OF O SRiGE — (FY2 dudo | (4.20)

onde R, é a regiao de decisao do sinal x,,, d(t) = d(zm,z), * = (u,v) é um ponto da

regido de decisdo, R, e ki(t), ko(t) s@o constantes que de pendem do sinal transmitido
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T, € que, para todo t, satisfazem
/ / (1) e OO JEIGE— (FO2 dudy = 1 .
D
A energia do ruido, o2, é dada por
o’ = // ky (8)d2(8)e 2 OF O B GE— (F4)?2 dudo . (4.21)
D

Seja h(s,t) = X'(u(s),v(s)) uma curva diferencidvel ligando o sinal x,, ao ponto =,

para cada t € (¢, —¢), Figura 4.14. Podemos escrever d(t) como

d(t) = /Ol<ah(<9?t)’ahé?t)>1/2ds

l
= /0 V(W (5,1))2E 4 2u/ (s, t)v' (s, ) Ft + (v/(s,1))2Gt ds |

onde z,,, = (u(0,1),v(0,t)) e x = (u(l,t),v(l,t)). Como o dominio permanece 0 mesmo na
variagao da superficie X (u,v), entdo esses dois pontos ficam fixos no dominio, para todo

t € (—e,€), e isso implica que

ou(0,t) ou(l,t)
ot 0, ot 0,

0v(0,t) B ov(l,t) B
ot 0, ot 0.

Teorema 4.1. Para a varia¢ao X'(u,v) dada em (4.19), e tomando a energia do ruido
constante, temos que derivada da probabilidade de acerto é um ponto critico para t = 0

se, e somente se, X°(u,v) € o plano.

Demonstragao:

A derivada de P, ,,(t) em relagao a t é

P .
Henld — [ statomayi G e 00 BGT = dude
ot ot
BE‘ OE" ryt 4 ptoGt 8Gt _ QptoFt 8Ft
+ // kl(t)e_k2 D) gy, dy
- Eth ( )2
— / / kl(t)dQ(t)—akgt( e R OFO [EIGE— (F1)2 du dv
+ // —8kalt(t)e_l”(t)dz(t)\/Eth — (F')?dudv . (4.22)

o1




Capitulo 4. Construcao e analise de Constelacoes de Sinais em Superficies

Para t = 0, obtemos

OE!
— = 2n < Xy, N, >= —2ne ,
ot =0
0G?
—_— = 2n< X,,N, >= —2ng ,
ot =0
OF?
Y = T/(<Xu7Nv>+<XvaNu >):_277f,
ot e

onde e, f, g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental da superficie X°(u, v).

Assim, podemos reescrever o segundo termo de (4.22) como

_ eG —2fF 4+ gF _
// —kie k2d2(t)77 \/E’Gfi—F’Qg dudv:// —kqe deZ(t)nH\/EG—Fz dudv ,

onde H é curvatura média da superficie X°(u, v). Como o elemento de drea \/ E!Gt — (F*)?
e a distancia d(t) sdo sempre positivos, entao esse segundo termo é nulo para toda fungao

n se, e somente se, H é uma funcao nula, isto é, X"(u,v) é uma superficie minima.

O primeiro termo de (4.22), em t = 0, é igual a

— / / 2k1(0)k2(0)d(0)d' (0)e ¥ OV EG = F? dudv | (4.23)

m

onde d'(0) é derivada da distancia em relac¢do a t para t = 0.

Observe que (4.23) é zero se, e somente se, d'(0) = 0. Sabemos que a derivada de d(t)

em relacao a t ¢ dada por

od(t) /l 8 /0h(s,t) Oh(s,t)\? e /l 0%h(s,t) Oh(s,t)\ /Oh(s,t) Oh(s,t)\ 2 ;
ot J, ot\ a9s ' 0s =)\ atos 1 s 9s ' 0s >

Caso a curva h(s,0) seja parametizada pelo comprimento de arco, entao

<ah(s,0) 3h(5’0>> —1.

ds = Os

Portanto, podemos escrever d’'(0) como
L /52
0°h(s,t) Oh(s,t
)= [ (200 1
0 Otos 0s

52

ds. (4.24)
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Como

<82h(s,t) ah(s,t)> _ g<ah(s,t) ah(s,t)> B <ah(s,t) 8%(52, t)> |

0sot = Os 0s ot ' Os ot ' Os

podemos reescrever (4.24) como

od(t) 3 :/Ol%<ahést, t))@hé?t)>

ot

ds . (4.25)

t=0

/l<6h(s,t) 82h(s,t)>
ds — ,
0 0 ot 0s?

Usando as equagoes

Oh(s,t) Ju(s,t) Jvu(s,t)
alaGILT) X X, N,
ot |, o T
Oh(s,t) Ju(s,t) Ov(s,t)
—_— = X X

s |, Y 0Os T ds

e as condigoes em (4.22) no primeiro termo de (4.25) encontramos

(28,20 0y (20 Y0y

A segunda derivada de h(s,t) em relagao a s é

0?h(s,t)

D52 = Xuu"(s) + Xuu(u ()) + 22X, (s)V'(5) + (/(3>)2+XUUN(S)

(s
= (W(s) + (W(5))TY, + 20/ ()0 ()T + (v/(5))°Thy) X,

+ (v"(s) + (u' ()T + 20/ (s)v' ()T, + (v'(5))"T3) X,
+ ((W/(5))%e + 2/ ()v'(s).f + (v'(5))*g) NV

onde I'}; sdo os simbolos de Christoffel da superficie X°(u,v) dados em (3.11).

Observe que se os vetores Oh(s,t)/0t|—o e O*h(s,t)/s*|i=o forem ortogonais, entao o
segundo termo de (4.25) é zero. Uma possibilidade ocorre se h(s,0) for uma geodésica
na superficie h(s,t), pois 9*h(s,t)/0s?|1=¢ é normal a superficie h(s,t). Porém, isso nio
implica que a curva h(s,0) seja uma geodésica na superficie X°(u, v), pois as superficies

h(s,t) e X°(u,v) nao sao localmente isométricas.
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Como
<ah§?t),a’5§’t>>to = (W) + ()T + 20 (P ()T + (01 (6))TR) B2

(1) + (0l ()T, + 20/ (P ()T, + (0 (6)) T3 620000

((u'(s)%e + 2u/(s)V'(s)f + (' (5))*g)n

+
+

entao, uma outra possibilidade para que o segundo termo de (4.25) seja zero ocorre quando

a curva h(s,0) for uma geodésica,

u’(s) + (/(s))° Ty + 20/ (s)V' ()T + (V'(s)) T, = 0,
(4.26)
v"(s) 4+ (W/(5))*TH + 2/ (s)v'(s)I'Fy + (v/(s))°13, =0,

e a segunda forma fundamental da superficie X°(u,v) sobre a curva h(s,0) seja zero, isto

é, a curva h(s,0) é uma linha assintética,
(u'(s))?e + 2u'(s)V'(s) f + (V'(5))?g = 0.

Sabemos que se uma curva for simultaneamente uma geodésica e uma linha assintética,
entao ela é uma reta. E se todas as geodésicas de uma superficie minima forem retas,
entao essa superficie é o plano.

Para que os dois tltimos termos de (4.22) sejam zero em ¢ = 0, devemos usar o fato

da energia do ruido ser constante na variagao e encontrar a seguinte relacao

Ok, ()
ot

ks (£)
ot

— k1(0)d*(0)

t=0

=0.

t=0

Do Exemplo 4.2 sabemos que se X°(u,v) é o plano, entao a densidade de probabilidade
condicional, p(y/x,,), dado que o sinal x,, foi transmitido coincide com a densidade de
probabilidade do ruido quando o canal for gaussiano. Esse resultado também era esperado
em um sistema de comunicacgao digital, pois é comum utilizarmos o ruido gaussiano como
fator de pertubacao do sistema de transmissao quando analisamos o desempenho de uma
constelacao de sinais no espaco euclidiano n-dimensional.

No proximo capitulo sera apresentado um resultado mais geral, que dentre outros,
afirma que o ruido gaussiano n-dimensional usual é o ruido inerente do espaco euclidiano

n-dimensional.
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4.2.2 Segunda variacao da probabilidade de acerto

Para garantirmos que o ponto critico da probabilidade de acerto seja um ponto critico
de maximo para t = 0 devemos ter que a segunda derivada da probabilidade de acerto
seja menor que zero em t = 0.

Se considerarmos que a primeira derivada em relacao a t da probabilidade de acerto
seja igual a zero para t = 0, entao obtemos que sua segunda derivada para t = 0 é dada

por

O?Pym(t)
ot

2
= - / / 2k2(0)k1(0)d(0)a d(t) e RO O/EG = F? du du
t:0 m

o |,_,

9? EtGt Ft)2
at2( - () )‘t:O —k2(0)d2(0)
+ k1(0 2 dudv . 4.27

//m 2VEG — F? 1(0)e e ( )

Como a distancia d(t) é calculada por geodésicas, e essas curvas minimizam localmente

a distancia entre dois pontos, entao a segunda derivada de d(t) em relacao a ¢ é localmente
positiva. Usando esse fato, verifica-se facilmente que o primeiro termo de (4.27) é sempre
negativo.

Como X%(u,v) é o plano, entao
92

S (E'G = (F)?)

ot

02Et OB oGt 092Gt O2Ft OFt\?
ot2 G'+2 ot ot +2 ot2 EtJFWF“rZ( )

= 2(n2+4dminl+n2) .

t=0 t=0

Observe que o segundo termo de (4.27) pode ser reescrito como

/ / (2 + 40202 + 2 )kye 2O du do |

que ¢é sempre positivo. Entretanto, podemos escolher a fungao n(u,v) de forma que esse
termo seja suficientemente pequeno para que 9*F, ,,(t)/0t* seja negativa em t = 0.
Portanto, o ponto critico da probabilidade de acerto em ¢ = 0 é um ponto critico de

mAaximo.
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Capitulo 5

Constelacoes de Sinais em

Variedades Riemannianas

Até onde é de nosso conhecimento, trataremos de uma proposta de construgao de cons-
telagao de sinais em um contexto nao considerado anteriormente na literatura cientifica.
Entao, para que seja possivel construir e analisar as constelagoes de sinais em variedades
riemannianas é necessario estender os conceitos de constelagoes de sinais, probabilidade
de erro e energia de transmissao para a teoria de variedades diferenciaveis. Na Secao 5.1
intorduzimos, de forma sucinta, alguns conceitos importantes sobre geometria riemanni-
ana, que sao essenciais ao ententimento desse capitulo, usamos para tanto as literaturas
[7] e [12].

5.1 Introducao a Geometria Riemanniana

A nogao de variedade diferenciavel é necessaria para estender os métodos do Célculo

Diferencial a espacos mais gerais que o R™.

Definicao 5.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto M e uma

familia de aplicacoes biunivocas x, : U, C R — M de abertos U, de R™ em M tais que:
1. Upza(Uy) = M.

2. Para todo par « e 3, com 2, (Uy)Nxg(Ug) = W # ¢, os conjuntos x,* (W) e xgl(W)

sao abertos em R" e as aplicagoes mgl o x, sao diferencidveis (Figura 5.1).
3. A familia {(Uy, o)} € mdzima relativa as condigoes (1) e (2).
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Us xg (W)

Figura 5.1: Mudanca de parametros.

O primeiro exemplo de variedade acessivel a nossa experiéncia é uma superficie regular
do R3. Um outro exemplo de variedade diferencidvel é o espaco projetivo real P"(R),
definido pelo conjunto das retas do R"™! que passam pela origem 0 = (0,...,0) € R**;
isto ¢, P"(R) é conjunto das “diregoes” de R" 1.

De agora em diante diferenciavel significara sempre de classe C*°, e quando indicarmos
uma variedade por M", o indice n indicara a dimensao de M.

Nesse momento é conveniente estender, a variedades diferenciaveis, a nocao de vetor

tangente.

Definicao 5.2. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma aplicacao diferencidvel o :
(—€,€) — M € chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que «(0) = p € M,
e seja D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O wvetor tangente a curva «

emt =0 € uma funcao o/(0) : D — R dada por

Z 8@

Da Definigao 5.2 podemos afirmar que um vetor tangente em p é o vetor tangente em

foa)
ot

dx;
dt

o (0)f =

Zx &E febpb.

t = 0 de alguma curva « : (—€,¢) — M com «(0) = p, e definir o espago tangente de M

em p, T,M, como o conjunto dos vetores tangentes a M em p.

Definicao 5.3. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidaveis. Uma aplicacdo diferecidvel
¢: M — N € uma imersao se do, : T,M — Ty,)N € injetiva para todo p € M. Se, além
disto, ¢ € um homeomorfismo sobre (M) C N, onde ¢p(M) tem a topologia induzida por

N, dizemos que ¢ € um mergulho. Se a inclusao i : M C N é um mergulho, dizemos que

o7



Capitulo 5. Constelacoes de Sinais em Variedades Riemannianas

M € uma subvariedade de N.

O fibrado tangente é um outro exemplo de variedade diferenciavel, e pode ser definido
da seguinte maneira. Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja TM = {(p,v);p €
M,v € T,M}. O conjunto M, munido de uma estrutura diferenciavel (de dimensao 2n)
serd chamado fibrado tangente de M. Este é o espaco natural de se trabalhar quando

estamos tratando de questoes que envolvem posigoes e velocidades.

Definicao 5.4. Um campo de vetores X em uma variedade diferenciavel M é uma cor-
respondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicagoes, X € uma aplicacao de M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel

se a aplicacao X : M — TM ¢€ diferencidvel.

Considerando uma parametrizacao x : U C R" — R"™ é possivel escrever

onde cada a; : U — R é uma funcao em U e {%} é a base associadaaz,i=1,...,n. E

claro que X ¢é diferenciavel se, e somente se, as funcgoes a; sao diferenciaveis.

5.1.1 Métrica riemanniana

Definicao 5.5. Uma métrica riemanniana (ou estrutura riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M € uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um pro-
duto interno ( , ), isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida no espago
tangente T,M, que varia diferencialmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M

¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(xy,xs,...,2,) = q¢ € z(U)

e 8‘; (q) = dzg(0,...,1,...,0), entdo <6%i(q), %(q) = ¢;j(x1,...,2,) € uma fungdio

q
diferencidvel em U.

E claro que esta definicao nao depende da escolha do sistem de coordenadas.

Uma outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica riemanniana ¢ dizer
que para todo par X e Y de campos de vetores diferenciaveis em uma vizinhanca V' de M,
a funcdo (X,Y’) é diferenciavel em V. E imediato verificar que a definicao é equivalente

& anterior.

Definicao 5.6. Sejam M e N wvariedades riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N

(isto €, f € uma bijecdo diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado uma isometria
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se:
(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) sy para todop e M, u,v € T,M .

E usual dizer que a variedade riemanniana M ¢é localmente isométrica a variedade
riemanniana N se para todo p em M existe uma vizinhanca U de p em M e uma isometria
local f: U — f(U) C N.

Exemplo 5.1. Seja M = R"™ com %, identificado com e; = (0,...,1,...,0). A métrica
¢ dada por (e;,e;) = 0; ;. R™ € chamado espago euclidiano de dimensao n e a geometria

riemanniana deste espago € a geometria da métrica euclidiana.

Vamos mostrar agora como uma métrica riemanniana pode ser usada para calcular

comprimentos de curvas.

Definicao 5.7. Um campo vetorial V' ao longo de uma curva c: I — M é uma aplicagao
que a cada t € I associa um vetor tangente V (t) € T yM. Dizemos que V € diferencidvel
se, para toda fungao diferencidavel f em M, a fung¢iaot — V(t)f € uma funcgdo diferencidvel

em I.

A restrigdo de uma curva ¢ a um intervalo fechado [a,b] C I chama-se um segmento.

Se M ¢ riemanniana, definimos o comprimento de um segmento por

b Jde de\ Y
Pc(t)) = —, — ) dt
de(t)

onde % é um campo vetorial ao longo de ¢(t), chamado campo tangente de c.

Vamos mostrar como uma métrica riemanniana permite definir uma nocao de volume
em uma variedade riemanniana orientada M™.

Seja p € M e seja x : U C R" — M uma parametrizagao, com p € z(U), na
orientacao de M. Considere uma base ortogonal positiva {ei,...,e,} em T,M e escreva

Xi(p) = %(q) na base e;: X;(p) = >_;; ajje;. Entao,

9ik(p) = (X, Xi)(p) = Zaijakl<€j; €)= agar; -

J

Como o volume vol(X1(p), ..., X,(p)) do paralelepipedo formado pelos vetores X (p),
.., Xn(p) em T,M éigual a vol(ey,...,e,) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz

(a;j), temos que

vol(X1(p), ..., Xn(p)) = det(a;j) = \/det(gi;)(p)-

39



Capitulo 5. Constelacoes de Sinais em Variedades Riemannianas

Seja, agora, R C M uma regido (conjunto aberto e conexo), cujo fecho é compacto.
Suporemos que R estd contida em uma vizinhanga coordenada x(U), e que a fronteira de

z~'(R) C U tem medida nula em R". Definiremos o volume vol(R) em R pela integral

em R"
vol (R, ——/ \/det(g;;)dxy ... dx, . 5.1
( ) () ( ]) 1 ( )

5.1.2 Conexoes riemannianas

Indicaremos por x (M) o conjunto dos campos de classe C* em M e D(M) o conjunto

das funcoes reais de classe C'*° definidas em M.
Definicao 5.8. Uma conexdo afim 'V em uma variedade diferenciavel M € uma aplica¢ao
VX (M) x x(M) — x(M)
que satisfaz as sequintes propriedades:
i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ.

i) Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ.

iii) Vx(fY) = [VxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € x(M) e f,g € D(M).

Uma conexao V em uma variedade riemanniana M é compativel com a metrica se, e

somente se,

XY, Z) = (VxY,Z)+ (Y,Vx2), X,Y,Z € x(M).

Uma conexao V em uma variedade riemanniana M ¢é dita simétrica quando
VXy—VyX:[X,Y], X,YGX(M).

Definicao 5.9. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é denominada

Riemanniana se satisfaz as condicoes:
i) V € simétrica.
ii) V € compativel com a métrica riemanniana.
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A conex@o riemanniana estd univocamente determinada pela métrica (,). Portanto,
caso exista, ela é unica.

Os simbolos de Christoffel de uma conexao riemanniana de M sao dados por

g]k: gkz axkgu g )

onde ¢g*™ ¢ um elemento da matriz (g*™), inversa da matriz (gem)-

Em termos dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante tem a expressao classica
DV
TS S e
k

onde V' =3, v;X; é um campo de vetores.

5.1.3 Geodésicas

No caso de superficies em R3, a idéia de derivada covariante pode ser descrita da
seguinte maneira. Seja S C R3 uma superficie, ¢ : I — S uma curva parametrizada em S,
e V : I — R um campo de vetores tangentes a S ao longo de c¢. O vetor dV (t)/dt, t € I,
nao pertence, em geral, ao plano tangente T,)S. A nogao de derivada de um campo de
vetores nao é, portanto uma nocao da geometria “intrinseca” de S. Para remediar este
inconveniente, consideramos, em vez da derivada usual dV'(t)/dt, a chamada derivada
covariante DV/(t)/dt que é a projecao ortogonal de dV(t)/dt sobre T,4)S; em outras
palavras, DV (t)/dt é a derivada de V' como “vista de S”.

Definicao 5.10. Uma curva parametrizada v : I — M € uma geodésica se, e somente
se, 2(2) = 0. Se [a,b] C I ey:I— M for uma geodésica, a restrigio de v a [a,b] serd
chamada segmento de geodésica ligando v(a) a y(b).

As equacgoes locais satisfeitas por uma geodésica y(t) = (z1(t),...,z,(t)) em um sis-
tema de coodenadas (U, z) em torno de v(t,), t, € I, é o sistema de equagoes diferenciais

de segunda ordem

P | g Ao d;
dt? — Y dt dt

,

=0, k=1,....n. (5.2)

As geodésicas tem a propriedade local de minimizar o comprimento de um segmento de

geodésica. Convém observar que se considerarmos um segmento suficientemente grande
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de geodésica ele pode deixar de ser minimizante. Por exemplo, as geodésicas de uma
esfera que partem de um ponto p nao sao minimizantes depois que passam pelo antipoda

de p.

5.1.4 Curvaturas

Apresentaremos uma definicao de curvatura que, intuitivamente, mede o quanto uma

variedade riemanniana deixa de ser euclidiana.

Definicao 5.11. A curvatura R de uma variedade riemanniana M € uma correspondéncia

que assoacia a cada par X, Y € x(M) uma aplicagio R(X,Y) : x(M) — x(M) dada por
R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ+NVixyZ , Zex(M),
onde V € a conexao riemanniana de M.

Intimamente relacionado com o operador curvatura estd a curvatura seccional (ou

riemanniana), que passamos a definir.

Definicao 5.12. Dado um ponto p € M e um subespaco bidimensional ¥ C T,M o
nimero real K (x,y) = K(X), onde {z,y} € uma base qualquer de ¥, é chamado curvatura

seccional de X em M, definido por

(x7 y’ x? y)

)

onde (z,y,z,y) = (R(z,y)z,y) e |z Ayl = /|z]* + |y]? — (x,y)? representa a drea do

paralelogramo bidimensional determinado pelo par de vetores x,y.

5.1.5 Imersoes isométricas

Seja x : M — M uma imersao de uma variedade diferenciavel M de dimensdo n em
uma variedade riemanniana M de dimensdo k = n +m. A métrica riemanniana de M
induz, de maneira natural, uma métrica riemanniana em M, isto ¢é, se vi,v; € T,M,
definimos (vy,v2) = (dfy(v1),df,(v2)). Observe que nessa situacdo, z passa a ser uma
imersdo isométrica de M em M.

Denotaremos por { , ) a métrica em M e por V a conexdo riemanniana associada a

esta métrica. Identificaremos cada ponto p € M com a sua imagem z(p) e cada vetor
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v € T,M com dxy,-v € T, 5. Com relagao ao produto interno em T, M, consideremos a

decomposicao de T, pM na soma direta
TPM =T,M® (TPM)J_a

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T, M em T, M.
Se v e TI,M, p € M, podemos escrever

v=ov"+o, Wl eT,M, N e (T,M)*".

T N

Denominamos v* a componente tangente de v e v a componente normal de v.

Queremos definir a segunda forma fundamental da imersdao f : M — M. Para isto

convém introduzir previamente a seguinte definicao. Se X, Y sao campos em M, entao
B(X,Y)=VxY —VxY

é um campo local em M normal a M, e a aplicacdo B(X,Y) é bilinear simétrica.

Definicao 5.13. A forma quadrdtica II,, definida em T,M por

¢ chamada a seqgunda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

A expressao da aplicacao linear associada a segunda forma fundamental em termos da

derivada covariante é

Sp(w) = =(VaN)"
onde N é uma extensao local de  normal a M.

Definigao 5.14. Uma imersao é minima, se para todo p € M e todo n € (T,M)*, temos
que o trago de S, = 0.

O vetor normal dado por

1
H= L3 (im0 Son
1
nao depende do referencial ortogonal {ny,ns,...,n;} escolhido. O vetor H é chamado o
vetor curvatura média de f. E claro que f é minima se, e somente se, H(p) = 0, para

todo p € M.
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5.2 Constelacoes de Sinais

Na construcao das constelacoes de sinais em uma variedade riemanniana, deve-se con-
siderar a métrica riemanniana em cada um dos blocos modulador, canal e demodulador
(Figura 1.1), interpretados como o espa¢o métrico (Ej3, d3). Essa métrica deve ser a mesma
em cada um dos blocos, pois queremos “casa-los” de maneira a aumentar o desempenho

do sistema tratado.

5.2.1 Modelo do sistema

Defini¢ao 5.15. Uma constelagio de sinais X = {x1,...,T,} em uma variedade rie-

manniana M™ com um sistema de coordenadas (U, y) € um conjunto de pontos n-dimensionais

X = {ZEI = (y117y217 . 7yn1)7 ey Iy = (y1m7y2m7 P ;ynm)} - U.

A distancia d(z;, z;) utilizada na construcgao e andlise de constelacoes de sinais em M™

¢ dada pela distancia geodésica entre os sinais em M, isto é

d(z;, ;) = /:' <dzi_§t)’ dzl_it)>l/2 dt , (5.3)

onde y(t) = (y1(t),...,yn(t)) é uma geodésica, ou seja, satisfaz o sistema de equagoes

diferenciais de segunda ordem dado por

d*yp, dy; dy;
| R R
az 2t g

17]

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel da conexao riemanniana de M.

5.2.2 Processo de demodulacgao

Podemos relacionar a a¢ao do ruido em um canal de transmissao como uma transfor-
magao T'(x,,) = y, que leva o sinal transmitido x,, no sinal recebido y. Consideraremos

que essa transformacao é dada por
y="T(zp) =exp(xy,,v), vel, M,

onde exp(x,,,v) é a aplicacao exponencial. Geometricamente, exp(x,,,v) é o ponto de X

obtido percorrendo um comprimento igual a |v|, a partir de x,,, sobre a geodésica que
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passa por z,, com velocidade igual a ﬁ

Considere que o vetor v = (v, ..., v,) seja uma variavel aleatéria obtida das varidveis
aleatérias vj, 7 = 1,...,n. Por exemplo, se v;, 7 = 1,...,n forem varidveis aleatérias
gaussianas entao v também serd gaussiana, pois 1, M é um espaco vetorial n-dimensional,
ou seja a transformacao é linear. Caso nao seja, v nao sera gaussiano. Estamos supondo
que a variedade é completa, isto é, para todo p € X, a aplicacdo exponencial, exp(p,v),
estd definida paa todo v € T, M.

Podemos verificar que a densidade de probabilidade do ruido sobre a variedade M é
a mesma da variavel aleatéria v. No caso particular que v é gaussiana circular, isto é,
as varidveis v, e v, sao gaussianas de mesmas variancias, podemos definir a densidade de

probabilidade da variavel aleatéria y, dado que x,, foi transmitido, como

p(y/xm> = kleszdz(y,xm) \/ det(Qzﬂ) ) (54)

onde d*(y, z,,) é distancia geodésica ao quadrado entre o sinal recebido y e o sinal trans-
mitido z,,, \/det(gi;) é o elemento de volume da variedade, gij(zm) = (-2 (Tm), 72 (Tm))

Oy; ? Oy;
sao os coeficientes da métrica de M, e ki, ky sao constantes que satisfazem, para todo

sinal z,,, a condicao

/ kle*deQ(y’xm)\/det(gij) dyy ... dy, =1,
D

onde D é um subconjunto de M onde a constelacao de sinais estd definida.

Seja R, a regiao de decisao do sinal z,,, ou seja, o conjunto representando todos os
pontos que sao decididos como x,,. Entao, se o sinal z,, for transmitido, a probabilidade

do demodulador decidir pelo sinal pertencente a R,,, isto é, decidir corretamente, é dada

Pom = / kle_deQ(y’xm)\/det(gij) dy; ... dy, , (5.5)

m

por

0O n-ésimo momento central é definido como

M = /D 4"y, ) Dy 2) s - -

A probabilidade de decisao erronea dado que x,, foi transmitido é igual a um menos a

probabilidade de acerto, P,,, =1 — P,,,. A probabilidade média de erro da constelagao
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sera

Pe = Zp(xm)Pe,m ) (5'6)

onde p(x,,) é probabilidade de transmitirmos o sinal x,,.

Utilizando o mesmo raciocinio do caso das superficies podemos admitir que o canal
possa ser plenamente especificado por p(y/z;), j = 1,...,m, a probabilidade condicional
de receber y dado que o sinal x; foi transmitido. No caso particular em que o receptor é
de maxima verossimilhanga devemos decidir pelo sinal x; que maximize p(y, z,), isto é,
pelo sinal x; mais préximo de y.

A energia média da constelagao é dada por
E =Y p(an)d* (2, ) | (5.7)
X

onde ¥ é o baricentro da constelacao, que minimiza a poténcia média total.
Para encontrar  devemos calcular a primeira derivada da energia média em relagao
a T, e supor que a mesma seja zero para r = . Entao T satisfaz para j = 1,...,m a

equagao diferencial

oF
a—t = Zp(xm)d(a:m, T)dy, (T, T)|o=z = 0, (5.8)
yj T=T X
A unicidade da solugao de (5.8), para j = 1,...,m, fornece o valor de z.

5.2.3 Constelacoes de sinais em espacgos de curvatura constante

Entre as variedades riemannianas, aquelas de curvatura seccional constante sao as
mais simples. Uma propriedade importante desses espacos de curvatura constante é o
de possuirem um numero suficientemente grande de isometrias locais. Isto significa que
nestes espagos ¢ sempre possivel “deslocar” isometricamente dois triangulos pequenos
colocados em posicoes diferentes e verificar que eles podem ser sobrepostos.

Uma variedade riemanniana completa M com curvatura seccional constante da origem
a um recobrimento regular 7 : M — M/I’, onde I" é um subgrupo do grupo das isometrias
de M, e a agdo de T' é transitiva em M, isto é, a érbita I'c = {gx;g € T'} de um
ponto x € M é M. Tal recobrimento induz de maneira natural constelagoes de sinais

geometricamente uniformes em M. Os sinais dessa constelagao sao os baricentros das
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regioes fundamentais associadas a I'.

Em outras palavras, uma variedade riemanniana completa M junto com um grupo
transitivo de isometrias G satisfazem o seguinte axioma:

Azioma de Mobilidade Livre: Sejam p,p € M, v1,7,2 segmentos geodésicos de M que
comecam em p e formam um angulo o em p, e V1,2 segmentos de geodésicas com origem
em p e formam um dangulo o em p. Entao existe g € G, com g(p) = p, g(m) = T,
9(72) = P

Este axioma corresponde a “igualdade de triangulos” na geométria euclidiana, e impli-
ca, evidentemente, que é possivel construir constelagoes de sinais com espectro de distancia
independente do sinal considerado e regioes de decisao congruentes, isto é, constelagoes
geometricamente uniformes.

Portanto, encontrar todas as constelagoes geometricamente uniformes nos espacgos de
curvatura constante, significa determinar todos os subgrupos que operam de modo tran-
sitivo nesses espacos. Porém, a determinacao de tais subgrupos é um problema dificil.

Nesse momento sera desenvolvido um método para a geracao de algumas constelacoes
de sinais geometricamente uniformes em espacos bidimensionais de curvatura constante,
cujas regioes de decisao sao poligonos regulares.

Como consequéncia do Teorema de Gauss-Bonet, [5], sabe-se que a soma dos angulos
internos de um triangulo formado por geodésicas em uma variedade bidimensional, M?,

(Figura 5.2), é dada por

oz+ﬁ—|—7:7r—|—/ K (u,v)\/ 911922 — gipdu dv | (5.9)
Ry

onde K(u,v) é a curvatura gaussiana, \/gi1922 — g3, ¢ elemento de drea, e R; é regiao
delimitada pelo triangulo em M?2.

Podemos usar esse fato para encontrarmos a soma dos angulos internos de um poligono
de p lados. Para tanto, devemos inicialmente escolher qualquer ponto interior ao poligono

e particionarmos o poligono em p triangulos geodésicos como mostrado na Figura 5.3. De

(5.9), temos
o+ Bi+v=1+ / K (u, U)\/ 11922 — ghdudv |
Ry,

onde Ry, é a regiao delimitada pelo triangulo i.

Aplicando a somatéria em ambos os lados da equacao acima, encontramos

P P P p
Zai + Z(ﬁi +7i) = ZW + Z// K(Uav)\/gngm - szdUd’U .
i=1 i=1 i=1 i=1 Ry,
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Figura 5.2: Triangulo geodésico. Figura 5.3: Poligono geodésico.

Como > 7  a; = 21 e a somatéria das integrais em todos os triangulos resulta na

integral do poligono, entao

p

Y Bt =(p-2)r+ //R K(u,v)\/ 911922 — ghrdudv , (5.10)

i=1
onde R ¢é a regiao delimitada pelo poligono.

Se a curvatura gaussiana de M? for constante, entao podemos construir um poligono
regular de p lados, e encontrar um grupo de simetrias I" desse poligono de forma que
o quociente de M? por I' recubra toda o espaco, e cada vértice seja recoberto por ¢

poligonos.

Para uma variedade M? com curvatura gaussiana constante igual a K, temos que um
poligono regular possui angulos internos iguais a ¢, logo a soma dos angulos internos é pf.
Como cada vértice é recoberto por ¢ poligonos entao # = 27 /q. Fazendo uso de (5.10)
encotramos

2

onde A é a area do poligono.

Adicionando 4 a ambos os lados da equacao e fazendo algumas manipulagoes algébricas,

encontramos

(p—2)(g—2) =4~ q[;A. (5.11)

Quando K # 0 podemos encontrar a area do poligono A,, em funcao de p, ¢ e K, da
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forma

4—(p—2)(qg—2)
A, = . 5.12
p =T 0K ( )
Portanto, podemos construir constelagoes geometricamente uniformes {p, ¢}, onde p e

q satisfazem (5.11) em variedades riemannianas de curvatura constante K.

Exemplo 5.2. Nesse exemplo analisaremos a construcao de constelacoes de sinais no
caso particular em que a curvatura seccional da variedade bidimensional € constante.
Como ao multiplicarmos uma métrica riemanniana por uma constante positiva ¢ a sua
curvatura seccional € multiplicada por 1/c, entdao analizaremos apenas os caso em que a

curvatura € igqual a 1, 0 ou —1.

o Caso K =1:

A superficie associada nesse caso € a esfera. Tomemos a tesselagao por poligonos
requlares, em uma esfera, cuja drea é igual a 4m. Nesse caso, a equagio (5.11) se

transforma em
(p—=2)(g—2)=4-14q,

e suas solugoes sao 0s solidos Platonicos dados pela Tabela 5.1.

{p,q} A nimero de regioes poliedro
{3,3} | =« 4 tetraedro
{3,4} | 7/2 8 octaedro
{3,5} | ©/5 20 icosaedro
{4,3} | 27/3 6 cubo
{5,3} | ©/3 12 dodecaedro

Tabela 5.1: Recobrimentos da esfera por poligonos regulares.

Um exemplo de constelagao de sinais usando o recobrimento {3,3} no espago bidi-
mensional com métrica g1 = 1, go = sin? (p), g12 = g1 = 0 em um sistema de
coordenadas polares, (p,0), € mostrada na Figura 5.4. As coordenadas polares dos

sinais sao mostradas na Tabela 5.2.

Um outro exemplo de constelagao de sinais nesse mesmo espaco € dado pelo reco-
brimento {3,4}, veja Figura 5.5. As coordenadas polares dos sinais sio mostradas
na Tabela 5.3.

o Caso K =0:
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T 450

180° |

,é;oo T g0
Figura 5.4: Constelacao {3,3} no espago Figura 5.5: Constelacao {3,4} no espago
bidimensional com curvatura 1. bidimensional com curvatura 1.

A superficie associada nesse caso € o plano euclidiano bidimensional, e os recobri-

mentos por poligonos requlares satisfazem
(pP—2)(qg—2)=4.

As solugoes sao {3,6}, {4,4} e {6,3}. Observe que podemos recobrir o plano com
poligonos do mesmo tipo sem que a drea do poligono seja fiza, como acontece no

caso onde K = 1.

o Caso K = —1:

Como dito anteriormente o caso K = —1 foi abordado nas teses de doutorado
[1] € [2]. O espago associado a essa curvatura é o espago hiperbdlico, e os seus

recobrimentos por poligonos regulares satisfazem
P—2)(¢—2)>4.

As solugoes sdao infinitas, porém existe uma restri¢cao para a drea de cada poligono

dada por

p-2)-2) -4
q |

A:

/4
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X P 0

) arccos (v/3/3) 0
l‘i P 0 Ty | arccos (v/3/3) /2
o 0 0 x3 | arccos (v/3/3) T
2 arccos (—1/3) 0 x, | arccos (v/3/3) 3r/2
T3 arccos (—1/3) 27/3 w5 | arccos (—v/3/3) 0
Ty arccos (—1/3) 47/3 wg | arccos (—v/3/3) | 7/2
x5 | 2w — arccos (—1/3) | /3 7 | arccos (—v/3/3) T
xg | 2 —arccos (—1/3) | zg | arccos (—v/3/3) | 3m/2
x7 | 2w — arccos (—1/3) | bm/3 Ty | T+ arccos (v3/3) | 0

Tabela 5.2: Sinais da constelacao {3, 3}. Tabela 5.3: Sinais da constelacao {3,4}.

Exemplo 5.3. Seja x : [0,27) x [0,27) — R* dada por

x(0,9) =

——(cos 0,sin 0, cos ¢, sin @)

V2

uma imersio do R? na esfera unitdria S*(1) C R*, cuja imagem x(R?) € o toro T?, toro de
Clifford. FEsse toro possui curvatura seccional zero na métrica induzida, pois tem métrica
produto de espagos de curvatura zero. A imersao do toro T* na esfera unitdria S3(1)

induzida por x € minima. Para mostrar esse fato, tomemos os vetores
e1 = (—sinf,cos6,0,0), ey = (0,0, —sin¢,cos ) ,
como uma base ortonormal do espaco tangente, e os vetores
(—cosf, —sin @, cos ¢, sin @) ,

n, = cosf,sinf, cos ¢, sin @), mng =

-

=
V2
como uma base ortonormal do espagco normal.

A aplicagdo linear associada a sequnda forma fundamental, S,(z), para cada um dos

vetores ny e ny € dada por

o (V2 o0 ¢ _ (V2 o0
niy - O _1/\/§ ) ng — O _1/\/§ .
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O vetor curvatura média € dado por

m

1
H=— t Sn )
- Z( rago Sy, )n

=1

onde m € a codimensao da 1mersao.

Observe que o vetor my ndo pertence ao espaco tangente de S3(1), portanto H =
trago{Sn,}ns = 0 e a imersao é minima. Caso o toro de Clifford fosse imerso em R* o
vetor curvatura média seria H = —\/5/2n1 e a imersao nao seria minima.

Um possivel recobrimento para esse espaco bidimensional de curvatura seccional zero
foi apresentado no exemplo anterior. Observe que a partir desse exemplo podemos cons-
truir uma constelacdo de sinais QAM em R? e transportamos isometricamente para a
superficie da esfera S3(1). Portanto, essa imersio minima leva uma constelacao QAM

em duas dimensoes em sua equivalente do tipo Slepian em quatro dimensoes.

5.3 Primeira Variacao da Probabilidade de Acerto

Seja x : M — M uma imersao de uma variedade diferencidavel M de dimensao n em
uma variedade riemanniana M de dimensao k = n+m. Serd considerada em M a métrica
induzida por z e denotaremos por V a conexao riemanniana de M relativa a esta métrica.

Lembramos que se Y e Z sao campos locais em M, entao
VYZ - (vYE)T ’
onde Z e Y sdo, respectivamente, as extensoes locais de X e Y a M.

Definicao 5.16. Uma variacdo da imersio x é wma aplicacio x : I x M — M de classe

C>, onde I = (—¢,€), € > 0, que satisfaz:
i) cada aplica¢do x, : M — M definida por z(p) = x(t,p) € uma imersdo;
i) ro=1 .

Consideraremos o caso particular em que a variacao é normal, isto é,
k
#'(p) =z(p) +t>_ f:(p)Nilp) , (5.13)
i=1

onde f; é uma fungio diferenciavel em M e N; é uma base para (T,M)*.
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Seja « : [0,1] — M uma curva diferencidvel por partes na variedade M definida por
a(s) = X(s,p). Uma variacio de a(s) é uma aplicacdo continua h : [0,1] x (—e¢,€) — M

tal que:
i) h(s,0) = a(s), s € [0,1],

ii) existe uma subdivisao de [0,[] por pontos 0 = sy < $1 < -+ < tgy1 = [, tal que a

restrigao de h(s,t) a cada (—e, €) X [s;,s; + 1], i =0,1,..., k, é diferencidvel.

Indicaremos as extensoes (de maneira usual) ao produto I x M do campo % em [

e um dado campo Y em M associado ao campo 0h(s,t)/0s Simplesmente por E eY,
respectivamente. Sejam Z e Y extensoes locais a M dos Campos ;¢ Y, respectivamente.

Seja R,, C M a regiao de decisao do sinal x,, € M, ou seja, o conJunto representando
todos os pontos que sao decididos como x,,,. Entao, se o sinal x,, for transmitido, a proba-
bilidade do demodulador decidir pelo sinal pertencente a R,,, isto é, decidir corretamente,

¢ dada por
P,.(t) = / k:l(t)e_’”( )2 (t) det(gi;(t)) dys ... dy, , (5.14)

onde \/det(g;;(t)) é o elemento de volume da variedade para cada t, g;;(t) sdo os coefici-

entes da métrica de M para cada t e d(t) é a distancia geodésica dada por

[ (e

As constantes ki (t), ka(t), de (5.14), devem satisfazer, para todo t € (—e¢, €),

/ (£ OPO et (0) dyr . .. dyn = 1.
M

A enegia do ruido é dada por
o? —/ ki (t)d?(t)e —ka(B)d(t det(gi;(t)) dyy ... dy, .
M

Uma imersdo z : M — M é geodésica em p € M se para todo n € (T,M)* a segunda
forma fundamental H, ¢ identicamente nula em p. A imersao x ¢ totalmente geodésica se
ela é geodésica para todo p € M. A razao dessa terminologia provém do fato de que toda

geodésica v de M partindo de p é uma geodésica de M partido de x(p).
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Teorema 5.1. Para a variagao x'(p) dada em (5.13), e tomando a energia do ruido
constante durante a vartacao normal, temos que a derivada da probabilidade de acerto

€ um ponto critico para t = 0 se, e somente se, a imersao x : M — M for totalmente

geodésica.

Demonstracao:

A derivada de P, ,,(t) em relagao a t é

OPam(®) _ / 2yt (1)) 22 =0 0)  [rn(g ) iy . . dy,
ot N ot
0 det(gi;
+ / &kl(t)e_k2 O gy dy (5.15)
R 2 det(gw (t))
Oks(t
- / k (t)d(t) gt()e_kz( det(gi;(t)) dyy . .. dyn
Rm
+ / aka;gﬂe_b(t)dz(t) det(gi;(t)) dys ... dyn (5.16)

Se 2%(p) for uma imersdao minima, entao o segundo termo de (5.15) é zero. O primeiro

termo dessa equacao € zero se, e somente se, a derivada da distancia em relagao a t for
zero em t =0, d'(0) = 0.

Derivando d(t) usando o campo Z, obtemos

Se a curva for parametrizada pelo comprimento de arco em ¢ = 0 temos (Y,Y)¥/2 =1
. . ~ . . ) . .~
e usando a simetria da conexao riemanniana dado que [7;,Y] = 0 para a variacao normal

X!, temos
k

1(0) =3 / (Ve Z Vs |

i=0 v %

onde d'(0) é a derivada da distancia para t = 0.

Sabemos que

Y(Z,Y)=(VyZ,Y) +(Z VyY) .
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Logo,

4(0) = i / H V(ZV)ds— Y / %i+1(7,vy_>ds

Usando o fato da variacao h(s,t) ser prépria em M e o fato da curva h(s,0) ser regular

em M, encontramos
k

> (Z2.Y)

=0

G=0.
Sabemos que a segunda forma fundamental, segundo o vetor normal Z, é dada por
IY,Y)=(B(Y,Y),Z) = (Z,V5Y) .

Logo, se a segunda forma fundamental da imersao x for igual a zero, entao d’'(0) = 0.
Mostrando, dessa forma, que a imersao deve ser geodésica. Os dois tltimos termos de

(5.15) sdo zero se a variagdo mantiver a energia do ruido constante, pois

Oy (¢)
ot

, ks (t
ot

~—

=0.

— ky(t)d(t)

Exemplo de subvariedades totalmente geodésicas sao raros. No caso em que M = R",
os subespacos lineares sao evidentemente subvariedades totalmente geodésicas. No caso
em que M = S™ C R™! as interseccoes ¥ de subespacos lineares do R"*! com S”
sao subvariedades totalmente geodésicas, > sao esferas em dimensoes menores que n. Isso
provém do fato que, para todo p € ¥, as geodésicas de S™ que partem de p e sao tangentes
a Y sao geodésicas de .

Seja H* = {(z1,...,7,) € R"; x, > 0}, com métrica g;; = §;;/22, o espago hi-
berbdlico de dimensao n. Nao é dificil verificar que as interseccoes com H" dos hiper-
planos de R" ortogonais a 0H", e as intersecgoes com H" das esferas de R™ com centro
em OH" sao subvariedades totalmente geodésicas de H", pois essa interseccao gera uma
subvariedade fechada M* que ¢ isométrica a HF.

O Teorema 5.1 estabelece uma condigao para que exista um casamento entre o projeto
de uma constelagao de sinais em uma variedade M sujeita a acao de um ruido gaussiano

circular e o projeto de uma constelacao de sinais em uma variedade M sujeita, também,
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a acao de um ruido gaussiano circular. Isto é, se uma constelacao de sinais X em M
é projetada de forma a minimizar o efeito do ruido gaussiano circular em M, entao
z(X) também minimizard o efeito do ruido gaussiano em M se, e somente se, a imersao

x: M — M for totalmente geodésica.

Este fato pode ser melhor entendido, pois quando a imersdo = : M — M é totalmente
geodésica entao a densidade de probabilidade gaussiana do ruido definida em 7,M ¢ igual
a densidade de probabilidade gaussiana do ruido em M, quando essa esté definida apenas

em T,M, e nao em Tx(p)ﬁ.

Por exempo, considere o ruido gaussiano circular em R? com média no ponto p, observe
que uma esfera de raio r nesse ponto p determina uma regiao onde todos os pontos possuem
a mesma densidade de probabilidade. Considere, também, um ruido gaussiano circular
em uma superficie S C R?® com média no mesmo ponto p € S. Observe que o circulo
geodésico de raio r em p sobre S, determina a regiao onde todos os pontos de S que
possuem a mesma densidade de probabilidade. Caso as interseccoes de todas as esferas de
raio r em p com a superficie S gerassem todos os circulos geodésicos de S com mesmo raio
e centro p, entao o ruido gaussiano circular de S é uma componente do ruido gaussiano
circular em R3. O Teorema 5.1 afirma que a tnica superficie em R?® que satisfaz essa

condicao, para todos os pontos, é o plano. Um exemplo nao trivial é dado abaixo.

Exemplo 5.4. Seja x : R? — S?(1) x S?*(1) dada por
z(0,¢) = (cosf,sin b, 0, cos ¢, cos ¢,0) ,
uma imersao de R? em S?(1) x S?(1). Seja {e1,ex}, onde

ey = (—sind,cos6,0,0,0,0) ,
es = (0,0,0, —sin ¢, cos ¢, 0) |

forma uma base de vetores ortonormais de T,x. Uma extensao natural desse espago

tangente para o espago tangente de S*(1) x S?(1) € dada pelos vetores

ny = (0,0,1,0,0,0)
ns = (0,0,0,0,0,1) .

76



Capitulo 5. Constelacoes de Sinais em Variedades Riemannianas

Os elementos das matrizes Sy, e Sy, na base {e1,ex} sdo, respectivamente,

S, = 0 0 S, = 0 0 .
0 0 0 0

Portanto, essa tmersao € totalmente geodésica.

Uma parametrizacao X (p,0,n,¢) para
S%(1) x S*(1) € dada por
X(p,0,m,¢) = (sin pcos @, sin psin , cos p, sin 1 cos ¢, sinn sin ¢, cosn) .

Sua métrica riemanniana é dada por

g =1, 922251112/77 gz =1, 94428111277 € gz’j:O, i F g

Se o ruido for gaussiano circular, entao a densidade de probabilidade condicional de

receber y = (p,0,n,¢) dado que o sinal z; foi transmitido é dada por

p(y/x;) = kye @) sin psing

As geodésicas de S*(1) x S?(1) satisfazem o sequinte sistema de equacdes diferenciais
parciais de sequnda ordem

p'(t) = (0'(t))*sinpcosp =0,

0"(t) + 2p’(t)9’(t') cosp/sinp =0, (5.17)
n'(t) = (¢/(t))?sinncosn =0,

¢"(t) + 21 (t)¢'(t) cosn/sinn =0 .

Observe que para p = n = 7/2 temos que x(0,¢) = X(n/2,0,7/2,¢). Com isso,

podemos reescrever (5.17) como
0"(t) =0
(® ’ (5.18)
¢"(t)=0.

(m/2,0;,7/2,¢;) € transmitido, entdo existe uma compo-
nente bidimensional de ruido gaussiano circular euclidiano, p((0, ¢)/x;), na densidade de

probabilidade do ruido gaussiano circular, p((p,0,n,$)/x;), definido no espago tangente

Portanto, se o ponto x; =
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de X((p,0,n,)) no ponto x;, isto é,

1 —((a—en%;w—m)?)

(& 20
2mo?

p((0, ¢)/x:) = p((7/2,0,7/2,6) /i) =
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Capitulo 6
Conclusoes

Este trabalho introduziu o uso da geometria riemanniana no projeto de constelagoes
de sinais para um sistema de comunicagoes. Como esta abordagem estd ainda em sua
fase inicial no contexto de projetos de sistemas de comunicagoes, entao a nossa principal
preocupagao foi sermos coerentes na definicao dos conceitos tedricos necessarios para o

desenvolvimento do trabalho.

6.1 Desenvolvimento

Os Capitulos 2 e 3 sao introdutorios, neles apresentamos de forma sucinta alguns
topicos relevantes para o trabalho referentes a Teoria da Informacao, as superficies minimas
e a geometria diferencial. O objetivo desses capitulos ¢ introduzir o leitor com os temas
de carater interdisciplinar do trabalho.

Os resultados deste trabalho encontram-se, exclusivamente, nos Capitulos 4 e 5. Neles
definimos a acao do ruido de um sistema de comunicagoes quando as constelagoes de
sinais estao sobre superficies e sobre variedades riemannianas. Certamente, esta definicao
é a base desse trabalho, pois todas as analises de desempenho das constelacoes de sinais
foram feitas usando esta definicao.

A introducgao do conceito de aplicacao exponencial surgiu de maneira natural na ca-
racterizacao da acao desse ruido, buscando generalizar essa interferéncia em espagos mais
gerais que o euclidiano. A aplicacao exponencial permite-nos caracterizar uma densidade
de probabilidade de ruido em uma vizinhanga do sinal transmitido sobre a variedade, e
transporta-la de forma equivalente para uma vizinhanca do espaco tangente desse sinal.

Uma conseqiiéncia importante desse fato, é que podemos transportar uma regiao de

decisao de um sinal transmitido sobre a variedade para uma regiao de decisao equivalente
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no espago tangente a variedade no sinal transmitido. Portanto, essa regiao equivalente
permite-nos comparar, de uma maneira menos trabalhosa, o desempenho de constelagoes
de sinais em diferentes variedades riemannianas, e em particular com a euclidiana.

Um dos resultados principais desta dissertacao é, certamente, a identificagdo de uma
relagao entre o desempenho de uma constelagao de sinais em uma variedade e a sua
curvatura seccional, a qual estabelece que o desempenho do sistema de comunicagoes
para uma constelagao de sinais em uma variedade M; com curvatura seccional constante
K é superior ao desempenho do sistema de comunicagoes para uma constelacao de sinais
equivalente em uma variedade M, com curvatura seccional constante K5 se, e somente se,
K < Ks.

Este resultado explica uma das razoes do porqué que em [2] e [1] foram encontra-
dos desempenhos superiores das constelagoes de sinais em espagos hiperbdlicos quando
“comparadas” com suas equivalentes euclidianas.

Neste trabalho identificamos, também, que as variedades riemannianas de curvatura
seccional constante sao os espacos naturais para a construcao de uma das classes de conste-
lacoes de sinais mais importantes de um sistema de comunicagoes, que sao as constelagoes
de sinais geometricamente uniformes.

Um outro resultado decorrente dos Teoremas 4.1 e 5.1, estabelece uma condigao para
que exista um casamento entre o projeto de uma constelagao de sinais em uma variedade
M sujeita a acao de um ruido gaussiano circular e o projeto de uma constelagao de sinais
em uma variedade M sujeita, também, a acio de um ruido gaussiano circular. Isto é, se
uma constelacao de sinais X em M é projetada de forma a minimizar o efeito do ruido
gaussiano circular em M, entao z(X), também, minimizard o efeito do ruido gaussiano

em M se, e somente se, a imersao x : M — M for totalmente geodésica.

6.2 Perspectivas Futuras

Para finalizar, gostariamos de citar alguns caminhos para uma possivel continuidade
deste trabalho.

e No contexto de modulacao digital, uma busca por exemplos de sistemas de co-
municacoes cujo modelo de canal encontra-se em um espaco nao-euclidiano, para
podermos utilizar os resultados aqui obtidos para uma implementagao pratica do

canal em sistemas comerciais.

e Um estudo quantitativo de limitantes superiores e inferiores para a probabilidade

de erro de constelacoes em variedades riemannianas.
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e Identificacdo, dentre as imersoes totalmente geodésicas x : M — M, que levam

constelacoes de sinais de M para M, as que possam simplificar os demoduladores.

e Uma anadlise algébrica das constelagoes de sinais em variedades riemannianas, ja que
o presente trabalho abordou apenas alguns aspectos geométricos das constelagoes

de sinais.
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