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O trabalho apresentado nesta tese € dedicado ao entendimento e busca de solugdes para o
problema de instabilidade numérica inerente dos algoritmos de minimos quadrados rdpidos. A
anfase do tratamento & dirigida a viabilizar e aperfeigoar a aplicag@o destes algoritmos em
sisternas de processamento digital de sinais, especialmente na drea de transmissio de dados, onde
os fendmenos de ocorréncia de eco e interferéncia inter-simbélica exigem procedimentos de
filtragem adaptativa em tempo real.

Os métodos de minimos quadrados cldssico e recursivo sdo tratados no Capitulo 1,
juntamente com os processos de filtragem digital adaptativa aos quais eles se aplicam. Os
algoritmos rapidos sdo introduzidos no Capitulo 2, onde se procurou elaborar um texto que reuna
as principais informagdes existentes sobre o assunto na literatura. Estes dois primeiros capitulos
utilizam uma abordagem clara e ac mesme tempo inédita do funcionamento dos algoritmos de
minimos quadrados, representando uma contribuigio no campo didético.

Contribuices importantes para o entendimento do problema da instabilidade numérica em
vérios algoritmos de minimos quadrados sdo apresentadas no Capftulo 3. Diversas formas de
andlise sio desenvolvidas para explicar a origem e a propagagéo do fendmeno da instabilidade
numérica, incluindo um modelo que descreve o comportamento do processo corruptivo.

No Capitulo 4 sio discutidos os principais métodos de estabilizagdo existentes. Também
¢ apresentado um método novo, que representa uma significativa evolugdo técnica na area,
sobretudo quando se deseja atender um compromisso entre complexidade computacional e
estabilidade numérica. Resultados de simulagBes e comparagdes do novo método com outros
existentes sio apresentados no Capftulo 5, com o objetivo de validar o nove método como um
instrumento adequado ao controle da instabilidade numérica nos algoritmos répidos.
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The work described in this thesis is concerned with the understanding and solation of the
numerical instability problem presented by the fast least square algorithm. The emphasis is on
the application and performance achieved by the algorithims in digital signal processing systems,
specially in data transmission, where the echo phencmena and intersymbol interference effects
makes the on-line adaptive filtering process a mandatory technique.

The traditional and recursive least squars methods are presented in Chapter 1, so are their
applications on the adaptive digital filtering process. The fast least square algorithms are
introduced in Chapter 2. In this chapter we gathered the important information found in the
technical literature about the topic. These two first chapters represent a contribution in the didactic
area, as they present a clear and original approach to the least square algorithm operation.

In Chapter 3, we present important contributions to the understanding of the numerical
instability problem in various least square algorithms. Also, we develop several kinds of
theoretical and experimental analysis in order to explain the origin and growing of the numerical
instability phenomenon, including a mathematical model that describes the behaviour of the
corruptive process.

In Chapter 4, we discusse the existing stabilization methods. Also, we propose a new
method, which represents a significant technical improvement in the area, mainly if the goal is
a tradeoff between computational complexity and numerical stability. A series of simulation
results and comparisons between the new method and the existing ones are presented in Chapter 5
with the objective of validating the proposed method as an adequate tool to prevent the numerical
instability in the fast least square algorithms.
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PREFACIO

Imagine-se uma peguena fibrica onde um funciondrio manufatura um dnico tipo de pega,
a qual exige que se tenha um molde para sua confecgdo. O funciondrio, noentanto, prefere utilizar
como amostra a (ltima pega fabricada, trocando o modelo a cada nova reprodugiio. Copiando
cada detalhe da peca, ele consegue manter um razodvel controle de qualidade, garantindo a
perfeita reprodugio de cada pega. Obviamente, uma cépia sempre guarda uma pequena diferenga
de seu original, que pode mesmo ser imperceptivel, dependendo da gualidade empregada no
processo de reprodugdo.

Imagine-se agora que esta fabrica tenha passado anos trabalhando, e j4 tenha feito muitos
milhares daquelas pegas, usando sempre o mesmo procedimento. Ou seja, o funciondrio toma
como modelo a pega recém fabricada. Parece claro que se for comparada uma pega da fabricagao
atual com a primeira que foi feita, serfo encontradas diferengas enormes, Apesar de funcionar
satisfatoriamente para uma tnica cOpia, este método de reprodugio nio se presta para fazer um
nimero grande de cdpias. Isto porque as imperfeigdes que ocorrem em cada nova cipia se
acumulam ao ponto de produzir distor¢des aparentes. Logicamente, o resultado seria outro, caso
o funciondrio reservasse uma pecga exclusivamente para servir de modelo. A fidelidade da
reproducio estaria garantida para todas as pegas fabricadas.

Analogamente ao processo de produgo descrito acima, existem cédlculos matematicos que
se utilizam da técnica de recursividade, tomando como varidveis de trabalho resultados recém
obtidos. E assim, continuamente, substituem as varidveis de entrada pelos novos niimeros que
acabam de ser calculados. Da mesma forma que o processo de cOpia introduz pequenas
imperfei¢cbes na nova pega, os resultados de um céalculo computacional também apresentam
pequenos erros, devido ao limite de precisio imposto pela méquina de calcular. Os pequenos
erros, quando realimentados continuamente podem alcangar valores significativos. Este caso
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acontece especificarnente com os algoritmos de minimos quadrados rdpidos. A conseqtiéncia do
acimulo de erros nestes algoritmos ¢ um fendmeno de descontrole que se manifesta de uma
forma brusca. Por esta razio, eles sio tidos como numericamente instaveis.

Os algoritmos de minimos guadrados rdpidos representam um tipo de solug@o para uma
classe de problemas de otimizag#o conhecida como método dos minimos quadrados. Estasolugio
apresenta a vantagem de ser implementada com um niimero minimo de operagbes matematicas,
sendo, por isso, indicada para situacBes que requerem processamento em tempo real. O maior
entrave para a aplicacfo prética destes algoritmos reside na sua inerente caracleristica de
instabilidade namérica.

Este trabalho tem por objetivo analisar e propor solugdes ao problema de instabilidade
numérica dos algoritmos rdpidos. Uma vez estabilizados, estes algoritmos encontram aplicagio
imediata em processos de: estimacdo e predi¢do de sinais, identificagdio de sistemas, cancela-
mento de ecos, eliminacio de interferéncia inter-simbdlica, e demais processos que envolvam
filtragem adaptativa.

Boa parte destes processos estdo potencialmente relacionados com a drea de transmissio
digital de sinais. O interesse por temas nessa drea foi, sem divida, a maior motivagdo para a
realizagio deste trabalho.

Nesse sentido, quero expressar agui meus sinceros agradecimentos ao Prof. Jodo Marcos
T. Romano pela proposi¢do do problema e pelo constante incentivo e orientagdc que muito
marcou a realizagdo desta tese .

Gostaria também de agradecer a UNICAMP, pelo saudédvel ambiente de pesquisa que ela
sempre proporcionou; a CAPES, pelo auxilio financeiro; o Leonardo, cujo auxilio em algumas
simulagBes me permitiram ndio cair em conclusdes errdneas; a Lila, pela digitagdo de alguns
capftulos; os meus pais, por todo ¢ apoio e dedicagio dispensados em minha formagio; e os
meus colegas, amigos e familiares, cuja simpatia e compreensdo sempre me foram muito
preciosas.

Finalmente, quero agradecer de uma forma especial a Marysol e a Andrea, pelas incontdveis
horas que abdicaram de nosso agraddvel convivio familiar em favor da realizagdo deste trabalho.
E a elas que eu o dedico.

Joss Roberto B, Gimenez
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CAPITULO 1

o cm'rgmo DE MINIMOS QUADRADOS

Neste capitulo vamos fazer uma introdugio ac método dos minimos quadrados, ou método
LS (Least Square). Este método se aplica a indmeros problemas de estimagdo encontrados nos
mais diversos campos da ciéncia. Vamos nos ater unicamente ao ambito da transmissfo de
informagio na forma discreta. Mais especificamente, estaremos interessados em casos gue
envolvam filiragem adaptativa, como cancelamento de eco, eliminagdo da interferéncia inter-
simbélica e identificagio de sistemas. Estes casos serdo tratados aqui de uma forma genérica,
importando unicamente a solugio fornecida pelo método LS. Uma abordagem mais elaborada
dos problemas relacionados com a ocorréncia de ecos € interferéncia inter-simbdlica € feita por
este autorem [1].

Um sério inconveniente da literatura concernente 2 filiragem adaptativa € a falta de uma
notagfio padronizada para a representacic matematica dos sinais, filtros e demais varidveis
envolvidas. O tratamento exige uma grande quantidade de sfmbolos, sendo que, cada autor 0s
define de uma forma diferente. Procurando n#io criar ainda outra linha de notagéo, adotaremos
com poucas modificagdes a usada em [2]. Esta escolha se deve nio apenas a simplicidade que
ela oferece ao tratamento, ndo sobrecarregando a representagio dos simbolos com o uso
excessivo de sub-indices, diacriticos e caracteres em negrito, mas principalmente 2 facilidade de
associagdo na maneira de representar os elementos.

Sempre que possivel procuraremos generalizar o tratamento, mantendo 0s sinais no campo
das variéveis complexas. Este cuidado € especialmente importante na medida em que permite a
analise de sinais modulados. O emprego de varidveis complexas € a forma usualmente adotada
na representagfo temporal de sinais do tipo passa-faixas. Para isso existe toda uma teoria de
modulagio, bem estabelecida, que determina a relag@o existente, entre 08 sinais modulados e sua
correspondente representagio complexa em banda-bdsica [3].



€ CRITERIO DE MINIMOS QUADRADOS

1.1 - O METODOLS

Vamos introduzir o critério LS revendo um conhecido exemplo onde esse método € usado:
a determinagio dos coeficientes da série de Fourier.

Exemplo 1.1

Sejam x1(t), X2(t), . . , xn(t) fungdes ortogonais no intervalo de tempo t] St < tg, ou seja

ty
. 0 k#j
fuoion-fy 2tz
t (1.1

onde Sg, k=1, 2, .., N, € a energia do sinal x¢(t) no intervalo de tempo considerado e o
superindice * denota a operago conjugado de uma varidvel complexa. Queremos aproximar a
fungdo d(t) pela combinagio linear

N
¥y = Y, hexd(®
k=1 (1.2)

onde os hyg sBo os coeficientes da série de Fourier que desejamos estimar pelo método LS.
Definimos entfo a fungdo de erro

&(t) = d(t) —y(t) (1.3)

¢ ¢ pardmetro a ser minimizado

7]

_ 1 j 2

En = — fe{n)i“dt
4

(1.4)

t2 N
= 3 jid(t)mth xe(t) dt

t—1
t k=1 (1.5)

Nota-se que En representa a poténcia do erro no intervalo de tempo [t, t2]. E possivel mostrar
gue a funcdo descrita por este parémetro no espago multidimensional das varidveis complexas
hy € convexa. Em outras palavras: a fungfio descrita por Ex em termos dos hg apresenta um dnico
ponto de minimo. Este fato decorre diretamente da fungfo médulo ao quadrado em (1.5). A
unicidade deste ponto de minimo permite que fagamos '

En _ o
dhy k=1,2,...N (1.6)



O CRITERIO DE MINIMOS QUADRATDOS

A solugio de (1.6) fornece os valores 6timos para os hi. Isto é, os valores que minimizam En.
Separando as partes reais e imagindrias dos hy na forma

hy = ax +jbx k=1,2,..,N (1.7)

podemos reescrever (1.5) como

2
Ex = tzizg J [d(0) —E (2m +J bm) xm(0] [d"(0) - gL (= b) xi (D] dt
o m=1 =1 (1.8)
assim
t2
%%;’i == ! " { {~x(®) [V é,h;‘ X (1)) = xk(0) mm—éhm xm(§)1} dt
(1.9a)
=]
JE L A S
. _ . P
Froairairs ;[ {~ix(t) [d () “g, hi xi (O] + j xx(t) {d(t) “"33} hm xm()]} dt
(1.9b)

Combinando as equacgdes acima, usando (1.1) e (1.6), obtemos finalmente

2

_[ xi(1) d(1) dt

Y
hy =

t2
jixk(t)iz dt
4 k=12,..,N (1.10)

Outro importante resultado da teoria dos minimos quadrados pode ser derivado substituin-
do (1.2), (1.3) e (1.6) nas equacdes (1.9a) e (1.9b):
t2

je(t} 0 dt = 0
t k=1,2,..,N (1.1D)



O CRITERIO BE MINIMOS QUADRADOS

Este resultado é também conhecido como "principio da ortogonalidade”. Ele estabelece que a
funcdo de erro no método dos minimos quadrados seja ortogonal a cada uma das componentes
da combinag3o linear quando os hy assumem os valores 6timos. Esse aspecto do problema ficard
melhor esclarecido na Segdo 2.7, com a introdugdo de conceitos geométricos.

Na andlise ¢1488ica "de Fourier, as furgdes xi(t) s80 expornenciais complexas e
(ty — tj) —» oo, de forma que esse conjunto de fungdes sempre atende a condigio de ortogonalidade
imposta por (1.1). Essa condig#o € a responsdvel pela simplicidade do resultado em (1.10). Vale
notar que neste exemplo os hy dependem unicamente da fungdo desejada, d(t), e da respectiva
componente, xk(t). A seguir analisaremos um segundo exemplo, com um outro tipo de restri¢io

quanto a correlag@o entre as componentes xx(t), gue ndo a ortogonalidade. Antes porém, vamos
fazer algumas consideragdes sobre a representacfio dos sinais.

As varidveis acima definidas podem estar representando sinais continuos no tempo, como
por exemplo: o nivel de tensdio em determinado ponto de um sistema de transmissao ou recepgao.
Para nossos propésitos, no entanto, € mais conveniente o usc de sinais amostrados ao invés de
sinais continuos; pela facilidade que oferecem 4 aplicagio em sistemas computacionais. Assim,
passaremos agora a representar os sinais por seqgiiéncias de amostras complexas, como em {x(n)},
onde x(n) denota a amostra do sinal x(t) no instante t = nT, e T representa o periodo de
amostragem do sinal.

Exemplo 1.2

Vamos determinar os coeficientes hx(n) tal que a seqiiéncia {d(i)} seja aproximada pela
combinagio linear

N~

yG,n) = 3. hi(n) x(i-k)

k=0 1<i<n (1.12)

Este problema constitui o tema central de nosso estudo e € semelhante ao visto no Exemplo 1.1.
Desta vez, porém, nfo estamos impondo que as componentes da combinagio linear sejam
ortogonais. Por outro lado, elas agora sdo deslocamentos de uma mesma segiiéncia, {x(i)}.
Também a janela de tempo, definida no Exemplo 1.1 como [ty, t2], foi aqui modificada para os
instantes de tempo i tais que 1 <i < n. Ou seja, a janela de tempo depende do particular instante
n que estd sendo considerado. Por esse motivo, estamos associando o indice n em parénteses a0s
coeficientes e 2 seqiiéncia estimada, Dessa forma hy(n), k=0, .., N-1, ¢ o conjunto de coefi-
cientes que otimiza a estimagfo pelo critério LS da seqiiéncia de amostras d(i),i=1,..,n, para
as n amostras consideradas; assim como y(i,n) representa a estimativa da amostra d(i) usando os
coeficientes hk(n). Analogamente ao exemplo anterior, definimos

g(i,n) = d() ~y(i,n) (1.13)

A somatéria em (1.12) pode ser colocada em uma forma mais compacta, utilizando-se multipli-
cacdo vetorial. Para isso, definimos os vetores

H'm) = [ho(n) hi(n) ... hna(m)] (1.14)



O CRITERIO DE MINTMOS QUADRADOS

X'm) = {x(n) x(n-1) ... x{n-N+1)] (1.15)

Assim, de (1.12)e(1.13), podemos-escrever
gin) = d@) - H@mX(d) (1.16)

. 4. H ~ - . -
onde o superindice = denota a dupla operagdo de transposigio e conjugagao de um vetor ou
matriz. Queremos entdo utilizar o critério LS para minimizar a fung@o custo

Ex(n) = 3, W™ leli,n)i
i=1 (1.17)

onde w € o fator de esquecimento, uma constante real escolhidaentre O e 1, cuja fungéo € ponderar
os termos da somatdria, de forma a produzir uma maior participagio das amostras mais recentes.
En(n) pode ser reescrito, usando (1.16), como

Extn) = 3, w7 [ld@)P - 4" OHY )X @) - d)X"(6H®)

i=1
+HoxoxPoHm]  (1.18)

Novamente é possivel mostrar que Ex(n) € uma funcio convexa, de forma que o vetor de
coeficientes étimos pode ser obtido fazendo-se

VE(@) = Ox (1.19)

onde VEn(n) representa o gradiente de En(n) ¢ On € o vetor nulo de dimensio N. Para a
determinagio de VEn(n), € também para facilitar a obtengdo de outros resultados futuros, €
conveniente estabelecermos algumas propriedades da diferencia¢io de um escalar em relagio a
um vetor.

Sejam V e X vetores Nx1 e seja Q uma matriz NxN. Entdo valem as seguintes propriedades:

Propriedade 1.1.1

4 gy

dv [X7V] = On (1.20a)
Propriedade 1.1.2

4 vHy =

av VX =2X (1.20b)
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Propriedade 1.1.3

d yH -
v [V'Qvl = 2Qv

(1.20¢)
cujas demonstragdes estdo feitas no Apéndice 1A
Aplicando as Propriedades acima em (1.18), obtemos o gradiente de En(n)
n
VEx®m) = -2 3, W' [d HXG) - XHOX OH(0)]
I=1 (1.21)
Usando (1.19), temos finalmente
H(n) = R'(n) rax(n) (1.22)
onde
0
R(m) = ¥ w" XHX'G)
=1 (1.23)
é a matriz de autocorrelagfo deterministica do sinal x(n), €
n
tex(n) = 2, W' & HXWD
{=] (1.24)

¢ o vetor de correlag@o cruzada entre {d(n}} e {x(n)}.

A primeira vista, a solugfo dada por (1.22) parece exigir um esforco computacional muito
grande. Contudo, as situagdes praticas que motivam a proposi¢do do Exemplo 1.2 s3o tais que
requerem o célculo do vetor de coeficientes a cada perfodo de amostragem. Com isso, no cdleulo
de H(n) podem ser utilizados os resultados intermedidrios envolvidos no célculo de H(n-1), 0
que permite reduzir consideravelmente o esfor¢o computacional. Usando essa filosofia, podemos
obter R(n) e rax(n) recursivamente através das relages

R() = wR@-1) + X@X'(n) (1.25)

rax(n) = Wrax(n-1) + d (m)X(n) (1.26)

As equagdes (1.22), (1.25) e (1.26) estdo reproduzidas na Tabela 1.1 na forma de um
algoritmo, denominado Algoritmo LS. O ndmero de operagdes envolvidas emcada iterac@o deste
algoritmo ¢ ainda muito grande devido & necessidade de inversdo da matriz R(n} [algo propor-
cional a N?’}, o que o torna inadequado para aplicagbes que exigem processamento em tempo
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Tabela 1.1 - Algoritmo LS - N>

disponfvel, do instante n-1
rax(n-1), R(n-1)

recebido no instanie n
x{n), d(n)

atualizacOes
R(n) = w R(n-1) + X(m)X"(n)
rax(n) = w rax(n-1) + d"(n) X(n)
P(n)=R'(n)
H{n) = P(njrax(n)

real. Veremos adiante que essa complexidade pode ser reduzida substancialmente com a
introducio do Algoritmo RLS (Recursive Least Square), que evita a inversdo de matrizes e
diminui a quantidade de operagOes para um nimero proporcional a NZ No Capitulo 2 apresen-
taremos os algoritmos RLS rdpidos, que reduzem ainda mais o esfor¢o computacional exigido
na solugdo deste problema, abaixando-o para um niimero proporcional a N.

A matriz de autocorrelagdo, R(n), € um elemento de grande importincia em todo decorrer
deste trabalho. Por esse motivo vamos estudéd-la com mais detalhes.

1.2 - AMATRIZ DE AUTOCORRELACAO

Por razBes que ficarfio claras na préxima segfo, vamos denominar {x(n)} como sinal de
entrada ou segiiéncia de entrada. E de se esperar que a matriz de autocorrelacio deterministica
deste sinal, R(n), definida em (1.23), traga informag0es acerca de suas caracteristicas estatisticas,
e vice-versa. De fato, este relacionamento se verifica, sobretudo quando x(n) assume um
comportamento estaciondrio. Consideremos entdo algumas das propriedades da matriz de
autocorrelagio deterministica.

Propriedade 1.2.1

Se {x(n)} é um processo estaciondrio discreto e r(n) o j-€simo elemento da i-ésima linha
de sua matriz de autocorrelagiio determinfstica, ent3o para n — oo, (€108

|
Elgim)] = 7= 1G9 (1.27)
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onde
r(k) = E[x(n)x (n-K)] (1.28)

- é a fungdo de autocorrelagdic da seqtiéncia x(n) e E[.] denota a operagfo estatistica da média, ou
esperanca materndatica.

Essa propriedade segue diretamente da aplicagio da média na defini¢fo (1.23) parao limite
com n — o=, O fator 1/{1—w) surge como resultado da soma da série geométrica infinita com
razio w. : '

O fator 1/(1-w) tem também uma outra interpretagio, em termos da inércia do processo
de esquecimento. A fum;ﬁo custo, dada por (1.17), tem suas parcelas ponderadas pela seqii€ncia
exponencial decrescente w", n > 0. Assim, a grosso modo, podemos considerar corno significa-
tivas na otimizagdo as parcelas que apresentam uma ponderagio w'" maior que ¢’ Ou seja, as
parcelas que pertencem a janela correspondente a uma constante de tempo de decaimento. Essa
janela tem um comprimento n, tal que

1
No . A
¥ € (1.29)
Qu, o que querfamos mostrar
no = - '
S l-w (1.30)

onde usamos a aproximagio In{w) = w—1, justificada pelo fato de que, em aplicages praticas, o
fator de esquecimento, w, tem sempre um valor préximo de 1

Propriedade 1.2.2

A matriz de autocorrelagio R(n) é Hermitiana. Ou seja,
R%(@) = R(n) (1.31)

Esta propriedade decorre trivialmente da definigio (1.23)

Propriedade 1.2.3

A matriz de autocorrelagdo R(n) é ndo negativa definida. Ou seja,
VIR@V 2 0 (1.32)

para V, um vetor Nx1 qualquer.
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Usando (1.23) podemos reescrever a forma Hermitiana como

n

VPR@mV = ¥, w7 VXXV

......................................... i=1 e {133y
n
= 2 W' VX VXY
i1 | (1.34)
n
= 3w vixa?
i=1 (1.35)
de onde resulta a inequagio (1.32)
Propriedade 1.2.4
Se a forma Hermitiana é nula para algum vetor ndo nulo V, isto é,
VIRm)V = 0 (1.36)

entdo a matriz de autocorrelagdo R{n) € singular.

Dizemos que uma matriz € singular quando suas linhas (ou colunas) sdo linearmente
dependentes. Ou equivalentemente, quando existe uma combinag@o linear de suas linhas (ou
colunas) que produza o vetor nulo. A condigio (1.36) somente € atendida quando todos os
produtos internos em (1.35) sfo iguais a zero, ou seja,

vEX(@) = 0 i=1,2,...n (1.37)

Notando, pela defini¢@o (1.23), que R(n) tem suas colunas formadas por combinagfes lineares
dos vetores X(i), temos que (1.37) implica em

VHRMm) = 0% | (1.38)

Como V é nio nulo, temos que R(n) tem suas linhas linearmente dependentes, e portanto R{n)
é singular se valer a equacdo (1.36).

Quando uma matriz € singular, sua inversa n3o existe. Este fato poderia causar algum
transtorno a solugdo do problema descrito no Exemplo 1.2. Entretanto, de (1.37), vemos que
somente para casos muito particulares da seqtiéncia {x(n)} terfamos uma matriz R(n) singular.
Esses casos ocorrem essencialmente quando x(n) é um sinal constitufdo por uma soma de
sendides, onde o nimero de sendides € inferior 2 N. Sendo essa uma situagio muito peculiar,
podemos afirmar que a matriz de autocorrelagio R(n) € quase sempre nio singular e, pelas
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Propriedades 1.2.3 e 1.2.4, que € quase sempre positiva definida [4]. Uma Matriz R(n), positiva
definida, tem sempre uma inversa que, pode-se mostrar, é também Hermitianae positivadefinida.

Propriedade 1.2.5

Os autovalores da mairiz de autocorrelagdo R(n) sdo todos reais e ndo negativos.

Pela defini¢fo de autovalores, se A; € um autovalor de R(n), entdo
2 Ui = R(m)Uj i=1,2,..,N (1.39)

onde U; é um autovetor associado a A;. Pré-multiplicando ambos os membros de (1.39) por UiH,
obtemos:

% = UPR(Mm)U;
ul'y; i=1,2,..,N (1.40)
O denominador do segundo membro de (1.40) é a norma Euclidiana ao quadrado do autovetor

Ui, e portanto, € um escalar real e positivo. De (1.32) temos que o nominador € também real e
nfio negativo. Daf conclui-se que os autovalores de R(n) sdo todos reais € nio negativos.

Propriedade 1.2.6

Se U;, Ua, . ., Un sdo autovetores associados respectivamente aos autovalores distintos
de R(n): A, A2, . ., A, entdo Uy, Us, .., Uy sdo todos ortogonais entre si. Ou seja

uly; =0 i#] (1.41)
Da definicdo de autovalores, temos

RmU; = & U (1.42)

RMU; = A U (1.43)

Levando em conta gue R(n) = RH(n) e A éreal (Propriedades 1.2.2 ¢ 1.2.5), podemos reescrever
{1.43) como

UPRM) = 3 UF (1.44)

Pré-multiplicando ambeos os membros de (1.42) por U;H e p6s-multiplicando ambos os membros
de (1.44) por Uj, vem

A UM = 3 UPU; (1.45)

10
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ou

Mi-A 0Py = 0 (1.46)

Como estamos assumindo #; # A;; temos forgosamente como vélida aequago (1.41).

Propriedade 1.2.7
Se A1, A2 . ., An sdo os autovalores da matriz de autocorrelagdo R(n), entdo 1/A4,
12, . ., 1/AN sdo os autovalores de R'(n).

%sta propriedade é comprovada pré-multiplicando ambos os membros da definigdo (1.39)
por R (n).

Podemos agora definir o fator de condicionamento da matriz de autocorrelagio determi-
nistica, ou fator de espalhamento dos autovalores de R(n)

;vmax

AR = 32

(1.47)

onde Amax € Amin S30 respectivamente o maior e o menor autovalor de R(n). Este fator pode ser
melhor entendido se utilizarmos o conceito de transformagao linear. Denotando por cNo espago
vetorial compiexc} de N dimensbes, podemos afirmar gue R(n) caracteriza uma transformagéo
linear de CY em CN. E interessante analisar esta transformagio através dos autovetores de R(n).
A Propriedade 1.2.6 sugere gue € possivel obter uma base ortonormal de autovetores distintos
para C, pois os autovetores associados a autovalores distintos s@o ortogonais. De fato, se R(n)
¢ niio singular, é possivel obter uma base ortonormal de autovetores para cN ainda que 0s
autovalores de R(n) nio sejam distintos. Da defini¢do (1.39), vemos que os autovetores de R{m)
s3o elementos de C para os quais a aplicagdo da transformacdo linear R(n) resultam em um
vetor de mesma "diregd@o”, porém com o "comprimento" alterado de acordo com o respectivo
autovalor (um escalar real e ndo negativo). Com isso, o fator de cendlcmnamento %IR(n}]
representa a distorgdo que a transformagio linear R(n) provoca em cN. De (1.47) e da Proprie-
dade 1.2.5, vemos que

x[R@)] 2 1 (1.48)
e, da Propriedade 1.2.7, que
AR @] = xR (1.49)

Podemos intuir, da discussfio acima, que matrizes com X[R(n)] muito altos possuem
também uma dispersdo muito grande nos valores de seus elementos. Esse fato pode trazer
problemas computacionais na solugdo de sistemas de equagdes envolvendo R(n) [ou R (n)} Por
este motive, dizemos que uma matriz com ¥[R(n)] grande é uma matriz "mal condicionada”.

i1
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Como deve ser esperado, o fator de condicionamento traz também alguma informagéo
sobre o sinal de entrada. Em [4] € mostrado que

Smax
R <
X @] Smin (1.50)

onde Simax € Smin SA0 respectivamente o maximo e o minimo valor absoluto da densidade espectral
de poténcia do processo estocdstico {x(n)}.

1.3 - FILTRO TRANSVERSAL ADAPTATIVO

A idéia de filtragem adaptativa emerge de um contexto onde os pardmetros do filtro sio
obtidos através de operagdes matemdticas sobre o sinal que estd sendo processado. Presume-se
gue o sinal tenha caracterfsticas variantes no tempo e o filiro deva sofrer constantes corregoes
em seus pardmetros, de forma a se adaptar s novas condigdes do sinal. Dentre 0s esquemas
propostos para filtragem adaptativa, o que utiliza o filtro transversal € certamente o mais simples.
E também o dinico que iremos considerar neste trabalho. Este filtro € constituido de uma linha
de atrasadores com N derivagdes, as quais s3o aplicadas cada uma a um multiplicador hy,
k=0, .., N-1, e a seguir somadas, como mostra a Figura 1.1. Nesta figura os multiplicadores
tém valores fixos, e o filtro transversal € dito "nfo adaptativo”.

Um filtro nio adaptativo pode ser plenamente caracterizado por sua resposta impulsiva:
um vetor H, de dimensfo N, cujos elementos sdo os multiplicadores hg, ou por sua resposta em
fregiiéncia

N-1
HE? = 3 heed™*
k=0 (1.51)

x{n—13 x{n-2 x(n-3) x{n-N+13

U yin?

Figura 1.1 - Estrutyra do Filtro Transversal

12
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A resposta deste filtro ao sinal de entrada x(n) € dada pela convolugao de x(n) com a resposta
impulsiva do filtro

y(@ = H'X(n) (1.52)

Um outro aspecto préatico do filtro transversal € que, para uma ordem N suficientemente grande,
qualquer resposta impulsiva finita pode ser implementada. Além disso, como a Transformada Z
dessa resposta ndo apresenta pélos senfo na origem, temos que todos os pélos se encontram no
interior do circulo de raio unitdrio no planc Z, o que garante a estabilidade da resposta do filtro.

Em aplicacbes onde o filtro transversal é mantido fixo, os multiplicadores podem ser
calculados a partir da resposta em freqgiiéncia desejada; usando-se a Transformada Inversa de
Fourier

n
hy = ~2—1?—{ J F(e) & do
-7 k=0,..,N-1 (1.53)

onde F(e'®) ¢ a resposta em freqiiéncia desejada e o perfodo de amostragem foi normalizado para
T = 1. Este procedimento, qgue utiliza um tratamento no dominio da fregliéncia, tem alguma
similaridade com aguele descrito no Exemplo 1.1. Em [5] podem ser encontradas diversas
técnicas de projeto de filtros digitais com coeficientes fixos. Nio queremos nos estender sobre
elas, uma vez que nosso objetivo € o processamento de sinais utilizando a filtragem adaptativa.

O tratamento para o filtro adaptativo apresenta algumas dificuldades pois, a rigor, ndo se
pode falar em resposta em freqiiéncia, jé que os elementos do filtro ndo se mantém fixos. Neste
sentido, é conveniente que os valores dos multiplicadores provenham de um processo de
otimizacAo no dominio do tempo, e ndo no dominio da fregtiéncia. A minimizago descrita no
Exemplo 1.2 se encaixa perfeitamente neste caso. O vetor H(n) representa entio, o filtro que, no
instante n, minimiza a fun¢fo custo definida em (1.17). A cada instante de amostragem 08
coeficientes do filtro sio atualizados, de forma a considerar os novos dados recebidos. Se por
acaso, as estatisticas dos sinais forem mantidas estaciondrias, devemos esperar que os coefl-
cientes convirjam para valores determinados, e que ndo sofram grandes variagbes em torno destes
valores. Por outro lado, se os sinais forem nio estaciondrios, os coeficientes ficardo se reajustando
continuamente, dependendo de dois fatores: da rapidez com que se d4 este processo, e do fator
de esquecimento w. Contudo, é bom notar que, estando o filtro em fase de adaptagio ou néo, os
coeficientes serio sempre 6timos, no sentido de que atendem, em cada instante, o critério LS.

No n-ésimo instante de tempo, quando uma nova amostra x(n) chega ao filtro, este €
encontrado com os coeficientes obtidos no instante n- 1. Dessa forma, duas operagdes de filtragem
sdo possiveis neste intervalo de tempo: a primeira, com o filtro desatualizado, H(n-1); e a segunda,
com os multiplicadores jd atualizados, H(n). Estas duas situaces estio ilustradas na Figura 1.2,
assim como os sinais gerados a partir delas. Muito embora tais sinais possam ser referidos por
g(n,n-1) e £(n,n) conforme estabelecido em (1.16), preferimos adotar uma notagio mais simpli-
ficada para a distingfo destes sinats, definindo

e(n) = d(n) - H@-1)X(n) (1.54)

i3



O CRITERIO DE MINIMOS QUADRADOS

o din>
+ +

x i — x<{n —
eln? £
Y Y

Figura 1.2 - Duas situagdes do Filtro Transversal Adaptativo

como sendo o erro a priori, €

g(n) = d(n)—H" (m)X(n) (1.55)

como sendo o erro residual, ou erro a posteriori.

E natural que o erro a posteriori, €(n), caracteriza melhor o processo de aproximagao que
estamos considerando, uma vez que ele € resultante da operag8o com o filtro jé& atualizado,
Entretanto, o erro a priori, e(n), tem também sua utilidade. Veremos a seguir que ele € utilizado
na obtengdo de um algoritmo de minimos quadrados recursivo para a adaptagio do filtro
transversal.

1.4 - ALGORITMO RLS

O algoritmo que iremos descrever nesta segio € um refinamento do Algoritmo LS
apresentado na Tabela 1.1. Enquanto naquele, a matriz R(n) e o vetor rax(n) sio primeiramente
atualizados para o posterior célculo de H(n), neste o vetor H(n) € atualizado diretamente a partir
de H(n-1). Veremos que este procedimento evita também a indesejdvel inverso da matriz de
autocorrelagio, o que reduz significativamente a complexidade, ou o niimero de operagbes
exigidas.

Tomando inicialmente as equacdes (1.22) e (1.26) podemos escrever
Hin) = R'l(n) [wrax(n-1) + d*(n)X(n)] {1.56)

De (1.22) e (1.25), temos

rax(n-1) = R{n-1)H(n-1) (1.57)

1 - H n-
— [R(m) — X)X ()] Ha-1) (1.58)

14
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Substituindo (1.58) em (1.56) vem

H(n) = Hn-1) + R mX®) [d'(n) - XP(@H@-1)] (1.59)
= Hn=1)+ R m)Xn)e (n) (1.60)
= H(n-1) +¢"(n) G(n) (1.61)

Onde, na dltima passagem, definimos o vetor de ganho de adaptagdo
G(n) = R (mX(n) (1.62)

também conhecido por vetor de Kalman.

Precisamos agora encontrar uma forma de atualizar a matriz inversa, R'}(n), a partir de
R'i(n-l). Usaremos para isso uma identidade algébrica conhecida como Lema de Inversio de
Matrizes

Lema 1.1

Sejam A, B, C e D matrizes de dimensdes compativeis tais que
A = B+cpc? (1.63)
onde as matrizes quadradas A, B e D sdo positivas definidas. Entdo

Al= B'-Blcp'+ctB'cr! B! (1.64)

Uma demonstragio do Lema 1.1 é dada no Apéndice 1B. Podemos aplicar este lema &
equagfo (1.25) fazendo

A = R(n) (1.65a)
B = wR(-1) (1.65b)
C = X(n) (1.65c)
D=1 (1.65d)

de onde obtemos

1
w4 X @R (-1)Xn)

R'(n) = —:;[R“l(n_—l) - R (- 1)X@X R (n-1)]

(1.66)

13
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E notivel a redugio computacional fornecida por (1.66). A inversdo da matriz R(n) ¢
artificiosamente substituida por somas e multiplica¢bes matriciais e, & rigor, uma tUnica divisdo
por escalar. Essa redug@o fica realgada se considerarmos que alguns produtos s@o redundantes
no membro direito de (1.66) e podem ser evitados usando-se varidveis auxiliares,

Substituindo (1.66) em (1.62) e fazendo as devidas simplificagdes, temos

1

G = P(n—-1)}X
w w + XH(m)P@a-1)X(n) (=X (1.67)
onde, por comodidade, definimos
P(n) = R"(n) (1.68)

Dessa forma, podemos reescrever (1.66) como

Pm) = - [P - GX @)P(n-1)] L.69)

Na Tabela 1.2 sintetizamos o Algoritmo RLS (Recursive Least Square) a partir de (1.54),
(1.61), (1.67) e (1.69). A demanda computacional por iterago € de 32 N + %2 N multiplicagdes,
2N? + 5N adi¢gdes e 1 divisfio. Estes nimeros foram obtidos aproveitando a caracteristica
Hermitiana de P(n) [somente s3o computados os (N2+N)/2 elementos que figuram na diagonal
principal e acima dela], usando um vetor auxiliar para produto P(n-1)X(n) e ignorando o caréter
genericamente complexo das varidves.

A inicializacfo do Algoritmo RLS exige a existéncia de P(0). Este inconveniente pode ser
evitado admitindo-se uma modificagfio na definicdo de R(n)

R(m) = 3, ™ X@XG) +w" 8 In
1=1 (1.70)

onde 8 é um escalar bem pequeno e In € a matriz identidade NxN. Dessa forma

PO) = - IN

Ol

(1.71)

A modificacfo imposta por (1.70) niio altera a estrutura do algoritmo. Gragas ao baixo valor de &
e ao decaimento exponencial gerado por w, sua influéncia na estimag@o dos coeficientes €
praticamente desprezivel, sobretudo apSs decorrido um perfodo de tempo inicial [4].

Também para H(n) é necessério o estabelecimento de um valor de partida. Uma escolha natural
guando nfo se tem uma estimativa a priori €

H{©O) = On (1.72)
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Tabela 1.2 - Algoritmo RLS

disponivel, do instante n-1

X{n-1), H{n-1), G{n-1), P(n-1)
recebido no instante n

x(n), d(n)
atualizagdes

i

G{n) = 7}
w+ X (n}P(n—1)X(n)

P(n~1)X(n)

P() = = [Pe-1) - COX (mP(-1)]

e(n) = d(n) - H(n-1)X(n)
H(n) = Hin-1) +e (n) G(n)

Cabe agora algumas observagbes sobre o algoritmo descrito acima. Ele fornece exatamente
o mesma resultado (exceto pelas modificagdes exigidas nainicializagéo) do Algoritmo LS basico,
visto na Segdo 1.1, e apresenta uma complexidade moderada para valores baixos de N. O artificio
utilizado para a redugdo da complexidade reside noemprego do vetor de ganho, G(n), que atualiza
diretamente a matriz inversa, P(n), assim como o vetor de coeficientes, H(n).

Vale destacar que o Algoritmo RLS nio faz absolutamente uso da caracteristica de
deslocamento do vetor de entrada X(n). Ou seja, ndo aproveita o fato de que os N-1 dltimos
elementos de X(n) sdo meros deslocamentos dos N-1 primeiros elementos de X(n-1). Dessa
forma, podemos vislumbrar uma redugdo ainda maior na complexidade do método LS. De fato,
a propriedade de deslocamento de X(n), estabelecida na defini¢do (1.15), € uma imposigao
matemética desnecessdria para o problema de minimizag3o descrito no Exemplo 1.2. Ela estd
presente no caso especifico da filtragem transversal devido & natureza desta estrutura, mas é
dispensdvel sob o ponto de vista funcional do Algoritmo RLS. O aproveitamento da propriedade
de deslocamento de X(n) para a redugdo da complexidade computacional serd discutido no
Capitulo 2 com a introdugio dos algeritmos rdpidos.

1.5 - ALGORITMO LMS

Nesta segio iremos descrever brevemente o Algoritmo LMS (Least Mean Square). Ainda
que ndo tenha uma relagdo direta com o objeto principal de nosso estudo, achamos conveniente
discuti-lo, devido a sua grande importincia no contexto da filtragem adaptativa, scbretudo
quando associada ao filtro transversal.
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Muito embora o Algoritmo LMS seja usualmente derivado a partir de uma abordagem
estocdstica, procuraremos fazé-lo de uma outra forma. No intuito de abreviar o tratamento e
propor um desenvolvimento alternativo, vamos apresentd-lo como uma simplificagdo do Algo-
ritmo RLS. Tomarmos para isso a equagio (1.60)

Se admitirmos como vilida a aproximacao

1
Rn) = —1
() = I (1.74)
onde | é uma constante real e positiva, temos
H(n) = Hn-1)+pe (n) X(n) (1.75)

Dessa forma, o Algoritme LMS € representado simplesmente pelas equagbes (1.54) e (1.75),
conforme disposto na Tabela 1.3.

Para o caso de um sinal estaciondrio, com amostras descorrelacionadas, a aproximagao
(1.74) é razodvel, o que garante o funcionamento do algoritmo. Mostraremos, entretanto, gue,
mesmo para o caso de sinais estaciondrios em geral, onde essa aproximagio € grosseira, uma
escolha apropriada do parimetro i faz com que os coeficientes do filiro convirjam.

Ainda que o critério de otimalidade usado no Algoritmo LMS sejz diferente do usado no
método LS; para o caso especifico de sinais estaciondrios, os elementos de H(n) convergem
praticamente para os mesmos valores em ambos os algoritmos. Nio querendo prolongar
excessivamente essa discussio, admitiremos simplesmente que seja He 0 vetor para o qual o
filtro H(n) deve convergir em determinada situagdo de estacionaridade. Assim, podemos definir

g(n,e0) = d(n) ~ HE X(n) (1.76)

como sendo o erro produzido no instante n pelo filtro transversal na condigdo 6tima. Definimos
também o vetor

C(n) = H(n)~ Hw _ (1.77)
e o escalar
In)y = C'@ICm) (1.78)
O valor de J(n) representa um bom pardmetro para se avaliar a convergéncia do filtro. Ele
¢ o médulo ao quadrado da diferenga entre o vetor atual e o vetor desejado. Subtraindo He nos

dois membros de (1.75), temos

Cn) = Cn-1)+pe (m) X(n) (1.79)

i8
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Tabela 1.3 - Algoritme LMS

disponfvel, do instante n-1
X{n-1}, H(n-1)
recebido no instante n
x(n), d(n)
atualizagbes
e(n) = d(n) - H{n-1)X(n)
H(n) = H(n-1) + e () X(n)

Usando (1.79) em {1.78), vem
Im) = CHn-DC@-1) + 2 p Refe (n) CHa-DX@)] + 12 lem)P XHm)Xmn) (1.80)

O produto vetorial no colchetes do segundo termo pode ser reescrito como

CHm-1)X(n) = Ba-DXm) - HE X@m) (1.81)
= d(n) - e{n) — H X(n) (1.82)
= g{n,} — e(n) (1.83)

onde usamos (1.77), (1.54) e (1.76). Substituindo este resultado acima, temos
Jm) = J(n-1)= 2 Rele (n) [&(meo) —e(m]} + p* lemi® X (m)X(n) (1.84)
Vamos agora considerar o filtro no estado inicial, quando os coeficientes encontram-se
totalmente desajustados. Nessa situagfo, devemos esperar que e(n) assuma valores grandes
quando comparados a £(n,e). Podemos entdo desprezar €{(n,o<) na expressio (1.84), resultando
Im) = Xo-1) + 2 pem)P + p? le@)* XM (m)X(n) (1.85
A convergéncia do filtro pode ser garantida impondo que

I(n) < i(n-1) (1.86)

Esta imposi¢@o implica em

2
0€p< ——o
H XX (m) (1.87)
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Lembrando que
ErxHm)Xm)] = N r0) (1.88)

~onde r(0) é a poténcia média das amostras x(n), podemos delimitar a faixa de valores de g para

a qual o Algoritmo LMS converge (no sentido de minimizar J(n)] como sendo

5
N (0} (1.89)

0=

O resultado acima, derivado sob uma ética predominantemente deterministica, € em geral
obtidc na literatura através de uma abordagem estocdstica [2], {4], [6].

O comportamento do Algoritmo LMS nos perfodos de néo estacionaridade dos sinais estd
de longe fora do critério LS. Nos muitos estudos comparativos entre os Algoritmos LMS e RLS,
as conclusdes mais significativas ressaltam que o temnpo de convergéncia do primeiro € uma
ordem de grandeza maior que o tempo de convergéncia do segundo; além disso, no Algoritmo
LMS este tempo depende das caracteristicas do sinal de entrada, x(n) [4]. Essa dependéncia €
facilmente explicdvel, pois a correlagfio entre as amostras de {x(n)} implicam em uma matriz de
autocorrelagio com um fator de condicionamento ¥[R(n)] > 1, o que diminui a validade da
aproximaggo (1.74). O Algoritmo RLS, por outro lado, € totalmente indiferente as propriedades
estatisticas do sinal de entrada, devido a prépria forma como os dados sfio tratados, que mantém
o algoritmo inerentemente dentro do critério LS.

Apesar de pouco eficiente quando utilizado com sinais néo estaciondrios e/ou muito
correlacionados, o Algoritmo LMS estd consagrado devido 2 sua baixa complexidade computa-
cional: apenas 2N+1 multiplicagBes e 2N adi¢des por iteragdo. Gragas a esta caracteristica, s30
enconirados na prédtica, muitos sistemas que o empregam. Outro fator favordvel ao uso deste
algoritmo € sua reconhecida estabilidade numérica.

Para um tratamento mais apropriado ¢ bastante detalhado do Algoritmo LMS gostariamos
de citar a referéncia [4].

1.6 - COMENTARIO

Neste capitulo expusemos a teena de minimos quadrados e vimos como o Algoritmo RLS,
de complexidade proporcional a N?, pode ser usado para atualizar os coeficientes de um filtro
transversal adaptativo. Procuramos restringir o tratamento ao dmbito dos elementos necessarios
para o entendimento do critério LS, assim como sua aplicac8o & estrutura do filtro transversal.
No préximo capitulo veremos que a tarefa de atualizar o filtro transversal pode também ser
executada pelos algoritmos répidos, que representam uma solugéo bastante atrativa, uma vez que
oferecem a mesma resposta que o Algoritmo RLS, porém, com uma complexidade proporcio-
nal aN.
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O Algoritmo LMS foi incluido devido ao seu consagrado uso nos sistemas adaptativos.
Seu mecanismo de convergéncia foi demonstrado de uma forma inédita, usando-se um tratamen-
to deterministico. O resultado confere com o obtido através do tratamento estocdstico, usual-
mente encontrado na literatura.

Para uma abordagem mais aprofundada das questdes tratadas neste capitulo, incluindo as
estruturas LS do tipo lattice, sugerimos a referéncia [7].

APENDICE 1A

Neste apéndice vamos demonstrar as Propriedades 1.1.1, 1.1.2 e 1.1.3, que estabelecem
algumas regras para a diferenciagdo de fungGes escalares em relagdo a vetores.

Seja f uma funcio escalar de um vetor V. Entio, a derivada de f em relagfio a V € definida
por

o ot
day Jabg
of . of
—f = | das jabg
of . of
R (1.90)

onde a; e b; representam as partes real e imagindria do i-ésimo elemento do vetor V, ou seja

vi = aj+]bj i=1,2,..,N (1.91)
Fazendo

f =XV (1.92)

podemos escrever

N
f = 2 Xi Vi
i=1

(1.93)
N
= > x{Tai +j bl
f=1 (1.94)
Assim
A _
s i=1,2,..,N (1.95a)
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of _ ..
ob; 1M i=1.2,...N (1.95b)

Substituindo (1.952) e (1.95b) em (1.90), temos

8 yeHyt =
dv XVl =0 (1.96)

que corresponde a equagdo (1.20a), ou Propriedade 1.1.1.

Fazendo
f=vix (1.97)
{ernos
N
f= z vi X
i=1 {1.98)
N
=2 la~jbilx
=1 (1.99)
Assim
o _
Oa ! i=1,2,..,N (1.100a)
<
o _ .
ob; 4N i=1,2,..,N  (1.100b)
Substituindo (1.100a) e (1.100b) em (1.90), temos
4 By
dv [VX) = 2X (1.101)
que corresponde & Propriedade 1.1.2
Fazendo
f = VgV (1.102)
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podemos escrever

N N
*
f= Z Vi Vk ik

O W |

i=tk=1 B —— T 11 ) W——

onde gix € o k-ésimo elemento da i-ésima linha da matriz Q. Usando (1.91), temos

N N

f=3 2 [a-jbillax+jbi] qi
=1 k=1 (1.104)

Efetuando as derivagdes parciais, vem

N
of .
'a‘; = Z Vk Qik + Vk Qui
Yok= i=1,2,..,N (1.105a)
A«
o = > —ivkgi+]i vk qu
kel i=1,2,..,N (1.105b)

De (1.105a) e (1.105b), podemos escrever

N

of . of

aa; H 3y = 22 Vi G
' ! k=1 i=1,2,..,N (1.106)

Substituindo este resultado em (1.90), e notando que a somatdria acima corresponde ao produto
escalar da i-ésima linha da matriz Q pelo vetor V, temos finalmente

d H -
qv [V QVl=2QV (1.107)

gue representa a Propriedade 1.1.3

APENDICE 1B

Neste apéndice, queremos demonstrar a validade do Lema 1.1. Para isso tomemos a
igualdade matricial

n-[ciplc+ DY cislc+ DY = 0 (1.108)
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onde B e D sdo matrizes quadradas positivas definidas e C € uma matriz de dimensdes
compativeis com as operagdes. Desmembrando o primeiro colchetes, temos

In—ClBlcc'Blc+D i -l ictBIc+ D! = on (1.109)

Pré-multiplicando ambos os membros por CD e pds-multiplicando por Cc"B, vem
cpclp! -cpcscc’Blc+ Dy B
—cic"Blc+D T CBT = on (1.110)

Somando BB no primeiro membro e IN no segundo membro de (1.110), podemos escrever

v = BB -cc’Blc+Dp'1 B! + cDCHB!
—cpchpicctBlc+ Dt ePB? (it

Reagrupando 0s termos, vem

In = [B+CDCP B! -B'Cc(B'c+p !y CPB] (1.112)
De onde obtemos finalmente

B +cpcH! = B! -Blc(cBlc+ Dy B (1.113)

que corresponde 2 equagio (1.64), ou, ao Lema de Inversio de Matrizes.
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CAPITULO 2

ALGORITMOS DE MINIMOS QUADRADOS RAPIDOS

No capitulo anterior expusemos o método de minimos quadrados e derivamos o Algoritmo
RLS, o qual, como vimos, tem uma complexidade proporcional a N2 Neste capitulo, apresenta-
remos os algoritmos rdpidos, que solucionam exatamente 0 mesmo problema, mas com uma
complexidade proporcional a N.

Segundo um breve histérico feito por Haykin [1], a origem da teoria de minimos quadrados
remonta ao inicio do século passado com um trabalho de Gauss. O filtro transversal foi
primeiramente descrito em 1940 por Kallmann, e o Algoritmo RLS em 1950 por Plackett. Em
1969 um trabalho de Hastings-James e Sage empregava o Algoritmo RLS na identificagio em
tempo real de pardmetros de sistemnas. Somente em 1978 € que se deu o surgimento do primeiro
algoritmo rdpido com o trabalho pioneiro de Ljung, Morf e Falconer [2]. Este algoritmo,
designado por FK (Fast Kalman), serd descrito primeiramente. A seguir, serdo descritos os
algoritmos FAEST e FIF, datados respectivamente de 1983 e 1984, ¢ que representam uma
sofisticagdo do primeiro.

Inicialmente precisamos fazer uma pequena restrigio ao problema que estamos conside-
rando. Vamos supor que as amostras x(n) sejam todas nulas para n < 0. Esta restri¢do, conhecida
como "prewindowing method” [1], nfo impde qualquer limitag@o prética ao problema, jé que
todo o processo fisico deve ter necessariamente um comego, mas € um requisito importante no
caso dos algoritmos réapidos.

Como dissemos anteriormente, os algoritmos rapidos exploram a natureza seqiiencial do
sinal de entrada. Ou seja, o vetor X(n) pode ser obtido, a menos do primeiro elemento, por um
simples deslocamento nos elementos de X(n-1). Se existe correlagdo entre as armostras, € também
possivel fazer uma estimativa do primeiro elemento de X(n) a partir das amostras anteriores. Esta
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estimativa € tanto melthor quanto maior for a correlagio existente entre as amostras. O processo
de estimar as amostras do sinal € também chamado de predigio.

As duas se¢des que se seguem estdo destinadas a entender o processo de predigdo que,
como veremos, constitui a base do desenvolvimento dos algoritmos rédpidos.

2.1 — PREDICAO LINEAR PROGRESSIVA
Suponhamos que a amostra x(i) deva ser estimada pela combinagio linear
xGn) = AMmXG-1) @.1)
onde
Al(n) = [ai(m) ax(0) ... an(@)] (2.2)
é o vetor de coeficientes de predigdo progressiva (ou simplesmente, preditor progressivo), a ser

obtido pelo critério LS. O termo "progressivo" ficard justificado logo mais adiante. Procedendo
como no Exemplo 1.2, desejamos minimizar

Ea(n) = 3, W' lea(i,n)l

i=1 (2.3)

onde fizemos
£a(i,n) = x(i) - X(i,n) 2.4)
= x(i) - APmX@G-1) 2.5)

O parametro Eq(n) representa um importante papel no contexto dos algoritmos rdpidos e pode
ser referido como sendo a "energia do erro de predigdo progressiva”. De (2.3) e (2.5) temos

Ein) = 3 w7 [ () - x ") AMmX(-1) - x() XPG-DA®)
i=1
+ AMmxa-DX%E-DAM ] (2.6)
Usando as relagdes (1.20a), (1.20b) e (1.20c), temos para o gradiente de Ex(n)

VEim) = -2 3, w7 [x°() X(-1) - XGE-DX"G-DA®) )
i=1 (2.7)
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Igualando a zero a expressdo acima, temos
Am) = R (n-Dra(n) (2.8)

TR Gnde SRR

() = 3, WX () X(i-1)
j=1 (2.9)

¢ o vetor de autocorrelag@o progressiva de {x(n)}.

Da mesma forma que fizemos no Capitulo 1 para o vetor H(n), podemos encontrar uma
forma recursiva para a atualizagdo do preditor progressivo, A(n). Usando (2.8) e (2.9), temos

Am) = RYn-1) [wra(n-1) + x (n) X(n-1)] (2.10)

ede (2.8) e (1.25)

ra(n-1) = R(n-2)A(n-1) (2.11)
= "é? [R(n-1) -~ X(o-1)XP(@-1)] A(n-1) 212
Substituindo (2.12) em (2.10), vem
A(M) = A@-D + R @-D)X(@0-1) [x"@) - X (n-DA@-1)] (2.13)
= A(n-1) +ea(n) G(n—1) (2.14)
Na tltima passagem usamos o vetor de ganho, definido em (1.62), e fizemos
ea(n) = x(0) - AP(-1X(@n-1) (2.15)

que pode ser referido como sendo o erro de predigo a priori. Este erro € o resultado da predigdo
sobre x(n) utilizando o preditor com os coeficientes obtidos no instante n-1. Contrastando, termnos
o erro de predicdo a posteriori

ea(n) = x(n) - AF@X(@-1) (2.16)

resultante da predi¢io com os coeficientes atualizados para o instante n.

Veremos agora que é possivel obter uma forma de recorréncia para Ea(n) que faz uso dos
erros de predi¢do. Substituindo (2.9) e (1.23) em (2.6), temos

E.m) = p(n) - AMn)ra(n) - im)A®m) + AM(mR@-DAM) (2.17)
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onde fizemos
pn) = }E W (i
i=1 (2.18)
De (2.8) em (2.17), obtemos
Ea(n) = p(n) ~ rh(m)A(n) 2.19)
e de (2.14), vem
Ea(n) = p(@) - 15 (n)A(n-1) - ex(n) ra ())G(n-1) (2.20)

Usando as defini¢des (2.18) € (2.9), podemos escrever

Ea(n) = w [pn-1) - i @-DA@-D] + x(0) [x (1) = X (n-1DA@-1)]
~ean) IhmG(n-1)  (2.21)

Reconhecendo a expressio do primeiro colchete de (2.21) em (2.19) e a do segundo colchete em
(2.15), temos

Ea(n) = w Eq(n-1) + €2(n) [x(n) - 15 )G(n-1)] (2.22)
Utilizando a propriedade Hermitiana de R(n), a equagdo (2.8) pode ser reescrita como

i) = AMmR@-1) | (2.23)
e de (1.62), vem

tn)Gn-1) = AMmX@-1) (2.24)
Substituindo este resultado em (2.22) e usando a definicfo (2.16), temos finalmente

Ea(n) = w Ea(n-1) + ea(n)ea(n) (2.25)

Vemos entdo que a energia do erro de predicio progrf:ssiva, Ea(n), pode ser atualizada a

partir do produto dos erros de predigio a priori e a posteriori. E interessante notar que este produto

tem sempre umn valor real, ou seja ea(n)ea(n) = ea(n)€a(n). Além disso, temos as seguintes
desigualdades:

ea(n)ea(n) = 0 (2.26)

lea(n)l < lea{n)l (2.27)
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A validade das equacbes (2.26) e (2.27) serda mostrada mais adiante, na Segéo 2.4. O fator
significativo de (2.27) € a comprovagfio de que a predigdo a posteriori fornece uma estimativa
melhor ou igual a fornecida pela predig@o a priori.

Veremos agora um tipo semethante de predigdo sobre as amostras de {x(n)}.

2.2 — PREDICAO LINEAR REGRESSIVA

Na segdio anterior vimos como uma dada amostra da seqiiéncia {x(n)} pode ser estimada
a partir das N amostras precedentes. Queremos agora fazer justamente o contrario: estimar a
amostra x(i-N) a partir das N amostras posteriores. Para isso usamos a combinag#o linear
A H .
x(i-N,n} = B (n)X(1) (2.28)
onde

BT(n) = [bi(n) ban) ... bu(®)] (2.29)

é o vetor de coeficientes de predi¢iio regressiva (ou simplesmente, preditorregressivo). Definindo
a energia do erro de predi¢io regressiva como

En(n) = 3, W™ lep(io)l’

i=1 (2.30)

onde
ep(in) = x(i-N) — X(i-N,n) (2.31)
= x(i-N) - BP(m)X (i) (2.32)

temos, apés a minimizagao de En(n)
B(n) = R (n)ry(n) (2.33)

onde

@) = 3, W' x (-N) X()
o (2.34)

é o vetor de autocorrelagfo regressiva de {x(n)}.
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Nesta se¢do estamos omitindo as passagens algébricas, pois 530 equivalentes as da segio
anterior. Analogamente a equagio (2.14), temos para o predifor regressivo, a seguinte forma de
recorréncia

B(n) = B(n-1) + ex(n) G(n) (2.35)
onde ey(n) € o erro de predi¢io regressiva a priori

ex(n) = x(n-N) - BHn-1)X(n) (2.36)
O erro de predigao regressiva a posteriori € entdo definido por

ep(n) = x(n-N) — BPm)X(n) (2.37)

e, como feito na derivacdo de (2.25), pode ser usado para obter Ep(n) recursivamente

En(n) = w Ep(n-1) + ep(n)en(n) (2.38)

Na obtencio de (2.38) surgem também duas relagdes que serdo utilizadas futuramente e, por isso,
devem ser mencionadas:

Epm) = p(n-N) - b (n)B(n) (2.39)

HmGHm) = Bl n)Xm) | (2.40)

Estas relagbes sfo andlogas as equagdes (2.19) e (2.24).

Uma forma interessante de "enxergar” a predigdo regressiva € ver o preditor regressivo
atuando nas N amostras armazenadas de forma a gerar uma estimativa da amostra que acabou
de sair do filtro. Nesse contexto, a predi¢do regressiva faz tanto (ou tdo pouco) sentido quanto a
prediciio progressiva, pois ambas procuram estimar algo que j4 € conhecido. De fato, em nosso
caso, ndo estamos interessados nas estimativas geradas pelos preditores, mais sim nos erros e
nos coeficientes de predigio. Estes pardmetros serdo usados nas recurgdes dos algoritmos répidos
para reduzir a complexidade computacional exigida pelo Algoritmo RLS.

Podemos agora iniciar a discussio sobre os algoritmos rédpidos, comegando pelo Algorit-
mo FK.
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2.3 - ALGORITMO FK

Vamos denotar por Xn+1{n) o vetor cujos elementos sdo as N+1 dltimas amostras da
seqiiéncia {x(n)} relativas ao instante n. Assim

X&) = @) X (n-1)] (2.41a)
ou
XEa(m = [X'(n) x(0-N)] (2.41b)
Pa mesma forma, podemos definir a matriz de autocorrelagio estendida
n
Rn+1(m) = 3, W' Xnar()XRNe160)
i=1 (2.42)
Essa defini¢io surge naturalmente como uma extensfo da matriz de autocorrelagio deter-

ministica, definida no Capitulo 1. Usando a forma (2.41a) em (2.42), constatamos que a matriz
estendida pode ser particionada como

et [0 0
ra(n) R(n—1) (2.432)
Se, ao invés de (2.41a), usamos (2.41b), encontramos a parti¢ao
R(n) m(n)
Ry+1(n) =
Al [r&‘(n) p(n—N)] (2.43b)

Como vimos no Capitulo 1, a eficiéncia do Algoritmo RLS reside em se utilizar a inversa da
matriz de autocorrelagio, P(n), ac invés de R(n) nas atualizagbes. Assim sendo, € interessante
obter a inversa de Rny1{(n). No Apéndice 2A mostramos em poucas linhas que a inversa da matriz
de autocorrelagiio estendida pode ser escrita como

T H
R (n) = [0 O ]+ mEal(n)l: oA (“)}

On R (n—1) ~A(n) AmARm) (2.44)
ou ainda como
_ R7'(n) On 1 BmBYm) -B@
Rihi(n) = e
Nn(o) [ o% 0} ¥ Eb(n){ B 1 (2.45)

A primeira forma de Rﬁi;(n) resulta da particdo (2.43a), enquanto que a segunda resulta
de (2.43b).
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Podemos agora definir o vetor de ganho estendido

Gns1(n) = Ribi(n)Xns1(n) (2.46)

Substituindo as formas (2.41a) e (2.44) em (2.46) e usando a definigdo do erro de predigdo
progressiva a posteriori, (2.16), temos

1 o gn)| 1
Grarln) = {G(m—l)} " B [-A(n)} 2.47)

Se por outro lado, usamos as formas (2.41b), (2.45) e o erro de predig@o regressiva a posteriori,
(2.37), obtemos

Gn+i1(n) = [G(()n)jl + m;":(z)) [“Bl(n)]

(2.48)
Uma breve anélise de (2.47) e (2.48) permite entender o funcionamento dos algoritmos répidos.
Com algumas poucas manipulagSes é possivel atualzzar diretamente o vetor de ganho, G(n},
evitando-se o uso explicito da matriz inversa, R (n) Uma forma pritica de se conseguir isso
consiste em fazer a particio

Gn+i(n) = [M{H)}

m(n) (2.49)
onde M{(n) é um vetor de N elementos e m(n) € um escalar. De (2.48) temos
mn) = &n(n)
En(n) : (2.50)

Contudo, é bom notar que esta nfo € a Unica forma de se calcular m(n). Ele pode também ser
obtido como o1iltimo elemento do vetor Gn+1(n) em(2.47). Usando novamente a definigdo (2.49)
em {2.48), temos

G(n) = M(n) + m(n) B(n) (2.51)

Esta equagio ndo representa ainda uma solugic de recorréncia para o problema. Isto porque
existe uma outra relacdo entre B(n) e G{n). Como vimos na Se¢do 2.2

B(n) = B(n-1) +ep(n) G(n) (2.52)
Substituindo (2.52) em (2.51), obtemos

G(n) = ————— [M(n) + m(n) Ba-1)]

1 - m{n)en(n) (2.53)
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Se, ao contrario , substituirmos (2.51) em (2.52), teremos

B(n) = ————— [B(n-1) + ek@M@)]

1 — m(n)es(n) (2.54)

Podemos entdo resolver o problema de duas formas. A primeira delas, utiliza as equagdes (2.53)
e (2.52) e atualiza o vetor G(n) antes de B(n). A segunda, usa(2.54) e (2.51) e atualiza B(n) antes
de G{n).

Vamos agora atentar para o termo que aparece no denominador de (2.53) e (2.54). Usando
a definicdo de m(n) temos

En(n) — ep(n)en(n) _
Ep(n) (2.55)

1 - m(n)er(n) =

[.embrando que ¢ produto ep(n)ep(n) € real, podemos substituir (2.38) em (2.55), obtendo

* w Ep(n—1)
I -mnjep(n) = ——

(e = " ) | (2.56)
Vemos entéo que o termo 1 — m(n)eg’;(n) é a razdo entre dois valores sucessivos da energia do
erro de predigdo regressiva multiplicada por w, e tem um valor real e positivo. Além disso,
sabemos de (2.26) que o produto eb(n)eﬁ(n) € real e nfo negativo. Assim, de (2.55), temos que
1 — m(n)ep(n) é menor que 1. O campo de variagdo desse termo € entéo dado por

0 < 1-m(n)es(n) < 1 (2.57)

Uma criteriosa selegfo das equa¢oes apresentadas acima leva ao Algoritmo FK, o qual €
exposto na Tabela 2.1. Este algoritmo requer 9N + 2 somas, 10N + 3 multiplicagGes ¢ duas
divisdes por iteragio. Esses nimeros sdo obtidos através de um criterioso aproveitamento das
operagBes envolvidas, evitando-se operagGes redundantes e, novamente, ignorando a natureza
genericamente complexa das varidveis.

Visto que a complexidade computacional do Algoritmo FK aumenta lincarmente com N
(e ndo com Nz), observa-se um considerdvel ganho, em termos de esforgo computacional, em
relagdo ao Algoritmo RLS. Comparando-se os miimeros de operagdes requeridas por cada um
dos algoritmos, observa-se que o primeiro apresenta, de fato, vantagem computacional a partir
de N = 6. Vantagem esta que € tanto mais vélida quanto maior for a ordem do filtro transversal.

Veremos a seguir dois outros algoritmos rdpidos, que executam a mesma fungio do
Algoritmo FK, mas com uma complexidade computacional ainda inferior a deste.

33



ALGORITMOS DE MINIMOS QUADRADOS RAPIDOS

Tabela 2.1 - Algoritmo FK

disponivel, do instante p-1
X(n-1), H(n-1), A(n-1), B{n-1), G(n-1), Ea(n-1)
recebido no instante n
x{n), d{n)
atualizacfo dos preditores
ea(n) = x(n) — A(n-1)X(n-1)
Afn) = An-1) +ea(n) G(n-1)
ga(n) = x(n) - AMWX(n-1)
Ea(n) = w Ea(n-1) + ea(n)ga(n)
[M{n)] _ [ 0 ] . Ea(n)[ i }
m(n) G(n-1}j  Ea(n) [-A(n)
eb(n) = x(n-N) - BY(n-1)X(n)

G(n) = ~—————— [M(n) + m(n) B(n-1)]
1~ m{nlen(n)

B(n) = B(n-1) + e5(n) G(n)
atualizacio do filtro adaptativo

e(n) = d(m) - H(n-1)X(n)

H{n} = H{n-1)+e*(n) G{n)

24 - ALGORITMO FTF

Nesta se¢@o iremos apresentar ¢ Algoritmo FTF (Fast Transversal Filter). Este algoritmo
foi proposto por Cioffi e Kailath em 1984 [3], e consiste basicamente de modificacdes do
Algoritmo FK. Este também € o caso do Algoritmo FAEST, proposto por Carayannis, Manolakis
¢ Kalouptsidis em 1983 [4], que veremos na préxima segdo.

Comegaremos definindo um importante pardmetro
¥n) = 1-G'm)Xm) (2.58)

Usando a definigdo do vetor de ganho e o fato de que R(n) ¢ Hermitiana, podemos reescrever
(2.58) como

vo) = 1 -XImR ! @Xm) (2.59)
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Notando o surgimento da forma Hermitiana em (2.59), vemos que ¥(n) é um escalar de valor
real. Substituindo a equagio de recorréncia (1.66) para a matriz inversa, R’ (n) em (2.59), temos,
ap6s as simplificagles

W
w + XPmR a-1)X(n) (2.60)

o) =

Lembrando que a forma Hermitiana no denominador de (2.60) tem um valor nio negativo,
concluimos que os limites de Y(n) sdo dados por

<vymn) £1 (2.61)

Vamos agora analisar melhor a varidvel y(n). Tomemos para isso a defini¢do (1.55), do
erTo a posteriori

gn) = d(n) - Hm)X(n) (2.62)
Usando (1.61) e (1.54), temos

g(n) = e(n) [1 - GM(mXm)] (2.63)
Notando que o termo em colchetes € a definicdo de ¥(n), podemos finalmente escrever

- Em
T = ) (2.64)
Resultados semelhantes podem ser obtidos considerando-se os erros de predigio. Para a predigio
progressiva temos

8&(3)
-l =2 (2.65)

e para a predigdo regressiva, temos

Yy = 20

ep(n) (2.66)
Estas duas (ltimas equacdes sdo derivadas de forma andloga a (2.64). A interpretagio de Y(n)
como uma razio entre os erros de predicio introduz um fate surpreendente: oS erros a posteriori
podem ser obtidos antes mesmo do que os filtros que os determinam. Alguns autores, em virtude
deste fato, denominam y(n) como varidvel de antecipagdo. Outro nome mais freqiiente para y(n)
¢ varidvel de verossimilhanga.

Considerando a equagfo (2.64), e lembrando que ¥(n) € um escalar real, posxtzvo e menor
que 1, ficam provados dois argumentos usados anteriormente: le(n)l < le(n)l e s(n)e n)z0.
Argumentos que, similarmente, valem para os erros de predigio progressiva e regressiva.
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Vamos agora desenvolver alguns conceitos introduzidos no Capitulo 1. Como discutimos
no Exemplo 1.2, uma seqliéncia de amostras {d(i)} pode ser aproximada por uma combinacio
linear de N vetores X(i-k), k=0, 1,.., N-1. Denotamos por H(n) o vetor cujos elementos sdo
os coeficientes dessa combinaglo linear, e por e(n) o erro na estimagio da amostra d(n).

Queremos agora obter H(n) ¢ £(n) para um caso particular, em que {d(i)} é a seqiiénciz dada por

. 1 se i=n
d@) = {0 se i<n (2.67)

Das equagdes (1.22), (1.24) e (1.62) resulta, para esta seqiiéncia particular, que H(n) = G(n). Ou
seja, o vetor de coeficientes que minimiza o erro ao quadrado para a seqiiéncia definida em (2.67)
€ precisamente o vetor de ganho, G(n). A utilizagdo de H(n) = G(n) como um filtro para calcular
o erro residual fornece, das definiges (1.55) e (2.58), g(n) = y(n). Nesse sentido, G(n) pode ser
entendido como sendo também um filtro transversal. Neste caso, y(n) € o erro residual gerado
por este filtro.

Alguns autores costumam descrever os algoritmos rdpidos como sendo formado por um
conjunto de quatro filtros transversais, H(n), A(n), B(n) e G(n), todos excitados pela mesma
seqiiéncia de entrada, {x(n)}. Essa idéia € mais clara no Algoritmo FTF, pois neste caso o
parmetro y¥(n), que representa o erro relativo ao filtro G(n), € utilizado explicitamente, o que
nio acontece no Algoritmo FK.

Podemos agora definir o vetor de ganho dual, que serd utilizado nos algoritmos rdpidos
FTF e FAEST

i
G(n) = m(}(n) 2.6%)

Com esta definigdo, as equagdes (1.61), (2.14) e (2.35) podem ser reescritas como

H(n) = Hn-1) +¢& (n) G(n) (2.69)
A(n) = A(n-1) +e3(n) Gn-1) (2.70)
B(n) = Bn-1) + &a(n) G(n) .71

Pretendemos usar G(n) ao invés de G(n) no tratamento a seguir. De (2.60) ¢ (1.67) em (2.68),
decorre uma definigfo equivalente para o vetor de ganho dual

N N
G(n) = - R (n-1)X(n) (2.72)

Assim como fizemos para G(n) na se¢fo anterior, vamos definir o vetor de ganho estendido dual

|
R 1(n-1)Xna1(n)

Gnvim) = & (2.73)
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A matriz de autocorrelagdo estendida, no instante n-1, pode ser reescrita, de (2.44), como

T H
Rihi(n=1) = [0 O~ ]+ S [ ! —A (1) }

on R@-2)|  Edo-1)|-A@-1) A@-1A%n-1)
(2.74)
ou, de {(2.45), como
-1 H
o o [R@D) Oy 1 |Bo~-HBY@m) -B@-1)
R [ o o) E@D| -B¥@-1) 1
(2.75)

Usando (2.74), (2.41a) e a definigfio de erro de predigdo progressiva a priori em (2.73), temos

_1_ 0 L0 B
GN+1 (n) = {G(H“I)} + w Ea(n-1) [*——A(H—l)} ' (2.76)

Se, ao contrario, usamos (2.75), (2.41b) e a defini¢do do erro de predigdo regressiva a priori,
temos

GN*](I}) = [G(ﬂ)} + M[‘B(n—l)]

0 w Ep(n—1) 1 2.77)
Definindo
_ | M(n)

Gnai(n) = [fﬁ(n)} (2.78)
onde M(n) é um vetor de N elementos e m(n) € um escalar, temos que

- _ en{n)

m®) = Fn1) (2.79)
De (2.77), (2.78) e (2.79), podemos escrever

Gn) = M) + m(n) B(n-1) (2.80)

A equagdo (2.79) permite obter ep(n) evitando-se uma operagio vetorial. Veremos no
Capitulo 3 que este procedimento néo € aconselhdvel por questSes de instabilidade numérica
devida a erros de arredondamentos nos sistemas de computagfo. Assumindo, no entanto, um
processamento com precisio infinita, temos

ep(n) = w m(n) Ep(n-1) (2.81)
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Resta agora encontrar uma forma de atualizar y(n). Para isso vamos definir a varidvel auxiliar

Vi) = 1 - GRy(mXne1(n) (2.82)

Esta varidvel desempenha o mesino papel que y(n), porém, no espago vetorial estendido. Assim

1
Grs1(n) = ——= Gny
N+1{n) "o N+1(1) (2.83)

Usando (2.47), (2.41a) ¢ a defini¢io do erro de predigfo progressiva a posteriori em (2.82),
obtemos

lea(m)?
Ea(n) (2.84)

() = Ao-1) -

De (2.25) e (2.65), podemos escrever
leam)? = Y(n-1) [Ea(n) - w Ea(n-1)] (2.85)
Substituindo este resultado em (2.84), temos

w Ea(n—1)

ni@) = v g oy (2.86)

Similarmente & obtenc¢iio de (2.86), podemos usar (2.48) e (2.41b) em (2.82) resultando, apds
outras substituicdes

w Ex(n—1)

M@ = A/ g (2.87)

As equacdes (2.86) e (2.87) permitem atualizar ¥(n) através de Y1(n). Contudo, (2.87) pode sofrer
ainda uma modificacfio. Usando (2.56), vem

Yi(n) = ¥(n) {1 -~ m(n)es(n)] | (2.88)
Lembrando que
m(n) = 1 m(n)
Y1{n) (2.89)

temos finalmente

oy = ——
-1 @) 290
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Tabela 2.2 - Algoritmo FTF

disponivel, do instante n-1

X(rn-1}, H(n-1), A(n-1}, B{(n-1}, G(n-1), ¥n-1}, Ea(n-1), Ex{n-1)
recebido no instante n

x(n), d(n)
atualizagio dos preditores

ea(n) = x(n)~ Alm-DHX(n-1)

o] o ], e i
m(n} |~ 1Gn~-1) w Ea(n-1} | —A(n~1)
£a(n) = Yn-1) ea(n)

Ay = A®-1) +ea(n) G(r-1)
Gin) = ®Mn) + @mn) B(n-1)

Ealn) = w Eqg(n-1) + ea(m)ea(n)
ep(n) = w En(n-1) f(n)

_ W Ea{n-“i)
N = - =g =
o = —— 10

T~ nmFmel®)
ep{n) = ¥(n) en(n})
B(n) = B(n-1) + eo(n) G(n)
En(n) = w En(n-1) + ep(n)en(n)
atualizacio do filtro adaptativo
e(n) = d(n) - H(n-DX(n)
Hn) = H(n-1) + ¥(n) e (n) G{n)

O Algoritmo FTF pode ser construido de diversas formas, a partir das equagdes derivadas
acima. Essa multiplicidade de implementagGes deve-se exclusivamente ao niimero de arranjos
permitidos no referido conjunto de equagdes, Na Tabela 2.2 apresentamos um destes arranjos.
Achamos que essa forma € bastante conveniente, sobretudo com relag@io a praticidade no
momento de converter o algoritmo para uma linguagem de programacao.

A demanda computacional do Algoritmo FTF é de 7N + 3 somas, 7N + 11 multiplicages
e 2 divisbes por iteragdo. Niimeros estes, que foram obtidos com a utiliza¢@o da varidvel auxiliar
vi(n) Ex(n) ao invés de yi(n). Nota-se que eles representam um ganho em relacdo ao Algorit-
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2.5 - ALGORITMO FAEST

Historicamente, o Algoritmo FAEST (Fast a Posteriori Error Sequential Technique)
precedeu o Algoritmo FIF por um curto espago de tempo. Preferimos inverter essa ordem
cronoldgica na apresentagdo por motivos meramente diddticos. De fato, estes dois algoritmos
sdo muito semelhantes, diferindo apenas no uso da varidvel de verossimilhanga. Ao invés de
¥(n), o FAEST emprega

1
‘@ = 2.91)

Assim, de (2.64), (2.65) e (2.66), temos

_ em)
en) = Cn) (2.92)

€a(n)

C(n—1) (2.93)

it

£a(n)

ep(n)

C(n) (2.94)

]

gp(n)

Também a varidvel auxiliar yi(n) € substituida por

1
S = @ (2.95)

De (2.95), (2.86) e (2.91) temos

_ Ea(n)
Q) = LoD B e 296
Usando (2.25) e {2.93) vem
_ lea(n)i*
Gm = Un-D+ % E ne]) 297

Por outro lado, de (2.90), (2.95) e (2.91), podemos escrever

¢n) = Li(n) ~ M(n)ep(n) (2.98)

As equagdes (2.97) e (2.98) permitem atualizar {(n) no Algoritmo FAEST da mesma forma
que é feito paray(n) no FTF. A Tabela 2.3 ilustra o Algoritmo FAEST, que pode ser implemen-
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Tabela 2.3 - Algoritmo FAEST

disponivel, do instanten - 1

X(n-1), H{n-1), A(n-1), B(n-1), G(n-1}, {{n-1), Baln-1), En(n-1)
recebido no instante n

x(n}, d(n}
atualizagio dos preditores

ea(n) = x(n) - Al@-1)X(n-1)

[@(n)] "_,{ 0 }_ ea(n) [ 1 }
m(n) G(n-1}| * wEa(n-1) | —Afn~1)
_ taln)

~ Le-b

A(n) = A(n-1) +£a(n) G(n-1)

G(n) = M(n) + Mm(n) B(n-1)

€a(n)

Ea(n) = w Ea(n-1) + ea(n)ea(n)
en(n) = w Ep(n-1) m(n)

_ lea(m)i®
Ly = Lo-D+ 2 T

tn) = §i(n) -~ m(n)en(n)

eh{n)
Cin)

B(n) = B(n-1) + en(n) G(n)

gp(n) =

En(n) = w En(n-1) + en(n)eb(n)
atualiza¢io do filiro adaptativo
eln) = d(n) - Hn-1)X(n)

_ ebn)
Hin)}=H{(n-1}+ £ Gin)

tado com 7N + 4 somas, 7N + 10 multiplicagdes e duas divisdes por iteragio. Uma complexidade
equivalente & apresentada pelo Algoritmo FTF. Na verdade, estes dois algoritmos representam
formas diferentes do que podemos chamar de "versdo computacionalmente mais eficiente dos
algoritmos rdpidos”. A diferenga entre eles reside unicamente na forma de se calcular a varidvel

de verossimilhanga.

Os trés algoritmos descritos neste capitulo representam os tipos bisicos de algoritmos
rapidos. Pequenas variagbes e combinagdes destes algoritmos também sdo encontradas na

literatura especializada.
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2.6 - CONDICOES INICIAIS

Assim como o Algoritmo RLS, os algoritmos rdpidos também exigem certos cuidados na
inicializacfo. A estratégia na escolha dos valores iniciais reside em se preservar as condigdes de
minimos quadrados. Ou seja, o algoritmo deve partir de uma situagio valida no &mbito do critério
LS. O grande nidmero de varidveis existentes permite uma ampla liberdade na arbitragem destes
valores, uma vez que as condicbes de contorno sdo poucas. Entretanto, como estamos admitindo
gue as amostras da seqiiéncia de entrada sdo todas nulas paran < 0, € razodvel escolher A(0) =0n
e B(0) = Oy para os preditores. Também, dado a invarifncia destes nos instantes n <0, podemos
fazer G(0) = On para o vetor de ganho. Coerente com a escolha de G(0), a defini¢io (2.58)
estabelece W(0) = 1 para o Algoritmo FTF. Assim, de (2.68), G(0)=0n ¢ {(0) =1 para o
Algoritmo FAEST. Resta somente arbitrar um valor inicial para as energias dos erros de predigio.

E um fato inerente aos algoritmos répidos que as varidveis Ey(n) e Ep(n) nunca devem
assumir o valor zero, pois provocaria um denominador nulo. Dessa forma, uma constante positiva
deve serescolhida para E,(0) e outra para Ep(0). Obviamente, estas duas constantes devem manter
determinada rela¢fo. Das equagdes (2.86) e (2.87), podemos escrever

Ea(n) Ea(n—1)
W Em = D B (2.99)

De onde concluimos que ambos os membros de (2.99) representam, na verdade, uma constante.
O valor desta constante pode ser facilmente obtido particularizando-se a segiiéncia de entrada.
Suponhamos paraisso que {x(n)} seja uma seqiiéncia de amostras na qual x(-N)¢é adnica amostra
ndo nula. Aplicando o Algoritmo FK nesta seqli€ncia, obtemos

Ea(n) = W Ix(-N)P n>0 (2.100)
Ex(n) = w" Ix(-N)2 (2.101)
v = 1 (2.102)
Assim
Ea(ﬂ) N
o) Ep(n) W (2.103)

Esta relaciio € valida em geral, e nfio apenas para a seqiiéncia acima. Uma prova analiticamente
mais rigorosa da equagio (2.103) & apresentada no Apendzoe 2B. Lembrando que estamos
assurnindo Y(0) = 1, podemos fazer Ea(0) =Eo; ¢ Ep(Q)=w Eo A constante E, deve ser
escolhida com algum critério para nio comprometer a estabilidade do algoritmo nos instantes
iniciais. Abordaremos melhor esse aspecto no Capitulo 3. Nota-se que a influéncia de E; decai
exponencialmente segundo a equagéo (2.100), tornando-se desprezivel apds algumas constantes
de tempo [vide equagdo (1.30)]. Na Tabela 2.4 reunimos os valores iniciais discutidos acima.
Observe que fizemos H(0) = H, para o filtro adaptativo, pois € possivel que uma estimativa a
priori esteja disponivel no instante de partida
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Tabela 2.4 - Condicbes inicials

A(0) = On
B{0) = On

G(0) = G(0) = ON
Y0) = §(0) = 1
Ei0) = Eo

Eb(0) = whEq
H(0) = Ho

2.7 - ESPACOS VETORIAIS PARALS

E possivel derivar os algoritmos rapidos utilizando conceitos geométricos. Aindaque traga
uma certa redundancia ao trabalho, achamos conveniente a incluséo deste tépico, devido ao poder
de visualizagdo que a argumentagio geométrica confere ao problema. Por outro lado, a repetigio
do desenvolvimento sob um outro prisma ajuda a fixar o intrincado mecanismo de funcionamento
dos algoritmos rdpidos. A abordagem que iremos adotar € semelhante 2 encontrada em [5]. Um
tratamento ligeiramente diferente e cuidadosamente elaborado pode também ser encontrado
em [6].

Sem divida, a utilizagio de varidveis complexas nio condiz com o nosso objetivo de
adquirir uma visdo espacial do problema. Por isso vamos particularizar o tratamento para 0 ¢aso
de varidveis reais. Faremos ainda uma outra simplifica¢do: admitiremos w = 1. O espago vetorial
com o qual estaremos envolvidos tem dimensdo M, onde M € grande o suficiente para abrigar
um ntimero de eixos coordenados maior que o niimero das amostras passadas. Em outras palavras,
M > n. Definimos entdo os vetores Mx1

Xym) = [x(n) x(n-1) ... x(1) 0 ... 0] (2109
e

Di(n) = [d(n) d(n-1) ... d(1) O ... O] (2.105)
a matriz MxN

Xmn(n) = [Xmn) Xmn-1) ... Xm(n-N+1)] (2.106)

e o vetor de erro

em(n) = Dm(n) ~ Ym(n) (2.107)
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onde
Ym(n) = Xmn(n)H(n) (2.108)
Assim, a fun¢do custo, expressa por (1.17)

n

En(n) = ¥, [d(@) - X ()Hm)]
i=1 (2.109)

pode ser reescrita como

En(n) = em(n)em(n) (2.110)

=1 Sm(n)lz (2.111)

Vemos entiio que o pardmetro a ser otimizado pelo critério LS representa a norma Euclidiana,
ou o comprimento ao quadrado, do vetor em(n).

Minimizar o comprimento ao quadrado de gp{n) equivale a minimizar o comprimento de
em(n), que €  distincia entre Ym(n) e Dm(n) no espago de M dimensdes. Uma vez que Ym(n) €
um vetor formado pela combinagio linear das colunas de Xwun(n), estd contido no subespago
vetorial gerado por elas. Como Dm(n) em geral ndo pertence a este subespago, 0 comprimento
de em(n) é minimo quando este vetor situa-se ortogonal ao subespago gerado por Xm(n-i),
i=0,1,..,N-1. Dessa forma, podemos escrever

Xii(n-em(n) = 0 i=0,1,..,N-1 (2.112)

ou ainda

Xin(n)em(n)

On (2.113)
As equagdes (2.112) e (2.113) representam o "principio da ortogonalidade”, jd mencionado na
Secdo 1.1. Este argumento permite obter o vetor de coeficientes de uma forma bastante direta,

contrastando com a utilizada no Capitulo 1. Substituindo as equagbes (2.107) ¢ (2.108) em
(2.113), temos

H(n) = XInmXmnm]! Xin@m)Du(n) (2.114)

Este resultado confere com o obtido na equagdo (1.22) usando derivacdo de vetores pois, para
w =1, decorre

XinmXmn(m) = R(n) (2.115)
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Xan(@Dum(n) = rax(n) (2.116)
Usando o vetor H(n) dado por (2.114) em (2.108), temos
Ym(n) = Xnn(m) (Xin(mXmn(m)] ' Xi(o)Dm(n) @2.117)
e, de (2.107), vem
ev@) = {Iv ~ Xnmn() [XMnmXnunm]" Xin(n)} Dy(n) (2.118)
O vetor Ym(n) pode ser visto como sendo a projegio de Dm(n) ao longo do subespago

vetorial gerado pelas colunas de Xmn(n). Da mesma forma, ém(n) representa a projegdo de Dm(n)
ortogonal a este subespago. Este fato sugere a definigio dos operadores

Px(n) = Xmn(n) [XEmn(mXmnm]! Xin(n) (2.119)

P%(n) = Iuy - Px(n) (2.120)

os quais projetam um vetor respectivamente “ao longo do” e "ortogonalmente” ao subespago
gerado por Xm(n-1),1=0, 1, .., N-1. Usando estas defini¢Bes, podemos escrever

Ym(n) = Px(n)Dm(n) (2.121)

em(n) = PX(n)Dm(n) (2.122)

Vamos estabelecer duas propriedades dos operadores de projegfo, que decorrem direta-
mente das definicOes acima:

Propriedade 2.7.1
As matrizes que definem os operadores de proje¢do sdo simétricas

PX(n) = Px(n) (2.123a)

P (n) = PX(n) (2.123b)
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Propriedade 2.7.2

As matrizes que definem os operadores de proje¢do sdo idempotentes

Px{(n)Px(n) = Px{n) (2.1242)

PX(n)P%(n) = PX(n) (2.124b)

O mesmo tratamento que demos acima ao filtro transversal, H(n), pode ser dado aos
preditores. No caso do preditor progressivo, definimos

gam(n) = Xm(n) — Xmn(n-1)A(n) (2.125)

Esta definic3o € andloga 2 do vetor de erro em(n). Usando novamente o principio da ortogona-
lidade, temos que o comprimento minimo de €,m(n) ocorre quando

XTn@-Deav(@n) = 0 (2.126)
Substituindo (2.125) em (2.126), obtemos o vetor de coeficientes do preditor progressivo

A = [Xhn-DXnmn(-1)1" Xan(a-1)Xpa(0) 2.127)
Usando este resultado em (2.125), temos

eam(n) = PX(n-1)Xm(n) (2.128)
Como era de se esperar, €,m(n) representa a projecio ortogonal de Xm(n) no subespago gerado
pelos vetores Xm(n-i), i= 1, 2, .., N. Esta base difere da utilizada anteriormente pela troca de

um vetor: o vetor Xm{(n-N), que se encontra no lugar de Xm(n). Para o caso do preditor regressivo,
a solugdio obtida é

eom(n) = PX(m)Xm(n-N) (2.129)

onde gpmin) € o vetor Mx1, cujo primeiro elemento representa o erro de predigdo regressiva a
posteriori, £x(n).

E possivel estender a ordem do subespago associado aos operadores de projegio, de modo
que este comporte um nimero maior de dimensdes. Seja entdo Zmk uma matriz MxK e seja

Wmk = P%Zmk (2.130)
uma matriz cujas colunas sfo vetores contidos no subespago de Zmk, 0s quais se enconiram
ortogonais ao subespago de Xmn (A omiss@o do indice em parénteses objetiva unicamente

simplificar as expressdes). Temos entdo

Pxz = Px +Pw (2.131)
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onde Px 7 é o operador que d4 a projegio ao longo do subespago gerado pelas colunas de Xmn
e Zmk. De (2.130) ¢ (2.119), vem

Pxz = Px +PX Z[Z'P% Z]"' Z"P% (2.132)

onde usamos as propriedades 2.7.1 e 2.7.2, e omitimos também o sub-indice de ZMmi, que pode
ser um vetor Mx1. Substituindo (2.120) em (2.132), temos finalmente

Pz = Px-P% Z[2'P% Z]' Z'P% (2.133)

Queremos agora encontrar uma forma para a atualizagdo temporal do operador P%(n).
Antes porém, precisamos definir a matriz de deslocamento

010 .. 0]
001 ..0
S=1:: ..
000 ..1
000 ... 0] (2.134)
e o vetor Mxl
sl =1[100..0] (2.135)

A aplicacfio da matriz S em um vetor M-dimensional desloca seus elementos de uma unidade,
provocando um "atraso” no indice temporal. Por exemplo:

SXmin) = Xmn-1) (2.136)
SXmnm) = Xmn(n-1) (2.137)

o vetor G, ao contrério, pode ser usado para obter a primeira linha de uma matriz, ou o elemento
mais recente de um vetor. Por exemplo:

s Xmn) = x(n) (2.138)

o' Xmn(n) = X'(n) @139
Na discussido que faremos a seguir, usaremos também a relagio

Iy = S'S+o00" (2.140)

que decorre trivialmente das definigbes acima. Fazendo Z=G na equagio (2.133), temos

P%o = PX ~P% o [c'P% o] ‘o' P% (2.141)
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Notando gue na derivagfo de (2.133) poderiamos ter feito Z ser uma matriz MxN e X um vetor
Mx 1, concluimos que também € possivel escrever

Px = P3—P5 X [X'Ps X1 XTPS (2.142)

Da definicdo (2.120) e de (2.140), temos

PS = s’s (2.143)
Assim

P3x = ST [Im~SX(X'sTsx)!xTsTy s (2.144)
Reconhecendo a expressdo em colchetes como P8x, temos

Pgx = S'PEx S (2.145)
Finalmente, igualando (2.141) com (2.145), vem

P = S'P8x S + P& olc"P%k o] 6Pk (2.146)

Com o uso do vetor 6, os erros de filtragem a posteriori sao obtidos através das relacdes

g(n) = o em(n) (2.147)
= o PX()Dm(n) (2.148)
ga(n) = 6 &am(n) (2.149)
= o' PX(n~1)Xm(n) (2.150)
£o(n) = O Eom(n) (2.151)
= ¢ PX(n)Xm(n-N) (2.152)

Queremos agora encontrar um operador, Q%(n), que permita obter os erros de filtragem a priori
de uma forma anéloga a usada acima para os erros a posteriori. Ou seja

e(n) = 6 em(n) (2.153)

it

6" QX(n)Dm(n) (2.154)
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ea(n) = O eam(n) (2.155)
= oTQk(a-1)Xu(m) (2.156)

() =G BRI e (15T)
= o' Q%(n)Xm(n-N) (2.158)

onde em(n), eam(n) e epm(n) sdo vetores Mx1 cujos primeiros elementos sdo os erros a priori
correspondentes. Lembrando que estes erros sdo dados pelas combinagdes lineares obtidas no
instante imediatamente anterior, temos, para o caso do filtro adaptativo

em(n) = Dy(n) — Xmn(mH(n-1) (2.159)
onde

H(n-1) = [XInm)S SXmnvm] ! Xin(m)S' SDm(n) (2.160)
Assim

em(n) = {Iv— Xan(m) [XIn@S SXmn@m]' Xin()S'S} Dwmi(n) (2.161)

Dessa forma, devemos definir Q%(n) como

Q%) = T — Xmn(m) [Xun(@)STSXan(m)] ! XEn(m)S's (2.162)

Vamos observar que QX(n) é um operador que projeta um vetor Mx1 obliguamente 20
subespago gerado por Xmn(n). Os operadores PX(n) e Q%(n) guardam entre si a relagdo

6'Q%n) = [6"Pk(n)o] o Pk(n) (2.163)

cuja demonstragéo € feita no Apéndice 2C.

Observando as equagdes (2.114) e (2.127), notamos que € conveniente definirmos ©
operador Gx(n), de dimensdo NxM, por

Gx(n) = [Xim(m)Xam(@)]' Xin(n) (2.164)

o qual fomece a combinagio linear relativa 2 projecdo de um dado vetor ao longo do subespago
gerado por Xmn(n). Dessa forma, temos

H(n) = Gx(n)Dm(n) (2.165)

A(n) = Gx(n-1DXm(n) (2.166)
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B(n) = Gx{(n)Xm{(n-N) (2.167)

O vetor de ganho, tio empregado no tratamento matricial que fizemos anteriormente,
corresponde a primeira coluna de Gx(n), pois

Gx(n) 6 = [Xmn(m)Xmnm]! XfinG) o (2.168)
= R™'(m)X(n) (2.169)
= G(n) (2.170)

A esta altura, ja € possivel delinear a forma pela qual a solugo do problema deve evoluir
no espaco vetorial. Suponhamos que estamos no instante n. Desejamos entdo obter H(n), e temos
como conhecidos todos os paridmetros referentes ao instante anterior, os quais foram obtidos a
partir de proje¢des no subespago vetorial de Xmn(n-1). Este procedimento deve ser feito em duas
etapas. Primeiro € acrescentado o vetor Xm(n) ao espago de Xmn(n-1). O subespaco de N+1
dimensdes resultante se relaciona tanto com a solugdo obtida no instante n-1, quanto com a que
serd obtida no instante n; apds a retirada do vetor Xm(n-N), que constitui a segunda etapa.
Seguindo este raciocinio, desejamos encontrar uma forma para estender a ordem do operador
Gx(n) para um subespaco de N+1 dimensdes. Para isso, notemos primeiramente que

Px = X Gx (2.171)
Gx
= [XZ
xzl {0"} (2.172)
[v]
Pxz = [XZ]Gxz (2.173)

onde Z é um vetor Mx1 e, novamente, estamos omitindo os indices das matrizes. Usando a
equacio (2.132), temos

Gx T -1 5Tpo
= [X
Pxz = [XZ] I:GT:I + PXZ[Z'PXZ]” Z'P% 2.174)

Notando que

P%x =1-XGx (2.175)
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vem
Gx -GxZ| .7 1 5T
P ={XZ XZ P77 2P
x,:f‘ { 1[0T]+[ ]{ 1 ]{ X Z] X 2.176)
De (2.173) e (2.176), temos
Gxz = G? +|7OX 2| (2% 217! Z7P%
0 1 (2.177)

Permutando X com Z no desenvolvimento acima, e procedendo da mesma forma, obtemos

o' 1 Tpo 711 #Tpo
Gzx = + ZPxZ]Z°P
ZX [Gx] [ Gx Z} [Z°Px Z] X 2.178)

Resta agora encontrar uma expressdo que relacione Gx(n) com Gx(n-1). Substituindo
(2.175) € (2.163) em (2.146), podemos escrever

XGx = I1-ST [1-8XGsx] S~ [I - XGx] 66" Q% (2.179)
De (2.140), temos
XGx = 667 [I-Q%] + STSXGsxS + XGx00' Q% (2.180)

= 667XGsxS + STSXGsxS + XGxo0 Q% (2.181)

Usando novamente (2.140), e pré-multiplicando ambos os membros da expresséo resultante por
(X™x1'X", obtemos

Gx = GsxS + Gxoo Q% (2.182)

Os operadores definidos acima, assim como as expressdes obtidas para atualiza-los em
ordem e no tempo, formam uma base para a construgao dos virios algoritmos rdpidos. Iremos
aqui derivar somente o Algoritmo FK. Os demais podem ser derivados de forma semelhante.
Comecemos por definir o vetor de ganho estendido

Gns1(n) = Gzx(n) © (2.183)

onde Z = Xm(n) e X = Xmn(n-1). Usando (2.178) em (2.183), temos

Gro(m) = | .0 1+ 1 XL(m)Pk(n-1)o
+ Gtn-D]  [~Ox(@-DXu®) | Xiy(m)Pin-1)Xm(n) (2.184)
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Lembrando que
Ea(n) = head’ (2.185)
= eam(n)eam(n) (2.186)
= XTmPX-DXm@) (2.187)
temos |
Grei(n) = l:(}(r?ml)} " %%[-——A}(n)] (2.188)

onde usamos também as equacgdes (2.150) e (2.166). Se, ao invés de (2.183), fizermos
Gn+1(n) = Gxz(n)o (2.189)

com Z = Xm(n-N) e X = Xmn(n), obtemos

Gn+i(n) = [G(()n)] 4 Bl {"’Bl(n)}

En(n) (2.190)

A atualizago do preditor progressivo € feita aplicando (2.182) ao vetor Xm(n) e usando (2.166),
(2.170) e (2.156)

Gx(n-DXm(n) = Gsx(n-1)SXm(n) + Gx(n-1)os" Qk(n-1)Xm(n) (2.191)
de onde vem

A(m) = A(n-1) + es(n) G(n-1) (2.192)
A expressdo para gx(n) & obtida pré-multiplicando (2.125) por o .

o'eam(n) = 6 [Xmm) - Xmn(mA®)] (2.193)
de onde vem

ga(n) = x(@) - X (MA®) (2.194)
O mesmo ¢ feito para e,(n)

oleau(n) = o' [Xm(n) — Xmn(n)A(n-1)] (2.195)

ea(n) = x(n) - X (0-DA(n-1) (2.196)
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Para a atualizagdo de Ea(n), pré-multiplicamos (2.146) por X?\;g(n), pés-multiplicamos por Xm{n)
e substituimos (2.163). Dai resulta

Xi(m)Pk(n—1)Xm(n) = Xir(n)S Pex(n—1)SXm(n)

+ XR(m)PX(n-1)o0’ Qk(n-HXm(n) (2.197)

Usando (2.187), (2.150) e (2.156), temos
Ea(n) = Ea(n-1) + £a{n-1)ea(n) (2.198)
As expressdes para atualizar B(n), en(n), &n(n) ¢ Ep(n) s@o obtidas de forma andloga as

correspondentes para o preditor progressivo. O procedimento de construgdo do Algoritmo FK,
¢ exatamente o mesmo descrito na Segdo 2.3, e ndo convém ser repetido.

O parimetro y(n), que desempenha um papel fundamental no contexto dos algoritmos FTF
e FAEST, tem uma interpretagiio geométrica gue vale a pena ser discutida. Lembrando que Y(n)
pode ser entendido como sendo o valor do erro quando o processo de otimizagdo tem como
seqiiéncia de referéncia o vetor ¢, podemos definir o vetor Ym(n), de dimens&o Mx1, por

M(n) = Px(n)o (2.199)
que corresponde a em(n) para o caso em que Dm(n) = 6. Assim temos
n) = o Pk(n)o (2.200)

Este fator integra a equagfo (2.163) e constitui a base para a derivagdo dos algoritmos FIF e
FAEST [7]. Notando que (2.200) representa o produto escalar dos vetores, @ € Ym(n), temos que

y(n) = tdl Eypwm(n)l cos @ (2.201)
= §ym(n)l cos @ (2.202)

onde 0 ¢ o Angulo formado pelo vetor ¢ e um vetor normal ao subespago gerado por Xmn(n).
Como ym(n) € a projegio de o normal a este subespago, temos

lym(nl = idl cos® (2.203)
= cos’@ (2.204)

e de (2.202) e (2.204), temos finalmente
¥n) = cos’ O (2.205)

Por esse motivo, y(n) é também referida como sendo uma varidvel angular. A equagéo (2.205)
permite concluir novamente que o valor de y(n) varia no intervalode Oa 1.
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2.8 — COMENTARIO

Neste capitulo derivamos os trés principais algoritmos rdpidos utilizando duas diferentes
abordagens: a algébrica e a vetorial. Estes algoritmos solucionam o problema LS com uma

complexidade proporcional a N;ou; ao ntmero decoeficientes do filtro transversal. Estasolugio -

representa uma evoluglio considerdvel em termos de esforgo computacional, principalmente
guando comparada com o Algoritmo RLS, cuja complexidade € proporcional a N

A proposta dos algoritmos répidos permite melhorar sensivelmente os compromissos
existentes nos processos de filtragem adaptativa entre o niimero de coeficientes, a capacidade de
rastreio do sistema e o esforgo computacional exigido. Nesse contexto, o processamento de sinais
com amostras correlacionadas € o maior beneficidrio.

A despeito do avango representado pelos algoritmos rédpidos, deve ser mencionado que a
implementagdo fisica destes algoritmos, ao contrdrio do Algoritmo RLS, apresenta sé€rios
inconvenientes de instabilidade numérica, devido ao limite de precisfo imposto pelos sistemas
reais. No desenvolvimento deste capitulo foram assumidos os valores tebricos das varidveis, o
que corresponde a uma preciséo infinita. Na prética, infelizmente, isto € impossivel de ser feito.

APENDICE 2A

Vamos aqui demonstrar a equacio (2.44). Como vimos na Se¢do 2.3, a matriz de autocor-
relacdo estendida € dada por

Raur(n) = | P =
ra(n) R(n—-1) (2.206)
Fazendo
- vi
Rin(m) = |
V ZN (2.207)
¢ usando (2.19), podemos escrever
Ea(n) +ia(mA®M) @) |fu VI 11 0N
ra(n) Rin-1 ||V Zn On In (2.208)
Esta expressio pode tarnbém ser representada pelo sistema de equagdes
v [Ea0) + " A@] + 1 @V = 1 (2.2092)
ur{n)+R(n-DYV = On (2.209h)

AV + R@-1Zn = In (2.209¢)
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De (2.209b), temos

V = —u R(n-Dra(n) (2.210)

= —u A(n) _ (2.211)

Substituindo (2.111) em (2.209a), vem

1
Y = E.m) (2212)
e, de (2.209b)
V= - ! A(n)
~ Eam) (2.213)

Usando estes resultados em (2.109¢), temos

Zn = RY0-1) - R - DramyvF (2.214)

1, 1 H
R (n-1)+ E) A(n)A"(n) (2.215)

A equagdo (2.207) pode entio ser reescrita como

_ 0o ok 1|1 -Am
Rsi(n) = )
N+1(n) [ON R“I(n—l)} " Ean) LA(H) AmA"(n) (2.216)

Ou seja, o que queriamos demonstrar. Usando um procedimento semelhante, podemos demons-
trar também a equacio (2.45).

APENDICE 2B

Neste apéndice iremos apresentar uma prova mais rigorosa da equag8o (2.103). Como
resultado intermedidrio neste processo, obteremos também outras relagdes interessantes sobre
as energias dos erros de predigao dos algoritmos répidos.

Tomemos inicialmente a identidade matricial.

[p(n) n) H 1 ok ]: [Eam) AH(n)]
ra(n) R@-1)| |-A(@) R (@-1) On(m) In (2.217)
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que foi construida de forma a apresentar linhas e/ou colunas com um tnico elemento ndo nulo.

Usando a equagio (2.206) e operacdes clementares da dlgebra de matrizes e determinantes, €
possivel escrever

det Rynyi(m) det R'i(n«i) = Ex(m) (2:218)
ou ainda
det Rn+1(n)
Ea(n) =
det R(n—1) (2.219)

De forma andloga, usando a identidade matricial

[R(n) ro(n) HR“‘(n) “B(n)] { Iy On }

@) p-N)|{ OF 1 B"(n) Es(n) (2.220)
femos

det Rn+1(n) detR'(n) = Ey(n) (2.221)
ou

Ep(n) = %%%ﬁ (2.222)

Tomando a equacgio de recursividade para a matriz de autocorrelagdo

R(n) = wR(n-1) + X)X (n) (2.223)
podemos escrever

In—-X(0)G 1) = wR@-DR(n) (2.224)
Aplicando novamente as propriedades do determinante de uma matriz, temos

det [In - X(mG"@)] = w" det R(n-1) det R (m) (2.225)
O determinante no primeiro membro pode ser obtido com o uso da relagdo matricial

det [IN + YZ] = det [Im + 2Y] (2.226)

onde Y, Z, In e Im sdo matrizes de dimensdes compativeis. Usando esta relagio e a equagéo
(2.58) em (2.225), obtemos

_ ndetR@-1)
Y = W e R (2.227)
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A partir das equagbes (2.219), (2.222) e (2.227), podemos finalmente escrever

Ea(n})
T Em =¥ (2.228)

que corresponde a equagdo (2.103).

APENDICE 2C

Neste apéndice iremos provar a equagio (2.163). Comecemos para isso tomando a equagao
(2.140)

1=8"S+o0" (2.229)
De onde podemos escrever

xTsTsx = X™X - XToo'X (2.230)

Aplicando o Lema de Inversdo de Matrizes, equagdo (1.64), com

A = X'sTsx (2.231a)
B = X'X (2.231b)
C=X"o - (2.231c)
D = -1 (2.231d)

temos

xTsTsxy! = Xyt - (X7 XTo [oTX(X™X) ' XTo - 17! o™X [X"XT"

(2.232)
Usandoo'c=1ea definigéo (2.120), temos
xTsTsxr! = XTX1! - 1X"X7? XTo [6"Pk o] ! "X [X'XT (2.233)
Tomando agora a definigfo do operador Q%
Q% = I-X (X"s"sx)" X"s"s (2.234)
Substituindo (2.233) e (2.119), temos
Q% = I-PxS"S-Pxc [5'PX o]  6'Px S'S (2.235)
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T

Pré-multiplicando ambos os lados por 6 e notande que

6 PxST = —o'P% ST (2.236)

temos, ap0ds outras simplificagbes

6'Q% = o ~o'PxSTS +[0'P% 67! ¢'PX STS ~ 67P% STS (2.237)
=06 -0'S'S+[c Pk ol oP%STS (2.238)

Como GTSTEO, vem

o'Q% = o + [Pk o] 6'P% STS (2.239)

Usando novamente (2.140), temos finalmente

s'Q% = [0 P% o] oTP% (2.240)

que corresponde i expressdo (2.163), enunciada na Segfo 2.7.
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CAPITULO 3

ANALISE DE ESTABILIDADE DOS ALGORITMOS LS

Nio é possivel conjecturar a aplicagdo dos algoritmos de minimos quadrados na prética
sem um cuidadoso entendimento de seus comportamentos com relagio a estabilidade numérica.
Para tanto, desenvolvemos neste € no préximo capitulo, um estudo que busca o entendimento
do processo de instabilidade, assim como a proposigo de solugdes para este tipo de problema.

Neste capitulo analisaremos os mecanismos causadores da instabilidade, adiando para o
Capitulo 4 a proposicio de solugbes. Nossa énfase estard dirigida ndo apenas a entender e
solucionar o problema da instabilidade, mas também a proporcionar uma visao geral do assunto,
preenchendo assim uma lacuna existente na literatura.

Os fatores que provocam a instabilidade, ou a divergéncia, dos algoritmos de minimos
quadrados s3o sabidamente os erros de arredondamento (ou truncamento) conseqiientes da
representaglo em precisdo finita. Contudo, outros fatores contribuem severamente para a
aceleracdo do processo de divergéncia. A escolha do fator de esquecimento e a caracteristica de
estacionaridade do sinal de entrada, sio parimetros as vezes tdo infiuentes quanto o niimero de
bitz usado na representagfio das varidveis.

Para melhor entender os problemas de instabilidade foi desenvolvido um programa de
computador que simula os algoritmos anteriormente descritos nas mais diversas condigdes. Dessa
forma, as observacdes e os resultados aqui apresentados puderam ser confirmados experimen-
talmente.

O comportamento dos algoritmos de minimos quadrados em uma implementag@o prética
envolve tipicamente trés fases: a primeira delas € a fase de convergéncia, onde as varidveis
evoluem dos valores iniciais até os valores de regime. A duragfio desta fase € breve (algumas
dezenas de iteracdes) e praticamente isenta de ruido de quantizacg8o, devido ac pouco tempo que
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este teve para se acumular. A segunda fase, quando o algoritmo encontra-se em regime, é
caracterizada por uma flutuagdo das varidveis em torno dos valores esperados (para o caso de
sinais de entrada estaciondrios). Em condigdes hipotéticas de precisfo infinita, tendo como
entrada um sinal bem comportado, esta fase deveria durar indefinidamente. Entretanto, o ruido

............... dequan{izagﬁoacumﬂ}ado prﬂduza}t&ra@ﬁesnasvariéveis‘EStaS a}j_eragoes ao iengo &0 tempg e e,

se tornam significativas até que, em dado instante, observa-se uma divergéncia abrupta nos
valores das varidveis escalares e vetoriais. Esta divergéncia é uma particularidade dos algoritmos
rapidos que pode se manifestar também no Algoritmo RLS se alguns cuidados especiais ndo
forem tomados na sua implementagdo. Discutiremos este caso mais adiante. A terceira fase, que
se segue apds a divergéncia, € caracterizada por uma total instabilidade, com as varidveis
atingindo valores aleatfrios e extremos, sem qualquer tendéncia de retornar 2s condices
anteriores, ou de regime. Esse processo de total descontrole pode também determinar uma
ocorréncia de overflow; o que representa uma situagfo inaceitdvel, sobretudo quando se processa
sinais em tempo real.

A ocorréncia de overflow, a instabilidade das varidveis, e outros inconvenientes, como
divisdo por zero, s80 eventos que devem ser evitados a qualquer custo, mesmo tendo gue se
prescindir da aplicacdo rigorosa do critério LS. Ou seja, pequenas alteragdes no algoritmo sio
tolerdveis, desde que eliminem o problema da instabilidade. Para todos os efeitos praticos, é
preferivel um algoritmo cuja saida ndo esteja rigorosamente no contexto do critério LS, mas que
seja numericamente estdvel, j4 que em um algoritmo ndo estdvel tdo somente as primeiras safdas
podem ser aproveitadas. Neste sentido, muitos artificios foram propostos, visando principal-
mente a estabilizagio dos algoritmos rédpidos. Alguns deles, que consideramos mais importantes,
serdo discutidos no inicio do préxime capitulo.

Em nossa experiéncia, identificamos trés fatores que, conjunta ou separadamente, provo-
cam a divergéncia dos algoritmos LS:

1- A faltade excitacdo persistente
2 - O fator de esquecimento
3 - O ruido de quantizagio

Procuraremos estudar separadamente cada um destes fatores. O primeiro estd ligado as caracte-
risticas do sinal de entrada e € comum ao Algoritmo RLS e aos algoritmos rédpidos. O fator de
esquecimento tem uma influéncia mais marcante na estabilidade dos algoritmos répidos. J4 o
ruido de quantizagio, ou rufdo de arredondamento, assume caracteristicas especificas em cada
particular implementagio, exigindo com isso um tratamento diferenciado para cada um dos
algoritmos.

3.1 - AFALTA DE EXCITACAO PERSISTENTE

O primeiro dos trés fatores de instabilidade estd ligado as caracteristicas de estacionaridade
do sinal de entrada. Para melhor entendé-lo, consideraremos inicialmente um processo de
identificagfo de sistemas, onde um filtro transversal de comprimento N € excitado por um sinal
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perfeitamente predizivel, como por exemplo, uma somatbria de K sendides complexas e
ortogonais

K
x(n) = Z Ay 00
= 3.1

Este sinal deterministico tem sua representago espectral, X(e!®), caracterizada pela existéncia
de raias nas fregiiéncias €“*. O esforgo do filtro transversal consiste em igualar sua saida, y(n),
ao sinal d(n) proveniente do sistema que se deseja identificar. Assumindo a condigio de regime,
podemos dizer que a representagio espectral do sinal na safda do filtro € dada por

Y& = HE®) X9 (3.2)
onde
- N~1
HE™) = Y he ™
i=0 (3.3)

¢ a resposta em freqiiéncia do filtro. Dessa forma, temos que a caracteristica espectral de Y(E)
¢ também constituida unicamente por raias em e k=12, .., K Nestas freqiiéncias, os
coeficientes do filtro transversal devem assumir valores tais que

Ag[ho+hy €% 4 4 hyy ™D = D) k=1,2,..,K (3.4)

onde D(¢/®) é a resposta em freqiiéncia do sinal presente na saida do sistema que se deseja
identificar.

O conjunto de equagdes (3.4) é perfeitamente atendido quando K =N, ou seja, quando o
nimero de sendides complexas do sinal se iguala 4 ordem do filtro. Neste caso, os coeficientes
do filtro convergem para os valores determinados pela solucdo simultanea das equagdes e o erro
de estimagfo tende a zero. Para o caso em que K > N, estas equacdes ndo podem ser atendidas
simultaneamente. O erro de estimac@o ndo se anula, podendo ser minimizado pelo critério LS.
O vetor de coeficientes de regime € obtido no dominio do tempo através da equacdo (1.22).

Para o caso em que K < N, o sistema de equagdes (3.4) € atendido com N - K graus de
liberdade, 0 que significa uma subdeterminag@o nos valores dos coeficientes do filtro. As
conseqiiéncias dessa subdeterminag@o podem ser analisadas heuristicamente no dominio da
freqiiéncia. O filtro transversal, nas K posigdes correspondentes as raias do sinal de entrada,
apresenta ganhos determinados pelas componentes do sinal de referéncia. Entretanto, nas regides
de fregiiéncia nula do espectro de {x(n)}, o ganho pode variar extrernamente, fazendo com que
pequenos rufdos (de arredondamento por exemplo) sejam amplificados ao nivel de produzirem
a instabilidade.

O problema gerado por um sinal do tipo descrito pela equagfio (3.1) é denominado falta
de excitagdo persistente. Ele também pode ser entendido no domfnio do tempo notando-se que
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a matriz de autocorrelag@o do processo x{(n) € singular para o caso em que K <N [1], o que
inviabiliza a aplicagfo da equacdo (1.22).

Uma defini¢io matematicamente precisa da condigdo de "excitagdo persistente” pode ser
_encontrada em [2] e [3]. Preferimos no entanto uma definicio eguivalente, assumindo gue um
sinal {x(n)} apresenta excitacfo persistente quando sua matriz de autocorrelagio deterministica,
R(n), for positiva definida.

Um meio simples de solucionar o problema da falta de excitagfo persistente consiste em
adicionar urn ruido branco de poucaamplitude ao sinal de entrada, eliminando-se assim as regides
nulas do espectro. Este procedimento equivale a acrescentar valores positivos aos elementos da
diagonal principal de R(n), tornando a matriz melhor condicionada. Os sinais encontrados em
aplicacdes priticas s@o, de forma geral, bem comportados e prescindem deste artificio.

A instabilidade ocasionada pela falta de excitagio persistente ndo tem relagio com o ruido
de arredondamento, pois a matriz de autocorrelagdo do sinal de entrada tenderia & singularidade
ainda que as varidveis tivessem precisdo infinita. Uma medida do "bom comportamento” do sinal
de entrada pode ser dada pelo fator de condicionamento da matriz de autocorrelagio, introduzido
na Se¢do 1.2. Este pardmetro determina o quanto a matriz estd préxima ou distante da singula-
ridade. Da Propriedade 1.2.4 temos que a matriz de autocorrelagio torna-se singular na medida
em que deixa de ser positiva definida. Neste caso, o fator de condicionamento tende ao infinito.
No outro extremo, gquando este fator € 1, as amostras do sinal de entrada s@o totalmente
descorrelacionadas e © espectro de poténcia € plano (rufdo branco).

Na procura de seqii€ncias de entrada que favorecam a instabilidade, concluimos que
processos de entrada do tipo AR (autoregressivo), com pdlos préximos ao circulo de raio unitdrio,
sdo modelos representativos de sinais problemadticos para os algoritmos rdpidos. Faremos a seguir
uma breve revisdo deste tipo de sinal.

O processo AR

Na Figura 3.1 ilustramos o esquema de geraglo de um sinal do tipo AR de ordem K. Este
sinal obedece a relaciio

K

x(n) + Z ck X(n—k) = v{(n)
=1 (3.5)

onde os cx sdo coeficientes do processo AR e v(n) € um processo estaciondrio com amostras
descorrelacionadas e varidncia 62, A Transformada Z do gerador AR ¢ dada por

Xz _ 1
V(z) ~ K
1+ Z Ck zx
k=1 (3.6)

ou ainda, ressaltando a existéncia dos pdlos
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V(n){h**% x(nl

O
M
N,

= e

0
=
N!

Figura 3.1 - Esquema de geragBo de um processo AR

X(z) 1
V(z) K
IT i1-p2zh
k=1 (3.7)

onde os px representam os pdlos no plano complexo. Como pode ser observado, o nimero de
pélos € igual a ordem do processo AR. Estes polos devem localizar-se no interior do circulo de
raio unitdrio para garantir a estacionaridade (ou a estabilidade) do processo. De forma geral, a
sintese de um sinal AR deve partir da alocagfo dos pélos no circulo de raio unitdrio. No exemplo
abaixo ilustramos este procedimento para um processo AR de ordem 4.

Exemplo 3.1

Um sinal AR de ordem 4 deve apresentar 4 pdlos. Impondo que estes pdlos sejam
conjugados dois a dois, obtemos um sinal real. Assim

X@) _ 1
V@) [1-re®[1 -1 e[l -ned® [l - (3.8)

onde 1; e 6; sdo respectivamente, o médulo e 0 argumento de pi. A equago (3.8) pode serreescrita
como
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V(z)

X(2) = 1 -2 cosB + 7 cosBz] '+ [4 1] cos0) 12 cosB2 + r% + r%} 72

2 - .
~2[riracos8z+ 13 11 cosBy] 2>+ 3 2 (3.9)

Comparando (3.9) com (3.6), fica claro que os coeficientes AR, neste caso particular, sio dados
por

¢1 = - 2[r; cosBi + r2 cos0;] (3.10a)
c2 = 4711080 12 cOs02 + 17 + r% (3.10b)
c3 = -2 [rf ra cosOy + 13 11 cosBi] (3.10c)
c4 = 1713 ~ (3.10d)

Resta agora determinar a varidncia do ruido utilizado como entrada do gerador AR. Tomemos
para isso os coeficientes de autocorrelagio de {x(n)}, os quais séo definidos por

r(i) = E[x(n)X (n-i)] (3.11)

Estes coeﬁfientes podem ser obtidos, no processo AR, multiplicando-se ambos os membros de
(3.5)porx (n-i),1=0, .., K e tomando-se a esperanca matemdtica do produto. Efetuando estas
operagdes, obtemos

K
r(0) + Z cx r(k) = o2
k=1 i=0 (3.12a)

K
(@) + , cxr(i-k) = 0
- i=1,...K (3.12b)

Usando a propriedade r(-1) = r(), que decorre diretamente da defini¢do (3.11), o conjunto de
K+1 equagdes simultineas obtido acima pode ser resolvido para as varidveis r(i) em fung¢io dos
coeficientes ck € de 62 Na prética, entretanto, € conveniente fixar r(0), que corresponde 2
varidncia de {x(n)}, e deixar que 63 seja obtido simultaneamente comos r(i),i=1, .., K.

A partir dos coeficientes (i) € possivel construir a matriz de autocorrelagdo estocéstica do
processo AR e obter seu fator de condicionamento. Nas simulagdes que fizemos dos vérios
algoritmos, utilizamos como sinais de entrada processos estaciondrios do tipo AR com fatores
de condicionamento que variavam extremamente. Como norma de trabaltho, fixamos em 1 a
variancia dos sinais empregados; ou seja, fizemos r(0) = 1. |

Como vimos, 0s pardmetros do processo AR podem ser obtidos a partir da localizagio dos
pdlos no plano complexo. A medida em que os pblos caminham para a origem do plano, os
coeficientes AR v&o diminuindo em valor absoluto e o processo AR vai tendendo a um ruido
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branco (o ruido que € utilizado na geragio). Este fato pode ser constatado no caso particular do
Exemplo 3.1, observando-se os resultados fornecidos pelas equagbes (3.10a-d). Por outro lado,
quando os pélos se afastam da origem, o processo comega a assumir um caréter oscilatério, € a
variancia do ruido gerador diminui (para garantira amplitude constante do sinal AR produzido).
No limite, quando os pdlos tendem ao circulo de raio unitério, o rufdo tende a Ze10, € O processo
AR tende a uma somatdria de senéides complexas, do tipo representado pela equagdo (3.1).

Concluimos entdo que os sinais do tipo ruido branco e somatéria de senéides podem ser
considerados casos extremos do processos AR. De um lado temos um sinal sem nenhuma
redundéncia e, do outro, um sinal predizivel.

204 , j1p~1

O 200 400 600 800 30H0

204 , 107t

o 200 400 600 800 1000

Figura 3.2 - Algoritmo RLS com N =3 e w =0,985, excitado porx(n) = V2, cos(nn/12),
Em a observa-se o comportamento dos coeficientes do preditor progressivo, A(n); e
em b, o valor da varidvel fw + X (m)P(n-DX(n)]".
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3.1.1 - Falta de excitac@o persistente no Algoritmo RLS

Diversas simulagdes foram feitas com o Algoritmo RLS. O algoritmo demonstrou total
robustez numérica para uma vasta gama de sinais estaciondrios. No caso dos sinais compostos
pela soma de sendides complexas, foi possivel constatar que o algoritmo apresenta problemas

em todos os casos em que K <N, ou seja, em que o niimero de exponenciais complexas presentes
no sinal € menor que a ordem do filtro transversal. Ainda assim, os coeficientes do filtro
convergem e apresentam saidas razodveis durante todo o periodo em que o algoritmo se mantém
em funcionamento (algumas centenas de iteragdes). O motivo da interrupgdo € sempre um
overflow ou uma divisdo por zero. Este problema, como j& analisamos, é originado pela
singularidade da matriz inversa.

A parte a da Figura 3.2 representa os elementos do preditor progressivo em uma execugio
do Algoritmo RLS quando excitado por uma senéide de poténcia unitdria. O nimero de
coeficientes usado foi N = 3, o que ocasionou overflow com aproximadamente 2000 iteragdes.
A parte b desta mesma figura mostra a varidvel escalar [w + XH(n)P(mI)X(n)]”I. Nota-se que
apesar da aparente normalidade do preditor, esta varidvel denuncia irregularidades a partir da
iteracio 767, quando passou a assumir valores fora de sua faixa de validade. Tomando-se as
equacdes (2.72), (2.68) e (2.58), pode-se mostrar que

1 _ 1)
W+ XH(n)P(nmI)X(n) w (3.13)

Usando (2.61), vemos que a faixa de validade desta varidvel situa-se entre 0 e 1/w. A ocorréncia
de um valor fora desta faixa indica que a matriz de autocorrelagio perdeu a definicio positiva,
pois implica que X (n)P(n-1)X(n) < 0.

3.1.2 ~ Falta de excitaciio persistente nos algoritmos rapidos

Nos algoritmos répidos, o problema da falta de excitagfo persistente parece menos
influente que o gerado pelos erros de quantizagdo. Isso porque estes algoritmos sempre divergem,
quaisquer que sejam as caracteristicas do sinal de entrada. Ainda assim, nos processos AR, o
fendmeno da divergéncia € antecipado em cerca de trés vezes na medida em que os pélos
caminham do centro para a extrernidade do circulo de raio unitdrio.

No caso dos algoritmos rdpidos, as consegiiéncias de um sinal de entrada perfeitamente
predizivel ac nivel de N coeficientes se manifestam de uma forma diferente do que no Algoritmo
RLS. Quando o algoritmo € inicializado, os erros de predig¢do progressiva a priori, e a posteriori,
assumem valores altos, como € esperado, devido ao desarranjo inicial dos coeficientes do preditor
progressivo. A medida em que estes coeficientes convergem, os erros de predi¢io tendem a se
anular, porque o preditor consegue estimar com exatiddo as amostra do sinal de entrada. Se o
fator de esquecimento for menor que 1, arelagio (2.25) mostra que a energia do erro de predi¢do
progressiva, Ea(n), também tende a zero. Ocorre que em todos os tipos de algoritmos rdpidos
existe um passo onde este pardmetro surge no denominador. E certo, portanto, que em uma
execucio prolongada destes algoritmos ocorrerd uma divisdo por zero.
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Em [4], Bellanger sugere uma "constante de estabilizag@o”, que a cadaiteragdo € adicionada
ao valor corrente de Ea(n) para evitar a anulagio desta varidvel. Por ter um valor muito pequeno,
esta constante ndo deveria afetar significativamente o desempenho dos algoritmos rdpidos. No
caso de sinais bem comportados, entretanto, observamos que ela promove alteragbes que

_.invariavelmente antecipam o processo de divergéncia. Com isso, € aconselhdvel que o emprego...

desta constante fique restrito ac uso de sinais de entrada especificos, que podem provocar o
anulamento de Ea(n).

As Figuras 3.3 e 3.4 ilustram respectivamente a evoluciio dos coeficientes de predigdo
progressiva para o caso em que K <N nos algoritmos FK e FTF. Em ambas as figuras, o sinal
x(n) utilizado € uma senéide real de poténcia unitiria (K = 2) e o niimero de coeficientes ¢ N = 3.

204 , 1071 _,.J/'
15 ¢ _

o =00 1000 1500 2000 2500

204 x 1071

o 200 1000 1500 2000 2500

Figura 3.3 - Execugio do Algoritmo FK com N =3 e w = 0,985, excitado pelo sinal
determinfstico x(n} = ﬁcos(nTUlZ). Em p, observa-se o comportamento dos coefi-
cientes do preditor progressivo, A(n); € em b, o valor da varidvel 1 — m(n)ep{(n).
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i

o 500 1000 1500 2000 2500

zn.. » 3_0 ""1

e _ T

g =00 1000 1500 2000 2500

Figura 3.4 - Execuglo do Algoritmo FTF com N = 3 e w = 0,985, excitado pelo sinal
deterministico x{(n) = V2, cos{n®/12). Em a, ohserva-se 0 comportamento dos coefi-
cientes do preditor progressivo, A(n); ¢ em b, o valor da varidvel ¥(n).

As varidveis escalares 1 — m(n)es(n) e Y(n) também estdo representadas nestas duas figuras. Estas
varidveis sao normalmente usadas para antecipar a ocorréncia da divergéncia provocada pelos
erros de quantizac@o. Observa-se que elas ndo se prestam para prever a instabilidade gerada pela
falta de excitagfo persistente, pois os elementos dos preditores divergem antes que elas apresen-
tem um valor fora de sua faixa de validade.

E interessante notar que para o caso particular de sinais prediziveis (somatéria de senéides)
com K = N, o Algoritmo RLS exibe um funcionamento normal, enquanto que os algoritmos
ripidos apresentam risco de overflow e divisdo por zero. O entendimento deste processo reside
na diferenca estrutural existente entre os dois tipos de algoritmo. Enquanto no Algoritmo RLS,
o vetor G(n) ¢ obtido em cada iteragio usando-se apenas a matriz P(n-1) e o vetor X(n), nos
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algoritmos rdpidos ele € obtido através de atualizagBes que envolvem os preditores e os erros de
predi¢do. A equagéo

A() = An-1) +ex(n) G(n-1) (3.14)

assim como a correspondente equagdo que atualiza o preditor regressivo mostra que, apés haver
convergido, 0s termos e§(n)G(n~1) e ep(n)G(n) devem assumir valores muito pequenos, ou
mesmo nulos. Como os erros de predi¢cdo também tendem a se anular, os elementos do vetor G(n)
[ou G(n) nos algoritmos mais eficientes] podem assumir uma gama muito ampla de valores sem
que ocorram alteragdes nos elementos dos preditores. Isto faz com que os elementos de G(n)
comecem a crescer continuamente até que se dé a ocorréncia de overflow.

Resumindo a questdo da falta de excitagio persistente, temos que ela se manifesta no
Algoritmo RLS através da singularidade da matriz inversa, enquanto que nos algoritmos rapidos
ela se deve 2 anulacfio dos erros de predigdo. Este fato fica bem patente quando analisamos o
caso de sinais de entrada do tipo somatéria de sendides com K = N, que funcionam perfeitamente
no Algoritmo RLS, enquanto que ocasionam overflow e/ou divisdo por zero nos algoritmos
répidos.

Vamos agora considerar o segundo fator de instabilidade nos algoritmos rapidos.

3.2 — O FATOR DE ESQUECIMENTO

Inicialmente, é necessdrio considerar a existéncia de dois tipos de divergéncia, ou instabi-
lidade, nos algoritmos rapidos. O primeiro esté associado aos casos descritos na segdo anterior,
e se caracteriza pela ocorréncia de overflow (ou divisdo por zero) ocasionada pelo desvaneci-
mento no valor de certas varidveis. O segundo tipo se caracteriza por uma divergéncia abrupta
dos preditores, sem que uma explicagdo t3o Sbvia esteja disponivel. Apenas algumas varidveis
[como Y(n) no Algoritmo FTF] denunciam a iminéncia do fenémeno, quando seus valores
extrapolam a faixa de validade, evidenciando uma anomalia. De forma geral, a faltade excitagao
persistente é responsdvel pela divergéncia do primeiro tipo, enquanto que 0s problemas causados
pelo fator de esquecimento e pelos erros de quantizagio, sdo responsdveis pela divergéncia do
segundo tipo.

As simulagBes mostram que a estabilidade dos algoritmos rdpidos decai consideravelmente
com a diminuicéo do fator de esquecimento, 0 que torna o uso desses algoritmos proibitivo para
valores baixos de w. Tipicamente, um valor préximo de 0,97 pode causar a divergéncia de um
algoritmo répido em poucos milhares de iteragdes. O mesmo processo, executado com valores
acima de 0,999, pode suportar milhdes de iteragbes sem que o fendmeno da divergéncia se
manifeste.

O Algoritmo RLS, ao contrdrio dos algoritmos rdpidos, mostra-se insensivel a escolha
de w, chegando a manter-se estdvel mesmo para valores tdo baixos quanto 0,5. A faixa de valores
interessantes, para aplicagdes préticas, situa-se em geral acima de 0,99, quando a janela de tempo
que influencia o processo de predi¢o corresponde a pelo menos uma centena de amostras.
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Assim como a falta de excitagdo persistente, a instabilidade gerada pelo fator de esqueci-
mento também pode ser entendida através da matriz de autocorrelagio. Os algoritmos rapidos,
apesar de nio utilizarem explicitamente esta matriz (ou sua inversa), mantém a cada instante uma
certa correspondéncia com ela, pois foram derivados com base em sua estrutura. Dessa forma,
é possivel avaliar a influéncia do fator de esquecimento no processo de instabilidade dos

algoritmos rapidos através do comportamento dos elementos de R(n).

A andlise subseqiiente admite que a seqliéncia de entrada {x(n)} seja um ruido branco de
média nula, e que o cdmputo das varidveis seja realizado com precisdo infinita. Com estas
restrigdes € possivel isolar o aspecto que queremos observar (fator de esquecimento) das demais
fontes de instabilidade (erros de quantizagfo e falta de excitagio persistente). Nesse sentido, os
resultados dessa andlise representam uma espécie de limitantes inferiores no processo de
instabilidade, pois correspondem ao efeito produzido por somente uma das fontes.

Consideremos entdo a matriz de autocorrelagio deterministica de um ruido branco gaus-
. .y A 2 . - .
siano, de média nula e varidncia ¢”. Da Propriedade 1.2.1 temos que, em condicio de regime,
esta matriz tende para

0,2
ERMI = 774 I (3.15)

ou seja, os elementos rj; da matriz assumem em média apenas dois valores: a constante 02.1( 1-w)
na diagonal principal € zero nas demais posi¢oes. Uma descrigdo mais completa destes elementos
exige a andlise de outros parimetros estatisticos, que ndo apenas a média. No Apéndice 3A €
mostrado que as distribui¢des de probabilidade destes elementos sdo também gaussianas € com
variancias

G?ij = 2 2 0'4 ..
I-w i=) (3.16a)
1
G?jj = ) o' .
I—w i1#] (3.16b)

Usando a aproximagao
1-w?=2[1-w] (3.17)

que se aplica a valores de w préximos de 1, podemos reescrever os resultados em (3.16a) € (3.16b)
como

N S
Oy, = e O
N2 —w) ioj (3.18b)
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onde Oy; € O, sd0 os desvios padrdes dos elementos que estdo respectivamente na diagonal
principal de R(n) e fora dela.

Relembrando um conceito bésico da distribui¢io gaussiana, temos que o desvio padrio é
uma medida do espalhamento da varidvel em torno de sua média. Ou, mais precisamente: a
probabilidade de a varidvel aleatdria assumir um valor no intervalo compreendido entre um
desvio padrdo abaixo e acima da média é aproximadamente 0,68. Vamos utilizar esse conceito
para avaliar o comportamento dos elementos da matriz de autocorrelagdo deterministica. Consi-
derando que a matriz dada pelos valores médios em (3.15) corresponde a matriz identidade
multiplicada pela constante o /(1-w), teriamos um fator de condicionamento igual a 1. Entretan-
to, devido aos desvios padrdes dos elementos, ndo se pode afirmar a priori que essa matriz seja
bem condicionada. De fato, 2 medida em que aumenta o espalhamento causado pelo desvio
padrdo no valor dos elementos, diminui o condicionamento da matriz. E dificil quantificar
exatamente essa degradagdo no condicionamento da matriz, mas é possivel mensurar a amplitude
do espalhamento em termos dos desvios padrBes dos elementos. Para isso, vamos definir o
parimetro

—_ _.__._f__.cri.
% = Efn G19)

que representa a razdo entre o desvio padrio dos elementos e a constante 0'21( 1-w); uma espécie
de desvio padrio normalizado. Este parimetro pode assumir dois valores, conforme corresponda
a elementos da diagonal principal ou ndo. De (3.18a), (3.18b) ¢ (3.15), temos

I-w se i=]
Er;j = 3
1w se i#]
2 ] (3.20)

Como pode ser observado, Z; depende fortemente do fator de esquecimento. A Figura 3.5 mostra
um grafice que descreve o comportamento deste pardmetro em fungio de w. Notemos que nessa
figura ambos os eixos ordenados estéio em escala logaritmica, o que ressalta a enorme influéncia
do fator de esquecimento no condicionamento da matriz.

A influéncia do fator de esquecimento no condicionamento de R(n) também pode ser
entendida notando-se que a janela de observacio, ou nimero de amostras com ponderagio
significativa na fungdo custo, diminui substancialmente com a redugido de w, 0 que empobrece
as médias fornecidas pelos elementos da matriz.

Do exposto acima, vemos que um filtro transversal, mesmo quando excitado por um sinal
ideal (do ponto de vista da excitagdo persistente), deve apresentar problemas de instabilidade se
o fator de esquecimento ndo for suficientemente préximo de 1. Isso porqgue a matriz de
autocorrelagdo deterministica torna-se mal condicionada. Assumindo precisdo infinita, a matriz
de autocorrelagdo mantém-se positiva definida, nfio obstante o mal condicionamento. Contudo,
em realizagbes praticas, onde a precisfo é limitada, o mal condicionamento redunda em
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Figura 3.5 - Desvio padrio normalizado para os elementos da matriz de autocorrelagio
deterministica, em fungio do fator de esquecimento.

dificuldades numéricas na atualizagfio das varidveis. Os fatores que causam a instabilidade sio,
dessa forma, inter-relacionados. O fator de esquecimento provoca o mal condicionamento da
matriz de autocorrelacfo. Este por sua vez, determina a ocorréncia de operagdes problematicas,
como por exemplo divisdo por niimeros pequenos. Este quadro € naturalmente agravado pelo
limite de precisfio da méquina: o terceiro fator de instabilidade.

A Figura 3.6 ilustra o comportamento dos elementos de preditor progressivo, para trés
valores de w, em diferentes simulagdes de um mesmo processo. Em todos os casos foi utilizado
o Algoritmo FTF com N = 4, excitado pela mesma seqiiéncia de entrada: um processo AR de
quarta ordem. Sendo o niimero de elementos do preditor igual ao nimero de coeficientes AR, os
valores para os quais os elementos do preditor devem convergir sfo trivialmente conhecidos. A
varifncia do sinal de entrada, x{n), foi ajustada para 1, e a precisfo na mantissa das varidveis em
ponto flutuante foi de 23 bits. Pode-se observar a grande influéncia do fator de esquecimento na
estabilidade do algoritmo através do niimero de iteragbes suportado em cada caso. Estes nimeros
sdo representativos de uma série de simulagdes realizadas, onde se variou também outros
paridmetros menos influentes, como a ordem do filtro € o valor dos coeficientes AR. AFigura 3.7
ilustra a varidvel de verossimilhanga, Y(n), para as mesmas simulagdes da Figura 3.6.

Cabe uma dltima observag8o sobre o efeito do fator de esquecimento no Algoritmo RLS,
uma vez que neste algoritmo a instabilidade nfo € observada. Como jd dissemos, os fatores de
instabilidade n3o sdo independentes. Veremos adiante que o Algoritmo RLS possui caracter{sti-
cas numéricas muito robustas, o que garante sua estabilidade para um leque muito amplo de
condi¢des.
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Figura 3.6 - Coeficientes de predigio progressiva para 3 diferentes valores de w no
Algoritmo FTF implementado com N=4. Ema, w=09,emb, w=099, eemc,
w = 0,999, Nos trés casos foi utiizado como sinal de entrada um processo AR com
variincia 1 e coeficientes ¢ =3,08, c2= - 4,13, 03 = 2,86 e ¢4 = - (,85.
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Figara 3.7 - Varidvel de verossimilhanga, ¥(n), para as mesmas simulagbes da Figu-
ra 3.6. Esta varidvel antecipa a ocorréncia da divergéncia. Em a este parimetro
extrapola a faixa de valores permitida com 572 iteragdes; em b, com 13.406;eem ¢,

com 378.019 iteragles.
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3.3 - O RUIDO DE QUANTIZACAO

O limite de precis@o da méquina, dltimo dos trés fatores de instabilidade, é com certeza o
mais importante. De fato, sem ele a instabilidade devida ao fator de esquecimento ndo seria

............ Ob'Sﬁrvada'.' Iﬂfeilzmﬁﬂtﬁ,a iﬁﬂUénCIadomfdG d.e. quaﬂtiz&gﬁo no Salg Gritmos LS é dlffCii de sor
analisada, sobretudo porque ela se manifesta de forma muito especifica em cada particular
implementagdo. O tratamento que faremos utiliza conceitos estatisticos, além de aproximagdes
matemdticas bastante simples. Os resultados, no entanto, condizem com as simulagdes.

Antes porém, € oportuno fazer algumas consideracdes sobre a representacio de nimeros
reais em sistemas computacionais.

Modelamento dos Erros de Quantizacio

Em uma implementagio computacional, as varidveis podem ser representadas de duas
formas: em ponto fixo e em ponto flutuante. Discutiremos brevemente ambas as formas,
recomendando para uma discussdo mais detathada a referéncia [5].

No caso darepresentagio em ponto fixo, as varidveis assumem valores discretos, cujo passo
de quantiza¢do € dado pelo valor do bit menos significativo. Assim, para o caso de uma varigvel
implementada com b bits depois da virgula, temos um passo de quantizagio de 2%, 0 efeito de
uma operagdo de multiplicacio por exemplo, gera casas que se estendem além do bit menos
significativo, implicando na necessidade de uma quantizagfo. Essa quantizagio pode serefetuada
na forma de um truncamento, onde os bits excedentes sdo simplesmente ignorados, ou na forma
de um arredondamento, onde o valor discreto mais préximo é adotado. Para esse tiltimo caso, 0
erro de quantizagdo o gerado € tal que
1.8 | RS
22 <e=32 (3.21)

Assim, a quantizagdo por arredondamento de uma varidvel v em ponto fixo pode ser modelada
como

V=v+o (3.22)

onde v € o resultado da quantiza¢do e 0. é uma varidvel aleatéria com distribui¢io uniforme no
intervalo definido em (3.21). A média de ot € nula e sua variancia é dada por

I P
o& = 12 2 (3.23)

Para o caso de uma implementagio em ponto flutuante, 0 modelamento do processo de
quantizagdo € diferente. Uma varidvel em ponto flutuante pode ser escrita como

v=m2° (3.24)
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onde m representa a mantissa, que € um niimero situado entre Oe 1, e c representa a caracteristica
da varidvel em ponto flutuante. A quantizag8o é realizada somente na mantissa, mas seu efeito
global € o que realmente importa, de forma que € mais interessante encarar 0 erro em ponto
flutuante como sendo um erro multiplicativo, do que como um erro meramente aditivo. Assim,
para o processo de quantizagdo de uma varidvel v em ponto flutuante, temos

V= v(l+p) (3.25)

onde B € a varidvel aleatéria associada ao processo ruidoso e v € a varidvel quantizada. Supondo
que a quantizagdo seja feita por arredondamento, o erro adicionado 4 mantissa se localiza no
intervalo [-»E"bIZ, 2'b/2], onde b € o niimero de bits utilizado na representagio da mantissa. Assim

5 b

c? = < 9t
DEE —y < ¢ _
F vy 2 (3.26)

Usando (3.25), temos

__Qc% <vBs 262; (3.27)
€ como

2l gyt (3.28)
podemos escrever

~2 b <ps2?® (3.29)

A densidade de probabilidade de P néo € uniforme. Em [6] é mostrado que para b maior
que algumas unidades, a varidvel B tem média nula e varidncia

of = 0,18 27 (3.30)

A equagio (3.27) sugere que o erro de quantizagdo na varidvel em ponto flutuante v seja definido
como

o= pBv (3.31)
Assumindo que v seja descorrelacionada de 8, temos para a varifincia de o
6% = 0,18 E[v] 27 (3.32)

Um ponto a ser ressaltado, € que o ruido provocado pela quantizagfio nas varidveis
representadas em ponto flutuante se apresenta tanto nos resultados das operagbes de multiplica-
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¢do como de adi¢do. No caso da representagdo em ponto fixo, ao contrario, unicamente as
multiplicagdes sdo afetadas.

As suposi¢Oes feitas acima sdo bastante razodveis e condizem com muitas situagdes
préticas. No caso dos algoritmos rdpidos, a aplicagio deste modelo é extremamente dificultada
" pela grande quantidade de termos que se acumulam ao longo de uma iteragdo. Procuraremos, na
medida do possivel, usar uma abordagem mais genérica, que sirva tanto ao caso de ponto fixo
guanto ao caso de ponto flutuante.

Vamos discutir separadamente o processo de acumulacio de ruido nos vdrios algoritmos
LS. Comegaremos, no entanto, considerando uma questdo que envolve tanto os algoritmos
rapidos quanto o RLS. Esta questdo se refere 4 atualizagfo do filtro transversal adaptativo, que
corresponde aos itimos passos encontrados nos vérios algoritmos descritos.

3.3.1 — Anailise de estabilidade do processo adjunto

Tomemos inicialmente o Algoritmo RLS, apresentado na Tabela 1.2. Observando rapida-
mente a referida tabela, vemos que este algoritmo pode ser entendido como sendo dois processos
que ocorrem simultaneamente: o primeiro consiste da atualizagdo da matriz inversa, P(n), e 0
segundo representa a adaptagio do vetor de coeficientes, H(n), a qual é feita através do erro de
estimagdo a priori, e(n), e do vetor de ganho G(n). Notadamente, o segundo processo é
dependente do primeiro, pois utiliza o vetor G(n) que € obtido como um resultado intermediario
do cdmputo de P(n). O primeiro processo, ao contririo, é independente do segundo, uma vez
que P(n) pode ser atualizada sem o uso de H(n) ou e(n). Com isso, queremos observar que 0
Algoritmo RLS pode, para efeitos de anélise, prescindir do segundo processo, que a partir de
agora passaremos a chamar de "processo adjunto”. Mostraremos primeiramente que a malha de
recursdo formada pelo processo adjunto, igualmente encontrada nos algoritmos rdpidos, é
numericamente estdvel. Seguiremos para isso os passos tragados no trabalho pioneiro de
Ljung [2].

A equagio que efetua a atualizag@o de H(n) € dada por

H(n) = H(n~1)+G(n) e*(n) (3.33)
= H(n-1) + G(n) [d"(n) - X*(n)H(n-1)] (3.34)
= {In - G@XY(n)] Hin~1) + G(n) d*(n) (3.35)

Usando (1.62) e (1.25), o termo incluso no colchetes pode ser reescrito como
In - G@XAMN)] = w Pm)R(@-1) (3.36)
onde P(n) = R'l(n). Substituindo este resultado acima, vem

H(n) = wP@R(n-DH({D-1) + G(n) d () (3.37)
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Dessa forma, se um vetor de erro 8H(n,) € adicionado ao vetor H(n) no instante n,, temos

AH(n) = w" ™™ P(n)R(no) 8H(no) n>n, (3.38)

{x(n)} como sendo um processo estaciondrio ¢ w < 1 temos, na condigdo de regime
E[P(m)R(n,)] = In (3.39)

e, portanto, o erro adicionado em H(n,) tende a decair exponencialmente. Para o caso em que
w = 1, o termo E[P(n)R(n,)] resulta em uma matriz cujos elementos decaem com 1/n. Dessa
forma, podemos concluir que a malha formada pelo processo adjunto é estdvel.

A anilise feita acima ndo permite afirmar que o Algoritmo RLS seja estdvel, como feito
em [2], mas apenas que uma das malhas de recursdo € estdvel. A outra malha, que atualiza a
matriz P(n) no Algoritmo RLS, ou que atualiza o vetor G(n) nos algoritmos répidos, é a que
realmente importa na andlise de estabilidade pois, como vimos, prescinde do processo adjunto.
E nela que o ruido de quantizagio pode se acumular. Assim sendo, para os propésitos deste
capitulo, o Algoritmo RLS fica reduzido simplesmente a expresso

— P@-1)Xm)X @)Pm-1)]
w+ X (n)P(-1)X(n) (3.40)

P(m) = = [Pa-1) -

que representa a recursividade para a atualizagio da inversa da matriz de autocorrelagio. Pela
mesma razdo, as andlises de estabilidade que faremos dos algoritmos rdpidos também dispensam
os passos correspondentes ao processo adjunto.

Comegaremos a andlise de estabilidade pelo Algoritmo RLS. Como dissemos anterior-
mente, este algoritmo pode apresentar sérios problemas de instabilidade caso seu uso néo leve
em conta certos fatores de implementagdo. Vamos agora discutir com detalhes estes pormenores.

3.3.2 — Analise de estabilidade do Algoritmo RLS

O Algoritmo RLS € consagrado por sua robustez numérica. Contudo, sua implementagio
computacional exige cuidados na preservagio da simetria da matriz inversa, P(n). Caso contrério,
o algoritmo torna-se extremamente instdvel, apresentando um desempenho muito inferior aos
algoritmos répidos.

Mostraremos a seguir como a adi¢iio de uma matriz de erros, 8P, com elementos de valores
bem pequenos, pode afetar o comportamento do algoritmo nos instantes seguintes. Antes porém,
€ conveniente definir as matrizes

1 1
Pe = 5 8P + 5 5P" (3.41a)
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1oy 1on
Po = 58 ~ 8P (3.41b)

que correspondem respectivamente s componentes Hermitiana e Anti-Hermitiana de 8P,
Estabelecemos estas defini¢bes por analogia a um tratamento encontrado na 4rea de andlise
espectral de sinais, onde um dado sinal pode ser decomposto em suas partes pares e fmpares [7].
Com estas defini¢es, a matriz de erro 8P pode ser escrita como

8P = Pe+Po (3.42)
E importante notar que as matrizes Pe € P, possuem as propriedades

P. = PH (3.43a)

i

P, = - PH (3.43b)

Como pode ser observado, qualquer matriz pode ser decomposta na forma da equagio
{3.43). As propriedades da componente Hermitiana foram bem estudadas no Capitulo 1. A
componente Antiermitiana contudo, merece ainda alguma atengo. Para isso, vamos enunciar o
seguinte lema

Lema 3.1

Se Py € uma matriz Anti-Hermitiana e V é um vetor nédo nulo qualquer, entdo o resultado
do produto VIP,V ¢ um escalar imagindrio puro

Usando (3.41b) temos
H _yHlgp 1
VIRV = VI 8P - 5 sptv 3.44)
= LyHepy — L yHgpty
2 2 (3.45)
= Lyigpy _ L vHepyy
2 2 (3.46)
= Im [VISPV] (3.47)

De onde concluimos o enunciado do lema.
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Retomando o raciocinio anterior, temos
P(n-1) = P(n-1) + 8P (3.48)

Utilizando essa matriz assim alterada, ao invés de P(n-1), na recursiio (3.40), obtemos

1
w + X {(n) [P(n-1) + 8P) X(n)
[P(n-1) + 8P] X(mX"(n) [P(n-1) + 8PM']}  (3.49)

P(n) = %{P(nd)-fﬁP -

Notando que arelagio XH(n)SPX(n)I[w + XH(n)P(n- DX(n)] representa um escalar de valor bem
pequeno, ¢ valida a aproximagio

1 _ 1 . X" (n)8PX(n)
W+ Xﬂ(n){P(nml HOPIX(n) w4+ XH(n)P(n——l)X(n) w+ XH(n)P(n-—l 1X(n)
(3.50)
que foi obtida a partir da relacdo
L . 1-x
1+x xl<< 1 (3.5

Usando (3.42) e considerando o resultado do Lema 3.1, é possivel separar a parte real da parte
imagindria no segundo membro de (3.50). Uma implementago acertada do Algoritmo RLS deve
ignorar a parte imagindria, relativa ao produto XH(n)PoX(n), pois ela se deve unicamente ao erro
adicionado. Substituindo (3.50) em (3.49), com a parte imagindria devidamente ignorada, usando
(3.40) e desprezando os erros de segunda ordem, temos

P(n) = P(n) + —:; [P — GMXP(m)SPY - 6PX(n)G(n) + G)XP@mPX(n)G ()]

(3.52)
onde usamos também a equacéo (1.67), que define o vetor ganho de adaptagio
1
G(n) = ™ P(n-1)X(n)
w+ X ' (n)P(n—1)X(n) (3.53)
Substituindo (3.42) em (3.52), e usando as propriedades (3.43a) e (3.43b), temos
1 1
P(n) = P(n) + - [In~ G@X @] Pe [y - X@G )] + - Po
1 H H
+ , [Gm)X(n)Po + PoX ()G (n)] (3.54)
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Usando a equag¢do (3.36), obtemos finalmente
P(n) = P(n) + w P(0)R(n-1)PeR(n-1)P(n) + gv, P,

1 H EX(m)GH
+ 5 [C@X @Po + PoXMG M]3 55,

Esta equagio permite uma boa compreensio do processo ruidoso, sobretudo com relagdo
as componentes Hermitiana e Anti-Hermitiana de 6P, pois seus efeitos comparecem separados.
Pode-se notar que Pe produz uma perturbagio que decai exponencialmente com o tempo,
enquanto que o efeito produzido por Py cresce sem limites. Supondo que a matriz de erro AP seja
puramente Hermitiana (P, = ON), € seja adicionada em P(no), temos que a perturbagfo observada
em n > np € dada por

AP(n) = w"™ P(n)R(no)PcR(no)P(n)] (3.56)

Recorrendo novamente 2 equagio (3.39), temos que, para {x(n)} estaciondrio, a perturbacdo
resultante de uma matriz de erro Hermitiana tende a desvanecer com o tempo. Além disso,
enquanto seus elementos decaem, a matriz de perturbagio se mantém Hermitiana, nio perdendo
suas caracteristicas de simetria. Portanto, P(n) também se mantém rigorosamente Hermitiana.

Por outro lado, quando a matriz de erro 8P possui uma parte Anti-Hermitiana (P, # 0n), a
matriz P(n) é perturbada ndo apenas por uma componente Anti-Hermitiana, que cresce com 1/w,
mas também por uma componente Hermitiana, correspondente ao dltimo termo do segundo
membro de (3.55). A primeira perturbagio, como mostra o Lema 3.1, ndo altera a defini¢io
positiva da matriz P(n), mas a segunda, que evolui de uma forma acoplada com a primeira, € a
grande responsével pela alterac@io da definigio positiva da matriz P(n).

O artificio necessdrio para manter o Algoritmo RLS estdvel consiste em se garantir que a
matriz P(n) permanega simétrica ao longo do tempo. Na Tabela 3.1 apresentamos como exemplo
duas implementagdes do Algoritmo RLS. A primeira delas, aparentemente igual a segunda,
ocasiona uma assimetria em P(n). Para entender como isso ocorre, lembremos que o produto
numérico de duas varidveis resulta em um valor cuja representagfio exige uma quantizacdo.
Denotando por Q[x] o valor quantizado do produto x, temos que, de forma geral, em uma
implementag@o computacional

QkmUmIU () # kmQUmU"(m)] (3.57)

Dessa forma, a matriz P(n) resultante do primeiro algoritmo possui uma pequena assimetria,
enguanto que a do segundo se mantém rigorosamente simétrica. O crescimento exponencial do
ruido mostra que a pequena assimetria ocasionada na primeira implementagdo € suficiente para
torna-la extremamente instdvel, o que ndo ocorre com a segunda. De fate, pudemos verificar que
para o caso de w = 1, onde o crescimento do erro no € exponencial, até mesmo a primeira
implementagio da Tabela 3.1 apresenta um comportamento aceitdvel.

A segunda implementagio foi testada usando representacdo em ponto fluteante com 23
bits na mantissa. Para uma grande variedade de sinais estaciondrios utilizados como entrada e
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Tabela 3.1 - Duas possiveis implementagbes do Algoritmo RLS

a - Implementacio computacionalmente incorreta
LU = Pn-1)X(n)
1
w + X3 (n)U(n)
G{n) = kin)U(n)

kin) =

P(n) = — [P(n-1) - Gm)U (m))

€ |

b - Implementagio computacionalmente correta
U(n) = P{n-D)X(n)

S
H

w+ X (njU{(n)

G{n} = k{(n)U(n)

kin) =

P() = - (P-1) - KU@U ()]

uma ampla faixa de valores de w, esta implementagdo ndo demonstrou gualquer tendéncia de
instabilidade. Procurando confirmar o problema gerado pela assimetria, realizamos o seguinte
experimento: tomamos a segunda implementacio (a computacionalmente correta) e adicionamos
em determinado instante, e unicamente neste instante, pequenos incrementos a alguns elementos
de P(n). Estes incrementos eram quase despreziveis, cerca de 10”° vezes os valores dos elementos
de P(n), e foram adicionados de forma a gerar uma pequena assimetria. O resultado foi a
divergéncia do algoritmo ap6s aproximadamente uma centena de iteragdes; contrastando com as
execugdes normais desta implementagio, cujo desempenho pdde ser observado por milhdes de
iteragBes, sem que este fendmeno se manifestasse.

A manutengdo da simetria de P(n), comparando-se a primeira implementagiio com a
segunda, tem um custo, que se reflete no aumento do niimero de operagdes. Contudo, existe ainda
uma outra possibilidade de se garantir a simetria de P(n), que corresponde a utilizar somente os
elementos situados na diagonal principal e acima dela. De fato, esta € visivelmente a implemen-
tacAo mais adequada, pois além da simetria intrinseca, exige um ndmero menor de registradores
e minimiza o nimero de operagdes aritméticas por iteragdo.

Uma andlise complementar do Algoritmo RLS pode ser encontrada no trabalho de
Verhaegen [3], onde € mostrado que sob certas condigdes, a preservagio da simetria de P(n)
garante que esta se mantém positiva definida, ndio obstante o actimulo de erros. Verhaegen,
contudo, ndo utiliza as defini¢bes das componentes Hermitiana e Anti-Hermitiana, que sio
préprias deste autor. Abaixo expomos um teorema gue estabelece uma condigio suficiente para
a manutencdo da definicfo positiva de P(n).
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Teorema 3.1

Seja uma matriz de erro 8P tal que a soma de P(n-1) com 8P resulte em uma matriz positiva
definida. Entdo P(n), a matriz de autocorrelagdo inversa resultante, na iteracdo seguinte do
Algoritmo RLS, € também positiva definida.

.C<.).rn.ol P(n«i) é“positiva definida, temos qu
R(o-1) = [P(o-1)]" (3.58)
é também positiva definida. Além disso
R(n) = wR(n-1) + X)X (n) (3.59)
€ positiva definida, uma vez que para qualquer vetor nfo nulo V, temos
w VIR-1)V + VEX(m)xHm)v > 0 (3.60)

Portanto P(n), a inversa de R(n), é também positiva definida.

Como conseqiiénciado Teorema 3.1, se amatriz de erro &P for incapaz de alterar a definigio
positiva de P(n) no instante em que ela € adicionada, isto também néo poderd ocorrer em nenhum
instante futuro como decorréncia desta particular adi¢do. Esta observagfo é significativa, pois
demonstra como o Algoritmo RLS absorve os erros adicionados, ndo os amplificando. Por outro
lado, como os erros de quantizagdo sdo muito pequenos, é sempre improvivel que ocorra, em
uma Unica adi¢do, a alteragdo da defini¢io positiva de P(n), o que contribui para explicar a
robustez numérica deste algoritmo (implementado na forma numericamente correta).

Na secfio anterior, demonstramos que a matriz P(n) torna-se mal condicionada 3 medida
em que w diminui. Considerando ainda as conclusbes do pardgrafo anterior, vemos que o
Algoritmo RLS possui um interessante mecanismo de defesa para este tipo de problema pois,
como mostra a equagao (3.15), os elementos de P(n) crescem fortemente com a diminuigfo de
w, de forma que o0s erros de quantizagio tornam-se menos capazes de afetar a defini¢fo positiva
da matriz P(n). '

Vamos agora analisar o comportamento dos algoritmos rdpidos.

3.3.3 — Analise de estabilidade dos algoritmos 7N

Os algoritmos FTF ¢ FAEST, como apresentados no Capitulo 2, sdo computacionalmente
mais eficientes que o FK, pois possuem uma complexidade proporcional a 7 N, enquanto que
este Ultimo apresenta uma complexidade computacional de 10 N. Contudo, este ganho compu-
tacional tem como prego o aumento da instabilidade numérica. Uma forma de se contornar este
problema, consiste em se calcular vetorialmente o erro de predigdo regressiva a priori, ep, como
em (2.36), e ndo como o produto de escalares, dado por (2.81). Com isso, os algoritmos FIF e
FAEST ficam com uma complexidade proporcional a 8N e a atualizagfo relativa 4 varidvel Ex(n)
torna-se desnecesséria. Os algoritmos que fazem uso deste recurso serdo referidos no texto a
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seguir como "algoritmos 8N"; em contraste com suas versdes menos complexas, os algorit-
mos 7N.

Vamos explicar a geracdo da instabilidade observada nos algoritmos 7N tomando como

base a malha de recursdes formada pelas quatro equagecs abaixo, que foram extraidas do
---"--A}gontmo FAEST e et e . e

ep(n) = wm(n) Ex(n-1) (3.61)
{(n) = C(n-1)+”‘l€a(‘§f* — m(n)en(n) '
wE,(n—1) b (3.62)
_ ep(n)
ep(n) = Tn) (3.63)
Ep(n) = w En(n-1) + ep(n)ep(n) (3.64)

Tomemos inicialmente a varidvel {(n-1) ¢ adicionemos um pequeno erro de quantizagio 8.
T(n-1) = {(n-1) + 8L (3.65)

a varidvel T(n-1), afetada pelo erro de quantizagfio, € entdo usada nos demais passos da malha

_ _ ep(n—1)

&1 = 700 (3.66)
___ep(n-1)
T Gn-1)+ 8 (3.67)

Usando a aproximacgao (3.51) e (3.63), podemos reescrever {3.67) como

o n— - — __,___a_g____
R

(3.68)
Substituindo este resultado no cédlculo da energia do erro de predigiio regressiva, temos
Ep(n—1) = w Ep(n-2) + ex(n—1)e(n-1) (3.69)
= w Ep(n-2) + ep(n—~1)ep(n—1) {1 — CTL (3.70)
e de (3.64) e (3.63), vem
Ep(n—1) = Ep(n-1) - 8¢ lep(n~1)1 3.71)
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O erro de predigio regressiva no instante n, fica entio
ep(n) = w m(n) Ep(n~1) (3.72)
= ep(n) — 8L w f(n) lep(n—1)1 (3.73)

Onde usamos (3.61) e (3.71). A varidvel {(n), alterada pela adi¢do do erro de quantiza¢do no
instante anterior, fica entdo

2
O Swern)

T(n) = Lo-1)+ WEA(n-1) (3.74)

Substituindo (3.65), (3.73) e (3.62), resulta

T = L)+ 8 + 8 w ii(jes(n-1)P (375)
Ou ainda

Tn) = Ln) +k(n) & (3.76)
onde

k(n) = 1+w Im@)esn-1)P (3.77)

Na equacg@o {3.76) colocamos k(n) em evidéncia para mostrar que este fator é um escalar
real maior ou igual a 1; 0 que mostraque o erro 8( € amplificado na malha formada pelas equagdes
(3.61) - (3.64), e portanto, esta malha € instavel. Um resultado idéntico a este seria obtido se, ao
invés da matha analisada acima, tivéssemos usado a malha correspondente do Algoritmo FTF.

Usando a operagdo vetorial para obter ep(n), a malha acima descrita é desfeita, e os
algoritmos 8N resultantes apresentam uma caracteristica de estabilidade numérica comparivel
ao Algoritmo FK. Em linhas gerais, podemos estimar que a vida dos algoritmos 7N (medida em
nimero de iteragOes aproveitaveis) € prolongada em algumas dezenas de vezes quando estes sdo
transformados em algoritmos 8N.

O problema de instabilidade apresentado pelos algoritmos 7N sugere que este tipo de
implementagdo seja evitado, de forma que as referéncias feitas nas préximas secbes aos
algoritmos rapidos referem-se aos algoritmos 8N ou ao Algoritmo FK, que representam versoes
menos problemdticas, sob o ponto de vista da estabilidade numérica. Mesmo estes mostram,
ainda assim, uma grande instabilidade numérica, devido principalmente 2 existéncia de outras
malhas de realimentagfo de erros. Procuraremos analisar esta questdo seguindo a mesma forma
heuristica utilizada acima.

85



ANALISE DE ESTABILIDADE DOS ALGORITMOS LS

3.3.4 - Anilise de estabilidade dos algoritmos 8N

Na procura dos mecanismos que causam a instabilidade, € possivel incorrer em erros caso
alguns cuidados ndo sejam tomados, pois o tratamento matemético sempre inclui aproximagdes
que podem mascarar os efeitos que se deseja observar. Dessa forma, € mais seguro investigar o
comportamento dos algoritmos rdpidos através de simulacdes e entdo formular um modelo
matemadtico para descrever o processo.

O programa de computador que desenvolvemos tem a possibilidade de realizar simulta-
neamente duas simulacdes de urn mesmo processo, ambas em ponto flutuante. Uma delas com
preciséio de 63 bits na mantissa, € a outra com precisio de 23, 39, ou 52 bits. Essa diferenga de
precisdo pode representar um prolongamento de até 4 vezes na vida dos algoritmos répidos,
dependendo do processo que estd sendo executado. A titulo de ilustragiio, apresentamos na
Figura 3.8 o comportamento dos coeficientes de predigfo progressiva do Algoritmo FTF para
trés execugOes de um mesmo processo de predicio, onde a precisio das varidveis foi alterada de
uma execugao para outra. Nota-se que no primeiro caso, em que foi utilizada a precisio simples,
o algoritmo divergiu com cerca de 2000 iteragdes, enquanto que no tltimo, onde a maior precisio
foi utilizada, ele suportou quase 8000 iteragdes.

A duplicidade de precisdio oferecida pelo programa de simulag@o permite que as varidveis
em precisdo de 63 bits na mantissa sejam consideradas livres de ruido de quantizagcdo quando
comparadas as varidveis representadas com menor precisdo. Esta afirmativa, apesar de ndo valer
sempre, ¢ bastante verdadeira nas primeiras centenas de iteragdes - faixa interessante para a
observacfio dos fendmenos.

Substituindo uma a uma, as varidveis do processo implementado com menor precisdo pelas
correspondentes varidveis livres de ruido, observa-se que, em quase todos os casos, a vida do
algoritmo ndo € prolongada, chegando as vezes até a diminuir. Somente para o caso do preditor
regressivo, B(n), € que uma melhoria aprecidvel € observada. Neste caso, a vida do algoritmo é
prolongada até quase igualar a do processo implementado com maior precisio. Dessa observacio,
podemos presumir que os erros de quantizagio sdo realimentados nos algoritmos rdpidos por
alguma matha que inclui o vetor B(n). Na Figura 3.9 ilustramos um diagrama de blocos que
representa as malhas formadas pelas varidveis vetoriais do Algoritmo FTF. Nesta figura, os
blocos denotados por 2! sdo atrasadores, enquanto que os blocos denotados por S representam
uma operagdo de deslocamento nos elementos dos vetores. Como pode ser observado, existem
duas malhas principais: uma envolvendo os vetores B(n) e G(n), e outra envolvendo os vetores
A(n) e G(n). Mostraremos a seguir que os problemas de instabilidade devem ser creditados
enfaticamente a primeira delas, ou seja, & malha que atualiza o preditor regressivo.

Consideremos inicialmente a adi¢o de um vetor de erros 6B, com elementos de pequenos
valores, ao preditor regressivo no instante n-1

B(n-1) = B(n-1) + 8B (3.78)
O erro de predigéo regressiva fica alterado para

ey(n) = en(n) - SBMX(n) (3.79)
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Figura 3.8 - Algoritmo FTF implementado com varidveis em ponto flutuante, N = 4,
w = (0,97, excitado pelo mesmo sinal da Figura 3.6. Em a foi utilizado precisio de 23
bits na mantissa; em b, 39; e em ¢, 63 bits. A varidvel yY(n) acusou anomalia para
n=1980ema;n=4402emb,en=7902emc.
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RAEE

Figura 3.9 - Diagrama em blocos das varidveis vetoriais do Algoritmo FTF

e a varidvel de verossimilhanca torna-se

- Yi(n)
=g ~ Yi(m)m" (n)ep(n)

Substituindo (3.79) e usando novamente a aproximacgfo (3.51), podemos escrever

) = Yi(n) | _ 1@ m*(@) 8B"X(n)
I-p@m @es@  1-yi@m’@es(n)

= y(m) [1 - y(n) m*(n) $BHX ()]
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O erro de predigfio regressiva a posteriori, fica entio

€p(n) = ¥(n) en(n) (3.83)

= £6(m) = (0 [1 + ep(n) m*(n)] 5B X (n) e (3.84)

onde, na ltima passagem, desprezamos os erros de segunda ordem. De (3.61) e (3.64), podemos
escrever —

Ep(n)

I+ ep(n)m (n) = W Ep(o—1) (3.85)

Substituindo este resultado em (3.84), temos, para o erro de predigfio regressiva a posteriori

Ep(n)

E(n) = es(®) —¥) g’ s BBX(W) (3.56)

O vetor de ganho dual € alterado para
G(n) = M(n)+ m(n) B(n-1) (3.87)
= G(n) + m(n) 6B (3.88)

e o preditor regressivo resultante no instante n € dado por

B(n) = B(n-1) + G(n) ex(n) (3.89)

Substituindo (3.78), (3.87) e (3.86), e desprezando os erros de segunda ordem, temos

B(n) = B(n—1)+ 8B + G(n) ea(n) + M(n)es(n) 8B — y(n) ;—Sﬁgﬁ GoxHm)sB
(3.90)
Usando (2.68) e (2.71), vem
B(n) = B(n) +[1 + M(n)el(n) - _ Bl Gm)xX"(n)] 5B
w Ep(n-1) (3.91)
Substituindo novamente (3.85), resulta
B(n) = B(n) + ;—-—g:%)_—ﬁ [Ixy — Gm)X'n)] 5B (3.92)
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e, de (3.36), temos finalmente

B(n) = B(n)+I'n) 5B (3.93)
onde
E
I'(n) = E;—(%P(H)R(n—-l) | 3.94)

Vemos assim, que um erro adicionado nesta malha permanece indefinidamente no algo-
ritmo ao longo do tempo sendo, em cada iteragdo, multiplicado pela matriz matriz T'(n). A relaggo
(3.93) sugere um crescimento exponencial do ruido de quantizagiio no Algoritmo FTF. A
confirmac@o desta hipotese exige, contudo, outras investigacdes. Em primeiro Iugar, o erro 8B
se propaga no algoritmo alterando todas as varidveis, e nfo apenas as componentes da malha
acima analisada. Dessa forma, a menos que se prove que o efeito produzido pelas demais malhas
possa ser desprezado, mesmo para o caso da adi¢do de um erro isolado como estamos conside-
rando, ndo se pode fazer afirmagGes sobre os instantes futuros. A relagdo (3.93) € garantidamente
vilida apenas para uma iteracio. Em segundo lugar, € preciso estudar mais detalhadamente o
efeito produzido pela matriz I'(n) como elemento de amplificagdo do ruido. Em primeira anélise,
podemos unicamente afirmar que essa matriz tende em média para In em um processo estacio-
ndrio - 0 que ndo permite tirar grandes conclusdes.

De qualquer forma, a adigéio de erros ao longo do tempo €, com certeza, o fator responsédvel
pela divergéncia do algoritmo, e esta divergéncia decorre em fungo da realimentagio realizada
pela malha que contém o vetor B(n). A observacgéo de intimeras simulagdes mostra que existe
uma certa constincia no momento em que se dé a divergéncia dos algoritmos rdpidos para uma
mesma implementag&o. Ou seja, apesar da vida dos algoritmos variar extremamente em fungio
de determinados fatores, em cada particular situagfio, o comportamento tende a ser 0 mesmo,
podendo-se, dessa forma, prever o niimero aproximado de iteracBes que serd suportado. Esta
constatacdo estimula a procura de um modelo para descrever o processo de acumulagdo de erros
nos algoritmos rdpidos.

Antes de elaborar este modelo, ou mesmo, de atribuir toda a responsabilidade pela
acumulagdo do ruido a malha de atualizagio do preditor regressivo, B(n), como estamos
sugerindo, vamos analisar a malha do preditor progressivo, A(n), e constatar que ela ndo
amplifica o ruido, como faz a primeira.

Adicionando um vetor de erro, dA, no preditor progressivo em n-1, temos
Am-1) = A(n-1)+0A (3.95)

Os erros de predigao progressiva ficam alterados para

€a(n) = eq(n) - SAPX(n-1) (3.96)
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€x(n) = ea(n) y(n—1) (3.97

= £4(n) — Y(n-1) SAPX (n-1) (3.98)

O preditor progressivo resultante no instante n, € entdo alterado para

A(n) = A(n—1) + G(n~1) £a(n) (3.99)
Substituindo (3.95) e (3.98) em (3.99), usando (2.70) e (2.68), vem

A@) = A) + [In—- Go-1)X"(n-1)] 3A (3.100)
e de (3.36), obtemos finalmente

A(n) = A(n)+w P(o-1)R(n-2) 3A (3.101)

Notando novamente que o produto P(n-1)R(n-2) tem um valor esperado igual a matriz
identidade, vemos que o erro A tende a decrescer exponencialmente com o tempo, devido 4
presenca de w.

A analise feita acima ndo ¢ suficiente para garantir a estabilidade da malha formada por
A(n) e G(n). Isto porque esta malha contém um atrasador. Este bloco impede que o ganho da
malha seja avaliado em apenas uma iteragfio, como no caso anterior. A forma correta de se fazer
a andlise deveria levar em conta duas iteragOes seguidas, e nfo somente uma, como foi feito. O
computo de duas iteraghes, além de muito trabalhoso, produz expressdes complexas, que nio
permitem tirar quaisquer conclusBes acerca da estabilidade. No entanto, existe uma forma mais
fécil de se analisar a propagagdo do erro 8A nesta malha. Observando o diagrama de blocos da
Figura 3.9, vemos que esta malha inclui também um bloco deslocador S. Este bloco impede a
realimentago direta dos vetores ao longo da malha. A cada iteracgo, os elementos dos vetores
sofrem um deslocamento, de sorte que qualquer erro adicionado nesta malha nfio permanece em
circulacio por mais do que N iteragGes.

A malha formada por B(n) no diagrama da Figura 3.9 ndo possui nenhum bloco deslocador,
de forma que 0s erros que afetam o vetor B(n) sdo mantidos no algoritmo em constante evolucio.

Vamos agora demonstrar que o Algoritmo FK tem um comportamento similar ao FTF em
relagdo 2 malha que atualiza o vetor B(n), e possui as mesmas caracteristicas de estabilidade do
Algoritmo FTF.

3.3.5 — Anailise de estabilidade do Algoritmo FK
Vamos repetir o tratamento feito no item anterior, de se adicionar um erro isolado na matha

de atualizag@o do preditor regressivo, para o Algoritmo FK, e constatar que o mesmo resultado
obtido para o Algoritmo FTF se repete. Com isso estaremos comprovando o fato, também
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observado nas simulag¢des, que o Algoritmo FK apresenta um desempenho comparavel ao dos
algoritmos 8N, no tocante & estabilidade numérica.

Adicionando 8B em B(n-1), temos novamente

B(n-1) = B(n-1)+ 6B (3.102)

en(n) = ep(n) — SBHX(n) (3.103)

O vetor de ganho, dado por (2.53), resulta entfo alterado para

1 m(n) X"(n)5B
G(n) = 1- M B(n-1 5B
(n) |~ mmenm) [ |~ m(mel(n) 1 [M(n) + m(n) B(n~1) + m(n) 6B]
(3.104)
onde, gracas a aproximacdo (3.51), fizemos
1 _ 1 | _ mm) xHn)B
1—m@enn) 1-m(n)es(n) 1 ~ m(n)en(n) (3.1035)

Substituindo (2.53), (2.50) e (2.56) em (3.104), e desprezando os erros de segunda ordem, temos

_ £b(n) _ H
Gn) = G(n) + w Es(-1) o-1) [In — G(n)X"(n)] 8B (3.106)
O preditor regressivo no instante n, fica entdo alterado para
B(n) = B(n~1) +G(n)ey(n) (3.107)

Substituindo (3.103), (3.106) e (2.52), desprezando novamente os erros de segunda ordem, ¢
rearranjando os termos restantes, temos

ep(n)es(n) _ H
wEb(nml)] [N - G(m)X"(n)] 5B (3.108)

B() = B(n)+[1+
Substituindo (2.38), (3.36) ¢ (3.94), temos finalmente
B(n) = B(n)+I'(n) OB (3.109)

que corresponde exatamente & equagdo (3.93), obtida para o Algoritmo FIF no item anterior.

Podemos agora apresentar o modelo para a acumulagfo dos erros nos algoritmos répidos,
o qual assume que a malha de atualizagdo do preditor regressivo € a tinica responsével pela
geracdo e amplificac@o dos erros de arredondamento.
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3.3.6 — Modelo para o crescimento do ruido nos algoritmos rapidos

A deciso de se atribuir toda a responsabilidade pela acumnulag@o do ruido de quantizagio
a malha do preditor regressivo parece uma hipétese excessivamente simplificadora. Contudo,

..além das andlises feitas acima, pudemos constatar experimentalmente a grande-influéncia-dessa

malha no processo de instabilidade dos algoritmos répidos. Por outro lado, veremos que os
resultados experimentais, apresentados nas simulagbes, confirmam os obtidos pelo modelo,
atestando a validade desta hipétese.

Para viabilizar a anilise, restringimos o estudo do crescimento do ruido ao caso em que o
sinal de entrada € uma seqiiéncia de amostras descorrelacionadas e com média nula. Este caso &
especialmente interessante por apresentar uma grande constincia na determinacdo do momento
em que se di a divergéncia.

Comecemos por definir o vetor de erro
F(n) = B(n)- B(n) (3.110)

onde B(n) representa o preditor regressivo alterado pelo ruido no instante n. Os elementos fi(n),
i=1,2,..,N, representam assim o erro acumulado no correspondente elemento bi(n). Assumindo
que os fi(n) possuem média nula, temos que sua varincia é dada por

of(n) = E[ffm)] (3.111)

Esta varidncia corresponde a poténcia do erro acumulado em cada elemento do vetor B(n}. Seu
crescimento ocorre devido a uma soma, em cada iteragio, de uma nova quantidade de ruido, e
da amplificagio da poténcia do erro existente no instante anterior. Dessa forma, podemos usar
o modelo:

of(n) = acf(n-1) +k (3.112)
onde a ¢ um escalar levemente maior que 1, ¢ k € a varidncia do ruido de quantizagdo adicionado

em cada iterac@o. Esta equagfo de diferencas, com a condigéo de contorno 0‘%(0) = {, tem como
solugdo

_a' -1
of(n) = a1k (3.113)

O valor de k, para implementagbes em ponto flutuante, pode ser obtido usando-se o resultado da
equagdo (3.32)

k = 0,18 Eb’(n)] 272 (3.114)
onde E[bz(n)] € o valor quadrado médio dos elementos do preditor regressivo. Na verdade, k

deve ter um valor maior, pois o ruido adicionado em uma dada iteracio é resuitante de uma série
de operagdes, e ndo de uma tinica quantizagio. Por sorte, o modelo é pouco sensivel & variagao
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deste parimetro, importando unicamente sua ordem de grandeza. J4 o cdiculo de a envolve uma
anélise do efeito produzido pela matriz I'(n), definida em (3.94). Usando (3.36) temos

1 _Ep(m) [Ix - P@)X ()X ()]

T® = BwD (3.115)

Desprezando o fator Ep(n)/Ey(n-1), notando que P(n)X(n)XH(h) apresenta valores pequenos
quando comparados a I, e lembrando que o sinal de entrada ¢ descorrelacionado, podemos usar
a aproximagao (3.15), resultando

1 1—-w H
T = = [Ty = e X)X
® = = [IN- =5 X@X @] 3116

onde G ¢ a varidncia do sinal de entrada x(n). Notando que a diagonal principal da matriz

X(n)XH(n) apresenta elementos positivos e de média 0'2, podemos usar 0 seguinte modelo
estatistico:

X()x"m) = o’ In - Qo) G.117)

onde Q(n) € uma matriz cujos elementos sdo todos varidveis aleatérias com médias nulas e
variancias dadas por

se i=)
G se i#] (3.118)

Substituindo (3.117) em (3.116), temos

1-w
w 0% Qn) (3.119)

Tn) = I+

Usando as propriedades da multiplicagio e da adigio de varidveis aleatérias, a rela-
¢do (3.93) mostra que a amplificagio exercida pela matriz I'(n) na variéncia dos elementos do
vetor F(n) ¢ dada por

2
_ 1y D)
w (3.120)

a

Admitindo que a divergéncia do algoritmo ocorra quando 6 (n) atinja determinado valor, temos,
de (3.113) e (3.114), que este valor é dado por

np

a 2 —2b
a1 DISED®I2 (3.121)

ob =
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onde np € o instante de tempo em que se d4 a divergéncia. O niimero 1 do nominador foi omitido,
em virtude de seu pequeno valor frente & a™. '

Foi notado experimentalmente que a divergéncia do algoritmo ocorre invariavelmente
quando o valorde c%(n) atinge aproximadamente um décimo do valorde E[bz(n)]. Também neste

caso o modelo € pouco sensivel a variagio no valor desta relagao e pode ser arbitrado com alguma
liberdade. Tomando, por conveniéncia

ob = 0,18 E[b*(n)] (3.122)

temos

S S
= e [in(a— 1) + 2b In(2)] (3.123)

np
Dado que a tem um valor préximo de 1, vale a aproximagio In(a) = [a — 1]. Assim

_ w lIn(N+1)+21In(l = w) -2 In(w) + 1,4 b]
N+ 1] [1 - w] (3.124)

Uma vez que néo podemos esperar um resultado senfo aproximado do instante de divergéncia,
outras simplificagdes podem ser feitas. Usando N no denominador, ao invés de N+1, e despre-
zando alguns termos em funcgédo de seus pequenos valores em relacio ao termo 1,4 b, temos

14b

L Y
[1-w]"N (3.125)
A equacio (3.125) descreve bem o comportamento dos algoritmos répidos implementados
com varidveis em ponto flutuante. Em particular, ela estabelece que a vida do algoritmo deve ser
proporcional ao nimero de bits utilizado na representagao das varidveis. Este €, de fato, um
aspecto 4rduo dos algoritmos rédpidos, que ji foi comentado anteriormente e também ilustrado
na Figura 3.8. E desestimulante constatar que o esforgo de se aumentar o limite de precisdo das
varidveis ndo prolonga a vida do algoritmo sendo pelo mesmo fator usado no acréscimo do
niimero de bits.

O comportamento da poténcia do erro em relagio ao limite de precisdo das varidveis pode
ser observado nas simulagdes da Figura 3.10. Nesta figura estd ilustrado o crescimento do médulo
ao quadrado do vetor de erros, F(n), para duas simulagdes de um mesmo processo, uma com
precisdo de 23 bits e outra com precisdo de 52 bits. Pode-se observar claramente, em ambas as
implementag0es, que o crescimento do erro ocorre de forma exponencial. Além disso, como
previsto pelo modelo da equacio (3.113), pode ser notado um fato bastante curioso: que uma
maior precisdo na representacdo das varidveis ndo diminui a taxa de crescimento do erro,
fazendo apenas com que este comece a ser desenvolvido em um ponto inferior. Notemos que, na
parte b da Figura 3.10, o parimetro de erro comeca com uma amplitude de aproximadamente
102, A partir do momento em que ele atinge o valor 107, seu crescimento se d4 de forma
semelhante ao da implementagdo de menor precisao, ilustrado na parte a desta figura.
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Figura 3.10 - Parimetro [B(n) - B(n)!2 obtido em um processo de identificagio de
sistemnas usando ¢ Algoritmo FIF com N =4, w = 0,97, excitado por um nzido branco,
gaussiano, de média nula e varidncia 1. Em a foi usado ponto flutuante com precisio
de 23 bits na mantissa. Em b foi usado ponto flutuante com preciso de 52 bits.

Em intimeras simulag¢des realizadas, pudemos constatar que o modelo representado pela
equagdo (3.124) descreve bem o processo de acumulagdo de erros nos algoritmos rdpidos para
a faixa de valores interessantes do fator de esquecimento, da ordem do filtro € do nimero de bits.
Seu uso permite que se preveja, com razodvel exatiddo, o instante que determina a divergéncia
do algoritmo.

Na Tabela 3.2 apresentamos alguns resultados que permitem constatar a validade da
equagdo (3.124). Em a estdo relacionados os niimeros obtidos usando-se a férmula (3.124) para
o caso de N = 4, ¢ para uma série de valores de b e de w. Em b estd ilustrado, para efeito de
comparagdo, os resultados obtidos experimentalmente, com o uso do Algoritmo FTF, para as
mesmas condigOes relacionadas em a. Na Tabela 3.3 apresentamos uma comparagio semelhante,
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Tabela 3.2 - Comprovaciio da validade da equagcfio (3.124) para N = 4

a - valores de np obtidos com a férmula (3.124)

w\b b=23 b =39 b=352 b=63
w =09 485 B56 1.157 1412
w =099 47.652 91.142 126.478 156.377
w ={(,999 3.928.281 8.355.566 11.952.735 14.996.494
b - valores de np obtidos experimentalmente
wib b=123 b=139 b=352 b=63
w=109 775 1.560 2.140 2.630
w =099 53.400 122.000 163.000 196.000
w = 0,999 3.870.000 9.600.000 13.000.000 15.000.000

Tabela 3.3 - Comprovacéio da validade da equagiio (3.124) para w = 0,99

a - valores de np obtidos com a férmula (3.124)

Nib b=23 b= 39 b =152 b=63
N=4 47.652 91.142 126.478 156.377
N=40 6.326 11.639 15.956 16.609
N =400 715 1.268 1.718 2.008
b - valores de np obtidos experimentalmente
Nib b =23 b=139 b=52 b=263
N=4 53.400 122.000 163.000 196.000
N =40 3970 11.500 15.700 20.200
N =400 2.060 4.870 7.330 9280
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desta vez mantendo-se fixo o fator de esquecimento em w = 0,99 e variando-se N e b. Pode-se
notar a grande proximidade entre os niimeros obtidos com a férmula e os resultados experimen-
tais, o que confirma a validade do modelo.

Talvez uma ressalva deva ser feita quanto 4 ordem N do filtro. A partir de N = 200 nota-se
uma constincia no valor de np, deixando de valer o efeito "inversamente linear” previsto pela
equagdo (3.125). Entretanto, para filtros de ordens inferiores a 200, o0 modelo se aplica satisfa-
toriamente.

O sinal de entrada, x(n), utilizado em b, conforme estabelecido no desenvolvimento do
modelo, foi uma seqiiéncia de amostras gaussianas, descorrelacionadas ¢ com média nula.
Também fizemos a varidncia de x(n) ser unitdria e assumimos o instante de divergéncia, np,
como sendo 0 momento em que a varidvel de verossimilhanga, (n), apresenta um valor fora de
sua faixa de validade.

De forma geral, € necessdrio guardar uma boa margem de seguranga, de pelo menos uma
ordem de grandeza, quanto ao instante np. Com isso, a precisio fornecida pela equacéo (3.124)
€ satisfat6ria para quaisquer efeitos préticos. Contudo, esta equagio foi desenvolvida com o tinico
propésito de descrever o processo de acumulag@o de erros. Para fins de aplicages priticas,
recomendamos as técnicas de estabilizagdo discutidas no Capitulo 4.

Ao longo deste capitulo pudemos analisar os vérios fatores que influem na estabilidade
dos algoritmos rapidos. Vamos, a seguir, considerar outros parimetros, que na realidade
constituem condig¢des de contorno, mas que também interferem no processo de estabilidade dos
algoritmos rdpidos.

3.4 - INFLUENCIA DE OUTROS FATORES

As condigdes iniciais, assim como a poténcia do sinal de entrada, também podem
influenciar a estabilidade dos algoritmos rdpidos. Estes pontos ndo foram incluidos em nossa
consideracfo inicial dos fatores de instabilidade. O primeiro, devido ao seu cardter transitério, e
o segundo, devido & sua forma indireta de agdo no algoritmo.

3.4.1 - Influéncia da energia inicial de predicéo, E,

Os processos simulados em computador demonstram que a ocorréncia da divergéncia pode
ser antecipada em até algumas centenas de iteragdes quando se usa valores muito pequenos
para Eo. Antes de atacarmos este problema, € cabivel uma ressalva quanto a uma questiio de
consisténcia com o Algoritmo RLS.

Para efeito de comparagdo de resultados, € desejavel que tanto as simulagdes do Algoritmo
RLS quanto a dos algoritmos rdpidos apresentem saidas iguais para uma mesma seqii€ncia de
entrada. A forma vsual de se obter essa situag8o consiste em se manter as condi¢des iniciais,
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descritas na Segdo 2.6, para os algoritmos r4pidos, e introduzir uma pequena modificacdo na
matriz diagonal, P(0), sugerida no Capitulo 1 para a inicializagio do Algoritmo RLS:

1 .
PO) = —W .
© Eo (3.126)

onde

W = diag(l, w, W%, .. W™

(3.127)
Na equacdo (3.126), E, € o valor inicial da energia do erro de predigio progressiva empregado
nos algoritmos rdpidos. A obtengio desta equagio € feita, considerando-se a seqiiéncia de entrada
descrita na Seg¢io 2.6, cujas amostras sdo todas nulas para n <0, exceto a amostra x(-N), que é
dada por

xX(-N)? = Eow™ (3.128)

Deve ser notado que o pardmetro E, desempenha o papel da constante & mencionada na
Segdo 1.4. A escolha de E, admite uma ampla faixa de valores, podendo em teoria assumir
qualguer valor positivo. Em uma primeira aproximagio, deve ser considerado como vélida a
gama de valores que a varidvel Eq(n) pode apresentar. Dessa forma, um limitante superior natural
para E, € dado por

ox
1—w | (3.129)

Eo <

que € o valor esperado para E,(n) quando o algoritmo € excitado por um ruido branco de média
nula e varidncia Gf Para sinais com amostras correlacionadas este valor diminui, tendendo a zero
na medida em que {x(n)} torna-se um sinal predizivel.

A Figura 3.11 ilustra o comportamento dos coeficientes de predi¢do progressiva no
Algoritmo FTF para trés diferentes valores de E,. Notadamente, guanto menor o valor de E,,
menor € 0 tempo necessadrio para os coeficientes convergirem, pois menor seri a interferéncia
secunddria imposta por este parimetro.

Por outro lado, o uso de valores excessivamente pequenos para E, deve serevitado, devido
a ocorréncia de um sobressalto apresentado pelas varidveis nos instantes de tempo iniciais. Este
sobressalto pode ser observado nos coeficientes de predi¢io progressiva da Figura 3.11 para o
caso em que Eo = 0,001. Ele € resultado do grande valor inicial assumido pelos elementos do
vetor G(n) em conseqiiéncia de um denominador pequeno. Na medida em que E, diminui, o
sobressalto tende a aumentar, atingindo niveis muito altos. Nesse caso, observa-se também um
outro efeito indesejdvel, que € a divergéncia das varidveis logo nos primeiros instantes de tempo.
Paraocasode in%plcmcntagﬁes em ponto flutuante, com 23 bits na mantissa, esta situagdo ocorre
quando E, < 107,

Na falta de um critério mais decisivo para se arbitrar o valor de E,, julgamos que um bom
método consiste em se escolher um valor bem pequeno para garantir uma répida convergéncia,
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Figura 3.11 - Comportamento dos coeficientes de predigiio progressiva para us dife-
rentes valores de Eo no Algoritmo FTF, com N = 4 e w =0,99. Nas trés execugbes foi
utilizada a mesma seqiiéncia de entrada - um processo AR com ¥ = 3.000, média nula

evariincial. Ema, Eo =01, em b, E; =00l eem ¢, Ep = 0,001
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porém, nao tdo pequeno que provoque o sobressalto das varidveis. Para os diversos casos que
pudemos simular, notamos que

E, = 001 o7 - (3.130)

representa uma boa escolha, pois atende os requisitos. Variagbes de uma ordem de grandeza em
torno deste valor sdo também plenamente aceitdveis.

Nos algoritmos rdpidos, a escolha de valores demasiadamente grandes para E, traz, como
conseqiiéncia, um atraso no surgimento da instabilidade. Contudo, observamos que este atraso
corresponde justamente ao tempo gasto para o decaimento do alto valor de E, por agéo do fator
de esquecimento; 0 que ndo representa uma melhoria no desempenho, ji que o prolongamento
da vida do algoritmo equivale ao tempo gasto para os coeficientes convergirem.

3.4.2 — Influéncia da poténcia do sinal de entrada

A poténcia do sinal de entrada € outro fator que influencia a estabilidade dos algoritmos
rapidos. Em qualquer experimento onde se aumenta este parimetro em proporgdes elevadas
(algumas ordens de grandeza), observa-se uma diminuigfo na vida do algoritmo.

Este efeito pode ser explicado da seguinte forma: O aumento da amplitude do sinal de
entrada implica em um aumento no valor absoluto de praticamente todas as demais varidveis do
algoritmo. Os erros de quantizagio, para varidveis em ponto flutuante, dependem diretamente
de sua amplitude, conforme descrito pela equagdo (3.32). Com isso, os erros adicionados em
cada iteragdo assumem uma magnitude proporcionalmente maior, acarretando um maior actimu-
1o de ruido.

3.5 - COMENTARIO

Neste capitulo procuramos esclarecer o problema da instabilidade numérica dos algoritmos
rapidos. Vimos que os fatores que mais influem neste processo sdo: a caracteristica do sinal de
entrada, o fator de esquecimento, € os erros de arredondamento.

Procuramos também contrastar o desempenho dos algoritmos répidos com o do Algoritmo
RLS, mostrando primeiramente os fatores que determinam a grande estabilidade deste tltimo.
Achamos que o entendimento deste processo seria de fundamental importancia, pois ele reside
na diferenga estrutural existente entre os dois tipos de algoritmo. Enquanto no Algoritmo RLS
toda uma matriz de elementos € repassada de um itera¢@o i outra, nos algoritmos rdpidos este
grande nimero de elementos ndo existe, gragas i presenga dos preditores. No Algoritmo RLS,
o vetor G(n) € obtido em cada instante considerando-se unicamente a matriz P(n) e o respectivo
vetor de entrada. Com isso, a (inica entidade realmente atualizada € a matriz P(n). Nos algoritmos
répidos, ao contrério, 0s preditores sdo envolvidos na atualizacdo de G(n), que por sua vez, €
utilizado na atualizago dos preditores, formando assim malhas que podem acumular e amplificar
erros de arredondamento.

101



ANALISE DE ESTABILIDADE DOS ALGORITMOS LS

Mostramos que o actimulo do ruido de quantizagio é um fendmeno que est4 basicamente
relacionado com a malha de atualizagdo do preditor regressivo e propusemos um modelo para
descrever este processo para o caso de algoritmos rdpidos implementados com varidveis em ponto
flutuante. Vimos que os resultados obtidos por este modelo representam com fidelidade o
processo de acumulagiio de erro no preditor regressivo, sendo inclusive possivel estimar, com

razodvel precisio, o instante em que ocorre a divergéncia.

Como resultado mais significativo do modelo, vimos que a taxa de crescimento da poténcia
do erro independe da precisdo utilizada na representacio das varidveis, 0 que ndo é um fato
intuitivo. O aumento do niimero de bits meramente faz com que o erro comece a ser desenvolvido
em um nivel inferior. Conclui-se entdo, que € totalmente improdutivo tentar estabilizar o
algoritmo através do aumento do niimero de bits.

No préximo capitulo iremos discutir ¢ propor métodos para contornar ¢ problema da
instabilidade numérica dos algoritmos rapidos.

APENDICE 3A

Neste ap€ndice vamos demonstrar as equagdes (3.16a) e (3.16b), que estabelecem, respec-
tivamente, as varidncias dos elementos da diagonais principal e das diagonais secunddrias da
matriz de autocorrelagdo deterministica de um processo estaciondrio cujas amostras s3o gaussia-
nas, independentes, de média nula e varifincia °. Consideremos para isso uma transformagio
do tipo

y = x (3.131)

onde x € uma varidvel aleatfria gaussiana de média nula e variincia o°. Através dessa transfor-
magao, encontramos a distribui¢do de probabilidade

P(Y) = =t 3t |
= Brye © o (3.132)

A varifincia de y pode ser obtida através da relagio

oy = Ely’]-E’ly] (3.133)
Usando (3.131), temos

o = EX*1-E'xY) (3.134)
ou ainda, dado que x tem média nula

62 = Ex*-¢* (3.135)
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A esperanga de x4 pode ser obtida usando-se a relagio

4
ElxY = ()2 Cw)
dw ®=0 (3.136)
onde
W 02 '
C®=c¢e 2 (3.137)

é a fungfo geradora associada a varidvel gaussiana. De (3.136) e (3.137) temos
E[xY = 3¢* (3.138)
que substituido em (3.135) resulta
ol =2¢" (3.139)
Podemos agora obter a varidncia dos elementos da diagonal principal da matriz de

autocorrelacio determinfstica. Lembrando que estes elementos s3o dados por uma soma ponde-
rada onde todos os termos tem densidade de probabilidade igual a P(y), ou seja -

ni(n) = 3, W x¥(k+1-i)
— (3.140)

temos que a varifincia de rj; para n — e & dada por

o2 =—2_ o

1 -—w? (3.141)

A distribuigéo de probabilidade de rj;, em virtude do Teorema do Limite Central, é aproximada-
mente gaussiana com média o /(1-w) e variancia 264/(1-w2)

Para os elementos situados fora da diagonal principal, consideremos a transformacao
Z = X| X2 (3.142)

onde X1 e X2 sfo varidveis gaussianas independentes, com médias nulas e varidncias o,
Procedendo como anteriormente, temos que a média de z é nula e a varifincia é dada por

o; = o (3.143)
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Os elementos das diagonais secundérias da matriz de autocorrelagio deterministica sdo do tipo

nin) = 3, W' x(k+1-d) x(k+1-)
k=1 i#]j (3.144)

e portanto, a varidncia de rjj, i # j, para n -~ oo, € dada por

0’%- = . 2 64
1-w 1#] (3.145)

Invocando novamente o Teorema do Limite Central, podemos presumir que a distribui¢éo de
probabilidade destes elementos € também aproximadamente gaussiana e tem média nula.

APENDICE 3B

Neste apéndice vamos mostrar como € possivel obter uma varidvel aleat6ria com distri-
buigdo gaussiana a partir de varidveis com distribui¢do uniforme. Este procedimento € especial-
mente interessante para gerar seqliéncias pseudoaleatérias gaussianas em computadores. Isto
porque os compiladores, em geral, somente permitem a geragido de nimeros randdmicos com
distribui¢fo uniforme.

Seja y, uma varidvel aleatéria com fungio de densidade de probabilidade uniforme no
intervalo [0,1]. Queremos u, gaussiana, com média nula e variincia 1. Para isso seria suficiente
relacionar y e u através de

u = Fly (3.146)
onde
F(u) j L a_zd
i1} = e 2 4do
ﬂm (3.147)

Contudo, na pritica, isto ndo € possivel, pois niio é conhecida uma forma fechada para a integral
acima. Dessa forma, a solugfio € definir uma varidvel auxiliar 1, com distribuigdo de Rayleigh

[ = G';(y) (3.148)
onde
¥ az
G(r) = _[ae"?da
0 (3.149)
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De (3.148) e (3.149), temos

r = V=2In(1 -y) (3.150)
Notando que (1-y) tem a mesma distribuicio de y, podemos éimpliﬁcar (3.150) para

r = V-2 1In(y) (3.151a)
Definindo também

6 =2nz (3.151b)

onde z tem a mesma distribuicio de probabilidade de y, temos

0<6<2n (3.152a)

¥
pr) =re 2 . O<r (3.152b)
Considerando agora as transformagdes

u=rcos9 (3.153a)

v =rsenb _ (3.153b)

podemos utilizar o método do Jacobiano, e obter p(u,v) a partir de

p(r,0)

pv) = “p | (3.154)

onde J € o Jacobiano da transformagéao

du du
j o |or 98
T |ev ov
or 08 (3.155)
c
p(r.8) = p(r) p(9) (3.156)
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em virtude da independéncia entre as varidveis r ¢ 8. Substituindo (3.156), (3.155)e (3.153) em
(3.154), temos

Vemos entdo que p(u) e p(v) sdo varidveis gaussianas, independentes, com média nula e
variincia unitdria. Dessa forma, a geragdo de amostras gaussianas pode ser obtidas com © uso
da férmula

u = V=2ln(y) cos(2nz) (3.158a)
ou
v = V—Zln(y) sen(2nz) (3.158b)

onde y e z sdo varidveis independentes e com distribuigio uniforme no intervalo [0,1], do tipo
disponivel nas vérias linguagens de computador.
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CAPITULO 4

ALGORITMOS RAPIDOS NUMERICAMENTE ESTAVEIS

O controle da instabilidade numérica nos algoritmos rdpidos é um problema de dificil
soluc¢do. Como dissemos anteriormente, néio existe uma ferramenta matemaética adequada ao seu
tratamento. O tedioso método da tentativa e erro representa, sem divida, um valioso recurso na
busca de artificios para manter ¢ algoritmo livre da acumulaco crescente de ruido. A aplicacio
deste método, no entanto, quase sempre falha, ou apresenta resultados insatisfatdrios. Qualquer
modificagdo efetuada na estrutura do algoritmo, sem um criterioso estudo, produz um verdadeiro
desastre ja nas primeiras iteragdes. A simples soma de um incremento, ainda que de valor muito
pequeno, em qualquer das varidveis, na tentativa de produzir um vazamento, por exemplo, resulta
na antecipacfo acentuada da diverg€ncia. As varidveis passam a assumir um comportamento
cadtico, com valores tendendo a extremos e fora da faixa de validade, demonstrando a enorme
sensibilidade desses algoritmos.

Ainda assim, existem propostas para a solugio do problema de instabilidade numérica. As
técnicas mais interessantes, serdo discutidas neste capitulo. Também serd apresentado um novo
método para a estabilizagio do Algoritmo FTF.

A nosso ver, as técnicas de estabilizag@o se enquadram em trés diferentes categorias: as
que ndo alteram a estrutura do algoritmo, permitindo seu uso apesar da instabilidade; as que
alteram a estrutura do algoritmo, mutilando a solugdo matematicamente precisa do problemaLS;
e por tiltimo, as que modificam o algoritmo sem contudo alterar a solugéo LS.

Logicamente, as sugestSes que se enquadram nesta Gltima categoria sfo as mais atrativas,
e por isso daremos a elas uma maior atengdo. Iremos estudar pela ordem j4 mencionada os trés
tipos de técnicas, comegando por uma das primeiras propostas para a utilizag3o dos algoritmos
rapidos, conhecida como método da reinicializago.
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4.1 - METODOS QUE NAO ALTERAM O ALGORITMO

O método da reinicializag@o foi implicitamente mencionado em alguns pontos dos capitu-
los anteriores, sobretudo quando discutimos as condigGes iniciais para os algoritmos répidos.
Iremos primeiro discutir mais detalhadamente alguns aspectos deste tipo de implementacioe a

seguir apresentar a sugestio feita por Lin, que também faz uso da reinicializa¢do, e constitui uma
sofisticacio do problema LS no dmbito dos algoritmos rapidos.

4.1.1 -~ O método da reinicializac@o

Neste método, que pode ser aplicado a qualquer um dos algoritmos rapidos, todas as
atualizacdes sdo preservadas integralmente, permitindo inclusive o actimulo do ruido de quan-
tizagdo. A idéia bdsica é aproveitar a série inicial de iteragbes confidveis, reinicializando
periodicamente o algoritmo para evitar a divergéncia.

A reinicializag@o pode ser feita a intervalos pré-definidos, com uma periodicidade que
garanta a operago segura do algoritmo. Para isso, o modelo elaborado no Capitulo 3 fornece
um limitante superior ao nimero de iteragdes, devendo-se apenas considerar uma boa margem
de seguranga. Por outro lado, também € possivel reinicializar as varidveis somente quando for
detectada a iminéncia do fendmeno da divergéncia. Isso é conseguido através da observagio das
chamadas "varidveis de alerta" [1].

As varidveis de alerta, em geral, possuem valores teoricamente restritos a uma determinada
faixa de validade. O acimulo de ruido no algoritmo faz com que estas varidveis passem a
apresentar valores fora dessa faixa, indicando uma situag@o andmala, alheia ao critério LS. Dessa
forma, a manifestacdo da divergéncia pode ser prevista com uma antecedéncia de, tipicamente,
dezenas ou centenas de iteragdes através da ocorréncia de um valor indevido.

No Algoritmo FK, as varidveis que aparecem nos denominadores sio potenciais candidatas
a servir de alerta contra a instabilidade. Tanto Ea(n) quanto 1~ en(n)m(n) sio teoricamente
positivas, mas podem se tornar negativas nos instantes que antecedem a divergéncia em uma
implementacfo com precisdo finita. As simulagdes mostram que as relagdes

1 -ep(n)m(n) > 0 “4.1)

1 -ep(m)m(n) < 1 4.2)

representam as condigOes mais vulneréveis, pois suas violagbes precedem qualquer outra, Apesar
de ndo haver uma comprovagio matemdtica de que a violagio dessas relagbes ocorra antes da
divergéncia do algoritmo, a pritica mostra que estes eventos sempre se sucedem nesta ordem.
Em [2] a relag@o (4.1) é apontada como sendo o melhor indicador de instabilidade para o
Algoritmo FK. Em nossa experiéncia, entretanto, a relagio (4.2) € a que se mostrou mais
susceptivel aos problemas da precisao finita. Para os casos que analisamos, de sinais estaciond-
rios, com excitagao persistente e implementagtes com varidveis em ponto flutuante, a violagio

108



ALGORITMOS RAPIDOS NUMERICAMENTE ESTAVEIS

de (4.2) ocorre invariavelmente antes que a de (4.1). Outras relagBes existem para se conferir o
estado de corregdo do Algoritmo FK, como por exemplo

€a(n) <1

0 < o) 4.3)

mas sua violagéo, assitn como a do sinal de Eg(n), ndo se relaciona tanto com o processo de
instabilidade quanto a violagfo das relacdes (4.1) e (4.2).

A varidvel de alerta usada no Algoritmo FK pode também ser expressa em termos de
varidveis do Algoritmo FTF. Usando {(2.56) e (2.87), temos

N |
¥(n) (4.4)

1 - ep(n)m(n) =

Contudo, a experiéncia mostra que para detectar a instabilidade no Algoritmo FTF € suficiente
a checagem da relagio

¥n) €1 (4.5)

Uma outra abordagem ao problema da avaliag@o do grau de instabilidade dos algoritmos
rapidos, ou da definicdo de uma varidvel de alerta, consiste em se usar um parimetro cujo valor
¢ nulo para o caso de precisdo infinita, mas que apresenta valores diferentes de zero quando os
efeitos numéricos estdo presentes. Assim, por exemplo, de (2.50) ¢ (2.89), temos

e(n) _ ~
Bb(n) - Y1(n) m(n) (46)
De forma que a varidvel
_ 1 &) ~
@ = 1575 - N fm)l @7

deveria ser constantemente nula. Na prética, contudo, isto ndo ocorre. Inicialmente ela apresenta
valores muito pequenos que, com o ternpo, passam a assulmir maiores proporgdes, em virtude do
actimulo de ruido. Dessa forma, € possivel estabelecer um limiar para decidir o instante que o
algoritmo deve ser reinicializado.

Assim como 1j(n), outras varidveis podem ser definidas para indicar o nivel de anormali-
dade dos algoritmos rdpidos. Algumas delas serfio apresentadas na Secdo 4.3 em um outro
contexto, que ndo o da reinicializagdo. De forma geral, elas so obtidas pela subtragfo de duas
varidveis escalares cujos valores, teoricamente iguais, podem ser calculados de maneiras dife-
rentes.

A Figura 4.1 ilustra a evolugiio das varidveis y(n) e 1y(n) em uma simulacéio do Algoritmo
FTF. Pode-se notar que tanto uma como a outra denunciam o surgimento da divergéncia com
razodvel antecedéncia.
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Figura 4.1 - Algoritmo FTF, com N =4 e w = 0,97, excitado pelo mesmo processo AR
descrito na Figura 3.6. Em a observa-se o comportamento dos coeficientes de predigio
progressiva; em b, a varidvel de verossimilhanga, f(n), que extrapola sua faixa de
validade com 1.715 iteragBes; e em ¢, o crescimento exponencial da varidvel Ti(n).
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O método da reinicializagio encontra especial interesse nos processos de identificagdo de
sistemas, onde o objetivo principal é estimar o vetor de coeficientes H(n). Como este vetor nio
participa do esquema de predigdo, seus elementos podem ser preservados no processo de
reinicializagdo, tornando-o menos traumdtico.

Devido a sibita transigdo a que s3o submetidas as varidveis do algoritmo no momento da
reinicializagdo, € necessdrio também prover um meio de evitar que os coeficientes de H(n) sejam
afetados. Isto pode ser conseguido diminuindo-se a capacidade de adaptagio do algoritmo no
periodo de tempo que sucede 2 transi¢do. Para tanto ¢ suficiente uma escolha apropriada do
parametro Eo. Esta questdo foi discutida na Se¢do 3.4 para o caso dos preditores, em que os
valores iniciais s80 nulos. No caso do filtro adaptativo, a influéncia de E, na inicializagdo
corresponde a modificar a fungéo custo, dada em (1.17), por

En(n) = ), w"id() - H' @)X )P + Eo w" [H(n) - HO)]" W [H(n) - H(©0)]

=3

(4.8)

onde W é a matriz definida em (3.127). O iiltimo termo de (4.8), que depende de Eo, é o
responsdvel pela inércia introduzida na adaptagdo do filtro. Este termo desvanece com o tempo,
permitindo que o algoritmo recupere gradualmente a capacidade de adaptacio.

4.1.2 - O método de Lin

O método proposto por Lin [2], também chamado de Algoritmo FK de Covariincia,
apresenta uma abordagem diferente ao problema da seqiiéncia inicial de entrada, dispensando a
restrigdo x(n) = 0 para n £0. Com isso, € possivel manter as amostras presentes em X(n) no
momento da reinicializacdo. A derivagdo feita em [2], do Algoritmo FK de Covariincia, utiliza
um desenvolvimento similar ao apresentado na Seg3o 2.3 para o Algoritmo FK. Iremos,
alternativamente, derivé-lo considerando apenas as modificagbes em relagiio ao algoritmo
original.

Os valores das varidveis deste algoritmo ndo correspondem exatamente aos fornecidos pelo
Algoritmo FK, devido a diferenga do vetor de entrada inicial X(0). Entretanto, por uma questio
de simplicidade, desejamos manter os nomes e a notagfo utilizada anteriormente, mesmo para o
caso do vetor de ganho, G{n), que agora deve atender a relacdo

Rm)G(n) = X(n) (4.9)
onde

Rm) = Rm) + w* X(0)X9(0) (4.10)
€ a matriz de autocorrelagio deterministica alterada em virtude de X(0). Por outro lado, temos

Bn) X(n) = G(m) (4.11)
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onde

Pw) = R 4.12)

O algoritmo original nio permite atualizar o vetor de ganho, pois ele foi derivado sob a

hipdtese de que X(0) = On. Por outro lado, a execugfo de uma iteragdo completa do Algoritmo
FK permite obter, no lugar de G(n), o vetor F(n), definido pela relagfo

R(n) - w* XO)XP(0)] Fn) = X(n) (4.13)
Igualando (4.9) e (4.13), obtemos

G@m) = [In~ DX (0)] F) (4.19)
onde definimos

D@) = w" Pm)X(0) 4.15)
A equagio (4.14) permite obter G(n) a partir de F(n) com uma complexidade numérica
proporcional a 2N. O esforgo computacional dependente de Nz, implicito na defini¢do de D(n),

pode ser evitado através de um cédlculo recursivo. De (4.15) e (4.12) podemos escrever

R(m)D(n) = w R@m-1)D(n—1) (4.16)

il

= [R(n) ~ X)X (n)] D(n-1) 4.17)

Pré-multiplicando ambos os termos de (4.17) por ﬁ(n), usando (4.11) e (4.14) e fazendo algumas
manipulagdes, vem

i H
In — F@)X"(m)] D=1
1 — XRO)Fm)X (m)D(n-1) (v = F@)X"(m)} Din-1) (4.18)

D(n) =

AsequacOes (4.14) e (4.18) representam a complexidade adicional introduzida pelo método
de Lin no Algoritmo FK. Elas demandam um esforgo numérico proporcional a 4N, que somado
ao esforgo original resulta em uma complexidade proporcional a 14N. O algoritmo sugerido por
Lin, assim como as disposi¢Bes requeridas para as reinicializagfes, est3o apresentados na
Tabela 4.1. |

O vetor D(n), em virtude de sua definicfo, tende a se anular com o crescimento de n,
fazendo com que o Algoritmo da Covariéncia se reduza gradativamente ao Algoritmo FK.

Novamente, o pardmetro E, representa um papel de fundamental importéncia, devendo
seu valor ser arbitrado em func¢fo da inércia que se deseja imprimir ao processo de adaptacio
nos instantes que se sucedem as reinicializacdes.

As decontinuidades impostas pelas reinicializacbes, com reflexos na capacidade de ras-
treio, tornam o método pouco interessante, motivando a procura por solugdes mais eficazes.
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Tabela 4.1 - Algoritmo de Lin

disponivel, do instante n-1
X(n-1), H(n-1), A(n-1), B(n-1), 6(n-1), D(n-1), Ea(n-1)
recebido no instante n
x(n), d(n)
atualizagéo dos preditores
ea(n) = x(m) - AH-1)X(n-1)
A(n) = A(n-1) +ea(n) G(n-1)
ga(n) = x(n) - AM(m)X(n-1)
Ea(n) = w Ea(n-1) + e3(n)ga(n)
[M(n)] m{ 0 }+ Ea(ﬂ)[ 1 ]
m(n) G(n—1)|  Ea(n) | -A(n)
eb(n) = x(n-N) - BY(n-1)X(n)
1

B(n)= ———-— [B(n-1) + ex(n) M(n)]
1 - m(n)ep{n)
F(n) = M(n) + m{n)B(n)
D(n) = 1 I - FX*(n)] D(n—1)

1 - XPO)F@)Xm)Dn-1)
G(n) = [In—D(mX"(0)] F(n)
atualizagio do filtro adaptativo
e(n) = d(n) - H(a-1)X(n)
H(n) = H(n-1) +¢ (n)G(n)

reinicializar caso haja violagio de

0 < I—eb(mm(n) < 1

condigBes iniciais

Ea(®) =Eo

A0) = ON-

B = On

D(O) = — 1 wlox©
Eo - X)W (O)X(0)

G(0) = : W 0X(0)

Eo - XHoyw0)xH(0)
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4.2 - METODOS QUE ALTERAM A SOLUCAOLS

Dentre os métodos de estabilizagdo que alteram a solugdo LS, podemos considerar
primeiramente o método da adi¢do de ruido branco que, na verdade, n3o altera a estrutura do
algoritmo, mas apenas os sinais envolvidos.

4.2.1 - O métode da adi¢do de ruido branco

A proposta de se adicionar um ruido branco ao sinal de entrada, x(n), se aplica tdo somente
ao caso de sinais de entrada mal comportados. Ela representa uma tentativa de melhorar o
condicionamento da matriz de autocorrelagfo. Seria indtil, além de desnecessério, aplicar este
método a um sinal cujas amostras ja fossem descorrelacionadas.

Assinalamos na Secfo 3.1 que a vida de um algoritmo rédpido varia em cerca de trés vezes
em fungdo das caracteristicas do sinal de entrada. Esta afirmativa, obviamente, é vilida para o
caso de se utilizar um valor razodvel para o fator de esquecimento. Como observado em [1], 0
método da adigdo de ruido branco somente surte o desejado efeito de estabilizagdo quando w €
muito préximo de 1. Neste caso, o crescimento do ruido de quantiza¢do devido ao fator de
esquecimento fica reduzido, ao ponto do comportamento do sinal de entrada se tornar o fator
preponderante na estabilidade numérica do algoritmo.

A adigfo de ruido branco nio altera muito a solugfo, principalmente se a poténcia do rufdo
for devidamente pequena. O efeito de polarizacdo produzido nos preditores e no filtro, por
exemplo, equivale aproximadamente a substituir a matriz de autocorrelac@o deterministica pela
matriz

In

Rm) = R+ 72 (4.19)

onde o% é a variincia do ruido adicionado.

O método da adi¢fo de ruido branco ndo constitui uma solugio efetiva para o problema da
instabilidade, pois atua unicamente na caracteristica do sinal de entrada. Além disso, de forma
geral, os casos que requerem um fator de esquecimento muito préximo de 1 prescindem da
utilizacdo do critério LS. J4 vimos que a argumentagdo para o emprego deste critério reside
exatamente na sua capacidade de adaptacéo.

4.2.2 — O método da constante de estabilizacao

Outro método, j4 mencionado anteriormente, € que também representa um paliativo para
evitar a divergé€ncia dos algoritmos répidos, € o da chamada constante de estabilizagdo. Este
método consiste em se trocar a forma de atualizagfo da energia do preditor progressivo, Ea(n),
pela expressio

Ea(n) = Ea(n~1) + ga(n)es(n) + A (4.20)
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onde A € um escalar positivo de valor bem pequeno. Este artificio evita o anulamento da varigvel
Ea(n), impedindo a ocorréncia de uma divisdo por zero, ou por valores muito pequenos.

Em [3] € analisada a influéncia da constante de estabilizagio no processo de adaptagiio e
mostrado que ela tem o efeito de aumentar a constante de tempo, como se o fator de esquecimento

fosse de fato um pouco maior.

Em nossa experi€ncia com varidveis em ponto flutuante, entretanto, notamos que a
utilizagio desta constante ndo melhora a caracteristica de estabilidade numérica do algoritmo
sendo nos casos de sinais perfeitamente prediziveis, onde existe uma tendéncia ao anulamento
da varidvel Ea(n). Mesmo nestes casos, os incrementos adicionados necessitam ter valores
extremamente pequenos, sob pena de acentuar a instabilidade.

Sob uma 6tica comparativa, este método padece dos mesmos problemas que o da adigio
- de ruido branco. Primeiro, por que ele somente atua no sentido de corrigir os efeitos do mau
comportamento do sinal de entrada. Segundo, por que ele se mostra ineficiente para estabilizar
o algoritmo quando sdo utilizados valores plausiveis para o fator de esquecimento,

Talvez o método que melhor represente a tentativa de estabilizar os algoritmos répidos,
relegando a exatiddo da solug@o LS, seja o sugerido por Fabre e Guegen.

4.2.3 -~ O método de Fabre e Guegen

Este método, apresentado em [4], tem uma motivag8o interessante. Segundo seus autores,
os zeros dos preditores nos algoritmos rapidos, quando excitados por sinais estaciondrios, sofrem
um deslocamento radial, caminhando em direg¢do contrdria 4 origem do plano Z. Ou seja, sofrem
um aumento em modulo, mantendo seus argumentos aproximadamente constantes. Esse efeito,
atribuido & acumulag8o do ruido de quantizagfo nas varidveis do algoritmo, seria o responsével
pela instabilidade. A proposta de Fabre e Guegen consiste em aplicar periodicamente uma
transformagdo aos preditores, de modo a forgar os zeros a se deslocarem em diregfio 4 origem.

Como pode ser comprovado, as transformagdes

A-wa (4.21a)

B=vB - (4.21b)
onde

¥ = diag(p, p> p°. ... oY) - (4.22)

provocam um deslocamento radial dos zeros da fungfo de transfer@ncia dos preditores. O método
descrito em [4] determina que se faga periodicamente as transformacgdes (4.21), com um valor
de p menor e préximo de 1, para compensar o mencionado afastamento radial dos zeros. A
complexidade adicionada por este método € proporcional a 2N e somente afeta as iteragbes nas
quais se dio as corregBes dos preditores. Ainda segundo [4], estas corregdes devem ser feitas
com uma periodicidade de aproximadamente 20 iteragdes.
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Com o intuito de comprovar a eficiéncia do método, fizemos diversas simulagdes,
aplicando-o ao Algoritmo FTF. Utilizamos varidveis em ponto flutuante, e testamos uma ampla
faixa de valores para o pardmetro p, assim como para o periodo de corre¢iio dos preditores.
Observamos que em todos os casos 0 método se mostrou falho, nio trazendo qualquer beneficio
em termos de estabilidade numérica. De forma geral, a vida do algoritmo resultou diminuida

com a aplicagido do método. Somente nos casos em que foi utilizado p muito préximo de 1 ¢
periodos grandes para a corre¢do dos preditores € que observamos um leve prolongamento na
vida do algoritmo. Isto, no entanto, € pouco para que o método seja considerado um processo
estabilizante.

A comprovagiio da ineficiéncia do método apenas ratifica o que foi dito no inicio deste
capitulo sobre a sensibilidade dos algoritmos rdpidos. Qualquer modificagdo feita na estrutura
do algoritmo, que ndo leve em conta a exatiddo da solugdo LS, contribui para tornd-lo
numericamente mais instdvel.

Acreditamos que se as transformagdes (4.21) forem aplicadas aos preditores acompanhadas
de corregbes nas demais varidveis, para manter o algoritmo dentro do contexto LS, o método
deve funcionar. Entretanto, a complexidade matemaética necesséria para determinar a realizagdo
de tais corregdes seria muito grande, inviabilizando a implementagéo. '

Ao que parece, o problema da estabilizagfo dos algoritmos rdpidos passa pela manutencdo
das varidveis dentro do critério LS. Os métodos da constante de estabilizagdo e de Fabre e
Guegen, sdo exemplos cldssicos de tentativas que comprometem esta regra e apresentam
resultados insatisfatorios.

Passemos entio a discussdo dos métodos que nio alteram a solugdo LS.

4.3 - METODOS QUE PRESERVAM A SOLUCAO LS

Nesta segdo vamos descrever vérias técnicas para a estabilizacio numérica dos algoritmos
rapidos. Estas técnicas, que apresentam a desejavel caracteristica de manter a estruturae a solugo
original, ndo constituem a solug@o definitiva para o problema, pois no existe uma forma de se
provar a estabilidade proclamada por elas. Além disso, € notério que elas falham para valores
pequenos de w, pondo em dilvida a segurancga de desempenho para o caso de valores razodveis.
De qualquer forma, estas técnicas representam um grande avango na viabilizagf@o de sistemas
préticos com algoritmos rdpidos. '

4.3.1 - O método de Botto e Moustakides

O método proposto por Botto e Moustakides constitui uma solugio atracnte para o
problema da instabilidade numérica dos algoritmos ripidos. Este método se aplica melhor aos
algoritmos FAEST e FIF, que sfo computacionalmente mais eficientes. Seu principio de
funcionamento utiliza alguns conceitos da teoria de controle, em que um sinal de erro € utilizado
para corrigir continuamente as varidveis de estado do sistema. Iremos apresentar uma versao
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simplificada desse método, onde somente as varidveis integrantes da malha do preditor regressivo
sdo corrigidas. A versdo original, apresentada em [5], efetua corre¢des também no preditor
progressivo. Como vimos na Se¢do 3.3, a malha formada pelo preditor progressivo nio & afetada
pelo ruido de quantizagio, de forma que sua corregfo traz uma complexidade desnecesséria ao

a}g()[;{mo .. EBste--fato.-foi-também- observado- expenmentalmentepor(]mfﬁem[6], onde &

apresentado um desenvolvimento similar ao que faremos.

O sinal de erro acima mencionado, que é utilizado para corrigir as varidveis de estado do
algoritmo, € dado pela diferenga entre as duas diferentes formas de se calcular o erro de predigio
regressiva a priori

ehm) = x(@-N) - BYn-1)X(n) (4.23)

et(n) = w Ep(n—1) m(n) (4.24)

PR T f T ~
onde os superindices ' e * indicam se o c4lculo do erro resultou de uma operagio de filtragem ou
de operagdes com varidveis escalares. Como estas expressdes produzem o erro de predicéo de
forma independente, temos que o valor absoluto médio do parimetro

E(n) = x(n-N) — B (n-1)X(n) — w Ep(n—1) fii(n) (4.25)

representa uma medida do quanto o algoritmo encontra-se fora do critério LS, ou da quantidade
de ruido acumulado. Idealmente, para o caso de precisdo infinita, E(n) deveria ser nulo. A
ocorréncia de valores diferentes de zero deve-se unicamente aos efeitos numéricos. A parte a da
Figura 4.2 ilustra o crescimento do valor absoluto desta varidvel para o Algoritmo FTF. Na parte
b est4 ilustrada esta mesma varidvel apds a estabilizagfio do algoritmo pelo método de Botto e
Moustakides.

No método de Botto € Moustakides é desejdvel ndo apenas efetuar a minimizagio referente
ao critério LS, mas também minimizar, em cada iteragdo, a fungio custo '

Q) = w [B(n-1) - B-1)]" R(n-1) [B(n-1) - B(n-1)] + p E(n)I? (4.26)
onde B(n) € o valor corrigido do preditor regressivo, L(n) € o valor corrigido de &(n), ¢ p é uma
constante cujo valor deve ser arbitrado de forma a proporcionar o melhor funcionamento do
método. Valores em torno de 1 atendem bem este requisito, sendo mesmo justificdvel a escolha

do mimero 1 como forma de diminuir o esforgo numérico. O significado do primeiro termo de
€)(n) na minimizagio pode ser melhor entendido notando-se que

[B(n-1) - Bn-1}" R®-1) [B(o-1) - B(n-1)] = lepm(n-1) - Epm(n-1) 2 (4.27)
onde epm(n) foi definido na Sec¢do 2.7 como

eom(n) = Xm(n) — Xmn(n)B(n) (4.28)
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Figura 4.2 - Valor absoluto da varidvel £(n) no Algoritmo FTFcomN=4ew =0,97.
Em a estd representado o comportamento desta varidvel para o processo da Figura4.1.
Em b, é apresentada a mesma simulagio para o algoritmo numericamente estabilizado
de Botto e Moustakides comp = 1,

e €pm(n) € dado por
Epmin) = Xm(n) — Xmn(n)B(n) (4.29)

Derivando Q(n) em relagdo a B(n-1), igualando o vetor resultante a On € usando (2.72),
obtemos

B@®-1) = B(n-1)+p E'(n) G(n) (4.30)
Substituindo este preditor corrigido na definicfio de ep(n}, vem

1

<~ NE

ep(n) = ep(n)—p [ 4.31)
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Tabela 4.2 - Algoritmo de Botto e Moustakides Simplificado

disponfvel, do instante n-1

............ X(n-1), H(n-1), A(n-1),-B(n-1), G(n-1),y(n-1), --Ea(_-n--i},--ﬁp(n-l-)----------- S

recebido no instante n
x(n), d(n)

atualizagdo dos preditores
ea(n) = x(n) - AM(n-1)X(n-1)
[@(ny} - [ 0 ]+ ea(n) [ 1 }
min) G(n—1) w Ea{n—1) | ~A(n—1)
€a(n) = Y(n-1) ea(n)
A(m) = A(n-1) +£x(m) G(n-1)

Ea(n) = w Ea(n-1) + 3(n)ea(n)
ebn) = x(@-N) - B¥(n-1)X(n)
eb(n) = w Ep(n-1) f(n)

En) = eh(n) — cb(n)

a{n—1
ne = * 25 o
¥i(n)

) = (n
=1 Ti(m)m " (n)ehi(n)
En) = ! E(n)

1+p {E - 1]

S(m) = eh(n)—p {;(3,;5 -~ 11E@)
Bi-1) = ———— [B(n-1)+p E'(n) M(n)]

1~ p H(n)"(n)
G(n) = M(n) + f(n) B(n-1)
&(n) = Y(n)ep(n)
B(n) = B(n-1) + es(n)G(n)
Ev(n) = w Ex(n-1) + eb(n)en(n)

atualizagfio do filtro adaptativo

en) = d(n)— H'(n-1)X ()
&n) = Y(n)e(n)
H(n) = H(n-1) + £ (n)G(n)
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onde usamos a expressio

~H ol
G (n)X(n) = {T(n) 1] (4.32)

que ¢ derivada diretamente das equacgdes (2.58) e (2.68). De forma semelhante, substituindo
B(n-1) em (4.25), obtemos

Em) = ———— &)

b+l 1 4.33)

A equagio (4.30) corrige B(n-1) através do vetor de ganho dual, G(n), o qual também
depende de B(n-1). Dessa forma, € conveniente fazer

G(n) = M(n)+ m(n) B(n-1) (4.34)

Substituindo esta relagio em (4.30) obtemos, para a corregio do preditor regressivo, a expressio

1 T
= B(n~1 M

B(n-1) =

Na Tabela 4.2 apresentamos o Algoritmo de Botto e Moustakides simplificado, que tem

uma complexidade de 10N + 20 multiplica¢des, 9N + 8 somas e 5 divisdes, constituindo uma

solucio interessante para o problema da instabilidade. No caso de precisdo infinita, quando os

erros de truncamento ndo estdo presentes, temos que &(n) é sempre nulo, e o algoritmo fica
reduzido ao Algoritmo FTF.

Com o intuito de comprovar a efici€ncia do método, fizemos diversas simulagGes com o
algoritmo da Tabela 4.2. Para valores razodveis de w ele se mostrou bastante estdvel, chegando
a suportar milhodes de iteragOes sem que qualquer tendéncia de instabilidade fosse detectada. Para
valores abaixo de 0,95, no entanto, o algoritmo diverge.

Os valores de w que se situam abaixo de 0,95 representam para a estabilidade dos
Algoritmos Rédpidos um desafio insuperdvel. Apesar de nfo evitar a divergéncia das varidveis
quando operando nesta regido, o método de Botto e Moustakides, assim como outros métodos de
estabilizagfo que veremos a seguir, conseguem prolongar substancialmente a vida dos processos.

No intuito de aproveitar o algoritmo também nas regides de desempenho duvidoso, ou
mesmo como medida de precaugfo, € proposto que ele seja usado da mesma forma que o descrito
na Segdo 4.1, fazendo-se reinicializagdes sempre que for apontado um determinado actimulo de
ruido. A varidvel de alerta, sugerida em [5], para este propésito € o médulo ao quadrado do sinal
de erro. Ou seja, o algoritmo deve ser reinicializado sempre que

LEMP > t (4.36)

onde t € um limiar de decisdo previamente estabelecido.
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4.3.2 — O método de Slock e Kailath

O método de estabiliza¢do que descreveremos a seguir foi apresentado em [7] por Slock e
Kailath e se aplica ac Algoritmo FAEST. Assim como no método de Botto e Moustakides, o
principio de funcionamento deste método também tira proveito das diferentes formas de se
calcular uma mesma varidvel. Aqui, nfio apenas a varidvel ep(n), mas também as varidveis
escalares m(n) e {(n) so calculadas de formas alternativas. Para o caso de ep(n) temos novamente
os resultados escalar e convolucional do item anterior: ej{(n) e eg(n). Para o caso de m(n), temos

~ e €a(n) _
m'(n) = gn(n—1) - 2" 5 E.m-1) N0 @.37)
que € resultado da partigdo de Gn.1(n), e também

f

~ ___ep(n)
mm = TR D) - (4.38)
que resulta diretamente de (2.79). Para o caso de {(n), ou y’l(n), temos as trés seguintes
possibilidades

ooy s’ ~. 5

) = c‘;(n—l)+———-W Ea(n—]) —m'(n) ef)(n) (4.39)

') = 1+ 0mXm) (4.40)
£

a, « _ ..-N Ea(n)

S® =" Em @4.41)

O valor corrigido para as varidvets € calculado por meio de uma média ponderada entre os
valores alternativos. Assim

eb(m) = kieb(n) +[1 - ki ef(n) i=1,2,5 (4.42)

corresponde a trés diferentes valores corrigidos para o erro de predigio regressiva a priori, cada
qual originado em fungio de um diferente valor da constante k;, i = 1, 2, 5. De forma andloga,
temos as corregdes

M(n) = ke m'(n) + [1 - ke m'(n) (4.43)

En) = k3 £'(n) + ke §5(m) + [1 ~ k3 — ke] {3(n) (4.44)
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Tabela 4.3 - Algoritmo de Slock e Kailath

disponivel, do instante n-1
X(n-1), H(n-1), A(n-1), B(n-1), G(n-1), {(n-1), Ea(n-1), Ep(n-1)

recebido no instante n
x(n), d(n)
atualizagfio dos preditores

ea(n) = x(n) - AP(n-1)X(n-1)

M@ [ o -1 -1 1
I:I;ls(n)] - [G(n“l)} + w ea(ﬂ) E8 (nui)[_A(n_l):l

_ _ea(n)
S = Tnt)

A(n) = A(n-1) + £3(n) G(n-1)
Gi(n) = {(n=1) +ea(n) Mo(n)

Mo(n)*
Ci(n)

eh(n) = x(n-N) — BHn-1)X(n)

Elm = wlEl@e-1)-

eb(n) = w Ep(n~1) m*(n)

eg){n) = ki eﬁ(n) +[1 — k] ef(n) i=1,2,5
~foL e{;(n)
m) = Ean—1)

fi(n) = ks m'(n) + [1-kq] m¥(n)
G(n) = M(n) + ﬁ"l(n)B(n-I)
&(m = Li(n) - m*(n)el(n)
) = 1+ Gm)X(m)

1343
B(n) = B(mz)ﬁ%(r% G(n)
2) |2
Eo(n) = w En(n-1) +3~9§5{§—
ay _ N Ea(m)
G =w Eu(n)

gm) = k3 {'(n) +ke (n) + [1 — k3 — ke] {(n)
atualizag8o do filtro adaptativo

e(n) = d(n) - H(n-DX(n)

- Honl) s S0
H(n} = H{n-1} + tm Gin)
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A multiplicidade de valores definidos para a corre¢3o de ep(n) confere ao método uma maior
flexibilidade. Como esta varidvel € utilizada em vérios pontos do algoritmo, cada ponto possui
um grau de correg¢fo especifico.

E possivel notar uma certa similaridade no funcionamento deste método com o de Botto e

Moustakides. Para isso, notemos que, usando a equagio (4.25), € possivel reescrever a relagio
(4.42) como

el(n) = elm) + ki &) i=1,2,5 (4.45)

Visto dessa forma, 0 mecanismo de controle da instabilidade envolve também a utilizagio de
sinais de erro. A diferenga € que, neste caso, os sinais de erro sdo aplicados em outros pontos do
algoritmo, que ndo aqueles do Algoritmo de Botto e Moustakides. Mais precisamente, neste
método, a adigdo dos sinais de erro € feita nas préprias varidveis com as quais eles estfio
relacionados.

E oportuno ressaltar que dentre os vérios sinais utilizados para avaliar a condicio de erro,
o que melhor responde pelo estado de anormalidade do algoritmo € o sinal &(n). Isto acontece
porque este € o sinal mais diretamente relacionado com a malha de atualizacfio do preditor
Tegressivo.

A Tabela 4.3 descreve o Algoritmo de Slock e Kailath, cujo esfor¢o computacional é de
ON + 12 somas, 9N + 26 multiplicacdes e 3 divisdes. A despeito desta menor complexidade em
relagdo ao Algoritmo de Botto e Moustakides, atentamos para a presenca das constantes de
ponderagdo, que representam, a nosso ver, uma solugio deselegante. Em [9] é feito um estudo
para a defini¢@o destas constantes em fungéo de pardmetros conhecidos. Pode-se notar também
que paraocasodeki=0,i=1,2,.., 6, o algoritmo fica reduzido ao Algoritmo FAEST 7N.

4.3.3 — O método de Benallal e Gilloire

O método de Benallal e Gilloire utiliza uma abordagem muito parecida com a de Slock ¢
Kailath. A diferenca mais significativa € que este método atua com base unicamente na variivel
de controle de erro &(n), desprezando as demais varidveis. Além disso, ele se aplica ao Algoritmo
FTF, e niio ao FAEST.

Aplicando a equagdo (4.45) com trés diferentes valores para a constante k; € possivel obter
trés diferentes valores corrigidos para o erro de predic3o a priori; que sdo especificos para cada
uma das varidveis que o utilizam: B(n), Ey(n) e Y(n).

O algoritmo resultante estd apresentado na Tabela 4.4. Este método de estabilizagio possui
a virtude de ndo acrescentar muita complexidade numérica ao processo, uma vez que mantém a
relag@o proporcional a 8N correspondente ao algoritmo original. Como ponto negativo, nota-se
novamente a presenga das constantes de ponderagfo, que precisam ser arbitradas conveniente-
menie para 0 bom funcionamento do método. Dos estudos apresentados em [ 10), parece que uma
escoltha recomendéve] para estas constantes € kj = 1,i=1, 2, 3. Vale notar que fazendo k; = 0,
i=1, 2, 3, temos que o algoritmo reduz-se ao FTF-8N, ao passo que fazendo k; =-1,i=1, 2, 3,
temos o Algoritmo FTF-7N.
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Tabela 4.4 - Algoritmo de Benallal ¢ Gilloire

disponfvel, do instante n-1

Y(n--l--),---H(n—-1-),--A(n-e--l--),--B(n~3),-G(-n»l-)-,--ﬁ-n--l-)-,-Ea(-nJ)-,--Eh(n--l)--- e

recebido no instante n
x{n), d(n)
atualizagio dos preditores
ean) = x(m)~ A(n-1)X(-1)
[@(n)] _ [ 0 ] 4 €a(® [ 1 ]
) G(n—1) w Ea(n-1) [-A(n-1)
€a(n) = ¥(n-1) ea(n)
A(n) = A(n-1) + £a(n) G(n-1)
Ea(n) = w Ea(n-1) + £3(n)ea(n)
eh(n) = x(0-N) - BY(n-1)X ()
eb(n) = w Ey(n-1) M(n)
En) = ef(n) - eb(n)

efdm) = ep(n) + ki E(n) i=1,2,3
1

n(o) = *32D )

¥0) = Yi(n)

1 -pmm @el(n)
G(n) = M(n)+m(n) B(n—1)

B(m) = B(n-1) +Y(n) & (n) G(n)
Eo(n) = w Ep(n-1) + 1(n) lef)(n)P?

atualizagfo do filtro adaptativo
e(n) = d(n) - Hn-1)X(n)
€(n) = Y(n)e(n)

H(n) = H(n-1) + £ (0)G(n)

A simulag8o deste algoritmo, utilizando sinais estaciondrios e varidveis em ponto flutuante,
revelou um desempenho compardvel ao do Algoritmo de Botto e Moustakides. Foram observadas
milhdes de iteragBes sem que se notasse qualquer anormalidade no comportamento das varidveis.
Também, da mesma forma que no Algoritmo de Botto e Moustakides, o método de estabilizagdo
falha para valores de w menores que 0,95.
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4.3.4 ~ Algoritmo de Kalman Rapido Estabilizado

Como visto, os métodos de estabilizagdo que preservam a solugio LS utilizam-se de formas
alternativas para o cdlculo de determinada varidvel. O sinal gerado pela diferenga destas varidveis
é o responsdvel pelas corregdes de erro no algoritmo. O Algoritmo FK, por ndo utilizar todos os

erros de predigdo, parece nio apresentar muitas formas alternativas para o célculo de suas
varidveis. No entanto, em [10], € notado que existe uma forma opcional para a obtengéo do erro
de predigio regressiva a priori, a qual pode ser usada para gerar um sinal de controle de erro para
este algoritmo.

Tomando a relag@o que determina ep(n) nos algoritmos rapidos computacionalmente mais
eficientes

ep(n) = w m(n) Ep(n~1) (4.46)

e substituindo as equagdes

~ . mn)
™) = @) (4.47)
_ _ w Ei(n—1)
Vi = Yn-1) TR (4.48)
e
Ealn)
¥() Eom) (4.49)

que foram obtidas no Capitulo 2, temos,

en(n) = W Eq(n) m(n) (4.50)

Esta equacio fornece ep(n) a partir de varidveis escalares existentes no Algoritmo FK, de
forma que permite obter a varidvel de controle, §(n), com um nimero minimo de operagdes
matemadticas. A forma de aplicar o sinal de erro ao algoritmo é semelhante & empregada no
Algoritmo de Benallal e Gilloire, com a diferenga que, neste caso, somente o preditor regressivo
¢ corrigido. Dessa forma

B(n) = B(n—1) + [en(n) + p £(n)] G(n) (4.51)

onde p é uma constante que regula o grau de realimentagio imprimido.

A implementagio do Algoritmo FK Estabilizado, tal como sugerida em [10], é apresentada
na Tabela 4.5. A demanda computacionzal € de 9N + 3 somas, 10N + 6 multiplicacdes e 2 di-
visDes, 0 que representa um acréscimo de apenas 2 somas e 3 multiplicagbes ao algoritmo
original.
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Tabela 4.5 - Algoritmo FK Estzbilizado

disponivel, do instante n-1

X(n-1), H(n-1), A(n-1), B(n-1), G(n-1), Ea{n-1)
recebido no instante n
x(n}, d(n)
atualizagio dos preditores
ea(n) = x(n) - AH(-1)X(n-1)
A(n) = A(m-1) +ea(n) G(n-1)
ea(n) = x(n) - AM@)X(n-1)
Ea(n) = w Ea(n-1) + ea(n)ea(n)
[M(n)] z[ 0 }+ Ea(n)l: 1 ]
m(n) G(n-1)| * Ea(n) | ~Aln)
en(n) = x(n-N) ~ B n-1)X(n)

G(o) = ————— [M(n) + m(n) B(=1)]

1 — m(n)en(n)
&(n) = ev(n) — w™ Ea(n) m(n)
B(n) = B(n—1)+ [e(n) + p Em)] G(n)
Eb(n) = w Ep(n-1) + e5(n)ep(n)

atualizagao do filtro adaptativo
e(n) = d(n) - Hn-1X(m)
H(n) = H(n-1) + e"(n) G(n)

Infelizmente, a pouca complexidade adicionada por este método nfo representa uma
vantagem, dado que a complexidade computacional do algoritmo original € grande (cerca de 2N
operagOes a mais que os algoritmos mais eficientes). Além disso, procurando constatar a eficdcia
do método, executamos diversas simulacbes utilizando este algoritmo, e os resultados mostra-
ram-se muito insatisfatérios. Apesar de aumentar levemente a estabilidade do Algoritmo FK, ele
ndo produz o desejdvel efeito de estabilizagfio. Em praticamente todas as situa¢Bes testadas o
método se mostrou deficiente, mesmo usando diferentes valores para o pardmetro p.

4.4 - UM NOVO METODO DE ESTABILIZACAO

Vamos agora apresentar um novo método para a estabilizagdo dos algoritmos rdpidos. Este
método foi desenvolvido tendo como motivagio a busca de um algoritmo que apresentasse um
bom desempenhe de funcionamento mantendo em um nivel minimo o esforgo computacional.
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O resultado foi um algoritmo com uma complexidade proporcional a 8N, cujo desempenho é
compardvel aos demais métodos existentes

O funcionamento do método, que é aplicdvel ao Algoritmo FTF, apresenta alguma
similaridade com o de Botto e Moustakides. Em seu desenvolvimento foram observados os
seguintes pontos:

1- O método deve aplicar-se ao algoritmo FTF ou FAEST, devido & menor complexidade
computacional destes algoritmos.

2 - A atuagdo do método deve concentrar-se na malha que atualiza o preditor regressivo, pois
o processo de instabilidade esté relacionado com ela.

3 - Todas as varidveis diretamente ligadas a atualiza¢do do preditor regressivo, B(n), precisam
ser corrigidas uma vez em cada iteragfo.

4 - E indiferente que determinada varidvel seja corrigida no inicio, no meio ou no final do
algoritmo. Assim por exemplo, a corre¢iio de B(n) pode ocorrer no final de uma dada
iteragdo, de uma forma totalmente equivalente a B(n-1) ser corrigida no inicio da iteragio
seguinte.

5- A corregiio das varidveis vetoriais ndo deve acrescentar uma complexidade excessiva ao
método, devendo-se evitar somas ou multiplicagdes vetoriais, que incrementam de N o
esfor¢o computacional.

Considerando estes pontos, procuramos reunir as corregbes das varidveis no final do
algoritmo. Dessa forma, todas as passagens se mantém praticamente inalteradas e, ao final de
cada iteragao, sio feitas as corre¢des. Além disso, observamos que existe anecessidade de corrigir
unicamente o vetor B(n) e a varidvel Ep(n), que se enquadram no contexto estabelecido acima,
e sao transmitidas de uma iteragfo & outra no Algoritmo FIF. A rigor a varidvel y(n) também
deveria ser corrigida. Entretanto, inimeras tentativas nesse sentido apresentaram resultados
insatisfatérios, ndo melhorando a estabilidade do algoritmo.

Conforme jd discutido anteriormente, a diferenca entre as formas de calcular os erros de
predi¢do regressiva produzem o sinal que melhor responde as necessidades de corregio existentes
no Algoritmo FTF. De uma forma similar & utilizada no método de Botto e Moutakides, um sinal
deste tipo serd utilizado para corrigir as varidveis. Porém, neste caso, ele serd definido como

6(n) = &b(n) —¥(n) w m(n) Ep(n—1) (4.52)

Como pode ser observado, este sinal difere de &(n), em (4.25), pelo valor de y(n), uma vez que
neste caso estdo sendo utilizados os erros a posteriori, € ndo mais os erros a priori. Esta diferenga
se deve ao fato de que este sinal pretende corrigir o vetor B(n) e ndo mais B(n-1) como
anteriormente. Comisso, o papel desempenhado no método de Botto e Moustakides pela varidvel
ep(n) é agora substituido por ep(n).

Denotando por B(n) o vetor corrigido do preditor regressivo, e B(n) o valor corrigido da
varidvel 6(n), temos

B(n) = B(n)+6'(n) Gn) (4.53)
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Tabels 4.6 - Novo Algoritmo Estfivel

disponfvel, do instante n-1
X(n-1}, H(n-1), A(n-1), B(n-1), G(n-1), ¥(n-1), Ea(n-1), Ep(n-1)

recebido no instante n
x(n), d(n)
atualizacio dos preditores
eam) = x(m)— ABm-1)X(n-1)

Mm] | o + ea(n) 1
mn){ [G@-1)|" wEayn-1)|-A{n-1)
€a(n) = Y(n-1) ea(n}

A(n) = A-1) +ga(n) G(n-1)

Ea(n) = w Ea(n-1) + £a(n)ea(n)
eb(n) = x(n-N) - BP(n-1)X(n)

w En(n—1)
Ea(n)

YIEH)
1 - y1()m"(n)ev(n)
G{n) = M(n) + m(n) B(n—1)
gv(n) = Y(n)ep(n)
8(n} = en(n) — y(n) w Mm(n) En(n—1)
8(n) = ¥(n) &(n)
B(n) = B(n-1) + [eb(n) + 8"(n)] G(m)
1
Wn)
Es(n) = w Ep(n-1) + en(n)en(n)
atualizago do filtro adaptativo
e(n) = d(n) - H(n-1)X(n)
g&(n) = y(n)e(n)
H(n) = H(n-1) + € (n)

Yi(n) = ¥(n-1)

Yn) =

&(n) = en(n) ~ B(n) [ 1]

O interessante desta corregio vetorial € que ela representa um custo computacional de apenas
uma soma. Analogamente ao realizado na Segéo 4.3, pode-se mostrar que a equagio (4.53) resulta
de uma minimizacdo com relagdo a B(n) sobre 2 fungio custo

£(n) = w[Bm) - B():l)]H R(@n-1) [B(n) - B(@)] + !9(11)12 (4.54)
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Usando (4.53) e (4.32), o erro de predig@o regressiva a posteriori pode ser corrigido como

—- _ S
€n(n) = &p(n) — B(n) [v(n) 1] (4.55)

Usando (4.55) na defini¢do (4.52) temos, apds algumas simplificagdes
O(n) = ¥(n) 8(n) (4.56)

A utilizagiio de en(n), ao invés de en(n) na férmula que atualiza a energia do erro de predigéo
regressiva, Ep(n), resulta em um valor corrigido para esta varidvel.

O novo algoritmo estdvel é apresentado na Tabela 4.6, onde pode ser observada sua grande
simplicidade. A introdugdo das férmulas (4.52), (4.55) e (4.56) no Algoritmo FTF implicam em
um acréscimo computacional de 4 somas, 4 multiplicagSes e uma divisdo por iteragio.

Da mesma forma que no método de Botto e Moustakides, seria possivel incluir um
parimetro para controlar o nivel de corregdo (a constante p). Essa medida, no entanto, traria uma
complexidade desnecessdria a0 método. Em vdrias simulagBes ficou demonstrado que esta
constante ndo produz maiores beneficios neste método de estabilizagdo.

Quanto ao desempenho do algoritmo em relagdo & estabilidade numérica foram simuladas
diversas situagGes, usando principalmente sinais estaciondrios e fatores de esquecimento de
valores razodveis para a utilidade pritica. Em todas as situagles o desempenho foi observado
por milhdes de iterages sem que qualquer tendéncia de instabilidade fosse observada.

Também foi observado o desempenho do novo método para o caso de valores relativamente
baixos para o fator de esquecimento. Assim como os demais métodos existentes, este também
nfo consegue evitar a divergéncia das varidveis para valores abaixo de 0,95.

A grande vantagem do novo método reside no reduzido esforgo computacional adicionado
ao Algoritmo FTF-8N original.

Como forma de comprovar a eficiéncia do novo método de estabilizagho, foram também
realizadas diversas comparagdes, ao nivel experimental, com os métodos jd existentes. Os
resultados est3o apresentados no Capitulo 3.

4.5 — COMENTARIO

Neste capitulo foi apresentado um grande leque de possibilidades para a estabilizagdo dos
algoritmos répidos. Dentre os métodos descritos € preciso ressaltar a importancia dos métodos
que preservam a solugdo LS pois, além de garantir uma selugdo Stima, eles apresentam um
expressivo desempenho, em termos de estabilidade, quando operando dentro de uma faixa de
valores plausiveis para o fator de esquecimento. Apesar de ndo haver uma plena garantia de
estabilidade, as simulagdes demonstram claramente uma situagdo de seguranga para execugoes
da ordem de milhdes de iteragdes.
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O novo método de estabilizagfo, apresentado na Segio 4.4, representa uma interessante

alternativa para aplicagbes préticas, dado que exige um mimero reduzido de operagtes matems-
ticas para um desempenho comparével aos demais métodos existentes.

O caso de fatores de esquecimentos baixos continua ainda uma barreira intransponivel para

o problema de instabilidade dos algoritmos répidos. Os métodos existentes ndo garantem a
estabilidade senfio para valores acima de 0,95, o que, entretanto, é suficiente para a maioria das
aplicagOes praticas.
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CAPITULO 5

ANALISE EXPERIMENTAL DOS ALGORITMOS ESTABILIZADOS

Neste capitulo vamos analisar experimentalmente alguns dos algoritmos de minimos
quadrados répidos estabilizados discutidos no Capitulo 4. Serdo apresentados os resultados de
diversas simula¢des, procurando sempre comparar 0s desempenhos dos métodos de estabilizacdo
com vistas a aplicagio em sistemas praticos.

A exemplo das simulagdes apresentadas no Capitulo 3, aqui também sera utilizada aritmé-
tica em ponto flutuante e sinais com caracteristicas estaciondrias bem definidas, gerados
sinteticamente.

Serdo analisados os comportamentos dos algoritmos rdpidos estabilizados para uma vasta
gama de situagdes, variando o fator de esquecimento, as caracteristicas de estacionaridade do
sinal de entrada, o numero de bits usado na implementagdo das varidveis e o nimero de
coeficientes do filtro transversal.

s métodos de Botto e Moutakides, de Slock e Kailath, de Benallal e Gilloire, assim como
o novo método de estabilizagfo, apresentado na Segéo 4.4, receberdo uma maior atengao, pois
30, a nosso ver, 0s que apresentam os melhores requisitos para a estabilizac¢do dos algoritmos
ripidos quando aplicados a sistemas reais.

Em praticamente todas as situagdes simuladas poderd ser comprovada a eficiéncia do novo
método, cujo desempenho apresenta sempre alguma superioridade em relago aos demais
métodos de estabilizacdo. Estes resultados, aliados & pouca complexidade requerida em sua
implementagio, conferem ao novo método um importante papel no elenco de solugdes para o
problema de instabilidade numérica dos algoritmos rdpidos.
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5.1 - ANALISE QUANTO AO FATOR DE ESQUECIMENTO

Como ja mencionado anteriormente, os métodos de estabilizagao ndo funcionam acontento
para o caso de fatores de esquecimentos baixos. Ainda que estes casos ndo tenham grande

de estabilizagdo, pois representa uma condigiio desfavordvel. Também neste sentido, foi privi-
legiado o emprego de uma precisio baixa, de 23 bits na mantissa, para as varidveis em ponto
flutuante.

No primeiro teste foi utilizado um mesmo sinal de excitago para os quatro algoritmos
estabilizados mencionados acima, sendo que o fator de esquecimento foi variado em uma regido
de 0,9 a 0,96 para medir nimero de iteracdes, np, suportado por eles. Os resultados estdo
mostrados na Tabela 5.1, onde foi também colocado o np obtido com o Algoritmo FTF original.
Pode-se notar que os resultados dos quatro métodos de estabilizagfo sfo compardveis, e também
que todos eles melhoram substancialmente a estabilidade dos algoritmos na medida em que w
aumenta. Para o caso de w = 0,96, foram observadas dezenas de milhdes de iteracbes, usando-se
os guatro métodos, sem que fosse apresentado qualquer sintoma de divergéncia. Pode-se afirmar
que a partir deste valor, para uma precisdo de 23 bits e N = 4, os quatro algoritmos sdo estdveis.

O sinal utilizado para a excitagdo do filtro transversal foi, no caso desta experiéncia, um
processo AR, com varidncia 1 e amostras relativamente correlacionadas. Uma série temporal
destas amostras, utilizada em algumas das execugdes, estd ilustrada na Figura 5.1.

E curioso notar que a estabilizacio do algoritmo aumenta consideravelmente a variincia
de np para esta faixa de valores de w, o que nfio acontecia com os algoritmos em sua forma
original. Os resultados da Tabela 5.1 foram obtidos a partir de uma média sobre S execucbes,
onde se variou unicamente a semente do gerador randémico. No entanto, as amostras conside-
radas para o célculo de np apresentavam valores, as vezes, bem diferentes. Este aumento na
varidncia de np € explicado pela proximidade do limiar de estabilizacdo.

Tabela 5.1 - Comparagio dos algoritmos quanto ao valor de w

w\M¢éwodo| FIF-8N |Slock/Kailath | Botto /Moust. | Benallal/Gill. | Novo Método
w =09 418 684 774 503 922
w =091 450 864 920 752 1.006
w=0,92 479 1.057 1.687 1.041 1.299
w =093 606 1516 4.190 3.539 3.634
w = {(,94 788 2.952 13.322 16.201 16.907
w =095 890 12.720 268.553 395.281 491.714
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Figura 5.1 - Amostra do sinal utilizado para excitar o filtro transversal nos testes da
Tabela 5.1. Este sinal € um processo AR, de varifincia unitdria, de ordem 4, sintetizado
comc]=3,08,c20= -4,13,c3=2,B6 e cg=-0,85

O efeito de limiar pode ser melhor observado no gréfico da Figura 5.2, que foi construido
para o caso do novo método de estabilizagdo com os valores da Tabela 5.1 . Nota-se que o gréfico
apresenta uma assintota proxima de w=0.954, que significa o valor limite para a estabilidade do
algoritmo. E dificil precisar corretamente este valor para cada um dos algoritmos, mas os
resultados sugerem que, neste caso particular, ele é um pouco menor para 0 novo método de
estabilizacdo, sendo seguido pelos algoritmos de Benallal e Gilloire, de Botto e Moutakides, €
por tdltimo, pelo de Slock e Kailath.

Devido & multiplicidade de constantes permitidas nos métodos de Slock e Kailath, de
Benallal e Gilloire, ¢ de Botto e Moustakides, pode-se dizer que estes métodos representam uma
familia de métodos, estando cada elemento desta familia associado a um particular conjunto de
constantes. A familia correspondente ao método de Benallal e Gilloire, por exemplo, tem trés
graus de liberdade. Para as simulagdes deste capitulo preferimos, ao invés de fazer intimeros
experimentos, arbitrando os mais diversos valores para estas constantes, definir um tnico
conjunto de valores e fazer todas as simulagGes com este particular conjunto.

No caso do Algoritmo de Botto e Moustakides, foi utilizado p = 1, pois o método se mostra
mais eficaz com este valor. No caso do Algoritmo de Benallal ¢ Gilloire, escothemos fazerk; = 1,
i=1, 2,3, seguindo uma recomendagio encontrada em [1]. Para o caso do método de Slock e
Kailath, fizemos k1 = 1,5, k2=2,5, k3 = 1, ks =0, ks = 1 e kg = 0, conforme sugerido em [2].
Pudemos constatar experimentalmente que, de fato, estes valores permitem um bom funciona-
mento do algoritmo. Além disso, em virtude da escolha de k4 = 0, temos que a complexidade
computacional do algoritmo € reduzida de 9N para 8N.

Nas simulagdes da Tabela 5.1, onde se observa o desempenho dos algoritmos estabilizados
para valores baixos de w, foram utilizados varios critérios de parada. Isto porque os algoritmos
diferem na forma que apresentam os sintomas de divergéncia. A técnica de observar o valor de
y(n), determinando a parada quando esta varidvel extrapola sua faixa de validade, somente
funciona no novo método de estabilizacio. Vale ressaltar que em alguns casos este algoritmo
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Figura 5.2 - Niimero de iteragGes suportadas, em fungio de w, pelo
Algoritmo FTF-8N, e pelo algoritmo estabilizado com o novo método .

continua funcionando de uma forma aparentemente normal, mesmo apds haver apresentado um
valor acima de 1 para y(n). No computo dos valores da Tabela 5.1, entretanto, foi considerada
qualquer ocorréncia que denotasse uma anormalidade. A Figura 5.3 ilustra uma execugdo tipica
do algoritmo estabilizado com o novo método quando sdo empregados valores baixos para w.
Nota-se, neste caso, a precedéncia da violagio de y(n) sobre a divergéncia das varidveis.

No caso do método de Botto e Moustakides é mais provével que o primeiro sintoma de
anormalidade seja uma ocorréncia de overflow do que a viclagao da varidvel de verossimilhanga,
ou de gqualquer outra varidvel. Para evitar este evento indesejdvel foi empregado, conforme
sugestdo em [3], a condigdo de alerta:

IE@)* < 0,01 5.1

Esta condiggo, apesar de bastante relaxada devido ao alto valor arbitrado como limite, é sempre
a que determina o instante de parada no algoritmo de Botto e Moustakides, pois ocorre antes que
o overflow ou a violagdo de y(n). A Figura 5.4 mostra um caso tipico, onde nota-se que a
condigfo (5.1) previne o overflow apresentado pela varidvel Ep(n).

No método de Benallal e Gilloire, ao invés da ocorréncia de overflow, o algoritmo perde
a capacidade de rastreio, ficando os elementos dos preditores com valores fixos, enquanto que
algumas varidveis escalares tendem a zero e outras tendem ao infinito. Esta anormalidade ocorre
sem que Y(n) extrapole sua faixa de validade. Usando o critério de alerta estabelecido em (5.1),
este tipo de anormalidade pode ser prevenido. A Figura 5.5 ilustra esta situagao.

No caso do Algoritmo de Slock e Kailath, observa-se também a ocorréncia de overflow.
A varidvel {(n), no entanto, consegue antecipar esta ocorréncia. Vide Figura 5.6.
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Figara 5.3 - Execugfio de um processo de predigio usando o novo método de estabili-
zagio. Foram usados o sinal ilustrado na Figura 5.1 como x(n) e w = 0,934. Em a ¢
observada a evolugio dos coeficientes do preditor progressivo, em b, a varidvel y(n),
e em ¢, a varidvel de controde de errc 8(n). A varidvel ¥(n) apresentou um valor fora
de sua faixa de validade para n = 4929, enquanto que l(}(n)l2 > 0,01 para n = 4593,
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Figura 5.4 - Execugio de um processo de predicio usando o método de Botto e
Moustakides. Foram usadas as mesmas condigBes da Figura 5.3. Em a é observada a
evolugdo dos coeficientes do preditor progressivo, em b, a varidvel ¥n), eem e, a
varidvel de controle de erro £(n). Houve um overflow em n = 4138, A varidvel ¥(n),
entretanto, ndo apresentou qualquer valor fora de suz faixa de validade. Por outro lado,
tivemos IE(m)i* > 0,01 paran = 4128.
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Figura 5.5 - Execug@o de um processo de predicio usando o método de Benallal ¢
Gilloire. Foram usadas as mesmas condicBes da Figura 5.3. Em a é observada a
evolugiio dos coeficientes do preditor progressivo, em b, a varidvel y(n), e em ¢, a
varidvel de controde de erro £(n). A varidvel ¥(n), ndo apresentou qualquer valor fora
de sua faixa de validade. Por outro lado, tivemos lé(n)l2 > 0,01 para n = 3935.
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Fig'ura 5.6 - Execuglio de um processo de pretdig:éo usando o método de Slock e p
Kailath. Foram usadas as mesmas condigBes da Figura 5.3. Em a é observadaaevolugio
dos coeficientes do preditor progressive, em b, a varidvel {{n), € em ¢, a varidvel de ¢
controde de erro §(n}). Houve um overflow em n = 2524. A varidvel {{n), apresentou 4
umn valor fora de sua faixa de validade para n = 2433, .
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Nas simulagdes referidas acima, a condigdo imposta por (5.1) sobre a varidvel de controle
de erro ¢ bastante tolerante, pois permite que 0 médulo de &(n) atinja até o valor de 0,1. Com
isso, a vida do algoritmo € prolongada ao maximo possivel. Restringindo a condi¢do sobre (n)
[ou 8(n) no novo método], os niimeros da Tabela 5.1 caem um pouco. Esta alteragfo privilegia
o novo método de estabilizacdo, onde a queda € menor. Isto porque, nas simula¢des realizadas,
o critério que determina o estado de alerta no novo método tem sido o valor de ¥(n), e no a
restrigio sobre 6(n).

Ainda a respeito do valor da varidvel de verossimilhanga, € preciso mencionar que nos
quatro métodos experimentados, quando sdo utilizados fatores de esquecimento muito préximos
de 1, € possivel ocorrer uma violagdo desta varidvel. Observa-se esporadicamente a ocorréncia
de um valor ligeiramente maior que 1 {{(n) menor que 1 no caso do Algoritmo de Slock e Kailath].
O funcionamento do algoritmo, entretanto, mantém-se inalterado. Foramrealizados alguns testes
para comprovar a exatiddo daresposta destes algoritmos com o critério LS quando da ocorréncia
destes valores. Estes testes foram efetuados comparando-se as varidveis calculadas com as de
um algoritmo implementado com precisdo numérica superior. Pudemos comprovar que esta
pequena desconformidade no valor de y(n) nfo influencia a exatiddo da solu¢do LS, mantendo-se
as varidveis rigorosamente dentro dos valores devidos, especialmente os preditores.

5.2 — ANALISE QUANTO A PRECISAO ARITMETICA

A primeira pergunta que surge quando alguma modificagdo € introduzida no algoritmo €
se aresposta do sistema continua sendo a mesma. Ou seja, se no caso dos algoritmos estabilizados,
com as modificagdes introduzidas em seu comportamento dindmico, as varidveis escalares e
vetoriais continuam a apresentar os devidos valores. Seria plausivel que o algoritmo se manti-
vesse estivel a custa de alguma alteragdo que mudasse os valores matematicamente corretos
segundo o critério de minimos guadrados. Com o objetivo de investigar esta possibilidade,
executamos diversas vezes os algoritmos estabilizados variando a preciséo aritmética empregada.
Os resultados foram comparados com os fornecidos por um algoritmo implementado com
precisdo superior, que para os efeitos priticos do teste, era como se fosse um resultado ideal.
Como parimetro de medida foi utilizada a defini¢do IB(n) — B(n)P?, onde B(n) representa o
preditor regressivo calculado com o algoritmo de maior precisao.

Os resultados estio mostrados na Figura 5.7, onde se observa as primeiras 100.000
iteracdes do mesmo processo implementado com trés diferentes niveis de precisdo. Foram usados
23, 39 e 52 bits na mantissa das varidveis em ponto flutuante. Observa-se, nos trés casos, que o
erro nio cresce com o tempo, mantendo-se rigorosamente dentro do limite de precisdo empre-
gado; o que demonstra a exatiddo da resposta obtida com a estabilizagio. Apesar de a figura
ilustrar somente oerro apresentado pelo algoritmo estabilizado com o novo método, os trés outros
algoritmos estabilizados também foram testados, e apresentaram exatamente o mesmo nivel de
erro para cada uma das precisOes simuladas.

Ainda que pudéssemos utilizar como referéncia um algoritmo reconhecidamente estédvel,
como por exemplo o RLS, preferimos usar o préprio algoritmo FIF estabilizado, com uma
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Figura 5.7 - Trés diferentes simulagbes de um mesmo processo de predigiio usando o
novo método de estabilizagio. Em cada execugfo foi utilizade um diferente nivel de
precisfio aritmética. Em a usamos b =23, em b, b =39, eem ¢, b = 52. O fator de
esquecimento foi w = 0,97 ¢ o sinal de entrada fol o mesmo descrito na Figura 5.1. A

varifvel observada é B(n) — B(n)%.
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Figura 5.8 - Varidvel de erro 8(n) no algoritmo estabilizado pelo novo método. O
processo simulado foi o mesmo da Figura 5.6, porém com uma precisdo de 63 bits na
mantissa. E notdvel a exatidfo numérica desta implementagio.

precisdo de 63 bits na mantissa. Isto porque a resposta deste algoritmo € suficientemente precisa
para a comparacdo desejada. A titulo de ilustrag@o exibimos na Figura 5.8 a varidvel de erro,
6(n), para esta implementagfo. Nota-se que ao longo de 100.000 itera¢des o valor absoluto desta
varidvel manteve-se praticamente abaixo de 10", demonstrando o alto grau de acuidade
numeérica oferecido pelo algoritmo.

Outra questdo a ser considerada, em termos do limite de preciséo, diz respeito a quanto o
algoritmo ganha de estabilidade com o aumento do nidmero de bits. Para responder a esta questio
foram feitas intimeras simulagdes, onde procurou-se avaliar o limiar de estabilidade em fungio
do ndmero de bits utilizado na implementacio das varidveis. Como resultado destes testes, foi
observado que a estabilidade dos algoritmos € muito pouco afetada em decorréncia da precisdo
aritmética empregada. Tomemos como exemplo o caso do algoritmo implementado com o novo
método, que para uma precisio de 23 bits apresentou um limiar de estabilidade de w = 0,954,
enquanto que para uma precisio de 63 bits apresentou um limiar de w = 0,943. Lembrando que
este adicional de 40 bits representa um acréscimo de 12 casas decimais na precisio das varidveis,
temos que o aumento de estabilidade obtido € inexpressivo.

Este resultado pode parecer pouco intuitivo & primeira vista. Mas, se levarmos em conta
as consideragdes do Capitulo 3, veremos que ndo € exatamente o ruido adicionado em cada
iteragdo que provoca a divergéncia das varidveis, mas sim o comportamento dinimico do
algoritmo. Ou seja, a forma como ele amplifica o rufdo acumulado. Da mesma forma que nos
algoritmos ndo estabilizados, o aumento da precisdo ndo proporciona estabilidade. Como
exemplo, a Tabela 5.2 ilustra os valores de np para o caso do algoritmo estabilizado pelo novo
método, com valores de w préximos do limiar de estabilidade. Pode-se observar que, mesmo
para esta condigdo, o aumento do nimero de bits ndo prolonga a vida dos processos sendo por
um fator correspondente ao aumento da preciséo.

Concluimos, mais uma vez, que o aumento da precis@o aritmética é um procedimento iniitil
sob o ponto de vista da estabilidade numérica dos algoritmos de minimos quadrados rapidos.
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Fubela 5.2 - Ndmero de iteracfes suportadas pelo nove método de estabilizaciio

w \ n° de bits 23 bits 39 bits 52 bits 63 bits
w=09 922 1.772 2.528 3.260
w=091 1006 2.182 3.198 4468
w=0,92 1299 4.187 5.445 6.553
w=093 3.634 8.570 12.070 15.035
w=0,94 16907 39.283 51.934 68.222
w =095 491.714 estdvel estdvel estdvel

Tanto no caso dos algoritmos originais, quanto no caso dos algoritmos estabilizados, o desem-
penho obtido com este recurso néo é satisfatério. Para o caso dos algoritmos estabilizados, com
valores de w acima do limiar, o aumento do nimero de bits representa um maior nivel de exatiddo
numérica nos resultados, o que néo se traduz por estabilidade.

5.3 - ANALISE QUANTO A ORDEM DO FILTRO TRANSVERSAL

Infelizmente os algoritmos rdpidos estabilizados sdo muito sensiveis ao nimero de coefi-
cientes do filtro transversal. Em indmeros experimentos, pudemos comprovar que a instabilidade
numérica aumenta substancialmente com o aumento da ordem do filtro.

Nesta segdo fizemos simulagdes usando ruido branco gaussiano e variando a ordem do
filtro para os diversos algoritmos répidos estabilizados. Os efeitos produzidos em cada um deles
para um valor elevado de N sdo muito similares. Como exemplo, tomemos o algoritmo
estabilizado pelo novo método. A Figura 5.9 ilustra um efeito tipico em um processo de
identificagfio de sistemas para o caso de N grande. Observa-se, na parte b desta figura, que a
varidvel de erro, 6(n), ndo apresenta qualquer atuagio para n menor que 40, a ordem do filtro
usada. Esta varidvel se mantém rigorosamente nula para estas N primeiras iteragdes. Isto se deve
a uma caracteristica inerente aos algoritmos rdpidos, que € a nulidade do vetor B(n), e dos erros
de predigfo regressiva para esta faixa inicial de iteragbes, como pode ser observado na Figu-
ra 5.10.

Como conseqiiéncia da nZo atuagdo do mecanismo estabilizador, nas N primeiras iteragGes,
observa-se um acimulo de erro, que se traduz por urm crescimento acentuado de 9(n) a partir do
instante n = N, quando esta varidvel € liberada para operar. Apds um certo periodo de tempo, em
que o sinal de erro se mantém em niveis elevados, advém o que podemos chamar de "plena
estabilidade do algoritmo”, com o erro decrescendo para valores muito baixos.
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Figura 5.9 - Algoritmo estabilizado pelo nove método, com precisdio de 23 bits,
N =40, w = 0,99 e tendo como sinal de entrada um rufdo branco, gaussiano e de média
nula. Em a observa-se os coeficientes do preditor progressivo, em b, a varidvel 8(n}, e
em ¢, a varidvel y(n). Nota-se que para n < 40, a ordem do filtro, tanto a varidve] de
erTo, quanto a varidvel de verossimithanga apresentam valores préximos de zero.
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Figura 5.10 - Demais varidveis do processo ilustrado na Figura 5.9. Em a observa-se
os coeficientes do preditor regressivo, B(n), em b, o vetor de ganho, G{n),eeme, 0
erro de predigBo regressiva a priori. No instante n = N todos os elementos do vetor B(n)
assumem valores diferentes de zero.
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O efeito observado na Figura 5.9b se repete sistematicamente, para o caso de valores
grandes de N, nos trés algoritmos estabilizados em questdo. O periodo de atuagio inicial da
varidvel 6(n), onde ela apresenta valores altos, caracteriza uma fase critica para a estabilidade
numérica. E neste momento que o algoritmo encontra-se mais susceptivel 3 manifestacio da
divergéncia. De fato, observa-se que quando o algoritmo ultrapassa esta fase sem que ocorra a

divergéncia, o mais provdvel € que ele se mantenha estdve! indefinidamente.

Outro fator que contribui para 0 mau desempenho dos métodos de estabilizagdo para os
casos em que N € grande, estd relacionado com o préprio algoritmo rdpido original, cuja
caracteristica de estabilidade € mais deficiente, como visto no Capitulo 3. Por outro lado, a forma
como os métodos atuam, somando em cada iteragio um vetor com elementos de pequeno valor
ao preditor regressivo, B(n), introduz um cardter estocéstico ao processo de estabilizagfio. Parece
natural que havendo um niimero maior de coeficientes para serem corrigidos, este processo serd
dificultado.

A Tabela 5.3 mostra uma série de resultados, onde foram avaliados os limiares de
estabilidade para os quatro algoritmos em fungio do niimero de coeficientes N. Estes dados foram
obtidos para 0 caso de ruido branco gaussiano com varidncia unitdria. Nota-se, nos quatro casos,
uma acentuada queda de desempenho para valores de N acima de uma centena. O novo método
de estabilizagdo mostrou um desempenho ligeiramente melhor que os outros trés para todos os
valores de N. Para o caso de N = 256 o Algoritmo de Botto e Moustakides somente conseguiu
manter a estabilidade para w = 1, enquanto que o Algoritmo de Benallal e Gilloire mostrou-se
instdvel para N > 32, suportando, nestes casos, apenas algumas centenas de iteragdes.

Como forma de averiguar se os algoritmos de Botto e Moutakides, de Benallal e Gilloire
e de Slock e Kailath podem atuar com mais eficiéncia nos casos de N grande, foram também
testados outros valores para os pardmetros p ¢ k;, niio se obtendo melhores resultados.

Tabela 5.3 - Comparagiio do limiar de estabilidade quanto i ordem do filtro

N\ Método | Botto /Moustides |  Slock/Kailath Benallal/Gilloire | Novo Método
N=2 0,788 0,791 0,833 0,736
N=4 0,876 0,887 0,904 0,875
N=8§ 0,937 | 0,939 0,948 0,935

N=16 0,968 0,969 0,973 0,967
N=132 0,985 0,985 1,0 0,984
N=64 0,994 0,999 instdvel 0,993
N=128 0,598 instivel instdvel 0,996
N =256 10 instdvel instdvel 0.999

145



ANALISE EXPERIMENTAL DOS ALGORITMOS ESTABILIZADOS

5.4 - ANALISE QUANTO AO SINAL DE EXCITACAO

Os algoritmos estabilizados também sAo sensiveis & caracteristica do sinal de entrada. No
caso de sinais prediziveis, ainda valem os estudos feitos no Capitulo 3. Sobretudo, com respeito
ao valor das energias dos erros-de predigio, que tendem a zero com o tempo. O-anulamento-do
erro de predi¢do regressiva, Ep(n), impede a atuagiio do mecanismo de estabilizagdo, pois ele é
usado no célculo de £(n), ou 6(n) no novo método.

A forma mais simples de contornar o problema do anulamento de Ep(n) consiste em
adicionar, em cada iteragio, uma constante positiva de pequeno valor a esta varidvel. Ou seja

En(n) = w Ep(n—1) + ep(n)en(n) + A (5.2)

O valor de A deve se situar em torno de 10°® para o caso de uma implementagdo com precisdo
de 23 bits. Valores maiores podem comprometer o funcionamento do algoritmo, gerando
instabilidade. Também a varidvel E,(n) deve receber cuidados especiais para evitar o decaimento
com o tempo. Caso contrério, a ocorréncia de overflow € inevitivel. Como forma de impedir o
anulamento de Ea(n}), sugerimos acrescentar no final do algoritmo a relagdo

Ep(n) wh

Ea(ﬂ) =

v(n) (5.3)

Este recurso, além de evitar o anulamento da energia do erro de predig@o progressiva,

também possui a virtude de contribuir para a exatiddo do método LS, uma vez que a varidvel é

recalculada em termos do novo valor atribuido para Ep(n) mantendo, dessa forma, a consisténcia
entre as varidveis.

As equagdes (5.2) e (5.3) adicionam uma complexidade computacional de duas multipli-
cagdes e uma soma ao novo método de estabilizagfo. Esta alteragio € suficiente para manter a
estabilidade do algoritmo no caso de sinais perfeitamente prediziveis, como por exemplo, uma
soma de sendides. As Figuras 5.11 e 5.12 ilustram as varidveis vetoriais e escalares para o caso
de uma simulacao em que foi empregado um sinal deste tipoparaN =4 e w =0,99. O evento de
overflow, que ocorria apds cerca de trinta mil iteragGes, foi totalmente suprimido quando
efetuadas as alteragdes definidas em (5.2) e (5.3).

Como deve ser esperado, a estabilizagdo dos algoritmos rdpidos torna-se mais dificil na
medida em que as amostras do sinal de entrada ficam mais correlacionadas. Para os quatro
algoritmos testados, o limiar de estabilizac@o piora um pouco com o aumento da correlagio.
Como exemplo, 0 algoritmo estabilizado pelo nove método, paraoccasode N=4e b =23, tem
seu limiar aumentado de 0,875 para 0,960 enquanto o sinal varia de um ruido branco para um
sinal perfeitamente predizivel.

Outro fato notavel, € que os algoritmos estabilizados apresentam resultados satisfatérios
quando excitados por sinais prediziveis do tipo somatdria de senéides, ainda que o nimero K de
exponenciais complexas presentes na somatoéria seja menor que a ordem N do filtro. Neste caso,
inclusive, os N - K dltimos coeficientes do preditor progressivo tendem a se anular com o tempo,
€ o algoritmo passa a se comportar, em termos de estabilidade, de uma forma préxima a de um
algoritmo com ordem K correspondente. Portanto, com melhor desempenho.
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Figura 5.11 - Processo de predigio usando o novo método de estabilizagio para o caso
de um sinal de entrada dado por x{n) = sen{n®/12) + sen(n®/17), N = 4 e wm fator de
esquecimento w = (1,99, Em & observa-se o preditor progressivo, A{n), em b, o preditor
regressivo, B(n), e em ¢, o vetor de ganho G(n)
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Figura 5.12 - Varidveis escalares para 0 mesmo processo da Figura 5.11, Em a obser-
va-se o sinal de entrada, x(n), em b, a energia do erro de predigBo progressiva, Ea(n),
e em ¢, o sinal de controle de erro, 8(n). O algoritmo utiliza as modificagbes definidas
em (5.2} e (5.3) e executa milhGes de iteragBes sem que haja qualquer manifestagio de
instabilidade.
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5.5 — COMENTARIO

Neste capitulo foram testados, sob diversas condiges experimentais, o novo método de
estabilizagdo dos algoritmos rédpidos, apresentado na Segfo 4.4, juntamente com dois outros
métodos conhecidos. Como forma de trabalho, foi privilegiado o caso de sinais estaciondrios.

Pudemos constatar que o fator de esquecimento, principal elemento de instabilidade nos
algoritmos rdpidos originais, também exerce uma grande influéncia nos algoritmos estabilizados,
ressaltando-se a existéncia de um limiar de estabilidade, cujo valor delimita duas regites de
operagao. Na regido superior, o algoritmo € numericamente estdvel. Na regifio inferior, ele fica
ainda sujeito ao fendmeno da divergéncia, porém, com um notdvel prolongamento na vida dos
Pprocessos.

Observamos que o comportamento dos algoritmos rdpidos € alterado com a introdugéo do
mecanismo de estabilizacdo, devendo-se adotar novos critérios para a verificagio do estado de
normalidade do algoritmo, Este € um cuidado especialmente importante no caso dos algoritmos
de Botto e Moustakides e de Benallal e Gilloire, onde existe o agravante de ocorrer um overflow
ou a perda da capacidade de rastreio - problemas nio observados no funcionamento do novo
método.

Vimos que o aumento da precisdo aritmética na implementagio da varidveis, assim como
no caso dos algoritmos rdpidos originais, no melhora o desempenho quanto a estabilidade
numérica, pois este € um fator que estd diretamente relacionado com o comportamento dindmico
do algoritmo, e ndo com a acuidade numérica.

Deparamos com um resultado pouco animador quando constatamos a queda de desempe-
nho dos algoritmos estabilizados com relacio a ordem do filtro transversal. Este resultado,
infelizmente, inviabiliza a implementag¢@o de filtros transversais com centenas de coeficientes -
regido de valores de N para os quais os algoritmos rdpidos poderiam superar com enorme
vantagem computacial o Algoritmo RLS.

Os algoritmos LS rdpidos estabilizados operam satisfatoriamente quando excitados por
sinais correlacionados, ou mesmo, por sinais prediziveis, necessitando para isso algumas
pequenas adaptacdes. Este resultado € muito interessante, pois torna o critério LS recomnendével
para uma gama de aplica¢des onde o método do gradiente estocéstico apresenta um desempenho
deficiente.

Por fim, em todos os resultados comparativos ficou evidenciada a superioridade dos
resultados obtidos pelo novo método. Esta constatagéo, aliada & pouca complexidade computa-
cional exigida em sua implementacio, permite gue o indiguemos como a melhor solugio para o
problema de instabilidade numérica dos algoritmos LS rdpidos.
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CONCLUSAO

Inimeros estudos apontam a superioridade do critério LS para a solugfo dos problemas de
minimizagdo encontrados na édrea de filtragem adaptativa. A emergéncia de um algoritmo de
complexidade proporcional a N poderia consagrar a aplicagdo deste critério na aplicacfo de
sistemas que operam em tempo real. Contudo, os algoritmos de minimos quadrados rapidos,
desde sua concepgao, estiveram marcados pelo rétulo de serem numericamente instiveis.

Talvez a frase que melhor caracterize a conclusio deste trabalho seja: "Sim, é possivel a
utilizag@o préitica dos algoritmos de minimos quadrados ripidos”. Os subsidios teéricos e
experimentais necessarios a esta tarefa estao descritos nos cinco capitulos que compde esta tese.

Uma série de contribuigdes é também apresentada ao longo de todo o trabalho. No
Capitulo 3 € feito um estudo do processo de acumulagio de erros nos algoritmos LS, onde
procurou-se entender de uma forma simples e objetiva a causa da instabilidade nestes algoritmos.
Como resultado, foi apresentado um modelo que descreve de forma satisfatéria este processo
para o caso de varidveis em ponto flutuante, em fungfo da precisfo aritmética, da ordem do filtro
e do fator de esquecimento empregado.

Uma conclusdo importante, e que foi diversas vezes ressaltada, € que apesar se ser o limite
de precisdo aritmética o principal causador de instabilidade, ndo é este o fator que deve ser
combatido, e sim o comportamento dindmico do algoritmo, que amplifica o ruido de arredonda-
mento para niveis insuportdveis. Dessa forma, é improdutivo aumentar a precisiio das varidveis
na tentativa de obter estabilidade.

A constatagdo de que os métodos de estabilizacio nfio conseguem solucionar o problema
de instabilidade numérica para o caso de filtros com ordem grande, ndo deve ser considerada um
desestimulo. Ainda que seja este 0 caso em gue os algoritmos rdpidos poderiam substituir com
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enormes vantagens o Algoritmo RLS, existe toda uma regido de valores, abaixo de uma centena,

para os quais 0s eggoritmos rapidos constituem um considerével avanco em relaggo ao esforgo
proporcional a N exigido pelo algoritmo RLS.

No Capitulo 4 s&o apresentados 0s principais métodos existentes para a estabilizagdo dos

algoritmos répidos, além do que ¢ introduzido um método novo, cujo principal mérito € 0 de

apresentar um desempenho comparével aos ja existentes, € muitas vezes superior, com um
adicional de complexidade muito pequeno.

Foi também verificado que os métodos de estabilizagio apresentam regides de funciona-
mento, nio constituindo uma solugdo generalizada para o problema. A soluggo ideal, capaz de
atender a guaisquer valores do fator de esquecimento e da ordem do filtro parece algo imprati-

cavel. De qualquer forma, o novo método, apresentado na Segdo 4.4, apresenta caracterfsticas
superiores aos métodos existentes.

No Capitulo 5 foram testados 0s algoritmos estabilizados sob diversas condigdes, especial-
mente quando excitados por sinais estaciondrios. Como resultado, conclui-se que existem
combinages de valores para o fator de esquecimento, € para o nimero de coeficientes do filtro

transversal, que apresentam interesse pritico, onde € perfeitamente possivel obter um algoritmo
estabilizado e de operagdo confidvel.

Para se ter uma idéia da viabilidade do uso dos algoritmos rdpidos em sistemas préticos,
tomemos como exemplo uma transmiss&o de dados a uma taxa de transferéncia de 64 Kbps.
Usando uma unidade de processamento que permita executar 10 milhdes de operagbes em ponto
flutuante por segundo, que € um recurso plausfvel em nossa época, teremos uma disponibilidade
de aproximadamente 156 operagdes por amostra, ou por iteragdio do algoritmo. Comum método
que exija um esforco computacional de 8N, como 0 novo método apresentado na Segao 4.4,
teremos que o filtro poderd ter até 18 coeficientes, 0 que é bastante para o tratamento de 280 1S
de sinal. Este é o tempo que um sinal elétrico leva para percorrer 56 Km em um condutor. Como
os lances de retransmissdo s3o, em geral, de uns poucos quildmetros, vemos que é perfeitamente
possivel a aplicagdo de um algoritmo LS répido no tratamento de ecos em linhas de transmissao

de 64 Kbps. E isto sem explorar as possibilidades de processamento paralelo que © algoritmo
oferece.



