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Resumo

Esta dissertacio é dedicada ao estudo dos mecanismos dos algoritmos de pontos interiores
aplicados a resolucio de problemas lineares sujeitos a restricoes dadas na forma de desi-
gualdades matriciais lineares. Abordam-se tanto aspectos teoricos quanto priticos. De
aspecto tedrico, encontram-se presentes andlises de convergéncia e complexidade para di-
versos algoritmos seguidores de trajetoria, primais-duais e projetivos, aliados as andlises de
alguns procedimentos criticos, como a resolucio dos problemas de minimos quadrados e
a determinac¢io do passo otimo, aspectos eminentemente praticos. A titulo de ilustracio,
apresenta-se uma série de exemplos de problemas comumente encontrados em programagao
matematica e, em especial, problemas da 4rea de controle étimo formulados como LMI.

Abstract

The subject of this thesis is the study of the interior point machinery applied to linear
problems constrained by linear matrix inequalities (LMI). Both theoretical and practical
issues are addressed. Of theoretical flavor, convergence and complexity of several path
Jollowing, primal-dual and projective algorithms are analyzed; the analysis of some critical
procedures, as solving mean-square problems and calculating the optimal step length, stand
for the practical issues. For the sake of illustration, many mathematical programs and
problems from optimal contro] theory are formuiated as LMI.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Preliminares

A drea de estudos que ho je se denomina teoria de controle ou teoria de sistemas vem se utili-
zando das mais diversas ferramentas matematicas no estudo do comportamento de sistemas
dindmicos. O problema bisico — determinar um controlador realizdvel em termos fisicos

das pesquisas nesta 4rea vem fazendo uso, de modo intenso € com sucesso, de ferramentas
de programacio matemdtica. Nesse contexto, a formulacio dos mais diversos problemas de
controle como problemas de otimizagdo tem provido respostas a problemas que, hd pouco
tempo, eram considerados intratgveis.

mulagio convexa como, por exemplo, o problema de sintese de controladores em otimizacio
H3, abordado brevemente na secao 5.2 do capitulo 5, dentre outros. As solugdes para esses
problemas vém sendo obtidas, jd h4 algum tempo e com certo sucesso!, mediante o emprego
do algoritmo de planos de corte e do algoritmo do elipséide. No entanto, o amplo espectro
desses algoritmos, aplicdveis a todo e qualquer problema de otimizag¢io convexa, faz com

» 0 que limita
$eu uso a problemas de pequeno e médio porte. Por sua vez, a estrutura muito mais rigida
e complexa dos algoritmos de pontos interiores permite obier solugbes em tempo polinomial
com um custo computacional bastante moderado,

Indo de certa maneira contra 2 linha atual de desenvolvimento desses métodos, em
geral baseados diretamente no conceito de autoconcordincia introduzido em Nesterov &
Nemirovskii [14], este trabalho pretende discutir diversos algoritmos de pontos interiores
¢omo uma generalizagio, quase que imediata, dos resultados da bem-sucedida experiéncia
em programagao linear. Surpreendentemente, essa abordagem revela-se bastante frutifera
e fornece interpretacdes mais s6lidas, do ponto de vista do autor desta dissertacdo, dos

Yeja, por exemplo, Oliveira & Geromel [17].



2 Capitulo 1. Introducgio

mecanismos de convergéncias dos algoritmos em estudo.

A seguir, ainda nesta introducdo, faz-se uma breve revisdo dos mecanismos bésicos dos
algoritmos de pontos interiores, seguida de uma apresentacio sucinta dos capitulos sub-
seqllentes.

1.2 Métodos de Barreira

Todos os atuais algoritmos de pontos interiores baseiam-se nos métodos de barreira, desen-
volvidos na década de sessenta e extensamente discutidos no conhecideo trabalho de Fiacco &
McCormick [6], e que fazem parte, hoje em dia, de diversos livros tradicionais de otimizagdo
nao-linear como, por exemplo, Luemberger [13] e Bazaraa ef alii [2]. A estratégia utilizada
pelos métodos de barreira para resolver o problema de otimizacio convexo

minimizar f(x) (1.1)
sa glz)<0,i=1,....,m ’
em que z € R?, f(-) é diferencidvel e tanto f(-) quanto g;(-) sdo fun¢des convexas, consiste em
transforma-lo em um problema de otimizacdo irrestrito mediante a eliminacao do conjunto
de restrigdes de desigualdade e a incorporagdo de uma func¢do de barreira & funcio objetivo.
Fungao de barreira é qualquer fungdo B(z) que seja continua, diferencidvel e convexa no
interior do conjunto

@={$|gi(x)g0,i=1,...,m} (1'2)

e que tenda ao infinito para uma seqiiéncia gualquer de pontos pertencentes a ® que tenda &
sua fronteira. Assim, para um dnico conjunto convexo ®, devem existir diversas fungoes que
possuam as caracteristicas descritas acima e que, portanto, possam ser chamadas fungoes
de barreira. Com qualquer uma dessas fungdes de barreira constroéi-se o seguinte problema
irrestrito

min {6/(z) + B(z)) (13)

em que S é uma constante positiva, em relagdo ao qual percebe-se que um valor sufici-
entemente “grande” dessa constante J é capaz de localizar o ponto solugdo do problema
(1.3) arbitrariamente proximo & tnica solu¢do de (1.1). Portanto, a determinacao de uma
seqiiéncia de solugdes do problema convexo irrestrito (1.3) pertencentes a ® gerada por uma
seqiiéncia crescente de valores de 3 que tenda ao infinito, converge para a soluc¢io do pro-
blema original {1.1}. A existéncia de eficientes métodos de resolugio de problemas convexos
irrestritos nos moldes de (1.3) garante o sucesso desse esquema. Em termos praticos, os cus-
tos computacionais associados as fun¢bes de barreira e o conhecido mau condicionamento
numérico préximo a fronteira do conjunto @ constituem os maiores obstaculos. No que diz
respeito ao mau condicionamento numérico, a singularidade introduzida pelas funcoes de
barreira em pontos pertencentes a fronteira do conjunto ® costuma ser a principal fonte
de problemas; paradoxalmente, essa singularidade assegura que as solugdes dos problemas
(1.3) mantenham-se sempre no interior do conjunto ® (o que, em dltima andlise, prové a
“eliminagdo” do conjunto de restrigbes no processo de otimizacdo) enquanto nos casos de
interesse? a solucdo do problema original (1.1) se encontra exatamente sobre a fronteira

?Caso contririo o conjunto de restri¢des ndo se encontra ative no ponto solugio e, portante, pode ser
ignorado.
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de ®. A escolha do método de otimizacao irrestrita pode ajudar a diminuir sensivelmente
esse problema e a experiéncia tem consagrado o método de Newton modificado como o mais
adequado, pois apresenta boa taxa de convergéncia associada a uma certa “imunidade” a
maus condicionamentos da matriz Hessiana.

Apesar do grande impacto que essas idéias representaram na época de seu desenvolvi-
mento, problemas de ordem computacional, principalmente, fizeram com que esse tipo de
abordagem caisse em desuso na década de setenta. Em meados da década de oitenta, o
surgimento do método de Karmakar {12] como alternativa ao método simplex na resolucio
de problemas de programacio linear, redespertou o interesse por essa classe de métodos de
otimizagao. O principal atrativo dos algoritmos desenvolvidos a partir de entdo consiste na
possibilidade de obtencio da solugio de programas lineares em tempo polinomial e de ma-
neira computacionalmente eficiente. Esta dissertacdo trata da extensao dessas propriedades
a uma classe maior de problemas convexos.

1.3 Estrutura do trabalho

Incluindo-se esta introdugdo, esta dissertagio é constituida de cinco capftulos, cujos con-
tetddos sao descritos brevemente nas préximas linhas.

No segundo capitulo, define-se o problema linear sujeito a restricées na forma de de-
sigualdades matriciais lineares, alvo de todos os algoritmos descritos neste trabalho. A
jd estabelecida sigla proveniente da denomina¢io em inglés LMI { Linear matriz inequali-
ties) é utilizada ao longo de todo o texto para denominar esse particularfssimo conjunto
de restrigdes. No restante do capitulo, desenvolvem-se as ferramentas tedricas necessirias &
construgao de diversos algoritmos. Apesar de bastante comuns no contexto de programacio
linear, os conceitos utilizados na apresentacao desses fundamentos ndo sio encontrados ex-
plicitamente nos trabalhos que envolvem LMI, nos quais, em geral, recorre-se diretamente
ao conceito de autoconcorddncia desenvolvido por Nesterov & Nemirovskii em [14].

Inicia-se o terceiro capitulo com a apresentagio de alguns resultados de fundamental
importincia nas analises de convergéncia dos mecanismos de pontos interiores. Em seguida,
descrevem-se detalhadamente trés importantes classes de algoritmos de pontos interiores: os
algoritmos seguidores de trajetdria, os algoritmos primais-duais e os algoritmos projetivos.
Por fim, discute-se brevemente o problema de obtenciio de um ponto inicial estritamente
factivel. .

Discutem-se, no quarto capitulo, detalhes referentes & implementacio computacional de
alguns procedimentos utilizados pelos algoritmos introduzidos no terceiro capitulo. No final
do capitulo, resultados de um pequeno experimento computacional ilustram o desempenho
desses procedimentos. _

O quinto e iltimo capitulo é dedicado i apresentagio de exemplos de problemas de
otimizagdo no formato LMI. Apresentam-se a conversio de conhecidos problemas convexos
a LMI e um exemplo de aplicacdo proveniente da area de controle.

Em todo o trabalho, sempre que possivel, preferiu-se utilizar termos técnicos em por-
tugues, apesar de as referéncias, em sua totalidade, encontrarem-se em lingua inglesa.
Porém, toda vez que um novo termo em portugués é introduzido, apresenta-se 0 corres-
pondente termo em lingua inglésa em itdlico. Alguns poucos termos foram mantidos em
inglés e, igualmente, aparecem sempre grafados em italico. A notacio procura ser a mais
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coerente possivel; associam-se as letras maitsculas a matrizes e as letras mindsculas a vetores
e escalares.



Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1 O problema linear sujeito a restrigées do tipo LMI
O problema bdsico a ser estudado nesse trabalho apresenta-se sempre no seguinte formato

minimizar o'z

s.a ze @ (2.1)
em que = € R" e o conjunto P é definido por
$:= {z | v'F(z)v >0, Yo e RP} (2.2)

Fazendo-se uso do conceito de positividade para matrizes reais e simétricas, esse conjunto
pode ser também descrito por
& :={z | F(z) > 0} (2.3)

A matriz F(z) consiste em uma LMI (do inglés, Linear matriz inequalities), isto é, uma
combinagao afim das matrizes simétricas Fj.q _,, € RP*? na forma

Flz)y:= Fy + if}m (2.4)

i=1

Essa classe de problemas de otimizacao, conhecida pelo nome de programacio definida po-
sitiva(do inglés, PDP — Positive definite programming), engloba grande nimero de conhe-
cidos programas convexos como, por exemplo, programas lineares e programas quadraticos,
dentre outros. Isso tornar-se-4 claro no capftulo 5, no qual serdo apresentados virios exem-
plos, juntamente com as ferramentas de conversio ao formato LML

A propriedade bésica que permite o desenvolvimento de algoritmos eficientes para de-
terminar a solugdo de (2.1} é, sem divida, a convexidade do conjunto ®. A garantia de
que toda solugao minima local é de fato uma solucio global para o problema em questio,
aliada as propriedades que a convexidade impde & matriz Hessiana de funcdes de barreira
de dominios convexos, sio as pedras fundamentais de todo algoritmo de pontos interiores
eficiente. A convexidade do conjunto ® pode ser verificada através da seguinte identidade

v Flaz + {1 - a)y)v = av'F(z)v + (1 - a)'F(y)v, Yo € R? (2.5)

5
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que assegura que F{z) > 0 define um conjunto convexo. Finalmente, quanto & caracterizacio
dos pontos pertencentes a @, diz-se que 2 é estritamente factivel ou pertencente ao interior
de ® se x pertence ao subconjunto de ® dado por

Y= {z | F(z) > 0} = int(d) (2.6)

Caso z pertenca a ¢ mas ndo pertenca a ®Y, diz-se que z é um ponto na fronteira de ® ou um
ponto de fechamento. Como antecipado no capitulo 1, a busca de solugdes por algoritmos de
pontos interiores da-se pela determinagio de uma seqiiéncia de pontos estritamente factiveis,
isto é, obrigatoriamente contida em ®°.

2.2 O problema dual

Pode-se associar ao problema (2.1} a seguinte funcdo lagrangeana

L{z,Z):=cdz — t1(ZF(z)) = f:{ci — tr{ZF)]z; — tr(ZFy) (2.7)

FE=31

donde max{z>¢) ming Lz, Z) define o problema

minimizar  tr(Z Fp)

ca tr{ZF;)=¢;, parai=1,...,n (2.8)
) Z >0

chamado problema dual, em oposicio ao problema primal (2.1). As relacdes entre esses dois
problemas serdo discutidas mais adiante, na secao 2.4.

2.3 Uma barreira para LMI

O primeiro passo para se tentar resolver (2.1), seguindo a linha dos métodos de barreira, con-
siste em escolher uma fungio continua, convexa e diferencidvel, que aja como barreira para
pontos no interior do conjunto! convexo ®. Uma funcio que apresenta tais caracteristicas
é dada por .

00, em qualquer outra condicio (2.9)

B(z) = { —logdet F(z), para F(z)>0
Note-se que B{z) é finita apenas em pontos estritamente factiveis, isto é, em pontos que
pertencem ao conjunto ®° tendendo ao infinito para qualquer ponto na fronteira de ®.
Vérias propriedades desta fun¢do, a serem exploradas posteriormente, sdo apresentadas a
seguir.

Lema 2.1 Dado B(x), uma funcdo de barreira para o dominio convexo ®, definida em
(2.9), os seguintes falos sdo verdadeiros

1 - " . e ., . .
Note-se que esse conjunto é definido por uma funcio nao diferencidvel, a 140 ser para escolhas particulares
das matrizes Fj.
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i) O wvalor da barreirg para pontos pertencentes 4 reta definida por (z + vh), = € ®°,
heR* ey e R, € dado por

P
Bz +vh) = B(z) = Y _log[1 +vA(T(h))], (2.10}
1=1
em que X;(-) denota o iésimo autovalor de (-) e U{h) € a mairiz definida por

W(h) = F(z)~% [F(h) — Fo] F(z)™3 (2.11)

it) As derivadas direcionais primeira, sequnda e terceira de B(z), tomadas no seniido do
vetor h, s@o dadas por

DB(z,h) = - tx(¥(h)) (2.12)
D*B(z,h) = tr(Wi(h)) (2.13)
D*B(az,h) = -2 i (T3(h)) (2.14)
e obedecem s sequintes desigualdades
DB, < (D*Ble,n)” (2.15)
\D*B(a,m)| < 2 (D*B(e,h)"” (2.16)

iii) Os componentes do vetor gradiente e da matriz Hessiana de B(z) sdo dados por

VB(z); = - tr(F(e) FF.F(a)%) (2.17)
V'B(2)i; = tr(F(z) 5 FRF(z) ¥ F(z) 3 F;F(z)7%) (2.18)
iv) Se F(z) > 0 representa a intersegio de k conjuntos definidos por LMI, ou seja,
¢ ={z|=ent,{Fx)>0}} (2.19)
B(z) € dada por
B(z) = Zk:Bg(x) (2.20)
en.zﬂ queBz(x), z m 1, , k, E.?.é.l funé&’é d.ehb“;rreim B(+) pam. éncc.mjunto definido por

Fi(z)>=0.

Prova: Comegando pelo ponto i), a prova deste lema sera feita por pontos.
i} O valor de B(z + vh), para F{z) > 0, pode ser desenvolvido em
B(xz +vh) = -—logdet F'(z+vh)
= —logdet{F(z) +[F(h) - K]}
= —logdet F(z)—logdet{l+ v¥(h)]
P
= B(z) - Y log[l + 1A ¥(h)]

=1
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i1} Derivando-se esta dltima expressdo em relagio a v obtém-se

dB(z + vh) _ i A(E(RY)
dy 1+ A(T(R))

donde o valor da derivada direcional primeira pode ser obtido por meio de

dB{x + vh)
dy

= = 3" N(¥(h)) = — tr(¥(h))
i=1

=0
Derivando-se, mais uma vez, em relagao a ¥

d*B(z +yh) _ i A2(9(h))
dy G AR

=1
donde, como anteriormente, é obtido o valor da derivada direcional segunda
r

= SRR = s (B(R)Y(R))

=0 =1

d*B(z + vh)
d?

Repetindo-se esse procedimento para a derivada direcional terceira

d3B(a: + vh) o Ld A?(‘I‘(h))
P OB S Y IO

tem-se
d*B(z + ~vh)

- = =237 M(¥(A)) = 2 tr (B(WW(A)¥(h)

=0 =1

As expressoes acima atribuem a funcdo de barreira B(z) o titulo de esiritamente
convera nos casos de interesse. Para que a derivada segunda de B{z) seja igual a
zero, todos os autovalores de ¥(h) devem valer zero, o que somente ocorre quando
F{h) — Fy = 0, ou seja, se Fy puder ser escrito como uma combinag¢ao linear das
matrizes Fj=;, . n. Nesse caso, porém, a solugio do problema (2.1) ou é ilimitada, ou
se reduz a origem z = 0.

Quanto as desigualdades das derivadas, a primeira delas pode ser justificada mediante
o emprego do seguinte argumento

IDB(z,h)| = |3 A(¥(h)

p:l
< ST (A
=]
) 1/2
< (,_ ?(‘If(h)))

- (DQB(x,h))Uz
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iii)

2.4

O mesmo raciocinio aplicado & segunda desigualdade implica

ID*B(z,b)| = 2| tr (€3(h))]
< QZEAi(W(h)}ig
z_lp 52
) (}: A?(@(h»)
i=1

)3/2

AN

2 (DZB(m,h)

Il

Essas desigualdades garantem que B(z) seja uma barreira autoconcordante (do inglés,
self-concordant). Todas as propriedades de convergéncia dos métodos abordados neste
trabatho podem ser entendidas como decorrentes deste conceito. Essa abordagem, pri-
oritariamente algébrica e por demais generalizada, encobre, no entanto, grande parte
do denso contelddo geométrico associado a problemas formulados nos moldes de (2.1)
e (2.8). Porém, vale a pena ressaltar que esse conceito generaliza os mecanismos dos
algoritmos de pontos interiores para dominios convexos genéricos. Uma abordagem
completa e profunda desse assunto pode ser encontrada em Nesterov & Nemirovs-

kii [14].

As expressoes para o vetor gradiente e para a matriz Hessiana de B(z) podem ser
obtidas como casos particulares das expressdes anteriores, desde que se defina uma
diregdo h; tal que a reta (z + vh;) represente apenas variacdes da iésima componente
de z. Nesse caso F'(z+7h;) = (F(z) + vF;) e ¥(h;) se reduz a F(m)”%F}F(m)“%, o que
comprova diretamente a expressio obtida para o vetor gradiente. No caso da matriz
Hessiana, manipulagdes como as efetuadas na prova do ponto anterior, tomando-se o
cuidado de substituir a segunda derivada na diregio h; por uma derivada parcial em
relagao a uma segunda direcido A;, levam ao resultado apresentado. As expressdes sao
praticamente idénticas e serdo, portanto, omitidas.

A intersegio de k conjuntos definidos por LMI pode ser representada por

Fzy --- 0

F{z)= >0

donde o restante da prova é trivial.

Formulagao cénica

Os problemas (2.1) e (2.8) podem ser reescritos de maneira a ressaltar aspectos geométricos
interessantes. A semelhanca com o problema de programacio linear torna-se aparente, o
que permite vislumbrar novas perspectivas para a solugiio do problema original. Algumas
definigbes preliminares se fazem necessdrias. No espago vetorial cujos elementos sio todas
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as matrizes simétricas pertencentes a RP*P, o produto interno de duas matrizes X e ¥ é
dado por
(X,Y)=(¥,X):= tr(XY) (2.21)

e a norma induzida por essa definicio de produto interno, que, nesse caso, em que as matrizes
sdo simétricas, coincide com a chamada norma de Frobenius, é calculada, para nma dada
matriz X, através da seguinte expressio

Xl == 4/ tr (X X) =/ tr(X2) (2.22)

Definindo-se as matrizes D := Fy e C tal que
(C,X) ="z, (2.23)

para toda matriz pertencente a variedade linear X = Fy + Y iny Fizy, isto é,

S UCFY —ei)ai + (C, Fo) = 0 (2.24)
L
relacio que é sempre satisfeita caso?
(C.F)=c;e {C,D)=0, (2.25)

o problema primal (2.1) pode ser reescrito

minimizar (C, X)

sa X €{Kn(L+D)} (2.26)

em que K denota o cone das matrizes definidas positivas, isto é, K = {X | X >0}, £
denota o subespago linear gerado por todas as possiveis combinagoes lineares das matrizes
Fictpop, L:={X | X =1 Fioy, o; € R}, e (L+ D) representa a variedade linear gerada
pela adigdo da matriz [ as matrizes pertencentes ao subespaco £. A transcricdo de (2.1)
para (2.26) é imediata, observadas as definigoes anteriores, e a razao do nome cénica torna-
se evidente: o conjunto de restricbes passa a ser dado pela intersecio de uma variedade
linear com o cone das matrizes definidas positivas. Este fato é semelhante ao que ocorre
nos programas lineares, onde o conjunto poliedral de restrigdes pode ser sempre escrito
na forma {{z > 0} N {4z = b}}, isto &, a intersecio da variedade linear {Az = b} com
o ortante ou cone dos vetores positivos {# > 0}. Porém, o aspecto mais surpreendente
desta formulacao consiste na caracterizacdo do problema dual {2.8). Observando-se que as
restrigoes tr(ZF;) = ¢; implicam

<Z,Zﬂmi> = Zcixg (2.27)
=1 1=1
que, por sua vez, para qualquer matriz W € £, pode ser escrita

{(Z ~C,W)y=10 {(2.28)

“Se o nimero de componentes independentes da matriz C, {p{p + 1)/2), for maior que o mimero original
de varidveis mais um, (n + 1}, nma matriz C que atenda a essas caracteristicas sempre poderd ser obtida.




2.4. Formulacio conica i1

o problema dual pode ser visto como

minimizar (D, Z)

N (2.29)

s.a Ze€ {/Cﬂ([: “}-C)}

em que (£ + ') denota a variedade linear gerada pela adicdo do vetor € ao subespaco
constituido por todos os vetores ortogonais a £. Dessa forma, fica claro que o problema dual
é também um problema linear sujeito a restrigdes do tipo LMI que respeita uma espécie de
simetria em relacio ao problema primal semelhante & encontrada em programas lineares: as
varidveis primal e dual pertencem a variedades lineares geradas por subespacos ortogonais,
cujo vetor de deslocamento em relagdo a origem para o problema primal é o vetor gradiente
do objetivo linear do problema dual, e vice-versa. Qutra semelhanca: o produto escalar de
matrizes primal e dual factiveis é dado por

n=(X,Z) = (X,C)+ (Z, D) (2.30)

fato que pode ser verificado tendo-se em mente que (€, D} = 0. Note-se que 5 é o cha-
mado gap de dualidade do par de problemas primal (2.26) e dual (2.29). No contexto de
programacao linear, essa relagdo é conhecida pelo nome de folga complementar(do inglés,
complementary slackness) e suas implicagdes, para o caso cdnico, estio reunidas no seguinte
lema.

Lema 2.2 Dadas as matrizes X e Z, matrizes factiveis, respectivamente, para 0s problemas
(2.26) e (2.29), a seguinte relacido € sempre vdlida

(X,C) =z —(Z,D) (2.31)

isto €, o valor do objetivo dual ¢ limitado superiormente pelo valor do objetivo primal de
qualguer ponto primal factivel. Caso existam matrizes X estritamente primal factivel e Z
estritamente dual factivel, essa relagdo € respeitada na igualdade apenas para as matrizes
X™ e 27, respectivamente, pontos dtimos primal e dual, ou seja

= (X%, 2% =0 (2.32)

Prova: Como X >0, Z > 0 e (2.30) se aplicam, tem-se
(X,2) = tr(XZ) 20— (X,C)+ (Z,D) > 0

Uma prova para a segunda parte do lema pode ser encontrada no paragrafo 30 em Rocka-
fellar {21] ou na se¢do 4.2 em Nesterov & Nemirovskii [14]. m

Esse lema prove respaldo extra &s condicdes necessarias & obtencio de solugdes via algo-
ritmos de pontos interiores, pois a existéncia de pontos factiveis interiores para os problemas
(2.1) e (2.8) também é condigdo imprescindivel para que a funcio de barreira (2.9) seja bem
definida. Os problemas para os quais isso nio ocorre devem poder ser detectados pelos
métodos de obten¢do de um ponto inicial estritamente factivel3.

3Veja segio 3.5.
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Por dltimo, é importante ressaltar que o conjunto {z | F(z) > 0}, definido no espago
dos vetores = de dimensdo n, e o conjunto {X | X € KN (L + D)}, definido no espago das
matrizes reais e simétricas X de dimensdo p X p, sdo isomorfos segundo a relacio X = F(z).
Assim, deste ponto em diante, a letra grega ® serd utilizada para identificd-los de maneira
ambigua, o mesmo acontecendo em relagdo aos seus respectivos inferiores, que passario a
ser denotados por ®°. Embora possa causar uma certa confusio, isso é feito de modo a
simplificar a notacio dos problemas que possam ser simultaneamente formulados em termos
vetoriais e matriciais.

2.5 Projecgoes

Nesta segao e nas subseqiientes, os conceitos geométricos de projecao e tramsformacio
simétrica, dentre outros, serdo definidos em relagio a entes do espaco vetorial associado
com a formulagao cénica.

A projecdo de um dado vetor W sobre o subespago linear £, definido na secao anterior.
consiste na solugido de um problema de otimizacdo do tipo minimos gquadrados. Assim, o
vetor projetado W, é obtido mediante

W, = arg )I?é% W — X|| (2.33)

e o vetor W, definido por W;- = W — W), é ortogonal a W, e a qualquer outro vetor
pertencente a L. As condicdes de otimalidade para o problema (2.33) sdo expressas por

(2.34)

?ﬂl (E?‘E)w;: (W5F3>7.7 =1l,....n
W, = i1 F,-'w;,

Reescrevendo-se as n primeiras equagdes em termos de uma matriz M & R**" cujos com-
ponentes sdo definidos como

M ;= M, = (F}, Fy) (2.35)
a matriz projetada W, é dada pela expressao

e T

Wo=3F> (M),

gl =] b

(W, F}) = PeW (2.36)

Note-se que P é um operador linear. Fica claro, pela definicdo dada anteriormente do vetor
W, que o operador complemento ortogonal é dado por P} =1~ Py.

A idéia de proje¢ao sugere um critério sitnples para a caracterizacao de pontos factiveis
para o problema dual {(2.29) expressa no lema seguinte.

Lema 2.3 Uma matriz Z > 0 € factivel para o problema dual (2.29) se, e somente se,
PrZ = PrC.

Prova: Se PpZ = P;C,entao Pr(Z — C) =0, donde Z € (£L* +C). Como Z > 0, entio Z
& dual factivel. A necessidade é imediata. 1
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2.6 Transformacio simétrica

A matriz X resultante da transformacgdo simétrica da matriz X por uma matriz =1 > 0 é
obtida, por definigdo, como o resultado da seguinte operacio

X =E3XE3 (2.37)

donde X pode ser sempre obtido mediante uma transformagao da mesma natureza aplicada
a X definida pela matriz £ > 0, isto é, X = EZXE3. Se X pertencer a (£ + D), a matriz
transformada X pertencerd a variedade linear (£ + D) definida por

(ﬁ+1§):{X|X ZFag»}«D ageiﬁ} (2.38)
i=1
em que Fl = EW%RE_% e D= E_%DE‘%. Além do mais, notando-se que

(C,X)= w(CEEXEY) = 0 (B2CERX) = (€. %) (2.39)

em que € = E TCE%, 0 problema primal (2.26) pode ser reescrito em funcio das matrizes
transformadas o
minimizar <C y X >

sa X e{Kn(Z+D)} (240)

Nesse caso, a notacio C indica que a matriz C sofre uma transformagao simétrica definida
pela matriz E e ndo por E~!. Permitindo-se essa ambiguidade na notagdo torna-se possivel
denotar de maneira uniforme as tranformagdes simétricas sofridas pelos problemas primal e
dual, explicadas a seguir. A natureza da matriz transformada, primal ou dual, torna clara
qual transformagéo deve ser efetivamente utilizada. Observando-se que, para uma matriz Z
factivel em relagao ao problema dual (2.29),

(D7) = (EZDE%,Z) = (D,E=ZE%) (2.41)

...................... < Z—C,anﬂaz> 2 <Z C’Z % % > ) (2'42)
_ <E%(Z—C)E%,Zﬁ%ai>=

as relagoes anteriores permitem redefinir o problema dual como

minimizar <l~), Z >

sa Ze{kn(ct+ O} (2.43)

., 1 L = vs .5 -
em que Z = EZZFE% define a relacio entre as varidveis duais Z transformada e Z nio
transformada. O exposto acima estd resumidamente expresso no seguinte lema.
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Lema 2.4 Dado o par de matrizes (X, Z) respectivamente factiveis em relagio aos proble-
mas primal (2.26} e dual (2.29), ¢ uma mairiz E > 0, o par de matrizes

(X,Z)=(E"2XE~% EiZE%) (2.44)
€ factivel em relagdo aos problemas transformados definidos em (2.40) ¢ (2.43).

De maneira andloga, a proje¢io de uma matriz W no subespaco transformado £ é dada
por ) )
¥, = arg min |W ~ X| (2.45)
Xel

e pode ser obtida mediante

W, = i Y (M'—l)ij <W, Fj) = P;W (2.46)
fuml a1 '
em que a matriz M é dada por
Mij = My = (B, Fy) = (BT F;E3 B 1F.E77) (2.47)

Como € sempre possivel decompor uma matriz £ > 0 no produto de duas matrizes
quadradas nao obrigatoriamente simétricas na forma E = 7'T, por exemplo, através da
decomposi¢do de Cholesky, as transformacoes do tipo

X =TXT (2.48)

também constitnem transformacdes sunetncas De uma maneira geral, todas as expressbes
obtidas com o auxilio da transformacao EsXE3 podem ser facilmente reformuladas nesta
dltima forma, o que, em muitos casos, pode representar uma considerdvel economia de
esforco computacional. Apesar disso, haverd um predominio da primeira forma ao longo de
todo o texto a fim de uniformizar a notagdo e facilitar a leitura. Ainda em relacio i notacio,
quando houver possibilidade de confusdo quanto & matriz que define uma tranformacio
simétrica, esta deverd aparecer explicitamente junto & matrix transformada. Como exemplo,
o subespago transformado £ cujas matrizes bésicas sofrem transformagdes do tipo (Fi)g =

EiF.E? ou (F{)prp = TFT' serd denotado por Lg ou Lypip, respectivamente.

2.7 O elipséide de Dikin

A regiao definida pela desigualdade
e(Xo,r) ={X | | Xo ~ X|| < 7} (2.49)

¢ denominada, por analogia ao caso de vetores no espaco tridimensional, uma esfera de raio r
centrada em Xo. Uma propriedade interessante pode ser identificada para o caso particular
de esferas centradas em I, isto é, quando Xy é a matriz identidade. O fato é que toda
matriz X' pertencente a uma esfera cujo raio seja menor do que um, isto é, X € (I, r < 1),
¢ estritamente definida positiva, e isso decorre da segumte observagao: se X € p(I,r < 1l)e

Y =1-X,entio |[Y||=[I-X|| = (3L, ,\Z(Y)) < 1 o que implica max; [A{Y)] < 1 que,
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por sua vez, garante que X = I-Y seja definida positiva. O contrario também é verdadeiro,
ou seja, se |[X|| <lentioY >0— X <L

Caso se aplique uma transformacdo simétrica a @(Xo,7), as matrizes pertencentes a
essa Tegido delimitardo, no espaco transformado, um elipsdide centrado em Xo. Esta idéia
permite formular o seguinte lema.

Lema 2.5 Toda matriz X pertencente ao elipséide definido para Xq > 0 por
1 —1
B(Xo,r) = {X - x5 Ex x5 < T} (2.50)

cujo raio seja menor do que um € estritamente definida positiva. O maior elipséide que
contém apenas matrizes definidas positivas, ou seja, o de raio r = 1, € chamado elipséide
de Dikin. . . :

Por sua vez, se | X, X X, 2| < 1 entdo Xo— X > 0.

Prova: A prova desse lema decorre diretamente da discussio anterior sobre as esferas cen-

tradas em I. Assim, quando r < 1, a matriz X, %X X, 3 ¢é sempre estritamente definida
positiva, donde decorre diretamente que X > 0, j4 que Xy > 0. Note-se que esse resultado
pode ser interpretado como a aplicagio de uma transformacio simétrica is matrizes X e Xp
em relagio & matriz X3, de tal modo que a matriz transformada X pertenca a uma esfera

-l _1
centrada em I. A prova da segunda parte do lema ¢é também imediata, pois KXo ?XXy' <1
o gue implica Xo — X > 0, para Xy > 0. |

As seguintes defini¢bes de produto interno transformado
(X,Y), = (E%XE%,E%YE%> = (XEYE) (2.51)

e sua norma induzida associada

I X!z = |EEXE?|| = / t1(XEXE) (2.52)

fazem com que esferas centradas em X, definidas em relacio ao produte interno transfor-
mado,

(TOXQ_} (X[), 'T‘) = ”XO - Xl!Xc;»l <T (253)

coincidam com elipsdides centrados em Xy definidos em relagio ao produto interno usual.
das matrizes pertencentes a L estd assegurada. Caso se busque esta mesma propriedade
sobre uma reta que passe por Xy, a existéncia de limitantes mais estritos é garantida pelo
préximo lema.

Lema 2.6 Dado Xo > 0 e uma dire¢ido H qualquer, os valores de v que garantern que a
mairiz Y = Xo + vH seja definida positiva pertencem ao intervalo

1

1
(V) <7 SR (254

1 1
em que W(H) = X, HXy %, An(-) € Au(+) denotam, respectivamente, o menor autovalor
negative ¢ o maior autovalor positivo de (). Caso Y(H) ndo apresente autovalores po-
sitivos, —1/Ap(W(H ) deve ser entendido como menos infinito. O mesmo se aplica para
~1/Am(¥(H)), entendido como infinito, caso Y(H) ndo apresente autovalores negativos.
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Prova: Como Xy > 0, pode-se escrever, para gque Y pertenca a fronteira de K

detY = det(Xq++H)
= det Xodet{(I4++vW(H)) =20

donde o determinante de Y serd nulo quando + for igual ao oposto do inverso de um dos
autovalores de W(H ). A fronteira do cone K é alcangada para o menor valor positivo e para
o major valor negativo de v, que fornecem os limitantes acima. Caso H aponte para uma
direcdo em que o cone K é aberto, entdo ¥(IH) apresentari autovalores somente positivos
ou negativos e um dos limitantes deve ser entendido como infinito. |

Esse resultado também pode ser estendido para o conjunto vetorial ® e, nesse caso,
indica quais os valores de v que mantém (zg + vh) ainda interiores a ®. A transcricio do
resultado é imediata, desde que se considere ¥(h), definido no lema 2.1, em vez de ¥(H),
nas expressoes acima.

2.8 Uma barreira para o cone positivo

Na formulagdo cbnica, tanto para o problema primal quanto para o problema dual, o con-
junto de factibilidade se resume a interse¢io do cone K com uma variedade linear. Nesse
caso, para se obter uma solugio por meio de algoritmos de pontos interiores, deve-se definir
uma funcao de barreira para o cone K e utilizar técnicas de otimizacgio restrita a variedades
lineares. No que se refere & escotha da fun¢do de barreira para K, a funcio

—logdet X, para X € K
o0, em qualquer outra condicao

Br(X) = { (2.55)

andloga a fungao de barreira vetorial definida na secio 2.3, é uma excelente candidata,
principalmente sabendo-se que véarias das propriedades discutidas no lema 2.1, permanecem
validas. Fsse € o assunto do préximo lema.

Lema 2.7 Dade Bx(X), uma funcdo de barreira para o conjunto convezo K, o cone das
matrizes definidas positivas, definida em (2.55), os sequintes fatos sdo verdadeiros

i} O valor da barreira para pontos pertencentes & variedude linear (X + vH), X € K9,
H simétrica pertencente a RP*P e vy € R, ¢ dado por

| Be(X +4H) = B,C(X) - img 1+ v AT, (2.56)

t=1

em que Y{H) ¢ uma matriz definida por
Y(H) =X 5HX 3 (2.57)

ii) As derivadas direcionais primeira, segunda e terceira de Br(X), tomadas no sentido
da matriz H, sdo dadas por

DBx(X,H) = - tr(¥(H)) (2.58)
D?*Be(X,H) = tr(lIiz(H)) (2.59)
D*Br(X,H) = -2tr(9%(H)) (2.60)
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e obedecem ds sequintes desigualdades

5 1/2
IDBe(X, 1) < (D*Be(X, 1)) (2.61)
3 : 2 3/2
1D Be(X, H) < 2(D%Be(X,H)) (2.62)
i1) A matriz gradiente de B(X) € dada por
VBe(X)= -X"1 (2.63)
€ 0 mapeamento da matriz H € RF*F — RP*P definido pela Hessiana de Br(X) €
dado por
V3Bx(X)H = X" 'HX ! (2.64)

w) Uma transformacdo simétrica ndo afeta as variagées da fungdo By(.), isto ¢, dades
X, Y e E matrizes estritamente definidas posilivas

Br(X) = Be(Y) = Be (E3XEY) - By (B*YE?) (2.65)

Prova: A prova dos pontos i) e ii) segue o mesmo esquema da prova apresentada para o lema
2.1 e serd omitida. Note-se, mais uma vez, que as expressOes das derivadas garantem que
By (X} é uma funcio estritamente convexa, pois D? Bi( X)) vale zero somente quando H = 0,
e as desigualdades apresentadas no ponto i) garantem que By (X) seja autoconcordante. O
ponto 7i) pode ser justificado a partir da expansao em séries de poténcia da funcio Bi(X)
em torno de X que, por sua vez, decorre diretamente do ponto ¢). Assim, para X > 0e H
«pequen0574

Be(X+ H) = logdet(X + H)™!
1 ;
o 1 T v ~1
~ Be(X)+ ( X 7H>+ : <X X H)
Finalmente, o ponto iv) pode ser facilmente verificado, levando-se em conta que

Bic (E*XE?) = —log det (E%XE%) = Bie(X) + Be(E)

2.9 Otimizagao restrita a variedades lineares

Continuando-se a discussdo iniciada na segio anterior, serdo discutidos nesta se¢do alguns
aspectos relativos a otimizacdo de funcdes matriciais cujas varidveis estejam restritas a
variedades lineares. O problema em questio consiste em

minimizar f(X)

s.a X € @Y (2.66)

em que f(X) é uma fungio matricial continua e diferencidvel em ®Y, Num ponto Xy € v,
como f(X) é continua e diferencidvel, é possivel determinar a chamada direcio de méximo
decrescimento(do inglés, steepest-descent direction) utilizando-se o gradiente de f(X). A
determinacdo dessa direcio é discutida no proximo lema.,

*Em termos da norma definida na secio 2.4.
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Lema 2.8 Em X, € %, a direcdo de mdzimo decrescimento da funcdo f(X) € dada pela
matriz H € L que minimiza a lineariza¢do da fungdo f(X) em torno de Xy numa esfera
centrada em Xg, ou seja, a solugio do problema

arg win {(Vf(Xo), H) | [H|| = r} (2.67)
que, para gualguer valor de v > 0, estd sempre no sentido da matriz

~PeV f(Xo) (2.68)

Prova: A funcdo lagrangeana associada ao problema (2.67) para uma esfera de raio rg é

L(H, p) = (V f(Xo), H) + p ((H, H) - 13)
que, para H € L, implica as seguintes condi¢des de otimalidade de primeira ordem

(Fi, Vi Xo)) +2u{Fi,H)=0,i=1,...,n
(H,H) = r}

e de segunda ordem
2uM >0

em que M é a matriz definida em (2.35) que, por construgdo, é sempre definida positiva,
donde p > 0. Por sua vez, as n primeiras equacdes das condic¢des de otimalidade de primeira
ordem implicam

(Fi, VAX)+2uHY =0,i=1,...,n — (VF(X)+ 2uH) € L*

donde )
Pell =H = —-—P:Vf(X)
2

Note-se que, para qualquer valor de g, a matriz H apresenta-se sempre no sentido da matriz
-~ PV f(X) multiplicada pelo escalar positivo 1/2u, o que completa a prova. a

A determinacdo da dire¢do de mdaximo decrescimento pressupde a escolha de rtegides
esféricas, sobre as quais se minimiza a linearizacao de f(X). Essa escolha, além de prover
uma solugao simples para o problema, é feita de modo a nio privilegiar qualquer direcio,
o que é razoavel quando X pode ser qualquer matriz pertencente i variedade linear (£ +
D). Porém, além de pertencer a (£ + D), X deve também pertencer ao cone K. Ora, a
minimizagao da linearizacdo de f(X) numa regido esférica préxima a fronteira do cone K
nio leva em conta o fato de nio se poder cruzé-la, o que motiva a utilizagio de outras regices
de minimizagao. Nesse caso, uma regido de minimizacio, bastante interessante do ponto
de vista tedrico, seria a familia de elipséides centrados em Xy > 0 definida por @(Xg, 7).
Procurar uma direcao de méximo decrescimento sobre esses elipséides que, conforme visto
na se¢io (2.7), contém o elipséide de Dikin, que sempre tangencia o cone K em p pontos,
significaria ponderar as matrizes pertencentes i esfera original por um fator proporcional 3
sua “positividade”, medida pela norma transformada definida pela matriz X5 Do ponto
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de vista pratico, uma transformacido simétrica definida por Xo 1§ capaz de mapear esses
elipsoides em esferas centradas em I, o que permite que a determinagio da direciao de
maximo decrescimento seja efetnada com base no resultado do lema acima. Detalhando-se
um pouco mais, para H € £ e a transformacao simétrica definida por X!, as relagoes

Hllx- = H| =~ (2.69)

(VF(Xo), H) = <X$Vf(xo)xé,£r> = (Vf(X0), 1) (2.70)

permitem que, a fim de se determinar a direcio de méximo decrescimento sobre a familia
de elipsdides 3( Xy, r), o seguinte problema seja resolvido

arg min {{Vfx0), 1) | 18] =} (2.71)

cuja solugdo, conforme o lema 2.8, est4 sempre no sentido de H = _Pévf(Xg), donde H

1.1
pode ser obtido através da transformacao inversa H = X2 HX{.

2.10 O centro analitico

Se o conjunto @Y for limitado e diferente de vazio, isto é, se todo X € &% — || X} < oo,
entao o centro analitico X de ® pode ser definido como a solugio do seguinte problema

minimizar B (X)

s.a X € @0 (2.72)

Note-se que, como Bx(X) é uma funcio estritamente convexa para X € ®°, X é dnico. A
condigdo de otimalidade associada a (2.72) é dada por

—PEVBK;(X) =P X 1=0 (2.73)

O problema que define o centro analitico, por si 6, nio apresenta nenhuma relagio com o
problema de minimizagio (2.26), ou seja, X depende apenas de (£ + D) e nio da matriz
objetivo C'. Entretanto, uma versao ligeiramente modificada, na qual o problema (2.72) é
resolvido num hiperplano definido pelo objetivo €' é capaz de fornecer valiosas informacdes.
Esse problema é

minimizar Bx(X)
X ed® (2.74)

s.a
(C,X)=p

e suas condigdes de otimalidade podem ser obtidas por meio da funcio lagrangeana
L(X,p) = —logdet X + u({C, X} - p) (2.75)

em que X € (£ + D) implica

{,21(:('15},0)—<B=X_1>:05i:17"'?” (2.76)

»X)=p
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cuja solucdo, para um dado p, é denotada por X (p). E interessante notar que as condicdes de
otimalidade de segunda ordem desse problema se reduzem a testar a positividade da matriz
Hessiana de B(X) que, segundo olema 2.7, é sempre definida positiva, o que implica g > 0.
A curva parametrizada em p descrita pelos pontos X(p) é chamada de trajetéria central.
Pontos nessa curva apresentam propriedades bastante interessantes e uma delas é o assunto
do préximo lema.

Lema 2.9 Dado um ponto X{p) pertencente a trajetéria central associada ao conjunto @,
a matriz Z(p) = XY (p)/u, em que g > 0 é o multiplicador de lagrange definido em (2.75),
é factivel em relacdo ao problema dual definido em (2.29) e o gap de dualidade associado
ao par (X(p), Z(p)) € dado por n(p) = p/p.

Prova: A prova desse lema decorre diretamente das condicdes de otimalidade (2.76). As n
primeiras equacdes podem ser reescritas

(f;,uc-jé—l(p)) =0,i=1,...,n

o que implica (uC — X ~Y{p)) € £* donde, para u > 0,
.
P,;X—;&E’l e (2.77)

que, & luz do lema 2.3, assegura que Z(p) é factivel para o problema dual (2.29). Assim,
pode-se calcular o gap de dualidade

tr (I} _P
7

n(p) = (X(p), Z(p)) =
[

Note-se que também é possivel associar ao problema dual (2.29) uma trajetéria central
Z(\) parametrizada em termos do objetivo dual (D, Zy = A. Como a barreira para o
problema dual é dada por Bx(Z), os resultados serdo idénticos aos obtides no lema anterior,
o que permite concluir que Z(p) é também um ponto pertencente i trajetdria central dual
Z(A) pata A = p/p — p.

A importancia do lema 2.9 reside no seguinte fato: pontos pertencentes a uma trajetéria
central, quer seja primal, quer seja dual, estio associadas a um determinado gap de du-
alidade. Ora, se for possivel gerar uma seqiiéncia® de valores para p tal que n(p) — 0, a
seqiiéncia de pontos pertencentes a trajetdria central correspondente, obtida mediante suces-
sivas resolugdes do problema de centraliza¢do (2.74), convergird para a solu¢io do problema
(2.26). Esta ¢ a idéia por trds dos métodos chamados seguidores de trajetéria (do inglés,
path-following). Estes métodos serdao descritos no capitulo 3.

Por fim, o conceito de trajetéria central pode ser estendido para a barreira associada ao
problema primal (2.1} B(z). O problema equivalente a (2.74) é dado por

minimizar B(z)

{ z € 00 (2.78)
5.8. ,
cdr=p

& - N - .
O mesmo € vilido para uma seqiiéncia de valores para A.
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cujas condigoes de otimalidade podem ser obtidas por meio da func¢io lagrangeana
Lz, p) = —logdet Fz) + p(z — p) (2.79)

e sdo dadas por

{ tr (EF(&‘)“l) =ge,t=1,....1n (2.80)

e =p

Como anteriormente, a trajetéria central pode ser definida como a curva parametrizada em
p constituida pelos pontos Z(p) que satisfazem as condigdes de otimalidade. As n primeiras
equagoes das condigdes de otimalidade coincidem, porém, com as restricdes do problema
dual (2.8), o que permite definir uma matriz dual Z(p) = F(z(p))~'/u factivel e obter os
mesmos Tesultados do lema 2.9. Esta incrivel “coincidéncia” nada mais é do que a expressio
de que problemas de otimiza¢do envolvendo o objetivo linear definido em (2.1) associado 3
barreira (2.9) ou envolvendo o objetivo definido em (2.26) associado & barreira (2.55) restrita
a variedade linear (L + D), s3o completamente equivalentes e suas solugdes Gtimas estdo
relacionadas por meio da identidade X* = F(z*).

Como uma tltima observagio, note-se que a denominagio “centro analitico” pode ser
mais bem compreendida nesse contexto vetorial, uma vez que o acréscimo de restricdes
redundantes em F(z) > 0 é capaz de alterar a posicao do centro #(p) sem alterar a forma
do conjunto ®, ou seja, o centro estd ligado & formulagdo “analitica” F(z) das restrigdes,
e 1o a forma do conjunto ®. O mesmo ji nio ocorre em relagio aos centros X{p), pois
um acréscimo de restrigdes redundantes efetivamente altera a forma do conjunto ®, que
pertence, por definicio, ao subespaco vetorial gerado pelas préprias restricées.
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Capitulo 3

Algoritmos: aspectos conceituais

3.1 Calculando o centro analitico

Nesta segdo apresenta-se um algoritmo para resolucao do problema (2.66) introduzido na
secao 2.9. Aplicando-se esse algoritmo a fun¢des adequadas, definidas ao longo desse
capitulo, encontram-se de modo eficiente os centros analiticos associados ao conjunto &.

3.1.1 O algoritmo bésico

O algoritmo seguinte baseia-se inteiramente na discussdo do capitulo anterior acerca da
determinagdo da diregio de maximo decrescimento sobre regides elipticas.

Algoritmo 1 Dado Xy € % ¢ f(X): RP*P = R continua e diferencidvel

- 1 b
1. Aplicar a transformagdo simétrica: V f(Xy) = X2V (X)) X7,

2. Calcular a direcao de mdzimo decrescimento para o gradiente transformado: H, =
V(He) = —P:V(Xg),

3. Calcular a matriz Yy, via: Yy = 14+ v, Y(H}), selecionando-se vy, de tal modo que Y,
ainda pertenca a @,

L 1
4. Atualizar Xgypr = X2V X7

5. Parar sequndo critério de convergéncia. Caso conirdrio, incrementar k e voltar ao
Pritneiro passo.

[

O algoritmo 1 foi proposto no contexto de programacio linear por Dikin, em 1967,
aplicado & prdpria fungdo objetivo linear, isto é f(X) = (€, X). Empregava-se 0 passo
e = 1/||¥(Hy )| que, conforme o lema 2.5, assegura que ||[7,U(H)|| < 1 e, portanto, que ¥
se mantém sempre definida positiva. Nessa {forma, esse algoritmo ficou conhecido pelo nome,
em inglés, affine-scaling algorithm. Ainda no contexto de programacio linear e aplicado 3
fungdo objetivo linear, virios pesquisadores utilizaram esse algoritmo estabelecendo um
passo igual a uma percentagem do limitante positivo para «; fornecido pelo lema 2.6. Um

23
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método completamente equivalente a este (porém baseado em um argumento diverso) foi
proposto por Oliveira & Geromel em {18] para a resolugéo do problema (2.26). Esse tipo de
implementagio j4 apresenta um desempenho razoivel,

Quando aplicado a funcées ndo lineares o algoritmo acima é conhecido pelo nome, em
inglés, scaling steepest descent algorithm. Ao longo desse capitulo, consideram-se outras
funcoes f(X).

3.1.2 A funcao apenada

Chama-se funcao apenada (do inglés, penalized function) a uma combinacao linear da fungio
objetivo ¢ da funcdo de barreira, intensamente explorada no trabalho de Fiacco & McCor-
mick [6] e ja apresentada no capitulo 1. Para a func¢do de barreira (2.55) a fungio apenada
associada ao problema (2.26) é dada por

fo(X) = B{C, X)) + Be(X) (3.1)

cujo gradiente vale
VfaX)=p6C - X" (3:2)

Para um valor fixo do parametro 3, o minimo em ® dessa funcao estritamente convexa
ocorre num ponto X{43) no qual a projecio do gradiente de fg(X ) em £ é nula, isto é

PV (X)) = 0 — P2 P _ pg (3.3)

A

Uma vez que essa expressdo se ignala & condi¢o (2.77) com 8 = p, X(B) também é um ponto
na trajetéria central de ®. Além do mais, conforme o lema 2.9, o fato de 3 estar diretamente
relacionado com o multiplicador de lagrange p permite associar ao ponto X(8) o gap de
dualidade 7(3) = p/3. Essa equivaléncia entre a trajetéria central e a trajetéria definida
pela funcdo apenada faz com que uma seqiiéncia de pontos X{8;} em que o parametro §; é
atualizado pela regra 8141 = 3;/6, 8 € (0, 1), convirga para a solugio de (2.26) de tal forma
que 7{Fi+1) = n(F1), ou seja, a cada solucido do problema de centralizacio X (8141) o gap
de dualidade é dividido por uma razdo constante 8.

Obviamente pode-se utilizar o algoritmo 1 na determinagio dos pontos X(&;). Nesse
caso, € de interesse que o passo v, seja escolhido ndo apenas de modo a manter a matriz
Yy definida positiva mas também a fim de minimizar a funcie fg, (Y%), o que pode ser
se também utilizar como alternativa ao algoritmo 1 na solucio dos problemas convexos
de centralizagio um método do tipo Newton meodificado. Em relacio a funcio apenada,
esta segunda possibilidade, embora conceitualmente diversa, é completamente equivalente i
primeira, como mostra o seguinte lema.

Lema 3.1 O algoritmo 1, pare a fungdo apenada fg(X), € completamente equivalente ao
método de Newton medificado aplicado a essa mesma funcdo.

Prova: A dire¢io de Newton H ¢ a diregio que minimiza a aproximacio quadritica da
fungdo fg(X'), o que, segundo o lema 2.7, consiste em resolver o seguinte problema

H= a,rgg}éré{(Vfg(X),H) + —;— <X_1H,X_1H>}
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Definindo-se ff = X"THX _%, o problema anterior transforma-se em
1 1 - 1 /- -
i VvV 7,0 -
min { (XFVfo(X)X3, 1) + 3 (7. 10)
cuja condigdo de otimalidade é dada por

H = —P;Vfs(X)

ou seja, a diregdo de maximo decrescimento sobre os elipséides centrados em X, assunto
discutido na segdo 2.9, o que permite concluir que as iteracdes na forma

Kty = Xp + vty

sdo idénticas as efetuadas pelo algoritmo 1.

Note-se que, de maneira equivalente, a direcio H pode ser encontrada por meio do
seguinte problema de minimos quadrados

H= argﬁw,ei%{[jX%Vfﬁ(X)X% + XTEHX7E| )
[

Cabe ressaltar que essa equivaléncia total so existe porque o termo {3(C, X)) ndo con-
tribui para a Hessiana de fs(X). Outro ponto interessante é que o método de Newton
modificado aplicado & minimizacdo da fungio apenada vetorial andloga i fungido apenada,
magtricial dada por

falz) = 'z + B(z) (3.4)

também equivale ao algoritmo 1, o que pode ser facilmente verificado a partir das expressoes
para o vetor gradiente e a matriz Hessiana fornecidos pelo lema 2.1. Por isso, no decorrer
desse capitulo, sdo apresentadas provas dos diversos resultados apenas para o caso matricial;
sempre que a obtengdo dos andlogos vetoriais requerer manipulacdes algébricas um pouce
mais complexas serdo feitas as devidas ressalvas.

3.1.3 Medida da centralizacao

Utilizando-se o algoritmo 1 para encontrar pontos pertencentes & trajetéria central da funcio
apenada f3(X ), uma estimativa da distancia do ponto obtido na késima iteracio, Xy, ao
ponto central X (/) pode ser obtida em funcao do escalar 6( Xi), definido como o resultado
da aplicacido da seguinte fung¢io ao ponto X,

8(X) = X2 HX ™3| = | H|| = || H] x- (3.5)

em que H ¢ a direcio de Newton avaliada no ponto X. O valor de §(X) como medida da
centralizagio pode ser mais bem compreeendido por meio do préximo teorema.

Teorema 3.2 Dados X € ® e 3 > 0, as seguintes afirmacées sdo verdadeiras

i) Se§(X)< 1, opontoY = X + H € faetivel e 6(Y) < 62(X).



26 Capitulo 3. Algoritmos: aspectos conceituals

1) Se é(X)_{ 1, uma estimativa da disténcia do ponto X ao ponto pertencenie a trajetoria
central X () € dada por

o) - FA(X(B) < 1o (36)
iii) Se §(X) < 1, entdo
I - KBl < 12505 (37)
iv) Dado v = 1/ (1 +8(X)), 0 ponto Y = X + v H ¢ factivel e
F6(Y) = F3(X) < log(1+ 8(X)) - 5(X) (39)

Prova: A prova desse teorema serd feita por pontos.

i) Na prova desse ponto, assumir-se-4 que X = I. Essa imposicio nio implica perda de
generalidade, uma vez que ¢ sempre possivel definir um problema equivalente através
da transformacdo simétrica definida pela matriz X!, conforme discutido na secio
2.6, a qual mapeia o ponto X € & genérico na matriz 1. Assim, fica claro, segundo
o lema 2.5, que o ponto Y = X + 0 = I+ H & factivel pois, por hipStese, §{X) =
6(I) = |[H|| < 1. Além disso H = —P;V f3(I) = Pc(I~ 3C) e, portanto, o vetor
V fa(I) pode ser escrito como V f3(I) = —H 4+ Zx, em que Zy € £* é o complemento
ortogonal de V f3(I). Por sua vez, Hy = —Pﬁf?fg(Y), donde §(Y) = ||Hy|| ¢ dado
por

MY ) = mi YE(V - 3
(Y) ifnenzll Y2 (Vfa(Y) - Zy)YE|
Em especial, para Zy = Zx

BY) < |IYE(Vfa(Y) - Zx)YE),
= Y3V ip(Y) - Vip(D) - H)YH|
= (YT -y 4T Y

= [|-Y?+2y -1
= (v -1
= (177

= +/ tr{H2H?)
v (tr (%))

= 8(X)
i) SeY = X + H e §(X) < 1, entdo, devido & convexidade da fungio f3,

YY) = fo(X) = fo(X + H) - f3(X) > (Vs(X), H)
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iii)

Como # ¢ uma direcdo de Newton, (Vfp(X), H) = — (VEf3(X)H, H) = -6*(X), 0
que permite reescrever a inequacdo anterior como

fa(Y) = fa(X) > ~6*(X)

A expressao final é obtida aplicando-se esse resultado ao algoritmo 1 com v = 1.
Tomando-se X = X e Y = X4y e supondo-se que §(Xy) < 1, de tal forma que
E(Xg11) < 62 Xy), tem-se

fo(Xi) — fa(Xes1) < 8% Xp)

portanto

fo(Xo) — fo(Xk) = fa(Xo) = fo(X1) + fp(X1) = fa(X2) + -+
v = fol Xpe1) + f{(Xu—1) = f3(X%)

< Xo)+ X0 + -+ 6H(Xn)
< 6 Xo) + 64 Xo) + -+ 67 (Xo)
< & Xo) + 8 Xo) + -

B 62(X0)

71 6%(Xg)

que fornece a estimativa apresentada, uma vez que f3(X}) tende a f3(X(4)) quando
k tende ao infinito.

Assumindo-se novamente que X = X = I, deseja-se provar que

| X(8) - Xoll <6(Xo)+ 62()(6) NI

Inicialmente, provar-se-i, por inducio, que
Xk Xoll < 8(Xo) + 6%(Xo) + - -+ 6%~ (Xo)

em que Xj é o ponto gerado pelo algoritmo 1 com 7 = 1 na késima iteracio. Para
k=1
1 X1 — Tif = || Holl = 6(Xo)

Na késima iteragao Xgpy — X = Hg, Xi> 0 6(X;) < 1, portaiito
[ Xetr = Xell = [ Helf
i i
= X H XL

2

i . -~ i
= {r (X;fHkaHkX,?)

I

L Lk
AL (Xi) tr (HkaHk) :

Aur{Xy) tr (Ekz) :
Av(Xz) || Hll
Anr( X)6% (Xo)

A

A
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Entretanto, associando-se & hipdtese da inducao que Aps(Xp — I) = Ap(Xp) ~ 1 <
| Xz — Xol|, obtém-se

Anr(Xi) < 14 6(X0) + 6 Xo) + - + 6271 (Xo)
Unindo-se esses dois ultimos resultados chega-se a
I Xk+1 — Xill < 62°(Xo) + 62" (Xo) + -+ 677 71 (Xo)
que verifica a hip6tese para k 4+ 1 jd que
[ Xkg1 = Xoll < || Xppr — Xl + [ X5 ~ Xo|
< 6(Xo) + 6% (Xo) + -+ 877 71 (Xo)
Finalmente, como Xy é um ponto arbitrariamente préximo a X(8), entio

1X(8) - Xoll < 6(Xo)+ 82(Xo)+ -
8{Xo)
= T 8(Xo)

i) Utilizando-se o lema 2.7 obtém-se, para ¥ = X + vH,

Jo(Y)— f3(X} = [fe(X +~H)— fa(X)

1(8C, )~ 3 log L+ A ()]

=1

= y{(Vfa(X),H)+ 7<X”1,H) - ijlog {I +'r}\z‘(ﬁ)]

gl

i

P p
= —y8X)+ Z’}’)\i(g) - Ziog [I + ‘r’)\i(ﬁ)]

=1 ge=f

Fxpandindo-se cada termo logaritmico em série de poténcias tem-se que

il

—y6HX)+ > A -

i=1

fo(Y) = fo(X)

P _ e s g0k P = E
i+ 3 S S (i)
=1 k=2 =1
o0 o kf2
() + Y (z (v»\z-(ﬁ))z)
k=2 1=1

< =X 14 6(X)] - log (1 — y8(X))

1A

Verifica-se que v = 1/(1 4 §{X)) maximiza a desigualdade anterior e prové
[olY) — fp(X) € —6(X) +log (1 + §(X))

Para completar a prova basta verificar que ||vH|| = ¥6(X) = 6(X)/(1+ 6(X)) < 1
o que, segundo o lema 2.5, mantém Y factivel. Note-se, também, que essa mesma
condi¢do é que permite efetuar a expansio em série de poténcias dos termos logarit-
micos.
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O

Baseado nos resultados desse teorema é possivel formula-se a seguinte estratégia de
escolha do passo vy para o algoritmo 1 aplicado 4 fun¢do apenada

. 1, se §(Xg) < 1 _
T = { 1/ (14 8(X0)), se 8(X0) > 1 (3.9)

que assegura convergéncia quadratica do algoritmo na regido em que é{ X') < 1. Pontos nessa
regido sdo chamados pontos quase centrais. Fora dessa regido, o valor da funcio decresce
conforme o ponto ).

Assim como para os pontos centrais, é possivel associar a pontos quase centrais pontos
duais factiveis. Esse assunto é discutido no préximo lema.

Lema 3.3 Dados o pardmetro 3 > 0 e o ponto quase central X, o ponto
Z = X~3% (I — H) X3/ (3.10)

em que H € a direcdo de Newton avaliada no ponto X e transformada por X1, € um ponto
dual factivel e o gap de dualidade associado ae par (X,7) é

~{1, H
X, 8)= P <ﬁ > < p”(ﬂx)‘/ﬁ (3.11)

Prova: Pelo lema 2.5, Z > 0, pois §(X) = H};'i] < 1. Por sua vez, pelo lema 2.4, Z serd
factivel se, e somente se, a matriz

Z=X32X%=(1-1)/8
for factivel em relagéo ao conjunto dual no espago transformado por X 1. Como
PrZ = (P~ P:H) /B

e Pﬁﬂr = f = MBPE-C’ + P71, entao Péﬁ = PEC—', 0 que permite concluir, pele lema 2.3,
que Z é factivel em relacio ao problema dual. Isso permite calcular o gap de dualidade

WX, 0)=(X,2)=(LZ) = (p—(LA)) /8 < (p+6(X)yF) /8
pois | (L, )| < |T] || 0

Em termos préticos, a nocdo de ponto quase central é formalizada pela regra 6{X) < ¢,
para valores de & arbitrdrios, desde que menores do que um. Nesse trabalho, um ponto serd
considerado quase central se §(X) < ¢ = 0.5.
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3.1.4 O passo otimo

Apesar da importancia dos resultados do teorema 3.2 na andlise de convergéncia dos métodos
de pontos interiores, é desejdvel que a selecdo do passo ~yy seja feita de modo a minimizar a
funcio fe{ Xk + v:Hy), assunto do préximo teorema.

Teorema 3.4 Dados X € ®, a matriz W(H) = H, correspondente & diregdo de Newton H
avalida no ponto X, e §(X ), o valor do escalar vy que minimiza a fungdo fg(X + vH) € o
inverso do maior autovelor positive da matriz T deda por

1

PR

AN — diag(A) (3.12)

em que A = [ M(W(H)) --- A(W(H)) . Essa escolha de v serd denotada por +*.

Prova: De acordo com o lema 2.7, a fun¢do fz(X +vH) é dada por

fo(X +vH) = fo(X) = > log [l + yA(¥(H )]} + v {BC, H)

[ESS §

cuja derivada em relagio a v vale

dfs(X +7H) _ Z"’: M(B(H))

ay EveTys R

=1

Definindo-se u := 1/v e igualando-se a expressio anterior a zero em busca de otimalidade,
obtém-se ’ ) »
M (W(H))
: - MUHN+H(BC,HY=0
L)~ 2 M)+ (50, )
que, mediante o emprego da expressao da derivada direcional primeira de fz(X) na direcao
de Newton H

(Vfa(X), H ZA (W(H)) + (BC, H) = _<v2 fo(X)H, H) = —6(X) < 0

torna-se equivalentea

PoOXNU(H)) 1,
62(X) ; b+ N(E(H)) 1= 52(X)A (Wl + diag (A 'A-1=0 (3.13)

Assim, a matrix I' pode ser obtida aplicando-se a essa tltima relagio uma conhecida pro-
priedade do determinante que permite escrever

det (52(X)AA! I+ diag(A)™? ) =

ou, do modo como apresentado no enunciado do teorema,

det (,uI + diag (A) — 52(—17(31\,/&’) = det (uI ~ T) = 0
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A questao “qual autovalor de I' corresponde ao passo desejado?” pode ser facilmente res-
pondida com base na seguinte andlise: como é2( X} é positivo, a derivada direcional primeira
tem sinal negativo, logo, como fz(X) é estritamente convexa, o passo correto v* deve ser o
menor valor positivo possivel, ou seja, o inverso do maior autovalor positivo de I

£ interessante observar que I' = — diag (A) + AN /6*(X) > — diag(A) donde 7* =
1 Am(T) € =1/ (Y{H)), portanto, X +v*H € ®, uma vez que v* obedece aos limitantes
impostos pelo lema 2.6. t

E ainda possivel formular o seguinte corolario.

Corolario 3.5 Mantidas as condigées de validade do teorema 3.4,

o= ELE}}S (3.14)

€ um valor de passo sub-6timo. Entende-se por passo sub-6timo o sequinte fato

folX) > fe( X +7TH) > fa(X +y°H) (3.15)

Prova: Segundo o teorema 3.4,

. 1
T
1
>
T A AN) + Aur(— diag (A))

1
Ty Loy M) = M)

Porém, segundo o lema 2.7,

(X)) = D*Br(X,H) = i)\f(ﬁ)

1=l

o que fornece

1
T o T
! 1- ’\m(H) =7
a
Note-se que a seguninte relagio € sempre verdadeira

1 1
< — < T < 4" 3.16
1+46(X) 1—3—1}:}3}(2‘])\2'(]{)!*7 =7 ( )

e os analogos vetoriais do teorema 3.4 e do coroldrio 3.1.4 sdo imediatos, bastando substituir-
se W(H) por ¥(h), conforme definido no lema 2.1.
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3.2 Algoritmos seguidores de trajetéria

Fazendo uso das propriedades discutidas até o momento, inicia-se nesta secio com os algo-
ritmos seguidores de trajetoria o estudo de algumas classes de métodos para a resolucio do
problema (2.26). A idéia basica por detrds dos algoritmos seguidores de trajetéria consiste
na escolha de fungdes que definam centros analiticos segundo um paridmetro proporcional
ao objetivo primal, ao objetivo dual ou ao objetivo primal-dual. A partir dessas funcoes,
resolve-se uma série de problemas de centralizagido segundo uma seqiidncia de atualizagdo
dos pardmetros livres que reduza de maneira uniforme o gap de dualidade. Inicia-se pela
parametrizacao primal-dual.

3.2.1 Parametrizagao primal-dual

A fungdo que parametriza ceniros analiticos com o pardmetro livre proporcional ao gap de
dualidade definido para pontos centrais ¢ a funcio apenada f3(X), introduzida no inicio
deste capitulo. Na secdo 3.1.2, hd uma discussao acerca da variacido do parimetro 3 e sua
relagdo direta com o gap de dualidade 7(3). Esse resultado é o ponto chave na construcio
dos métodos seguidores de trajetéria e serd repetido aqui.
Um ponto X () pertencente & trajet6ria central definida pela funcio apenada est4 asso-
ciado a uma matriz dual factivel Z(5) = X ~1(8)/4. Esse par de matrizes define um gap de
~ dualidade 7(3) = p/8. Assim, escolhido um valor para o parimetro # € {(0,1), a seqiiéncia
de pontos X () em que

Bryr = % (3.17)
converge para a solugao global de (2.26) pois
MBit) = On(Br) (3.18)

converge para zero quando [ tende ao infinito.

3.2.2 Parametrizacio primal

A segunda parametrizagido possivel estd associada & funcio central
(X)) = —qlog(A — (C, X)) + Be(X) (3.19)

introduzida por Huard em [11], em que o valor de ¢ deve ser feito sempre maior ou igual a p
(a dimensao da LMI) e o pardmetro A representa um limite superior para o objetivo primal,
dai o nome parametrizacio primal. Essa funcdo é estritamente convexa e apresenta, dado
um valor fixo a A, um ponto de minimo X (). O gradiente de fA(X) é dado por

VA(X) = ,\—__%wﬁc —x- (3.20)

e permite caracterizar o ponto X () mediante

PeVAX(A) =0~ PeX7(A) = TI((J_QX"(XYFPQC (3.21)
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Novamente, como na se¢do 3.1.2, o ponto X{)\) pertence 3 trajetéria central e pode ser
relacionado com o pardmetro primal-dual via 3 = ¢/ (A — (C, X{(A}}) e, conseqiientemente,
com o gap de dualidade n(A) = p (A — (C, X(A)}) /¢. Porém, nesse caso, como 7(\) é também
fun¢io de X()), uma regra de atualizacio inspirada na parametrizagdo primal-dual, jsto é

Aipr = 00 + (1= ) {C, X (A) (3.22)
implica
7 Arg1) > On( M) (3.23)

pois p{Arx1) = p (A1 —{C, X (A1) Jg > p(Appq — (C,X(\))) [g. Todavia, embora a
relagdo (3.23) ndo garanta um decrescimento uniforme do gap de dualidade, essa atualizagdo
é ainda “produtiva”, no sentido do préximo lema.

Lema 3.6 Dados a regra de atualiza¢do (3.22), o ponto central X ()\;) e o ponte solu¢do do
problema (2.26), X*, entdo

Apy = (CLX™) _p+gf 144

< < 3.24
Ar—{C, X% T ptg T 2 (4:24)
100 < 8= (0,7 < Loy (3.25)

Prova: Definindo-se d = {C, X(A;)) — (X)) < {(C, X™),
M—d =X (C X)) +p = {C, X (M) /g
Por sua vez, utilizando-se a regra de atualizagio (3.22), tem-se
M1 —d =0 (A —(C, X(A)) +p (A - (C, X(\)) /g
Sabendo-se que g > p e utilizando-se as expressoes acima obtém-se

AH-l - (Cu X*> (A!“H - d) - ((CsX*) - d)

N={CX) T TN d) (G, X —d)
PN = d) = ((C, X7) — d)
(= d)~ ((C, X7y = d)
p+qb

<

S_.

pois ((C, X™) ~d) > 0 e (p+4q8)/(p+¢) € (0,1).
A segunda desigualdade pode ser provada obervando-se que ¢ > p implica

n(A) = p (A~ (C, X)) fg < M= (C, X7

e, portanto, o termo a direita estd sujeito a

Ar%QXWSM~«1ﬁMD+MM2gmMﬂw&d
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Assim, apesar dessa regra de atualizacdo do pardmetro A prover uma redugio no gap de
dualidade menor do que a obtida no caso da parametrizacio primal-dual, ainda assim hd
uma efetiva redugao do objetivo primal a cada etapa de centralizacio. Note-se também que
o decrescimento do objetivo primal pode ser colocado em funcio do parimetro q.

De maneira aniloga, a funcio vetorial

falz) = —qlog(A — ¢'z) + B(x) (3.26)

possui as mesmas propriedades descritas para o caso matricial.

Resta saber como calcular os pontos centrais X()). Para a funcio apenada, provou-se
que o algoritmo 1 é completamente equivalente ao método de Newton. A funcio central, no
entanto, possui um termo néo linear além da barreira Bx(X ) que contribui para a Hessiana,
donde ndo se pode aplicd-lo diretamente & funcdo f\(X ) sem que haja alguma degradacio no
desempenho!. Entretanto, é possivel restabelecer essa equivaléncia definindo-se o subespaco
L. associado & LMI

(z) 0

Flo)=1"4 diag ([(A = ¢'z)-- - (A = 'z)])

(3.27)
em que a matriz diagonal extra contém ¢ cépias do termo (A — ¢/z). Desse modo, a funcio
central fy(z) torna-se equivalente & funcdo de barreira (2.9) associada & LMI {#.(z)} > 0}.
No caso matricial, isso significa que o algoritmo 1 apresenta total equivaléncia com o método
de Newton para a funcio fy(X), desde que as projecbes no subespago £ seJa,m substituidas
por proje¢oes no subespago L.

3.2.3 Parametrizacao dual

Finalmente, a terceira e iiltima parametrizacio estd associada & funcio potencial
fo( X} = qlog({C, X) — p) + Bx(X) (3.28)

introduzida por Karmakar em [12], em que o valor de ¢ deve ser feito sempre maior on igual a
p e o parametro p representa um limite inferior para o objetivo primal, ou seja, um objetivo
dual factivel. Essa fungao é o resultado da soma de uma fun¢iio convexa, a barreira, com
um termo céncavo. Como o termo céncavo é uma funcio monoténica que tende ao infinito
apenas se (C, X} = p, f,(X) sempre apresenta um ponto de minimo X{p) pertencente a.
®. Como para as demais parametrizagdes, esse ponto pode ser caracterizado mediante a
determinacio da projecido do gradiente

- q vl
Vi(X)= (G x)= pC X (3.29)
no subespaco L, o que implica
PL;pr(X(,O)) =0— PCX_l(P) = {—C—i:gg))TpPgC (3.30)

Logo, o ponto X(p) pertence a trajetdria central de ® e estd relacionado ao pardmetro
primal-dual via 8 = ¢/ ((C, X(p)) - p) & a0 gap de dualidade 7(p) = p (o — (C, X(p)) /.

'Veja mais adiante a discussio sobre a funcio potencial.
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Assim como na parametrizacdo primal, n{p)} é também funcio de X (p) e constréi-se a regra
de atualizacio de p

pra1 = Bpr + (1= 0)(C, X{p)) (3.31)

Essa regra implica
mp141) < 6nlpr) (3.32)

ou seja, a reducio do gap é maior do que a obtida pela parametrizacio primal-dual. Isso
pode ser justificado por

p1s1) = p (C, X (1)) — pisa) Ja < p({C, X (1)) — pia) /g (3.33)

Ha, no entanto, a exigéncia de que o valor de # gere um parimetro p;y; que ainda seja
um objetivo dual factivel. Verifica-se que isso sempre ocorre caso § € (n/g,1). Se for
possivel conhecer o valor 6timo do objetivo, pode-se estender o valor de 8 além destes
limites, respeitando-se o maximo valor possivel para # dado por

(€, X(p1)) — (C, X))/ ((C, X(p0)) — 1) (3.34)

Isso ocorre, por exemplo, quando se considera como objetivo o gap de dualidade, assunto
que serd tratado mais adiante na secio 3.3, Em alguns casos, pode-se ainda utilizar uma
estimativa do valor 6timo, representada por um objetivo dual factivel. Mais detalhes sobre
esse assunto podem ser encontrados em Nemirovskii & Nesterov [14] na secio 4.3.

Quanto a maneira de se calcular o ponto central associado ao parametro dual, utilizar-
se-a novamente o algoritmo 1. Neste caso, porém, nio ha como escapar da influéncia do
termo ndo linear sobre a Hessiana e o algoritmo 1 se transforma num algoritmo do tipo quase
Newton, isto ¢, a direcio H}, é calculada como a diregdo de Newton da seguinte fungio

LX) = qlog({C, X — ) + (VV(Xi), X — Xi) + Bie(X) (3.35)

em que VV(X}) representa o valor do gradiente do termo céncavo V(X ) = qlog((C, X)—p)
avaliado no ponto Xj. Isso significa que o valor da Hessiana de fI,(X) é ignal ao valor da
Hessiana da fungio de barreira Bx(X), ¢ que a equivaléncia com o conceito de projecio
no espago transformado é novamente completa. Note-se que a convergéncia desse procedi-
mento esta assegurada pela relagio f,(X) < fI,{X). Assim, minimizando-se fl1,(X), cujas
propriedades de convergéncia sdo garantidas pelo teorema 3.2, obtém-se um decrescimento
ainda maior da funcio potencial f,(X). Esse assunto serd tratado com mais detalhes na
secao 3.3.

3.2.4 O algoritmo seguidor de trajetéria

Uma vez introduzidas as trés parametrizacdes de interesse, formalizar-se-a o algoritmo se-
guidor de trajetéria. Utilizar-se-4 o pardmetro o a fim de denctar de maneira genérica
qualquer um dos trés possiveis parametros, 3, A ou p.

Algoritmo 2 Dados o pardmetro oy asseciado ao ponto pertencente & trajetdria central
Xo=X(ap)ee>0
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1. Atuelizar o purdametro o sequndo

Primal-dual: Biyy = 6i/8, #e(0,1)
Primal: A1 =0M + (1-8)(C, X)), 0¢€(0,1) (3.36)
Dual: pryr =0p + (1 —-OH{C, X1y, 8e(nfgl)

2. Caleular X;4q = X’(QH_;)
3. Parar se n{ayy) < e. Caso contrdrio, incrementar ] ¢ voltar ao primeiro passo.

O

Vale a pena discutir um pouco mais o critéric de parada. E desejavel que o algoritmo
acima seja interrompido em um ponto cujo valor do objetivo esteja préximo do valor étimo.
Mais formalmente falando, para um € > 0

(C, X)) — (C, X" < e (3.37)

Como geralmente nao é possivel saber de antemiao o valor do objetivo étimo, utiliza-se
um critério indireto de parada, representado pelo valor do gap de dualidade associado a
pontos pertencentes a trajetéria central. Para todo X pertencente & trajetéria central
mX1) = (C, X)) — (C,X*) e, para cada uma das trés parametrizacdes introduzidas, esse
critério de parada se traduz em

Primal-dual: B> ple
Primal: A= (C,X7) < ge/p (3.38)
Dual: (C. X)) —pu < qefp

No préximo lema obtém-se uma estimativa do nimero de iteragdes desse algoritmo. A
andlise leva em conta apenas o nimero de iteracdes medidas pelo indice [ sem avaliar o
nimero de iteragdes gastos para se efetuar o passo 2 (cdlculo do ponto central) ja que esse
assunto recebera um tratamento & parte mais adiante.

Lema 3.7 Se o gap de dualidade associado ao ponto central inicial Xo = X() for tal
que {ag) < 1/¢, € < 1, entdo o nimero de ileracées do algoritma 2 € limitado por
O (log(c)/ log(r)). Para as parametrizagdes primal-dual e dual 7 := 8 e para a parametriza-
cdo primel 7 := (1 + 8)/2.

Prova: A prova desse lema provém diretamente das discussoes sobre as regras de atualizacio
feitas nas secOes dedicadas a cada uma das trés parametrizacdes. Para as parametrizagoes

primal-dual e dual a seguinte relagio é sempre valida

n{ar1) < On(ey)

donde, na iteragio de ndmero /, impondo-se 7 = # < 1, tem-se

!
)
o) < inlan) < -
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Como o algoritme néo é interrompido enquanto

P

- > nley) > ¢
pode-se obter um limitante para  aplicando-se 2 essa 1iltima expressao a funcao logaritmica,
o que resuita em /log(t) — log(e) > log(e), ou

12 2255 = 0 1og(6) 1og(0)

Para a parametriza¢do primal, pelo lema 3.6,

- 1+ 4 -
AH—I - <C,X > < "'2_()\?%-1 _<07X ))

donde, na lésima iteracdo, impondo-se 7 = (1 +#)/2 < 1 e utilizando-se a segunda parte do

lema 3.6, tem-se
I

qg+p g+p7

n(Ar) < Tin(ag) < —F—

p p €
que pode ser desenvolvida segundo o mesmo raciocinio empregado anteriormente, observan-
do-se que O{q) = p, o que conchii a prova. a

Conforme discutido nas se¢des anteriores, os pontos centrais sio calculados por meio do
algoritmo 1. Como hd sempre a possibilidade de se transformar os problemas formulados
com o auxilio das parametrizagdes primal e dual em problemas de minimizacic de uma
fungdo apenada equivalente, o estudo da complexidade do algoritmo 1 serd efetuado apenas
em relagdo a essa funcgio. Resultados semelhantes para as demais parametrizacoes podem
ser derivados de maneira andloga. O préximo lema baseia-se inteiramente no teorema 3.2 e
é capaz de fornecer valiosas informacées.

Lema 3.8 Dados o pardmetro §5;, um ponto quase central X(3) € ®° de tal forma que
6(X(B1)) < 0.5 e a regra de atualizagdo By = (1 + p)fy, com p > 0, o algoritmo 1 é capaz
de encontrar um ponto Y (fB41) de tal forma que 8(Y(B1y1)) < 0.5

i) em apenas uma iteragdo caso j < 0.1//p ou

i) em no mdeimo O(pu?/(1+ p)) iteragées, caso contrério.

Prova: A prova serd feita por pontos.

1) Assume-se, mais uma vez, que X(f;) = L. Por hipétese, §(X(8)) = |3iP:C — PcI|| <
(.5, donde

BUPLCH < | PCI 405 < /B+05 < 1.5,/p (3.39)

Assim, dados Xo = X(3) = L, fiyq = (1 + ©)3 e v = 1, a primeira iteracio do
algoritmo 1 tem a forma

X(B)=X =X+ H = Xo— Pe{faC-1)
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e o valor de 8{Xy) é dado por
6(Xo) = |H|i = |Bi1PcC ~ Pl + pBiPell < |81PcC — Pl + pdi|| PeCll
Substituindo-se p < 0.1/,/p juntamente com {3.39), tem-se que
0.1
6(Xo) <HX(AN)) + —BllPcCl £ 05+0.15 < 0.7
D
portanto, aplicando-se o resultado do item 7} do teorema 3.2
§(Y{(Bre1)) < 6%(Xo) < (0.7 < 0.5
ii) Segundo o item iy} do teorema 3.2, se §(X;) > 0.5, entdo fa(Xip1) — fo(Xe) <

— (0.5 — log(1.5)) < —0.094 e

> J8(Xo) = f5(Xk)
= 0.094

< k= 11(fs(Xo) — f6(X(5)))

Assim, o algoritmo 1 gera um ponto Y (B141) = X}, que satisfaz 3 relagio 6(Y (8141)) <
0.5 em no méaximo k = O (f3(Xo) — fe(X(B))) iteragdes. Assim, impondo-se Xy =
X(/1), pode-se calcular um limitante para o nlimero de iteracdes a partir de

fﬁt-;—z(XO) - fﬁz+1 (X(JBI-H)) = A1+ A

em que Ay = fﬁi+z(X0) - fﬁz+1 (X(ﬁl)) e Dy = f5:+1 (X(JBI)) - fﬁ1+1(X(ﬁl+1))'
Calculando-se Ay

Ay = fﬁz+1 (XO) - f,@!-i-l(X(ﬁI))
Jo(Xo) — fa, (X(80) + u8: (C, Xo — X(B))
f(Xo) = fa,(X(81)) + uBillCll | X0 — X(B1)]]

It

IA

donde, utilizando-se os resultados i) e i) do teorema 3.2 e de (3.39), tem-se

8*(X(Br) SX(B)
__41___5__?{m_#_1f5u«/§m = O(uvp)

pois 6(.X{81)) <0.5.
Calculando-se A,

Ay = fﬁz+1 (X(!B[)) - f51+1 (X(ﬂl+1))
= fﬁz(X(ﬁl)) - fﬁz(X(ﬁHl)) + pb (Ca X(ﬁ!) - X(ﬁ#l))

Como os pontos X(F;) e X{Bi41) sdo pontos que pertencem 4 trajetéria central, pode-
se associd-los, conforme lema 2.9, aos seguintes limitantes do objetivo dual d(F;) e

d(Bre1)
(C,X(B)) = n(B) + d(B1) e (C,X(Brr1)) = n(Big1) + d(Brsa)
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Levando-se em conta que d(8)) < d{Bi41) e f5,(X(B3)) < f3,(X(Bi+1)) obtém-se,
finalmente, uma estimativa para A,

Ay < pB{C,X(B) - X(Bis1 )
< wBi(n(B1) ~ 9(Bre) + d(B1) — d(Bry1))
p o p
< i (f - )
P
< M (ﬂz(l +u))
<
- 14 pu

A partir dai, chega-se ao resultado final

E = 0O (f,gam(X{;) - fBl.I.l(X(ﬁMl)))
= O(A; + Az)

2

P
< O LA
< (”ﬁ)+1+#

2
N b
B O(b&p)

Assim, com o auxilio do lema 3.8, pode-se estudar a complexidade total dos algoritmos
seguidores de trajetoria. Esses métodos dividem-se em duas classes: os de passo curto (do
inglés, short-step) e os de passo largo (do inglés, large-step). Inicia-se pelos de passo curto.

[J

Lema 3.9 Métodos de passo curto: Se o ponto quase ceniral inicial Xo € tal que
6(Xo) < 05 e nlag) < 1/e, € < 1, utilizando-se na regra de atualizacdo o pardmetro
8=1/(1+0.1/\/p), o algoritmo 2 converge em O (\/plog(1/€)} iteracies do algoritmo 1.

Prova: A prova decorre diretamente dos lemas 3.7 e 3.8. Do primeiro lema, observando-se
que log(l-+a)>af(l+a), obtém-se

log((1/¢)

b= OG%U+&U¢@>

B O(U+Oi“@”%”kw
0.1/./p

- 0 ((ﬁ+ 0.1)10g(1/e))

0.1
= O(yplog(1/c))

Como o ponto i) do segundo lema diz que o algoritmo 1 é capaz de gerar um ponto quase
central em apenas uma iteracéo, o ndmero total de iteragdes é igual /. Resta provar se é
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possivel associar ao ponto guase central X; um gap de dualidade que satisfaca o critério de
convergéncia. Pelo lema 3.3

Xy, Br) < pi%;@ < 2% = 29(5)

que, conforme o lema 3.7 torna-se menor do que € em no méximo { iteragoes. o

Segundo a prova apresentada para o ponto i) do lema 3.8, a garantia de que seja ne-
cessaria apenas uma iteragido do algoritmo 1 para se calcular um ponto guase central provém
do seguinte fato

§(Xo) = {8141 PzC — PgH| < V05 (3.40)

Ora, essa expressao pode ser resolvida para a igualdade a fim de se obter o maior valor de 841
que ainda assegure a convergéncia em um passo de tal forma que o limitante O {\/plog(1/¢))
dado no lema anterior ainda permane¢a valido. Essa regra de atualizagdo do parimetro 3
é chamada de o maior passo curto {do inglés, largest short step).

Quando € < 1/ (1+ 0.1/,/p) obtém-se os chamados métodos de passo largo.

Lema 3.10 Métodos de passo largo: Se o ponio quase central inicial X € tal que
8(Xo) £ 0.5 e nlag) < 1/¢, € < 1, utilizando-se na regra de atualizagdo um pardmetro 8 =
1/{(1+u), p > 0.1/\/p, o algoritmo 2 converge em O (uplog(1/€)) iteragées do algoritmo 1.

Prova: Do lemas 3.7 obtém-se

= (gt )

o (Ut lex(1/0)

Como o ponto iij do lema 3.8 limita o ntimero de iteragbes do algoritmo 1 a O(pp?/{1+ 1)),
o nimero total de iteragoes é entdo limitado a O(uplog(1/¢)). As consideractes tecidas ao
final do dltimo lema continuam vélidas. ]

Quando g = O(1) o lema acima assegura uma complexidade global de O{plog(1/¢),
maior portanto do que a obtida com passos curtos. Caso u = v/,/p, com v = O(1), obtém-
se a chamada estratégia de passo ndo muito curto (do inglés, not-so-short step), que garante
uma complexidade de O(,/plog(1/¢)).

3.3 Algoritmos primais-duais

Utilizando-se a notagido

A@B:[ﬁ g} (3.41)

e segundo a equagdo 2.30, a solu¢do do problema

minimizar {F, W)

sa Welkn(C+D)}e{kn(ct+0)} (3.42)
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em que
F=CapDeW=XaZ (3.43)

cuja fungao objetivo equivale ao gap de dualidade {X, Z), resolve simultaneamente os pro-
blemas {2.26) e (2.29)

De maneira analoga & formulagio exclusivamente primal, pode-se definir uma trajetéria
central primal-dual a partir do problema

minimizar Be(X)+ Bx(Z)
X e {K°n(L+ D)}
5.8 Ze{K'n(Lt +CY)
(X’Z) ={C,X)+(D,Z) =7

(3.44)

e do seguinte lema.

Lema 3.11 Um par de pontos primal e dual factivel, (X'(n),Z(n)), pertence a trajetoria
central primal-dual se, e somente se, a seguinte condicdo for satisfeita

X )20 =1 (3.45)

Prova: Construindo-se a funcao lagrangeana
L(X,Z,p):= —logdet X ~logdet Z + u ((X, Z) ~ n)
as condigoes de otimalidade para esse problema sio dadas por

pZ(n)=X"n)

pX(n)=2""n)

que, juntamente com as restrices de factibilidade do problema, implicam X~ '(n)/u €
(L + C)e Z7'(n)/p € (£ + D). Como a funcio objetivo & estritamente convexa, essas
duas condigbes devem corresponder a um tnico par de pontos X(n) € {K°n(L+ D)} e

Z(n) € {/CU Nt + C)}, consequentemente, o valor de g pode ser obtido por meio da
restricdo

<XwLﬂm>:§=n

Essa condigao é também necessdria uma vez que o par solucio é inico. x

Assim, pode-se resolver esse problema linear primal-dual na varidvel W por meio de
qualquer um dos jd discutidos métodos seguidores de trajetéria. Para tal, basta que a
atualizagdo dos parametros livres seja feita em fungio da reducio do gap de dualidade na
forma

M1 = B (3.46)
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Como na formulacio exclusivamente primal, consegue-se isso observando-se as relacfes entre
os gradientes das fungoées auxiliares ¢ o lema acima. Por exemplo, para a correspondente
funcdo apenada

fe(W) = [fa(X,Z2) = B({F,W)+ Be(W) (3.47)
B(X,Z) + Bx(X) + Bx(%)

il

cujo gradiente vale

Vis(W)

Vfg(X,Z)XGBVf,@(X,Z)Z (3.48)
(,sc _ X—i) @ (,813 _ z*l)
(82 -x7)e (6x - 27)

It

a regra de atualizacdo &, novamente,

g =l
T T (X3, 2(8)

Em relagio a determinagao das proje¢des exigidas pelo algoritmo 1, alguns comentirios
se fazem necessdrios. A direcio de Newton Hw = Hy @ Hz é obtida como a solucio de
dois problemas de minimos quadrados independentes

(3.49)

. i 1 —1 1
H = arg min {IX3V f5(X, 2)x X} + X3 Hx X I} (3.50)

€ 1 1 1 1
Hz = arg min, {123V f5(X, 2)22% + 2 ¥ Hx 2 |1} (3.51)

Conforme discutido na secdo 3.1.2, esses problemas sio equivalentes & determinacio das
projegoes

Ox = —X%“ng_l (BxEzxt - 1) x% (3.52)

L 1 1 1
Hz=-2%Ps (8zix2zs - 1) 7} (3.53)

em que £ sofre uma transformagao definida por X ! enquanto £+ é transformado por Z—t.

Como, na pra,tlca a dimensdo de £+ é bem maior do que a dimensdo de £, pode ser vantajoso
avaliar esta projecio em £t z-1 calculando-se o complemento ortogona12 da projecio em
Lz. Em todo caso, é sempre necessirio avaliar dois operadores projecio diferentes, o que
significa praticamente dobrar o esfor¢o computacional requerido por cada iteracio®. Além
do mais, observando-se a expressdo do gradiente de f3(W), percebe-se que Hy e Hz podem
ser colocados em fungio apenas de X e Z, respectivamente, o que significa que é possivel
visualizar essas dire¢bes como provenientes de dois problemas completamente desacoplados!
Considerando-se que os lemas 2.3 e 3.3 fornecem matrizes duais factiveis a partir de matrizes
primais centrais ou quase centrais, as iteragbes em Z tornam-se, para todos os efeitos,
dispensaveis.

2Veja secdes 2.5 e 2.6.
*Veja segio 4.1.
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Esse fato motiva a busca por outras dire¢bes de minimiza¢io que requeiram menos
esfor¢o computacional. A idéia bdsica consiste em utilizar o conceito de diregcdo de mdzimo
decrescimento ap6s aplicar transformacdes simétricas definidas pelas matrizes D™! e D as
matrizes primal e dual, respectivamante, de tal forma que ambas as direcoes Hyx e Hyz
possam ser determinadas por meio da avaliacio de projecdes em Lp-i. Dois casos sdo
obtidos trivialmente: a transformacio primal, em que D = X, ¢ a transformacio dual, em
que D = Z~! Nesses casos, uma das direcdes sempre coincide com a direcio de Newton
enquanio a outra é apenas uma direcdo de mdzimo decrescimento transformada. Uma outra
opgao, um pouco mais elaborada, baseia-se no resultado do préximo lema.

Tema 3.12 A matriz 1 .
T=X"2ZUA%Y (3.54)

ern que U e A sdo, respectivamente, a matl’rz'z ortogonal e a matriz diagonal provenientes da
decomposicdo de Schur da matriz X2 ZX 7, diagonaliza o gradiente da fungio fg(X, Z) na
forma

Vfa(X,Z)= T (BA7 - A7) T' & (T') 7 (BA7 ~ A7F) T (3.55)

Prova: A partir das matrizes1 estriltamente definidas positivas X e Z, calcula-se a decom-
posicdo de Schur UAU' = X2ZX%, em que UU/ = U'l/ = 1 e A é uma matriz diagonal
definida positiva. Assim, o primeiro componente do gradiente de f3(X, Z) é dado por

Vis(X,Z)x = X7¢(BXTZXF-1)X}
= X"3(BUAU' - UU') X%
1 1,1 .1 1 1.1 |
= X77 (BUATATATU — UATATHAGD') X5
= T(BAF - A~%)7

1 1L S AP o1 .
Lembrando-se que (Xz ZX?) = X72Z71X72 = UA~', finaliza-se a prova aplicando-
se 0 mesmo raciocinio ao segundo componente do gradiente

VX, Z)z = X7(I-X"5z271x"})x3
Xz (ﬁUA—%A%A-%U’ — UATTATEATTYY) x4
(1) (BAF —AE) T

il

a

Segundo esse lema e conforme a discusséo no final da seciio 2.6, isso significa que a matriz
T'T define uma transformacdo simétrica que permite determinar as direcbes de mdximo
decrescimento

Hx = — (1) Py (BAF - A7F) T~ (3.56)

Hy = -TP-

L (a2 —A %) T (3.57)

(rtT)=1
Desse modo, o esfor¢o computacional associado ao célculo das direcio Hy e Hz reduz-
se ainda mais, pois, uma vez que os operandos das projecdes sio idénticos e as matrizes
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que definem as transformacdes primal e dual sdo inversas nma da outra, determina-se Hz
aplicando-se uma transformagio simétrica & matriz complemento ortogonal da projegio ja
obtida no calculo de Hx. Esta transformacao é equivalente ao chamado primal-dual scaling
em programacdo linear, e serd denominada transformacio primal-dual. Cabe ressaltar que
todas essas direcdes sao equivalentes, caso o par (X, Z) pertenga a trajetoria central.

Em relaggo & medida de centralizacio, caso Hy e Hz sejam calculados como as diregoes
de Newton primal e dual, é possivel aplicar os resultados do teorema 3.2 ao escalar (W) =
HX,Z)= |]W"‘§‘H WW‘%H. Alternativamente, para as demais diregdes de decrescimento,
pode-se utilizar o escalar

P x
§(X,2):=|IBX12X7 —1|| = (E N(BXZ - I)) (3.58)
=1
que, segundo o lema 3.11, vale zero apenas para pontos pertencentes & trajetéria central.
Alguns resultados referentes a este escalar estdo reunidos no préximo lema.

Lema 3.13 Dados o pardmetro 3 > 0 e o par primal-dual factivel (X,Z), as seguintes
afirmacdes sdo verdadeiras

i) f5(X,2Z) > p+plogp
it} € se 6(X,Z) < 1, entdo f3(X,2) < p+plogf — 6(X,Z)~log(1 - 6(X, Z))

Prova: A funcdo apenada fz(X, Z) pode ser escrita como

B(X,Z) = t1(BXZ)—logdet{XZ)
P P
= 2 NBXZ) -3 log \(BXZ) + plog B
rm=]l =3 |

Denotando-se por y; o iésimo autovalor da matriz (83X Z —1I), pode-se reescrever essa tiltima
expressdo na forma

» P
fe(X,Z)=p+plogB+>_ pi— log(p: + 1)

i=} i=1

O primeiro ponto do lema pode ser provado observando-se que, devido ao fato de as

fo(X,Z) 2 p+ plog s
Na prova do segundo ponto, observando-se que [u;| < S(X’ Z) < 1, torna-se possivel
expandir cada termo logaritmico em série de poténcias, o que leva a

P

7 o0 s 4Nk P
f3(X,2) = P+piogﬁ+z,u;—2m+2%2uf
k=32

i=1 il i=1

1A

o 1 [P kf2
ptplogf+d + (Z#?)

k=32 =1

< p+plogf—8(X,2) - log (1-3(X, 2))



3.3. Algoritmos primais-duais 45

3.3.1 A fungao potencial e a formulagao primal-dual

Dentre todas as fun¢oes auxiliares definidas no infcio deste capitulo, a funcio potencial, defi-
nida na segdo 3.2.3, talvez seja a que melhor proveito consiga tirar da formulagao primal-dual.
Grande parte das dificuldades associadas aos métodos estritamente primais que utilizam a
func¢do potencial reside no cédlculo do pardmetro p, que deve, ao ser atualizado, manter-se
ainda um Hmitante inferior do valor objetivo primal, ou seja, um objetivo dual factivel.
Caso se utilize a formulagido primal-dual, a presenca de um ponto dual factivel durante todo
o processo de otimizagdo, permite que o calculo de p seja feito de maneira adequada. Em
Gonzaga [10], descrevem-se diversas variagbes do algoritmo seguidor de trajetéria capazes
de levar em conta esse fato em programacio linear,

Uma outra classe de métodos, conhecida pelo nome de métodos redutores de potencial,
explora a formula¢do primal-dual de uma maneira um pouco diferente: como o valor do
objetivo 6timo (X, Z*} é conhecido e vale zero, a fungio

[ X, Z) = qlog (X, Z) + Bx(X) + Bx(%) (3.59)

em que g ¢ maior ou igual a p, que é a funcdo potencial f,(1W) escrita para o maior limitante
inferior do objetivo primal-dual, ou seja p = 0, tem como centro analitico o par de pontos
solugdo dos problemas (2.26) e (2.29). A idéia, entdo, consiste em se tentar minimizar di-
retamente essa fungio, sem necessariamente ter que se manter préximo a trajetéria central.
No entanto, de uma certa maneira, grande parte da informagio contida nessa fungio po-
tencial primal-dual refere-se & trajetéria central. Impondo-se ¢ = p, esta fungdo pode ser
escrifa como

f(X,2) = plog(X,Z)—logdet XZ (3.60)
_ tr(X 2Z) _
- PR lGetxz) e (3.61)
Py, .
= plogp+ plog ’zlA:{XZ)/s (3.62)
(ITf=, M(XZ))F
= plogp+¥(X,Z) (3.63)

Assim, pode-se interpretar ¥{X,Z) — o logaritmo da razao entre a média aritmética ¢ a
média geométrica dos autovalores do produto X Z - como uma medida de centralizacio do
par primal-dual porque no hiperplano definido por (X, Z) = 7, segundo o lema 3.11,

(X, Z)

I}

plog(X,Z) —logdet XZ — plogp {3.64)
~logdet X Z — plog(p/n)
—logdet XZ — logdet X{(n)Z{(n) > 0

it

It

Isso implica que ¥(X, Z) é uma funcio que nunca assume valores negativos e, além do mais,
apenas se anula na trajetdria central primal-dual. Essa propriedade métrica associada a
(X, Z) motiva a definicio da funcio

ful X5 Z) = plog (X, Z) + (X, Z) (3.65)

Note-se que f(X,Z)e f.(X, Z), para g = pu+p, apresentam como diferan¢a apenas o termo
constante {plogp) que ¢ irrelevante do ponto de vista de otimizacio. Em relacdo 3 funcio
fu(X, Z), formula-se o seguinte lema.
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Lema 3.14 Dado o par central primal-dual (X (ng), Z(n)) associado ao gap de dualidade
1o, s€ for possivel gerar iterativamente uma seqiéncia de pontos tal que

fy-(Xk+E, Zry1) < fu(ka Zk} 4 {3'66)

em que § = O(1l) € uma constante, entio, obtém-se um par de pontos (Xy, Z:) tal que
(X, Zr) < eng em, no mdzimo, O {ulog(1/¢€)) iteracdes.

Prova: Impondo-se Xo = X(70) e Zo = Z(n), é possivel escrever, para toda seqiiéncia que
satisfaca o enunciado do lema acima, que

ful Xe, Zi) < fu(Xo, Zo) — k6
Por sua vez, observando-se que %{ X}, Z;) > 0, tem-se
plog (Xy, Zk} < fu(Xo, Zo) — k6 = plog (X, Zo) + v¥(Xo, Zo) — k6

e, portanto
{( Xk, Z) P(Xo, Zo) ~ kb
e L <X
Ko, Z0) ~ 0

cujo termo da direita serd menor do que € para

k> (ulog(1/€) + ¥{(Xo, Zo))/8

e o resultado do lema é obtido observando-se que ¥( Xy, Zg) = 0 1

Esse lema pode ser ligeiramente modificado de modo a permitir pontos iniciais “razoa-
velmente” centrados. Na prova acima, percebe-se que o limitante do nimero de iteracbes &
permanece inalterado caso a ordem de #{ Xy, Zy) seja menor do que plog(1/e).

Em todo caso, convergéncia em O{,/plog(1/¢)) iteragdes pode ser obtida impondo-se
u = v /p,v = O1). Basta, entdo, saber como gerar uma seqiiéncia que possua a propriedade
descrita no enunciado do lema. De maneira andloga & formulacio exclusivamente primal,
o fato de a funcdo potencial primal-dual ser a soma de uma funcio convexa e uma funcio
concava permite definir a funcio

fldX.2) = (p+p)log(X,2) - plogp+ (3.67)
+(VV(X,2),(X - X)® (2 ~ 2)) + Bc(X) + Br(%)

em que VV(X,Z ) representa o valor do gradiente do termo concavo V(X,Z) = (p +
w)log (X, Z) avaliado no par de pontos (X, Z). Verifica-se que fI,(X,Z) é equivalente 3
soma de um termo constante a uma fun¢do apenada cujo parimetro 3 vale (p+p)/ <X, 2>,
e o seguinte lema pode ser formulado.

Lema 3.15 Dados o pardmetro § = (p+ u)/ <X, Z), com = v\/p, v > 1, e a correspon-

dente fungdo apenada definida® por f1,(X,Z) em torno do par de pontos factivel (X, Z), o
valor de §(W) = §(X, Z) é sempre maior ou igual a & = 0.35.

* A menos de nm termo constante.
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Prova: Sendo f3(X,Z) a fungdo apenada associada a fI,(X,Z) construlda em torno do
par de pontos (X, Z}, o componente em X da dire¢do de Newton é dado por (omitindo-se
os acentos circunflexos a fim de simplificar a notagao)

_1 1 L L
XT2HxX"2 = -P; (X359 f5(X,2)X?)
e, portanto, para uma matriz Zx € (L1 + (), pode-se escrever
~BX3(Zx — C)X} = X3V[y(X,Z)xX? + X FTHxX}
= X7(BC-X"V) X7+ X FHxX:
ou, de maneira equivalente,

11 —L kY -l
ZXxEX Z(IwX ZHy X E)X 3

Aplicando-se o mesmeo raciocinio & diregdo Hz obtém-se Xz € (£ + D) na forma
1,1 . -1\ -1
Xz =527 (1-z-tmzz7%) 273

Supondo-se que o valor de (W) = \/2(X )+ ¢2(Z) = £ < 1, entdo

S(X)= X THxX 5| = |BX3Zx X5 — 1| = (X, Zx) < ¢

§Z)=||Z FHzZ 3| = |BZ1 X225 — 1| = 6(X4,2Z) < e

Assim, segundo o lema 2.5, os pontos Xz e Zy sio factiveis e, conforme o segundo ponto
do lema 3.13,

Jo(X,Zx) < p+plogF —c —log(l — &)

fo(X7,2) < p+plogh e —log(l —¢)
Utilizando-se, entao, o primeiro ponto do lema 3.13, pois Xz e Zx sao factiveis, tem-se que
fo(Xz.Zx) 2 p+ plogB

logo, combinando-se essas trés tltimas expressdes,

B{X,Z) ~logdet(XZ) - 8(X ~Xz,Z - 2Zx) = [fo(X.Zx)+ f3(Xz.2)~ f3(X2.Zx)
< pploghf—2(e+log(l <))

Observando-se que

Z—Zy = (ﬁZ Xl X—1HXX—1)

L

il
P

Vis(X, Z)x + X" Hx X )

W W
e

-3 (X%Vfg(X,Z)XX% + X“%HXX‘%) X~
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pode-se concluir, pela defini¢do de Hy, que Z — Zx € £*. O mesmo raciocinio aplicado a
X — Xz, implica X ~ Xz € L e, portanto, {X — Xz,Z — Zx) = 0. Assim, da desigualdade
anterior obtém-se

plog (X, Z) —log det(X Z) < plog(p + v\/p) — v/P — 2(¢ + log(1 — ¢))

e, finalmente,

YX,Z) = plog({X.,Z)—logdet(XZ)— plogp
< plog(p+vy/p) — plogp ~ v/p — 2(e + log(1 - £))
< p(log(l +v/y/p) —v//P) - 2(c + log(1 - ¢))
< pllog(lt+1/y/p) —~ 1/y/p) = 2(c + log(1 —¢))
< ﬁw%—ﬁ(aﬂog(i—sn
< —-é——Q(E-i—iog(l—E))

pois v > 1 e log(l+ a) < (a — a*/2+ ¢%/3) para a > —1. Obtém-se, assim, por meio dessa
desigualdade, o limitante apresentado, pois ¥(X, Z) deve se manter sempre positiva, logo

€+ log(l —¢e) < —1/12

o que implica € > 0.35, e encerra esta prova. O

Esse lema, associado as seguintes propriedades
(X, 2) 2 ful(X,2) e flU(X,2) = fu(X,2) (3.68)

fornece a chave para a geracao da desejada seqiiéncia: num par de pontos ( X, Z) obtém-se a
funcéo fi,(X, Z); aplica-se, entdo, o passo fornecido pelo teorema 3.2 na diregio de Newton
da correspondente fun¢io apenada a fim de obter (Xyiy, Zg41); reavalia-se fI,(X,Z) no
par de pontos {Xii1,Zk41) € se repete o processo até se alcancar a precisio desejada.
Procedendo-se dessa maneira, o item v} do teorema 3.2 e a inequacio acima asseguram que

fu(Xk-l-l: Zk+1) < fﬁ(Xk’ Zk) -6 (3'69)

e o lema 3.15 fornece o limitante inferior para § = §(W) — log(1 + 6(W)) > 0.05.

Mesmo para este “esbogo” de algoritmo, caso p = v,/p e a constante v seja maior do
que um, é possivel garantir, conforme o lema 3.14, que o ndmero de iteragdes ¢ limitado por
O(y/plog(1/e)). Na prética, a taxa de convergéncia pode ser enormemente acelerada através
de procedimentos de busca linear que visam minimizar a fun¢ao fI,(Xy+vHx,. Zs+7Hz,),
por exemplo, por meio do teorema 3.4. Uma alternativa consiste em se tentar minimizar
diretamente a funcao nao convexa f,(Xp+vHy,, Zr+vHz,). Alguns algoritmos chegam até
mesmo a implementar a chamada busca plana, isto ¢, resolvem a cada iteracio o problema

min_ f.(X +yxHx,Z +vzHz) (3.70)

Y1z Py
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em que ¢, é um conjunto gue contém apenas valores de vx e vz que asseguram a factibi-
lidade dos pontos X +vxHyx e Z + vz Hz. Este procedimento visa aproveitar o relativo®
desacoplamento entre as dire¢does de decrescimento primal e dual, e voltard a ser discutido
no proximo capitulo de maneira bem mais detalhada. E importante frisar que esse tipo de
procedimento é que garante o bom desempenho desses métodos, uma vez que o limitante
tedrico obtido para # € bem pequeno.

Assim como discutido para a funcdo apenada primal-dual, pode-se fazer uso das diversas
transformacgoes simétricas que reduzem a um o nimero de projecoes calecnladas por iteragao.
Felizmente, mesmo para estes casos, ainda é possivel obter resultados semelhantes ao do lema
3.15. Veja, por exemplo, a seciao 5 em Vandenberghe & Boyd [24].

Fechando esta se¢do, apresenta-se um dos possiveis métodos que podem ser construidos
com base nas discussdes anteriores.

Algoritmo 3 Dados o par de pontos factivel (Xo, Zo), p=v\/Pev >1
1. Calcular 3 = (p+ p)/ (Xg, Zi) € as diregoes

i 1 L i
(Hy)e = —Xg P (mX,kaX,f - I) X;? (3.71)
X7

1 L 1 1
(Hz) = — 2 PC-L( : (ﬁkz,g XeZp - I) 7 (3.72)
2

2. Efetuar ¢ busca plana

min _ fu( Xy +ax(Hx ), Ze +az(Hz)) (3.73)

o x, o 7 E€Pa

3. Atualizar Xy = X +ox{Hx ) € Zpp1 = Zi + agz(Hz)i

4. Parar caso (Xiy1, Zr41) < €. Caso contrdrio, incrementar k e voltar ao primeiro
passo.

O

3.4 Algoritmo projetivo

O algoritmo discutido nesta segio trabalha os conceitos dsesenvolvidos ao longo do capitulo
2 de maneira um pouco diferente. Fundamentalmente, o problema (2.1), cujo conjunto de
restrigdes consiste em uma combina¢ido afim de matrizes, é transformado num problema equi-
valente cujas restri¢bes sdo uma combinacio linear de matrizes. Neste sentido, introduzem-se

a variavel auxiliar 7, o vetor z. = [ 2’ 7 |’ ¢ 0 subespago linear £, associado & LMI
F * oy Fz, 0 .
Fe)=| 07" %—i e (3.74)

E claro que, do ponto de vista da factibilidade estrita, se existe @ de tal forma que F(z) > 0,
entao Fo({ 2" 1]') > 0 e, de modo contrario, se existe z. = [ 2’ 7 |’ de tal forma que F.{(z,) > 0,

*Complete apenas para a fungio apenada e nio mais para a funcdo potencial.
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entdo F(z/7) > 0, pois 7 > 0. Assim, o problema (2.1) torna-se equivalente ao problema. de
otimiza¢do da fungdo nao linear ¢'z/7 sujeito a F.{z.) > 0, que pode ser escrito na forma

minimizar clz./glz.

sa F.z.)>0 (3.75)

em que ce = [/ 0] eg. = [0'1]. Novamente, como na segio 2.4, esse conjunto de restricdes
pode ser reescrito em termos de varidvels matriciais pertencentes ao subespaco linear £, de
dimensao p. = p+1, de tal forma que os conjunto {z. | F.(z.} > 0} e {X. | X. ¢ {Ke N L1},
no qual K. denota o cone das matrizes reais e simétricas definidas positivas de dimensio Pes
sejam equivalentes. Para isso, o subespago linear £, deve ter por base as matrizes

(Foliztip = [ ﬁi g } e (Fe)pt1 = { i“ ? }

(3.76)
Quanto & fungdo objetivo linear fracional (clz./g.z.), note-se que g'z, > 0 sempre que
Fo(z.) > 0. Maiores detalhes encontram-se na secio 3.4.2.

Deste ponto em diante, enquanto se estiver descrevendo o algoritmo projetivo, apenas o
problema (3.75) estd sob foco e, a fim de simplificar a notacio, nio mais se faz referéncia
explicita ao “e” sobscrito, utilizado acima para introducio das varidveis e constantes auxiki-
ares. Ao contririo dos demais métodos estudados, o algoritmo projetivo pode ser mais bem
entendido analisando-se primeiramente o problema de factibilidade.

3.4.1 O problema de factibilidade

O objetivo do problema de factibilidade estrita ¢ encontrar X € {K°Nn L}. Para tal, o
método projetivo se utiliza do seguinte lema.

Lema 3.16 O conjunto de factibilidade {K® 1 L} ndo € vazio se, e somente se, {KI N ﬁl} =
{o}.

Prova: Paratodo X € Le E € L*, (X, E) = 0, donde nio é possivel que X e K’e EcK®
simultaneamente, pois néo existem X > 0 e F > 0 de tal forma que tr(XE) = 0. Além

do mais, caso X € K° existe uma nica matriz £ € £+, a matriz nula, de tal forma que
tr (XE) = {. |

Isso significa que, caso o problema (3.75) seja estritamente factivel, a intersecio do cone
K com toda e qualquer variedade linear (£ + E), E > 0, consiste em um conjunto fechado
e limitado, cujo fechamento é composto por pontos pertencentes A fronteira de K. Caso
contrario o conjunto {}C Nt + E)} é aberto.

Observando-se que o centro analitico ¥ desse conjunto, definido como a solucdo do
problema
minimizar Bx(Y)

s.a Y € {lCO n(Lt + E}} (3.77)

apresenta a seguinte propriedade®

~PoiVBe(Y)= P, Y =0 (3.78)

$Veja secio 2.10.
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o ponto Y~ € {K®n L} é factivel em relaciic ac problema (3.75). Esse ponto pode ser
determinado conhecendo-se ¥ € {K°N (L + E)}, solugio do problema (3.77), que, por sua
vez, pode ser obtido através do algoritmo 1. Assim, para £ = ¥ > 0, uma iteracio do
algoritmo 1 em um ponto Y € {ICD n{Lt + E)} consiste em caleular a diregao

1

2=

He = YPP;, (DY (3.79)
;Y

1 1

= YV (I- P, (D)Yy? (3.80)
e efetuar

Yegrr = Ye+ veHg (3.81}

1 1
= Yi+ (Yk - Y Pﬁyk(I)Y;> (3.82)

-1 R

= Y+ 1Yi (Y,,;‘ - Y, PP, (DY, 2) Y, (3.83)

i ; L . .
Definindo-se Xy =Y, ' e Xj = X} Pz _ (E)X{, a expressdes anterior pode ser escrita de
(xh
maneira mais compacta como

Xk = X7 e X (Xe - X)) X (3.84)

E interessante observar que a diregao X 1 (X P—X ; ) X0 1 é sempre ortogonal ao sub-

espago L e que a seqiiéncia X ! tende ao infinito caso o problema (3.75) seja infactivel, pois,
nesse caso, o cenfro analitico Y se encontra no infinito. Caso K9N L # 0, a fungiio Be(Y) é
limitada inferiormente e essa seqiiéncia tende a Y < co. Consegiientemente, nunca chega a
interceptar o cone K, como interpretado em Nemirovskii & (Gahinet {16, 15]. Cabe, porém,
ressaltar que, embora neste artigo a interpretagio geométrica do mecanismo de convergencia
seja imprecisa, os procedimentos algébricos encontram-se absolutamente corretos. A razio
desse engano, cré o autor deste trabalho, provém da natureza dos argumentos sobre os quais
Nesterov & Nemirovskii” constroem o algoritmo projetivo, quais sejam, a fancio potencial
primal e a {ransformagdo de Legendre da fungdo de barreira primal. Note-se que em nenhum
dos dois artigos, [15, 16}, existem referéncias explicitas ao verdadeiro substrato utilizado na
construcao das atualizagbes, mas apenas provas de convergéncia.

Ora, mas se o objetivo deste procedimento consiste apenas em encontrar um pounto
factivel, ndo chega a ser necessirio determinar ¥ exatamente; basta verificar o momento
em que a projegdo X; se torna definida positiva, fato que pode ocorrer até mesmo bem
distante do ponto Y. De qualquer modo, esse algoritmo garante que, mais cedo ou mais
tarde, sempre que Y < oo, isso efetivamente ird ocorrer, A fim de se obter uma estimativa
do nimero de iteragdes necessirias para que X[ torne-se positiva, utiliza-se o lema 2.5.
Observando-se que o medidor de centralizacio para o problema (3.77) é dado por

-t i
X =6(V) = |T- X P XFX, 2] (3.85)

"Veja segio 4.4 em Nesterov & Nemirovskii [14].
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e coincide com o raio do elipsdide centrado em X, que passa pelo ponto X jj’ , basta iterar
apenas até que &(X '} seja menor do que um, ou seja, até que a matriz X; » esteja contida
no elipséide de Dikin centrado em X, sendo, portanto, definida positiva. Note-se que essa
consideragdo é relevante apenas do ponto de vista da andlise de complexidade, uma vez
que X‘,:r pode se tornar positiva antes mesmo que o elipséide de Dikin centrado em X}
intercepte L. Novamente em Nemirovski & Gahinet [16], este mecanismo é identificado
como o responsavel por aumentar “significativamente” as 'chances' do elipsdide de Dikin
interceptar L. Segunda 0 teorema 3.2 e pelo exposto acima, é(X + ) permanece major do
que um até que X7 se encontre no interior do elipséide de Dikin centrado em X, logo

log det X;ﬁ:i —logdet X7' > (1—1log2) > 0.306 = ¢ (3.86)

ou, escrito de outra maneira,
det X' > e det X! (3.87)
0 que fornece um limitante para o nimero de iteractes

logdet ¥ — logdet X!

k<
ks 0.306

= 3.26 (log det ¥ — log det Xo-l) (3.88)

Um outro limitante pode ser obtido observando-se que a seguinte desigualdade®, valida
para todo X > 0,

log( tr(X)/p) > (logdet X)/p (3.89)
permite escrever

(X5 Y7 o2 [dens )] 7 ek (390)

Como para todo valor de k os pontos X;' € (LY + E)e V™! € £, logo

(x71,771) = (X—l,”-) (3.91)

entao,

Holp < ir (XO“}}—’_]‘) /p
[des( x5 17 -1)] 7

(3.92)

max; A; (X Ty- 1X0 %’)

(74N

_i_ -1
min; A; (Xo *Y-lX, 2)

= cond( _%? X‘%>

Nessa desigualdade, o termo final é o chamado condition number da matriz X, Fp-1 Xy i,
Sabendo-se que é possivel impor, sem perda de generalidade, X, b = o, esse limitante
indica que o nimero de iteragbes dependerd basicamente de um bom condicionamento dos
autovalores de Y1, conseqiientemente, da “distancia” entre o subespaco £ e o cone K.

® Angloga i designaldade pertinente i fungio ¥(X, 7}, definida na secio 3.3.
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Nesse sentido, matrizes I; quase linearmente dependentes sao capazes de aumentar demasi-
adamente o nimero de iteragdes requeridas para o cilculo de um ponto factivel. Finalmente,
cabe ainda ressaltar que é possivel aplicar diretamente o teorema 3.2 na determinacio do
passo Otimo 7, pois o problema (3.77) ja se encontra na forma de uma funcio apenada cujo
termo {C, X} = 0.

3.4.2 O problema de otimizacao

O problema de otimizacao pode ser resolvido mediante uma pequena modificagio do esquema
discutido na se¢do anterior. Conforme a seciio 2.4, é possivel definir matrizes C e (G tais
que produto internos matriciais se igualem a produtos internos vetoriais, isto é, para todo
Xecl

(C,X)="(z e (G X)=g'z (3.93)

Observando-se que o valor do objetivo étimo
fo= f(XY) = (C, X/ {G, X (3.94)

determina um hiperplano em RP*P, pode-se utilizar o mesmo algoritmo da segio anterior
para determinar X*, bastando que a projecio X7 da matriz X, sobre o subespaco £ seja
substituida pela projegio X (f*) da matriz X, sobre o subespaco

LY =Ln{X | {C~f G X) =0} (3.95)

O problema é que quase nunca se conhece o valor do objetivo étimo f* a priori e deve-se
recorrer ao calculo de imitantes superiores desse valor. Felizmente, a estrutura do algoritmo
projetivo permite que isto seja feito de maneira bastante elegante e eficiente. Procede-se da
seguinte maneira: inicialmente, utiliza-se o algoritmo anterior sem modificagdes até que se
consiga obter X : > (. Determinam-se entao, a cada iteracio, as matrizes® O, € Le Gy € L
de tal forma que, para todo X € £,

(Ck,X)X;:l =z e (Gk,X)X;; =g’z (3.96)

Desse modo, obtido um limitante superior [ para o valer do objetivo étimo, a projecio da
matriz X sobre £(f) pode ser facilmente determinada como

+ " <Ck_ka’X;_>X—l
=X 1Ck = f Gill% (Ch =S Gr) (3:97)

pois, como C} e G, pertencem a £ por construgio, a projecio de X;7 € £ sobre o hiperplano
{{Ck = J Gy, X) = 0} pode ser obtida por meio do produto interno de X' e da matriz
(Cx — f Gi), ortogonal ao hiperplano.

Entretanto, essa expressiao para a matriz projetada X 2" (f) torna possivel determinar o
menor limitante superior de f* de tal forma que a matriz X ;c" (f) seja ainda positiva, ou
seja, o menor objetivo associado a um ponto factivel que possa ser obtido como projecio

®0O cilculo destas matrizes é bastante simples uma vez que podem ser obtidas mediaste a aplicagio do

mesmo operador Pz _,. requerido pela avaliagho da projecio X'
x;h
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de Xi sobre a familia de subespagos £(f). Esse valor de f serd denotado por fi. Devido
a estrutura da familia de hiperplanos £(f), a matriz X; (f7) estd sempre localizada na
fronteira do cone K. e um raciocinio similar ao empregado na prova do lema 2.6 fornece o
valor de f. Esse é o assunto do préximo lema.

Lema 3.17 Dados a projecdo X,j > 0 de Xy sobre L e fi = <C'k,X§>/<Gk,X§“>, 0

menor valor possivel de f de tal forma que a projecio X (f) de Xy sobre o subespaco L( f)
seja ainda semi-definida positiva € dado por

1
e fp e — 3.9
fi= o= s (3.98)
em que p; denota o iésimo autovalor generalizado real do feize de matrizes
i
Q3 0 9 QF
[ 63 MI}'+}L . (3.99)
Q2 o
e
Qo= ||Ck~ kakH?s(;zX;f
Ny = 2(Cp~ kak,Gk)X;1 XZ — <Gk’X":->X“3 (Cr — frlGx)
k
Q = (G Gy Xi - (Gk,x,;%)X;l G
Prova: Definindo-se u := 1/(f; — f) e efetuando-se algumas manipulaces algébricas, o

determinante de X;7(f) pode ser escrito na forma

det (ps2 Qi+ p Qo+ 23)
1#Cr + (1 - fk#)GkHii-l

deth”(,u) =

Entao, procedendo-se como na prova do lema 2.6, a fim de encontrar a matriz X ;c*" na
Ironteira do cone K, deve-se tentar anular esse determinante. Observando-se que ; > 0

é possivel resolver essa equacdo, para valores ndo nulos do denominador, expandindo-se o
numerado como

%
det (,uz Q1 +p Qg + 93) = — det 1z + ;;Qz % =0
pay o -1

o que fornece o feixe de matrizes apresentado no enunciado do lema. Como f deve ser o
primeiro valor menor do que fi que anula esse determinante, deve-se escolher o maior valor
real positivo possivel para p, ou seja, o maior autovalor generalizado real positivo. 0

Esclarecido o mecanismo de célculo de XF( f}), formalizar-se-4 o algoritmo projetivo.

Algoritmo 4 Dado X, € K°
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1. Calcular a projecdo
. 1 _ 1 ,
X=X P; (DX (3.100)
(x7h

2. Caso X > 0 ir para o passo 3, caso contrdrio impor
Zp = X — XT (3.101)
€ ir pare o passo 4.

3. A partir de fi = <Ck,X,j> / <G;C,X;">, encontrar o valor [ < fi de tal forma que a
projecdo X;H{f7) > 0 esteja na fronteira do cone K e impor

Zr = X~ X (3.102)

4. Atualizar X
Xph =X e X7 Ze X7 (3.103)
selecionando-se o valor do passo v, através do teorema 5.4.
5. Caso o critério de parada ndo esteja satisfeito voltar ao passo 1.

.|

Como um primeiro comentdrio a respeito desse algoritmo, o passo 2 implementa as
estratégias apresentadas na secdo anterior de busca de um ponto factivel, ou seja, ele é
capaz de resolver o problema de otimizagio 3.75 a partir de um ponto Xy € K nao factivel.

Neste ponto, deve estar claro que esse algoritmo é conceitualmente equivalente ao algo-
ritmo que resolvia apenas o problema de factibilidade. Ao se calcular a projegio X 2“ (f),
ao invés de X : , pode-se interpretar a atualizagido de X ! como proveniente do problema
(3.77) em que o a variedade linear (£+ + Xg') se vé substituida por (£+(f7)+ X'} a cada
iteragdo. E interessante notar que o medidor de centralizagio deste problema é dado por

. 1 . ik
X7 =T- X2 X (X, 2 (3.104)

e que 6(X; ") > 1,jd que XF(f7) é um ponto na fronteira de K. Isso significa, portanto, que
as propriedades de convergéncia obtidas para o problema de factibilidade ndo sdo alteradas
no caso do problema de otimizagio. Esta estratégia de cdleulo do valor f; apresenta um
desempenho superior a sugerida em Nemirovskii & Gahinet [15]. Nesse artigo, f; é obtido
mediante a selecdo da menor raiz da equagdo quadrética em f

< Cp—fGr, X >2

x;!
IC = Gl -

Xk — X;fnﬁ(k_l + = 0.99 (3.105)

que consiste em escolher f; na fronteira do elipséide de Dikin centrado em X, ou seja,
§(X7') = 0.99 . Esse procedimento falha, por exemplo, quando | Xx — X7l j& é maior do
que 0.99 obrigando a execu¢do de mais um passo do tipo factibilidade, durante o gual nio

hé decrescimento de f. O préximo lema resume fatos relativos & complexidade do algoritmo
projetivo como um todo.
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Lema 3.18 Os seguintes fatos relativos ao algoritmo 4 sdo verdadeiros

i) Dado um ponito Xg > 0 ndo factivel, o algoritmo 4 encontra um ponte factivel num
ndmero de iteragdes limitado por O (plog x), em que ¥ = cond ((Xg)“%?‘i(X(;};i)
e Y~ € o centro analitico associado ao conjunto {/CU n (EJ' + (Xg)‘l)}.

it} Dados € € (0,1) e o ponto factivel X§ > 0, obtido ou ndo pelo algoritmo {, esse

algoritmo enconlra um ponto X de tal forma que f(X.) < f* 4+ ae, a = O(1), em no
mdzimo O (plog(1/e}) iteragdes.

Prova: A prova do primeiro ponto provém diretamente da discussdo da se¢ao anterior pois,
segundo a inequacdo {3.92),

ki < % log cond ((X@f)”%?”“l(X[‘f)_%) =0 (plog cond ((Xg)"%?‘l(Xg)%))

Quanto ao cdlculo do limitante do nimero de iteragbes da fase de otimizacio, como o
célculo de ff é feito de modo a manter vilida a relagdo §(X; ') > 1, pode-se novamente
langar mao do item iv) do teorema 3.2 e obter'®

det X1 > e det(X8)!
Definindo-se a matriz X, € £ mediante
Xe=(1-e)X" +eX§

ou seja, uma combinagao convexa do ponto étimo X* e do ponto factivel X¢, torna-se
possivel determinar uma constante @ > 0, que dependa apenas de X* e X§, de tal forma
que f(X.) < f* + ae. Sabendo-se que o algoritmo 4 prossegue enquanto fi > f(X.) e
observando-se que <X;€ - X}f’, Xe>

implica

= 0, a atualizacao de X ! no problema de otimizacio
k

i

(¥eh - X0 x) = (X0 (Xe- X 00) X7 K

= (Xe- XHUDX)
= (X - XF(. X
1 <Ck B f‘:Gk’Xg>X;1

= - Cr — *G,XE -]
PO ey e AR

(i = S (G XE ) (X = ) (G X
TellCr — fRGrlI? -1

X7

-1
Xy

< 0

¥ Para o mesmo valor de # do problema de factibilidade!
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pois v > 0, ff < fi, <Gk, > =gzt >0e (Gg, Xy = g’z > 0. Isso quer dizer que
>

(). x) (Xk Xy 2 p [der (x| el

portanto, que se pode definir o limitante

ko < glog cond ((X8)" 7 X.(X3)7%)
< 5log cond (1= e)(X§)FX"(X5)7F + 1)
Pl (1~ €)max; A; ((X§)3X7(X§)7F) + ¢
g (1 — €)min; A; ((Xg)“le*(Xg)‘%) +e
<

Lo [(E - 1) masc A ((X5)73X(X§)78) + l}
O (plog(1/e))
1

Apesar da analise desse lema indicar uma convergéncia O(,/p) maior do que as obtidas
para os métodos seguidores de trajetéria e primal-dual, na pratica, o desempenho do algo-
ritmo projetivo é muito bom gracas ao uso de estratégias baseadas no resultado do teorema
3.4, fato que a andlise tedrica de complexidade nio consegue considerar.

Finalmente, o algoritmo projetivo pode ser utilizado também na resoluciao de outros
tipos de problema que ndo estejam na forma (2.1). Observa-se que o método, em si, ndo
impoe restricio alguma ao vetor objetivo g, de tal forma que o problema quase convezro no
formato

minimizar (¢'z +a)/(g'z + b)
Fz) >0 (3.106)
s.a .
(g'z+b)>0

em que a e b sao escalares, chamado problema linear-fracional generalizado, pode ser resol-
vido sem modificacdo alguma do algoritmo. De fato, até mesmo o problema também quase
convezro
minimizar f
fG(z) 2 C(z)
s.a F(zy>0
Glz) 2 0

em que C(z) e G(z) sdo combinacdes afins de matrizes, ou seja, a determinacio do me-
nor autovalor generalizado do feixe de matrizes {C{z) ~ f G(z)) sobre o dominio {F{z) >
0,G(z) > 0}, de especial interesse para a drea de controle, pode ser resolvido pelo algoritmo
projetivo. Como discutido no inicio desta secao, as combinagoes afins podem ser transfor-
madas em combinacoes lineares mediante a introducdo da varidvel auxiliar 7. Uma vez feito
isso, a Anica modificacdo necessaria a resolugao desse problema se refere ao calculo do valor
de f; e da projecio X ;‘ (/7). Na se¢éo 4.4 em Nesterov & Nemirovskii [14] sugere-se que
isso seja feito por meio de um procedimento dicotémicoll. E interessante notar qie essa

(3.107)

1A nio ser para o caso linear, a introducio desse tipo de procedimento nio permite obter limitantes do
nimerc de iteragdes requeridas para o cilculo de f; e Nesterov & Nemirovskii se referem a essa generalizacio
como um algoritmo conceifualmente polinomial. Veja remark 4.4.2 em [14].
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complicagdo adicional é necessaria devido 3 desigualdade ndo linear fG(z) > C(z), & qual
ndo é mais possivel associar um subespago vetorial. Estuda-se a possibilidade de tratar este
problema mediante a introdugdo de uma variavel de folga matricial W, que permite obter o
problema equivalente

minimizar f
[G(2)+ W = C(a)
Flz)>0 (3.108)
G(z)>0
W >0

de tal forma que se possa recorrer ao conceito de projecéo no subespago linear fG{z)+ W —
C(z) = 0.

3.5 O problema de factibilidade

Todos os algoritmos abordados neste trabalho, com excegao do algoritmo projetivo, pres-
supoem a existéncia de um ponto inicial estritamente factivel, embora nada se tenha dito
a esse respeito, até este momento. Para os algoritmos seguidores de trajetdria, exige-se,
adicionalmente, que esse ponto inicial seja quase central. Essa dltima exigéncia ndo é muito
dificil de ser atendida pois, mediante o emprego do algoritmo 1 na resolu¢io do problema
(2.74), é possivel obter um ponto quase central a partir de um ponto inicial factivel qualquer.
Note-se que o niimero de iteragdes requerido por esta etapa inicial de centralizacio, até que
se atinja a regido em que 6({X) < 1, pode ser obtido por meio de uma analise semelhante a
efetuada para o algoritmo de factibilidade projetivo, e resulta no limitante!?

F = 3.26 (5 (20) — 5 (5(50)) (3.109)

que estd diretamente relacionado com a localizacio do ponto inicial 24, 0 que significa que
se deve esperar um maior nimero de itera¢des para pontos iniciais préximos & fronteira do
cone.

Quanto ao ponto inicial factivel, existemn diversas maneiras de determind-lo, a maioria
delas envolvendo a resolugio de um problema de otimizacio auxiliar e a introdugio de
varidveis de folga. Por exemplo, pode-se encontrar um ponto inicial primal por meio do
problema

minimizar T

s.a Flz}y+7I>0 (3.110)

para o qual se conhece o ponto factivel 7 = (¢ — min; A\;(F(2z¢))), € > 0, com zy escolhido
arbitrariamente. Esse problema pode ser resolvido por qualquer um dos métodos ja estuda-
dos e um ponto factivel é obtido no momento em que r se torna negativo. Caso o minimo
desse problema apresente um valor positivo para 7, isso significa que o conjunto F(z) > 0
néo possui nenhum ponto interior, ou seja, o problema (2.1) é infactivel.

No caso dos métodos primais-duais, pontos factiveis podem ser obtidos, por exemplo,
mediante a introdugido do chamado M grande (do inglés, big M). Inicialmente, suponha-se

¥ Em termos da funcdo apenada.
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ter & méo um ponto inicial primal factivel zg. A introdugio de uma restricdo extra ao
problema (2.1) na forma

minimizar 'z

o { Fz) >0 (3.111)

gue nio altera o seu resultado desde que o valor da constante M seja “suficientemente”
grande, gera o seguinte problema dual

minimizar  tr({(Z -~ vI)Fp) + M7
tr((Z ~71I)F)=¢;, parai=1,....n
5.a Z >0
>0

(3.112)

para o qual um ponto factivel pode ser calculado da seguinte maneira: determina-se qualquer
uma das solucdes do sistema linear subdeterminado

tr(FC) =¢;, i =1{1,...,n} (3.113)

em que C = C’. Um ponto inicial factivel dual pode ser obtido observando-se que 7 =
(—min{A(C),0} + ¢}, e >0e Zy = (C + 701} implicam Zp >0, 790> 0 e

tr((Ze — oD} ) = tr(FC)=¢, i1={1,...,n} (3.114)

Sem didvida, um ponto sensivel associado a essa formulacgao consiste na escolha do valor
“suficientemente” grande da constante M. Assim, a solugao desse par de problemas somente
coincidird com a solugdo dos problemas (2.1) e (2.8) caso 7 = 0, 0 que ocorre, segundo a
teoria dos multiplicadores de Lagrange, apenas se a restricio tr(F(z)}) < M estiver inativa,
ou seja, se M > F(z*). Note-se, entretanto, que a presenca do ponto inicial primal factivel
sempre permite calcular um valor adequado para M.

A versao dual desse par de problemas auxiliares consiste em

minimizar ez + M1

I RIGES &Y' (3.115)
: T>0

minimizar tr{ZF)

tr(ZF;) = ¢;, parat=1,...,n

tr{Zy+p=M (3.116)
Z>0

p20

que pode ser escrito sem a varidvel de folga p como

minimizar tr{ZFp)
tr(ZF;) =¢;, parai=1,...,n
8.2 tr(Z)< M
Z >0

(3.117)
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para os quais o ponto primal zo, 70 = (— min{ (F(z0)),0} + €}, € > 0, com x4 escolhido
_arbitrariamente, € factivel. Essa formulacdo é itil apenas quando se possui um ponto inicial
factivel dual.
Finalmente, caso pontos iniciais factiveis primais e duais nfo estejam disponiveis, ainda
assim € possivel utilizar um procedimento semelhante acs anteriores, mediante a introducio
de duas constantes nos problemas

minimizar ¢z + Myr,
Flz)+rnI>0

sa. | tr(F(z)) < M, (3.118)
T =0
e
minimizar  tr(ZFp) + M,y
tr((Z —myD)F))=¢;, parai=1,...,n

‘o tr(Z) < My (3.119)

o Z >0

T2 20

Para esses problemas, caso nio seja possivel obter limitantes @ priori para os valores das
constantes que garantam a inatividade das restri¢bes auxiliares recém introduzidas, deve-se
submeter o par solugdo a seguinte andlise:

e Ser,=0,74=0, tr(F(z)) < M, e tr{Z) < My, as solucdes encontradas coincidem
com as solugdes de {2.1) e (2.8).

¢ Serp, > 0e tr(Z) = My, deve-se aumentar o valor de My e obter novas solucoes.
Procede-se da mesma maneira em relagio a 7g > 0 e tr{F(z)) = M,.

Caso os problemas originais (2.1) e {2.8) nio sejam estritamente factiveis, podem ocorrer
situagbes em que 7, = 0 e tr{Z) = My, ou g =0e tr(F(z))= M,

Finalizando, o problema de factibilidade admite ainda outras formulacdes {veja, por
exemplo, a secdo 3.2 em Nesterov & Nemirovskii [14]), as quais fornecem interessante ma-

terial para discussao. O tratamento detalhado desses problemas foge, entretanto, ao escopo
deste trabalho.



Capitulo 4

Algoritmos: aspectos praticos

Neste capitulo sdo abordados diversos aspectos referentes & implementacio dos algoritmos
discutidos no capitulo anterior, visando adequé-los s estruturas normalmente presentes em
problemas de controle. Diversos procedimentos pertinentes a esses algoritmeos sdo analisados
levando-se em conta que o conjunto de restri¢des consiste em N blocos de LMI de dimenséao
m x m empilhados diagonalmente, o que resulta numa LMI de dimensao p = Nm. Uma
justificativa do porqueé desta estrutura assaz particular pode ser encontrada na se¢ao 5.2 do
capitulo 5.

Observando-se a estrutura do algoritmo 1, niicleo basico de todos os métodos estudados
neste trabalho, nota-se que o custo computacional por iteracio estd basicamente dividido
entre os itens

e célculo do operador projegio Py e
» avaliacao do passo .

Além disso, no caso especifico do algoritmo projetivo, deve-se analisar também o cdlcuio
de fZ. Sao esses os trés temas deste capftulo. Apresentam-se, ainda. os resultados de
experimentos numéricos envolvendo algumas dessas questoes.

4.1 O calculo das projecoes

Segundo as seges 2.5 e 2.6, a operagio mais custosa envolvida na avaliacio do operador
projecdo consiste na construgio e inversio da matriz simétrica definida positiva M. E
interessante perceber que a matriz M tem dimensio n X n, e sua inversio depende, portanto,
somente do nimero de varidveis do problema (2.1). Por sua vez, o processo de construgio
de M exige a avaliagio de componentes na forma

- - _1 R | -1 .

Mi; = M;; = <Xfc TR X T RX 2> (4.1)
que dependem somente da dimensdo p = Nm do conjunto de restrigdes LMI. Como serd
visto posteriormente, a avaliacdo individual de cada componente da matriz M consiste em
uma operagao vantajosa do ponto de vista computacional, pois permite explorar de maneira

muitissimo eficiente vdrias estruturas particulares das matrizes bdsicas F;’s, principalmente
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quando as varidveis do problema sio matriciais. Entretanto, devido & presenca da fungio
de barreira, a matriz M torna-se mal condicionada préximo a fronteira do cone K, o que
acarreta problemas numéricos no processo de inversdo. Isso pode vir a ser um problema
quando se exige da solu¢io um grau muito grande de precisio!, o que, muitas vezes, implica
proximidade excessiva da fronteira do cone K. Nessas situagdes, pode-se tentar contornar
esses problemas por meio da chamada fatoragio QR, que apresenta um comportamento
numérico mais estdvel, mas que nio permite explorar satisfatoriamente a estrutura das
matrizes basicas. Para efetuar a fatoracio QR segundo a discussdo da se¢do 2.6, aplica-
se a transformacdo simétrica definida por X, ! , as matrizes basicas e constréi-se a matriz

Ac ge(Nm(m-kl)/?)xn
A= [ vetor (ﬁ’l) +++ vetor (ﬁ’n) } (4.2)

em que vetor(-) transforma a matriz simétrica (-) constituida de N blocos de dimensio m

em um vetor?. Determinam-se, entdo, as matrizes (}, ortonormal, ¢ R, diagonal superior,

na forma
0A=| B (43)
0 .
de tal forma que a projegio de uma matriz® B sobre £ seja dada por
P:B)=R7'B; (4.4)

em que
1 —L
B=[B, B =Q vetor (Xk Fpx; ) (4.5)

Esse procedimento torna-se mais eficiente caso as transformagdes simétricas sejam ava-
liadas para os fatores de Cholesky da matriz X ! e ndo para sua raiz quadrada, isto é, caso

se obtenha o operador Py , = P .- De qualquer maneira, os custos associados a cada
X (rtTy
k k

etapa desse procedimento sio
e obtengdo de A: O(Nm®n)
s obtengio de @ e R: O{Nm*n?/2)

Esses custos devem ser comparados aos custos associados & obtengdo do operador pro-
Jjecdo por meio da construgdo da matriz M. Para tal, calculando-se previamente as n
matrizes F; em O(Nm?3) operagdes, é necessério obter n{n + 1)/2 componentes a um custo
de O(Nm(m +1)/2) operagdes por componente, Deve-se, em seguida, calcular a inversa de
M, que pode ser obtida via fatoragio de Cholesky em O(n®/6) operacdes. Assim, os custos
de cada etapa sio

o obtenciio das matrizes Fi: O(Nm3n)

¢ obtencdo de M: O{Nm?n?/4)

! Nemirovskii & Gahinet reportam em [16] que isso ocorre, em geral, quando se exige uma precisio maior
do que 1-5% em relagio ao valor objetive timo.

*Cujos elementos fora da diagonal sioc devidamente ponderados a fim de que se mantenha a equivaléncia’
entre os produtos internos vetorial e matricial.

3Geralmente o gradiente de uma das funcées auxiliares.
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e obtencao de 'R = M: Q(n°/6)

A vantagem da segunda abordagem sobre a primeira ¢é revelada ao se analisar estruturas
particulares para as LMI. Como exemplo, apresenta-se uma LMI frequentemente encontrada
em problemas de controle?, a inequagio de Lyapunov generalizada, dada por

AXB '+ BXA' <0 (4.6)

em que as matrizes A e B e a variavel matricial quadrada e simétrica X tém dimensao
q X g, logo, n = ¢(g+ 1)/2 e m = g. Calculam-se os custos referentes 3 LMI resultante
do empilhamento na diagonal de N blocos de inequagdes de Lyapunov, o que fornece p =
Nm = Nyg. Nesse caso, substituindo-se as dimensoes das matrizes F: associadas a essa LMI
nos calculos anteriores, obtém-se os seguintes custos

o fatoragdo QR: O(N¢°/2) + O(N¢%/8)
¢ montagem e Cholesky: O(N¢®/2)+ O(Ng®/16) + O(¢°/48)

Entretanto, a natureza matricial da varidvel X permite adotar uma representagio estrutu-
rada para as matrizes /;, o que consiste, basicamente, em se utilizar bases matriciais para
as variaveis do problema. Por exemplo, uma representagio estruturada da inequacio de
Lyapunov é dada por

afg+1)/2
AXB'+ BXA = Y (AX;B + BX;A)z; (4.7)
i1
em que X; sao as bases matriciais candnicas da varidvel X. Nessa representagio, o calculo
de um componente da matriz M consiste em efetuar

e 1 o i
M, = <Xk Y(AX;B' + BX;AVX.?, X, 2(AX;B + BX,; A)X] '5> (4.8)
= 2(u (Xz»(_B’Xk_lA)Xj(B'X;‘A}) + tr (X(B'X; B)X(A'X1A))) (4.9)

Por sua vez, esse célculo pode ser efetuado de modo extremamente eficiente representando-se
cada base candnica matricial X; como o produto de bases candnicas vetoriais em R7, isto é

Qg
Xi= ) sith (4.10)
k=1
Nesse caso, em que X & simétrica, ¢, é igual a dois para as bases dos elementos simétricos
fora da diagonal e igual a um para as bases da diagonal principal. Isso tudo permite calcular
cada um dos n{n + 1)/2 componentes de M como

oy Oy
Mi;=23%" (t;k(BfX;:IA)Sﬂt;-t(B’X,:iA)Sik + fgk(B’X,;lB}sijtgj(A’Xk‘lA)s,-j) (4.11)
k=11=1
Note-se a tremenda economia obtida, uma vez que o cédlculo do produto ;.Y s; reduz-se
a sele¢io de um tnico componente da matriz Y, que pode ser previamente calculada e

utilizada no obtengio de todos os componentes de M. Assim, os custos para a montagem
estruturada no caso da inequagido de Lyapunov sio

*Veja capitulo 5.
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o Cilculo das N matrizes (B'X,'A), (B'X['B) e (A/X'A): O(Ng?)
o Obtencdo de M: O(Ng%)

o que fornece um custo total para a montagem do operador projecio, incluindo-se a decom-
posi¢ao de Cholesky, de O(N¢*)+0(N¢*)+0(¢°/48). Observe-se o ganho obtido em relagio
& fatoragao QR, principalmente no que se refere ao aumento do nimero de blocos diagonais
N, pois o processo de montagem estruturada consegue diminuir em duas ordens de grandeza
o custo das operagOes dependentes de N. Cabe, ainda, ser lembrado que o custo da mon-
tagem estruturada no caso de varidveis escalares, recai nos valores calculados inicialmente,
os quais sdo da mesma ordem de grandeza que os custos da fatoragio QR; percebe-se que o
calculo das bases matriciais X; consegue levar em conta estruturas escalares como um caso
particular. Infelizmente, como comentado anteriormente, caso seja necessario obter solugdes
com alto grau de precisio, deve-se recorrer & fatoragio QR para obtencio das projecoes das
iltimas iteragdes, pois o cdlculo das matrizes Q e R ¢, em geral, um procedimento mais
estdvel numericamente do que a fatoragdo de Cholesky da matriz M.

Como desvantagem, a representa¢io estruturada exige wm maior esforgo de programagio,
pois é necessdrio prover uma maneira estruturada de célculo dos componentes da matriz A
para as mais diversas estruturas possiveis. Nesse sentido, uma boa interface é capaz de obter
os dados do usudrio em uma representacio j4 estruturada.

Finalmente, conforme a segio 3.1.2, o operador projegio pode ser sempre interpretado
como a diregdo de Newton de uma funcio apenada e, portanto, torna-se possivel calculd-lo
por meio de métodos indiretos como, por exemplo, o método dos gradientes conjugados. O
cardter iterativo desses métodos abre espago para a introduciio de aproximacdes no célculo
das projegbes, que também pode contribuir para a diminui¢io da complexidade compu-
tacional por iteragio. Um exemplo desse tipo de abordagem aplicado a desigualdades de
Lyapunov pode ser encontrado em Vandenberghe & Boyd [23].

4.2 O calculo do passo Stimo

Todos os algoritmos abordados no capitulo anterior podem tirar proveito do resultado do
teorema 3.4, especialmente os algoritmos projetivo e primal-dual, cujas trajetérias nao de-
vem se manter, necessariamente, préximas 3 trajetéria central. Para esses métodos, o uso
do passo otimo chega a ser a principal justificativa de bons desempenhos. Alargar o passo
significa reduzir o nimero de iteragdes do algoritmo 1, o que s6 constitui vantagem caso o
custo numérico associado ao calculo do passo 6timo seja inferior ao requerido pelo cleulo
das projegdes, assunto da secdo anterior. Entretanto, 3 primeira vista, essa afirmacio nio
soa verdadeira uma vez que a avaliacao de

= = (D) (4.12)

T
exige que se determine o maior autovalor da matriz I', de dimensio Nm e sem estrutura
bloco diagonal. Isso demanda O(N3m?) operacdes aritméticas, o que representa um custo
superior ao custo do célculo da projegiio no que diz respeito ao fator N, Como N é, em
geral, bastante grande, necessita-se de um modo mais eficiente de calculo desse autovalor.
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De fato, para se calcular v~ basta apenas determinar o maior autovalor de I, ou seja, resolver
o problema -
o= min pu

s.a = AA /8% X)— diag(A) < ul (4.13)

Ora, o complemento de Schur® permite concluir que esse problema é convexo no intervalo
uI > — diag (A) e equivale a

minimizar [

pI+ diag(A) A/6(X)
AJ6(X) 1

(4.14)

8.4, >0

ou, escrito de modo diferente, ao problema

minimizar u
[ F0 = AT+ diag (A)TTA/8HX) ~ 120 (4.15)
P\ >~ Am(U(H))

Observando-se que
lim =400 e Hm = 1 4.16
im Fa) = +eoe T f) (4.16)
e que f(p) € convexa no intervalo {u | g > —AL(¥(H))}, p* deve ser a inica raiz do po-
lindmio f(u) nesse intervalo, a qual pode ser encontrada, por exemplo, mediante o emprego
do método de Newton. Nesse caso, obtém-se iteracdes na forma

Jr)

— — 4.17
Pht1 = [k e (4.17)

em que

Fp) = —A[pl + diag (A)]72A/8(X) < 0 (4.18)

Como f'(p) é negativa e a fungao f(u) é convexa no intervalo de interesse, caso se inicie
este procedimento num ponto —A,(W(H)) < po < p* tal que f(u) seja positiva, a equagio
(4.17) garante que todos os pontos obtidos serdc maiores do que o, portanto, factiveis.
Um ponto inicial com tal propriedade pode ser obtido com o auxilio do seguinte limitante
inferior da funcido f(u)

1 AL(edrn)

82 X) p+ A (¥ (H))
que € obtido tomando-se apenas o termo relativo ao autovalor A, (V{H )} no produto A'lpl+
diag (A)]7'A/6*(X). Note-se que isto é verdade pois todos os termos desprezados sio posi-
tivos no intervalo em questao. Ora, se o limitante inferior de f(u} for positivo, este também
o seré, portanto, ug deve pertencer ao intervalo

1< fp) (4.19)

2
—Am(¥(H)) < po < % — A (U(HY)) (4.20)

Note-se também que AZ(U(H))/6%(X) < 1 na direcio de Newton e, portanto, ug < p+ =
1 — A (®(H)), fornecido pelo coroldrio 3.1.4.

*Veja lema 5.1.
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A vantagem obtida ao se calcular v~ dessa maneira é que a malor parte do esforco
computacional fica associado ao cilculo da matriz A, ou seja, ao cdlculo dos autovalores
de U(H), obtidos em O(Nm?) operaces aritméticas. Dai em diante, o método de Newton
descrito acima requer apenas o caleulo de f(u) e de sua derivada primeira, que podem ser
feitos em O(Nm) operagdes. Assim, com a introdugiio de um critério de parada adequado,
pode-se dizer que o ndmero de iteragoes deste procedimento fica limitado por O(1) iteragdes,
o que implica complexidade total de O(Nm?) operagdes, inferior, portanto, ac requerido pelo
calculo das proje¢des analisadas na segdo anterior. Percebe-se ainda que este procedimento
é completamente equivalente ao método de Newton aplicado & resolugio do problema de
busca unidimensional

min fp(X + 71 (4.21)

o que significa que os resultados do teorema 3.2 continuam vélidos e um critério de parada
adequado do ponto de vista computacional pode ser construido baseado na avaliacio do
escalar 6(ay), definido como no feorema 3.2. De fato, embora se tenha conseguido um
custo computacional adequado mediante o emprego do método de Newfon como auxiliar na
busca das raizes da condigao de otimalidade (3.13), mediante o emprego do lema 2.7 pode-se
escrever

P
Fo(X +vH) = f5(X) =3 log [t + yA(¥(H))] + 7 (BC, H) (4.22)
gl
o que implica que o célculo das derivadas primeira e segunda de f3(X +vH) pode também
ser efetuado em O(Nm) operagbes, uma vez obtidos os autovalores de U(H). Na realidade,
as iteragbes em ambos os problemas sio idénticas.

Como todos esses procedimentos sao derivados do teorema 3.4, pode-se aplicd-los di-
retamente a todos os métodos baseados na fungao apenada e, por extensio, aos métodos
baseados na func¢do central. J4 para os algoritmos derivados da funcio potencial, sio reque-
ridas algumas pequenas modificacdes, que sdo introduzidas no restante desta se¢io para o
método redutor de potencial primal-dual. Resultados semelhantes para os demais métodos
potenciais podem ser obtidos a partir das expressdes apresentadas com quase nenhum esfor¢o
algébrico.

Como discutido no final da se¢do 3.3, deve-se resolver o problema quase convexo®

min fu(W + v Hw) (4.23)

Utiliza-se nesse caso a mesma estratégia que permitiu a obtencio da diregio de decrescimento
Hyy: aplicar o método de Newton & fung¢do com o termo céncavo linearizado fI,(W +vHw),
definida de maneira andloga a (3.67), reavaliando-a a cada iteracdo. A derivada primeira
dessa funcao, que deve coincidir com a derivada primeira’ da fungio f,(W ++Hw), é dada
por

dfu(W + v Hw)
dy
_ owlptp) EP: M(E(Hx) Zp: A(U(Hz))
o+ yow 1T+ vV (Hx)) L+ 92(Y(Hz))

gl i=1

Dfi(W,7) (4.24)

%Pois a funcio céncava é monoténica em relagio de 7.
TA notagio em fungdo de W visa apenas realcar que esta derivada depende da linearizacio do termo
conecavo de f. (W + vHw) no ponto (W + vyHw).
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enquanto a derivada segunda vale

A (¥ (Hx)) . A(¥(Hz))

7T

(T+yN(¥(Hx))? o L+ A(¥(Hz)))

Il
ilug

em que
a=(X,Z) eaw={Z,Hx)+ (X,Hz) (4.26)

Mais uma vez, caso os autovalores de U(Hx) e ¥(Hyz) estejam disponiveis, essas derivadas
podem ser calculadas em O{Nm) operagdes aritméticas. As iteracdes deste procedimento
consistem na obtencéo da diregdo de Newton

Hy = =D fl (W, )/ D* flu(ve) (4.27)

seguida da atualizagdo na forma

Yag1 = Tk + Hyi (4.28)
Caso Hx e Hz sejam direcoes de Newton da fungdo fI,{X, Z), o coroldrio (3.1.4) permite
novamente concentrar a busca por v* no intervalo (0

1
TR T |- Mesmo
se H, ou H, nao forem direces de Newton, uma pequena modificagio do teorema (3.4)

e do coroldrio (3.1.4) permite limitar a busca ao infervalo (0

T mm{’\m(‘I’(HX} JAm{W{Hz))} J
para o escalar ¢ definido como a razdo entre os médulos das derivadas direcionais segunda

e primeira de fI,(W) tomadas na direcio Hy, isto é

D?f1,(0)
|2 fL.(W,0)]

LUAHY(H)) + YA (¥(H 7))
STX(Y(Hx)) + 57 MU (H7)) — awl(p + Mo
Na verdade, os resultados deste teorema e deste coroldrio ndo dependem da escolha da
diregao de Newton, para a qual ¢ = A’A/E%(X) = L.

No final da secdo 3.3 discute-se a possivel resolu¢io do problema

(4.29)

min f(X +vxHx, Z+v7Hz) (4.30)

VXY

chamado de busca plana, que explora de maneira bastante proveitosa o relativo desacopla-
mento entre as dire¢des Hx e Hz. As derivadas da linearizagao do termo céncavo da funcio
JulX +9xHx,Z + vzHz) valem

afu{X Hy, 7 H

= 4.31
Drx {4.31)
_ ax(p+p) B Zp: A{W{Hx))
atyxax +yzag ol yxAd(Y(Hx))
, af(X H _
DX, Z7z) = 2 +7X8;;’Z+7ZHZ) (4.32)
_ az(p+ i) B i M(W(Hz))

a+yxax +yzaz o 1+ yzM(8(Hz))
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PfL(X + yxHx, Z + y7Hy)
i
. AZ(9(Hx))
=1 (1 +yx A Y (Hx)))?

Pl X +yxHy, Z +v7H
D flu(yx) = 2Ll 7‘275 *oz8z) (4.34)
S A(¥(Hz))

=1 (L + 920 T(Hz)))?

D?fl,(vx) = (4.33)

em que
(IZ(X,Z), axm<Z,Hx> eagx<X,Hg> (4'35)

€ 830, portanto, também passiveis de serem calculadas em O(Nm) operagdes. Mais uma
vez, pode-se ressolver esse problema de busca plana pelo método de Newton. As iteragoes
consistem no cdlculo da direcio de Newton

Hi = (Hoy, ), (4.36)
em que
By e = =Dflu(X, Z,(vx)k) /D Fl,, (v )s) (4.37)
(Hy )i = =Df0 (X, Z,(32)) [ D2flu ((v2)1) (4.38)
e na avaliacio do escalar
O ((xv2)) = DX, Z, (v )} (D fly (X, Z, (150)0))" + (4.39)

+ D* flu (X, 2, (v2)1) (D1, (X, Z, (7))

seguidos de atualizacdes na forma

(V%7201 = (Vx,72), + prHy (4.40)

em que pi € o fator de amortecimento

1; 585((7‘7{372)1’&7) <1
Pr 1= 4.41
{ VA +8((rx,120)), s 6((1x,72)) > 1 (4.41)
analogo ao passo (3.9). Segundo o teorema 3.2, o emprego desse fator de amortecimento &
capaz de garantir a factibilidade dos pontos obtidos por esse procedimento. Note-se também
que o uso de direcdes Hx e Hz que nio sejam, ambas, direcdes de Newton, nio implica
modificagoes desse esquema.
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4.3 O calculo de f}

Na secdo 3.4 do capitulo anterior, que versa sobre o algoritmo projetivo, define-se o escalar

fr como
1

i =fr— : (4.42)
max; fi;
em que y; denota o ¢ésimo autovalor generalizado real do feixe de matrizes
I
Qs 0 Q, QF
[ o __I:['E‘M{ g 1 } (4.43)
QF o

Mais uma vez, depara-se com um calculo que nao respeita uma estrutura bloco diagonal,
nesse caso devido a presenca da raiz quadrada da matziz £, fora da diagonal. Isso faz com
que este procedimento de cdleulo de f7 tenha um custo de O( N?m?) operacdes aritméticas,
que ¢ maior do gue o custo associado ao calculo das projegoes. No entanto, observando-se
atentamente a equagao que deu origem a este problema de autovalores

det (12 O+ 0 + Q) =0 (4.44)

nota-se que {2y, 2 e {23 apresentam estrutura bloco-diagonal o que significa que esse deter-
minante pode ser calculado como o produto dos determinantes de cada bloco

N
det (1 O+ Qo + @) = [Ldet (W*(00); + w(@2)i + (Ra)) =0 (4.45)

O célculo da maior raiz dessa equacdo requer apenas a avaliagio dos N majores autova-
lores de blocos de matrizes de dimensdo 2m, o que pode ser feito em O(Nm®) operagdes
aritmeéticas.

4.4 Alguns experimentos computacionais

A fim de ressaltar a importancia do papel exercido pelos procedimentos discutidos neste
capitulo sobre taxa de convergéncia dos algoritmos de pontos interiores, apresentam-se os
resultados de uma série de testes computacionais envolvendo o algoritmo projetivo®, em
quatro diferentes versGes. A partir de um ponto inicial factivel comum a todas as versées,
efetuam-se iteracdes na forma

Xih = X7+ X7 (Xe = X5 (0) X, (4.46)

Em cada uma das versdes, denominadas pelas siglas definidas abaixo, os seguintes esquemas
de cdlculo do valor de v foram utilizados

o Pl: yp = 1/(1 + max; [A(¥(H})|), como sugerido em Nemirovskii & Gahinet [15],

e P2: v, = ’7: = 1/(1 — A (®(H)), como no corolrio 3.1.4,

#Veja secio 3.4.
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Dimensdes Niumero médio de Mflops
g P n P1 P2 P3 P4
2 2+3 6 0.12 | 0.10 | 0.07 | 0.08
3 3+4 10 0.35 | 030 | 0.22 | 0.22
4 445 (1510 0.96 | 0.84 | 0.63 | 0.52
) 546 [ 21 2.35 1 209 | 1,57 | 1.19
6 6+7 [ 281 4.83 | 4.33 | 3.31 | 2.10
7 7+8 [ 36 9.68 | 879 | 6.82 | 3.91
8 849 145 || 17.60 | 15.95 | 12.50 | 7.06
9 | 94+10 | 55| 32.84 | 30.31 | 23.80 | 12.06
16 | 10411 | 66 || 56.33 | 53.17 | 42.80 | 20.25

Tabela 4.1: Desempenhos em fun¢io do nimero médio de Mflops

o P3: v, = v{ = 1/Apm (L), como no teorema 3.4,
e P4: como em P3.

No algoritmo P4 o valor de f foi calculado por meio da avaliacio do méximo autovalor
generalizado do feixe de matrizes (3.99) conforme discutido na secio anterior, enquanto
nas demais versoes utilizou-se o valor de f resultante da resolucio da equagio quadritica
(3.105), como sugerido em Gahinet & Nemirovskii [15].

Como problema teste, selecionou-se o problema de controle por realimentacio de estados
Hy, cuja descricao pode ser encontrada na se¢do 5.2 do préximo capitulo. Fixaram-se os
valores das seguintes matrizes

Blzl,cz{f],p-_—[e] (4.47)

de tal forma que a dimensdo do vetor de controle fosse v = 1 e O'D = 0 e D'D = 1 >
0. Em seguida, obtiveram-se pares de matrizes (A4, B3) cujos componentes foram gerados
aleatériamente segundo uma distribuicao Gaussiana com média zero e varidncia um, para
a dimensac g variando entre dois e dez. Foram gerados vinte pares para cada dimensao, ou
seja, cento e oitenta problemas ao todo. Os algoritmos foram inteiramente implementados
e executados em MATLAB versio 4.2¢, compartilthando um ntcleo comum de construgio e
manipulagdo das LMI. Como o objetivo principal destes testes consiste em avaliar o papel
representado pela introdugio da estratégias de cdlculo do passo 6timo(teorema 3.4) e de
cdlculo de f¥(lema 3.17), o cdlculo estruturado das projecdes discutido na secdo 4.1 nio
foi implementado. Para obtencsio de 7. nos algoritmos P3 e P4 utilizou-se o método de
Newton discutido na se¢ado anterior. Os resultados, em mimero médio de Mflops para cada
dimensdo g, encontram-se na tabela 4.1. Nessa tabela, as dimensées p e n correspondem,
respectivamente, 4 dimensio total da LMI e ao nimero de varidveis. Os resultados, em
termos do ndmero de iteracOes da fase de otimizacio, encontram-se na tabela 4.2.
Percebe-se que os cdlculos adicionais requeridos pela determinacio de 47 e f; em P4
reduzem bruscamente o ndmero de iteragbes necessirias i obtencio de solucdes. Ao mesmo
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MFlops

Dimensdes

Figura 4.1: Desempenhos em funcao do nimero médio de Mflops

Nuamero médio de iteragdes
g P1] P2 | P3| P4
2 1 23.51]19.3 | 13.8 7.5
3 i 2351199 145 8.2
4 ©26.3123.0]17.0 8.4
5 1129212591 19.2 9.6
6 [ 29.5 | 26.4 | 20.0 9.0
T 1313284218 9.4
8 1 31.8:288 224 9.9
9 1349322250 103
10 1 36.6 | 345 | 27.6 10.9

Tabela 4.2: Desempenhos em funcio do nimero médio de iteragdes

Dimensoes

Figura 4.2: Desempenhos em fun¢io do ndmero médio de iteracdes
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tempo, pelos dados apresentados na tabela 4.1, confirmam-se as analises das secies anteriores
que indicam que estes procedimentos apresentam um baixo custo comparados ao cdlculo das
projecdes, o que se reflete na razéo entre os ganhos percentuais em termos do nfimero de
flops e em termos do nitmero de iteracdes, aproximadamente coincidentes. As figuras 4.1
e 4.2 ilustram graficamente este comportamento. Nestas figuras a correspondéncia entre o
tipo das linha e o algoritmo & a seguinte: traco-ponto, P1; pontilhada, P2; tracejada, P3;
linha cheia, P4,



Capitulo 5
Algumas aplicacoes

Neste tltimo capitulo, na dnsia de convencer o leitor das vantagens da formulacio de pro-
blemas no formato LMI (o que pretensiosamente justificaria as intrincadas andlises apresen-
tadas ao longo dos capitulos anteriores), apresenta-se de maneira réapida e sucinta uma série
de conhecidos problemas convexos e suas respectivas formulacdes LMI. Algumas aplicacdes
provenientes da drea de controle sdo discutidas na segunda secio.

5.1 Abrangéncia da formulagao LMI

Nesta secao, diversos problemas de otimizagio convexos sio reescritos no formato LMI.
Concentram-se esforgos principalmente no tratamento de diferentes conjuntos de restricdes,
uma vez que todo problema de otimizagio convexo pode ser reformulado de modo a apre-
sentar uma fungio objetivo linear. Inicia-se pelas restrigdes lineares.

Um conjunto de restrigdes lineares pode ser escrito na forma

{z | Az +b >0} (5.1)
em que z € R, A € R"*! e b € R™. Esse conjunto equivale i LMI
F(z) = [ diag (Adz + b)] > 0 (5.2)
cujas matrizes basicas sio
Fo = diag(d) e F; = diag (4;) (5.3)

em que A; denota a iésima coluna de A.

A conversdo de conjuntos de restri¢oes mais complexos ao formato LMI dé-se, quase
sempre, com o auxilio da férmula complementar de Schur, ou simplesmente complemento
de Schur, que é assunto do préximo lema.

Lema 5.1 Assumindo-se que S1{z) > 0, o conjunto
{21 51(z) > 0, S3(z) 2 Sa(a) S1() 7 Sa(w) } (5.4)

em que S;.1q 9 ¢ 3}, Matrizes reais de dimensées adequadas, € completamente equivalente ao
conjunto descrito pela desigualdade matricial

S(a) = { Si(z) sg(m)} - 5.

o
[
g

52(3)), S3($)

73
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Prova: A matriz

_ | Silz) 0
Viz) = [ 0 Salz)— Splz)Si{x) ' Sa(x) }

é semidefinida positiva se, e somente se, S3(z) > 53(z)'S1(z) "1 S2(z). Assim, como V(z) =
T(z)S(z)T(z), em que
1 0
T(a) = [ —Sa(zYSi(z)"! 1 ]

€ uma matriz ndo singular cujos autovalores sdo todos iguais a um, $(z) > 0 se, e somente
se, V(z) 2 0. o

Desse modo, fazendo-se uso do lema anterior, é possivel escrever uma restricio quadritica
convexa

{o1do+d> (42 +5) Q 4z + b)) (5.6)
emquezecER, QER™ AcR™™ beR™ deRe @ >0, comoa LMI
_ Q1 Az -+ b
cujos componentes basicos sdo dados por
Q_I b 0 A
@:{ o4 b= Al ¢ (5:8)

Segundo esse mesmo raciocinio, o problema nao linear convexo

minimizar (c'z)?/d'z
o | Az+b>0 (5.9)
) dz >0
em quez € R, A € ™ b e R™, ced € R, pode também ser escrito como uma LML Com
a introdugdo da varidvel extra v € R, transforma-se esse problema no problema convexo com
objetivo linear

minimizar T

Az +b>0
5.2 (d'z)r > (c'z)? (5:10)
7>0
cujo conjunto de restrigdes é a LMI
diag(Az +b) 0 D
Fz) = 0 T e | >0 (3.11)
0 dz dz
que tem por base as matrizes
E 0O O 0 00
=100 0|, F=]010 (5.12)
d 090 9 0 0
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e
diag(4;) 0 0
Ficpi,.y = 0 0 e (5.13)
0 e;  d;

Obviamente, sabe-se que existem algoritmos® que, ao explorar inteligentemente as es-
{Tuturas particulares dos problemas anteriores, sio capazes de resolvé-los com bastante
eficiéncia. A vantagem advinda da conversio ao formato LMI, no entanto, é a possibilidade
de se resolverem problemas sujeitos a restricdes de diversas naturezas, porém passiveis de
conversao a LMI. Para se ilustrar esse fato, toma-se como exemplo um problema discutido
em Vandenberghe & Boyd [24]. O problema consiste em separar dois conjuntos de pontos
no espago R, Xy = {z1,...,2m} e Xo = {Trms1,..., 2.}, por superficies quadraticas. Pode-
se fazer uma analogia entre esse problema e o problema de separa¢do por hiperplanos em
funcéo do vetor a € R’ e do escalar b. Caso existam a e b de tal forma que as inequagdes
lineares

{x%a—’rbgﬂ \ paraz:ml,...,m (5.14)
za+6>0 , parat=m+1,...,n

sejam satisfeitas, garante-se que o hiperplano {z | ¢’z 4+ b = 0} separa os conjuntos X; e
X,. No caso quadritico, o conjunto de resiri¢bes que deve ser atendido para que haja a
separacdo é dado por
Az +aib+e<0 , parai=1,...,m (5.15)
riAz; +2lb+e>0 , parai=m+1,...,n )

em que 4 = A" € R, b € R e ¢ é um escalar. Embora esse conjunto de restrigdes seja
novamente linear nas varidveis A, b e ¢, a obtencio de diversas caracteristicas interessantes
para a superficie separadora exige a presenga de restrigoes adicionais nao lineares, o que
torna adequado um tratamento no formato LML é possivel, por exemplo, impor a restricio
A > 0 de tal forma que a separagio seja feita apenas por superficies elipsoidais, confinando-
se os pontos pertencentes a X ao interior do elipséide separador. Além disso, pode-se
adicionar um par de restri¢des do tipo I € A < al, no qual « limita a razio® entre o maior
e o menor autovalor de A, isto é, o condition number de A, que pode ser interpretado como
a razao entre o raio maior e o raio menor da elipse separadora no caso de pontos no espago
R?. Eventualmente, pode-se até mesmo considerar o como variavel e minimizé-la, o que
resulta no elipsdide separador mais esférico possivel dos conjuntos X e X.

Retomando-se a exposi¢do, o problema convexo de minimizacio do autovalor maximo
de uma matriz real e simétrica escrita como uma combinagao afim A(z) = Ag+ b, Az
pode ser formulado como

minimizar T

sa TI- Af{z)>0 (5.16)
que é um problema no formato de (2.1}.
Para esta mesma combinacao afim de matrizes pode-se formular o problema
minimizar {|A(z)]} = max; 0, (A{z)) (5.17)

i1Nio obrigatoriamente de pontos inieriores.
2Pgis ¢ também é uma varidvel do problema.
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em que o;(A(z)) denota o iésimo valor singular da matriz A{z). Com a introducio da
varidvel auxiliar 7 e a ajuda do lema 5.1, consegue-se reescrever esse problema como

minimizar T
I Alz)

_ (5.18)
sa Fz)= {A(m)’ e

>0

Note-se que no problema de minimizagio do autovalor méximo os componentes bésicos da
combinagao de matrizes A(z) devem ser simétricos, enquanto que no problema de mini-
mizagao da norma isso nao é mais obrigatério.

Outros exemplos de problemas convexos (e algumas aproximacgdes para problemas nio
convexos) formulados como LMI podem ser encontrados em Vandenberghe & Boyd [24] e
[53}. Problemas especificos da drea de controle que podem ser resolvidos no contexto de
LMI podem ser encontrados na proxima segio deste trabalho e em Boyd et alii [3] e suas
referéncias.

5.2 LMI e problemas de controle

Nesta segdo serdo discutidos alguns (dentre varios!) problemas de controle que podem ser
formulados e resolvidos eficientemente como LMIJ.

Inicialmente, permita-se que se abra espaco para um breve comentdrio: é no minimo
surpreendente observar que o teste de determinacao da estabilidade de sistemas lineares
segundo a teoria de Lyapunov®, que acaba de completar um século, consiste em nada menos
do que verificar a existéncia ou nido de uma matriz factivel num conjunto escrito como uma
LMI. Isto é, dado o sistema auténomo, continuo, linear ¢ invariante no tempo descrito pelo
sistema de equacgdes diferenciais lineares g

o= Az (5.19)

em que z € R", esse sistema é estivel! se, e somente se, existir uma matriz P que satisfaca
estritamente a seguinte LMI

—(A'P+PA) ©

0 p |20 (5.20)
Obviamente as condi¢bes de Lyapunov (de fato muito mais abrangentes do que o exposto!)
nao consistem na resolugao explicita da LMI mas, sim, na obtencio de uma relagio entre
os autovalores de A e a existéncia, ou nio, de uma solu¢io desse problema.

No restante desta secdo discute-se o chamado problema de sintese M. de controladores.
N&o serao apresentadas provas formais dos resultados, o que pode ser fartamente encontrado
nas referéncias bibliogréficas, visto que o objetivo desta apresentacio consiste apenas em
ilustrar a versatilidade advinda do uso da formulag¢io LMI em problemas de controle. Assim,

#Veja por exemplo, Vidyasagar [25).
*Para qualquer condigdo inicial dada, as trajetdrias de z ao longo do tempo convergem sempre para a
origem.
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dado o sistema ndo auténomo, continuo, linear e invariante no tempo descrito pelas equagoes
de estado

(5.21)

f = Az + Bw
z = (Ca

em que 2 € R, w € R e z € R®, a norma H, desse sistema, definida somente caso a matriz
A seja estavel, é dada por

Vsl = = [ o0 5. G Hasl o)) do (5.22)

em que H,.(s) é a fungio de transferéncia da entrada w para a saida z e ()" denota o
complexo conjugado transposto de (-). Pode-se provar que este cdlculo, efetuado em termos
do operador func¢do de transferéncia H.,,. no dominio freqiencial, é equivalente ao célculo
no dominio temporal de

el = [ Aoty (5.23)

em que h{t) é a resposta impulsiva do sistema linear acima. Em decorréncia disso e da
linearidade do sistema, torna-se possivel calcular® essa norma mediante a avaliacdo dos
chamados gramianos de observabilidade e controlabilidade, de tal forma que

[ Husll3 = tr (B'LoB) = tr (CLLY) (5.24)

em que os gramianos Ly e L. sao obtidos mediante a resolucio das seguintes equagoes
matriciais lineares

AL.+ LA +BB = 0 (5.25)
AL, +LA+CC = 0 (5.26)

Por estas equagbes percebe-se que, sempre que B'B e ('C forem matrizes estritamente
definidas positivas, os gramianos satisfazem as inequagdes de Lyapunov (AL, + LA} < Qe
(AL, + L,A) < 0 e, portanto, conforme a breve discussio apresentada no inicio desta secio,
L. e L, sdo matrizes estritamente definidas positivas.

Esse problema pode ser também formulado como um problema linear sujeito a restricoes
do tipo LMI. Mostra-se, avaliando-se as condigoes de otimalidade, por exemplo, que as
solucdes dos problemas

minimizar (C'C, P}

AP+ PA + BB <0 (5.27)
8.2
P >0
e
minimizar (BB, Q)
AQ+QA+C'C <O {5.28)
8.2
Q>0

sao exatamente P = L. e Q = L,. Essa formulac¢io, visivelmente mais complicada do que
a resolucdo da equagdo linear matricial anterior, permite, entretanto, que o problema de

5Satisfeitas as condicbes de controlabilidade e observabilidade.
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sintese de controladores seja formulado de maneira bastante conveniente. Para o sistema
linear descrito pelas equagoes

z = Cz+ Du (5.29)

{ &t = Ax + Biw+ Byu
em que as matrizes C' e D sio ortogenais® C'D =0, ’'D>0e ByB, > 0, z € B9, w € R7,
z € R e u € N, o problema de realimentagio de estados H, pode ser enunciado como

Dado o sistema linear descrito pelo sistema de equacdes (5.29), encontrar a
matriz de realimentagdo de estados K de tal forma que o sistema realimentado
pela lei de controle u = Kz seja estdvel e tenha a minima norma ||Hy.||s.

Esta formulagao do problema em termos de uma realimentagio esttica do vetor de
estados se justifica uma vez que é possivel mostrar que nenhuma outra lei de controle
linear ou néo linear consegue obter um menor custo Hy do que o obtido por meio desta
configuragio. Desta forma, apds a eliminagao da entrada v mediante a substituicio da lei
de controle, obtém-se o sistema, também linear,

8= Lot B (5.30)
? .

= Chpyz

em que Ay, ; = (A+ BK) e Cpy = (C'+ DK). Para esse sistema, o calculo da norma H,
por meio dos gramianos resulta nos seguintes problemas nio convexos

minimizar tr{(CPC’' + DKPK'D")

. | AP+ PA'+ ByKP+ PK'BL + BB <0 (5.31)
) FP>0
e
minimizar tr(B'QB)
‘a { AQ+QA+QBK + K'ByQ +C'C+ K'D'DK <0 (5.32)
) Q>0

A chave da transformacdo desses problemas em problemas convexos na forma de LMI
consiste na mudanga de varidveis descrita em Geromel ef alii [9]. Para o primeiro problema,
definem-se as varidveis Y = K'P e Z de tal forma que seja possivel reescrevé-lo como

minimizar tr(CPC’' + DZD")
AP+ PA' + BY +Y'By + B1B{ <0

5.4 P Y

(5.33)

Note-se que a fungdo objetivo foi linearizada através da introducio da varidvel Z na forma
do complemento de Schur Z > Y P~!Y’. Esse novo problema é um problema linear com
restricbes LMI e a prova formal da equivaléncia pode ser no encontrada no citado artigo

®Sem perda de generalidade, veja por exemplo Anderson & Moore {1].
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e suas referéncias. Fato de vital importincia é que a solugdo (P, Y), caso exista’, permite
determinar unicamente a matriz de ganho 6tima como K* = Y P~} = K*PP~ L.

Para o segundo problema, antes de se efetuar a troca de varidveis deve-se multiplicar
por W = Q7! > 0 e pelos dois lados a primeira restricio, o que resulta numa nova restricio
na forma

WA + AW + ByKW + WK'By + (CW + DKW)Y(CW + DEW) <0 (5.34)

logo, introduzindo-se as varidveis S = KW e R e aplicando-se o lema 5.1, obtém-se o
problema equivalente

minimizar tr(R)
[ WA + AW + BoS+5'By WC'+5'D" | _
g.a

CW + DS -1 = (5.35)

R B
l B W ] 20
e, novamente, K* pode ser obtido como K~ = SW™1,

Pelas discussGes anteriores, a solugio do problema realimentagio de estados Hy é de tal
forma que

1]} = min /0 ¥ (1) C'Ca(t) + u(t) D' Dult) dt = tr (ByL,B)) (5.36)

portanto, é completamente equivalente & solucio do chamado problema linear quadratico® no
qual as matrizes de ponderagao dos estados e das entradas sio dadas, respectivamente, por
C'C e D'D, e a matriz By pode ser identificada com as condicdes iniciais. Conseqgiientemente,
existe também a equivaléncia com o problema de controle de étimo Gaussiano cujas matrizes
de covaridncia dos ruidos valem C'C e D' D). ésabido, portanto, que as solhugoes de todos esses
problemas podem ser obtidas de modo muito eficiente mediante a resolucio das chamadas
equagoes de Riccati. Todavia, a grande vantagem da abordagem LMI é que ela torna
possivel tratar, e com igual facilidade, o chamado problema de realimentacao de estados
Hy com custo garantido. Nesse problema, deseia-se obter uma matriz de realimentacio de
estados que assegure estabilidade a todos os sistemas lineares resultantes da realimentagao
de N sistemas cuja dindmica seja descrita por equacoes de estado como

&= Ajz + Biw + (Ba)u (5.37)

e que, ao mesmo tempo, minimize um critério do tipo Hz, que pode ser novamente calculado
mediante a introdugao da ponderagdo representada pela “saida”

z = Cz+ Du (5.38)

FElaborando-se um pouco mais: denotando-se por K o conjunto de todos os ganhos que
estabilizam simultaneamente todos os sistemas em (5.37), por P4 o conjunto de todos as

"Veja condigdes nas referéncias.
#Veja novamente Anderson & Moore {1] e Peres & Geromel [19].
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matrizes A; e por Pp, o conjunto de todas as matrizes {B3); em {5.37), deseja-se encontrar
a lei de controle u = Kz que minimize

infi |[(Haw)ill3
Keck

5.8 A, € Py
(32)‘i = PBE

(5.39)

Nas referéncias bibliogrificas encontram-se provas de que isso pode ser obtido pela re-
solucdo de um dos dois problemas lineares

minimizar tr(CPC' 4 DZD)
bL(AiP + PA; + (B2):Y +Y'(Ba)i + BaBy)ingy, vy S0

- ou

s.a P v (5.40)
{ v z |20
minimizar  tr{R)
([ WAL+ AW 4 (Ba)iS + S°(By), WCT 4 5D <0
CW+ DS ~I . -
5.3 , ge={1,.. N}
R B
{ B w|=2!
(5.41)

em que bl{-) representa a matriz resultante da composi¢io das i matrizes (-) em formato
bloco-diagonal.

Em Geromel et alii [9], prova-se que, se esses problemas apresentarem solucées, o ganho
K* = YP™! = SW~1 estabiliza simultaneamente os N sistemas em (5.37). Néo é diffcil
visualizar (principalmente no primeiro problema) que, para todo ganho K associado a pares
(P,Y) ou (W, 5) factiveis, e em particular o ganho 6timo, as restricées dos problemas acima
&0 tais que, definindo-se (A ) = A; + (B)iK,

(Ams)iP + P(Amys)i <0 (5.42)

pois B1Bj > 0, e
(Amf)iw =+ W(Amf):- < 0 (5.43)

pois D'D > 0. De fato, devido a “linearidade” em relagio as matrizes A; e (By);, esse
resultado chega a garantir que K™ estabiliza todo sistema linear invariante no tempo cujo
modelo possa ser obtido como combinagio convexa das N matrizes A; e { By };, 0 que permite,
portanto, delimitar uma regido politépica de estabilidade no espaco dos parametros A e B,
Mais ainda, considere-se o sistema linear, continuo e variante no tempo descrito pela equacio
de estados ,

z = Amp(t)z (5.44)

em que

N N
Ami(t) =Y ai@)(Ams)i > D ai(t) =1 e ai(t) 20 (5.45)

=1 i=1
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Construindo-se para esse sistema a funcdo de Lyapunov V{E) = z(tY P~ 'z(t), P > 0, suas
derivadas sdo dadas por

V{t) = 2(t) (Ams(y P~ + P14, #(1)) 2(t) (5.46)

€, portanto, o sistema (5.44) serd estdvel se

N N
PAmi(@) + AP = P30t} Ams) + 3 ai(t)(Any)i P (5.47)
=1 i=1
N
= D ai(t) (P(Amg)i + (Amg)iP) < 0 (5.48)

i1

Surpreendentemente, percebe-se que a propriedade expressa em ({5.42) assegura que a solucio
do problema (5.39) atende a uma condigio suficiente de estabilidade do sistema linear vari-
ante no tempo (5.44). Esse é um resultado bastante expressivo e interessante, pois assegura
que a lei de controle linear obtida através da minimizagio do custo H, para N sistemas
lineares invariantes no tempo garante robustez (no sentido da estabilidade) e otimalidade
{(no sentido #3) mesmo na presenca de incertezas paramétricas variantes no tempo restritas
a uma regido poliedral do espago de pardmetros. Isso consiste, sem divida, numa excelente
maneira de se obter o controle de sistemas que nao sao bem descritos por modelos lineares
devido a mudangas das condigdes de operagac ocasionada por variacoes das entradas ou
mesmo variagOes intrinsecas dos parimetros ao longo do tempo.

Uma outra vantagem desta formulagdo consiste na possibilidade de imposio de res-
trigbes estruturais & matriz de realimentacio K. Isso permite obter solugdes, por exemplo,
que implementem o chamado controle descentralizado”. Faz-se isso impondo-se estrutu-
ras adequadas as varidveis (P,Y) ou (W, §), de tal forma que, ao se efetuar o produto
K =YP! = SW-1, obtenha-se a desejada estrutura em K. Note-se que essas restricdes
sa0 sempre lineares nas varidveis do problema e implicam reducio do nimero de varidvels
independentes e que esse tipo de abordagem é somente suficiente, uma vez que a inexisténcia
de produtos Y P~ ou P~ estruturados e factiveis nio implica inexisténcia de K estrutu-
rado e factivel.

Finalmente, a formulagdo LMI permite obter eficientemente a solucio do chamado pro-
blema 3 generalizado, introduzido em Rotea [22]. Este problema consiste na minimizacao
de funcdes obtidas a partir de

fo= sup 12(8) o0, (5.49)
17wty w(oa: < 1

em que a norma (o0, p} do sinal 2(t) é dada por

[2(O)]lee,p = sup l2(1)]), (5.50)
>0

Essas normas correspondem ao méximo valor de pico da saida para entradas de energia
limitada, ou seja, o overshoot, que freqiientemente consiste em uma restricio de projeto.

*Veja Geromel et alii (7]
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Em Wilson [26] e Geromel & Oliveira [8] demonstra-se que, para alguns valores de p, essas
normas podem ser calculadas em fungio do gramiano de controlabilidade como

fi = maxdiCL,C'd; (5.51)
fo = maxA\(CL,C') (5.52)
feo = max diag (CL,C") (5.53)

em que d; sio todos os vetores pertencentes a R? cujos componentes valem ou um, ou
menos um. Verifica-se que, em todos esses casos, essas fungdes sdo monotonicas, convexas,
e podem ser colocadas no formato LMI mediante a introdugio de uma varidvel escalar
adicional. Pode-se minimizar a norma f;, por exemplo, adicionando-se ao mesmo'® conjunto
de restricdes do caso Hy tradicional restricdes do tipo

T > d;CPC'd; (5.54)

e minimizando-se 7. Pode-se fazer o mesmo em relacido ao objetivo f.. definindo-se apro-
priadamente uma base de vetores que extraia os valores da diagonal de (CPC’). Quanto ao
objetivo f,, pode-se tratd-lo como exemplificado no problema (5.16).

Encerrando-se as discussdes, a formulagio dual do problema de controle por reali-
mentacio de estados Hy —— o problema de estimacio de estados — pode ser também abor-
dada no contexto LMI de modo que se possa tirar proveito das consideragdes desta secao.
Observe-se, ainda, que a conhecida propriedade de separagio dos problemas de controle
e estimagio permanece vélida mesmo para o problema H» generalizado'!, e isso permite
que os resultados discutidos nesta se¢io sejam implementados por meio de controladores
dinimicos com a mesma ordem do sistema original, sempre que houver impossibilidade de
se obter todo o vetor de estados.

5.3 Notas finais e perspectivas

Encerrando este trabalho, a fim de situar o leitor desta dissertacio em relagdo as referéncias
bibliograficas, apresentam-se nas préximas linhas breves comentérios bibliograficos, organi-
zados por capitulos.

s O capitulo 2 apresenta os fundamentos tedricos necessdrios ao desenvolvimento dos
algoritmos de pontos interiores para desigualdades matriciais lineares dando um tra-
tamento semelhante ao utilizado no contexto de programacgao linear, veja, por exemplo,
[10] e as diversas referéncias nele citadas. Todo o desenvolvimento foi feito pelo autor.
Resultados relativos ao conceito de “autoconcordancia” podem ser encontrados em
[14]. O nome transformagio simétrica foi cunhado pelo proprio autor por analogia
funcional ao scaling, em programacao linear.

o Inicia-se o capitulo 3 discutindo-se o problema da medida de centralizagio, inspirado
no tratamento dado em [10] para programagcio linear. Os tesultados referentes ao

10 A monotonicidade em P garante que no ponto dtime obter-se-d, assim como no caso Ha tradicional,

P = L.
1¥eja Rotea [22].
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passo Otimo sdo originais. Novamente baseado em [10], descrevem-se os algoritmos
seguidores de trajetdria. A descricdo dos algoritmos primais-duais mescla de maneira,
original informagoes obtidas prinicipalmente em [10, 24, 23, 14]. Quanto ao algoritmo
projetivo, a apresentagdo é inteiramente original, revelando aspectos nio explorados
em {15, 16, 14}, como a determinag¢do do limitante f; e fornecendo uma interpretagio
geométrica mais solida e correta. Finalmente, o breve tratamento do problema de
factibilidade é baseado em [24, 2].

e No capitulo 4, as discussdes acerca da avaliacdo do operador projecdo sio inspiradas
em [16]. O tratamento da determinagao do passo 6timo unidimensional é original. A
busca plana, no caso dos algoritmos primais-duais, reflete a abordagem encontrada em
[24].

e A primeira parte do capitulo 5 é baseada em [24, 5] enquanto a segunda parte foi
inteiramente idealizada e escrita pelo préprio autor.

Finalmente, enumeram-se alguns pontos que poderiam ser ainda explorados, dando pros-
seguimento a este trabalho.

e Extensao do algoritmo projetivo para que se possa tratar o problema guase-convexo
(3.107).

¢ Implementacio computacional eficiente dos algoritmos (em andamento}.

¢ Comparagao da eficiéncia numérica dos vérios procedimentos propostos e das diversas
familias de algoritmos (em andamento).
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