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Resumo

Neste trabalho apresentamos extensoes de construcoes de codigos ciclicos (via
anéis de grupo), cddigos de Hamming, codigos Reed-Solomon, cédiges BCH e
c6digos alternantes sobre anéis comutativos finitos locais com identidade sob
a métrica de Hamming e cddigos BCH sobre anéis de inteiros finitos locais sob
a métrica de Lee. Os cddigos de Hamming, Reed-Solomon, BCH e alternantes
sio construfdos em termos de suas matrizes verificacdo de paridade e a de-
rivagio dos c6digos BCH e dos cédigos alternantes é baseada na fatoragéo de
x% — 1 sobre o grupo das unidades de uma extensio apropriada do anel finito.
Também, apresentamos processos de decodificacio eficientes para os cddigos
de Hamming, Reed-Solomon, BCH e alternantes sob a métrica de Hamming e
urn algoritmo de decodificagio alternativo para os cddigos BCH sob a métrica
de Lee. Os algoritmos de decodificacio para os cédigos Reed-Solomon, BCH

e alternantes sio baseados no algoritmo de Berlekamp-Massey modificado.
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Abstract

In this research we present extensions of comstructions of cyclic codes (via
group rings), Hamming codes, Reed-Solomon codes, BCH codes and alter-
nant codes over arbitrary local finite rings for the Hamming metric, and BCH
codes over local finite integer rings for the Lee metric. Hamming codes, Reed-
Solomon codes, BCH codes and alternant codes are constructed in terms of
their parity-check matrices and the derivation of BCH codes and alternant co-
des are based on the factorization of 2°—1 over the unit ring of an appropriate
extension of the finite ring. We present efficient decoding procedure for the
Hamiming codes, Reed-Solomon codes, BCH codes and alternant codes for the
Hamming metric and an alternative decoding procedure for the BCH codes
for the Lee metric. The algorithms for the Reed-Solomon codes, BCH codes

and alternant codes are based on the modified Berlekamp-Massey algorithm.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo faremos um breve histérico da teoria de cédigos e a descrigio dos demals capituios

que compdem este trabalho.

1.1 Historico

A teoria de codigos é um ramo da matematica em franca atividade possuindo varias ramificacoes
que utilizam ferramentas bastante diversas, como por exemplo, teoria dos niimeros, teoria dos grupos,
combinatéria, geometrias finitas e geometria algébrica, dentre outras. Cédigos sdo utilizados sempre
que se deseja transmitir on armazenar dados. Por exemplo, nas comunicagbes via satélite, nas comu-
nicactes internas de um computador, no armazenamento de dados em fitas ou disquetes magnéticos,
ou no armazenamento éptico de dados.

A teoria de c6digos foi fundada pelo mafemdtico Claude E. Shannon [47], na década de 40.
Sendo que a teoria de cddigos corretores de erros teve inicio nesta mesma década com os trabalhos
de Golay [19], Hamming [21] e Shannon [47]. A grande descoberta da época surgiu, principalmente
devido a Shannon, com os modelos de codigos capazes de detectar e corrigir erros num sistema de
comunicacdes. Shannon mostrou em 1948 que, através de uma codificagio apropriada da informagao,
os erros introduzidos por um canal ruidoso poderiam ser reduzidos a nivel desejado sem sacrificar a
taxa de transmissao (desde que a taxa de informagdo R (expressa em digitos por segundo} for menor
que um valor . A partir de entdo pesquisadores vém procurando encontrar familias de bons cédigos
(previstos pela Teoria de Shannon) e também projetar decodificadores eficientes para os mesmos.

Em teoria de c6digos o problema que se pde é: dada uma mensagem recebida que contém um certo



atfimero de erros, Como corrigir estes erros e recuperar a mensagem enviada? Se a mensagem enviada
contém redundancias e se a guantidade de erros é pequena, em muitos casos podemos Tecuperar a
mensagem. Esta é a filosofia dos codigos corretores de erros. O que torna interessante a teoria de
cédigos corretores de erros é como um problema, a principio téo "aplicado”, se relaciona intimamente

com varios tépicos da matemdtica motivando novos problemas e novos resultados em ambos os lados.

1.2 Descricao do Trabalho

A demanda por alta confiabilidade da informagio a ser transmitida decorrente das necessidades
dos novos servicos a serem prestados aos usudrios dos sistemas de telecomunicagdes, requer que novas
clagses de cédigos sejam encontradas. As classes de codigos corretores de erros estéo fortemente fun-
damentadas na estrutura algébrica de corpos finitos e suas extensdes. Contudo, os cédigos decorrentes
destas classes, por si s6 ndo sdo capazes de satisfazer as condigdes de alta taxa e alta confiabilidade.
Por outro lado, as classes de cddigos sobre anéis finitos e suas extensdes sao suficientemente capazes
de satisfazer & condi¢lo exigida pelas novas demandas, mas se carecem de uma sistematizacio na
determinacio dos melhores cédigos e também de algoritmos de decodificagao.

Cédigos sobre anéis finitos tém recentemente despertado um grande interesse em teoria de co-
dificacio pelas suas bem sucedidas aplicacdes em modulagio codificada e pelo fato de serem capazes
de satisfazerem as condicbes exigidas pelas novas demandas. Um trabalho notdvel de Hammons et
al. [22], mostrou que certos cédigos néo lineares bindrios com boa capacidade de corre¢do de erros,
por exemplo os cddigos Kerdock, Preparata, Goethals e outros, podem ser vistos, através do mapea-
mento de Gray, como cédigos lineares sobre Z,. Trabalhos anteriores por Calderbank e Sloane [13],
Blake [8] e [9], e Shankar [46] estenderam a nogdo de cédigos ciclicos, cddigos de Hamming, cddigos
Reed-Solomon e cddigos BCH sobre corpos finitos para as classes de codigos sobre anéis finitos de
inteiros residuais. Biglieri e Elia, [8], mostraram que codigos sobre grupos abelianos podem ser estu-
dados via cédigos lineares sobre anéis finitos. Interlando, Palazzo e Elia [33] apresentaram algoritmos
de decodificacio para codigos Reed-Solomon e ¢ddigos BCH quando definidos sobre anéis de inteires
residuais.

A maioria dos cédigos ndo bindrios sdo determinados através da métrica de Hamming. Cédigos
com a métrica de Hammming sio ideais para canais balanceados em que a probabilidade de erro para

cada simbolo é a mesma. A métrica de Lee foi desenvolvida como uma alternativa para a métrica de



Hamming para transmissio de sinais ndo binarios sobre certos canais ruidosos. Ulrich [51] considerou
cédigos que podem corrigir um erro de +1 ou ~—1 numa palavra-cédigo. Cédigos com a métrica de
Lee sobre corpos finitos, foram descritos por Lee [34], Berlekamp [5], Chiang e Wolf [14], Satyanarayana
[44], e recentemente por Roth e Siegel [42].

(édigos algébricos lineares podem ser definidos através de alfabetos escolhidos em um conjunto
de tamanho arbitrdrio. Contudo, muitos dos resultados em Teoria de Codificagio tém sido obtidos
assumindo que os simbolos s&o elementos de um corpo finito. Deste modo, neste trabalho propomos
novas técnicas de construcdes de codigos ciclicos, cédigos de Hamming, codigos Reed-Solomeon, codigos
BCH e cédigos alternantes sobre anéis comutativos finitos com identidade sob a métrica de Hamming
e codigos BCH sobre anéis de inteiros residuais médulo ¢, onde ¢ ¢ uma poténcia de um primo, sob
2 métrica de Lee. Também analisamos o problema da decodificagdo destes cddigos. A questdo relativa
3 existéncia de um algoritmo de decodificaciio simples, sob a métrica de Lee, permanece aberta. Um
processo sistematico para decodificacio de cédigos sob a métrica de Lee tem sido a motivacio das
pesquisas recentes.

A organizagio bésica dos capitulos que compdem o escopo deste frabalho estd dividida como se
segue.

Inicialmente, no Capitulo 2, estabelecemnos a terminologia e a notagio adotadas neste trabalho,
revisando os conceitos de algebra abstrata, teoria dos ndmeros e de cddigos de bloco sobre corpos
finitos.

No Capitulo 3, apresentamos construgdes de cddigos ciclicos (via anéis de grupo) sobre anéis
comutativos finitos, cédigos de Hamming e c6digos Reed-Solomon sobre anéis comutativos finitos
locais. Esta proposta estende as construgdes apresentadas por Blake em (8] e [9], quando estes codigos
sio definidos sobre anéis dos inteiros residuais médulo ¢, onde ¢ ¢é uma poténcia de um primo.

No capitulo 4, estendemos os cédigos BCH sobre anéis comutativos finitos com identidade. Esta
proposta é bastante similar & construcdo destes codigos gunando definidos sobre corpos finitos e es-
tende a construciio proposta por Shankar [46]. Também, através do algoritmo de Berlekamp-Massey
modificado proposto por Interlando, Palazzo e Elia [33] apresentamos um algoritmo de decodificagio
para os c6digos Reed-Solomon e os cédigos BCH definidos sobre anéis finitos.

No Capitule 5, apresentamos construgdes de cédigos alternantes sob a métrica de Hamming e
c6digos BCH sob a métrica de Lee. Os cédigos alternantes foram estendidos sobre quaisquer anéis

comutativos finitos locais com identidade enquanto os cddigos BCH foram estendidos sobre anéis



locais de inteiros residuais médulo ¢, onde ¢ € uma poténcia de um primo. Também apresentamos
algoritmos de decodifica¢do para estes codigos. O algoritmo de decodificacdo para os cédigos BCH
combina o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado proposto por Interlando, Palazzo e Elia [33]
com o método proposto por Roth e Siegel {42].

Finalmente, no Capitulo 6, faremos nossas conclusdes e indicamos alguns t6picos para estudos

futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Este capitulo introduz os conceitos bdsicos sobre dlgebra abstrata, teoria dos nitmeros algébricos e
teoria de codigos sobre corpos finitos, necessérios para o entendimento dos demais capitulos. Na Sec¢ao
2.1, faremos um breve resumo da teoria basica de dlgebra abstrata necessaria para o desenvolvimento
deste e dos demais capitulos. Na Seciio 2.2, faremos uma breve revisio dos principais fatos bdsicos
sobre o anel dos inteiros algébricos de um corpo numérico. Veremos os corpos quadriticos e seus
anéis de inteiros algébricos. Analisamos, também, que o anel dos inteiros algébricos é um dominio de
Dedekind e focalizamos as decomposicdes de ideais nesses anéis. Os teoremas-definicio das extensoes
e contragdes de ideais primos serdo analisados. Também veremos o fato que a partir dos dominios de
Dedekind é possivel encontrar um grande ndmero de anéis finitos através do conceito de norma de
um ideal. Na Secdo 2.3, faremos uma breve revisdo de cédigos sobre corpos finitos enfocando seus
principais resultados. Definindo seus pardmetros tais como comprimento, dimensio, taxa, distancia
minima e conjuntos de informacio, matrizes geradora e verificagio de paridade e sindrome. O algoritmo
de decodificacio por midxima verossimilhanca também serd analisado. Em geral, este algoritmo é
razoavelmente complexo, mas codigos com propriedades particulares (por exemplo, os cédigos ciclicos)

podem ter algoritmos de decodificagio mais eficientes.

2.1 Conceitos Basicos de Algebra Abstrata

Nesta secfio, faremos uma breve revisdo dos conceitos elementares sobre grupos, anéis, corpos,
médulos e espacos vetoriais, estabelecendo a notacio e a terminologia adotada neste trabalho. A

referéncia adotada nesta secio é [27].



Definicdo 2.1.1 Um grupo (G,*) € um conjunto ndo vazio G junlo com uma operagdo sobre

G que satisfaz as seguintes propriedades:
o (akb)rc=ax*(bxec), Vo,b,c€ G (associativa)
o criste e € (¢ tal que axe=exa=a, Ya€ G (elemento identidade)
o Vac @, eviste o € G tal que axa =a *a=e (elemento inverso)

Se além disso, a *b = bx*a, Ya,b € G (comutativa), dizemos que o grupo G € comutativo ou

abeliano. "
As vezes, por simplificacio de linguagem, diz-se apenas "G & um grupo” ou o "grupo G”.

Definicdo 2.1.2 Seja (G,x) um grupo. Dizemos que um subconjunto ndo vazio H G G € um

subgrupo se satisfar as seguinles condigoes:
o Ya,b e H tem-se que axbe H (fechamento)

o (H,*) também € um grupo. (Aqui a operagio é a mesma de G 50 que restrita a H ). [

Os subconjuntos {e} e G de (@ sdo subgrupos chamados subgrupos triviais, enquanto que

os demais sao ditos ndo triviais.

Definicao 2.1.3 Um grupo G € chamado wm grupo ciclico se existir um elemento a € G tal que

G={a"|me Z}. O elemento a ¢ chamado gerador de G ¢ usamos a notagdo G =<a>. M

Usaremos a notacio a™ = a.---.a (m vezes) se ( ¢é um grupo multiplicativo e a notagao

g =a+ -+ a=ma {m vezes)se (G & um grupo aditivo.

Definicio 2.1.4 Dados dois grupos (G, +) e (H,4), dizemos que uma aplicagio ¢ : G — H € um
homomorfismo de grupos de G em H se para todo a,b € G tem-se que ¢(a*b) = d(a)Lg(b).
Se além disso, ¢ for bijetora, dizemos que ¢ € um isomorfismo de grupos e que os grupos G €

H sdo isomorfos. ]

Observe na Definicio 2.1.4 que a operagdo a*b & a do grupo G, enquanto que a operagao

dla)Ag(b) é a do grupo H.



Definicio 2.1.5 Umanel (A,+,) € um conjunto ndo vazio A munido das operagdes + (adigdo)

e - (produto ou multiplicagio) que salisfaz as sequintes propriedades:
» (A,+) € umn grupo abeliano.
o A operacio multiplicagdo € associativa, isto €, (ab)e = a(be), Ya,b,c € A.

o A multiplicagdo é distributiva em relagdo ¢ adigdo, isto é, a{b+c) = abtac e (a+b)c = ac+be,

para todo a,b,c€ A. ]

As veges dizemos apenas A éum anel” ou falamos do "anel A”, por simplificagio de linguagem.
Isto pressupde, naturalmente, um par de operagdes em A (com as propriedades citadas) sobre as

quais nao hé nenhuma ddvida.

Definicdo 2.1.6 Um anel A em que a multiplicagio ¢ comulativa, isto €, ab = ba para todo
a,b € A, € chamado um anel comutativo. Se além disso, A possuir elemento identidade em
relacio & multiplicagdo, que serd denotado por 1, dizemos que A € um anel comutativo com

identidade. -

Os andis considerados neste trabalho, salvo mengdo contraria, serdo sempre comutiativos com
identidade. Um subanel de A éum subconjunto nio vazio de A que, considerado com as operagoes

de A é um anel.

Definigio 2.1.7 Sejam A e B dois anéis. Uma aplicagdo ¢ : A — B € chamodo um homo-
morfismo de anéis se para todo a,b € A tem-se que dla+b) = ¢{a) + d(b) e @lab) = ¢lajo(b).

Se além disso, ¢ for bijetora, dizemos que ¢ ¢ um isomorfismo de ancis e que os anéis A ¢ B

sdo isomorfos. -
Sejam Ay, Ag,---, A, aneise A= Ay X Ay % -+ x A, seu produto cartesiano. Sejam a =
(a1,a2,- - a,) e b= (by,b2,--+,b,) dois elementos de A. Definimos a soma e o produto em A
por
awlwbx(a1+bl,ag+bg,-",ar+br) € ab:(albl,agbg,---,arb,.}. (21}

Com estas duas operagdes, temos que A & um anel. O anel, assim obtido, é denominado produto
(soma) direto de Aj, Az, - <, Ar. Quando nos referimos a0 anel A = Ay x Ag X -+ X A, sem

nenhuma mencdo, iremos considerar o produto direto de Ay, Az, -+, Ar.

7



Definicio 2.1.8 Seja A um anel. Dizemos que um subconjunto ndoe vazio I C A € um ideal em

A se salisfaz as seguintes condigées:

e Pare todo a.b&l tem-seque a+bel;
e« Parc todo a €1 e r& A tem-se qgue rae I, »

Os subconjuntos {0} e A sioideais de A, chamados ideais triviais, enquanto que os demais
30 chamados nao triviais. Se I é um ideal de A, o conjunto A/ = {r+1|r & A}, munido com
as operagoes (a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1 e (a+I){(b+1)=ab+ ] paratodo a,b€ A, formaum
anel, chamado anel quociente de A em relacio ao ideal . Entre osideais I de A distinguem-se
os ideais principais, isto é, quando [ =< a >= a4 = Aa, ou seja, guando I & gerado por um

dnico elemento @ € A. Um anel A é chamado prinecipal se todo ideal de A for principal.

Definicio 2.1.9 Seja P um ideal num anel A. Dizemos que P € um ideal primo se P # A e
para todo a,b € A com abe P implicar que a € P ou be P. Umideal M em A € chamado

maximal se M # A ese A € ounico ideal em A que contém M ¢ € diferente de M. [
Teorema 2.1.1 Seja A um anel. Entdo todo ideal mazimal de A € primo. [

Definiciio 2.1.10 Seja A um anel finito.

e Um elemento a € A € dito uma unidade {ou invertivel) se exisie um elemento b ¢ A tal

que ab = 1.

e Um elemento a € A € dito uma ndo unidade (ou um divisor de zero) se eriste um elemento

bhe A, ndo nulo, tal qgue ab=0. »

Se A nido possuir divisores de zero, isto é, se ab =0 implicar que a =0 on b= 0, entio A
é chamado um dominio (de integridade). As unidades do anel A formam um grupo multiplicativo
comutativo, denotado por A*. Se A for um dominio, um elemento ndo nulo e naoc invertivel a € A
& chamado irredutivel se nio for um produto de dois elementos de A — A*, e é chamado prime
se o ideal principal < a > for um ideal primo. Todo elemento primo é irredutivel. O dominio A
& chamado fatorial se todo elemento @ € A, nio nulo e ndo inversivel, pode ser fatorado como
@ = pp2--Pr, onde r > 1 eos p; irredutiveis, ese ¢ = i¢2--"¢s, onde s> 1 eos ¢; sao
também irredutiveis, entdo r = s e cada fator p; é associado de um fator ¢;, ou seja, p; = ug;,

para alguma unidade u € A.



Definicdo 2.1.11 Um anel A £ dito local se possui apenas um ideal mazimal M. n

Teorema 2.1.2 Seja A wm anel finito. As seguintes condigdes sdo equivalentes.
e A éum anel local.
e Para todo a € A tem-se que a ou 1+ a € wna unidade.

e As ndo unidades de A formam um grupo abeliano aditivo. n

Seja A um anel. Para quaisquer ideais @, § de A, a intersegao aN¥ éomaiorideal de A
que esté contido em d ¢ B, casoma d+8={e+b:acdbe b} éomenorideal de A que
contém & e B. Istas nocdes sio estendidas de maneira natural a interse¢éio e 4 soma de um conjunto
qualquer de ideais de A.

O produto a.§ definido como o conjunto das somas finitas ay.by + -+ a,.b,, onde a; €4,

b€ B, 1<j<r, éumidealde A contido em dn#. Mais geralmente, define-se o produto [Ja; de
2

TG

wmn nimero finito de ideais d;, e em particular, as poténcias 6 = A, d! =d, d* =dd,-- .4
(m vezes) de um ideal 4.

Dizemos que os ideais ¢ e § de A sdo comaximais se a +#= A. Obviamente, isto ocorrerd
quando 4@ e B forem ideais maximais distintos. Temos que a inclusio 4.8 Cand é sempre verdadeira,
mas a igualdade somente é verificada quando os ideais forem comaximais.

Sejam dj,- - .4 ideais de A. Consideramos o produto cartesiano A = Aja; x -+ X Afa,
{que é um anel comutativo em relacio as operagbes componente a componente) e o homomorfismo
é: A — A definido por @ — (a+dy, -,a+d,) (¢ € A). Este homomorfismo tem obviamente

dyM---Nd, como nicleo e, portanto, induz um homomorfismo injetivo de Al 0o Nd,) em A

Em geral, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3 (Teorema Chinés do Resto,] Para quaisquer ideais ay,---,d, de A, com r > 2,

as sequintes condicbes sdo equivalentes.

e Gy, .4, sdo comazrimais dois a dois.
o O homomorfismo ¢ : A — Ajdy X --- x Afa, ¢ sobrejetivo. Neste caso, este homomorfismo
induz um isomorfismo de Af(@y N -+ Nd,) = Af(@)---d;) sobre Afdy x - X Afd,. [ |



No caso particular em que A = Z, concluimos do Teorema 2.1.3 que, para guaisquer nuimeros

my, -, m, € IN, primos dois a dois, o anel quociente m ¢ isomorfo ao produto direto

m1ZX erZ'

Exemplo 2.1.1 Sejam A = Z[i] e os ideais primos <1+i> e <2+t > doanel A. Como os

. . . L 4
idegis < 1+i> € < 241> sdo comazrimais, segue do Teorema 2.1.5 que - - — =
<l+i>nN<242>
A A é isomorfo ao produlo direto X 4 |
e T e o dir - —.
ciltis<2+i> <1+30> P 11 o
Teorema 2.1.4 Sejam dy,---,4, ideais e P um ideal primo de um anel A. Se dy---ap & P
(respectivamente =) entdo da; © P (respectivamente =) para algum j=1,--- 7. [

Definicio 2.1.12 Um corpo IK ¢ um anel comutativo com identidade tal que todo elemento ndo
nulo € uma unidade. Um subcorpo de IK ¢ um subconjunto ndo vazio de IK que considerado com

as operacoes de I € um corpo. -

Observacdo 2.1.1 Um ideal a ¢ primo (respectivamente, maximal) se, e somente se, Afa  for
wm dominio (respectivamente corpo). Em particular, A € um dominio se, e somente se, < (> for
wm ideal primo; A € um corpo se, e somente se, <0 > for um ideal mazimal e, portanto, o unico

ideal de A diferente de A. -

Definicio 2.1.13 Seja IK wm corpo. Umn espago vetorial V sobre IK € um grupo abeliano em
relagio a adi¢do junto com wma operagdo de multiplicagdo (por escalor) de IK XV em V, ou seja,
a cada par (a,u) de IK x 'V estd associado um inico elemento de V' que se indica por au, e

para essa mulliplicagao lem-se que:
o a{fu) = {af)u
o (a+ Bu = au+ fu
o afu+v)=out+av
o lu=w
para quaisquer w,v €V e a,f€ K. »

Definigao 2.1.14 Seja I um corpo. Umadlgebra V sobre I € um espago vetorial V' sobre K,
junto com uma operagdo bindria de multiplicagéo sobre V tal que para todo o€ IK e w,v,weV,

as sequints condi¢bes sdo satisfeitas:
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o (ou)v = a{uv) = u{av)
o (w4 v)w=vw-t+ow
o ul{v+w) = wv+ nw.

Além disso, se (uv)w = u(vw), paratodo uw,v,w €V, dizemos que V é uma dlgebra associativa

sobre IK. [

Sejam K um corpoe V um espago vetorial sobre o corpe M. Dizemos que o conjunto de
vetores § = {v; | 4 € I}, onde I & um conjunto de indices de V, gera V se paratodo u €V
tem-se que u = 1V + Ol + 0 QR onde o; € K e v, €8, j=1,2,---,n Neste
caso, o vetor u € chamado uma combinagao linear dos v;,. Dizemos que o conjunto de vetores
§ = {v; | i€ I} élinearmente independente sobre K se a igualdade zn:ajwj = ( implicar
que a; =0, j = 1,2,--+,n. Se o conjunto de vetores nao for linearmente ind;pmelndente, dizemos que

é linearmente dependente.

Definicio 2.1.15 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo IK. Dizemos que o conjunto de
vetores B={v; | i€ I} de V forma uma base paru V sobre IK segera Ve se for linearmente

independente. O nimero de vetores de B € chamado dimensao de V sobre IK. u
Teorema 2.1.5 (Hammel) Todo IK-espago vetorial V. possui uma base. n

A definicio de A-mdédulo, para um anel A qualquer, é obtida como estensao natural da nocgdo

de JK-espago vetorial.

Definicdo 2.1.16 Eniendemos por um A-moédulo um grupo abeliano M, escrito aditivamente ¢
munido de wma operacdo externa (usualmente escrita como multiplicagdo), satisfazendo os aziomas
afz +y)=az+ay, (a+b)le=az+bz, (ab)r=albz), Lo= 2z, parequaisquer a,be A e
T,y € M. |

Fvidentemente, todo grupo abeliano aditivo G é um Z-médulo, sendo (&n).z definido por
4t a) (n vezes) para quaisquer n € [N e z € G.
0 produto cartesiano de A-médulos é um A-mddulo, sendo as operagdes definidas componente

a componente. Um subconjunto N ¢ M & um A-submédulo se considerado com as operagdes de
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M éuam A-médulo. Também temos o mdédulo quociente M/N definido de maneira andloga para

anéis.
Se M é um A-médulo com submédulos Ny, Ny, -+, N, entdo M é chamado produto
(soma) direto de Ni,Ng,---,N, se todo elemento m € M pode ser expresso unicamente

como m = ny + n2 + -+ mn, com n; € N;. Equivalentemente, M = Ny + No+ -+ N, e
Nin(Ny+No+ -+ N+ Nppn + -+ N,.) =0 para 1<i<r. Nestecaso, M ¢ escrito como
M2N1XN2><"'><NT-

Um A-médulo M é finitamente gerado se existem zy,---,z; € M tais que M = Az +
.- 4 A.x,; neste caso, dizemos que z,---,z; formam um sistema de geradores de M. Dizemos
que os elementos i, -, ¥s € .MS sao linearmente independentes (sobre A) se, para quaisquer
ag, -0, € A, a igualdade Zaj.yj = 0 implicar que a1 = -+ = a; = 0. Se, além disso,
Y1, ", Ys formarem um Sistem;:}ie geradores de M, entdo este conjunto é chamado uma base de
M. Eimportante notar que nem todo mddulo finitamente gerado possui uma base. Em particular, a
caracterizacio das bases de um IK-espaco, como sistemas minimais de geradores ou sistemas maximais
de elementos linearmente independentes, ndo se estende a médulos. Um  A-modulo que possua uma
base é chamado livre.

Muitas vezes consideramos médulos cuja operagio externa ¢ definida por uma multiplicacio in-
terna. Em particular, dado um anel A, todo anel B que contiver A é considerade como A-mddulo,
sendo o produto externo a.z, com a € A e z € B, definido como o produto e.z tomado em
B. Em particular, o préprio A é counsiderado como um A-médulo, e os submaddulos de A4 sao
exatamente os ideais de A. Note que um ideal @ de A serd um A-mddulo livre se, e somente se, 4
for um ideal principal, gerado por um elemento que n#o seja um divisor de zero de A. Tal elemento
forma entdo uma base de d.

Sejam JF um corpo e K um subcorpo de JF. Considerando IF como K -espaco vetorial (em
relacio A adicio em JF' e a multiplicagio com elementos de JK'), dizemos que [’ éuma extensao
de IK e seuma (e logo toda) base do JK-espago [ tiver n elementos, dizemos que F ¢é uma
extensio finita de K, de grau [JF : IK] = n. Se tivermos a inclusio de corpos K C I C [E
decorre que [IE : K] = [IE: I : K], e que [JF:IK]=1 se, esomentese, IF'= IK.

Dado um subconjunio A de J, denotamos por K{A) o corpo obtido de JK pela adjungao
de A, ou seja, o menor corpo entre /K e I que contém A. No caso de A= {ag, -, 0.}

. .
escrevemos MK (o, -, 5.



Um elemento o € I é chamado algébrico sobre JK se for raiz de um polinémio ménico com
coeficientes em JK . Caso contrério, é chamado transcendente. Dizemos que J é uma extensao
algébrica de IK se todo elemento o € I for algébrico sobre JK. O corpo IK(A), obtido de
IK pela adjuncio de um conjunto A de elementos algébricos sobre I, ¢é chamada uma extensio
algébrica sobre JK. Uma extensio I de K serd finita se existirem elementos a3, ---, 04
algébricos sobre MK tais que IF = I (ay, -, o). Neste caso, J' & uma extensdo algébrica de K.

Um polinémio f(z) € K[z] é dito irredutivel sobre JK, se sempre que f(z) = a(z)b(x),
com afz), b(z) € IK[z], implicar que um dos a(z) ou b(z) tem grau zero (isto é, uma constante).
Um polinémio ménico (nio necessariamente irredutivel) f(z) = 2® + au12™ 1+ -+ ap € K[z] &
chamado separavel se f(z) esuaderivada f'(z) = na" ' +{n—1)ay_12" %+ 4a; forem primos
entre si, isto &, se mde(f(z), f(2)) = 1. Um polinémio irredutivel e ménico f(z) € K[X] serd
separavel se, e somente se, f’(:c) #£ 0. Um elemento a algébrico sobre /K é chamado separavel
sobre IK se for raiz de um polindémio separavel f(z) ¢ K[z].

Uma extensiao algébrica IF de K ¢é chamada separdvel se todo « € I’ for separdvel sobre
JK; paraisto é suficiente que [ = JK(A) para algum conjunto A de elementos separaveis sobre o
corpo K.

Dados um anel B, um subanel A e um subconjunto A de B, denotamos por A[A4] o
anel obtido de A pela adjungio de A, ou seja, o menor anel entre A e B que contém A. Se
A= {aq, -, a5} escrevemos A(ag,- -, a,) em vez de A(A).

Todo subanel A de um corpo I é um dominio, e K = {ab™':a,be A,b3 0} éo menor
subcorpo de I’ que contém A, chamado corpo de fracGes de A em IF.

Sejam A um dominio e I uma extensdo do corpo de fragbes K de A.  Os elementos
ay,- -+, € IF serdo linearmente independentes sobre A se, e somente se, o forem sobre JK. Temos
ainda que se [JF :JK]=n ese B éum subanel de F' que contém A e que, como A-mddulo,
possua uma base f1,---, 0, entdo g < n, eque ¢=n se, esomente se, 1.+, B, formam uma
base de [F' sobre K.

Para finalizar esta seciio, veremos alguns fatos sobre corpos finitos. Seja n um inteiro positivo
fixo e sejam h e k dois inteiros quaisquer. O resto r quando h+k (hk) é dividido por n éa
soma (produto) de A e k£ mddulo n. O conjunto {0,1,---,n — 1} éum anel sob estas operacoes,
denotado por Z,. Quando n éum primo p temos que Z, éum corpo de p elementos e denotado

por GF(p). Seja f{z) € GF(p) um polinémio irredutivel de grau sm. O guociente de GF(p)[z]
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médulo f(z) € um corpo, chamado corpo de Galois de ordem p™, e denotado por GF(p™). O
corpo GIF(p™) é um GF(p)-espago vetorial de dimensdio m e, portanto, possui p™ elementos. A

unicidade de G F(p™) é garantida pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1.6 Se I e IF sdo dois corpos finites de ordemn p™, entdo os corpos I e I sdo

isomorfos, ou seja, existe um isomorfismo entre I e I que preserva a adigdo e a multiplicacdo. |

Teorema 2.1.7 O conjunto dos elementos inversiveis de wm corpo finito com ¢ elementos, onde
g =p™", € um grupo ciclico multiplicativo de ordem ¢ — 1. [

»

2.2 Inteiros Algébricos sobre um Anel

A nocio principal na Teoria dos Nimeros Algébricos é a de anel dos inteiros algébricos de um
corpo numérico. Este anel serd introduzido nesta segio num contexto mais geral, através da nogao
de elemento inteiro sobre um anel A, que estende a nogio de elemento algébrico sobre um corpo
IK. O fato do anel dos inteiros algébricos sobre Z ser sempre um Z-moédulo livre também serd
visto. Como exernplos mais simples de corpos numéricos serdo vistos os corpos quadraticos. A teoria
apresentada nesta segdo segue de [43].

Por um numero algébrico entendemos qualquer « € @' (corpos dos niimeros complexos) que
é algébrico sobre £ (corpo dos nimeros racionais). Um subcorpo #' de @' ¢ chamado um corpo
numérico (on corpo de nimeros algébricos) se for uma extensio finita de @.

Veremos que todo corpo numérico JF = §(a) possui um subanel com corpo de fragdes igual a
JF. FEste anel, em geral, ndo coincide com o anel Z(«a), o qual depende da escolha do elemento
primitivo « da extensdao #° de &). Este anel é definido como o conjunto dos elementos de F' que
sio "inteiros” sobre Z nos termos da seguinte definicdo, que vamos introduzir num contexto mais

geral.

Definicio 2.2.1 Sejam B um anel ¢ A um subanel de B. Um elemento a € B € dito inteiro
sobre A se a € raiz de um polinémio ménico com coeficientes em A. Em particular, lodo elemento

de A € inteiro sobre A. -

Nocasode B =@ e A= oselementos inteiros sobre Z sio chamados inteiros aigébricos.
Por exemplo, os niimeros i = /~1 e /2 sdo inteiros algébricos pois sao raizes dos polinémios z%+1

e z? — 2, respectivamente.
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E claro que no caso de corpos B =01 e A= K, um elemento « € # ¢ inteiro sobre K se,
e somente se, for algébrico sobre IK.

Veremos, a seguir, que o conjunto dos elementos de B que sdo inteiros sobre A4 forma um
subanel Ip{A) de B. Para provar que a diferenca (respectivamente, o produto) de dois elementos
«, 3 € B inteiros sobre A é também um inteiro, podemos tentar construir, a partir de polindmios
monicos f,g € Alz] tais que f(a) = g(3) = 0, um polindmio ménico h € Afz] com raiz o —f
(respectivamente, a.f3}). Tal construgio, entretanto, é vidvel somente em casos bem simples. Em
geral, é mais pratico usar as condigdes equivalentes do préximo teorema, que relaciona a propriedade

de um elemento ser inteiro sobre A com a propriedade de um certo A-médulo ser finitamente gerado.

Teorema 2.2.1 Seja B um anele A C B wm subanel. Para qualquer elemento o € B as seguintes

condigées sdo equivalentes.
e o ¢ inteiro sobre A.
e Ala) é um A-mddule finitamente gerado.

o lwiste wm subanel S de B que contém A e « que € um A-modulo finitamente gerado. m

Proposigio 2.2.1 Sejam B um anel, A um subanelde B, e secja {(zi)1<icn wm conjunto finito
‘de elementos de B. Se, para todo i, z; € inteiro sobre Alzy,z2,---,2,] (em particular se todos

os z.'s sio inteiros sobre A), entdo Alzy,z9,--+,2,] € um A-mddule finitamente gerado. ]

Denotando por Ig{A) o conjunto dos elementos de B que sdo inteiros sobre A, temos o seguinte

corolério.
Coroldrio 2.2.1 Ig(A) € um subanel de B que contém A. "

O anel Ig(A) échamado o fecho inteiro de A em B. Quando Ip(A)}= A dizemos que
A é integralmente fechado em B. Quando Ig(A) = B dizemos que B ¢ inteiro sobre A.
Quando B = JF' é um corpo numéricoe A = Z, oanel Ip(Z) é chamado anel dos inteiros

algébricos de JF.

Definiciao 2.2.2 Dizemos que um dominio A ¢ integralmente fechado se for integralmente fe-

chado no seu corpo de fracies IK, isto €, se Ix(A) = A. »

15



Quando B =8 e A=Z, oanel Ig(#) coincide com o anel Z dos ntimeros inteiros. Isto

é uma consequéncia imediata do seguinte teorema.
Teorema 2.2.2 Todo dominio fatorial A ¢€ integralmente fechado no seu corpo de fragdes. n

O seguinte teorema fornece uma caracterizacio da relagio entre os ideais primos de A e os ideals

primos de B.

Teorema 2.2.3 Sejam A e B anéis, com A C B, tal que B ¢ inleiro sobre A.

o« Se Q C B € umideal primoe P =QnNA, entdo (§ ¢ mazimal se, e somente se, P €

mazimal.

e Se Q1 e Q2 sdo ideais primos de B tais que 1 C {2 e 1NA= Q2N A= P, entio
Q1= Q2.

e Se P ¢ um ideal primo de A, entdo exviste um ideal primo () de B talque QNA=PFP. m

Exemplo 2.2.1 Sejam os andis A= Z e B = Z[i], onde i = —1. Tomando os ideais primos
<2 e <5> doanel A, eosideais primos <14+1> e <2+i> doanel B, € de verificagio

imediata que < 2>=<1+i>0NZ e <5H>=<2+i>NZ. .

Um corpo quadratico é um subcorpo I de @ tal que [/ : @] = 2. Observando que
qualquer a € JF — € & um elemento primitivo da extensdo € C JF' (uma vez que de 1 < [D{a): Q]
= [ : §] = 2 decorre que Qo) = Iy, temos que os elementos 1,a formam uma base desta
extensio. Para cada r €  — {0} denotamos por /7 uma das raizes do polindmio 2* —r, a outra
raiz & —/T.

No préximo teorema veremos que todo corpo quadratico possul um elemento primitivo da forma

vd , univocamente determinado a menos do sinal, onde d é um inteiro "livre de quadrados”.

Teorema 2.2.4 Todo corpo quadrdtico € da forma Q(\/&), onde d € um nudmero inteiro livre de

quadrados. -
O seguinte teorema fornece o anel dos inteiros algébricos de um corpo quadratico.
Teorema 2.2.5 Seja I = §{(~/d) um corpo quadrdtico onde d € um inteiro livre de quadrados.
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e Se d=2 oud=3{mod4), oanel Ip(Z) dos inteiros de IF' consiste de todos os elementos

da forma a+bv/d com abe 7.

o Se d=1 (mod 4), o anel Ip{Z) consiste de todos os elementos da forma %(a + b\/&) com

a,b € Z de mesma paridade. -

Exemplo 2.2.2 Sejam os corpo I = §(i), onde it = -1, e IK = Q(/5). Pelo Teorema
2.2.5 temos que Z[i] € o anel dos inleiros algébricos de F ¢ o conjunto dos elementos da forma
%{(1, +bV5), com a,b€ Z de mesma paridade, € o anel dos inteiros algébricos do corpo IK, pelo

fato de que —1=3 (mod 4) e 5=1 (mod 4). =

2.2.1 Dominios de Dedekind

O exemplo do corpo quadratico ){(+/=5) mostra que o anel dos inteiros algébricos de um corpo
de piimeros algébricos nem sempre é fatoravel. Para consertar esta falha, fol introduzido por Kummer
a nocao de "ntmero ideal”, que deu origem & nocao de ”"ideal”, devido a Dedekind. Em lugar da
fatoracio dnica em poténcias de elementos irredutiveis, valida apenas no caso de dominios fatoraveis,
prova-se que, em qualquer anel de inteiros algébricos, todo ideal ndo-nulo possui uma fatoragao tinica
em poténcias de ideais primos. Esta e outras propriedades do anel dos inteiros algébricos generalizam-

se facilmente a uma classe de dominios chamados ”dominios de Dedekind”.

Definicdo 2.2.3 Um dominio A € chamado dominio de Dedekind se for integralmente Jechado,
todo ideal de A for finitamente gerado como A-médulo, e todo ideal primo ndo nulo de A for

mazimael, u

Obviamente, todo corpo e todo dominio principal é de Dedekind. O anel de polinémios £z, y]
é um exemplo de um dominio fatorial que néo é de Dedekind, pois o ideal gerado por z ¢ primo mas
ndo é maximal.

O préximo teorema estabelece que a propriedade de um dominio A ser de Dedekind & preservada
na passagem de seu corpo de fragdes I a qualquer extensao separavel finita IF'. Mais precisamente

temos 0 seguinte.

Teorema 2.2.6 Sejam A um dominio de Dedekind e IF uma extensdo finita e separdvel de seu
corpo de fracées M. Entdo o anel dos inteiros algébricos de IF € wm dominio de Dedekind e um

A-médulo finitamente gerado, -
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Corolirio 2.2.2 Seja I um corpo de nimeros algébricos. Entdo o anel de inteiros algébricos de

I € um dominio de Dedekind. -

Exemplo 2.2.3 Pelo Teorema 2.2.6 temos que os anéis Z[i] e Z(?2) sdo dominios de Dedekind,

pelo fato de seremn anéis de inteiros algébricos dos corpos £(i) e O(\V/2), respectivamente. n

O nosso intuito, a seguir, & verificar, e dominios de Dedekind A, a existéncia e a unicidade
da fatoragio de ideais ndo nulos em ideais primos, ja que a fatoracio de elementos de A — {0} em
elementos irredutiveis, embora sempre exista, nem sempre é unica. Por exemplo, em Z [\/jf;] temos
6 =23 = (1+ \/:5)(1 — +/=5). Da mesma maneira que a fatoracdo em elementos irredutiveis é
estendida aos elementos nio nulos do corpo de fragdes ' de A, admitindo-se poténcias negativas

dos elementos irredutiveis, convém estender a fatoragio em ideais primos.

Teorema 2.2.7 Num dominio de Dedekind todo ideal ndo nulo tem uma tnica fatoracdo como um

produto de ideais primos. =

O préximo coroldrio serd de grande utilidade na determinagdo dos ideais num anel quociente e

também fornece o conceito de divisibilidade entre ideais de um anel.

Corolario 2.2.3 Seja A um dominio de Dedekind e sejam d e § ideais de A. Fntdo ¢ C§ se,

e somente se, B divide 4, ou seja, se e somenie se, existe um ideal ¢ de A tal que éd=8c. o

Exemplo 2.2.4 Seja o anel dos inteiros Gaussianos Z[i]. Pelo Teorema 2.2.7 temos a seguinte

Jatoracdo intca QT[] =< 141> -

Se A & um dominio de Dedekind e & um ideal de A, nem sempre o anel quociente Afd é
finito. Veremos, a seguir, quando A/é é finito.

Sejam [F um corpo de mimeros algébricos tal que [#: ] = n e A o anel dos infeiros
algébricos de . Sendo A = Ip(Z), todo ideal primo nio nulo P de A émaximal. Logo, A/FP

& wm corpo chamado corpo residual de A médulo P,
Teorema 2.2.8 Seja P um ideal primo de A. Entao,
e PNZ = pZ =< p>, sendo p o dnico nimero primo em P, isto é, <p>= PNZ.
s A/P € uma extensio finita do corpo Z, = GF(p), de grau [A/P: Zp] < n. [
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O grau [A/P : Zp] é chamado o grau de inércia de P e denotado pelo simbolo f = f(P).

Definigao 2.2.4 Seja 4 um ideal ndo nulo de A. A norma do ideal 4 € o niumero de elementos

de Aja, e serd denotada por N{d). -
No préximo teorema veremos que este nimero é sempre finito.

Teorema 2.2.9 Com as notacdes acima temos:

o Para todo ideal primo ndo nulo P de A temos que N(P)=p/, onde [ € o grau de inércia

de P e p € o unico primo em P.

o Para todo ideal ndo nulo ¢ de A temos que N{g)e IN — {0}. FEm particular, N{@)=1 se,

e somente se, & = A.
o Para quaisquer ideais ndo nulos @, B de A temos que N{a.B)= N(a).N(8).
e Se N(d) for um nimero primo entdo d ¢ um ideal primo.

e Pora todo m € IN — {0} eziste somente um mimero finito de ideais ndo nulos 4 do anel A

tais que N(d) = m. u

Obervamos que a partir do Teorema 2.2.9 é possivel encontrar um grande niimero de de anéis
finitos através do conceito de norma de um ideal. Por exemplo, tomando A = Z[i] e p=35, temos
A

T & um anel com 5 elementos, —2— é um anel com 25 elementos, e de modo analogo

que PTTE

podemos obter outros anéis finitos.
Sejam A um dominio de Dedekind, I uma extensdo finita e separdvel do corpo de fracdes I
de A e B=Ir(4). Veremos no préximo teorema a decomposigic de um ideal primo F de A em

JF, isto é, a fatoragdo do ideal estendido P.B em ideais primos ¢ do anel B.

Teorema 2.2.10 Sejam A, B, K, I como definidos acima, n = [ 1 IK] e P um ideal primo

ndo nulo de A. Entao,

o I ) . ; .
e PB=0Q7.---.Q%, onde os Q.'s sdo ideais primos distintos de B € €, 1 =1,-++,r, sdo
1 13 b F]

inteiros maiores ou iguais g 1.
o (J;, i =1,---,7 sdo os ideais primos que estdo acima de P, isto é P=o0;nA
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o Para todo ideal ¥ do anel B tal que B0 A =P, o AfP-espago vetorial B/§ tem dimensdo

finita, e em particular, B/Qi-*, 1<; <e, i=1,---,7, € um espaco vetorial sobre A/P. W

O corpo A/P pode ser identificado com a imagem de A sob o homomorfismo canénico de B
sobre B/b e, portanto, pode ser considerado como subcorpo do anel B/8. Em particular, para cada
ideal primo ¢ de B queestdacimade F, ocorpo B /@@ pode ser considerado como uma extensao
do corpo A/P, de grau [B/Q : A/P] = dim(B/Q), o qual é chamado grau de inércia de () e
denotado por f(Q | P). O maior ndmero e tal que @Q° divida P.B ¢ chamado de indice de
ramificagio de € e denotado por (@ | P).

O préximo teorema fornece uma igualdade fundamental de muita utilidade.

Teorema 2.2.11 Sejam A um dominio de Dedekind, B = Ip(A), onde IF ¢ uma extensdo finila
e separdvel do corpo de fracées K de A, P um ideal primo ndo nulo do anel A e @1, -,

os ideais primos distintos do anel B que estdo acima do ideal primo P.  FEntio temos a seguinte
r

igualdade Z e(Q; | P).flQ: | P)=[B/P.B: A/P]={F: K] ™
i=1

Pelo Teorema Chinés do Resto, Teorema 2.1.3, existe um isomorfismo canénico de B/P.B =
B/(QS'.---.Qs) sobre o produto cartesiano B/QS x ---x B/Qy, que induz a aplicagio diagonal
de A/P sobre A/P x---x AP (r vezes).

A igualdade fundamental do Teorema 2.2.11 permite varios tipos de decomposicio de P. Convem
dar nomes aos casos extremos, e no caso de n = 2 sio obviamente os dnicos. Dizemos que o ideal

primo P de A ¢é

s Totalmente decomposto em #, guando r = n, ouseja, e(Q | P)= f(@|P)=1 para

todo ideal primo ) de B que estd acima de P.

v

» Totalmente inerte em JF, quando 7 =1 e (@ | P) =1, onseja, f(@|P)=n para

algum ideal primo @ de B que estd acima de F.

e Totalmente ramificado em ., quando r=1 e f(Q|P)=1, ouseja, (@ | P)=n para

algum ideal primo @ de B que estd acima de P.

A seguir veremos um teorema de decomposicio de um niimero primo nam corpo quadratico.

Teorema 2.2.12 Seja I = §(\/d), o corpo quadrdtico associado com o inteiro livre de quadrados

d. FEntgo,
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e Os primos impares p, onde d € um residuo quadrdtico mddulo p, decompde em IF'. Assim

como 2, se d =1 (mod 8)

o Os primos impares p, onde d ndo € um residuo guadrdtico médulo p, permanece primo em

IF. Assim como 2, se d =5 (mod 8).
o Todo primo tmpar p divisor de d remifica em IF. Assim como 2, se d=2 ou3 (mod 4). m

Exemplo 2.2.5 Seja a extensdo § C (7). Esta extensdo ¢ de grau 2 e A = Z[i] € o anel dos

inteiros algébricos. Assim, pelo Teorema 2.2.12 temos que
o O nidmero primo 2 ramifica em (i), isto é, <2>=< 1+1i>%

e Os primos da forma 4k + 1, k € IN  decompoem em (i), como por exemplo,
<HE>=<24i><2-1> e <13 >=<3+2><3-2>.

e Os primos da forma 4k+ 3, k € IN permanecem primos em €(1). ]

Dados um ndmero primo impar p e qualquer ¢ € Z, nio divisivel por p, dizemos que ¢ €

um residuo quadrético (ou um resto quadrético) médulo p (respectivamente, ¢ nao é um

residuo quadrédtico médule p) se ¢ = z?® (mod p) (respectivamente, ¢ # z? (mod p)). O simbolo

de Legendre ¢é definido da segninte maneira

(c) 1 gunando ¢ € wn resto quadritico médulo p

—1 guando ¢ nao ¢ um resto quadrdtico médulo p.
Para finalizar esta secdo veremos um teorema que fornece um método de calcular o simbolo de

Legendre.

Teorema 2.2.13 Dados p, g nimeros primos impares e a, b € ZZ ndo divisiveis por p, lemos

)=(5)-G)

= a7~/ (mod p).

_ (2) — (—1)E-De-1/A,
P

) = (D=2 (%) = (=118, n

que:

pin]
o

s |

@
=g RE IR
A N

»
P N N )

@15
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2.3 Cddigos de Bloco

Esta secio tem a finalidade de familiarizar o leitor com os conceitos basicos e essenciais a respeito
de cédigos de bloco. O ponto de partida é um conjunto A, que pode ser finito ou infinito, chamado

alfabeto.

Defini¢io 2.3.1 Sejam A um alfabeto e n  um numero natural.

e UUm espago de seqiléncias AT € o conjunto de todas as segiéncias ¢ = {¢; 1 i € I} de

elementos ¢; sobre A, onde I € um conjunto de indices.
o Um codigo C sobre A € qualquer subconjunto ndo vazio do espago de seqiiéncias Al

e Um cédigo de bloco ¢ de comprimento n sobre A ¢ qualguer subconjunto ndo vazio
do conjunto A™ de todas as seqiéncias ¢ = {¢; 1 1 <1< n} (que agora charmamos “palavras-

codigo”).

e Duados dois elementos u,v € A", definimos a distdncia de Hamming entre u e v como

sendo d{u,v)=#{iu #v;,1 <i < m} -
Seja € um cédigo sobre um alfabeto A.
s As coordenadas de uma palavra-cédigo sdo chamadas de simbolos.
e A cardinalidade de um cédigo finito é chamado tamanho do cddigo.

¢ Quando o conjunto de indices I ¢ finito temos o que chamamos de cédigo de bloco. Neste

caso, a cardinalidade de 7, denotada por n, é denominada comprimento do cédigo.
e Quando [ ¢ infinito temos um cédigo convolucional ou um cédigo de treliga.

Neste trabalho, consideramos somente o caso em que os alfabetos sio finitos. Em geral, é conveni-
ente que o alfabeto A tenha uma estrutura algébrica que pode ser grupo, anel ou corpo, de modo que
a codificacio e a decodificacdo sejam simplificadas. Neste trabalho, estaremos trabalhando somente
com cédigos de bloco, onde [ é um conjunto finito.

O desempenho de um cddigo pode ser avaliado através de uma distdncia. Em geral, quando

pensamos em distancia logo lembramos o conceito de métfrica que € a estrutura matematica que mais
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se aproxima do conceito intuitivo de medir distancias num determinado conjunto. Assim, notamos
que para quaisquer elementos u,v ew em A", temos que a distincia de Hamming é uma métrica,

ou seja, sao validas as seguintes propriedades:
e d{u,v)> 0, valendo a ignaldade se, e somente se, u = v {positividade).
e d(u,v)=d(v,u) (simetria).
o d{u,v) < d(u,w)+d(w,v) (designaldade triangular).

Definicao 2.3.2 Seja € um codigo de bloco. A distancia de Hamming minima do cddigo C €

definida como o nimero d = min{d(u,v):a,vel e u#v}. =

Observamos que para um cddigo de bloco ¢ de comprimento n tal que |C |{> 2 temos que
1<d<n Se |C |=1 adotamos por convencio que d = o

Aparentemente, para calcular d é necessédrio calcular ) distancias, onde M & o ntmero

2

de palavras do cbdigo, o que tem custo computacional elevado. Veremos adiante como se pode calcular
d de modo mais econdmico em cédigos com estrutura de espago vetorial.

Existem outras distdncias tais como as distincias de Lee [34], de Mannheim [30] e Euclidiana
[40]. A distancia Euclidiana é usada quando associamos um conjunto de pontos do IR™ ao cddigo.
Contudo, nos Capitulos 3, 4 e Secdo 5.1 do Capitulo 5 deste trabalho, usamos somente a distancia de

Hamming ¢ na Secdo 5.2 do Capitulo 5 faremos uso da distancia de Lee.

2.3.1 Cédigos sobre Corpos Finitos

Nesta secdo, faremos uma breve revisao de cddigos sobre corpos finitos necessarios para o desen-

volvimento deste trabalho. A teoria apresentada nesta se¢io segue de {35].

Definicdo 2.3.3 Se o alfabeto A for um corpo finite W, = GF(q), onde q = p™, com p um
niimero primo e m um inteiro positivo, dizemos que um cédigo de bloco C sobre IF, ¢ linear se

for um subespaco vetorial de I} -

Na Definigao 2.2.1, de maneira implicita foi definido o pardmetro 7, o comprimenic do cadigo.
A seguir, definimos dimensio e taxa, que sdo outros dois pardmetros importantes de um cédigo de

bloco.
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Definicdo 2.3.4 Seja C um codige de bloco linear.

s A dimensdo do codigo C € definida como k = logja | C | simbolos por bloco, onde | - |

denota a cardinalidade do conjunto,

e A taxa do cédigo C € definida como Re = k/n, onde k € a dimensdoe n € o comprimento

do cddigo.

o Um cidigo de bloco C de comprimento n, dimensdo k e distincia de Hamming minima d

é chamado um (n,k,d)-cédigo. -

Quando k é inteiro, dizemos que a palavra-cédigo contém & digitos de informagho e n -k
digitos de redundéancia.

H4 varias maneiras de descrever um cédigo, podemos por exemplo, dar uma base formada por
k vetores, isto é, um conjunto de vetores {palavras-cddigo) linearmente independentes sobre GFiq}.
Assim, é possivel gerar ¢* vetores distintos (o nimero total de palavras-cédigo), e que a dimensio do
cédigo é dada por logia i C |= logqqk = k. Consequentemente, & vetores linearmente independentes
de Wy geram um (n, k)-cédigo de bloco linear sobre IF,, onde g ¢ uma poténcia de primo.

Se 1,82, .8k sdo vetores de I que geram um ({n,k)-coédigo linear C, onde g =

(gits Gias* "+ Gin)> © = 1,2,- -+, k, entdo a aplicagio f: JFqk — I definida por f(u) = f(a1, a2, -+, ax)
k k k

- Z a;gi = (Z @ilfils s "y Z a;gin) € um codificador”, isto é, pensando Fqk como o conjunto das
gmel ==l FE=3 ]

palavras numa linguagem “natural”, a fungdo [ nos diz como codificar as palavras. Deste modo,

qualquer palavra v € C pode ser expressa na forma v = u@, onde u = (ay, -, a;) € F;“ e
g1 gu gz 0 Gin
B2 gax 22 0 gom
G = _
| Bk | 9k Gk2 cc Gkn

A matriz G = [gi;], que descreve a aplicacéo linear f, é chamada matriz geradora do cédigo
C. Dizemos que G estd na forma sistemdtica se G = [[; | Prun—s) para alguma matriz P, isto é,
gi; = 8;; para ¢,j=1,2,---,k (onde &;; =0 se i#j e &; = 1). Neste caso, dizemos que o
codigo é sistemaético, e que os primeiros & simbolos ou coordenadas de ¢ € C sao os simbolos de

informacio, e os demais simbolos de paridade.
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Os simbolos de controle tem a seguinte finalidade. Dado um vetor x = (21,29, +,2,) em I},

para checar se x € C basta verificar se x = f(u) para algum u € E@k e neste caso (estamos

k k
supondo ¢ na forma sistemdtica), z; =a;, 1<k e z; = Z aifi; = Zm@gz‘j, para j > k. Logo,

k
para verificar se x € C basta verificar se z; = » _wyvyj, para j=k+1,---,n.
=
Note que a matriz  nio é univocamente determinada por C, pois ela depende da escotha da
base. Duas matrizes geradoras de um mesmo cédigo € podem ser obtidas nma da outra por uma

seqiiéncia de operagdes elementares do tipo:
e Troca de duas linhas,
e Multiplicag&o de uma linha por um elemento nédo nulo do corpo IF,
e Adicio de qualquer multiplo de uma linha a outra.
Se além disso, efetuarmos seqiiéncias de operagtes sobre (' do tipo
o Permutacdo de duas colunas.
o Multiplicagdo de uma coluna por um escalar ndo nulo,

obtemos uma matriz G de um cédigo equivalente a C. Inversamente, podemos construir codigos
a partir de matrizes geradoras (. Para isto basta tomar uma matriz cujas linhas sdo linearmente
independentes.

Note que pelo fato de ' ter posto & ¢ sempre possivel reduzi-la na forma escalonada através
das operacbes elementares sobre as suas linhas.

Dizemos que dois codigos sdo equivalentes se um pode ser obtido do outro através de per-
mutacdes de suas cordenadas. Pode-se provar que todo cddigo é equivalente a um cédigo que pode ser
gerado por uma matriz na forma sistematica {Teorema 3.2 de [39]).

Pelo que vimos acima, a informacéo contida numa palavra ¢ € € depende de & de suas
coordenadas e as demais coordenadas representam a redundancia usada para a verificacdo da paridade.
A taxa do cédigo C, denotadapor Be = k/n, éarazdoentre o nimero de coordenadas ”informativas”
e ¢ niimero total de coordenadas.

Uma outra maneira de descrever um cddigo é estabelecer uma aplicacdo linear sobrejetora

ho: Iy — IF;C tal que o nicleo de h é o cddigo C. Neste caso, temos que X = {z1,%3, -, 2&,) €C
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se, e somente se, A(x1,29,-++,2n) = 0. Se temos uma matriz H de posto & eordem n— %k por
T
n dada por H = [hi;], entdo esta tltima equagho se escreve como Zhgj:rj =0,1=1,2,---,k,
i=1
isto 6, xHT = 0, onde H7 significa a transposta da matriz H. A rriatriz H é chamada matriz
verificacio de paridade do cédige C e gera um (n,n — k)-cddigo sobre #F, chamado cddigo
dual de C.
Note que num codigo € com matriz geradora (7, para verificar que um determinado vetor
c € IF} pertence ou nao a C, é preciso verificar se o sistema de equag¢bes com £ incégnitas
x = (21,22, -+, 2%) dado por xG = ¢, admite solugdo. Em geral, esta questdo para ser respondida,
requer um custo computacional elevade. No entanto, trabalhando com uma matriz verificacdo de
paridade H, a questdo pode ser respondida bem mais rapidamente. £ sé verificar se é nulo o vetor
cH?, o que é facil de realizar computacionalmente.
Dados um coddigo € com matriz verificagio de paridade # e um vetor ¢ € #, chamamos o
vetor ¢HT de sindrome de c.
Os cédigos devern ser tomados de tal modo que duas palavras-cédigo devam ser bem diferentes, de
modo que ao recebermos uma mensagem com possiveis erros possamos decodificd-la como a palavra-
cédigo mais parecida com a mensagem recebida. Para formalizar este conceito revemos a seguinte

definicio.

Definigio 2.3.5 O peso de Hamming de um vetor v € I, denotado por wy(v), € o nimero
de componentes ndo nulas de v. O peso de Hamming minimo de um cddigo C € o nidmero

wy(C) = min{wg(e) :u el eu # 0}, -

Como a distancia de Hamming entre dois vetores u e v é o nimero de coordenadas em que eles
diferem, segue, portanto, que a distdncia entre estes vetores é dada por d{u,v)= wg{u~v). Além
disso, se m e v sdo palavras de um codigo hinear C entdo u-—v € C, assim, a distdncia entre
quaisquer duas palavras € igual ao peso de uma outra palavra e, portanto, a distancia de Hamming
minima de um c6digo linear € igual ao peso de Hamming minimo de suas palavras nfio nulas. Portanto,
em um codigo de bloco linear, para determinar a distancia de Hamming minima do cédigo € equivalente

a determinar seu peso de Hamming minimo.

Observagao 2.3.1 Do ponto de vista da Algebra Linear ndo se faz nenhuma distingGo entre dois

subespacos vetoriais de mesma dimensdo de um dado espaco vetorial, pois sempre existe um automor-
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fismo linear do espago ambiente levando wm subespago no outro. No enianio, do ponto de visia da

Teoria de Cédigos, dois subespacos de mesma dimensdo podem ter pesos distintos. n

Passamos, agora, a andlise da corre¢ao e deteciio de erros. Dizemos que um cédige € corrige
até t erros se para todo y € [F)’ existe no mdximo um tdnico x € C com dx,y) <2t + 1. Isto
significa que ao recebermos uma mensagem y com 1o maximo ¢ erros, devemos ter que y difere
de algum elemento X € € no méximo em ¢ coordenadas. Sendo x a mensagem enviada, entdo
% & o tnico elemento de € mais préximo de y e, portanto, podemos recuperar x a partir de y.
Fntretanto, em geral, o niimero de palavras-cddigo é muito grande e este método torna-se complexo
e impraticivel. Deste modo, um dos objetivos da teoria de cddigos corretores de erros ¢ o de propor
métodos mais eficientes de decodificacao.

Dizemos que um decodificador detecta erros quando ele determina que a palavra recebida nao
& uma palavra-cédigo. Se, além disso, o decodificador ainda for capaz de determinar corretamente
a palavra-cédigo transmitida, dizemos que ele corrige erros. Um decodificador que somente detecta
erros ¢ usado em sistemas de comunicacoes onde é possivel a retransmissdo de dados, enquanto que
um decodificador que corrige erros é usado mais frequentemente em sistemas de comunicag¢bes onde
nao ¢ possivel essa retransmissio.

Dado um coddigo € com distdncia minima d, definimos ¢ = [‘-’!-”2“—1}, onde [z] representa a parte
inteira de um nimero real z. A importancia da distancia minima d de um cédigo é revelada no

seguinte resultado, que é vilido para gualquer distancia.

Teorema 2.3.1 Seja C um codigo com distincia minima d. Entdo C  pode corrigir todos os
padrées de erros de peso menor ou igual @ t e detectar todos os padries de erros de peso menor ou

igual a d— 1. [ ]

Note que em virtude do Teorema 2.3.1, um cédigo terd maior capacidade de corregéo de erros
quanto maior for a sua distdncia minima. Portanto, é fundamental para a Teoria de Codigos poder
calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior.

0O Teorema 2.3.1 também permite tracar uma estratégia para a deteccéo e a corrego de erros.
Seja. ¢ um cddigo com distincia minima d e seja ¢ como acima. Quando o receptor recebe uma

palavra v, uma das seguintes situagdes é verificada.
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o A palavra v encontra-se numa esfera de raio ¢ em torno de uma palavra-cddigo ¢ (esta

palavra é dnica, pelo Teorema 2.3.1). Neste caso, devemos substituir v pela palavra c.

e A palavra v ndo se encontra em nenhuma esfera de raio ¢t em torno de uma palavra ¢ do

cbdigo. Neste caso, ndo é possivel decodificar v com boa margem de seguranca.

Observe que no primeiro item ndo se pode ter certeza absoluta de que ¢ tenha sido a palavra
transmitida, pois poderfamos ter cometido mais do que 1 erros, afastando assim v da palavra
transmitida e aproximando-a de outra palavra-codigo. A questdo deve ser encarada em termos pro-
babilfsticos. Observe também que a hipdtese no segundo item ndo ocorre em cédigos perfeitos.

0 teorema seguinte é de grande importdncia para que possamos calcular a distdncia de Hamming

minima de um cédigo linear sobre I,

Teorema 2.3.2 Seja C um codigo com matriz verificacdo de paridade H e peso de Hamming
minimo wy. Fntdo quaisquer wp — 1 ou menos colunas de H sdo linearmente independentes e

eristem wyg colunas de H linearmente dependentes. »

O proximo coroldrio fornece um limitante superior para a distincia de Hamming minima de um

c6digo € em funcio dos parametros n e k.

Coroldrio 2.3.1 (Limitante de Singleton) Se C ¢ um (n,k,d)-cddigo, entio a distincia de

Hamming minima d satisfaz d <n -~k + 1. n

Cédigos com distancia minima d = n — k+ 1 sfo chamados cédigos de maxima disténcia
de separagio (maximum distance separable). Estes cédigos tém uma descri¢io interessante como
conjuntos satisfazendo certas propriedades geométricas em espagos projetivos sobre corpos finitos.

Passamos agora a ver a importancia pratica dos parametros distancia minima, capacidade de
correcio e taxa de um cédigo corretor de erros.

Suponha que a mensagem u = (uq,---,ug} corresponda a palavra-cédigo ¢ = (e1,¢, . ¢n)
que é enviada através do canal. Devido ao efeito do ruido introduzido pelo canal, o vetor recebido
b = (b1,by,--+,by) pode ser diferente de c. Definimos entio o vetor erro como e = b —¢ =
(81,62,-- -,En).

O decodificador deve decidir a partir de b qual foi a palavra-cédigo enviada. Da natureza

aleatdria do ruido, o decodificador ndo ¢ capaz de determinar com precisdo qual fol o vetor erro
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que ocorreu. Deste modo, ele escolherd o vetor erro que tenha ocorrido com maior probabilidade,
dado que b foi recebido. Isto minimizara a probabilidade de erro de palavra. Supondo que todas as
palavras sejam igualmente provaveis, este método é 6timo no sentido em que minimiza a probabilidade
de que o decodificador cometa um erro. Este processo é chamado decodificagio por maxima
verossimilhanga.

Dizemos que nao ocorreram erros durante a transmissio em uma determinada palavra-cddigo
quando o vetor erro for todo nulo. Agora, se X ¢é uma varidvel aleatéria que representa o ntimero
de erros ocorridos em uma transmissio, isto €, X ¢é o nimero de componentes ndo nulas de e. Em
geral, se os erros forem independentes, tem-se que P(X =0) > P(X =1) > --- > P(X = n). Assim,
o método de decodificagao por maxima verossimilhanca serd selecionar o vetor erro de menor peso de
Hamming. Este tipo de decodificagdo é chamado decodificagfo pelo vizinho mais préximo.

Um teste comum realizado para se detectar a presenga de erros em cédigos lineares sobre JF, é
o célculo do vetor sindrome s de um vetor recebido b, que é definido como s = bHZ. Assim,
s = 0 se, e somente se, b €. Mas, o contrdrio ndo é verdadeiro, pois dependendo do vetor erro, o
vetor recebido poderd ser uma outra palavra-cédigo diferente da enviada. Isso nos conduz a seguinte

definigio.

Definicao 2.3.6 A probabilidade de erro da palavra-cddigo, denoiada por P., para um deter-
minado esquemna de decodificagdo € a probabilidade de que a saida do decodificador seja wma palavra-

codigo diferente da enviada. -

Se o cddigo corretor de erros (linear ou nao) possuir M palavras cy,ce,---,CM  as quais sdo
usadas com igual probabilidade, temos que

M
Po = (1/M) Z Prob{saida do decodificador # c; | ¢; foi enviada}.
=l

O principio basico da teoria de cddigos corretores de erros é a introdugdo de redundéncias nas
mensagens enviadas. Quanto mais redundancia for introduzida nas palavras de um cédigo, maior
serio a distancia minima e a sua capacidade de correcdo de erros e com isto a probabilidade de erro
diminui. Contudo, a taxa do codigo diminui a medida que a redundincia aumenta. O gue se espera
na pratica é construir bons codigos que apresentem hoas taxas e baixas probabilidades de erro. Deste
modo, podemos perceber que estes objetivos sio conflitanies, mas ainda assim a teoria de Shannon

garante a existéncia de bons codigos.
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2.4 Conclusoes

Através deste capitulo fizemos uma breve revisdo dos conceitos basicos de algebra abstrata, teoria
dos niimeros algébricos e teoria de cddigos lineares sobre corpos finitos, enfocando seus principais
pardmetros e propriedades, e de anéis dos inteiros algébricos de um corpo numérico, com a finalidade
de encontrar anéis finitos com identidade.

Cédigos lineares podem ser definidos com simbolos escolhidos de um conjunto de tamanho ar-
bitrario. Contudo, quase todos os resultados principais da teoria da codificagdo e decodificacao sdo
obtidos assumindo que o aifabeto do codigo sio elementos de um corpo finito. Em vista disto, nos
préximos capitulos passamos a procura de extensdes dos codigos de Hamming, Reed Solomon, BCH e

alternantes sobre anéis finitos com identidade.
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Capitulo 3

Cédigos sobre Anéis Comutativos

Finitos com Identidade

Neste capitulo temos dois objetivos basicos. O primeiro é estender o conceito de codigos via
anéis de grupo sobre anéis comutativos finitos com identidade, e o segundo ¢ estender os codigos de
Hamming e Reed-Solomon sobre anéis comutativos finitos locais com identidade.

Na Se¢do 3.1 veremos o conceito de cédigos ciclicos sobre anéis finitos e que codigos lineares sobre
anéis finitos locais possuem propriedades de distdncias tdo boas quanto, ou melhores que cddigos
lineares definidos sobre anéis finitos quaisquer. Na Secdo 3.2, estendemos o conceito de codigos via
anéis de grupo sobre anédis finitos. Na Se¢do 3.3, apresentamos uma técnica de construcao de cédigos de
Hamming sobre anéis finitos locais provenientes do anel dos inteiros algébricos de um corpo numeérico
(provenientes dos anéis de Dedekind), e também um algoritmo de decodificagio para estes codigos. Na
Secido 3.4, apresentamos uma técnica de construgio de cédigos Reed-Solomon sobre anéis finitos locais
quaisquer. Um algoritmo eficiente de decodificagio para estes codigos sera apresentado na Secao 4.3.
Na Secdo 3.5, faremos umna proposta alternativa, baseada nas Se¢des 4.6 e 4.7 de [31], através da qual
c6digos lineares sobre anéis finitos podem ser obtidos via concatenacdo generalizada de codigos sobre

anéis finitos locais.
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3.1 Cédigos Ciclicos

Seja A um anel finito. Nesta se¢io, apresentamos defini¢ies e teoremas envolvendo cédigos
ciclicos sobre A, os quais serdo de grande utilidade na construcdo de codigos BCH sobre o anel A.
A seguir veremos que codigos ciclicos de comprimento n sobre A4 sio ideais no anel quociente
A, = 2;%-{%11;, onde 1 ¢ aidentidade de A. Assim, os principals feoremas que caracterizam os
polinémios geradores para cédigos ciclicos sobre G F(p} podem ser estendidos em muitas situagoes

para cédigos ciclicos sobre A. Como uma consequéncia, em geral, c6digos ciclicos sobre 4 podem

também ser descritos pelas matrizes geradora e verificagdo de paridade.

Definicio 3.1.1 Sejam A um anel finito e n um nidmero inteiro positive.

o [/m cédigo linear C de comprimento n sobre A € o conjunto das n-uplas de A" que

formam um  A-médulo.

e Um (n,k)-codigo linear C sobre A € um A-médulo livre de dimensdo k no espago das

n-uplas A™.

o Um cédigo linear C sobre A € ciclico se ) = {(€n—1,C0y "y Cn-2) € C  sempre que
c={co,C1,  stn1) €C com ;€ A, i=0,---,n~1. Isto€, C € invarianie com respeilo

as permutagées ciclicas das coordenadas. "]

Se o codigo linear C possuir uma base, ou seja, é um A-mddulo livre, sua dimensdo é o menor
niimero de vetores que o geram. Assim, cédigos que possuem nma base podem ser descritos através
das matrizes geradora e verificacio de paridade. Se o cddigo linear for apenas finitamente gerado
tomamos o menor conjunto de vetores que o geram, e assim podem ser descrifos através da matriz
geradora, e neste caso, pode acontecer que o niimero de geradores é maior que o comprimento do
cédigo. Contudo, sempre podemos definir cédigos lineares sobre A a partir de matrizes verificacéo
de paridade. Além disso, o interesse fundamental dos cédigos ciclicos reside no fato de admitirem uma

representacio polinomial de suas palavras-cédigo e com isso apresentam um procedimento simples de

decodificacio.
Seja 0 anel A, = <$‘if1>, quociente do anel de polinomios Alz] pelo ideal gerado por z™ — 1.
Seja v = (vg,v1, - Vn—1) Uma palavra de nm cédigo ciclico € sobre A. Demaneira aniloga, quando

estes codigos sdao definidos sobre corpos finitos, representamos esta palavra na forma polinomial, isto

32



é, pelo polinémio wv(z) = wo+ -+ + va—y 2™t cujo gran maximo é n ~ 1. Fazendo o produto
zo(x)(mod 2™ -~ 1), obtemos Ur(.'.b') = Vpet + VoL + -+ V22”1 que corresponde i palavra-cédigo
v = (Dyoy,00, - *2Unz) = v Portanto, »(z) é obtida calculando o produto zv(z) no anel
quociente A,, onde a soma de duas palavras-cédigo é realizada em A[z]. Deste modo, cédigos
ciclicos sobre A podem ser caracterizados como os subconjuntos € de A, tals que e(2) € C
acarreta em ze(x) € C.

Sendo ¢ um codigo ciclico e tomando e(z) € C temos que zc(z) € C, z%c(z) € C, ---, logo,
b{z)a(z) € C para todo b(z) € A,. Mas, isto quer dizer que C éum ideal de A,. Reciprocamente,
se ¢ éum ideal de A, entio C éum subconjunto de A, ¢ zc¢(z) € C sempre que c(z) € C.
Logo, € éum cédigo ciclico. Resumindo, cddigos ciclicos sdo os ideais de A, onde provamos o

seguinte teorema.
Teorema 3.1.1 Um conjunte C C A, € um cédigo ciclico se, e somente se, € € um ideal. "

Exemplo 3.1.1 Considere 0 anel A = ZZsy e o anel quociente A, = 2-;%1%]5. Pelo Teorema 3.1.1
temos que o ideal C = {0,2,22,2+ 22,1 + 32,3+ 2,3+ 32,1+ z} de Ay € um codigo ciclico. =

A questio que agora se coloca naturalmente ¢ a seguinte: "Serd que os codigos ciclicos definidos
desta maneira possuem um polinémio gerador 77

A resposta a esta questiio foi apresentada por Interlando e Palazzo em {32] e Calderbank e Sloane

o [x]

Zriors, onde m €

em [13]. Interlando e Palazzo provaram que um cddigo ciclico C noanel 4, =
um inteiro positivo, possui um polinémio gerador se o coeficiente dominante do polinémio de menor
grati em C for uma unidade de Zp,, e este polinémio, por sua vez, gera o codigo e divide 2™ — 1.
Neste caso, as matrizes geradora e verificagdo de paridade sdo obtidas de maneira andloga quando estes
cédigos sao definidos sobre corpos finitos. Calderbank e Sloane provaram, usando nimeros p-adicos,
que o anel A, = a@;: onde ¢ & uma poténcia de primo, é principal. Assim, como todo cédigo
ciclico em A, ¢ um ideal, segue portanto, que todo codigo ciclico em A, possui um polinémio
gerador.

Os resultados obtidos por Interlando e Palazzo foram sobre o anel A = Z,,,, isto é, A sendo o anel
dos inteiros médulo m. Com demonstracoes andlogas, os resultados ainda valem num contexto mais

geral, isto é, sobre qualquer anel comutativo com ideatidade e, em particular, para anédis comutativos

finitos com identidade, gue é o caso de nosso interesse. A relevancia do trabalho de Interlando e
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Palazzo reside no fato de fornecerem um método de construir cédigos ciclicos sobre anéis finitos, que
é bern similar a construcao destes cddigos sobre corpos finitos. O procedimento para tal, passa a ser
o seguinte: fatora-se o polinémio 2" —1 num anel apropriado e, entao seleciona-se um fator como o
polinémio gerador. Na construcio de cédigos BCI, apresentada no Capftule 4, veremos como realizar

esta fatoracio quando n divide p” — 1, onde p éum ndmero primo e 7 um inteiro positivo.

Observagao 3.1.1 Seja A um anel finito. Sejam a matriz

(8] 1 7i-—2 -1
i Gy oy o
4] i o2 -1
ay  ay --e af oy
M = (3.1)
0 1 A2 m=1
oy e o ap™t

e o polinémio f(z) = ao+m;mz +---+ tn-12™" 1 € Alz]. E de fdcil verificacio que f(z) admile
oy, @y, -, ap COMO Taizes se, e somente se, o velor correspondente (ag,ay, -, 0p.1) pertence ao
espaco nulo da matriz M.  Deste modo, temos que o conjunto de todos os polindmios que lem

Oy, 00, , 0, COMO Taizes € o espago nulo da matriz M. ~

A seguir revemos um teorema, Teorema VI.2 de {371, que serd de grande utilidade no desenvol-
vimento do restante desta secio e da Secdo 4.2. Este teorema afirma que todo anel comutativo finito
pode ser expresso, de maneira inica, como um produte (soma) direto de anéis comutativos finitos

locais.

Teorema 3.1.2 (Teorema de Estrutura para um Anel Comutativo Finito) Seja A um anel
comutativo finito. Enido A pode ser decomposto de maneira tinica (a menos da ordem dos somandos)
como o produto (soma) direto de anéis locais, ou seja, A = A1 X Ayx-+-XA,, onde A;, i =1,2,---,r,

sdo anéis comutativos finitos locais. n

0 isomorfismo do Teorema 3.1.2 é definido como

$pr A — Ay X Agx--xX A,
(3.2)
a — $la)=(drla),éaa), - d(a)) = (a+ P a+ P a+ BT

onde ¢;:A— A Ay= AP, i=1,2,-.-,r sio os homomorfismos canonicos, F;, 1 =1,2,---,7,

sio os ideais primos de A e m o menor inteiro positivo tal que NI_, P = 0.
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Definicio 3.1.2 Se d; sdo ideais em A;, para i = 1,2,---,7, definimos o produto direto
@1 Xdg X -+ X, em Ay X Ayx---x A, como o conjunto dos elementos {(a1,a,---,0;) 1 a; €d;}, onde
todas as possiveis combinagdes de elementos sdo consideradas ¢, portanto, a adi¢do e a multiplicagdo
sdo definidas componente por componente. O produto direto dq X ds X -+ Xd, € um ideal do produlo

direto Ay X Az X -+ X A, -

Observacao 3.1.2 Seja A wm anel comutativo finito com decomposicdo em anéis locais dada por
A=Ay x Agx - X A,. Seja @ um ideal de A. Entdo ¢;d) € A;, 1= 1,207, € um
ideal, pois se by,ba € ¢il@), entdo existe aq,09 € d tais que P{a1) = by e @ilaz) = by, e
assirn, by + by = pi{ar + az) € ¢;(d) ese a € Ay e b€ ¢pi(d) entdo existem (G € A e
a €d fais que ¢i(B) = e e ¢ila) =b, e assim ab = ¢(B)pi(a) = ¢i(fa) € ¢:(d) (como a ¢
wm ideal ternos que ay +as ¢ Pa pertencem a a). Concluimos, deste modo, que ¢{d) € um
produto direto de ideais em A = Ay X Az x ---xX A,, ou seje, todo ideal de A ¢ isomorfo a um
produto direto de ideais d; de A;, 1= 1,2,.--,r. Por outro lado, se d1 X dy X --- Xd, € um
produto direto de ideais em A = Ay x Az X --- X Ay, entdo ¢ ldy xdy X - xa,) C A € um
ideal. De falo, se ai,a2 € ¢7Hdy X da X --- X dy), entdo @lar},¢lag) € di Xdg X - X & €,
portanto, $lar + az) = ¢la1) + ¢lag) €ay Xdy X -+ Xa,, ouseja, a1+ az € & Hdy Xdy X <+ - Xdy).
Agora, se a € A e a € ¢"Hd xdy X -+ Xd,), entdo ¢a) € dy Xdg X .-+ Xdr e, portanto,
dlaa) = adla) € 41 Xdg X -+ Xy, ou seja, aa € ¢~V (dy Xy X - - -Xd,). Logo, ¢™May Xdy X - Xd,)
& um ideal. Coneluimos deste modo que o produto direto de ideais a; de A; € isomorfo a um ideal de
A. Assim, eviste uma correspondéncia biunivoca entre os ideais de A e o produto direto de ideais
em Ap x Ay X --+ X A,, € uma vez que os ideais de A; sdo conhecidos, todo ideal de A pode ser

obtido através de um produto direto apropriado e aplicar a inversa ¢™*. -

Exemplo 3.1.2 Seja A o anel dos inteiros Gaussianos, isto €, A = Z[i]. Do Exemplo 2.2.5 temos

que <H>=< 2+4+i><2-i> e <241>N<2-4i>=< 0> e pelo Teorema 2.1.3 temos o

: . Z[i Z]i ) _ o
isomorfismo Zs(1) = 25% X <2_[1]> o~ Zs x Zsz. Assim, os ideais de Zs|i] sdo cipias isomorfas

dos ideais {0} x {0},{0} X Zs, Zs x {0} e Zyx Zs do anel Zs x Zs. [

A seguir veremos um teorema, cuja demonstragdo é bastante simples airavés do uso do Teorema

3.1.2, e que é valido para qualquer distancia.
Teorema 3.1.3 Seja A  um anel comutativo finito com decomposigdo em anéis locais dada por
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A=Ay x Ay x +--x A.. Se C € um codigo linear sobre A, entdo C =Cy xCy X -+ xC,, isto
¢, C ¢ um produto (soma} direto de subcodigos lineares C; sobre os anéis locais A;, i=1,2,--- 7.

Além disso, ternos ainda que
o dpin(C) = mini<i<r{dnin(C)}, onde dmin(C;) € a distincia minima do i-€simo codigo C;.
ke
olc|=][1C I
PES )

Demonstragdo: A aplicacdo ¢ da equacdo (3.2) é um isomorfismo de A-mddulos, pois para todo
a,a € A temos que Haa) = (aa+ P, aa+ P, --- aa+ P} = a¢(a). Agora,se C éum cddigo
linear sobre A, ou seja, um A-mddulo, temos pelo isomorfismo ¢ que ¢(C)C Ay x Aax---x A, é
um cédigo linear sobre A, Assim, ¢(C) = C1 xCa x---x(,, ondecada C;, 1=1,2,---,7, 880 A;-
médulos (para todo a = a+P™ € A; e paratodo ¢, =c+ P € C;, temos que ac¢; = ac+ P € 4;
e ¢f{ca) = (ac+ P" ac+ Pt ac+ P™), portanto ac+ P™ € C;, paratodo @ = 1,2,---,7,
ou seja, C; é um A;-mddulo para todo ¢ = 1,2,---,r). Reciprocamente, se (; sdo A;-modulos
para i = 1,2,---,7, entdo (; sio também A-médulos através da operagio por escalar dada por
ac; =: ¢;{a)c; paratodo a € A e ¢; € (;. Deste modo, temos que 1 %xCyx-+-xC, éum A-mddulo.
Logo, sendo ¢ um isomorfismo, existe um A-médulo C tal que ¢(C) =C; x Ca X -++ X C;, ou seja,

CoCyxCax - xXCh. -

O préximo corolario, segue diretamente do Teorema 3.1.3.

Corolario 3.1.1 Se ( ¢ um codigo ciclico sobre A, entdo { =Cy xCy X ---xC,, onde cada C;

é um codigo ciclico sobre Ay, 1 =1,2,---,7. .

3.2 Anéis de Grupos

Um (n, k)-codigo sobre o anel dos inteiros médulo m, Z,, pode ser visto como um ideal no
anel de grupo Zm (G, onde (¢ é um grupo abeliano finito de ordem n. O pardmetro k& é definido
em termos da nocido de posto de um submddulo sobre um anel de ideais principais. Nesta secio,
estendemos o conceito de codigos para A um anel finito e ' um grupo abeliano finito, onde veremos
que um cdigo sobre A pode ser visto como um ideal em AG, o anel de grupo de (' sobre A.

Antes, porém, veremos o conceito de anel de grupo.
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Sejam (' wum grupoe A um anel com identidade. Denotamos por AG/ o conjunto de todas as
combinagdes lineares formais do tipo
> aigi, @ €A g€C

com adicio, multiplicagdo por escalar e multiplicagao dadas por

D aigit D bigi =3 (ai+bi)gs  (soma)

k]

a(z a;g;) = Z (aa;}g;  (produto por escalar) (3.3)

37 awg)O bigi)=>_ > aibjgig; =Y tegr  (produto)
7 J J k

f

onde a;,b; € A, gi € G, ¢ig; = g e b = g a;b;. Se o grupo (' éinfinito consideramos apenas
Gigi=ak
combinacdes lineares tais que {a;) é uma sequéncia quase nula, isto é, tal que apenas um nidmero

finito de coeficientes a; ¢ diferente de zero.

Definicio 3.2.1 Com as operagoes de soma e produto como em (3.3), AG € um anel chamado anel
de grupo de G sobre A. Se além disso, A € comutativo, considerando as lrés operagdes, temos
que AG € uma A-dlgebra chamada dlgebra de grupo de G sobre A. Em outras palavras, AG

é um A-médule livre cuja buse € formada pelos elementos de . [ |

Observacio 3.2.1 Considerando G, um grupo finito de ordem n e que seus elementos sdo escritos

-1

na ordem go,g1," "> 9n—1, lcmos que a todo elemento a = Z aigi € AG podemos associar (de
120

maneira inica) a n-upla (ag, a1, -+, apq). m

3.2.1 Cédigos via Anéis de Grupos

Blake em {8}, [9] e Spiegel em [48], [49], propuseram construcdes de cédigos via anéis de grupos
sobre anéis de inteiros residuais médulo m, Z,. Nesta secdo, propomos uma constriucio de cddigos

via anéis de grupos sobre anéis comutativos finitos com identidade.

Definicio 3.2.2 Sejam A um anel finito e G wm grupo abeliano finito de ordem n.

o [/m codigo linear de comprimento n sobre A € o conjunto das n-uplas associadas com os

elementos de um ideal de AG.
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e Se G € um grupo ciclico de ordem n, wum cédigo ciclico linear de comprimente n sobre

A € o conjunto das n-uplas associadas com os elementos de um ideal de AG. [

Observagao 3.2.2 Os ideais de AG  sdo do tipo aG com a um ideal de A, Com efeito, se
T C AG € um ideal, enido I = {Z aig; - a; €a}, onde ¢ C A €& um subconjunto. Tomando
x, y €4 temos que .1 e y.l pzertencem a I por definicio. Como I € um ideal seque que
zl+yl={z+y)lel, eportanto, z 4+ y €d. Analogamente, prova-se qgue axr €a para todo
rcd e ac A. Poroutro lado, temos claramente gue dG, onde a C A € um ideal, € um ideal de

AG. n
Em vista do Teorema 3.1.2 temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.1 Se A € um anel finito tal que A= Ay X A3 x --- X A,, onde os A;'s, sdo anéis
locais, com i=1,2,---,7, ese (G € um grupo finito de ordem n, com elementos escritos na ordem

G0, G1, s Gn—1, entdo AG € isomorfo @ AjG X AyG X -+ X A6

Demonstracao: O isomorfismo ¢ da equacdo (3.2) induz a aplicacdo ¢ definida como

P AG - AG X AG X - X AG

?ia,'g@ — 11)(2&%)“ Z@(a )gi = Z(ﬁﬁl(aa )y @2(a), - -, drlai))gs (3.4)

1=0 =0 1=0
-1 n—1 -1
= (O olaigi, Y dalai)gi -, > érlai)gi),
=0 =0 i=0
onde as duas representacbes de elementos em A G x A X -+ x A,G s@o0 equivalentes e usadas

quando conveniente. A adi¢do e a multiplicagio em A41G x A3G X --- x A, sao induzidas de Al

mediante a aplicagio ¢, isto é, se

@ = Ti;j daj)gs e b= Tfij &(b:)gi
sao dois elementos de A1G x A6 ><_ % A,.G entio i
a+b= E;(@(aé) + (b)) e ab= nz: Z dai)B(b;lgig;-
-1 . n—1 o
Agora, se © = Z a;g; e y= Z vig; sao dois elementos de AG entdo ¢¥(z+y) = Z dla; +b;)g; =
i=0 i=0

zgw(caz) + é(bi)g: = Z $ai)g: + Z B(bi)gs = w(z) + v(y) e wloy) = 22@*%5 gig; =
i= i= =0 =
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n—1n—1 -1 n—1

Z Z dla;)p(b)gig; = Z &a;)g;: qu(bj)gj = (z)¥(y), ou seja, 1 ¢é um homomorfismo de
1220 j=0 i=0 g=0
andis. Sendo AG um A-mddulo livre gerado pelos elementos de G, é claro que ¥ é inje-

tora. Para mostrar que é sobrejetora, seja b = (b1, bz, - +,b.) € A1G x A X --- x A, G, onde

n-1
bj = Za.@-jgi-, para j = 1,2,---,7. Sendo ¢ sobrejetora e como {(a;,a;,, " ,a;,) € um ele-
=0
mento de Ay x Ay X -+-x A,, paratodo i = 0,1,---,n— 1, existe a; € A tal que ¢(a;) =
-1
(b1(a;)s Pal @), - - - brlai)) = (@ig, @iy -+, @i, ). Tomando a = Zaigi € AG temos que P(z) =
e
e | ri—E 71 n—i ;wi F | -1
> ¢ladg = (S dnlaigi, y | dalai)ge, -, Y doladg) = (3096, Y aiy i s ) € gi) =
=6 =0 1220 =0 $z=0 =0 10
(by,bg,++-,b,) = b, ouseja, ¥ ¢é sobrejetora. Sendo ¢ um homomeorfismo injetor e sobrejetor,
é portanto um isomorfismo. -
n—1
Seja I ¢ AG um ideal. Pela Observagio 3.2.2 temos que [ =aG = {Z a;g; : a; €d}, onde

=0
i C A éumideal. Pela Observacio 3.1.2 temos que a imagem deste ideal mediante a aplicacao ¢ ¢

dada por
n—1 n—1 -1
(1) = (£ drlag 1a; €6} x {d dolai)gi s a; €d} x - x {3 ¢r(ai)gi : i €d})
=0 PE=4] i=0

o qual esta contida em A1G X 4G X --- x A, G, Como [ C AG ¢é um ideal, ou seja, é fechado em
relacio a adigdo e a multiplicacdo por elementos de AG, segne que [} = (Y i(a)g; c a; €a} &
um ideal de A;G para [ =1,2,---,r, pois contém o elemento zero, e é fechado em relagido a adicao
e a multiplicacio por elementos de A;G. Assim, se I éum ideal de AG entdo (/) éum produto
direto de ideais I; de A;G, [ =1,2,---,r, e reciprocamente, temos que um produto direto de ideais
I; em A;G éisomorfo a um ideal de AG. Deste modo, existe uma correspondéncia bijetora entre
os ideais de AG e o produto direto de ideais em A1G X A2G X -+ X A, G, e uma vez que os ideais
de A;G sdo conhecidos, todo ideal de AG pode ser obtido através de um produto apropriado e
aplicando a fungdo inversa pL

Deste modo, do Teorema 3.2.1, temos que conhecer os ideais {cddigos) de AG  é equivalente a
conhecer os ideais (cédigos) de A;G, 1==1,2,.--,r. Se, além disso, G ¢é um grupo ciclico finito de
ordem n gerado por um elemento g € (, entdo conhecer os ideais e portanto, os cédigos ciclicos
sobre A, & equivalente a conhecer os cddigos ciclicos sobre A;, i =1,---,r. Temos também, pelo

Teorema 3.1.3, que a distincia minima de um cédigo em AG éigual ao mini<ic,{d:}, onde d; é
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a distancia minima de um codigo em A;G, i=1,2,---,r.
Pela Observacio 3.2.2 temos que os ideais de A;G sdo da forma 4,7, onde 4; é um ideal de
A;, para todo ¢ = 1,2,---,r. Para encontrarmos os ideais de A;, 1 = 1,2,---,7, necessitamos do

seguinte teorema (Proposigio 1.1 de [4]).

Teorema 3.2.2 Seja A um anel e d um ideal de A. FEuriste uma bijecdo preservando a ordem

entre os ideais de A que contém a e os ideais de Afd. )

De modo a exibirmos a construgio de um cddigo sobre A mais explicitamente, tomamos

a; = Zgﬁg(a,i)gi ~ (a() agl),- al! ,) uma palavra-cédigo em A;, [ = 1,2,---,7, tal que o

T TL

n—1 1 n—%
correspondente elemento em A1 G X A X -+ X AG @ (Z a?}gi,z az(g}gi,---,z agr)gi), o

1=0
w1
qual é identificado, mediante a aplicacdo inversa ™1, com o elemento Z ;g € AG, onde
_ 1=0
a; = gﬁ;“i(aii)? agz)’ N a?)), e com este elemento em AG identificamos a n-upla (ap,01,-+, @n-1},

como sendo uma palavra-cédigo sobre A. Uma maneira mais clara deste processo é como segue:

listamos as n-uplas correspondentes aos elementos a; de AG, {=1,2,---,r, como segue
@ = (aél),ail), - {1) 1) € AG

Qg = (agz),agz), . a? 1) € A

Ty ’nm

a, = (a(T) tr ),---,afﬁl) e A G

Assim a primeira posi¢do da n-upla correspondente em AG é obtida pelas primeiras posigdes destas

—1(a(1) )

(v} imil d d
n-uplas como @ -,a, ') e, similarmente, para as outras coordenadas.

Exemplo 3.2.1 Considere o anel de grupo Zs[ilG, onde G € um grupo ciclico de ordem 4. Do
Ezemplo 3.1.2 temos que Zs[i] € isomorfo a Zs x Zys e do Teorema 3.2.1 temos que ZsiG €
isomorfo o #Zs;GxZsG. Considere o (4,2) codigo Cy sobre Zs gerado por gi(z) = 24+3z+2? com
disténcia de Hamming minima 3, ¢ o {4,1) cédigo Cy sobre Zs gerado por gz} =142+ 22 4 28
com distancia de Hamming minima 4. Portanto, o cédigo C =2 C1 xCy sobre Zs[i] tem distdncia de
Hamming minima 3. Assim, se ¢y =(2,3,1,0) € uma palavra do cédigo Cy e se ¢ = (1,1,1,1) €

uma palavra do cédigo Cz, a primeira coordenada da palavre ¢ do cédigo C € dada por ¢~ 1{(2,1) =
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4+ 4i, a segunda por ¢"1(3,1) = 2+ 31, a terceira por ¢71,1) = 1 e a quarta e dltima por
$10,1) =3+ i. L]

Sejam A um dominio de Dedekind e & € A um ideal. Pelo Teorema 2.2.7, o ideal @ pode ser

expresso como um produto de ideais primos, isto é, 4 = HPf", onde F, sio ideals primos de A
e €, t=1,---,7, sao inteiros maiores ou iguais a 1. N;rik sempre o anel quociente Aja é finito.
Mas se A for o anel dos inteiros algébricos de um corpo numérico, segue do Teorema 2.2.9 que o anel
quociente Aji é sempre finito e o nimero de elementos é definido como a norma do ideal 4.

Pelo Teorema Chinés do Resto (Teorema 2.1.3) a aplicagdo ¢ : Afd — A/P* x --- x Pfr,
definida por ¢(a +d) = (d{a+d),- -, d(a +d)) = (a+ P*,---,a+ P/} é um isomorfismo, onde
ac A e & Afd— A/PF, i=1,---,7, s80 os homorfismos candnicos. Se I éum ideal de A/d,
entio pela Observacdo 3.1.2 temos que ¢;(I) = {¢i(a-+d) : e € A} éumidealde A/P™, i=1,--- 1.
Reciprocamente, se d; € A/P%, i =1,---,r, sioideais, entdo ¢~ {{ag,---,a,) 1 a; €6, i = 1,-++,7}
& um ideal de A/d.  Assim, conhecer os ideais de A/d ¢ equivalente a conhecer os ideais de
AfPE, =1, --,T. .

' Se 4 é um produto de ideais primos distintos, isto é, a = HB onde P, sio ideais primos
distintos de A, entdo A/F;, i=1,---,r, sdo corpos,e portantoi,zgossuem apenas os ideais triviais,

e portanto, em A/a existem 27 ideals, que sdo facilmente determinados pelo isomorfismo ¢. Por

.

outro lado, se @ = HP;‘, onde P, ¢ = 1,---,r, s&o ideais primos de A e se e; > 1 para
7==1

algum i = 1,---,7, para calcularmos os ideais de Ajd veremos inicialmente quais sao os ideals de

AJPS i=1,---,7. Pelo Teorema 3.2.2 temos que os ideais de A/P° estdo em bije¢ao com os ideals

@ C A tal que @ 2 P°. Assim, pelo Coroldrio 2.2.3 existe um ideal FC A tal que P° =ab. Pela
anicidade da fatoragio de ideais (Teorema 2.2.7) segue que d = P*, 0 < k < e. Assim, os ideais de

A/P? sto completamente determinados.

Exemplo 3.2.2 Considerando I = (i) temos pelo Exemplo 2.2.2 que o anel dos inteiros algebricos
2

de I é Z[i]. Sendo § CIF wma extensdo de grau 2, segue pelo Teorema 2.2.11 que i:eifi = 2.
Tomando p = b temos que pZli]l =< 2+ 1 ><2~i>= PP onde P,NZ =<5 2>=,1 i = 1,2,
e fir=fo =er = e =1 Assim, ZU}/(pZli]) ~ Zs x s pois [Z[i}/(BZ]): Z/(BZ)] = 2.
Como Zs possui apenas os ideais triviais, seque gue Z0[i|/(5Z1i]) tem 2% =4 ideais e sdo cdpias

isomorfas dos ideais {0} x {0}, {0} x Zs5, Zs5 < {0}, Zs x Zs de Zs x Zs. Analogamente, se
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i =< 24+1i><3+2>=< 44T > lemos que 7 <2ii>><<3-f23'>’ onde < 2+ > N4 =

. - A P
<5> e <3+2>N0NZ =<13 > Como i e <3f2i> sdo corpos de 5 e 13 elementos,
respectivamente, segue que Ajd tem 2% =4 ideais e que seus ideais sdo cdpias isomorfas dos ideais

{0} x {03, {0} X Z13, Zs x {0}, Zs X Zss de Zs X Ziz u

3.3 Cédigos de Hamming

Blake em [9] propds uma construgio de cédigos de Hamming sobre anéis de inteiros residuais do
tipo Z, onde p & um nimero primo e [ é um inteiro maior ou igual a 1. Nesta secio, descrevemos
a generalizagio destes cédigos para anéis finitos locais do tipo R = A/ P, onde e é um inteiro maior
ouigual a1, A éo anel dos inteiros algébricos de um corpo numérico JK (uma extensdo finita do
corpo dos nimeros racionais) e P ¢ um ideal primo de A tal que <p>= PNZ. O ideal maximal
de B é M = P/P°. Segue do Teorema 2.1.2 que este ideal é composto por todos os divisores de
zero de K.

A construcio sendo proposta garante que estes codigos tenham distancias de Hamming minimas
iguais a trés e, portanto, capacidade de correciio de um erro aleatério. De modo andlogo ao caso de
cédigos de Hamming sobre corpos, a construgio da matriz verificacdo de paridade serd realizada a
partir do pardmetro m > 2 representando o nimero de linhas da matriz e o comprimento dado em

funcae de m.

3.3.1 Construcao da Matriz Verificagdo de Paridade

Sendo M um subgrupo aditivo de R, como a ordem (norma do ideal Pe), isto é, o nimero
de elementos do anel B é p/® onde f =[A/P:Z,] éograu da extensdo, segue que a ordem de

M é p*, com §< fe, donde concluimos que o conjunto dos divisores de zero deste anel possui p®

elementos.
Sejam a = (a1, 1 am) € b= (b1, - -,by) pertencentes a R™. Tomando as matrizes
s b]
as by a;, b;
M = e M= ,
a; b
G O
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definimos d;; = a;b; — b;a;, paratodo par (4,7} talque 1< i#j<m.

Lema 3.3.1 Dois elementos a, b € R™ sdo linearmente dependentes se, € somente se, d;; € um

divisor de zero para todo par (i,7) tal que 1 <i# j < m.

Demonstracdo: Se um dos d;j, i # j for uma unidade entio, pelo Teorema 5.17 de [12], o sistema

linear homogéneo

aa; + Bb; =0 @
onde X =

aaj +fBb; =0 A
com «, 3 € R, somente admite a solu¢do trivial, isto é, @ = § = 0, contradizendoofatode a e b
serem linearmente dependentes. Reciprocamente, assumindo que cada d;; = a;0; — b;a; é um divisor
de zero para todo par (i,7} tal que 1< i# j <m, pela Propriedade 4.11(e) de [12] temos que para
todo i# j o postoda matriz M;; ¢ menor que 2. Como o posto da matriz M & menor ou igual o
méaximo dos postos das matrizes M;;, segue que o posto da matriz M ¢é menor que 2. Assim, pelo
Teorema 5.3 de [12] temos que o sistema linear homogéneo MX = 0, tem uma solucido nao trivial, e

portanto, os vetores a e b sdo linearmente dependentes. ™

Seja B o conjunto dos p*™ elementos em R™ cujas componentes sio elementos divisores de
zero. Dizemos que a e b em R™ — B sio equivalentes se forem linearmente dependentes, isto é,
se existirem o, 4 em £, ndo todos nulos, tais que aa+ Gb = 0. Esie fato define claramente uma
relagio de equivaléncia.

A fim de construirmos a matriz verificacio de paridade H de um cédigo que tenha distdncia de

Hamming minima 3, ndo podemos permitir que:

1. Uma coluna de H pertenca a B, isto é, todas as suas componentes sdo elementos divisores

de zero;
2. Em H existam colunas equivalentes.

Por (1), estamos evitando que o cédigo tenha distancia 1 e por (2) que tenha distancia 2. O
teorema seguinte fornece quantos elementos podemos escolher em R™, satisfazendo estas condigdes.
Sua demonstracio é bastante analoga a apresentada em [9]. Contudo, para efeito de referéncias futuras

e também para uma maior clareza deste trabalko, apresentamos a demonstragao.
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Teorema 3.3.1 O nimero das classes de equivaléncia de R™ — B € dado por (¢ — 1)/{q — 1),

onde q=7p""° e v= fe.

Demonstragdo: Seja a = (ay,---,a;,0,---,0) um elemento com i unidades e m ~ ¢ zeros. Seja
b= (by, -, bi, bigr, - -, b,,) um elemento de R™ — B. Temos pelo Lema 3.3.1 que b ¢ equivalente
a a se, e somente se,
(i) a;b éum divisor de zero para 1 <7 < 4, [>1 e
(i) a;b;— a;b; & um divisor de zero para 1 <j, I <4,

Sendo a; wuma unidade, (i) implica que by, I > 4, € um divisor de zero. De (ii) temos

b (divisor de zero), { = 1,---,i—1, ese b ¢&um divisor de zero entao

que b = aflaibz‘ +oa;
by, | = 1,---,4, é um divisor de zero, o que implica que b € B, contradizendo b dado acima.
Agora, se b; € R* entdo by, I=1,---,i—1, é a soma de uma unidade e um divisor de zero, que é
sempre uma unidade. Para b; € R* fixo, existem exatamente p° solucdes para by, [ =1,---,i— 1,
correspondendo na escolha de divisor de zero. Como b; pode ser escolhido de p¥ — p® maneiras e
cada um dos by, > i, em p° maneiras, segue que existem {(p*~* — 1)p"™ elementos de R™ - B

equivalentes a a. Este argumento é estendido de maneira natural para a com ¢ unidades e m —1

divisores de zero, e portanto, é independente de 4. Assim, o nimero das classes de equivaléncia
. |R"-B| pr = pm prm(plm — 1) plemam 1 g ]

de Rm — B Fa) poes - — — e - prnent - povnd

pr(prme = 1) pr(pr - 1) p(pr - 1) prr =1 g—1

g:p“_sevzfe. =

, oude

Observamos pelo Teorema 3.3.1 que o nimero das classes de equivaléncia de R™ — B depende
de p, m, v e s equeo nimero miximo de colunas na matriz verificacdo de paridade de um cddigo
sobre R com distancia de Hamming minima 3 é n = (p{v=9™ — 1)/(p¥~* ~ 1), onde m representa
o nidmero de linhas de H. Isto implica que dado um pardmetro m, com m > 2, podemos sempre

construir um caédigo sobre B com os seguintes parametros:
e comprimento n = (pl*~=5I™ — 1)/(p¥=* — 1),
o distancia de Hamming minima dgmn = 3.

O préximo teorema fornece quais elementos devem ser escolhidos em R de tal modo a satisfazer

as condicdes (1) e (2), dadas acima.
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Teorema 3.3.2 Sejom a = (a1, +,ay) ¢ b=(by,--+,by) clemeniosde R™ e a = (ay, -, an)
e b = (b'l,---,b;n), com a, = a;(mod p) e b, = bi{mod p), 1 < i< m. Se a e b sdo

linearmente dependentes sobre Z,, entio a e b sdo linearmente dependenies sobre R.

Demonstragao: Suponha que a e b’ sejam linearmente dependentes sobre Z,, isto é, que existam
a e p em #,, nao todos nulos, tais que aa + fb = 0. Consequentemente, aa.; + ﬁb:- = 0,
para todo 1 <12 < m. Como a, = ai(mod p) e b= b;(mod p), para todo 1 <1 < m, temos
que a; = ;p + a;- e b; = sp+ b;, onde r; e s;, paratodo 1 < ¢ < m, sdo inteiros. Assim,
ala; — rip) + B(b: — 5;p) =0 paratodo 1 < i< m. Agora, multiplicando ambos os membros desta
ditima igualdade por p*~!, obtemos que o'a;+ 3'b; =0, paratodo 1 <i<m onde a = ap*!
e 3 = pp*! pertencema R e p* ca caracteristica de H. Assim, a e b s3o linearmente

dependentes sobre R. -

Coroldrio 3.3.1 A matriz verificagio de paridade de "algum” cddigo de Hamming sobre R pode
ser tomada como sendo a matriz verificagdo de paridade de um cédigo de Hamming sobre GF(p),
onde as colunas sdo m-uplas (ndo nulas) pertencentes a Z, e tais que quaisquer duas delas sdo

linearmente independentes sobre Z,. -

Note que para um dado pardmetro m, os codigos de Hamming sobre GF(p), que também sdo
cédigos de Hamming sobre R, possuem o mesmo comprimento e com nimero diferente de palavras-

codigo.

Exemplo 3.3.1 Vamos construir um cddigo de Hamming sobre R = Zolil.  Pela notagdo usady
temos p=2, f=s=1,e=2,v=Je=2 ¢ g=p"" =2, Adotarmoes m = 3. Desle modo,
temos que n = (g™ —1)/{g~ 1) =1T7. A matriz verificagio de paridade H do cddigo de Hamming

sobre GF(2) com comprimento n =7 ¢ dimensdo k=4 ¢ dada por
1 000111
H=10 101011

g 011101

Pelo Coroldrio 3.3.1, temos que a matriz H € também a mairiz verificacdo de paridade de um codigo

de Hamming sobre Zs[i] com comprimento n =17 e distdncia de Hamming minima dpp = 3. ™
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3.3.2 Algoritmo de Decodificagio

Para finalizar o estudo dos cédigos de Hamming, apresentamos um algoritmo de decodificacao
para estes codigos. Esta proposta é uma extensdo simples do método para a decodificacdo destes
cédigos quando definidos sobre os corpos finitos GF(g).

Interlando em [31] descreven um método para a decodificagéo de codigos de Hamming sobre anéis
de inteiros residuais. Aqui, veremos que este método também pode ser adaptado para a decodificacao
de cédigos de Hamming definidos sobre anéis locais provenientes de anéis de inteiros algébricos, que
é bastante similar ao caso destes cédigos quando definidos sobre os corpos G F{(q), onde g ¢é uma
poténcia de primo.

Suponha que as palavras-codigo tenham comprimento n, e que H seja a matriz verificacdo de
paridade. Suponha ainda que ¢ seja a palavra transmitida, e o vetor erro introduzido pelo canal,
b =c+e ovetor recebidoe s =bH T 4 vetor sindrome. Quando ocorrer apenas um erro, o vetor
sindrome sers suficiente para detectar a posi¢io do erro na palavra-cédigo e a magnitude do mesmo.

Sendo b = c+e, com ¢ uma palavra-cédigo, segue que s = bHT = (c+e)HT =cHT +eH? =
eHT. Assim, quando ocorrer apenas um erro na posigdo j, o vetor sindrome seré a j-ésima coluna da
matriz H multiplicada pela componente e; do vetor erro. Deste modo, devemos procurar na matriz
H uma coluna de modo que quando multiplicada por um elemento de R* (elementos invertiveis de
R) obtenhamos o vetor sindrome. Consequentemente, a coluna encontrada representard a posicdo j

na palavra-cédigo em que ocorreu o erro e o elemento de R serd a magnitude do mesmo.

Exemplo 3.3.2 Considere o cddigo do Eremplo 3.3.1. Suponha que a palavra transmitide seju a
palavra toda nula ¢ = (0000000} e que o wvetor erro introduzido pelo canal seja e = (0000007).
Multiplicando o vetor recebido b = ¢+ e pela matriz H, obtemos s = (iii), que € a ultima coluna
da matriz H multiplicada por i. Deste modo, podemos dizer que ocorreuw wm erro de magnitude i

na posicio 7 da pulavra-cddigo, -

Devido ao fato de que quaisquer duas colunas de H sdo sempre linearmente independentes,
quando ocorrer apenas um erro, este método determinard de maneira dnica a posi¢ao e a magnitude
do erro. Deste modo, ndo ha possibilidade de se determinar dois ou mais padrdes de erros para uma
mesma sindrome.

Mas, quando estiver fora da capacidade de corregio do codigo, isto é, ocorrer dois ou mais erros,
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pode acontecer gque nao exista uma coluna de H tal que quando multiplicada por um elemento de
B* dé o vetor sindrome, Neste caso, o decodificador declara apagamento por falta de dados para a

decodificacio correta. Caso se encontre tal coluna, um erro de decodificagio ocorrera.

3.4 Cédigos Reed-Solomon

Blake em [9] propos & construgio de c6digos Reed-Solomon sobre anéis de inteiros residuais do tipo
Ly onde p € um ndmero primo e [ é um inteiro maior oun igual a 1. Nesta secao, apresentamos
duas propostas de construgdes de cédigos Reed-Solomon sobre anéis finitos locals. Primeiramente,
tratamos o caso de anéis finitos locais quaisquer e em seguida anéis finitos locais do tipo A/P¢, onde
¢ &um inteiro maior ou ignal a 1, < p>= PNZ éum ideal primo de Z, N(P¢) = p/® (norma),
onde f=[A/P:Z,}, A éoanel dos inteiros algébricos de um corpo numérico I e P é um ideal
primo de A. Estas construgdes sio muito semelhantes a construgao destes c6digos sobre o anel dos
inteiros residuais médulo g ou sobre corpos G F(g), o corpo de Galois com ¢ elementos.

Seja R wm anel finitolocal e M seu ideal maximal. Pelo Teorema 2.1.2 temos que M éformado
por todas as ndo unidades do anel R. Seja p um nimero primoe o € R tal que o' = 1 {mod M)
e ol #£1{mod M) se 1 <i<p-2 Sejam s=p~1, G;= {1,a,0%,-+-,a* 1}, o vetor
localizador 7 = {@1,a32,---, ) consistindo de elementos distintos de (G, e m um Iinteiro nao

negativo. Seja a matriz H definida como

af’ az' o
1 1 m41
oy 25 e Qo
H = (3.5)
d— - -
I aqln-}- 2 agz—*—d 2 .. a?-(»ci 2 |

Teorema 3.4.1 O espaco nulo da matriz H sobre R € um codigo C{n,n} de comprimento n < s

e distancia de Hamming minima dpm{C) > d.

Demonstracio: Pele Teorema 2.3.2 temos que a distancia de Hamming minima deste codigo € malor
ou igual a d se, e somente se, guaisquer d — 1 colunas de H sio linearmente independentes sobre

R. Mostraremos que a matriz H possui posto d— 1, isto é, qualquer conjunto de d — 1 colunas
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sio linearmente independentes sobre R. Seja a submatriz H; de H dada por

odim aiam ce giaem
aft{m+1) a2+ L gdaei(mtl)
H1 =
aitlmt+d=2)  pia(m4d=-2) | ie-a{mtd-2)
Vamos mostrar que esta matriz é ndo singular, onde j; = 0,---,n~1, ¢ = 1,---,d —- 1, com

j1 < ja < o+ < ja—1- O determinante desta matriz pode ser expresso na seguinte forma
d&f(ffl) = Q(jl+'-a+‘jdw1)mdet(H2)

onde a matriz Ho é definida como

1 1 1
ah a2 - afd-1
Hg =
aiild—2}  anld-2) .. giaa(d=2}

Note que det{H2) é o determinante de Vandermonde, donde concluimos que o deferminante da matriz

H, é dado por

det(Hy) = alir+-+iam IT (o = o). (3.6)

>

Assim, Hy serd nfo singular (terd posto d—1) se, e somente se, a equagdo {3.6) for uma unidade em
R. As poténcias de @ sdo sempre unidades em R pelo fato de que o' =1 (mod M), ou seja,
Pl e14+ MC R— M. Assim, pelo Teorema 2.1.2 temos que « e suas poténcias sio unidades
em R. Os termos que fazem parte do produtério em (3.6) sio da forma ¥ — aft = a%i(1 — @t ™4},
onde estamos supondo 7 > ji.  Ambos os termos deste produto sdo unidades, pois o primeiro é
uma poténcia de o e o segundo sendo da forma 1 -~ o, j=1,---,p—2. Deste modo, para
1<i<p-2, ad # 1 (mod M), isto é, o/ —1 ¢ M, j=1,--+,p~2. Pelo Teorema 2.1.2 temos que
of =1, j=1,-+-,p— 2 sho unidades em R. Concluimos deste modo que det(Hy) é uma unidade

em R e, portanto, H tem posto d -~ 1. Assim dpnin(C) > d. n
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Exemplo 3.4.1 Seja o anel finito local R = Zys cujo ideal mazimal é M

H

{0,5,10,15,20}.
Vamos construir um codigo Reed-Solomon C(n,n) sobre Zas com dn(C) > 3. Sejam p =
5 n=p-1=4, a =2 (elemento do anel) e também vamos supor que m = 1. E de fdcil
verificagdo que ot =1 (mod M) e que o’ #1 (mod M), j =1,2,3. Seja 7= (1L, a,a%0a®) o

velor localizador. A matriz verificacdo de paridede deste cidigo € dada por

o 1 2 4 8
Hﬁ jroend

at af 14 16 14
Pelo Teorema 3.4.1, a matriz H descreve um codigo C(n,n) sobre Zys de comprimento 4 e

dmin(C) > 3. Fste cddigo tem capacidade de correcdo de um erro aleatdrio. n

Agora, iremos propor a construgdo de cddigos Reed-Solomon sobre anéis finitos locais do tipo
k= A/P°. Seja a=a+P°ec A/P° um elemento tal que a?~ 1 =1 (mod P) e a' # 1 (mod P) se
1<i<p-2 Sejam s=p—-1, G;={l,a,0? ---,a° 1}, o vetor localizador 1= {aj,as, - -,a,)

consistindo de elementos distintos de 5, e m um inteiro nfo negativo. Seja a matriz H definida

como i} )
m
a} ag"' - ag"
avlﬂ+1 a"énﬂhi a?-H
= (3.7)
mtd—32 B md—2
i o] o ceeal |

Observacao 3.4.1 Com as notagoes acima temos gue R/M € isomorfoa A/P, onde M = P/P*®

é o tnico ideal mazimal de R. =

Teorema 3.4.2 O espaco nulo da matriz H sobre R € um cddigo C(n,n) de comprimento n < s

e distincia de Hamming minima dpin(C) > d.

Demonstracdo: De maneira analoga 4 demonstracio do Teorema 3.4.1 temos que o determinante
da submatriz Hy € dado por
det(ﬁ"i) —_ a(j1+...+jd—1)m H(aj1 — ajz)‘ {38}
i
Assim, Hq é ndo singular (terd posto d — 1) se, e somente se, a equacdo (3.8) for uma unidade

em R. As poténcias de o sio sempre unidades em R pelo fato de que a?~! = 1 {mod P), ou

49



seja, a’~l —1 € P, e assim aP 1~ 14+ P =0+P em R. Pela Observacio 3.4.1 temos que
-1+ PP+ M=0+P +M em R/M. Portanto, a1~ T &€ M nao é uma unidade em
E. Pelo Teorema 2.1.2 segue que a?~1 = gP~1 & P¢ é uma unidade em R. Consequentemente,
as poténcias de a também sdo unidades em E. Agora, os termos que fazem parte do produtorio
em {3.8) sdo da forma @t — alt = o?i(1l — a’i77), onde estamos supondo j > j;. Ambos os
termos deste produto sdo unidades, pois o primeiro é uma poténcia de « e o segundo sendo da forma
1—¢f, j =1,2,---,p~ 2. Deste modo, para j = 1,2,---,p— 2, temnos que ol # 1 (mod P), isto
é, o —1¢ P. Portanto, a/ — 1+ P ¢é uma unidade em A/P (corpo) e pela Observagio 3.4.1
temos que a’ — 1+ P+ M & uma unidade em R/M. Assim, existe €4+ M € R/M tal que
(b+ M)+ M) = T4+ M =bc+M, onde b=a?—14+P". Logo, 1—bc € M nio é uma unidade em
R. Pelo Teorema 2.1.2 temos que be é uma unidade em R e, portanto, b=al — 1+ P" = af — 1
é uma unidade em  R. Concluimos deste modo que o det{ H1) é uma unidade em K. Assim, H

tem posto d — 1 e, portanto dnin(C) > d. -

Exemplo 3.4.2 Seja A o anel dos inteiros algébricos de §)(i), isto é, A= Z[i|]. Seja p=7T um
némero primo. Temos que R = Z[{/(TZ[i]) = Zr[i] = {a + bi 1 a,b € Z7}. Vamos construir um
codigo Reed-Solomon C{n,n) sobre Z[1] com dyin(C) > 5. Paraisso, sejam p=T7, n=p—1=
6, o =3 (elemento primitive de Zz[i]) e vamos supor que m = 1. Seja n = (L,a,a?,---,a%) o

vetor localizador. Deste modo, temos que a matriz verificagdo de paridade H, € dada por

1 a o o ot &° 1 3 2 6 4 5
1 a2 at o of ot 1 2 4 1 2 4
1 a® a% o al?2 ot 1 61 6 1 5§
1 ot o al? &% o 1 4 2 1 4 2

Desta forma, pelo Teorema 3.4.2, a matriz H descreve um cédigo C{n,n) sobre Z:{i] de compri-

mento 6 ¢ dyin(C) 2 5. Este codigo temn capacidade de correcdo de dois erros aleatorios. n

Observacdo 3.4.2 Observamos que estas classes de codigos Reed-Solomon sobre anéis locais ndo sdo
formadas por cddigos ciclicos. Por wma andlise direta, podemos verificar que ¢ = (4236 10) £
uma palavra-cédigo do Eremplo 3.4.2, pois eHT = 0, onde H ¢€ o matriz verificacdo de paridade

dada por (3.9). Entretanto, a palavra ct?) = {1042 36) ndo perience a este cédigo, pelo fato de
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que D HT £ 0. Concluimos deste modo que, em geral, os cédigos Reed-Solomon sobre anéis locais

ndoe sdo ciclicos. [ ]

Por outro lado, podemos afirmar que todo polindmio v(z) de um cédigo Reed-Solomon é miltiplo
de um determinado polindmio ménico g(x), também pertencente ao cddigo. Este fato pode ser visto

da seguinte maneira. Como vH? =0 temos que o™ o™+l ... gmd=2

sdo raizes de v(z). Temos
também, que os coeficientes de wv(z) pertencem ao anel R (que possui identidade multiplicativa),
donde podemos concluir que fi{z) = z — a™, foz) =z — o™, fa(z) =2 — ™2, faq{z) =
z — o™t o glz) = mmc{ fi(z), falz),- -, fa_1(z)} sio fatores de w(z). Isto implica que todo
polinémio cédige v(z) € miliplo de g(z). Por outro lado, nem todo miltiplo de g(z) é um
polindémio cédigo.

Para finalizar esta seciio veremos alguns fatos sobre o problema de definir cédigos BCH sobre
anéis comutativos finitos A com identidade. A defini¢do de cddigos BCH sobre anéis finitos segue
os mesmos passos quando estes cddigos sfo definidos sobre corpos finitos. Deste modo, sejam  A(§),
onde & éraiz de um polinoémio irredutivel sobre o anel A, uma extensio do anel A e a € A(é)* de
ordem s tais que 1— aj, j=1,---,8—1 sdo unidades em A(é). Definimos um cédigo BCH sobre

o anel A, de comprimento n < s e distdncia projetada d, como sendo o espago nulo da matriz H

definida por

af* alft o
a'ft—i-l a2m+1 azﬂri
H = ,
m4d—2 T 2 d—2
] al O-’g P a;n"f" ]
onde 1= (ay, 02, - -, tin) €0 vetor localizador.
O problema de determinar os clementos a € A(6)* taisque 1—aof, j = 1,2,---,n—1, sio

unidades estd diretamente relacionado com a determinacio da estrutura de A(d)*. No proximo
capitulo faremos um estudo mais detalhado de cédigos BCH sobre anéis finitos, onde veremos que

encontrar o anel em que o polindmio z™ — 1 se decompde, é de extrema importincia.



3.5 Proposta de Construgaoc e Decodificacao de Cédigos sobre Anéis
Finitos

No decorrer desta secdo faremos um estudo a respeito da construgio e da decodificacao de céddigos
lineares sobre anéis comutativos finitos com identidade. Este mesmo problema foi tratado nas secdes
4.6 e 4.7 de [31] para o caso de grupos abelianos finitos, que pode ser escrito como o produto direto
de subgrupos ciclicos cujas ordens sdo poténcias de primos. Nesta se¢do, usaremos o fato de que todo
anel finito comutative com identidade pode ser expresso, de maneira dnica, como o produto direto de
anéis finitos locais (Teorema 3.1.2).

Faremos, agora, a construcao de um codigo linear sobre um anel comutativo finito com identidade
tal que A= Ay X A3 X -+ x A, onde A;, +=1,2,-.-,7, sdo anéis locais. Para isto, selecionamos
r cédigos lineares sobre A;, Ay,---, A,, respectivamente, e tal que a distincia de Hamming minima
de cada um desses codigos seja pelo menos d. Se d <3 os codigos de Hamming sao suficientes e se

d > 3 recorremnos aos cddigos de miltipla correcio, isto é, Reed-Solomon, BCH ou alternantes.

Para codificarmos uma seqiiéncia de informagdo (ci,e2,+-,¢x) com ¢ € A, 1 = 1,2,---,k,
primeiramente expressamos cada elemento ¢;, ¢ = 1,2,--,k, na forma de um produto direto, isto
é, ¢; = (A, @2, ) para 4= 1,2,--- 0k e ay € A com = 1,2.--,7. Deste modo, toda

seqiiéncia de informagao é processada da seguinte maneira

(a1 arz - ayg) — | C 1= (e o+ a1y Grgpr e G1g)
(az1 age o asg) — | O | = (an - agp aappr - azn)

D

(3.10)

(Qr,l £ 2% B a'r,!s:) - I —* (G’T,l et Op ko OGeky1l a?‘,n:’

1o

1 T T | L 1 )

(cr 2 -+ oz I (er o+ gt e cn)

No lado esquerdo da equagao (3.10) os elementos de cada linha sdo da forma a;; com ¢ fixo

e j = 1,2,-+-,k, e todos pertencem ao mesmo anel A;. Deste modo, a seqiiéncia de elemen-
tos (@, @z, +, k) pode ser considerada como os sfmbolos de informacio de um cddigo sobre
A, i=1,2,--+,r. O lado direito é formado pelas palavras-codigo correspondentes a cada uma dessas



seqiiéncias de informagao. De modo andlogo, fazemos o produto direto de cada coluna no lado direito
para obtermos os correspondentes elementos do anel A que formaréo a palavra-cddigo.

A distancia de Hamming minima do cédigo € é dada por dpin(C) = min;gégr{di} onde d; &
a distincia de Hamming minima do ¢-ésimo cddigo definido sobre A;, 1 =1,2,---, 7.

A decodificacao destes codigos é realizada da seguinte maneira. Tendo recebido uma palavra de
comprimento n (com elementos em A}, o receptor decompde a mesma num produto direto {como no
lado direito da equacio (3.10)) para obter r palavras, também de comprimento n, cada uma sobre
A, t=1,2,---,7. A partir daf, r decodificadores (um para cada c6digo em (3.10}} decodificam as

palavras correspondentes.

3.6 Conclusoes

Neste capitulo vimos que cddigos ciclicos de comprimento n sobre um anel comutativo finito
A com identidade sfo ideais no anel A, = zﬁifjg, e assim os principais teoremas caracterizando
o polinémio gerador para cddigos ciclicos sobre o corpo GF (g) podem ser generalizados em muitas
situagdes para codigos ciclicos sobre o anel A. Vimos que cddigos lineares sobre anéis finitos locais
possuem propriedades de distincias tdo boas quanto ou melhores que a dos c6digos lineares definidos
sobre anéis finitos quaisquer.

Em seguida, apresentamos construgoes de cdodigos sobre anéis finitos via anéis de grupo, fazendo
uso do Teorema de Estrutura para um Anel Comutativo Finito. Vimos que estes cddigos séo facil-
mente determinados quando o anel finito € obtido através do anel dos inteiros algébricos de um corpo
aumérico.

Foram apresentadas construgbes dos codigos de Hamming e Reed-Solomon sobre anéis finitos
locais. Os cédigos de Hamming para corre¢éio de um erro aleatério e os codigos Reed-Solomon para
miltipla corregio de erros. Os codigos Reed-Solomon foram estendidos sobre quaisquer anéis finitos
locais enquanto que os de Hamming sobre anéis finitos locais provenientes dos anéis dos inteiros
algébricos de um corpo numérico. Um algoritmo para a decodificagio dos cédigos de Hamming também
foi apresentado. A decodificacdo dos cédigos Reed-Solomon serd apresentada na Se¢do 4.3 do Capitulo
4, pelo fato de necessitarmos de uma teoria mais elaborada.

Finalmente, com o objetivo de sistematizar um outro método para a decodificagio de codigos

de multipla corregdo de erros nos levou a estabelecer uma proposta alternativa, que consiste em
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concatenar cédigos definidos sobre anéis comutativos finitos locais com identidade para obtermos um
cédigo linear sobre um anel comutativo finito com identidade.

No préximo capitulo faremos o estudo dos cédigos BCH (para miltipla correcdo de erros) sobre
anéis comutativos finitos com identidade. Neste caso, encontrar o anel em que o polindémio 2" —1 se

decompde em fatores lineares, é de extrema importincia.



Capitulo 4

Cédigos BCH sobre Anéis Comutativos

Finitos com Identidade

Cédigos algébricos lineares podem ser definidos através de alfabetos escolhidos em um conjunto
de tamanho arbitrario. Contudo muitos dos resultados em Teoria da Codificagdo tem sido obtidos
assumindo que os simbolos sdo elementos de um corpo finito. Neste capitulo veremos uma impor-
tante classe de cédigos algébricos, os codigos BCH, que podem ser estendidos para anéis arbitrarios
comutativos finitos com identidade.

Os cédigos BCH (Bose-Chadhuri-Hocquenghem) sdo uma generalizagio extraordindria dos codigos
de Hamming para miltipla corre¢do de erros e formam a classe dos melhores codigos construtivos
para canais em que os erros afetam os simbolos de maneira independente. Os cddigos BCH foram
descobertos por R.C. Bose e D K. Ray-Chaudhuri {10}, [11] e independentemente por A. Hocquenghem
[29], os quais levam as iniciais de seus nomes. Os cddigos BCH sio definidos a partir da matriz
verificagdo de paridade e projetados para corrigir um certo ntimero de erros.

0 estudo dos cddigos BCH é importante nos seguintes aspectos:

¢ Quando o comprimento da palavra-cédigo ndo ¢ grande, existem bons cddigos nesta classe;
e As técnicas de codificacio e decodificagdo sio relativamente simples;

e A subclasse nao bindria dos cédigos Reed-Solomon tem certas propriedades de otimalidade e

uma estrutura de distancia bem entendida:
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¢ O conhecimento destes codigos é, provavelmente, o ponto inicial para estudar outras classes de

cédigos ciclicos.

Blake em [8] propds uma construcao de cédigos ciclicos sobre anéis de inteiros residuais do tipo
T

Zm, onde m ¢é um produto de primos distintos, isto &, m = sz-, com p;, ¢ = 1,2,---,7,
nimeros primos, a partir de codigos ciclicos sobre Z,,. Blake em u;ﬁ:}:rabalho posterior {9], propos a
construcio de matrizes verificagio de paridade para cédigos sobre Z,, de maneira analoga aos cddigos
de Hamming e Reed-Solomon. Algumas questdes deixadas em aberto por Blake foram resolvidas por
Spiegel em [4§] e {19]. Em [48] Spiegel propds uma construcio de codigos sobre #,,, para m da
forma m = H pf‘, a partir de codigos sobre pr:ci , que por sua vez sdo obtidos a partir de codigos
sobre Zp,. mElm 1978, Spiegel em [49], propds uma construcio de cédigos BCH sobre os anéis Y
a partir de cédigos BCIH sobre corpos p-adicos e seus corpos de classes residuais. Shankar em [46]
propds uma construcéo de cddigos BCH com simbolos em anéis de inteiros residuais.

Nas Secoes 4.1 e 4.2 estendemos os codigos BCH para simbolos sobre anéis comutativos finitos com
identidade. A obtencdo destes cddigos estd baseada na fatoracdo de 2°—1 sobre o grupo das unidades
de uma extensao conveniente destes anéis. Fsta construcio serd feita de maneira bastante similar aos
cddigos BCH sobre corpos finitos. Na Secao 4.3 apresentamos um algoritmo de decodificac@o eficiente
que servira para a decodificagio dos cddigos Reed-Solomon e BCH definidos sobre anéis comutativos
finitos locais com identidade. O algoritmo apresentado nesta secdo é uma adaptacio do algoritmo de
Berlekamp-Massey modificado proposto por Interlando, Palazzo e Elia em [33].

A Segao 4.4 tem como objetivo complementar a teoria desenvolvida sobre o algoritmo de Berlekamp-
Massey modificado, onde veremos que este algoritmo pode ser aplicado para geracio de seqiiéncias
através do uso de registradores de deslocamento, cujos elementos pertencem a um anel comuatativo

finito local com identidade.

4.1 Cébdigos BCH sobre Anéis Finitos Locais

Tncialmente recordamos que sobre corpos GF(p), define-se um cédigo BCH ciclico de compri-
mento s, com mde(p,s) = 1, e distdncia projetada d, como sendo um ¢ddigo cujo polindmio
gerador tem como raizes os elementos o, a®*!, ... o2 onde o € GF(p™) ¢éuma raiz primitiva
de z°®—1, b ¢é um inteiro n&o negativo e m é tal que s divide p™ — 1. Quando s=p"™ -1 o

c6digo é chamado BCH primitivo.



Nesta secao iremos descrever a construcgio de codigos BCH sobre anéis comutativos finitos locais
A com identidade, a qual é bastante semelhante a de codigos BCH sobre corpos finitos. A diferenga
é que os elementos da matriz verificacao de paridade estdo num anel conveniente.

Do capitulo anterior recordamos que um cédigo ciclico de comprimento s sobre um anel comu-
tativo finitfo A com identidade é um ideal no anel de polindmios A[z] médulo o polindémio z® — 1.
Nosso primeiro passo serd identificar wma estrutura algébrica sobre A que contenha as raizes de
2% — 1. O conhecimento da estrutura do grupo multiplicativo das unidades de tal anel nos levara a
identificacio do subgrupo ciclico consistindo das raizes de z° — 1.

Com o intuito de uma maior clareza possivel, julgamos necessirio fazer algumas consideraces
iniciais sobre a notagao e a terminologia que utilizamos ao longo deste capitulo.

Comecamos por observar que daqui em diante a letra A denotard sempre um anel comutativo
finito local com identidade, a qual denotamos por 1. O ideal maximal de A serd denotado por M
e seu corpo residual por K = % = GF(p™), para algum m > 1 (esta dltima igualdade segue do
Teorema 2.1.6).

Seja A[z] o anel de polindmios na varidvel 2 sobre o anel A. Denotamos a proje¢do natural
Afz] — K[z] por p, eassim p(f(z)) = plao + a1z + -+ a,2") = flz) =T +az + - + Tra™,
onde @i=¢;+M,i=1---n e flz)=ap+aiz+- -+ az" € Alz]. Assim, o homomorfismo
natural A — A/ M = IK é simplesmente a restricio de g aos polindmios constantes,

A seguir veremos alguns conceitos basicos envolvendo elementos do anel de polinémios Alz].
Definiciio 4.1.1 Seja f(z) um polinémio em Alz]. Dizemos que

e f(z) ¢é uma unidade se existe um polinémio a{x) € Alz] tal que a(x)f(z) = 1.

e f(z) € um divisor de zero se existe a(z) € Alz], a(z) # 0, tal que a(z)f(z)=10.

¢ f(z) € regular se ndo € um divisor de zero em Alz]. =

Os trés seguintes teoremas sdo de [37], Teoremas XIIL2, XV.1 e XIIL7, pelo fato de estarmos
considerando A um anel local com A4 seu ideal maximal e a aplicagdo g como sendo a projecdo

natural.
Teorema 4.1.1 Sejo f{z)=ao-+ a1z -+ -+ a,2™ € Alz]. As seguintes condigées sdo equivalentes.
e f(x} € regular.
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o < (g,Q1," " ,Un >= A

o a; ¢éuma unidade pare algum @, 0 <1 < n.
o u{flz)) # 0. =

Teorema 4.1.2 Seja f(z) um polinémio reqular em A[z| e suponha que p(f{z)) tenha wma raiz

simples @€ IK. Entdo f(z) tem uwma e somente uma roiz o tal que pla) =a. =

Teorema 4.1.3 Seja  f(z) um polinémio regular em Alz]. Se p(f(x)) € irredutivel emn IK|z],

entdo f(z) € irredutivel em Alz]. ™

Seja f(z) um polinémio ménico de gran h em Ajz] tal que p(f(z)) sejairredutivel em IKiz].
Segue do Teorema 4.1.3 que f(z) também é irredutivel em Afz]. Seja o anel quociente Z%%—S
das classes residuais dos polinémios em z sobre A, médulo o polindmio f(z). Este anel, o gual
denotamos por R, € um anel comutativo finito local com identidade e é chamado uma extensao
de Galois de A, cujo ideal maximal é dado por A,y = ?%}1)_—}—, onde M, =< M, f(z) > e seu

corpo residual é dado por KKy = 5 = fWEIER o = a8l = LR que possui p*

clementos. O corpo residual I serd denotado por GF(p™h).

Observacdo 4.1.1 O anel R ¢ local, isto €, os seus elementos divisores de zero formam um grupo
abeliano aditive e consistem dagueles polindmios de grau menor ou iguel @ h — 1 cujos coeficientes
siio todos divisores de zero no anel A. Um polinémio f(z) € R que possui pelo menos um coeficiente
que sejo uma unidade em A ndo € um divisor de zero em R e, portanto, perience a R* (o grupo

multiplicativo das unidades de R), ou seja, € possivel encontrar um polinémio g{z) € Riz], tal que

flz)glz) = 1. L]

Vamos introduzir agora algumas notagdes das quais faremos uso durante esta secdo. R™ denotard
o grupo multiplicativo das unidades de R e JK{ o grupo ciclico multiplicativo de G F (p™") de
ordem p™f — 1.

Desde que R* éum grupo abeliano multiplicativo, o mesmo pode ser expresso como um produto
direto de grupos ciclicos {37]. Estamos interessado no grupo ciclico de R, que serd denotado por
(,, cujos elementos sdo as raizes de z° — 1 para algum s tal que mde(s,p) =1 (isto garante que

% — 1 nao tenha fatores repetidos). Uma vez identificado este grupo, o problema da construgéo dos
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cédigos reduz-se a escolher certos elementos deste grupo para serem as entradas da matriz verificacio
de paridade do codigos BCH.
O préximo teorema segue de [37], Teorema XVIIL2, e fornece a ordem do subgrupo de interesse

para que possamos definir os cddigos BCH sobre o anel A.

Teorema 4.1.4 Fzriste um dnico subgrupo ciclico mazimal de R™ cuja ordem € relativamenie prima

com p. Este subgrupo tem ordem p™h — 1. -

0O Teorema 4.1.4 afirma que R* tem um e somente um subgrupo ciclico cuja ordem pm’Kz -1 &

relativamente prima com p. O proximo teorema fornece um método de obter este subgrupo ciclico.

Teorema 4.1.5 Suponha que « gera um subgrupo de ordem s em R*, onde mde(s,p) = 1.
Entio o polinémio z®—1 pode ser fatorado como z°—1= (z—a)(z—a®) - -(z—0®) se, e somente

se, @ tem ordem s em K.

Demonstracdo: Suponha, primeiramente, que z°—1 possa ser fatorado sobre E* como z° -1 =
(¢ - a)(z — a?)---(z —a®) (segue do Teorema 4.1.4 que s divide p™* — 1 pois mde(p,s) = 1).
Assim, através da aplicagio p temos que z° —1 = (z — @)z ~ a?).--(z —a®) sobre I, onde
a=pla)=«a + M;. Sendo s um divisor de p™* — 1 temos que z°—1 ndo tem raiz miltipla em
K7, e portanto, @ tem ordem s em 7.

Reciprocamente, suponha que & tem ordem s em JK{. Entio 2z* -1 pode ser fatorado em
Ky, istoé, z° -1 = (z — @)z ~ Bzm?_) -+ +{z — a®). Consideramos o conjunto F = {&, “&”ﬁ“’ cee,at},
Como o mde(s,p) = 1, segue que z° ~ 1 nao tem raiz miltipla em /K. Dalf pelo Teorema 4.1.2
femos que para cada ‘c;;, t=1,2,---,5, existe um tnico elemento a; € R* tal que plo;) = ot
¢ a; ¢ uma raiz de 2 -1 em R*. Devemos, agora, mostrar que 2° - 1 pode ser fatorado
como z° — 1= (z ~a){z—a?)---(z—a®), onde & =aqy, i=1,2,---,s, isto é, devemos mostrar
que F = {a,0%---,a®} sio todas as rafzes de 2° — 1 em R". Seja § uma raiz de 2° -1
tal que 8 # o', i = 1,2,---,5. Entdo pu(B) éumaraizde 2° -1 em IK}. Mas pu(8) ¢ F
pelo Teorema 4.1.2, e como 2* — 1 tem exatamente s raizes em IKJ segue que p(f3) néo é
am novo elemento de F. Portanto, z° — 1 pode ser fatorado de maneira dnica schre R* como

25 —1={z—a)z—a®) (z-a). -

Fan vista do Teorema 4.1.5, denotamos por G o subgrupo ciclico de ordem 5 = p™* — 1 de
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R* o qual tem como elementos todas as rafzes de z® — 1. Além disso, todo polinomio A(z) que
divide z° — 1 pode ser fatorado de maneira tnica sobre JK7. Assim, pelo Teorema 4.1.5, temos que

a fatoragio de h(x) sobre &, também é dnica. Deste modo, temos o seguinte corolério.

Coroldrio 4.1.1 Um polinémio h{z) que divide 2°—1 com coeficientes em A pode ser fatorado
sobre G, como h(z)= (z —a)(z—a®). . (z—a%) se e somenie se, h(z) pode ser fatorado

sobre Ky como h{z)=(z - )z —a?) --(z-a%). -

O préximo teorema, cuja a demonstra¢do ¢é bem elementar, é de grande utilidade na obtencao do

gerador de G-

Teorema 4.1.6 Seja @ o gerador de um subgrupo ciclico de ordem s em IK{. FEntdo o gera
um subgrupo ciclico de ordem sd em R*, onde d € uwm inieiro maior ou igual @ 1 e a® gera o

subgrupo ciclico G, de R*.

Demonstragio: Suponha que a ordem de a é k, isto é, af =1 e of £1 para 1<j<hk-1.

Portanto, (Eu')*EC == % = 1. Assim, devemos ter que s ¢é um divisor de k, isto &, k = sd. =

Definicio 4.1.2 Um cédigo BCH C(n,n) de comprimento reduzide n < s sobre A tem matriz

verificagio de paridade definida como

ey G Gn
{_y% Cg% a e s a%‘

H = (4.1)
alt aft ... o

para algum t > 1, onde 1 = (1,09, +-,0,) € o vetor localizador, consistindo de elementos

distintos de Gs. -

Os cédigos BCH definidos desta maneira, em geral, ndio sio ciclicos. Na Se¢ao 4.1.1 faremos o
estudo de cédigos BCH ciclicos através de uma escolha particular do vetor localizador. Uma palavra
c={e1,c2,,0n) € AT estaem C{n,n) se, e somente se, satisfaz as 2¢ equacdes de verificagio de
paridade sobre R, isto é,

Ecg'ozi' =0, [=1,2, 2L
=3
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Para [ > 1, cada uma dessas equagdes de verificacio de paridade pode ser reescrita em h equaches
sobre A.

O cédigo C(m,n) para o qual n=p™h

— 1 serd chamado primitivo. Neste caso, n ¢é 1dnico, a
menos de permutacdo de suas coordenadas.

Uma matriz verificacdo de paridade 3 com elementos sobre A pode ser obtida substituindo
cada elemento em H pelo correspondente vetor coluna de comprimento A sobre A. E possivel
obter uma estimativa da distincia de Hamming minima, d, diretamente da matriz verificacio de

paridade.

Para a demonstracgao do proximo teorema necessitamos do seguinte lema.

Lema 4.1.1 Seja « wm elemento de Gy de ordem s. Entdo as diferencas o't —ao'? sdo unidades

em R se 0<y#lx<s—1.

Demonstracao: Sem perda de generalidade podemos assumir que [; > I;. Temos que ol — ol
pode ser escrito como al'z(aell"’!? —1). O primeiro termo o' no dltimo produto é uma unidade.
Agora, o segundo termo pode ser escrito como 1 - o, §=1,2,-+-,8—1. Assim,para 1< j<s~1,

temos pelo Teorema 4.1.5 que 1 — @’ éuma unidade em R. »
Teorema 4.1.7 A disténcia de Hamming minima de um codigo BCH satisfaz d > 2t + 1.

Demonstragao: Suponha ¢ uma palavra-cédigo ndo nula de C(n,n) tal que wy(e) < 2¢. Entdo
cHT = 0. Deletando as n — 2t colunas da matriz H, que corresponde aos zeros da palavra-cddigo,
obtemos uma nova matriz 7 que & Vandermonde. Pelo Lema 4.1.1 temos que o determinante da
matriz H; ¢é uma unidade em R. Assim, a dnica possibilidade para a palavra-cédigo ¢ é ser a

palavra toda nula. u

Exemplo 4.1.1 O polinémio f(z) =2+ x + 1 € irredutivel sobre Zo e sobre A = Zs[i]. Seja

R o anel -57‘%%—; € o corpe Ky = 2%%%]; O elemento « tal que f{a) =0 tem ordem 7em R

Assim, os elementos de G7 sdo 1, a, a?, - --,a% isto €, os elementos de (7 sdo raizes de 27 — 1.
Tomando 1 = (1,a,0%, -, a%), entdo se t =1 o cédigo BCH C(n,n) tem matriz verificagdo de

paridade igual a

1 a a? o ot o of
H =
1 a2 o' of a & o
onde a distincia de Homming minima € maior ou iguael a 3. -
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4.1.1 Cédigos BCH como Cédigos Ciclicos

Nesta secio veremos que por uma escolha particular na ordem de 5 = (o, 032, +,a,) a geragio
dos cédigos BCH torna-se simples. Com isso, ser4 possivel especificar uma estimativa para a distdncia
de Hamming minima.

Lembramos a definicio de um cddigo BCH: ¢ = (¢1,¢62,---,¢,) ¢ uma palavra-codigo se, e
somente se, S .oy ciag =0 para [=1,2,---,2t, onde 7= {ay, 0y, -+, a,) € um vetor arbitrario,
mas ordenado, de elementos distintos de ;. A mudanga de tal ordenacio nio afeta a propriedade
da correcio de erros do cédigo. Assim, tomando s =n e 5 = (a,02,---,an), onde a éum
elemento primitivo de G, e o; = o', temos que a matriz H em (4.1) define um codigo BCH que
tem um polindmio gerador.

O Teorema 4.1.6 é ntil na determinacdo do gerador de G,,, e o Coroldrio 4.1.1 é 1til na deter-
minagio dos polindmios minimais de «'. Assim, temos que M;{z), o polindmio minimal de o
sobre R* {onde « é primitivo em Gy), terd como raizes todos os elementos distintos da sequéncia
aé,(ai)q,(ai)qz,-w -,(a")‘?h—l, onde ¢ = p™. Portanto, M;{z) pode ser construido de maneira
idéntica A construgdo de m;(z), o polindmio minimal de & sobre GF(p™).

Através do conhecimento do grupo ciclico G, a construcdo dos cdédigos BCH ciclicos sobre
o anel A reduz-se ac problema de escolher elementos deste grupo para serem raizes do polindmio

gerador g(z). Deste modo, se a ¢ um elemento primitivo de G, ese a®,a,--- a® sdo raizes

do polinémio g{z) sobre A dado por
9(3’3} = mmc{Mﬁi(w)’ M@(gj), T Met(m)}’

onde M, (2) é o pelindmio minimal de «® para i=1,2,.-- f, temos que os polinémios w{x} tal
que v{x) = e(z)g(z) (mod 2™ — 1), onde c(z) € Az}, define um cddigo ciclico de comprimento n

sobre A.

Definicdo 4.1.3 Seja o wm elemento primitivo de G,,. Um codigo BCH definide sobre 0 anel A

é um cédigo ciclico de comprimento n  gerado pelo polinémio de grau minimo g(x) cujas raizes sdo

ab+1’ab+2’ . .v7ab+2i} para algum b > 0, e t > 1, iste é, g(a) = mme{Mi(z), Ma(z), -, Ma(2)},
onde Mi(z) ¢ o polinémio minimal de %', i = 1,2,---,2t, sobre A. Além disso, F(z) =
mme{my{z), me{z), -+, ma(e)} onde mi{x} € o polinémio minimal de &, i=1,---,2t, gera um
codigo BCH sobre GF{(p™). =
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Segue da Definicdo 4.1.3 que »(z) = vo+v1z+vez?+- - F 2"t € A[x] é uma palavra-cédigo
se, e somente se, v(aé’"*"ei) =, para ¢=1,2,---,2t. Deste modo, a mairiz verificacio de paridade

H para o cédigo BCH tendo g(z) como polinémio gerador é dada por

1 ettt g2+ L )by ]
1 abt2 242 L. gin—1)(B+2)

H = . (4.2}
1 b2t 20642t L, o n=1}(b421)

Assim, o(z) é uma palavra-cddigo se, e somente se, vHT = 0.
Observagao 4.1.2

e O método sistematico para o determinacdo do mme de um conjunto de polinémios
{pi(x), palz), -, pn(x)}, consiste em calcular primeiramente o mde {usando o algoritmo de

Euclides) € em seguida calcular o mme que € dado pelo quociente mme{pi(z), pa(2), -, palz)}

_ ([] (@) (mdedpa(), pa(a), -+ pal)}).

=1
o [Fsta construgdo de codigos BCH conduz somente a codigos ciclicos, enguanio que a construgdo
de codigos Reed-Solomon do capitulo anterior ndo pode ser derivada desta construcdo pelo fato

de que estes codigos ndo sdo ciclicos. n

No préximo teorema estabelecemos um limitante inferior para a distancia de Hamming minima
do cédigo obtido. Este limitante também se aplica aos cédigos ciclicos em geral. Mas em cddigos BCH
ciclicos os polindmios geradores sdo escolhidos de modo que a distdncia minima seja garantida por

este limitante.

Teorema 4.1.8 Seja g{z) o polinémio gerador de um cédigo ciclico de comprimento n com simbolos
em A e sejam a®,a,... o=k raizes de g(x) em G, onde « € um elemento de ordem

n. FEnitio a distdncia de Hamming minima do codigo € maior do que o nimere mdrimo de inieiros

consecutivos médulo n no conjunto E = {e1,ez,  ,€n_i}-
Demonstragao: Sejam m,m+1,---,m+d~2 o conjunto maximo de inteiros consecutivos mddulo
n no conjunte £. Sabemos que um codigo ciclico com raizes o, a2, ..., k& o espago nulo
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da matriz

I 1 atl o (am )RMZ
1 %2 (aeg )nm2
1 af-*

[ (aen—k)n_2 (aﬁnmk )'i’l.---l

(0’.61 )n-—l

(aty=!

Agora, se nenhuma combinagio linear de d — 1 colunas da matriz

=
I

1 o™t (am}n—z
1 am-i—l (am+1)nm2
] 1 amte-2 o L. (Ct’

md—2 )n-—-? (am-}-dWZ }nwl

(am)nml

(am-f-i )n—l

é nula, entdo claramente nenhuma combinacio linear de d — 1 colunas de H ¢ nula. Assim pelo

Teorema 2.3.2 o coédigo tem distancia de Hamming minima maior ou ignal a d.

Para verificarmos que a matriz H; tem esta propriedade, iremos observar se para a matriz Hy,

formada por qualquer conjunto de d -1 de suas colunas,

Hy =

(o™ )jl (aem )jd—-?
(am+1)j1 (am-f-l }jdmz
(am+d—2 )3'1

(a,m-i-d—?)jd_z (am+d“2)jd~i

(am)jdwl

(am+i)jd—1

o det{Hy) # 0. Vamos mostrar que a matriz Hy é nio singular. O determinante desta matriz pode

ser expresso na seguinte formula

det(H,) = izt tamt) gy Ho)
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onde a matriz Hs ¢ dada por

1 1 i
adl . afd=2 cpdd=1
Hy = {Gijl )2 - (ajd-—z)? (ajdwl )2
(&jl )d""Z e (&jd-z)d—2 (dem1 )4—2

Note que det(Hs) ¢é o determinante de Vandermonde. Disso, concluimos que o determinante da
matriz Hy é dado por
det(Hy) = o™t +ia-0) TT(of — o). (4.3)
>k
Assim a matriz Hy € ndo singular (tem posto d — 1) se, e somente se, (4.3) é uma unidade em
B. Pelo Lema 4.1.1, segue que o determinante em (4.3) é uma unidade em R. Concluimos deste
modo, que o determinante de Hy; & uma unidade em RE. Portanto, qualquer combinacdo de d— 1,

ou menos, colunas de H & linearmente independente. Assim, pelo Teorema 2.3.2, o cadige, que é o

espaco nulo de F, tem distincia de Hamming minima maior ou igual a d. ]

Exemplo 4.1.2 Referindo ao Evemplo {.1.1, temos que se « € uma raiz de g{z), entdo g(z) =
(z —a)(w—a*) (@ — o). Portanto, g(z) gera um cédigo BCH de comprimento 7 sobre Z[i] com

distincia de Hamming minima maior ou igual a 5. =

4.2 Cédigos BCH sobre Anéis Finitos

Seja A um anel comutativo finito com identidade, o qual denotaremos por 1. Lembramos do
Teorema 3.1.2 que o anel A pode ser expresso de maneira dnica como um produto (soma} direto de

aneis comutativos finitos locais, ou seja, existe um isomorfismo ¢ definido da seguinte maneira
d:A — A X Ayx--xX A
0 — $a)=(6r(a), dala)s -+ 6,(a)) = (a+ PPa+ PP, a+ P)
onde ¢;:A— A;, Ai= A/P™, i=1,2,---,r sio os homomorfismos canénicos, F;, ¢=1,2,---,7,

s80 os ideais maximais do anel 4 e m o menor inteiro positivo tal que MNj., P;"* = 0.
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Teorema 4.2.1 A aplicacdo
@ Alz] — Aq[z] x Ag[z] x -+ X Ac{z]

definida por p(a(z)) = (pi(a(z)), pa(a{)), -, pr(a{z})} onde a(z) = ap + a1z + - + an2” e
ila(r)) = di{ao) + di(ay)r + -+ dlan)x™, i=1,2,---,7, € um isomorfismo,

Demonstragao: Claramente temos que ¢ & um homomorfismo injetor. Para verificarmos 2 so-
brejetividade tomamos g(z) = (g1(2), g2(z), -+, g.(2)) € Ayfz] x Aglz] x -+ x A.[z]. Disso temos
que

g(z) = (eh+ajet+- - +apa™ - aptajz -+ aza”)

= (aé,a%,---,ag}+(a§,a%,-~,a§)z+---+(a$,a?,---,ai)m“.

Como ¢ & um isomorfismo temos que existe a(z) = ag + a1 + -+ + anz™ € Alz] onde ¢(a;) =

(al,a?,---,af), i =1,2,--,7 etal que p(a{z))=g(z). Portanto, ¢ & um isomorfismo. |

Nosso objetivo agora é obter um polinémio irredutivel em Afz] a partir de polindmios irredutiveis
em Agfz], ¢ = 1,2,--,7. F isto que veremos no teorema a seguir. Sejam M; os ideais maximais
dos anéis locais A;, K; = —’éﬁ— os corpos residuais e p; @ A; — IK; as projegbes naturais para
todo i = 1,2,+--,7. Do Teorema 4.1.3 temos que um polindmio ménico g;(z) tal que wpi(g:i(z)) ¢

irredutivel sobre JK;, é também irredutivel sobre A;, paratodo ¢=1,2,---,r.

Teorema 4.2.2 Se os g/{z)'s sdo polinémios monicos de grav h tal que p;(gi{z)) sdo irredutiveis
sobre IK;, para i = 1,2,---,r, entdo o polinémio f(z) = ¢ ' (g(z)) € Alz], onde g(z) =
(g1(2), g2(2), - > 9:(%)) € Az} X -+ x Apz], € ménico e irredutivel de grau h sobre A.

Demonstracdo: Claramente f(z) é um polindmio ménico de grau h. Agora, suponha que f(z)
seja redutivel em Alz], isto é, f(z) = a(z)b(z), onde a({z),b(z) € Alz] e grau(a(z))=u > 1,

grau(b(z)) = v = 1. Pelo isomorfismo ¢, Teorema 4.2.1, temos que existe f(z) € Alz] tal que
(g1(z), gal 2}, - -+ go(2)) = (2 f(2))

= ela(z))p(b(=))

(p1(a(z)), pala(@))s - - prla(2)))(p2(B(2)), pa(b(2)), - - -5 0 (b))
(pilal@))ei(b(@)), walala))pa(b(z)). - - -, prlal@))er(b(2))).

i

g(z)

i

i
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Portanto, gi(z) = @ila{z))pi(b(z)), i = 1,2,---,7. Como o grau(a{z}) = grauv{ela(z)), i =
1,2,---,7, temos que 0s gi(z)'s sdoredutiveis em A;fz], i =1,2,---,r, contradizendo a hipdtese.

Portanto, f{z) ¢é ménico e irredutivel em Alz]. »

Exemplo 4.2.1 Do Ezemplo 3.1.2 temos que Zs[i] = %E? ® %ﬁ—] o~ Ty X Xy, onde Zs[i] = {a-+bi:
a,be Zs}, My =< 2+i> e My=<2~ 1> FEsleisomorfismo € definido por

0 — (003 o (1,4)| 242 — (L,3)|4+3 — (0,3)
1= (LD = (32| 4+ = (L,3)] 3+ — (0,1)
2 (22) | 1+ = (3,4)] 248~ (3,1) | 143 — (2,0)
3 — (33| 3420 — (24) | 4+4i — (1) | 245 — (4,0)
I o= (44) | 1+~ (4,3) | 1420 = (0.2) | 448 —~  (3,0)
i o= (23| 3+3 = (4,2)| 2+4i — (04)]3+4i — (L0)

2 - (4,1)

¢ € um isomorfismo entre Zs[t} e Zs X Zs. =

Teorema 4.2.3 A aplicagdoe

Aq[] Aslz] o Ar[z]
<gi(z) > < golz) > < gr(x) >

i Alx] —
definida por
P(a(z)) = (pr(alz))+ < gilz) >, palalz))+ < galz) >, -, pplalz))+ < go(2) >)

& um homomorfismo sobrejetor cujo nicleo é < f(z) >, onde os g(z)'s sdo definidos como

anteriormente.

Demonstragéo: Claramente temos que a aplicagao ¢ ¢é um homomorfismo. Para a sobrejetividade,

A lz] Anlr] o Arlz] )
<§11(9«")> . <922{:c}> XX s Asgim,

seja h(z) €

ha) = (h@)+ < gi(2) >, hale)+ < g2(2) >, he(2)+ < gr(@) >)

il

(hi(@), ha(@), -+, hr(@)) + (< g1(2) >, < gal@) >, -+, < gp(2) >)-
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Como ¢ é sobrejetora, existe f(z) € Alz] tal que o(f(x)) = (pr{f(2)), @2 F(2)), s oe(Flm))) =
(hi{z), hol(z),- - ,he(2)), e portanto #(f(z)) = h(z), ou seja, ¢ & sobrejetora. Para o nicleo
temos claramente que < f{z) >C Ker(y). Por outro lado, do Teorema 4.2.2 temos que existe
f(o) € Ale] tal que 9(£(2)) = (61(2),92(0); -, 0r(2)) = (@) ool £(2)), -, o (F(&)). Por-
tanto, @i f(z)) = gi(z) paratodo i=1,2,-.-,r. Considerando h{z) € ker(s), isto &, ¥(h(z))=
(er(Aa)+ < 01(2) >, 2(h(@))+ < ga(2) >, prlh(@)+ < gr(z) >) = T, temos que @i(h(x)) =
ai(z)gi(z) com ei(x) € Afz], i = 1,2,---,r. Tomando a(z) = (a1(z},aa(@), -, a-(z}), existe
b(z) € Alz] tal que p(b(z)) = a(z), isto é, wi(b(z)) = ai(z), i =1,2,---,7. Portanto, wilh(z)) =
N () = Pib(@) (@), = 1,2, v Assim, @(h(2) = (p1(h(2)), galh(@)), - oo (h(2))
= ¢(b{z)f(z)). Mas como ¢ & injetora temos que h(z) = b(z)f(x), isto ¢, hiz)ye< f(z) >. Por-
tanto, k(¥) =< f(z)>. ]

Observagio 4.2.1 Segue do teorema do homomorfismo de anéis (Teorema 3.4.1 de [27]) e do Teo-
rema 4.2.3 que a aplicagdo

, Alz] Aq[z] Aqlz] s A, z]

Yo < flz) > Tz gi{z) > < gafa) > < gr(z) >

definida por
S () < 1(2)>) = (ar(h@)+ < 01(2) > oa(b(2)+ < g2(@) >, -+, rlh(@)+ < g:(2) >,
onde o polinémio h(z) € Alz], € um isomorfismo. ) n

Exemplo 4.2.2 Usando as notagées do Ezemplo 4.2.1 temos que os polinémios > +2 e z* +3
sdo ménicos e irredutiveis sobre o anel Zs. Assim, pelo Teorema f.2.2, temos que o polinémio

22 4+ 4 & ménico e irredutivel sobre o anel Zs[i]. Neste caso, temos que Zoldlz] 4 isomorfo a

<zt Fi>
Aty s [x]
Laos 42> x <2:2+3>' n

O préximo teorema segue de [37], Theorem XVHIL1, e é fundamental na decomposi¢io do po-

linémio z® — 1 em fatores lineares sobre R*.

Teorema 4.2.4 Seja R= R x Ry x---x R, onde R;, 1 <i<r, sdoanéis finitos locais. Enido

R* € o produto direto de grupos, isto €, R™ = R} x Rj x ---x R[. =

Observacioe 4.2.2 O Teorema 4.2.4 assegura que para cade o € R exisie um dnico elemnento

ﬂx(ﬁlyﬁﬁf‘“?ﬁT)GRTXR;X"'XR,T,. -
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Considerando R = %, R, = Eéi(%?’ M; como os ideals maximais de A;, IK; = %‘? =

GF{p™) como os corpos residuais de A; e p;: A;[z] — HK;[z] como as proje¢Oes naturais, temos
p progeg )

i

v Mg; F1 : ; H 3 TK i i i
que M; = Swﬁﬁz sdo os ideais maximais de R; e JK; = <Mf,§f§i?ﬁj{§3im)> = <Mf,g{f(]$)> =
LA/ M)le] G’F(pzn*h), como seus corpos residuais, para todo ¢ =1,2,---, 7.

<pi{gilz))>
O préximo teorema fornece a condigdo de modo que o polindémio 2™ — 1 possa ser fatorado em

fatores lineares sohre R™.

Teorema 4.2.5 O polinémio z" ~ 1 pode ser fatorade sobre o grupo multiplicativo R* como
2" =1 = {z — a){z —a?)---(z — ") se, e somente se, 3; tem ordem n em IKI, onde

???dC(T‘L?pt) s 1, 7 == 1,2}-..’73

Demonstragio: Suponha, primeiramente, que 2™ — 1 possa ser fatorado sobre B* como 2" —1=
(z — a){® ~ a?)---(z —a™). Entio 2™ —1 pode ser fatorado sobre R}, ¢=1,2,---,7, da seguinte
maneira 2" — 1 = (z — Bz — 57)-- (= — BT). Agora, segue pelo Teorema 4.1.5 que A; tem ordem
n em K7, i=1,2,---,7. Reciprocamente, suponha que &; tem ordem n em I_Iff, 1=1,2,---,1.
Assim, pelo Teorema 4.1.5 temos que 2™ — 1 pode ser fatorado de maneira dnica sobre A como
™ —1=(z— @)z~ 5% (x~F"). Tomando « € R* como sendo a imagem inversa do elemento

8= (B, B, . Br) € R ¥ Ry %+ X Ry, €& fécil verificar que 2" -1 =(z~a)z—a?)--(z—a™).m

Em vista do Teorema 4.2.5, denotamos por H,, o subgrupo ciclico de R* de ordem n gerado
por @, ouseja, Hap, contém todas as raizes de z™~1 sobre R*. Deste modo, a fim de construirmos
am cédigo BCH ciclico sobre R*, devemos escolher certos elementos de H,, paraserem as raizes do
polindomio gerador g(z}. Assim, se a,a®,.-- a*~* sao raizes de g(z) em H,,, construimos

o polinémio gerador g(x) como

g(m) - mmC{Mel(E}a Mez(m)ﬁ te ;’ ‘Menwk (x)}

onde M;{z) so os polindmios minimos de al, i=eq, €9, ,6,k. Além disso, pelo Teorema 4.2.4,
podemos obter (de uma maneira bem semelhante ao Teorema 4.1.8) uma estimativa para a distancia
de Hamming minima do cédigo BCH consiruido desta maneira.

O préximo teorema fornece um método de construgio dos Mi(z), ¢ = 1,2,---,r, isto & o

polinémio minimal de o' sobre A.
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Teorema 4.2.6 Seja M;(z) o polinémio minimal de ol sobre A, onde o gera H,,. FEntdo

Mi(z) = [[(z — A), onde §; = {(a’)y™ : m = qu" para todo 0 < s; < h — 1}, com
AES; 1=1
qi:p?“',iﬂl,z,-",hwl.

Demonstragao: Sejam M;(z) a projecio de M;(z) sobre o corpo K; e Mj(ﬂ)(z) o polinémio

minimal de «f sobre IKF, para todo i = 1,2,---,7. E facil verificar que mﬂ;(m) é divisivel

por M;z)(m),é = 1,2,---,7r. Assim, as raizes de M;{z) estdo entre os elementos distintos da
. T igd g1 s s - ,
sequéncia  of, af®, % .. olh (1-ésima projecao). Portanto, M;(z) tem entre suas raizes
o N S At
elementos distintos da sequéncia o, %, ?%, -, % , 1= 1,2,---,r. Logo, todo elemento =

da forma v = (aj)gf é uma raiz de M;(z), 1 <i¢<r, 0<s<h—-1 Agora,seja & tal que
1<k<r e k#i FEntio,se ¥ éuma raiz de M;(z}, segue que ("ﬂ/‘)‘?i é uma raiz de M,(z)
(com coeficientes em GF{q)), paratodo { =0,1,---,A—1. Portanto, Orl = (aj)qfq; é um raiz de
M;(z). Procedendo desta maneira, podemos mostrar que M ;(z) tem necessariamente como raizes

todos os elementos distintos de 5;. Mas o polinémio H (z — A) por construgio tem coeficientes
AES;
em A. Portanto, o polindmio minimal de o édado por M;{z)= [] (z— ). ]
AES;

Concluimos esta se¢do com o exemplo de um cédigo BCH sobre o anel Z;[i] para ilustrarmos

os resultados apresentados nesta segao.

Exemplo 4.2.3 Vamos construir um cddigo de comprimento 24 e distancia de Hamming minima
maior ou igual a 5 sobre A = Zs[il.  Claramente 2{ divide mde(5* — 1,57 — 1). O ele-
mento o = a7 + 1 = w“l{ﬁl,,@fg) gera H, g4, onde B; = 1+ v sdo elemenios primitivos de
R;, i = 1,2, respectivamente. Sejam o, 0’ o® o raizes de g(z). FEntdo Ms(z) tem como
raizes todos os elementos distintos no conjunto S5 = {a*,a®}; Ms(z) tem como raizes todos os
elementos distintos no conjunie Sy = {a,a®}; Mg(z) lem como raiz o elemento of; e Mq{z)
tem como raizes todos os elementos distintos no conjunto Sy = {a’,all}.  Assim, o polinémio
g(z) = mme{Ma{z), Ms(z), Mo(z), Mr(z)} = (z—a)(z—a®)(z—a®)z—a®)z—aT)z—-al)(z—a®)
gera wm codigo BCH de comprimento 24 sobre A e distdncia de Hamming minima maior ou igual

a b, [ |
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4.3 Algoritmo de Decodificagao

Nesta secio apresentamos um algoritmo eficiente de decodificacdo que servira para a decodificagio
dos cédigos Reed-Solomon e BCH definidos sobre anéis comutativos finitos locais com identidade.
Quando estes cédigos sao definidos sobre corpos G F(q), o primeiro passo da decodificacio € localizar
as posicdes dos erros na palavra recebida, através do uso do algoritmo de Berlekamp-Massey [39]. Em
seguida, aplica-se o procedimento proposto por Forney [15] para a determinagio das magnitudes dos
erros. A teoria apresentada nesta secao é uma adaptacio da apresentada por Interlando, Palazzo e
Elia [33].

Lembramos que quando estivermos decodificando os c6digos Reed-Solomon o anel B em questao

serd um anel comutativo finito local com identidade e para os cddigos BCH o anel £ serd um anel

Alz

<F =) onde A ¢é um anel comutativo finito

comutativo finito com identidade definido por K =
local com identidade e f{z) um polindmio ménico de grau h, tal que p{f(z}) éirredutivel sobre
K = J\ﬁ/z“ {que por sua vez € irredutivel sobre A, pelo Teorema 4.1.3), onde M é o ideal maximal
de A.

O nome algoritmo de Berlekamp-Massey se deve ao fato de primeiramente ter sido desenvolvido
em [5] por Berlekamp e posteriormente melhorado por Massey em [36].

Interlando, Palazzo e Elia em [33], estenderam o algoritmo de Berlekamp-Massey, chamando-o de
algoritmo de Berlekamp-Massey modificado. Este algoritmo é um método de decodificagio dos cédigos
Reed-Solomon e BCH sobre Z x, onde p ¢éum nimero primo e & ¢ um intejiro major ou igual a
1. Com demonstracdes andlogas, este algoritmo também vale num contexto mais geral, ou seja, pode
ser utilizado para a decodificacdo de cédigos Reed-Solomon ¢ BCH definidos sobre anéis comutativos
finitos R com identidade. Além disso, o procedimento proposto por Forney em [15] ainda continua
valido. Esta adaptacio nio altera os fundamentos do algoritmo original, e deste modo a complexidade
permanece praticamente inalterada.

No Capitulo 3, Secio 3.4, e no Capitulo 4, Seqdo 4.2, caracterizamos os cédigos Reed-Solomon

e BCH, respectivamente, através de suas matrizes verificacdo de paridade. Seja C{n,7) tal cédigo.

Analisando as equagdes (3.5),{3.7), (4.1) e (4.2) podemos observar que estes cddigos quando projetados



para a correcio de até ¢ erros, possuem matrizes verificagio de paridade semelhantes e da forma

Qy 3 Qg Ty
a?  ai ol al
H = (4.4)
a2 ot ol ... ol
onde 7 = (ay, g, ,&,) &éo vetor localizador do cédigo e a; = afi, §=1,2,---,n. Recordamos

que no caso de c6digos Reed-Solomon sobre R, temos que o € um elemento primitivo sobre R e
gue no caso de cédigos BCH, temos que « é umaraiz de z°-—1. Assim, devido a esta semelhanca,
o procedimento da corre¢do de erros que descrevemos nesta se¢do {baseado na informagio dada pelo
vetor sindrome) servird para a decodificacio de ambos os cédigos, e que sera sempre capaz de corrigir

gualquer combinacdo de até t erros.

Denotamos por ¢ = {€1,¢2,"*,¢,) @ palavra-codigo transmitida e por b = (by,bs,---,b,) 2
palavra recebida, com vetor erro introduzido pelo canal dado por e = (e1,€e9,-++,€,) = b —¢ e vetor
sindrome dado por s = (81,89,++-,82) = bHT.

Suponhamos que v <t erros tenham ocorridos nas localizagbes 21 = oy, 3 = Qiy, -+, Ty = @,
com valores (ou magnitudes) y1 = €;,Y2 = €4, Yy = €, .

Sendo b = c+e temos que s =bH? = (c+e)HT =eH7T. Assim, em termos de pares (z;, ),

as componentes s; de s sdao dadas por

5; =D vial (4.5)
izl
onde j = 1,2,---,2f. Portanto, um método para corrigir erros é resolver o sistema de equagdes

(4.5), dando como solugdes os pares {(#i, i) que representam as posicdes e as magnitudes dos erros.
Observamos que os nimeros localizadores de erros de cada componente do padrio de erro devem ser
distintos pelo fato de o ser um elemento primitivo.

Tnicialmente veremos o problema da localizagio dos erros e em seguida resolvemos o problema
da determinaciio das magnitudes dos mesmos. Lembramos que no caso de cddigos bindrios, encontrar
a localizacio dos erros implica necessariamente na determinagio das magnitudes dos mesmos. Deste

modo, considere o seguinte conjunto de equagdes
(z—m)(z—29) (2 —a,)=0a"4+omz" "+ o, T+ 0, (4.6)
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onde os coeficientes oy,03,---,0, sio chamados fungbes simétricas elementares dos z;/s, i =
1,2,---, 0.

O primeiro passo é no sentido de obtermos uma relagio entre os s; e 0s o7, e em seguida
analisar a existéncia de solugbes. Assim, multiplicando ambos o lados de (4.6) por ysz e em seguida

substituindo z por z;, t=1,2,---,r, obtemos o seguinte conjunto de equacoes

vl b gl oy 4oyt pale, = 0. (4.7)

Agora somando estas equagbes para ¢ = 1,2,---,r e usando a equagdo (4.5) obtemos a seguinte
relacdo entre o; e sy,

Sipp T Sipp-101 + - Sj10,0 + 550, = 0 (48)

e todos os s; sao conhecidos se j = 1,2,..-,2t -~ v. Desie modo, o cdlculo dos o; a partir do

vetor sfndrome é feito resolvendo o sistema linear (4.8) de modo que » tenha o menor valor possivel
(isto ¢ exigido pois sempre estaremos assumindo que o vetor erro que ocorre ¢ aquele que possui o

menor peso de Hamming possivel). Por construcio, o sistema linear (4.8) sempre possui uma solucéo.

Veremos no préoximo teorema que se os y;, ¢ = 1,2,---,v, sio unidades, a solugdo de (4.8) é tinica.
Teorema 4.3.1 [31] O sistema linear (4.8}, nas incégnitas 01,03,---,0,, dado por
5 S2 e S Ty Sl
52 53 Tt Segd Fy—1 Sy
= (4.9)
| f2t—w Sit—wd+l Sl (| 01 82t
possui solucdo unica se, e somente se, lodas as magnitudes y;, ¢ = 1,2,---,v, dos erros ocorridos
forem unidades no anel sobre o qual o cddigo esid definido. [

Em vista destes fatos temos que o procedimento eficiente de decodificagdo de codigos Reed-

Solomon e BCH compreende os seguintes passos.

¢ Passo 1 Calculo do vetor sindrome s = (81,892, ++,32;) a partir do vetor b;

e Passo 2 Caleulo das funges simétricas elementares oy, 09,---,0, a partir do vetor s;
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¢ Passo 3 Cédlculo dos nimeros localizadores de erros 21,29, , 2, a partir das funcoes simétricas

elementares o;,t=1,2,--- v;

s Passo 4 Célculo das magnitudes dos erros y;'s a partir dos z;'s, i = 1,2,---, v, e do vetor

sindrome s.

A seguir passarermnos a caracterizar cada um dos quatros passos mencionados acima.
Passo 1. Cdlculo do Vetor Sindrome. s = bHT,
Passc 2. Cdlculo das Funcdes Simétricas Flementares.

O problema aqui é determinar, a partir do sistema linear (4.8),08 o0;, 1 < i < v <, conhecendo
os elementos s1,82,° -, 82, as componentes do vetor sindrome s, os quais pertencem a um anel
comutativo finito local R, de tal maneira que » seja minimo. Pelo Teorema 4.3.1 temos que a
solucio de (4.8) serd tinica somente quando as magnitudes de todos os erros forem unidades em K.

Este algoritmo € iterativo de modo que no n-ésimo passo o decodificador determina um conjunte

de I, vetores UZ(”) tal que as n — {,, equacgdes

S'nO'I()n) + Snmlggn} N 3n-—1n<7g(:) = )
Sn—-](}'(()?’i} R Sn—gggn) A Sn—ln—lgz(:) =0
< (4.10)
S£n+10€g“) “d Sznffln) ot slcrl(:) =
chamadas somas de poténcias, sejam satisfeitas com [, o menor possivel e 0.{(}71) = 1. T conveniente

)

representar o conjunto dos o; na seguinte forma polinomial o ™z) = a[(]”) toy et cré(:} zin,
Este polindmio tem gran menor ou igual a [, e representa a solugio do n-ésimo estigio.

Agora, suponha que no n-ésimo estigio o decodificador tenha determinado oz}, com I
minimo tal que o sistema (4.8) seja satisfeita. No (n + 1)-ésimo estégio o decodificador procura

encontrar o polinémio o{"+1{(z) de menor grau tal que as equaces

fnt1
S snio™ 20, Ly t+1<i<ntl (4.11)
L

74



sejam satisfeitas. Definimos a n-ésima discrepancia d, como d, = sn_l_lo*{gn) o sncrin) 4ot

(n)

5n+1_£ngz:- Se d, = 0, a equagio (4.11) vale com o*1(2) = o{®(z). E como o{(z) &
uma solugido minima no n-ésimo estégio, é certamente uma solugdo minima no (n + 1}-ésimo estagio.
Contudo, se dp, # 0 a determinacio de o™t )(z) a partir de o{™(z) ndo é trivial. Em vista
disto, temos dois lemas que estio diretamente relacionados com a determinacio de o("*(z) (nio

necessariamente com o menor valor de I,,; possivel) a partir de a(n)(x).

Lema 4.3.1 [33] Suponha que o""}{z) seja um polinémio solucido minimal para as n  primeiras
somas de poténcias [(isto €, tal que as equagdes ({.10) sejam satisfeitas com [, minimo) e tenha
prozvima discrepdncia d, # 0. Seja J(m)(sc) =1+ G%m)a: + Jém)xz 4o GI(TT}QJI“"‘ qualquer
polinémio solugdo para as m  primeiras somas de poténcias com 1 < m < n e tal que a equagdo
d, — yd,, = 0 admite uma solucdo y sobre o unel R (note que mesmo sendo dp, um divisor
de zero em R, pode ocorrer que esta equacdo ainda admita uma solugdo). Entdo o polindmio
om(z) ~ g™ g™ (z) = o"t(z) ¢ uma solugdo para as (n+1) primeiras somas de poténcias.

Além disso, lyv1 = max{l,,l, +n —m}. -

Lema 4.3.2 [33] Sejam o™ (2), 1, e d, # 0 como definidos no Lema 4.3.1. Suponha que o™+1(z)
seja uma solugdo polinomial das equacdes em (4.10) satisfazendo n + 1 — Iy  equagdes e que
U(NH)(;E} — a{”)(cc) e am“‘ma(m)(:n), onde a € uma unidade em B e cr((}m) = 1. Enido o
polinémio o™ (x) € um polinémio solugdo para as m — I, primeiras equagées em (4.10), € tendo

prozima discrepdncia doy, # 0, satisfazendo dp, + adp, =0 e 1y =lopy — (7~ m). -
Em vista dos Lemas 4.3.1 e 4.3.2 temos o seguinte teorema.

Teorema 4.3.2 [33] Sejam o™z} wum polinémio solucdo minimal no n-ésimo estdgio e o(™)(x),
1 < m < n uma das solugées minimais anteriores tal que a equagdo d, — yd,, = 0 admila uma
solucdo em y e m—L, lenha o mdrimo valor possivel. Entdo uma solugdo no (n+ 1)-ésimo estdgio

é o"tz) onde

ot (z) = o™(z) e lyy=1, para d,=0 (4.12)
oty = 502y — yzr—me(mi g e
(=) (@) =y (=) para d,, # 0. (4.13)
lps1 = mazd{l,,lm + n—m}
u



Observacao 4.3.1 A solugio oY dada no Teorema 4.5.2 ndo é necessariamente o resposta
almejada, pelo fato de que o mesmo ndo garante a minimalidade quando o coeficiente da menor
poténcia da varidvel © em o)z} — (") (2) ndo for uma unidade em R. Contudo, em muilos

casos este teorema ja aponta corretamente a solugdo minimal no (n + 1)-€simo estdgio. ]

Para que possamos discutir o emprego da generalizagdo do algoritmo de Berlekamp-Massey na

determinacio iterativa da solu¢do minimal, iremos assumir as seguintes condi¢Oes iniciais
cV(z)y =1, la=0, dy=1,
C,r(D) = }, ZO = O, Ci@ = 8.

onde 1 éo elemento identidade do anel em questdo e $; é a primeira componente nao nula do vetor
sindrome.

Agora, pelo Lema 1 de [36] temos que se ol (z) satisfaz n — I, equagdes em (4.10), mas nio
satisfaz n 4+ 1 — I, equagbes em (4.10), entdo a solucio o™t (z) devera satisfazer n + 1 — l,41
equagdes em (4.10), onde [y > maz{l,,n +1-1,}.

Segue da Segao ITI de [36] que se a equagdo d» —yd, s = 0, na varidvel y, sempre admite uma
soluciio para todo m’ talque 1 <m <n', entio Ly = mox{ly,n+1~-1.} = maz{l,, I, +n—m}.
Por outro lado, se existir 7 tal que d +—yd =0 nido admita solugdo para todo m' tal que
1<m < n’, entdo as solugdes U(”)(m), n > n', dadas pelo Teorema 4.3.2 (equacdes (4.12) e (4.13))
1io0 necessariamente serdc minimais. Para este caso, suponha entao que o‘(”)(m) seja uma solugio
minimal no n-ésimo estigio e o("*(z) seja uma solucdo no (n + 1)-ésimo estigio, dadas a partir do
Teorema 4.3.2. Deste modo temos dois casos a considerar.

a) Se lny1 = maz{ly,n+ 1 -1}, entdo ol"t(2) 34 é a solugio minimal procurada no
(rn + 1)-ésimo estagio.

b) Se lyp1 > maz{ly, n+1~1,}, épossivel que exista uma solucio polinomial minimal D+ g)
com grau [ tal que maz{l,,n+1-1,} <1 < lypq. Assim, um polindémio D(”“H)(m) COIm Menor grau
possivel [, onde maz{l,,n+1—1,} <1 <l,11, serd uma solugio minimal no (n -+ 1)-ésimo estdgio
se, e somente se, o polinémio ¢{™(z) definido pela relagio DAY () — g} = gn "o (™i(2) for
uma solugiio para as m primeiras somas de poténcias, com d, = —d,, ecom O‘ém) sendo um divisor

de zero no anel R.
Observacio 4.3.2 Seja R um anel comutativo com identidede. Seja a equagdo linear aw — b = 0,
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na varidvel x, sobre o anel R. Temos trés casos a considerar. Se a for uma unidade em R,
temos que @ equagdo linear ax —- b =0 possui solugio tnica dada por © = a”lh. Se b for uma
unidade e a for um divisor de zero em R, iemos que o equagdo linear ax — b = 0 ndo possui
solucao em R. Finalmente, se a e b forem ambos divisores de zevo em R, ent&o a equacdo linear

ax — b= 0 poderd ter ou ndo solugdo em K. [

A seguir descrevemos o Algoritmo de Berlekamp-Massey Modificado para anéis comuta-
tivos finitos locais com identidade que resolve o problema original, isto é, as equacdes em (4.8).
As entradas destas equagoes sido as componentes do vetor sindrome s = (81,52, -+, 821) pertencentes
a0 anel R. Este algoritmo nos dard como saida um conjunto de vetores oy, ¢ = 1,2,.--,r, tal que
as equacdes em (4.8) sejam satisfeitas com o valor minimo possivel de w.

Tnicie com a seguinte tabela

n | o (z) | dy | Lo | n—1,
-1 1 110 ~1
0 1 s | 0 0

1

2

2t

e em seguida complete-a da seguinte maneira:

1. n +« 0,

2. Se d, =0, entio ol™(2) e [, sio dados por (4.12). V4 para o item 5,

3. Se d, # 0, entdo encontre m tal que a equacgio d, —yd, =0, na varidvel y, tenha solugio
sobre o anel KB e m — [, tenha maximo valor possivel. Neste caso, a(”“)(:c) e l,41 sido dados
por (4.13),

4. Se I,y = maz{l,,n4+1-1,} vé paraoitem 5. Caso contrdrio, devemos procurar uma solugéo

Dtl(z) com gran minimo possivel ! no intervalo maz{l,,n+1 -1} <1< max{ly,ly +n—m}
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tal que o polindmio o(™)(z) definido pela equacio D1z}~ ¢ (2) = 2" ™0™ (z) seja uma
solucdo para as m primeiras somas de poténcias tal que d,, = —d,, e aém) geja um divisor de zero
em R. Se este polindmio for encontrado, entio faca 0{”""3}(2‘:) — D(““*‘i)(ar:) e lpey — 1,

{n+1) +. {n+1)

5.5 n < 2t—1 calcule dniy = spp2 + Snpi0y b Snt2-tnga Op L

6. n «— n-t1, se n<2¢ va para o item 2. Caso contririo, fim.

Deste modo a resposta desejada serd dada pelo polindémio o*(%)(:c), isto é, os seus coeficientes

formam uma solucao para as equacoes em (4.8).

Observagao 4.3.3 Notamos que a principal diferenca deste algoritmo de Berlekamp-Massey modifi-
cado para o original estd no item 4, onde é verificado se a solugGo o\"Nz) caleulada no item 3 ¢
minimal. Caso negativo, devemos encontrar uma solu¢do minimal testando se um polinémio o{™)(z)
(satisfazendo certas condigdes) é uma solugdo para as m primeiras somas de poténcia. Observamos
também que o numera de polindmios o™} (z) a serem testados ndo é muito grande e a complezidade

do algoritmo modificado € a mesma comparando com o algoritmo original. [ ]

Finalizado este passo da determinagio dos oy, ¢ = 1,2,.--. v, que satisfacam as equagdes (4.8),
passamos a analizar o ferceiro passo para a decodificacdo dos cddigos Reed-Solomon e BCH. Este
passo tem como finalidade calcular os ndmeros localizadores de erros corretos ;s a partir dos

ols, i=1,2,---,v.
Passo 3. (Cdlculo dos Numeros Localizadores de Erros.

O objetivo neste passo € resolver a equagdo polinomial p{z) =0 sobre o anel R onde p{z) =
ng(%)(g'l) =24 oz2" V-, 124+ 0, Sendo R um anel local devemos ter que as raizes de
o) = 1+ 03z + -+ 0,2" estioem R, e assim as raizes de p(2) (o polinémio reciproco de
o(2)(2)) sio as inversas das raizes de o(?*}(z),

A solucao do sistema (4.8), em geral, ndo é tinica, e deste modo os valores de o, 1 = 1,2,---, v,
produzidos pelo algoritmo de Berlekamp-Massey modificado para anéis finitos locais pode nio ser
os mesmos definidos pela equacdo (4.6). Assim, as raizes do polinémio p{z) {(com os coeficientes
oi, 1= 1,2,---,v, obtidos pelo algoritmo de Berlekamp-Massey modificado) podem nio ser os nimeros

localizadores de erros corretos. Contudo veremos, a seguir, que de fato estes niimeros podem ser obtidos
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a partir das rafzes de p(z), desde que os coeficientes o, i = 1,2,.-+,v, sejam uma solu¢io de (4.8).

Com o intuito de analisarmos a relagio entre as raizes de p(z) e os nimeros localizadores
de erros suponha que p(z) tenha pelo menos v raizes distintas, z,z2,---,2,, sobre o anel R.
Assim, podemos escrever p(z) = (z—2z1)(z—23) - (2~2). Observamos que pelo menos uma solugio
de o(z) produzida pelo algoritmo de Berlekamp-Massey modificado terd esta propriedade.

No sentido de converter as raizes de p(z) nos nimeros localizadores de erros corretos, suponhamos

que estes nimeros sejam 1,2, +,%,, que as magnitudes dos erros sejam y1,¥2, -+, ¥, € que as
rafzes de p(z) sejam 21, 23,---,%,. Assim, podemos escrever
yirlp(z) = giel(z =)z —2) (7 — 2) (4.14)
para i=1,2,---,# e j=1,2,---,2t— p. Substituindo z por z; e somando o primeiro membro
desta equacdo para ¢ = 1,2,---, v, obtemos
Sitr + Sjpre101F o F 1000 + 850, (4.15)
Esta equacdo se anula para todo j=1,2,---,2t — v {pois 0os ¢;'s formam um conjunto solucio de
(4.8)) e deste modo
14
Zyzxf(zt — Nz — 2} (2 —2,)=0 (4.16)
=1
para j=1,2,---,2t — v. Escrevendo na forma matricial temos o seguinte sistema homogéneo
1 T2 T Ay Y 0
i TR Yap2 0
= (417}
el s | P B Y

onde p; = f[(xt —z) para t= 1,2,---,v. Sendo 2t -y malior ouigual a v (pois ¥ <t) e pelo
Teorema 41351 o posto (maior nimero 7 tal que existe uma submatriz » xr tal que o determinante é
uma unidade em R) da matriz v x v em (4.17)é 1 (que éigual ao nimero de incognitas), segue do
Teorema 5.3 de [12] que este sistema possui somente a solugio trivial, isto &, yp; =0, 1 =1,2,---,v.

Como consequéncia deste fato temos que cada p;, ¢ = 1,2,--+, v, é um divisor de zero em R.

Logo, em cada p; existe pelo menos um /-ésimo fator (2; — z) que é um divisor de zero em K.
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Além disso, se o {1-ésimo fator em p;, 1 —1,2,-.-,», é um divisor de zero d; e o I;-ésimo fator em
py 6 também um divisor de zero dy, entdo Iy # I, para i # k. Defato,se [} = [z para ¢ #k,
temos que z; — Tp, onde z; -z, =dy e zp—x, = dz, éum divisor de zero em R (pelo fato
de R ser um anel local), o que é uma contradicio pelas demonstragbes dos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2
e do Lema 4.1.1, jd que i # k. Concluimos deste modo que para cada z existe um dnico nimero
localizador de erro =g, 1= 1,2,-+-, v, correspondente.

Resumindo, temos o seguinte procedimento para o calculo dos nimeros localizadores de erros

corretos.

o Calcule as rafzes zi,z3,---,7, do polindmio p(z) = z”a(zt){z'l), o reciproco do polindomio

produzido pelo algoritmo de Berlekamp-Massey modificado.

Observacao 4.3.4 O método usado para encontrar a solugdo da equagdo polinomial f(z) =10,
onde f(z) = ao+ay +asz? 4 +a,z™ sobre o anel R, € o de fazer uma busca exaustiva em
R das raizes de f(z). Isto € andlogo ao que se faz quando da decodificacdo de codigos BCH

sobre corpos finitos GF(q), onde ¢ ¢ uma poténcia de um riimero primo. [

o Entreos z; = o, 1 =1,2,---,5, selecionamos aqueles z;'s tal que as diferencas z; — z; sejam
divisores de zero em K. Os z;'s selecionados serao os niimeros localizadores de erros corretos

ecada z; = af, 5=1,2,---,n, indica a posicio j do erro na palavra-cédigo.

Finalizado este passo de localizacio dos erros, passamos ao quarto e iltimo passo do procedimento

de decodificacao dos cddigos Reed-Solomon e BCIL.

Passo 4. Determinacdo das Magnitudes dos Erros.

A fim de completarmos o processo de decodificacdo do codigos Reed-Solomon e BCH descrevemos,
a segnir, um método para a determinacio das magnitudes y;, ¢ = 1,2,---,», dos erros. Neste
sentido, primeiramente iremos mostrar que estas magnitudes ficam determinadas de maneira tnica
apés o conhecimento dos =i, 4 = 1,2,---,v, que sao os niumeros localizadores de erros corretos

determinados no passo anterior.
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As v primeiras equagdes em (4.5) (que relacionam as componentes do vetor sindrome com os

T; e ¥y, t= 1,2, --,) podem ser escritas na forma
Iy XT3 <<=+ T, n 51
= . (4.18)

Pelo Teorema 4.3.1 segue que a matriz » X v em (4.18) é nio singular, isto é, sen determinante é
uma unidade em R, acarretando que o vetor y = (¥, ¥2, "+, %) é determinado de maneira tnica.
Para determinar o vetor y usamos o procedimento proposto por Forney {15]. Este método requer
o conhecimento dos nimeros localizadores de erros corretos @q,z9,---,2, e de suas funcdes simétricas
elementares oy,09,++,0,, que sdo calculadas a partir das equagdes (4.6).
Inicialmente, definimos as funcoes simétricas elementares ¢ dos nimeros localizadores de erros

L1, @2,y Tjmts Tjtls " 2 &y abtravés da seguinte equagdo
w—1
H(m —Ti) = Z Jjg&?ymlwl. (4.19)
i le=0
Fazendo uso da equacio (4.6) obtemos

H(r — @) = Z ot T, (4.20)

=1 ]

onde ag = ¢j0 = 1, o elemento identidade do anel R. Das equacdes (4.19) e (4.20) chegamos a

-1 v
(w—a;)> ouz i = Zaixi’”. (4.21)
=0 i=0

Desenvolvendo o primeiro membro da equacao (4.21) obtemos

v—1 p—1 v R
Z Gjm”“: - Z G‘jg.’ﬁjl‘u_l—I = ZO‘;‘.’L‘”_Z. (422)
{=0

i=0 =0
Da equacgio (4.22) concluimos gue os coeficientes ¢;; podem ser obtidos de maneira recursiva a partir

dos z;'s e as, 1=1,2,---, 1 (que sdo conhecidos), mediante a seguinte relacio
o =0+ x5, paral<i<y-1 ecom og=00=1 {4.23)
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Denotande a magnitude de cada erro por y;, temos entdo que

p—1 v—1 v v v—3
Sousuar =Y oy vl = wiwiy ogriTt (4.24)
=0 [=0 i=1 =1 {=0

Fazendo uso da equacdo {4.19) chegamos que

v—1 v
Yo aasu-r = 3 wiwi [] (#i = am) = g5 [] (25~ 2m), (4.25)
{=0 1=}

= mF#] m#j]

onde esta ultima igualdade segue do fato que o somatdrio em questdo s6 ndo se anula se 7= 3. Da

equacio (4.25) concluimos entdo que

v—1 v—=1
Z 1Syt = Yj Z crj,gasj“z, (4.26)
=0 (=0

e consequentemente, cada y;, j=1,2,---,r, é dado por

v—1
jmg FilSp—i |
= v (427)

1=0 951%;
Observacido 4.3.5 O denominador da equagio (4.27) é uma unidade no anel R pois € igual a

T, H (z; — @), onde cada falor € do lipo at —of com 0<i#j<n—1. Assim, seque das
mty . .
demonstracdes dos Teoremas 3.4.1, 5.4.2 e Lema 4.1.1 que as diferencas (o — ), com i+# j, sdo

sempre unidades no anel R, o que implica que o referido denominador € uma unidade no anel R.

Conclufmos deste modo o quarto passo de decodificagdo dos codigos Reed-Solomon e BCH, que
é a determinacio das magnitudes y;, ¢ = 1,2,---,», dos erros através da equagéo (4.27). Assim,
finalizamos o processo de decodificacio destes codigos definidos sobre anéis comutativos finitos locais
com identidade. Finalizamos esta segio com dois exemplos ilustrando este procedimento de decodi-
ficaciio dos codigos Reed-Solomon e BCH, respectivamente. Sendo gue no primeiro exemplo faremos

a decodificagio de um cddigo Reed-Solomon e no segundo de um cddigo BCH.

Exemplo 4.3.1 (Decodificagdo de cédigo Reed-Solomon) Seje o cédigo do Exemplo 3.4.2. Os
pardametros deste cddigo sdo p=T, n=p—1=6, a =3, dpin 25 ¢ m=1. A matriz verificagdo

de paridade € dada por

1 a o o ot &b 1 3 2 6 4 5

1 & at of of ot 12 412 4
f{ﬂ e

1 a8 af af al2 gl 1 6 1 6 1 6

1 a* of al? 6 %0 1 4 2 1 4 2




Suponha que a palavra toda nula o = (000000) seja transmitida através do canal e que o mesmo
introduza o vetor erro e = (0,0,4,0,24,0). O receptor terd como vetor recebido b = ¢ + e =

(0,0,4,0,2i,0). O processo de decodificagdo é dado da seguinte maneira:
1. Cadleulo do vetor sindrome: s=bHT = (3ii,3i,3i).

2. Cdleulo das varidveis o,09,-++,0, que satisfagam o sistema ({.8). Neste passo vamos aplicar
o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado com as entradas sy = 34, 8y = 4, s3 = 31 € 54 = 34,

Deste modo oblemos o seguinte tabela

n U‘(")(z) dy | In | n—=1,
-1 1 1 0 -1
0 1 31 0 0

1 1+ 4z t4+2 11 0

2 14 22 5i 1 1

3 |1 +2243221 55 |2 1

4 14 24 2% - 2 2

3, Determinacdo das raizes de p(z) = 22 + 24+ 1 (o polinémio reciproco de o*)(z)). Através

do cdlevlo direto vemos que z; = 2 € 23 = 4 sdo raizes de p(z). Denire os elementos o =

5

1,ax37a2:2,a3:6,a4:4 e a’ =35 temos que =0 =2 e rp=a=41 sdo tais que

k3 ks

1 — 7 = 23 — 22 = 0 (divisor de zero em Zi-(i}). Assim, &1 =a" e z3= o sdo 0s niumeros
localizadores de erros corretos e que 0§ erros ocorreram nas posicoes 3 € 5 da palavra toda nula. As
funcées simétricas elementares o1 e oy satisfazem a relagio (z — z1){(z — @2} = 2* + 012 + 03.
Donde concluimos que 01 = 09 = 1.

4. Cdlceulo da magnitude dos erros. Este cdlculo € feito através do uso da equagdo (4.27). Con-
tudo, devemos primeiramente delerminar os coeficientes o;; por intermédio da equacdo {4.23). As-
sim, o3 =01+ 210w =1+21=3 € 091 =01+ 2906 =1+4.1=05, e substituindo esses valores

na equacdo (4.27) obtemos 1 =1 e yy = 24.
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Deste modo concluimos que ocorreram dois erros. Um na posigio 3 da palavra-cdédige de magni-

tude © e o outro na posicdo 5 com magnitude 2i. u

Exemplo 4.3.2 (Decodificagio de cédigo BCH) Seju C(n,n) o cddigo BCH sobre Z(i) gerado

2t

pelo polinémio g(z) = 2® +2* + 22+ 2 + 1. Sejam R = Sy o

onde f(z)=z%4+2+1
¢ irredutivel sobre 22, Gis o subgrupo ciclico de R que contém todas as raizes de z'% — 1
e a um elemento primitive de Gi5. Como o,0%, o’ at,0% 0% 0 e o' sio as raizes de
g(z) segue que dmin{C) > 5, e este codigo tem capacidade de corregio de até t = 2 erros.
Seja 7 = (@1, 0g, ", 015) = (e al, - alt) = (aft, a2, .. -,a*’“lf’) o vetor localizador e o matriz

verificagdo de paridade dada por

10 i1 12 13 14

1 o o a3 (2 o « 15 o o o « o o 4%

1 a?2 at a® o &l al? Q1 4 o o a7 o ol o3
H =

1 o & o al2 1 o3 of af ol? 1 ad  of of al?

1 at a® a2 o b a® aB® a2 af al® o4 a3 a7 ol

Supondo que a palavra toda nula ¢ = (000000000000000) seja transmitide através do canal, e gue o
mesmo introduza o seguinle vetor erro e = (0:0000000000010). Deste modo, o vetor recebido serd
b =c¢+e. O procedimento de decodificacdo é da seguinte maneira:

1. Cdleulo da sindrome: s =bH™T = (ai + ¢!, 0% + o', 6% + o, 0t + 7).

2. Cdlculo das varidveis 01,09, -+,0, que satisfacam o sistema (4.8). Para este caso, vamos
aplicar o algoritmo de Beriekamp-Massey modificado com sindromes sy = oi + o', 53 = o +
7

all, s =i+ a® e sqy=a*i+a’. Assim, através do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado,
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obtemos a seguinte tabela

7 J(”)(z) d, I, | n—1,

—1 1 1 0 ~1
0 1 i 4ol |0 0
1 1+ (a1 + al¥)z a?+aci |1 0
2 14 (oz2 + a?fi}z ati+at® |1 1
3 | 14+{(a?+ a2+ (ati+a)2? | o®ita® | 2 1
4 1+ al?z 4+ olts? - 2 2

3. Determinacdo das raizes de p(z) = 2% + a%z + o' (o polinémio reciproco de o'¥){z)).

13 sdo as raizes de p(z). Dentre os elementos

Por inspecdo direta, temos que z; = a € z = o
a®=1,a,0%, 0%, ot =a+l,0” = a?ta,a® = +a?,a” = P ta+l,6® =a?+1,0° = P fa,al? =
Aratlal =+l t+aa? =0 +altatl,aP=a+of+1L,aM =0+ 1, temos que
Ti=a € Tg = al?  sdo tais que T, — 71 = Ty — 29 = 0 (divisor de zero em R). Assim, zy= k2
e 19 = &t sdo os numeros localizadores de erros corretos e que 0s €rros OCOTTETAM NAS POSICOES

2 ¢ 14 da palavra toda nula. As fungdes simélricas elementares o1 e oy satisfazem a relagdo

i2

(z—z1)(z — 22) = 2 4 (21 + @2)r + zr22 = 2% 4 012 + 03.  Deste modo, temos que oy = al? e

09 = 61414.

4. Cdlculo da magnitude dos erros. De modo andlogo ao exemplo anterior, inicialmente determi-
naremos os coeficientes o por intermédio da equagio (4.23). Assim, o1 = 01+ 21010 = o +a =
a'® e o9 = o1 + Ta0a = o'? 4+ al® = a, e aplicando esses valores na equagio ({.27), obtemos
=1 e yp=1.

Podemos entdo afirmar gue ocorreram dois erros. Um na posicdo 2 da pelavra cédigo com mag-

nitude 1 e outro na posicdo 14 com magnitude 1. "]
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4.4 Aplicacao do Algoritmo de Berlekamp-Massey Modificado

O problema de circuitos Lineares de deslocamentos com realimentag¢do para digitos pertencentes a
um corpo finito foi tratado em [36]. Este mesmo problema foi estendido em [31] para o caso de anéis
locais da forma Z,%. Nesta secio, veremos uma extensio deste mesmo problema para o caso em que
a seqiiéncia pertence a um anel comutativo finito local com identidade, fazendo uso do algoritmo de
Berlekamp-Massey modificado.

Um circuito linear de deslocamentos com relimentacdo (LFSR - linear feedback register) de com-
primento L {ver figura abaixo) consiste de uma cascata de [ atrasadores (registros de deslocamentos)

e alguns multiplicadores e somadores capazes de gerar uma combinagdo linear dos conteddos destes

registros.

— & — @& —

1 T i
|

T T i

E

s 81 — 8459 — —* Si-1, — Si L1551

LFSR. de comprimento L
O contetido do ultimo registro é a saida do LFSR. Os conteudos iniciais s1,82,---,57 dos L

atrasadores coincidem com os I primeiros digitos de saida, e os digitos subsequentes de safda sdo
L

obtidos através da seguinte relacdo de recorréncia s; = — Z ¢;5;_; para j > L4 1. Os digitos de
saida e os coeficientes de realimentagio ¢y, €9, --,cr sd0 EeT(;mentos do anel R. Quando ¢ =0 o
LFSR é dito singular.

Um LFSR gera uma seqiiéncia finita de digitos sy,82,---,8y quando esta seqiiéncia coincide

com os N primeiros digitos de saida do mesmo para algum conteddo inicial. Se L > N o LI'SR

sempre gera a seqiiéncia e se I < N femos que o LFSR gera a seqiiéncia se, e somente se,

5; + Sj—1¢1 + -+ Sj_re1€n—1 + Sj-LCL = g para L41<ji< N, (4.28}
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Em [36] foi mostrado que o algoritmo nsado para decodificagio de codigos BCH também pode ser
usado para sintetizar um LFSR de comprimento minimo L que gera uma seqiiéncia prescrita. Isto
é, o problema de geragio de um LFSR e a decodificacio de um cddigo BCH sao equivalentes.

De uma maneira bem semelhante, o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado pode ser aplicado
para sintetizar um LFSR de comprimento minimo que gera uma sequéncia sy, 8y,---, sy de elementos
do anel R, em [31]isto foi mostrado para o anel Z,x. Comparando as equagdes (4.8} e (4.28) podemos
constatar que este fato faz sentido pois em ambos os casos o objetivo é encontrar a menor guantidade
de varidveis (v ou L) que satisfacam os respectivos conjuntos de equagoes.

Deste modo, temos que as entradas do algoritme serdo os elementos 81,82, -+, 85y que formam
a seqiiéncia dada e a safda do mesmo serd o polindémio ¢{z) = 1 + ciz + -+ cral na varidvel =,
onde os coeficientes sdo os coeficientes de realimentacio do LFSR minimo de comprimento L que
gera 1,82,y SN- Fste LI'SR. minimo serd dnico se, e somente se, 2L < N e em cada estigio do
algoritmo a equagdo linear d,, — yd,, = 0 na varidvel y tiver solucio tdnica, onde dn e dp, sdo as
n-ésima e m-ésima discrepancias, respectivamente. Caso contrario, haverd mais de um LFSR minimo
de comprimento L que gera sj,82," ", SN.

Observamos que, conforme discutido em [36], o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado pode

ainda ser aplicado como parte de um codificador de fonte ou compressor de dados.

Exemplo 4.4.1 Encontrar o LFSR minimo que gera ¢ seqiiéncia s, = 1,83 = 1,83 = 1,84 = } €

sz = i sobre o anel Ziy[i]. Através da aplicacdo do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado



enconiramaos

7 0'(”)(2) dy | 1h | n—1,
-1 1 1 0 -1
0 1 1 0 0
1 1+ i+141 0
2 14z t+ 1|1 1

3 | 1+iz+G+D2?  i+1] 2 1

4 | 1+G+Dz+2? [ i+1] 2 2

5 |1+ +Da+ix®] — 3 2

Portanto, e(z) = 1+ (i+ 1)z +12°> € o LFSR minimo que gera a seqiiéncia dada tem suas seidas
determinadas através do seguinte relagdo s, +{i+1)8,.1 +i8p-3 = 0 pare n > 4, onde as operagoes

sdo realizadas em i}

4.5 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos uma proposta de extensiio dos codigos BCH sobre anéis comutativos
finitos com identidade. A construcdo dos cddigos BCH ciclicos foi baseada na fatora¢io do polinémio
z® — 1 sobre o grupo das unidades de uma extensio do anel. Este procedimento é bastante andlogo
a construgio destes codigos sobre corpos finitos. O processo de obtencio dos mesmos nio exige
conhecimento de cddigos sobre o corpo GF(p), com p um ndimero primo.

Também apresentamos um algoritmo de decodificagdo para os cédigos Reed-Solomon e BCH
definidos sobre urn anel comutativo finito local com identidade. O algoritimo apresentado mantém as
caracteristicas essenciais dos correspondentes algoritmos para decodificagido desses cddigos definidos
sobre anéis de inteiros residuais #,, onde ¢ é uma poténcia de um nimero primo, e este por sua
vez mantem as mesmas caracteristicas essenciais dos correspondentes algoritmos de decodificagao para
codigos sobre os corpos finitos G F{g}, ndo implicando deste modo em um aumento considerdvel de

complexidade.
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Vimos também que o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado, usado na decodificagio de
c6digos Reed-Solomon e BCH definidos sobre anéis comutativos finitos locais com identidade, pode

ainda ser aplicado para sintetizar um LFSR minimo que gera seqgiiéncias de elementos pertencentes a

estes anéis.

89



Capitulo 5

Cédigos Alternantes e BCH sobre
Anéis Comutativos Finitos Locais com

Identidade

Codigos lineares sobre anéis de inteiros tem recentemente dispertado nm grande interesse devido
a sua nova funcao em teoria de codificacio algébrica e suas bem sucedidas aplicagdes em modulacio
e codificacio. Um trabalho notdvel de Hammons et. al. [22], mostrou que certos cédigos nao lineares
bindrios com boa capacidade de corre¢io de erros podem ser vistos, através do mapeamento de Gray,
como cédigos lineares sobre Z,. Trabalhos anteriores por Calderbenk e Sloane [13], Blake [8] e [9], e
Shankar {46] estendem a nocdo de cédigos ciclicos, cédigos Reed-Solomon (RS) e codigos BCH sobre
(GF(q) para as classes de cddigos sobre os anéis finitos Z,, com ¢ uma poténcia de um primo.
Examinando esquemas BCM (block coded modulation) como c¢édigos sobre grupos, Biglieri e Elia [6],
mostraram que ¢odigos sobre grupos abelianos podem ser estudados via cddigos lineares sobre anéis
finitos.

E conhecido que cédigos alternantes formam uma grande e poderosa familia de c6digos que podem
ser obtidos por uma simples modificacio na matriz verificacio de paridade de um cddigo BCH.

Por outre lado, a maioria dos cddigos nao bindrios sdo determinados sob a métrica de Hamming.
Cédigos com a métrica de Hamming sdo ideais para canais balanceados em que a probabilidade de
erro para cada simbolo é a mesma. A métrica de Lee fol desenvolvida como uma alternativa para a

métrica de Hamming para transmissao de sinais nfo bindrios sobre certos canais ruidosos. Ulrich [51]
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considerou cédigos que podem corrigir um erro de <1 ou -1 numa palavra-cédigo. Cédigos com a
métrica de Lee sobre corpos finitos, foram descritos por Lee [34], Berlekamp [5}, Chiang e Wolf [14],
Satyanarayana [44], e Roth e Siegel [42].

Neste capitulo, analisamos o problema da consirucao de cédigos alternantes sobre anéis comuta-
tivos finitos locais com identidade através da métrica de Hamming e cédigos BCH sobre Z,, com
g uma poténcia de um primo p, através da métrica de Lee. Também analisamos o problema da
decodificagio destes codigos. O algoritmo de decodificagiao sendo proposto pode também ser usado
para corrigir apagamentos por uma simples modificagio do método para corpos finitos descritos em [7]
quando cédigos alternantes séo considerados. Contudo, o algoritmo de decodificacio para os cédigos
BCH sob a métrica de Lee sobre Z, combina o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado proposto
por Interlando, Palazzo, e Elia [33] com o método proposto por Roth e Siegel [42].

Este capitulo considera os seguintes aspectos. Na Se¢io 5.1, apresentamos uma téenica de cons-
trugdo de cédigos alternantes sobre anéis comutativos firitos locais com identidade sob a métrica de
Hamming. Baseado no algoritmo de Berlekamp-Massey modificado, um processo eficiente de decodi-
ficagdo é estabelecido. Na Segao 5.2, a construcao de cédigos BCH sobre o anel dos inteiros residuais
Z, sob a métrica de Lee é considerado. Propomos um algoritmo de decodificagdo alternativo para
esses cédigos onde tamhém fazemos uso do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado. A questio
relativa & existéncia de um algoritmo de decodificagao simples sob a métrica de Lee permanece aberta.
Um processo sistematico para decodificagao de cédigos sob a métrica de Lee tem sido a motivacio das

pesquisas recentes,

5.1 Céddigos Alternantes

Nesta secdo apresentamos um processo de construgdo de cddigos alternantes sobre anédis comu-
tativos finitos Jocais com identidade e um processo eficiente de decodificagio, baseado no algoritmo
de Berlekamp-Massey modificado, para correcio de até r — 1 erros, mediante o nimero de erros de
Hamming garantido pela distdncia de Hamming minima projetada r -+ 1. Primeiramente, iremos
rever as propriedades importantes de extensdo de Galois sobre anéis, as quais caracterizam os cddigos
alternantes.

Ao longo desta secao, assumimos que A & um anel comutativo finito local com identidade com

-

ideal maximal At e corpo residual K = :;égw = GF(p™), onde m é am inteiro positivo e p &
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um primo. Seia Alz] o anel de polindmios na varidvel z sobre A. Denotamos a projecio natural

Alz] — IKlz] por p. Seja f(z) um polinémic moénico sobre o anel A de grau h, tal que

p(flz)) sejairredutivel em M[z]. Entdo pelo Teorema 4.1.3 temos que f{z} é também irredutivel

em Afz]. Seja Z}_l({_ﬂ% o conjunto das classes residuais de polindmios em & sobre 4 médulo

f(z). Este anel, denotado por R, é um anel comutative finito local com identidade cujo ideal

maximal é dado por M; = ZfM(f])?v onde My =< M, f(z) > e seu corpo residual é dado por
R Alel/<f{z)>  _ __ Alz] (A/ M)|z]

e mh :
K, = e T SIS T A T ZaE)s © qual tem ordem p™*. O corpo residual

IKy sera denotado por G’F’(pmh).

Seja B* o grupo multiplicativo das unidades de R. Segue que R* é um grupo abeliano e,
portanto, pode ser expresso como um produto direto de grupos ciclicos [37]. Estamos interessados no
grupo ciclico de R*, denotado por G, cujos elementos sio as raizes de z® — 1 para algum inteiro

positivo s. O Teorema 4.1.4 estabelece a existéncia do grupo G, onde s = pmh 1,

Definigdo 5.1.1 Seja 7 = (a1, a2, -, a,) o vetor localizador, consistinde de elementos distintos
de G, eseja W= (wq,we, -+, wy) um vetor consistindo de elementos de G's. Seja a matriz H

definida como

Wy ey PN Uy
W1ixy Walky .- Wy iy
H = wyod wee oo wpel |, (5.1}
wya] ! wgag‘i e el

onde r € um inteiro positivo. Esta mairiz define um cédigo alternante de comprimento n < s

sobre A, e serd denotado por C{n,n,w). n

Observacgio 5.1.1 Us cédigos alternanies foram definidos e estudados por Helgert nos trabalhos [23/-

[26]. O nome codigo aliernante esta baseado no fato de que a matriz ou determinante da forma
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f{s(ﬁﬂo) f1(~’b"0) fn—i(i‘o)
fG(ml) f1($1) fnmz($1)

fo(ﬁrwz) f1($r—1) fnmi(ﬂ?r—l)_

é chamado um alternante. -

A matriz H definida em (5.1) pode ser decomposta como

1 i 1 wy 00 0
a g ap, 0 wy O 0

H = a% a% o ai 0 0 wy - O = XV. (5.2)
of7boal™h o et 0 0 0 - w,

Uma palavra ¢ € A" estdem C(n,7,w) se, e somente se, cH’ = 0. O peso de Hamming de
uma palavra ¢ em A" serd denotado por wgy(c). E possivel obter uma estimativa da distincia de

Hamming minima, d, diretamente da matriz verificagdo de paridade. Para isto,
Teorema 5.1.1 C(n,n,w) tem distincia de Hamming minima d > v + 1.

Demonstragdo: Suponhamos que exista uma palavra ¢ € C(n,n,w) tal que wpg(c) < r. Entio
cHT = C(XY)T = 0. Tomando b = ¢¥7 temos que wpr(b) = wp(c) pelo fato de ¥ ser
uma matriz diagonal inversivel. Assim, bX? = 0. Deletando n ~ r colunas da matriz X que
correspondam a zeros da palavra, entdo a nova matriz X ' ¢ Vandermonde. Segue pelo Lema 4.1.1
que este determinante é uma unidade em R. Assim, a inica possibilidade para ¢ ¢ a palavra-cddige

toda nula. Deste modo, temos que d > r + 1. =

Exemplo 5.1.1 Considerando 7 = (1,a,0?,a% a* a% a%), onde o é o gerador do grupo ciclico

Gr do Exemplo 4.1.1 e w=(1,1,1,1,1,1,1). Entdo se v =2 a seguinie matriz
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€ a matriz verificagdo de paridade de um codigo alternante C(n,n,w).

H=X =

1 «a

Exemplo 5.1.2 Qutro ezemplo de cddigo alternante € um cddigo BCH. Pela equacdo (4.1) temos que

a matriz verificagdo de paridade de um cédigo BCH € dada por

onde o; =af, i=1,2,-

1

a*1

(a2

(o5

af

ot

1

a2

(a*2)?

(akg )21‘——1 (ak'g )2t—1

Portanto, um codigo alternante.

5.1.1 Algoritmo de Decodificagdo

g

1

O.’k”

(a#n)’

(aﬁcn)%—l

Oy

1, a qual podemos decompor como

by

ky

Nesta secao apresentamos um algoritmo de decodificacio eficiente para os cddigos alternantes

C(n,n,w). Este algoritmo, baseado no algoritmo de Berlekamp-Massey modificado, corrige todos os

erros de peso de Hamming { < r/2, isto é, quando a disténcia de Hamming minima é maior ou igual

a 7+ 1.

Inicialmente estabelecemos algumas notaces. Seja C{n,n,w) um cidigo alternante sobre A

definido pela equacéo (5.1). Seja R o anel comutativo finito local com identidade e @ um elemento pri-

mitivo do grupo ciclico G, onde s = p™t—1. Seja ¢ = {c;,¢2,+-,¢,) & palavra-cédigo transmitida.

Seja b = (by,by, -+, ba) o vetor recebido, onde o vetor erro é dado por e = {ej,es,---,e,) =b ~c.
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Dado um vetor localizador 7 = (a1, a2,---,a,) = (& ,a%2,--. o) sobre (,, definimos os

valores sindromes s; de um vetor erro e = {ey,e3, -, €,) como
T
s = E ejwjaj, 1> 0.
=1

’ Suponhamos que v < ¢ & o nimero de erros nas localizagdes z1 = oy, , 22 = iy, -, -, T, = a,
com valores ¥y = €5, Y2 T €5, Yy = €4,
Quando ¢ em C(n,7,w) éa palavra-cddigo transmitida, os primeiros r valores sindromes s
podem ser determinados pelo vetor recebido b como segue
™ b3
s;zZejwjangbjwjai-, [=0,1,---,7r— 1.
i=1 g=1

O algoritmo sendo proposto consiste dos seguintes quatro passos fundamentais:

Passo 1 - Célculo do vetor sindrome s = bH”, onde b é o vetor recebido;

Passo 2 - Célculo das funcdes simétricas elementares a partir de s;

Passo 3 - Cilculo dos nimeros localizadores de erros 1,23, --,2, a partir de oy,09, -, 0,;
Passo 4 - Calculo das magnitudes dos erros y,v3,---,v, a partir dos 2;'s e s.

A seguir passamos a caracterizar cada um destes passos.

O primeiro passo, Passo 1, do algoritmo de decodificagio consiste em encontrar o vetor sindrome

s = (80,81, ", 8-1), © qual é bastante simples.
0 conjunto dos nimeros localizadores de erros consiste dos elementos o a!,---,a®" 1. As
fungoes simétricas elementares oy,02,---,0, (onde v denota o ndmero de erros introduzido pelo

canal) sao definidas como os coeficientes do polindémio

(z—z)z—29) - (z—2)=a" 42" 4+ +o,_12+0,.

No Passo 2, o cdlculo das funcbes simétricas elementares € equivalente a encontrar ama solucio

01,02, ,0y, COM O menor v possivel, a partir do seguinte conjunto de equacdes lineares recorrentes

sobre It

Siqv F Sjqpum101 - 810 850, =0, F=0,1,2,--,(r - 1)—¥ (5.3)
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onde Sg,81," -+, S,~1 580 as componentes do vetor sindrome. Fazemos uso do algoritmo de Berlekamp-
Massey modificado para encontrar as solugdes de (5.3). Isto é possivel pois as provas apresentadas em
[33] também valem para anéis commutativos locais com identidade. Neste caso, a discrepancia d,, é
dada por d, = sngé") + sn_.;gin) 4t Snwzno‘;{:}.

No Passo 3 a solugio em (5.3) geralmente nio é dnica e o reciproco do polinémio ¢{){2) (saida
do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado), a saber p(z), pode ndo ser o polindmio localizador
de erros correto

(z—z){z—22) (2 — )

onde z; = o sdo os nimeros localizadores de erros corretos {j varia entre 1 < 7 < n e indica a
posicio j do erro na palavra-cédigo), v ¢é o niimero de erros, e a é o gerador de (. Assim, o

método para o calculo dos ntimeros localizadores de erros corretos é o seguinte
o Calcule as rafzes de p{z) (o reciproco de U(T)(z)), digamos, 21,22, -+, 2,

e Entreos z; =aof, [ =1,2,---,5, selecionamos aqueles z;s tais que as diferencas z; — z; sdo
. I . = . .
divisores de zero em R. Os 2;'s selecionados serio os niimeros localizadores de erros corretos

ecada z; =af, j=1,2,..-,n, indica a posicdo do erro na palavra-cédigo.
No Passo 4, o calculo das magnitudes dos erros é baseado no método de Forney [15]. As magni-
tudes dos erros w1, Y2, -, Yy, sao dadas por

Sig TitSu—1—i :
=0 p1-17 J=12, 0 (54)

J

yj: 1 pee1
i35 oax

onde os coeficientes o¢;;'s sao calculados recursivamente por

0% 0y + X051, t=1,2,- -, ~1,

iniclando com oo = ojo = 1. Os E; = w;, j = 1,2,--,v, ¢ = 1,2,---,n slo as localizacbes
correspondentes dos erros no vetor w. Segue pelo Lema 4.1.1, que o denominador da equacio (5.4)

é uma unidade em K.

Exemplo 5.1.3 Seja o grupe G do Ezemple 4.1.1. Considerando n = (o a,0% 0%, w =

(a"?a,a{‘l, a) e =72 lemos que a sequinte matriz
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define um codigo alternante de comprimento { e distincie de Hamming minima maior ou igual a 3.
Este cddigo temn capacidade de corregdo de erro de Hamming de peso no mdzimo 1. Supondo gue a
palavra-codige toda nule ¢ = {0000} seja transmitida, e o vetor b = (00i0) recebido. Enido o
vetor sindrome € s = (ia?, ia). Aplicando o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado obtemos «a

seguinte tabela

n G«(n}(z) dy, in |l n—1,

~1 1 1 0| -1

1 | 1+de'z fa(i+1) ] 1 0

2 | 14+ a'z - 1 1

A raiz de p(z) = z+ a* (o reciproco de o B(2)) ¢é a*. Entre os elementos o, o, 0?0, ata® e

4

af temos que x1 =" €tal que zy — 2 =0 (divisor de zero em R). Portanto, z1 € o nimero

localizador de erro correto € como k3 =4 {emos que um erro ocorreu na posi¢do 3 da palavra-codigo
toda nula. A fung¢do simétrica elementar o1 € obtida de z — 1, = 2 — 0y = z — a*.  Finalmente,

4

aplicando o método de Forney a s e o1 = o obtemos y, = i. Portanto, o padrdo de erro ¢

e = (000). -

Exemplo 5.1.4 Seja o grupo ciclico Gys do Evemplo 4.3.2. Considerando o vetor localizador 1 =

(a1,1,0% a3 0% el e, 0% a®), w=(a,0%,0,0°,0%,0% 0,0!%,a%) ¢ r =4 temos que a matriz
H definida por
at * a ol o o alf of
1 & o &f o'? o af ot oF
H =
A4 a2 ol o o a o o a
al? o2 o ol? of ol? ot of ol
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define um codigo alternanie de comprimento § e distincie de Hamming minima maior ou igual a 5.
Este codigo tem capacidade de corregio de erros de Hamming de peso até t = 2. Temos também que
ky = 14, ks = 0,ks =5,k = 3,ks = 10,k = 11, kr = L,kg = 9 e kg = 13. Supondo que a palavra
toda nule ¢ = (000000000) seje transmitida, e o vetor b = (000010007) € recebido. Fntdo o vetor
5

sindrome é s = (o +ic®, 0 +ia®, o" +ia, a? +ia'). Aplicando o algoritmo de Berlekamp-Massey

modificado obtemos a seguinte tabela

n cr(”)(z) d, L, ln—-1,
-1 1 1 0 -1
0 1 o +ia® 0| 0

1 14 (a? + ia®)z o +ia® |1 0

2 1+ (ot + ial)z al? 4 ial? | 1 1

3 |1+ (at+iet)z +ia®2% | 21 41) | 2 1

4 14+ 0% + o822 - 2 2

Assim, o polinémio p(z) = YoM (z71) = 22 4 o%2 + o® possui como raizes 7z = o' e z; = al®,
Entre os elementos 1,a,a? -, 0!t temos que z; = o' e zy = o'® sdo tais que 2 — 1 e
29 — &9 SGo divisores de zero em R, Portanto, z, e zy s@o os nimeros localizadores de erros
corretos e indicam gue dois erros ocorreram. Como ks = 10 e kg = 13 temos que 03 erros ocorreram,
nas posicoes 5 € 8, respectivamente, da palavra-cidigo toda nula. Finalmente, aplicando o método de
Forney o oy = o € o3 = o obtemos as magnitudes dos erros y1 = 1 € yo = i. Deste modo,
concluimos que ocorreram dots erros. Um erro ocorreu na posicdo 5 da palavra-codigo toda nula com

magnitude 1 e o outre na posigdo 9 com magnitude 1. "

5.2 Cddigos BCH sobre Z, para a Métrica de Lee

Nesta se¢iao apresentamos uma técnica de construcio de cddigos BCH sobre anéis de inteiros re-
siduais Z,, onde g ¢ uma poténcia de um primo. Baseado no algoritmo de Berlekamp-Massey mo-
dificado e na proposta em [42], apresentamos um algoritmo de decodificagio alternative para correcio

de erros de Lee garantido pela distancia de Lee minima projetada. Para isto,

98



Definicao 5.2.1 Sejn Z,, o anel dos inteiros mddulo m, onde m € um inteiro positivo, isto €,

Ho, = {071527"'37”“ 1}
o Para um elemenlo o € Z,,, definimos o valor de Lee |a| por

o se  0<a<[}

IA

la|=
m-—a se [Fl<al<m-1

onde [Z] significa o maior inteiro menor ou igual %

s A distancia de Lee entre dois vetores u = (a1, a2, --,a,) € v=_(by,by,---,b,) sobre Z2
¢ definida por
Tt
dp(u,v)="Y_dr(a;,b;),
=1

onde dp(a;,b;) = min{a; — b;,b; — a;} (mod m), i = 1,---,n. O peso de Lee de um vetor
u={ay,ay, -, ay) sobre Z € definido como
7
wr{u) = dr(u,0) = Z | a; |.
=l
o A distAncia de Lee minima, d;(X), de um subconjunte X de ZT € a menor distdncia

de Lee enire quaisquer dois velores distintos em X, .

Observagao 5.2.1

o Os elementos 0,1,2,--- (%] de Z,, sido definidos como os elementos positivos do anel

para o qual | o [= a. Os demais elementos sdo chamados negativos.

o Se X for um subgrupe aditiveo de ZT., sua distincia de Lee minima € o peso de Lee minimo
de qualquer vetor ndo nulo de X (a diferenca de quaisquer dois vetores em X € também um
vetor em X ). Assim, a distincia de Lee minima de um codigo linear € igual ao peso de Lee

minimeo de suas palavras-cédigo ndo nulas.
o A distdncia de Lee define uma métrica sobre Z,,.

¢ Para m=2 ou 3, as distincias de Hamming e a de Lee coincidem. Para m > 3, a distdncia
de Lee entre dois vetores € mator ou igual a distincia de Hamming entre os mesmos, Assim,
a distancia de Lee minima de um cddigo € maior ou igual a distincia de Hamming minima do
mesmo codigo, € menor ou igual a distincia de Lee entre os dois velores que definemn a distdncia

de Hamming minima. Portanto, dg <dj, < [%&]dﬁ,
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o O problerma de escolher uma métrica para um dado canal ou encontrar um canal com uma dada

métrica depende do esquema de decodificacao. n

Seja Z,lxz] o anel de polindmios na varidvel z sobre Z,, onde ¢ ¢é uma poténcia de um
primo. Seja f(x) um polinémio moénico e irredutivel sobre Z, de grau A e que, consequentemente,
é irredutivel sobre Z,. Seja K o anel quociente g’—fg}; o qual é formado pelas classes residuais
de polinémios em Z,(z] mddulo f(2). Este anel consiste de todos os polinémios de grau menor ou
ignal & h — 1 cujas operagoes de adigao e multiplicacio sdo sempre tomadas médulo f(z). Além
disso, R é um anel comutativo finito local com identidade e é chamado uma extensio de Galois de

grau h de Z,. Similarmente & Secdo 5.1, temos que R* ¢ um grupo multiplicative de elementos

de R, o qual contém um subgrupo ciclico &, cuja ordem é s = P —1.

Definicdo 5.2.2 Um cédigo BCH de comprimento reduzido n < s sobre Z, ¢ definido pela

seguinte matriz verificagdo de paridade

1 1 1
a1 Ctr2 . e a’ﬂ,
H=| af o -+ of (5.5)
a;—i a;-—l Q:L—l
onde r € um inteiro positivo, € 1= (a1, s, -, a,) €ovetor localizador, consistindo de elementos
distintos de G,. O cddigo serd denotado por C(n,7). n
Pela Defini¢do 5.2.2 temos que uma palavra ¢ = (¢y,¢9,++,¢,) € 4y pertence ao codigo se, e

somente se, satisfaz as r equacdes de verificacdo de paridade

oejahb=0, 1=0,1,---,r~1 (5.6)
-

Para ! > 1, temos que para cada equagdo de verificagao de paridade em (5.6) obtemos h equagtes

sobre Z,.

Observacao 5.2.2 Um cddige para o qual n = ph - 1, serd chamado primitivo. Neste caso, n

-

é Unico, a menos de permutacdo de suas coordenadas. Por outro lado, quando h = 1 temos que o
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codigo correspondente ¢ Reed-Solomon de comprimento n < s sobre Z,. Neste caso, os «;'s

sdo unidades distintas de Z,. -

Dadas uma palavra transmitida ¢ e uma palavra recebida b € Z7, o vetor erro é definido
como e = b -—¢. O numero de erros de Lee é dado por wy(e), isto é, o nimero de erros de
Lee é o menor niimero de adi¢des de 1 nas coordenadas da palavra transmitida ¢ que produz a
palavra recebida b. Come o peso de Lee satisfaz a desigualdade do tridngulo, usando um cédigo de
distancia de Lee minima d;, podemos corrigir todos os padroes de erros de peso de Lee até (dy—1)/2

{Teorema 2.3.1).

Definicdo 5.2.3 Dados um vetor localizador 1= (ay, a9, -+, ) deum cédigo C(n,n) e um vetor
¢ ={c1,c2, -, Cn) € Zy, definimos o polindmio localizador associado com ¢ como o polinémio
o(z) sobre R dado por
ki3
o(z) = [1(1 - aga)s(),

i=1

Também definimos os valores sindromes s; de um velor erro e = {eq,e3,-+,€,) como

7L
l
&1 = Z Ejﬂfj,
g=1

para todo 1> 0. A série s(x) definida por

(o)
S(T} = Z 3(.1"5,
i=1
¢ a série sindrome formal. "
Dada uma palavra ¢ € C(n,n), definimos a palavra ct o= (cf', cj,- .-, c;f) por
: _ g
€ se ¢ & {1’235{§“I}
ct =
2
(0 caso contrario
e ¢~ por ¢~ =ct —c. Istoé, ¢¥ éigual a ¢ nas entradas positivas e zero nas demais, ao passo

que as entradas de ¢~ tomam em consideragio os valores de Lee das entradas negativas de ¢, e
zero nas demais. Sejam o*(z) e o7 (z) os polinémios localizadores de ¢t e ¢, respectivamente.
[o sl o0
i — - s . . . .
Sejam st(z) = g sfzl e s7(2) = g 8 @' as séries sindromes formais sobre R associadas com
=1

=1
ot(z) e ¢~ {z), respectivamente.
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Sendo ¢ € C(r,n) uma palavra-cédigo, temos que c¢HT = 0, isto é, ¢*HT = ¢ HT. A
primeira equagdo desta dltima igualdade fornece que wy(e™) = wy(e”) {mod ¢), ou equivalentemente,
wr(et) = wr(e™ )+t lg, paraalgum inteiro positivo [/, ao passo que as demais r—1 equagdes podem

ser reescritas como sf" = s, {=1,2,---,r — 1, ou equivalentemente, s*{z)= s (z) (mod 2").
Lema 5.2.1 Se wr(c™) # wr{c™) entdo wr(c) > q.

Demonstracio: Como wp(ct) # wr{e™) temos que wp{ct) = wr{e™) & lg para algum inteiro

positivo I. Portanto, wr(e) = wr(e?)+ wr(e™) > ¢, o que prova o lema. n

Através do Lema 5.2.1 obtemos um limitante inferior para a distncia de Lee minima quando
wi(e¥) # wr{c™). No proximo teorema mostramos que para qualquer valor de r, o limitante
inferior pode ser melhorado. Sua demonstragdo é bastante andloga & apresentada em {42]. Contudo,
para efeito de referéncias futuras e também para uma maior clareza deste trabalho, apresentamos a

demonstragéo.

Teorema 5.2.1 Seja C(n,n) um cidigo com distancia de Lee minima dr(C). Entdo o limitante

2r  se 1<v <]
inferior da distancia de Lee minima € dp{C) >

g se [fl<r< g-1
Demonstragdo: Do Lema 5.2.1, resta apenas mostrar que se ¢ € C(n,n) ¢é tal que wr(e) < 2r
e wi(ct) = wr(e”) entdo ¢ = 0. Deste modo, assumindo que wr{c) < 2r e wr(ct) =
wp(c™) obtemos wr(e) = 2wr(e’) = 2wr(c™). Portanto, grau(ot(z)) = wrlct) = wrle™) =
grau{c~{(z)) < r — 1. Agora, usando a congruéncia s*(z) = s7(z) (mod 2") e o algoritmo para a
decodificacio de cédigos Reed-Solomon e BCH, dado na Se¢io 4.3, obtemos ot (z) = ¢~ (z). Contudo,
como os suportes (o conjunto das coordenadas néo nulas) de ¢t e ¢7, sao disjuntos, os polindmios
ot(z) e o7 (x) sio relativamente primos. Portanto, devemos ter o¥(z) = 0~ (z) = 1, acarretando

que a palavra-codigo deva ser a palavra toda nula, ou seja, ¢ = 0. [}

5.2.1 Algoritmo de Decodificagao

Nesta secdo apresentamos um processo alternativo de decodificagdo dos codigos BCH C{n,n)
quando a métrica de Lee é considerada. Para um cédigo com distancia de Lee minima dr que

. , dp~1 . . _ . )
corrige até t = [wﬂr} erros de Lee, o método requer o conhecimento de 2r — 2 sindromes, onde
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as primeiras r sindromes sdo conhecidas e as restantes sfo nio conhecidas. A decodificagio ¢ entdo
acompanhada pela determinagio do polindmio localizador de erros através do algoritmo de Berlekamp-
Massey modificado que corrige todos os erros de Lee até r—1, garantido pela distancia de Lee minima
projetada 2r (se r» varlaentre 1 e [Z]) e que também corrige todos os erros Lee até [Z] garantido
pela distancia de Lee minima projetada ¢ (se {£] <r <g¢—1}.

Seja C{n,n) um cédigo BCH definido sobre Z,, onde g ¢ uma poténcia de um primo p, com
matriz verificacio de paridade H dado pela equagdo (5.5) e com disténcia de Lee minima dr(C).

Sendo (7, um grupo ciclico multiplicativo com gerador «, temos que o vetor localizador 5 é
dado por 1= (o, 3, -, 0p) = (a%ki,akz, <o a®), onde k;, i=1,2,---,n sio inteiros positivos.

Seja ¢ = (e1,¢2, "+, ¢y) a palavra-cédigo transmitida e b = (by,bs,---,b,.) a palavra recebida.
0O vetor erro é dado por e = (e,e2,---,e,) = b —c. Os valores das sindromes sdo dados por
s; = ibé&i‘, { > 0. Suponha que » <t é o nimero de erros nas localizagdes =7 = a;,,29 =
Oy ‘Zilwu = a;, com valores Yy = e;,Y2 = €5, T €4

O processo de decodificacio sendo proposto (muito similar ao dos codigos alternantes) consiste
dos seguintes quatro passos fundamentais:
Passo 1 - Calculo dos valores sindromes {conhecidos e ndo conhecidos) s = i biaﬁ, {=0,1,---,2r—

I

3se 1<r<[f] oul=0,1,--,2[1] -1 se [§] <r < g—1, do vetor recebido;

Passo 2 - Célculo das fungdes simétricas elementares ¢4,02,--+,0,, & partir da aplicacio do algo-

ritmo de Berlekamp-Massey modificado;

Passo 3 - Célculo dos ntumeros localizadores de erros 2y, 249, +,2, a partir das funcdes simétricas

elementares ¢y,09,---,0,. O processo para o cialculo dos ntmeros localizadores de erros ¢ dado

por:
e Calcule as raizes de p(z) (o reciproco de o")(2)), digamos, z,2,---,2,, onde o
polinémio &'z} & a saida do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado;
o Entre os #; =a®, j=1,2,---,n, selecione aqueles z;/s tais que z — z; sdo divisores
dezeroem R. Os z;'s selecionados sdo os nimeros localizadores de erros corretos e cada
2 = af, j=1,2,---,n, indica a posicio j do erro na palavra-cédigo.
Passo 4 - Calcule das magnitudes dos erros o4,%2, -+, %, a partir dos z;/s, i = 1,2,---,v e 3

através do método de Forney.
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A seguir, passaremos a caracterizar cada um destes passos.

O Passo 1 do a,lgorrribtmo de decodificacio tem como objetivo encontrar os valores das sindromes,

isto &, encontrar s = Zbiai, l=0,1,--+,2r -3, quando 1 <r<[E] on 1=0,1,---,2[4] ~ 1,
1=

quando [Z]<r < g — 1.

O Passo 2 faz uso dos valores das sindromes s;, [ > 0, para obter o polindmio o(2) =
b 124
H(l 7)) = E o;z', og = 1, através do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado.
= No Passo '3 OOS nimeros localizadores de erros sao encontrados calculando as raizes reciprocas de
a'")(z), ou seja, calculando as rafzes zy,zp,--+,z, do polindmio p(z) = zVa"(’")(z“i) e em seguida
selecionar aqueles @; = o, i = 0,1,---,n — 1 que tornam as diferengas =z; — %, J=1L2,--,1,
elementos divisores de zero em R. Deste modo, temos que os z;s selecionados sao os niimeros
localizadores de erros corretos e que z; = «, j = 1,2,---,n, significa que ocorreu um erro na
posicio j da palavra-codigo.

Uma vez que os localizadores de erros ®;, ¢ = 1,2,---,v, sio cophecidos, o Passo 4 faz uso

do procedimento proposto por Forney para determinar as magnitudes y;, ¢ = 1,2,---,» dos erros.

Estas magnitudes sdo calculadas como os quocientes

ST |
. 2t CjlSu—1—1

¥ [ O e e J = 1’2"“’1',7 (57)
20 G ;
onde os coeficientes o;;'s sdo calculados recursivamente por ¢j; = o7+ 2;0,,.1 para i =1,2,--- v—1,

iniciando com g = 00 = 1. Segue do Lema 4.1.1 que o denominador da equagio (5.7) € uma unidade
no anel K.

O algoritmo de decodificagio dos codigos BCH definidos sobre anéis de inteiros residuais médulo
g mediante a métrica de Lee fica entao estabelecido.

Para finalizar esta segio apresentamos dois exemplos de decodificagdo de cédigos BCH através
da métrica de Lee, sendo que o primeire é projetado para a correcdo de erros de Lee de peso 1 e o

segundo de erros de Lee de peso até 3.

Exemplo 5.2.1 Seja o anel R = <f‘*;>, onde f(z)=x*+z+1 € irredutivel sobre Z, e portanio

sobre Zy. Temos que o= 3, com B uma raiz de f(z), € o gerador do grupo ciclico de ordem

s=22-1=7. Tomando =2 e 5= (% a,l,a® b a’ a') itemos que a seguinte matriz
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define um codigo BCH de comprimento 7. FEste codigo corrige todos os erros de Lee de peso 1,
alguns erros de peso 2 e detecta todos os erros de peso 2. Assim, supondo que a palavra toda nula
c = (0000000) seja transmitida alravés do canal, € que o mesmo introduza o vetor erro e = (0300000),
temos que o vetor recebido € entdo dado por b = c+e, cujos valores das sindromes sdo sg = 3 e

51 = 3a. Aplicando o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado oblemos a seguinte tabela

n o"(n)(z) d, L | n—1,

-1 1 1 0 -1

1 1—3z |3a—-111 0

2 | 1—oz — 1 1
Assim, plz) = 2z — @, cujaraiz € z = a. Comoe «-a =0 € um divisor de zero em R
e que g = o, Ssegue que o erro ocorreu na posicdo 2 da palavra-cédigo toda nula.  Finalmente,

aplicando o procedimento proposto por Forney a o1 = a temos que a magnitude do erro € dado por
gy = 3. Assim, o padrdo de erro € dado por e = (0300000} e o polinémio localizador € dado por
d(z)=1-az.

Por outro lado, supondo que a palavre tode nule ¢ = (0000000) seja transmitida através do
canal, € que 0 MeEsSMO introduza o seguinte vetor erro e = (0101000). Deste modo o vetor recebido é
dado por b = c+e, cujos valores das sindromes sdo sy =2 e s = a+a’. Aplicando o algoritmo

de Berlekamp-Massey modificado obtemos a seguinte tabela
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T o‘(”)(z) d, L, in—1,
-1 1 1 ) -1
G 1 2 0 0
1 1+ 2z at+a® |1 (]
2 1142z - (a+ a¥)s? - 2 0

Assim, p(z) = 2%+ 2z — (a4 0®) € de grau dois, indicando que ocorreu um erro cujo peso de Lee é
pelo menos dois. Todavia, nio € possivel corrigi-lo pelo fato de que este polinémio € irredutivel sobre
R. Portanio, apenas detecta.

Por outro lado, suponha que a palavra toda nula ¢ = (0800000} € transmitide através do canal
e que o mesmo introduza o seguinte vetor erro e = (0200000). Deste modo, o vetor recebido ¢ dado
por b = c+ e, cujos valores das sindromes sdo sp = 2 € s; = 2a.  Aplicando o algoritmo de

Berlekamp-Massey modificado obtemos a seguinte tabela

n o) | dy [l m— 1y
-1 1 110 -1
0 1 210 0

1 1422 P | 1 0

2 1 1+(2—-a)zi — i1 1

Assim, p(zy=z—{2—a), eujuraizé 21 =2+a. Como (2+a}—a =12 €um divisor de zero em
R e que ag = @, Seque que 0 erre ocorreu na posicdo 2 da palavra-codigo toda nula. Finelmente,
aplicando o procedimento proposto por Forney a o1 = a temos que a magnitude do erro € dado por

yp = 2. Assim, o padrio de erro € dado por e = (0200000} e o polinémio localizador € dado por
o(z) = (1 — (2 +a)z)* -

Exemplo 5.2.2 Seja B o anel zf—?-g};, onde f(z)= 2%+ 1 £ irredulivel sobre Zg. Temos que

o (=28+42, com B uma raiz de flz)), € o gerador do grupo ciclico de ordem s = 3%~ 1= 8.

Considerando 7 =4 e n= (o, a,1,0%a% o’ o', a”) temos que a sequinte matriz
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define um cddigo BCH de comprimento 8. Este codigo corrige todos os erros de Lee de peso ai€ 3,
corrige alguns erros de Lee de peso 4 e detecta todos os erros de Lee de peso 4. Assim, supondo que
a palavra toda nule ¢ = (00000000} € transmitida € o velor b = (01010800) ¢ recebido. Entdo os
valores das sindromes sdo sg = 1, sy = 2a +6, s = o, s3 = Ta+6, sa = -1 e s = Ta+ 3.

Através do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado oblemos a seguinte tabela

n o(™(z) dy |1y |n—1,
-1 1 1 0, ~1
0 1 1 0 0
1 1—2 2045 1 0
2 L - {23+ 6)z 48 +4 11 1
3 1—(=p+2)z+ (5+68)2* 65 +5 | 2 1
4 17824+ (44 53)27 BT 2 2
5 1 1—(2468)2+ (B8 + T~ (18-2)2" | 76+2 |3 2
6 1 (24782 + B2% — (28 - 1)7° - 3 3

As raizes de p(2) = 2° —(2+ 78)2* + Bz + T8+ 7 (o polinémio reciproco de o)) sdo z =
28+2, 2o =T8+2 e 23=7T08+T7. Entre os elementos a® ot e 0d 0t 0, 0% e o’ temos

3 5

que as diferencas o — 73 = 7 — 2y = a7 - z3 = 0 sdo divisores de zero em R. Porlanto,

5 ~ , N
Ty o= Qg = &, Ty = Qg = a® e 23 = ag = a°, sdo os numeros localizadores de erros corretos e
indica que ocorreu um erro de Lee de peso no minimo 3, nas posi¢oes 2, 4 e 6 da palavra tode nula,

respectivamente. As fungoes simétricas elementares corretas oy,0p € o3 sdo obtidas de
(z — z1 )z — 22)(2 — 23) = P ot togr oy =20+ {7+ 282  + B+ 78+ 6.
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Finalmente, através do método de Forney aplicado @ o1 =7+28, ca =0 e oa=7T3+T lemos que
as magnitudes dos erros sdo dadas por 11 = 1, y2=1 € yz = 8. Asstm, o padrdo de erro € dado
por e = (01010800) e o polinémio localizador é dado por o(z) = (1 - az)(1 - o?z)(1 — a’z).

Por outro lado, supondo que a palavra toda nula ¢ = (00000000) € transmitida através do canal
e que 6 mesmo introduza o sequinte vetor erro de peso de Lee 4, e = (02020000), temos que o velor
recebido € dado por b = ¢+e, cujos valores das sindromes sdo sp =4, 51 =8, 83 =0, 53 =8, 84 =

—4 e ss=1. Aplicando o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado obtemos a seguinie tabela

n o{?(2) dy 1 1, in—1,

—1 1 110 -1
0 1 4 10 0
1 1422 11 0
2 1 -2z 211 1

3 | 1—424+8:2 0|2 i

4 |1 —42+822:0 | 2 2

5 1—4z+82 1 0 1 2 3

6 | 1—4z+8z%| - 1 2 4

Assim, pl(z) = 22 —4z+8, cujas raizes sio z; = a € 7 = a”. Como as diferencas o~z = g =

0 sdo divisores de zeroem R eque a3 = a € ag = o

, Seque GUE 08 ETTOS OCOTTETAM NAS Posicoes 2
e 4, respectivamente, da palavra toda nula. Finalmente, aplicando o procedimento proposto por Forney
a oy =5 e gy =28 temos que as magnitudes dos erros sio dadas por y: = ys = 2. Assim, o padrdo
de erro € dado por e = (02020000) e o polinémio localizador € dado por o(z) = (1 —az)*(1 - o®z)>.

Agora, suponha que a palavra toda nula ¢ = (00000000} seja transmitida através do canal e que
o mesmo introduza o seguinte vetor erro de peso de Lee 4 e = (01010101) temos que o vetor recebido

¢é dado por b = ¢+ e = e, cujos valores das sindromes sdo so =4, $1 =53 =83 =0, 54 = ~4 ¢

35 = 0. Aplicando o algoritmo de Berlekamp-Massey modificado obtemos a seguinte tabela
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n a(”)(z) dy | lnin—1,
-1 1 1 10 ~1
0 1 4 10 0
1 1—4z 2 11 0
2 1 0|1 1
3 1 0|1 2
4 1 —4 | 1 3
5 1 1+2:3 -840 0 | 4 1
6 | 14+22° 82" - | 4 2

Assim, p(z) = z*+224+1= (2— 8) (234822 + z+1), onde o polinémio z°+82*+z+1 € irredutivel
sobre o anel R. Portanto, neste caso, detectamos um padrdo de erro de peso de Lee maior ou igual

a 4, mas através deste método ndo é possivel corrigi-lo. [

5.3 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentadas técnicas de construgoes de cédigos alternantes ¢ BCH. Na pri-
meira técnica de construgio, cédigos alternantes sobre anéis comutativos finitos locais sob a métrica de
Hamming foi apresentado. Um processo de decodificacio eficiente baseado no algoritmo de Berlekamp-
Massey modificado foi fornecido. Na segunda técnica de construgao, cédigos BCH sobre anéis de intei-
ros residuais do tipo Z,, onde ¢ é uma poténcia de um primo, sob a métrica de Lee foi proposto. Um
processo de decodificagdo alternativo também baseado no algoritmo de Berlekamp-Massey modificado

foi fornecido.

109



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes

6.1 Conclusoes

Neste trabalho foram estudados e apresentados métodos de construcdo e de decodificagio de
cédigos de bloco lineares sobre anéis finitos. A principal motivagao do presente trabalho é que cddigos
lineares sobre anéis finitos tem recentemente despertado um grande interesse pela sua nova fungao
em teoria de codificacio algébrica e pelas suas bem sucedidas aplicagdes em modulagio e codificagao.
Como exemplo temos o trabalho de Hammons et al. [22], onde mostram que certos cédigos néo lineares
binarios do tipo Kerdoch, Preparata e Goethals com boa capacidade de corregao de erros podem ser
vistos, através do mapeamento de Gray, como cédigos lineares sobre Zg4.

Cédigos algébricos lineares podem ser defiridos através de alfabetos escolhidos em um conjunto de
tamanho arbitrario. Contudo, em muitos dos resultados em Teoria da Codificagdo tem sido considerado
que os simbolos sio elementos de um corpo finito. Deste modo, no presente trabalho, apresentamos
métodos de construcio e de decodificagio de cddigos lineares sobre anéis comutativos finitos com
identidade.

O estudo de codigos lineares sobre anéis nio é recente. Cédigos lineares sobre anéis de inteiros
residuais foram considerados por Blake [8]-[9], Spiegel [48]-{49], Shankar [46], Interlando et al. [33],
dentre outros. Por outro lado, a majoria dos cddigos sobre anéis sdo determinados sob a métrica de
Hamming. A métrica de Lee foi desenvolvida como uma alternativa para a métrica de Hamming para
trapsmissio de sinais nio bindrios sobre certos canais ruidosos. Deste modo, cédigos lineares sob a

métrica de Lee tem recentemente despertado um grande interesse em teoria da decodificagdo, mas

110



estas classes se ressentem de uma sistematizacio na determinagdo dos melhores cédigos e também da
existéncia de algoritmos de decodificacio simples para cédigos definidos sobre anéis finitos e, portanto,
a obtencio de nm processo sistemdtico para a decodificagio de codigos sob a métrica de Lee tem
sido a motivacao das pesquisas recentes. Neste sentido, no presente trabalho, damos continuidade a
caracterizacio da construgdo de codigos lineares sobre anéis arbitrarios comutativos finitos. Assim, as
principais contribuigdes podem ser resumidas como se segue:

No Capftulo 3, apresentamos construgdes de cédigos lineares sobre anéis finitos via anéis de
grupo, fazendo uso do Teorema de Estrutura para um anel comutativo finito. Também apresentamos
construces de codigos de Hamming e Reed-Solomon sobre anéis finitos locais. Um algoritmo de
decodificagio dos cédigos de Hamming também foi apresentado. Finalmente, bhaseado na proposta
alternativa de codificacio e decodificacio sobre grupos abelianos apresentada por Interlando [31],
apresentamos uma extensio desta mesma construgdo para anéis finitos. O processo de obtengio
de c6édigos sobre anéis finitos é através da concatenagao generalizada de cédigos sobre anéis finitos
locais, e o processo de decodificagdo consiste basicamente em construir codificadores para cada codigo
componente na concatenagao.

No Capitulo 4, apresentamos uma proposta de extensao dos cédigos BCH sobre anéis comutativos
finitos arbitrérios. A construcio destes cédigos foi baseada na obtensdo do grupo ciclico G -5 que
contém as raizes do polindmio z° — 1 sobre o grupo das unidades de uma extensio do anel. Este
procedimento & similar a constru¢do destes cédigos sobre corpos finitos. Também apresentamos um
algoritmo de decodificacdo para os codigos Reed-Solomon e BCH definidos sobre um anel comutaiivo
finito local com identidade, fazendo uso do algoritmo de Berlekamp-Massey modificado.

No Capitulo 5, apresentamos técnicas de construgdes de cddigos alternantes e BCH. Na primeira
técnica de construcio, cédigos alternantes sobre anéis comutativos finitos locais sob a métrica de
Hamming foi apresentado. Um processo de decodificagio eficiente baseado no algoritmo de Berlekamp-
Massey modificado foi fornecido. Na segunda técnica de construgio, codigos BCH sobre os anéis dos
inteiros residuais Z,, onde ¢ é uma poténcia de um primo, sob a métrica de Lee foi proposto. Um
processo de decodificagdo alternativo também baseado no algoritmo de Berlekamp-Massey modificado

foi fornecido.
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6.2 Sugestoes para Futuras Pesquisas

Como direcdes alternativas para posterior prosseguimento deste trabalho, podemos sugerir algu-

mas extensdes e aplicagdes dos resultados como se segue.
e determinar o polindmio gerador {caso exista) de codigos ciclicos definidos sobre anéis finitos.

e extensdes de outras classes de cddigos com simbolos em corpos finitos, como por exemplo cddigos

de Goppa, para simbolos em anéis finitos;
¢ determinacdo da distéancia minima verdadeira dos cédigos alternantes e BCH.

e estender o conceito da métrica de Lee a anéis finitos e consequentemente gerar e decodificar

codigos sobre estes anéis sob esta métrica.

o decodificar cddigos ciclicos e BCH com simbolos em anéis comutativos finitos até a distancia

minima atual através do algoritmo Iterative Fundamental modificado.

o utilizacio de cédigos de bloco lineares sobre anéis comutativos com identidade em codificagio

de fontes, bem como em codificacio conjunta fonte - canal.
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