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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a idéia geral da teoria matema-
tica envolvida no processo de codificacdo de dados utilizando estados quanticos.
Para isso, apresentaremos conceitos e propriedades da Teoria Quantica, que ca-
racterizam o novo ambiente para a constru¢ao de cddigos. Definiremos o grupo
de operadores de erros que podem atuar no processo de transmissao através de
um canal quantico e, baseados neste grupo, estudaremos a estrutura dos c6digos
corretores de erros, visando encontrar condi¢des para a eficiéncia destes. En-
tre os codigos corretores de erros quanticos e suas propriedades, destacaremos
a classe de cddigos estabilizadores, cuja estrutura tem correspondéncia com a
formaliza¢@o dos cédigos cldssicos gerados sobre GF (4).

Palavras-Chave: codificacdo por estados quanticos, cddigos corretores de
erros quanticos, grupo de operadores de erros quanticos, codigos estabilizadores.

Abstract

This research aims at presenting the general idea of the mathematical con-
cepts and procedures for data encoding by use of quantum states. In this di-
rection, basic concepts and properties from Quantum Mechanics are presented
with the objective of code constructions. The quantum error groups acting on
general quantum states is defined. Based on the properties of this group the al-
gebraic structure of the error correcting codes is specified with the purpose of
establishing the conditions under which the code achiever its maximum effici-
ency. Among the classes of quantum error correcting codes we consider the
class of stabilizer codes for its robustness, rich algebraic structures, and its cor-
respondence with classical codes over GF (4).

Key-words: encoding of quantum states, quantum error correcting codes,
quantum error groups, stabilizer codes.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho, nosso objetivo foi aliar conceitos da Teoria Quantica, propriedades da
Teoria de Grupos e condicdes para a corregdo de erros no contexto quantico seguidas de
exemplos dos cddigos corretores quanticos mais conhecidos. Entre estes estd a classe dos co-
digos estabilizadores, cujo formalismo serd apresentado. As analogias com a teoria classica,
construidas via codigos sobre GF (4), também foram apontadas de forma a tornar possivel
a compreensdo desta nova pesquisa, que € a codificacdo de informacdes utilizando estados
quanticos, e as possibilidades para a sua expansao.

Neste primeiro capitulo, nos preocupamos em apontar a evolucdo da questdo em estudo,
principalmente na drea da implementacdo. Para isto, definimos a unidade bésica da infor-
macao quantica e o caracter ndo local dos estados quanticos (emaranhamento), que torna
possivel a realizacdo de certas tarefas no processamento da informacao.

No Capitulo 2, estudamos o grupo de erros e a redu¢do do mesmo ao grupo de Pauli ba-
seados em conceitos da Teoria de Grupos. Sobre a reducdo construida, definimos a operacao
fundamental e propriedades como a ortogonalidade, o que nos possibilitou a introdugdo dos
fundamentos das transformacdes do grupo de erros sobre autoespagos dos codigos.

No Capitulo 3, apresentamos as condi¢des necessarias e suficientes para um cédigo cor-
rigir um determinado conjunto de erros quanticos. Em seguida, definimos as propriedades
dos cédigos e dos canais quanticos. Apresentamos os limitantes para a correcao quantica
tracando analogias com o caso cldssico. Mostramos também como exemplos dois cédigos
quanticos bastante discutidos na literatura: o codigo de repeticdo de nove qubits de Shor e o
cédigo do tipo CSS com pardmetros (7,1,3).

Por fim, no Capitulo 4 trataremos da formalizacdo matematica da estrutura dos codigos

estabilizadores. Para tal propdsito, fizemos uso das propriedades algébricas envolvidas com
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subgrupos do grupo de erros. Apresentamos entdo exemplos de codigos estabilizadores e
discutimos a completa identificacdo entre o caso cldssico e o quantico, no que diz respeito
a construgdo de cddigos. Exibindo os conceitos da codificagio sobre GF(4), temos os ele-

mentos fundamentais para gerar esta identificacao.

1.1 Regras de um novo jogo

A historia da tecnologia estd envolvida com a descoberta de novos caminhos de se utilizar
as leis da Natureza, explorando-se recursos fisicos como os materiais, as forcas e as fontes
de energia [7].

A Mecanica Quantica ¢ um novo caminho. Na escala da percepcdo humana, as leis da
Fisica Cléassica sao boas aproximagdes para os fenOmenos naturais. Entretanto, na escala
atdmica, elas falham e a teoria cldssica perde seu espago para a teoria quantica. A tecnologia
envolve-se com esse fato quando se percebe que os computadores ficam a cada dia menores
e mais rdpidos. Por exemplo, portas l6gicas, utilizadas no processo de codificacdo, sdo
alocadas em chips de silicio com menos de 1 micron. Este €, portanto, o cenario da Mecanica
Quantica.

O conhecimento que se tem sobre a teoria e a fundamentacao da Mecanica Quantica pode
ser comparado ao conhecimento de um jogador novato de xadrez que sabe todas as regras
do jogo, mas que faz jogadas absurdas sobre o tabuleiro por ndo dominar os principios heu-
risticos da teoria, [20]. Desde os tempos de Einstein conhece-se os postulados da Mecanica
Quantica, mas ainda falta o avango na drea das aplicacdes.

Algumas partes desta grande empreitada rumo a inovag¢do sao bastante interessantes. Por
exemplo, no caso da compressdo de dados, pergunta-se: qual € o nimero minimo de bits
necessdrios para armazenar a informacdo produzida por uma fonte? No caso clédssico, a
pergunta foi respondida em 1948 por Shannon que desenvolveu a Teoria da Informacao,
aplicada até nossos dias para a compreensao de fendmenos em jogos de azar e mercado de
acdes. No caso quintico, 0 que temos com respeito a esta questdo, e muitas outras, € um
paradigma proposto por Schumacher em 2001, que apontou o caminho a ser seguido para a

procura das respostas, [20]:

1. Quais recursos fisicos estdo disponiveis na Mecanica Quantica?
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2. Que tarefas de processamento da informacao pode-se utilizar no problema estudado?

3. Quais sao os critérios de sucesso?

A compreensdo do paradigma de Schumacher no estudo de um sistema e as aplicagdes
que dela virdo parecem ser objetivo para pesquisas no século 21. Entre as aplica¢des, com
certeza a que mais nos motiva € a criagdo de um computador quantico.

E importante ressaltar que para a teoria de codificacio quéntica a existéncia de codi-
gos corretores de erros € fundamental. O fato € que os sistemas quanticos possuem grande
fragilidade, o que torna qualquer transmissdao duvidosa mediante a quantidade de erros que
formam um continuo de possibilidades, conforme veremos nas se¢oes seguintes. Além da
fragilidade, existe ainda a dificuldade de se obter medidas confidveis a respeito dos dados
enviados: os resultados dependem do processo escolhido para tal. Se tal parametro ndo esti-
ver adequado a situacdo, o estado € danificado e com isso perde-se toda a informag¢do contida
nele.

Um exemplo usual para a excessiva instabilidade de um sistema quantico é o experi-
mento conhecido como gato de Schrodinger. Suponha que Fibby, uma gata, seja trancada
em uma gaiola com um vidro de cianeto que estd ligado a um complicado aparelho que
contém uma pequena amostra de uma substancia radioativa, um contador de Geiger e um
martelo. (Ressalta-se o fato de que o aparelho deve estar “protegido” contra a intervencao
direta por parte do gato.)

A quantidade de material radioativo deve ser suficientemente pequena para que no inter-
valo de uma hora a probabilidade de que um dos atomos da amostra se desintegre seja de 50
9. Se um dos atomos se desintegrar, o contador de Gaiger serd disparado, ativando um relé
e liberando o martelo. O martelo, por sua vez, quebrard o vidro, liberando o veneno, que
matara Fibby.

Depois que Fibby € trancada na gaiola, ninguém sabe em que momento um dos 4tomos
da amostra se desintegrard. A questdo € a seguinte: Fibby estard viva ou morta depois de
uma hora? A resposta correta € a seguinte: € impossivel saber, a ndo ser abrindo a gaiola e
examinando o interior. As equacdes quanticas que descrevem a desintegracdo radioativa nao
podem prever o que o observador encontrard quando abrir a gaiola, apenas a probabilidade de
Fibby estar viva ou morta. De acordo com a descri¢do quantica, Fibby se encontra em uma

espécie de limbo, meio morta e meio viva, até alguém abrir a gaiola. Em outras palavras,
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toda vez que alguém realiza uma observagdo, novos “universos’ se abrem, um para cada uma
das diferentes possibilidades [25]. Este fendmeno € conhecido como decoeréncia.

Um outro exemplo, menos usual porém mais cotidiano, é o caso de se ter nas maos um
balde contendo H>O. Nio se sabe se a dgua estd na forma liquida ou na forma de cubos de
gelo e ndo é permitido olhar para dentro do recipiente. Assim, decide-se fazer um experi-
mento para descobrir o estado da dgua. Coloca-se no balde uma pinga e retira-se um cubo
de gelo. Quando a resposta ja era quase definitiva, mergulha-se um pano no balde e ele sai
molhado...

A explicacdo que parece mais légica € a de que o balde contém cubos de gelo flutuando
em agua. Entretanto, optando por executar mais um experimento, vira-se o balde de cabeca
para baixo, descobrindo que algumas vezes caem apenas cubos de gelo, enquanto em outras
cai apenas dgua. Este tltimo experimento garante uma resposta mais completa em relacio

aos anteriores. Porém, colapsa o sistema utilizado [25].

1.2 Do Bit para o Qubit

O que faz um computador quantico tdo diferente de um computador classico? Come-
camos analisando a unidade bésica da informacao cldssica: o bit. Do ponto de vista fisico,
um bit € um sistema de dois estados: este sistema pode ser determinado por um dos dois
estados distintos representados pelos valores 16gicos 0 ou 1 . Por exemplo, num computador
digital, a amplitude de um pulso com 5 volts na entrada de um registro pode representar um
bit de informacdo, denotado por 1, enquanto que a auséncia deste pulso denota 0. Um bit
classico de informacdo pode ser codificado usando duas polarizagdes diferentes da luz ou
dois estados diferentes de um atomo, [7].

A Mecanica Quantica nos diz que se um bit quantico pode existir em um dos dois estados
distintos ele também pode existir na superposi¢ao destes estados. Este fato ndo tem anédlogo
cldssico: aqui o qubit pode representar os valores 0 e 1 simultaneamente. Este é um feno-
meno quantico conhecido como interferéncia de uma particula. Baseado neste fato, é que
definiu-se o bit qudntico ou simplesmente o qubit.

Um exemplo usual de qubit sdo os dois estados de um elétron orbitando em um atomo.
Um deles é o estado fundamental , denotado por | 0) e o outro o estado excitado, representado
por | 1). O simbolo | .) é chamado ket na notacdo de Dirac, tipica da Mecanica Quantica.

Um ket representa um vetor do tipo coluna. O seu transposto, portanto um vetor linha, é
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chamado bra, representado por (. |.
A partir desta idéia, podemos definir qubits como a combinagéo linear dos estados | 0) e

| 1) na forma

W) =a|0)+B 1), (1.1

onde a e 3 sdo nimeros complexos.
Na representacdo usual da Fisica, utiliza-se a esfera de Bloch, apresentada na Figura
1.1. Nesta esfera, o estado | 0) estd associado ao pélo norte e | 1) ao pélo sul. Qualquer
superposi¢do na forma da eq. (1.1) de amplitudes o e 3, constitui um qubit e estd contido na

casca da esfera.

1>

Figura 1.1: Esfera de Bloch e a representa¢do de um estado | ).

Sob o ponto de vista de geradores do espaco de representacido dos qubits, consideramos
o fato que a casca da esfera é uma superficie e portanto uma variedade de ordem 2. Isto
implica que a base para o espago necessita de dois geradores, que correspondem a [ (1) ] e
]

e

Estes dois vetores sdo identificados, na descri¢do adotada, com os estados | 0) e | 1),
respectivamente.

Esta interpretacdo na esfera de Bloch permite-nos supor a existéncia de uma quantidade
continua de possibilidades de estados para o qubit. Este fato d4 origem a muitas das propri-
edades extraordindrias da informacao quantica.

Uma comparagdo interessante € a seguinte: que quantidade de informacao clédssica pode

ser armazenada em um qubit de forma que ela possa ser extraida e utilizada. A priori, pode-



1.2. Do Bit para o Qubit 6

mos deduzir que essa quantidade € infinita. Para especificarmos um estado quantico temos
que definir sua latitude e longitude correspondente a representacdo na superficie da esfera
de Bloch. Estes nimeros codificam uma cadeia longa de bits. Por exemplo, 011101101...
poderia ser codificado como sendo um estado com latitude 01 grau 11 minutos e 01101...
segundos. Utilizamos entdo infinitos bits 0 e 1 nesta descri¢do e concluimos que o qubit
carrega uma quantidade de informacao clédssica infinita [20] !

Embora pareca correto, o raciocinio ndo o é. Podemos codificar uma quantidade infinita
de informagao cldssica em um tnico qubit, mas ndo hd como extrair essa informagao. A mais
simples tentativa de “ler” o estado do qubit, que seria uma medida usual direta, resultaria em
0 ou 1. A mensuragdo compararia a probabilidade associada ao qubit de estar no estado 0 e
a de estar no estado 1. A maior delas fornece o estado final do qubit. Entretanto, qualquer
medida adotada “apaga” todas as informagdes contidas no qubit, com excecao daquela que
de fato revela.

Assim, os principios da Mecanica Quantica nos impedem de extrair mais de um dnico
bit de informacao de cada qubit, independente da medida ou da codifica¢do. Este resultado
surpreendente foi provado em 1973 por A. S. Holevo, depois de uma conjectura formulada
por J. P. Gordon em 1964. E como se o qubit contivesse informagcées ocultas que podemos
manipular, mas ndo podemos acessar diretamente [20].

Observamos que o resultado discutido por Holevo e Gordon respeitam o paradigma de
Schumacher para a Teoria de Informagdo. O problema a ser resolvido € quantos qubits (re-
curso fisico) seriam necessdrios para armazenar uma dada quantidade de informacao classica
(a tarefa), de modo a permitir que a informacgdo possa ser recuperada confiavelmente (o cri-
tério de sucesso).

Os pesquisadores criaram também um conceito mateméatico conhecido como Holevo chi,
representado por X, que tém sido usado para simplificar a anélise de fendmenos mais com-
plexos; a utilizac@o de ¥ para o estudo de uma determinada acdo num sistema resulta numa
simplificacdo analitica semelhante as simplificacdes viabilizadas pela insercdo do conceito

de entropia de Shannon, [20].

1.2.1 O produto tensorial

Para apresentarmos conceitos sobre sistemas quénticos voltados a realizacdo de tarefas

de processamento computacional é necessario definirmos uma base que contenha multiplos
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qubits, para que a caracterizacao seja de fato eficaz. A operacdo usual para definirmos esta
base € o produto tensorial entre qubits sobre o espacgo vetorial complexo, onde as estruturas
da Mecanica Quantica sdo descritas. Comentaremos brevemente a estrutura destes espagos
e em seguida apresentaremos as propriedades do produto tensorial.

Um espago vetorial complexo V € um espaco de Hilbert se existir um produto interno,
escrito na forma (@ | y), definido pelas regras seguintes regras [18]: considerando a,b € C e

| 0),[ W), u),|v) € C, entdo
1. (W] )= (0 |w)", onde * é o complexo conjugado,
2. (@[ (alu)+b[v)) =ale|u)+b{e]v),
3. (¢]9) >0se|@)#0.

A norma de um vetor | @) é dada por

o) [[= Vel o).

A notagdo (@ | é usada para o vetor dual do vetor | @). O dual é um operador linear do

espaco vetorial V para os nimeros complexos, definido por

(@[ (v)=(e[v), V[v)eV

Se|@)=al|0)+b]|1)e|y)=c|0)+d]| 1), entdo as matrizes que representam o

produto interno e o transposto deste sdo, respectivamente [18]:

(oly)=[a W}{;}:a%+ﬁ¢

ol |l a1=]5 ]

Apresentada a caracterizacdo dos espagos vetoriais complexos, passamos a descrever as
propriedades do produto tensorial.

Suponha que V e W sejam espagos vetoriais de dimensdes m e n, respectivamente. O
produto tensorial V @ W € um espago vetorial mn-dimensional. Os elementos de V @ W sdo
combinagdes lineares dos produtos tensoriais | v)® | w), satisfazendo as seguintes proprie-

dades [18]: paraz € C,|v),|v1),| v2) € Ve |w),| w1),| w2) € W, entdo
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Lz(In@w) = (z[v)&|[w) =|v)@(z]|w),
2. (vt va))@|w) = (v [w) + (| v2)@ [ w),
3. @ (wit[w2) = ([v)@w)) + ([ V)@ [ w2)).

Utilizamos as notagdes | v) | w), | v,w) ou | vw) para o produto tensorial | v)® | w). Note
que o produto tensorial € ndo comutativo e por isso a notagdo deve preservar a ordem.
Dados dois operadores lineares A e B definidos sobre os espacos vetoriais V e W, respec-

tivamente o operador linear A em V ® W € descrito por

(ARB)(|v)®|[w)) =A[v)@B|w), (1.2)
onde | v) € Ve |w) € W. A matriz que representa A ® B é dada por
AnB . . . A;,B
ARQB=
AmB . . . AumB
onde A e B sdo matrizes de ordem m e n, respectivamente. Entdo, a matriz A ® B tem ordem

mn. Por exemplo, dadas

1 00
A:{(l) (1)},3: 0107,
0 01
o produto tensorial A ® B é

[0 0 01 0 0]
000O0T1O
A®B—Ol®(1)(1)8—000001
10 00 1 | 100000
01 0O0O0O0
00100 0

As operacgdes definidas podem ser utilizadas também para matrizes ndo quadradas, assim
como para produto tensorial de dois vetores. Por exemplo, se tomamos os estados | 0) e | 1),

o resultado do produto tensorial | 0)® | 1) é

yo>®|1>=\01>:{(1)]®{(1)]:

S o= O
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um vetor que esta no espaco vetorial 4-dimensional.

O estado geral | ¢) para 2 qubits é a superposi¢io dos estados | 00),| 01),| 10) e | 11),
| ) = 0] 00)+B | 01)+7y| 10) +3811),

com a restri¢ao

o+ B+ [y +[8=1.

Para o caso geral, o estado | ©) com N qubits é uma superposicio de 2V estados | 0), |
N

1), 2V = 1),

2N -1

[v)=Y i),

i=0

com amplitudes o; sujeitas a
2N )
Z | o | =1.
i=0

A base ortonormal {| 0),---,| 2V — 1)} é chamada base computacional. O estado com
N qubits é um elemento do espaco vetorial complexo 2V dimensional. Quando o nimero
de qubits aumenta linearmente, a dimensdo do espaco vetorial associado cresce exponenci-
almente. Assim, a medida de um estado genérico, | y), resulta em | ip) com probabilidade
| oo |*, onde 0 < ip < 2V [18].

A descri¢do do caso geral nos permite comentar a respeito da larga vantagem, em questao
de tempo de operagao, da Computagdo Quantica sobre a Cl4ssica para a realizacao de tarefas.
Isso porque um tnico operador pode checar a informacdo contida nas N entradas do ket.
Supondo que a tarefa seja uma busca em lista ndo ordenada, um algoritmo quéntico pode
encontrar a resposta no tempo de um tnico acesso de memoria.

Portanto, a atuacdo de um computador quantico é similar a de computadores cldssicos
ligados em paralelo. Este conceito € conhecido como paralelismo qudntico, introduzido por
Deutsch em 1985.

Para exemplificar de forma mais quantitativa os resultados impressionantes que nos pos-
sibilita o paralelismo de Deutsch, considere o caso de mil processadores elementares e su-
ponha que cada um seja capaz de representar um bit de informacao (0 ou 1). Nesse caso, o
nimero de combinacdes possiveis de 0 e 1 que se pode obter € igual a 2 elevado a milésima
poténcia, o que corresponde a 1 seguido por 301 zeros. Para contar todas essas combinagdes,
arazdo de um trilhao de combinagdes por segundo, seria necessario um tempo igual a 10 bi-

lhdes de vezes a idade do Universo. E evidente que nenhum computador comum seria capaz
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de explorar todas as combinacdes possiveis de um nimero tdo grande de processadores; em
outras palavras, haveria muitos problemas que um computador comum com mil processa-
dores em paralelo simplesmente ndo teria tempo suficiente para resolver. Entretanto, se os
microprocessadores fossem quanticos, cada um capaz de representar um qubit de informa-
¢do, todas as combinagdes possiveis de zeros e uns seriam representadas simultameamente.
Isto equivale a dizer que um computador com mil processadores quanticos em paralelo seria
2 elevado a milésima poténcia mais rdpido que um computador com um unico processador

quantico [25].

1.3 Emaranhados

Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen publicaram um trabalho que, partindo de preceitos
tedricos da Mecanica Quantica, mostrou ser possivel duas particulas se emaranharem, de
modo que qualquer tentativa de determinar certa caracteristica em uma seria refletida imedi-
atamente sobre as configuracdes da outra, ndo importando a distancia entre elas.

Esta fantasmagorica acdo a distancia é o fendmeno de particulas emaranhadas que com-
provadamente existe na Natureza e € considerado hoje um recurso fisico quantizdvel (como
a energia) que permite a execugdo de tarefas como as de processamento da informacao, [2].

Schrodinger ficou tdo impressionado com o emaranhamento que, em um estudo pioneiro
e inspirador publicado em 1935, referiu-se a este recurso fisico como o trago caracteristico
da Mecdnica Qudntica, aquele que nos obriga a abandonar inteiramente as linhas do pensa-
mento cldssico. Talvez o que mais tenha chamado a atenc¢do de Schrédinger € que membros
de um conjunto de objetos emaranhados ndo t€ém seus estados quanticos individuais. So-
mente o grupo como um todo tem seu estado bem definido. Qualquer interacdo com o objeto
emaranhado afeta simultaneamente tudo o que com ele estd enlacado, [20].

Devido a sua estranheza, por muito tempo o emaranhamento foi considerado uma curi-
osidade e ignorado pelos fisicos. Isso mudou na década de 1960 quando Bell previu que os
estados quénticos emaranhados permitiram realizar testes experimentais que distinguiam de
uma vez por todas a Mecanica Quantica da Mecanica Cléssica, mesmo que pudéssemos alte-
rar as previsoes cldssicas para embutir os resultados quanticos, [20]. Em 1964, Bell provou
que se existisse outra teoria ainda mais completa que a Mecanica Quantica, ela necessa-
riamente teria a mesma caracteristica nao-local, dada pelo emaranhamento. Este cardcter

ndo-local foi experimentalmente provado também em 1997 por N. Givin, [1], que utilizou
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pares de fotons viajando em cabos de fibra 6ptica distantes 30 quildometros.

A pergunta que se passou a fazer é se 0 emaranhamento valeria também para um grupo
de particulas. O matemético N. Linden, [1], em um estudo tedrico, obteve a resposta: sim.

Na década de 1990, as pesquisas com o emaranhamento de objetos concentraram-se no
contexto do processamento da informacao. Em 1991, Ekert, [9], demonstrou como utilizar o
recurso fisico para distribuir chaves criptograficas imunes a espionagem. Em 1992, Bennett e
Wiesner demonstraram que o emaranhamento pode ajudar no envio de informacdes cldssicas
de um local para outro, [20], num processo denominado codificacdo superdensa, no qual dois
bits cldssicos sdo transferidos através de um tnico qubit.

Em 1997, cientistas na Austria usaram o emaranhamento para teletransportar um féton
instantaneamente de um ponto a outro em uma sala. Havia trés particulas no experimento. J&
em 2001, o ndmero de particulas envolvidas num experimento parecido subiu para a casa dos
trilhOes. Nesta experiéncia, Julsgaard e Bolzik, [2], dispararam um laser sobre duas amostras
de césio, fazendo com que todas as particulas ficassem emaranhadas por metade de um milé-
simo de segundo. O fato é que as amostras ndo interagiram mutuamente e isso significa que
o emaranhamento pode ser obtido a distancias considerdveis, como j4 se havia comentado

teoricamente. Esse foi o primeiro passo para o principio da Comunicag¢do Quantica.

1.4 Algoritmos Quanticos

Em termos de algoritmos quénticos falaremos brevemente dos dois que sdo os mais co-
mentados na literatura e, em seguida, apresentaremos as implementacdes tecnoldgicas onde
esses algoritmos e tantos outros sdo simulados.

Lov Grover, [14], prop6s um algoritmo de busca determinada em uma lista ndo ordenada
de N itens com complexidade /N passos.

Considere, por exemplo, uma pesquisa de um nimero telefonico especifico em um dire-
tério contendo um milhdo de entradas, estocadas na memoria de um computador em ordem
alfabética dos nomes correspondentes aos nimeros. Um algoritmo cléssico faria em média
500.000 acessos de memoria. Um computador quantico, com o algoritmo de Grover, exa-
mina todas as entradas simultaneamente, exibindo a resposta no tempo de um tnico acesso.
O problema é quando o computador exibe de fato a resposta. Para tal € necessario realizar
uma medida para a obtencao da informacao. Todavia, se esta medida ndo for escolhida de

forma adequada, o processo altera o resultado da busca, tornando possivel a exibi¢cdo de uma
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resposta errada, [7].

O algoritmo de Grover foi utilizado para atacar o sistema criptografico classico DES
(Data Encryption Standard) que apresenta 2°% = 7 x 10'® caminhos possiveis. Se um com-
putador cléssico, operando com um algoritmo cléssico puder checar 1 milhdo de caminhos
por segundo, levard 100 anos para descobrir o caminho correto, enquanto pelo algoritmo
de Grover obtém-se tal resultado em menos de 4 minutos. Por este motivo, o algoritmo de
Grover tem vasta aplicacdo em Criptografia, [7].

O outro algoritmo que vamos comentar € o de Shor, [24], proposto em 1994. O algo-
ritmo fatora nimeros inteiros com centenas de digitos eficientemente em um computador
quantico. A vantagem deste algoritmo sobre os cldssicos € impressionante: para decompor
um numero inteiro com 500 digitos em fatores primos, o melhor algoritmo cldssico neces-
sitaria de 5 x 10?* passos ou cerca de 150 mil anos na velocidade de um terahertz. Empre-
gando o emaranhamento dos estados quénticos, o algoritmo proposto por Shor necessitaria
de 5 x 1010 passos, ou menos de um segundo na velocidade de um terahertz. Analisando a
questdo temporal, temos que este algoritmo quantico opera em tempo polinomial enquanto
os algoritmos cldssicos operam em tempo exponencial !, [20].

O algoritmo de Shor, aplicado a um computador quéntico, ameaca os esquemas utili-
zados em nossos dias para proteger informacgdes eletronicas, como o sistema RSA (Rivest,
Shamir, Adlemam) que é freqiientemente utilizado na seguranca das informag¢des bancdrias.
O sistema RSA baseia-se na impossibilidade de computadores classicos fatorarem niimeros
inteiros com centenas de digitos em pouco tempo, [20]. Porém, para que a ameaca se torne
completa falta ainda um grande passo: a construcdo de computadores quanticos em escala
capaz de atender pelo menos as grandes corporagdes. Por enquanto, nio se tem noticias que
possibilitem acreditarmos que estamos as vésperas de tal situacdo, mas o processo cientifico
anda a passos rapidos, o que nos dé a certeza que isso ocorrerd num futuro ndao imediato, mas

nao muito distante.

1.5 A Construciao de Computadores Quanticos

O potencial do fendmeno quantico na computacdo foi abordado primeiramente por Ri-
chard Feynman na Primeira Conferéncia sobre Fisica da Computagdo, realizada em 1981,

[10]. Ele observou que parecia ser impossivel simular, de maneira eficiente, a evolucdo de

Polynomial-time algorithms for prime factorization and discrete logarithms on a quantum computer.
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um sistema quantico num computador clédssico. Entretanto, Feynman encarou tal obstaculo
como possibilidade e, nos anos seguintes a 1981, avancou muito na pesquisa do impossivel,
obtendo resultados que foram somados ao trabalho de David Deutsch, que em 1985 publicou
um artigo tedrico no qual descrevia um computador quéntico universal, [7].

Sabe-se que empecilhos ndo faltam para a implementacdo de uma méaquina quantica.
Além da dificuldade técnica de se trabalhar em escalas atdmicas, um importante obstaculo
€ a decoeréncia. Denominamos decoeréncia as acdes do meio que afetam as interagdes que
geram as superposi¢cdes quanticas as quais associamos as informacgoes.

Entretanto, em 2000 a IBM projetou uma méquina que opera com cinco qubits. Tal ma-
quina resolve um determinado problema em 1600 opera¢des enquanto uma méquina cldssica
utilizaria 1,1 trilhdo de operagdes para resolvé-lo. Em seguida, o Laboratério Nacional de
Los Alamos, Novo México, projetou uma maquina com sete qubits, [2].

Como quanto maior o nimero de qubits envolvidos no processo, maior o rendimento das
maéaquinas, concluimos que caminhamos para o sucesso da implementa¢do dos computadores
quanticos praticos.

Por outro lado, uma equipe de quimicos e pesquisadores fundou uma empresa para de-
senvolver circuitos de computagdo muito potentes baseados em trilhdes de blocos indivi-
duais, cada um do tamanho de uma molécula, nos quais dados podem ser armazenados e
posteriormente extraidos. Os circuitos eletronicos sao mindsculos e criados por processos
quimicos com o objetivo de serem utilizados em computadores muito rapidos. O principal
problema desta iniciativa, fora o alto custo financeiro, € o alto indice de defeito na producao
dos componentes, muito maior que todos os que até hoje foram verificados.

Também em 2000, a IBM utilizou apenas sete dtomos para fatorar o nimero 15 num
computador quantico. Numa operagdo similar, os computadores cldssicos mais modernos

operam com chaves com bilhdes de &tomos em cada uma.

1.6 A Internet Quantica

Cirac e Zoller, em 1997, na Austria formularam o primeiro projeto para a internet quan-
tica. Em marc¢o de 2000, Lloyd, Shahrian e Hemmer melhoraram o projeto anterior trazendo-
o para mais perto da realidade. A idéia foi atacar o problema da comunicagdo quantica com
a criacdo de um par de fétons emaranhados enviados via fibra 6ptica, [2].

Os 4tomos, através de uma armadilha de laser, sdo super resfriados, conseqiiéncia da
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absor¢do de fétons. Verificando as absor¢des simultineas seria possivel saber quando os
atomos absorveram um par emaranhado. Quando isso acontecer, os 4&tomos em si se tornam
emaranhados e quem recebeu a mensagem codificada agora compartilha um par de particulas
emaranhadas, [2].

A esta idéia somou-se a contribui¢cdo de Chuang e Gottesman: a proposta de softwares
que executam cdlculos quanticos, projetam o conteido das mensagens € mantém o0s qubits
livres de erros. Também, Shor e Steane, em 1995, demonstraram que os erros podem ser
corrigidos por meio da execucao de uma série de cdlculos sobre os dados da informacao.

Todas essas contribui¢cdes importantes apontam para a inovagdo tecnoldgica que John

Preskill classifica como a fluorescente indiistria do software quantico, [2].



Capitulo 2

O Grupo de Erros

A obra de Hermann Weyl Gruppentheorie und Quantenmechanik de 1931, cuja tradugao
The Theory of Groups and Quantum Mechanics foi publicada em 1950, [28], foi a primeira
a mostrar a importancia da Teoria de Grupos para a formalizagdo e compreensao de feno-
nemos muito complexos na Mecanica Quantica. Em seguida, John von Neumann em 1932
apresentou a fundamentacao matematica da Fisica Quantica, [22]. A partir dai, a teoria de
grupos e a teoria da Mecanica Quéntica nunca mais se separaram.

Neste capitulo, faremos uma breve andlise matemaética sobre o grupo de erros. Na Secdo
2.1, definiremos a matriz densidade, relacionada a probabilidade de se determinar o estado
de um qubit. Na Sec¢do 2.2, trataremos dos operadores do grupo de Pauli, que € o grupo que
representa as transformacdes em Mecanica Quantica. Na Sec¢do 2.3, veremos as principais
propriedades dos Grupos de Clifford e como elas nos auxiliam na definicdo do grupo de
erros e de suas operagdes, que foi o objetivo da Secao 2.4. Todos os conceitos vistos serdo
aplicados na Secdo 2.5, onde apresentamos o exemplo de um cddigo gerado adequadamente

para uma situacdo particular da correcao de erros quanticos.

2.1 Matriz Densidade

Todas as transformacdes que ocorrem em Mecanica Quantica sdo unitdrias. Isto pode ser
justificado pelo segundo Postulado da Mecanica Quantica, [21].

Postulado: A evolucdo de um sistema quantico fechado é descrita por uma transforma-
¢do unitdria. Isto é, o estado | ) de um sistema no tempo t| é levado para o estado | ') do
sistema no tempo t por um operador U que depende somente dos tempos t| e tp, de forma

que podemos escrever

15
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V) =Uw),

para U satisfazendo UTU =UUT =11,

Esta restri¢do ou propriedade decorre da forma como a Teoria Quantica foi fundamen-
tada sobre a Teoria de Probabilidades. Em geral, ndo se pode afirmar com certeza o estado
quantico de uma particula em um sistema sem a realizacdo de uma medida. Porém, sabemos
que a soma das probabilidades relacionadas aos possiveis estados € 1. Esta propriedade pode

ser descrita pela matriz densidade P associada a um estado quantico | ) definida da seguinte

forma:
Considere |y) = o |0)+p | 1) para | 0) = [(1)] e|l)= [(1)]
A matriz densidade associada é dada por:
2 *
ol op
I
aB B

onde | o |* representa a probabilidade de [\) estar no estado | 0) e | B |> a probabilidade de

estar no estado | 1). Sendo | 0) e | 1) os tnicos resultados possiveis para a medida, temos,
pela Teoria de Probabilidades, que | o |*+ | B |* = 1.

A acdo que a matriz P representa € o que chamamos projecdo, que resultard no processo
de medida quantica. Este processo de medida altera a quantidade de informagdo associada
ao qubit caso ndo seja realizada de forma adequada. Esta caracteristica decorre do Teorema

da Ndo-Clonagem dos estados quanticos, que apresentamos em seguida, [11].

Teorema 2.1.1 (Nao-Clonagem) Ndo hd operagdo quantica que leve um estado |y) para o

estado |Y) ® ), qualquer que seja o estado |y).

Demonstracao: Conseqiiéncia direta da linearidade da Mecanica Quantica. Suponha
que exista uma operagdo que identifique |y) e |[y) ® |W) e que |y) e |0) sejam estados distin-

tos. Pela defini¢do da suposta operacao:

v) — |[v) @ |v)

[0) — [0) @10),

0 que nos permite escrever

10 stmbolo 1 indica o complexo conjugado transposto.
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W) +10) — ([w) +19) © ([w) +10)) =[ ww)+ | wo)+ | oW)+ | 09). 2.1)

Porém, pela linearidade temos que

W) +10) — (W) @ W)+ (10) @10)) =[ ww)+ | 09). (2.2)

Como as equagdes (2.1) e (2.2) sdo distintas e representam a mesma quantidade temos

uma contradi¢do que surgiu exatamente ao supor que existe uma operagdo que identifique

v) e [y) ®|y). L

Por este resultado, concluimos que o estado

_
V2

que € um qubit multiplo, ndo pode ser escrito como o produto tensorial de 2 qubits . De fato,

| @) (100)+ | 11)),

para | y) = o |0)+B | 1), o produto | y)® | W) resultaria em

| W)® | y) = o | 00) + o | O1) +a*B | 10) +B* | 11).

Como as amplitudes af* e o*B ndo podem ser nulas (pois isto implicaria o e B nulos, ndo
existindo portanto o estado | y)), concluimos que | P) ndo pode ser escrito como combinagao
linear (com a operagdo de produto tensorial) de dois qubits. Estados com esta propriedade

sao chamados emaranhados ou enlagados. Em particular, estados na forma

Lt ),

V2
onde — denota o complemento bindrio, sao conhecidos como estados de Bell ou pares de
Einstein - Podalsky - Rosen (EPR).

De forma mais geral, o Teorema 2.1.1 nos garante que ndo € possivel copiar um estado
quantico perfeitamente, ou seja, todas as configuragdes de um estado nao podem ser total-
mente transferidas para uma cépia. Isto implica que ndo € possivel medi-lo sem deteriorar
suas informag¢des. Porém, determinados arranjos dos estados quanticos podem ser associa-
dos a processos de medida que extraiam apenas uma determinada informagao, sem alterar a
configuracdo do arranjo. A escolha deste arranjo e do processo de medida é um procedimento

especifico e meticuloso, fundamental para transmissao de informagdes.
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Veremos mais adiante que o processo de medida s6 fard sentido para o contexto de cor-
recdo de erros se o mesmo for realizado sobre subespagos ortogonais do espago vetorial
complexo. Entretanto, faremos uma breve discussao da necessidade de efetuar medidas em
autoespagos ortogonais no proximo paragrafo.

Ja vimos que as transformacdes em Mecanica Quantica sao unitdrias. Adiante veremos
que elas sdo diagonalizaveis sobre o espaco vetorial complexo. Assim, podemos dizer que
este espaco pode ser decomposto em autoespacos ortogonais. Desta forma, as transforma-
coes, ou erros no nosso caso, levam estados quanticos de um autoespaco inicial a outro
ortogonal ao primeiro. Efetuando a medida sobre estes espacos ortogonais, identificamos o
estado final e o distinguimos do erro que corrompeu o espaco inicial. Como os erros sdo
dados por operadores unitdrios, entdo os mesmos podem ser invertidos, o que restituird o
estado inicial. Este processo serd discutido com detalhes no Exemplo 2.4.1.

Por enquanto, estudaremos os elementos e a estrutura do conjunto de erros, no qual nos

basearemos para gerar os c6digos corretores quanticos.

2.2 O Grupo de Pauli

O grupo de Pauli ¢ um grupo de operadores muito utilizado na Mecanica Quéantica. Con-
siste de trés operadores, além da identidade. Estes operadores serdo alvo de estudo nesta
subsecdo.

O primeiro operador age sobre a base habitual bindria trocando | 0) por | 1) e vice-versa.
Esta transformacao € anédloga ao erro introduzido no caso cldssico: se a entrada do canal for
o bit 1, a saida do canal, para a mesma informacao, € o bit 0 e vice-versa. Como os estados
quanticos (que sdo agora ferramentas para a codificagdo) t¢ém como referencial os estados | 0)
e | 1), faz sentido considerarmos esta transformagao um erro de transmissao a ser estudado.

Este erro é chamado bit flip e denotado por X. A notagdo equivalente na forma matricial é
0 1
=1 5]
O segundo operador age de forma trivial sobre a base bindria se a entrada for | 0), e
inverte a fase se a entrada for | 1). Ou seja, essa operagdo leva |0) em | Q) e | 1) em — | 1) (e

vice-versa). No caso quantico, este operador rotaciona de 180 graus o vetor spin do estado

e, desta forma faz sentido considerd-lo como um erro. Este erro é chamado phase flip e
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denotado por Z. A notagdo equivalente na forma matricial é

Z:{(l) _‘1)]

O terceiro operador € uma composi¢ao dos dois primeiros. Como ambos foram conside-
rados erros e como um ndo pode, aplicado ao outro, restituir a identidade (o que anularia o
erro), entdo a composicao deles também deve ser considerada um erro. Este erro é chamado

bit and phase flip e denotado por Y. A matriz correspondente é

0 —i
Y—[ i o}’
onde i =+/—1.

Vale comentar que o elemento i ndo tem sentido fisico e por ser uma constante, na maio-

ria das vezes, deixaremos de considera-Ilo.

Uma vez que os erros foram identificados na forma de operadores, o grupo de Pauli fica

estabelecido como

Gy = {+I,+X,+Y,+Z7}. 2.3)

Note que, como Y = —XZ, os operadores X e Z geram Gj, que é fechado e que, por
sua vez, gera a estrutura algébrica usual dos Quatérnios. No sentido de ocorréncia de erros,
o sinal negativo em cada um dos operadores de G| ndo tem significado. Entretanto, sob o
ponto de vista algébrico eles sdo necessdrios para garantir as propriedades de grupo.

Considerando a base vy =| 0) = [ (1) } evi=|1)= l (1) 1, para [ € Zj, as expressdes

para os efeitos dos erros X e Z sdo, respectivamente

X:vi— vy (2.4)

Z v — (=1)Uy, (2.5)

paral € Z,.

Assim, temos:
o [=0,X(vo) =vieZ(v) = (=1)"vo = vo.

L l: 1,X(V1) =0 eZ(V1> = (—1)1'11}1 = —Vi.
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Na notagdo de Dirac, as egs. (2.4) e (2.5) sdo escritas da seguinte forma:

X:| ) —]l+1)

Z:| 1) — (=)D |,

Passamos agora a considerar a acdo dos operadores do grupo de Pauli sobre n qubits,
para n um inteiro positivo.
Seja G, o grupo de Pauli agindo sobre n qubits. Definimos G,, como o grupo dos produtos

tensoriais dos elementos do grupo de Pauli G, de forma que

G,={o12m®..Q0,}, (2.6)

onde cada w; € {I,X,Z,Y}, para j € {1,--- ,n}.

Uma forma alternativa para escrevermos a atuagao de erros do tipo X e Z sobre n qubits

é considerar a extensdo de vy, citado em (2.4) e (2.5), na forma:
VI =V @V & @V,
que na notacdo de bra-ket resulta em:
vi=[l)=[1)® |,

paral=(l1,---,l,) um vetor de Z) =V.
Considerando u; o j-€simo vetor da base candnica geradora do espago vetorial V, defini-

mos erros sobre o j-ésimo qubit de | v) como [22]

X(uj):[ v) —| v+uj)

Z(uj) :|v) — (=1 | v),

onde vou; denota do produto interno usual no espago vetorial bindrio.
De uma maneira mais simplificada, definimos X (a),Z(b) para quaisquer vetores a,b € V

por

X(a):|v) —|v+a), (2.7)
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que indica ocorréncia de erro do tipo bit flip onde a; # 0 e

Z(b) | v) — (=1)"" |v), (2.8)
que indica ocorréncia de erro do tipo phase flip onde b; # 0.

Assim, X (a) produz um erro do tipo bit flip no j-ésimo qubit toda vez que a j-ésima
coordenada de a é 1, e Z(b) produz um erro de fase no j-ésimo qubit toda vez que a j-ésima
coordenada de b € 1. Quando a j-€sima coordenada de a; e a j-€sima componente de b; sdo
iguais a 1, temos um erro do tipo Y.

Como os operadores X e Z sdo geradores de G, qualquer elemento deste grupo pode ser

escrito como

e=1X(a)Z(b), (2.9)
para algum a e b vetores em Zj.

Na forma da eq. (2.6), definimos, para j =1,--- ,n:

g — I se wj=X ou Y
7710 se 0j=Z ou I

se wj:Z ou Y
se wj:X ou [

&

Il
—N
O =

Exemplo 2.2.1
Para n = 4, considere o subconjunto de erros de G, dado por XZXY e um elemento | v)
na forma | 0110). XZXY é a descrigdo resumida da agéo de um operador X sobre o primeiro

e o terceiro qubit, de um operador Z sobre o segundo e de um operador Y sobre o quarto

qubit. Assim, a = (1011) e b= (0101) e segue que
X(a)Z(b)(] v)) =X(1011)Z(0101)(] 0110})).
Pelas egs. (2.7) e (2.8)

Z(0101) | 0110) = (—1){010D=(110) 1 9110y = — | 0110),

X(1011)(= | 0110)) = —X(1011) | 0110) =| 0110+ 1011) = — | 1101).

Portanto, XZXY operando sobre | 0110) resultaem — | 1101).



2.3. Grupos de Clifford 22

2.3 Grupos de Clifford

Segundo o Postulado citado na Secdo 2.1, todas as transformac¢des em Mecéanica Quan-
tica sdo unitdrias, de forma a considerarmos que todos os possiveis erros sao operadores
unitdrios. O que conhecemos da literatura, entretanto, é que todos os possiveis erros podem
ser considerados composicdes dos operadores de Pauli. O que apresentamos nesta sec¢io € a
justificativa tedrica, através de conceitos e propriedades associadas a grupos de Clifford, para
a reducdo do grupo de erros quanticos geral (grupo das transformagdes unitdrias) ao grupo
de Pauli.

O principal conceito envolvido na constru¢do dos Grupos de Clifford € o de normalizador.
Definicao 2.3.1 [16] O normalizador L de um subgrupo H de G é dado por
L=LsH)={gcG:¢g 'Hg=H}.

Os subgrupos de Clifford sao obtidos como normalizador L de G, em O(2"), grupo das

matrizes ortogonais 2" x 2" sobre 75 2. Tais subgrupos possuem as seguintes propriedades

[5]:
e L/G, é isomorfo ao grupo ortogonal O(2n),

e L age como grupo ortogonal O(2n) sobre G,

onde O(2n) indica o grupo de matrizes ortogonais 2n X 2n sobre Z.

Estas propriedades garantem que todos os possiveis erros em U (2"), podem ser reduzidos
as acoes do grupo G,. Os erros que ndo sdo elementos de G, € ndo podem ser escritos como
composi¢do destes elementos encontram equivalentes no grupo de Pauli via operacdo de
conjugacdo. Gracas a esta caracteristica, que decorre do fato de utilizarmos o normalizador,
a redugdo do grupo de erros ao grupo de Pauli mantém a ortogonalidade proveniente do
grupo de matrizes O(2n).3

Segundo um postulado da Mecanica Quantica, dois estados quanticos s6 podem ser dis-

tinguidos se estes forem ortogonais. Assim, tendo a reducdo preservado a ortogonalidade

Na verdade, deverfamos tomar U (2"), grupo das matrizes unitdrias 2" x 2" sobre C4. Porém, como foi
discutido em [5], considerar os subgrupos de Clifford sobre O(2") nfo acarreta perdas em teoria e simplifica
nossa discussao.

3Este ¢ o caso andlogo ao que fazemos quando olhamos um sinal expandido em série de Fourier. O que em
geral nos interessa € um periodo dessa expansdo. Como o sinal nos periodos restantes sdo ortogonais ao do
periodo de interesse, podemos desconsiderar as demais partes sem perdas.
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proveniente de O(2n), mantemos a possibilidade de distinguir os estados quanticos, o que no

nosso contexto implica em detecc¢do (e possivel correcao) de erros.

Com isso, temos uma resposta algébrica para o porqué de se considerar o grupo de Pauli
sendo equivalente ao grupo de erros quando a priori o caso geral dos possiveis erros, seria o

U(2"), para G, C U(2").

2.4 Estrutura Matematica do Grupo de Erros

Uma vez definido o grupo de erros a ser utilizado, apresentaremos a sua estrutura mate-

matica. Para facilitar a notacdo, denotaremos G,, por E.

e O grupo E ¢é gerado pelos operadores X e Z aplicados em vetores de Z%, conforme as
eqs. (2.7) e (2.8). Assim, o niimero de elementos, ou ordem de E, é dado por 2.2".2",

ou seja, o(E) = 22", 0 que nos leva a afirmar que E é um 2-grupo.

A notacdo p-grupo, para p um numero primo, indica que a ordem do grupo € poténcia do
primo p. Esta € a abreviacdo para dizer, no nosso caso, que E € um p-grupo de Sylow. Esta

propriedade nos leva a um resultado importante, [16]:

Teorema 2.4.1 (Sylow) Considere G um grupo. Se p é primo e p*|o(G), entdo G possui um

subgrupo de ordem p*.

Como veremos adiante, este subgrupo de ordem p*, que denotaremos por S, poderd gerar
um cédigo corretor de erros. Os p-grupos de Sylow e os subgrupos de ordem p®* possuem
estrutura interessante para a codificagdo: p caracteriza o alfabeto que utilizaremos, no nosso

caso o bindrio, e o representa a dimensao das palavras cddigo associadas a S.
e E ndo € abeliano pois, por exemplo, XZ = —ZX.

Das equacgdes (2.7) e (2.8), podemos concluir que

X(a)X(d)=X(a+d) (2.10)
Z(b)Z(b')=Z(b+ 1), (2.11)
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para a,b, a’ e b’ pertencentes a Zj.

Isto conduz a uma possivel identificacdo entre as transformacdes unitarias do grupo de
Pauli com o grupo aditivo de Z5 . Entretanto, o grupo aditivo de Z3 € comutativo e o grupo de
operadores de Pauli £ € ndo comutativo. Portanto, € necessario que se construa um subgrupo
do grupo E que seja um p-grupo como E e que contorne a ndo-comutatividade do grupo de
erros, isto é, que seja abeliano. Se conseguirmos tal estrutura matematica, nosso trabalho
serd favorecido pois poderemos fazer uso da teoria cldssica (que opera exatamente sobre o
grupo aditivo de Z7) e seus procedimentos.

Equivalentemente, poderemos construir c6digos sobre Z5 munido da soma usual tal que
corrija os erros gerados por E.

Num trabalho datado de 1954, Hall e Higman, [15], propuseram a solucdo para este
problema. Apresentaremos a seguir os passos que conduzem a solu¢do do problema em

questao.
Definicao 2.4.1 [16]:
1. O centralizador C do grupo G em L é dado por

C={heL:h'gh=g, VgeG}.

2. O comutador de dois elementos de G, digamos g e h é dado por
[g,h) = ghg™'n".

3. O comutador do grupo G, que denotaremos de E(G), é o menor subgrupo de G que

contem todos os comutadores de G.

De outra forma, podemos dizer que o normalizador € o conjunto que age em G por
conjugacio e fixa o centralizador.

No caso de interesse, G = E, e o centralizador C é {£I}. Note que o comutador E(E) é
{#I}. Assim, podemos dizer que o comutador e o centralizador do grupo gerador de erros
(que é um p-grupo) coincidem.

O fato do comutador E(E) ser {I} esta intimamente ligado a propriedade de E ser um

grupo p-soliivel.
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De fato, todo grupo pode ser caracterizado em termos de seus subgrupos derivados

D;,i > 1, que s@o definidos recursivamente pela regra, [8]:
Dy(G) =G, Di(G)=[G,G], Di(G)=[Di-1(G),Di-1(G)],

onde D;(G) é o comutador do grupo G.

A solubilidade de G € garantida por

Definicao 2.4.2 [16]: Considere G um grupo. G é soliivel se, e somente se,

para algum n.

Como vimos que E(E) = {£I}, temos por defini¢do que D(G) = {+I}. Isso implica
que D,(G) =1, Vn> 1. Conseqiientemente, E é um 2- grupo soldvel.

Os préximos resultados mostram porque nosso estudo tomou a dire¢do apresentada, lem-
brando que procurdvamos um subgrupo de E que pudesse reproduzi-lo via um isomorfismo

e que fosse abeliano.
Teorema 2.4.2 [16] Um grupo soliivel sempre tem um subgrupo normal e abeliano.

Este teorema garante a existéncia do subgrupo de G com a propriedade de ser abeliano. O
Teorema 2.4.3 exibe exatamente a forma desse subgrupo que, como propriedade, reconstroi

o grupo G por isomor fismo.

Teorema 2.4.3 [15] Seja G um p-grupo que admite um p-grupo S como um grupo de opera-
dores tal que um certo elemento k € S opera ndo trivialmente sobre G e opera trivialmente
sobre todo subgrupo préprio de G que admite S. Entdo, para algum q, G é um q-grupo abe-

liano ou é um grupo cujo centro e comutador coincidem e cujo grupo quociente G/Z(G) é

abeliano; S transforma G /Z(G) irredutivelmente.

O fato de um grupo ser ndo-comutativo ndo impede que um cddigo seja gerado so-
bre ele, resultado que se conhece do caso cldssico. No contexto quantico, porém, a nio-
comutatividade entre um operador de medida adequado (considerado a partir do subgrupo

S de E) e um estado quantico transmitido indicard a ocorréncia de erros no processo. Por
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1ss0, sob o ponto de vista de detec¢do de erros, € necessario que o grupo de erros E (ou um
isomorfo a ele) seja abeliano, o que fard o algoritmo de reconhecimento de erros que sera
definido eficaz.

Quando falamos do grupo de erros E, a existéncia do subgrupo S € garantida pelo Zeo-
rema de Sylow; S € o conjunto de erros que, por exemplo, o canal introduz na transmissao.
E a partir do subgrupo S que iremos gerar o c6digo. No caso quantico, ao contrario do caso
classico, os c6digos sdo particulares para cada tipo de situacdo-problema. E preciso estabe-
lecer com precisao de qual conjunto de erros queremos proteger (e corrigir) as informacoes
que estardo sendo transmitidas.

Com isso, concluimos a nossa procura. O subgrupo E/E(E) reconstitui E por um iso-
morfismo; é abeliano pelo Teorema 2.4.3 e tem ordem 2", ou seja, € também um 2-grupo.
Portanto, o grupo de erros que iremos utilizar para alicercar o processo de codifica¢do serd

0 E/Z(E), que denotaremos por E.

E possibilita a descri¢io de E como espaco vetorial de dimensdo 2n (como serd apre-
sentado na Subsecdo 2.4.1). Associada a um espaco vetorial existe uma norma e, a partir
dela, os conceitos de ortogonalidade e de geometria, fundamentais para o contexto de detec-
cao/correcao de erros segundo a caracterizacdo da Mecanica Quantica.

O fato de S agir irredutivelmente sobre E garante a identificacido completa do c6digo com

0 grupo de erros.

Segundo Félix Klein, “uma geometria é o estudo das propriedades de um conjunto A que
permanecem invariantes quando se submetem os elementos de A as transformagoes geradas
por algum grupo”. Baseados nesta idéia, definiremos o conceito de grupos extra-especiais,

que gerardo as transformacdes sobre o espago vetorial complexo.

Definicao 2.4.3 [15] Um p-grupo especial, (p primo), é um p-grupo abeliano cujo centro
e comutador coincidem e cujo grupo obtido a partir do quociente pelo comutador gera um

subgrupo abeliano.
Definicao 2.4.4 [15] Um p-grupo extra-especial é um grupo ndo-abeliano especial cujo
centro é ciclico.

Como E satisfaz as condi¢des das Defini¢des 2.4.3 e 2.4.4, afirmamos que E é um 2-

grupo extra-especial.
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Por esta propriedade de E, podemos associar a E via E e opera¢des deste novo grupo, que
mostraremos na préxima sec¢do, a geometria ortogonal que nos permitird encontrar c6digos
que corrigirdo erros quanticos nos autoespacos ortogonais determinados pela decomposi¢ao

do espaco vetorial complexo.

2.4.1 Consideracoes sobre £

Sendo abeliano e de ordem 2*", temos que E é isomorfo ao grupo aditivo do espago
vetorial de dimensdo 2n sobre Z4. Como E é o subgrupo das classes laterais de E médulo
{£I}, o fato do grupo de Clifford agir transitivamente sobre E comprova que as classes
laterais em E esgotam todas as possiveis transformagdes unitdrias que possam gerar erros
quanticos.

Pela eq. (2.6), todo elemento de E pode ser escrito como e = +®; @ Wy @ - - - ®,, onde
0; € {I,X,Y,Z} para j € {1,---,n}, que pode ser descrito a partir de X (a)Z(b), conforme
a Secdo 2.2. Associamos a cada elemento e sua imagem € em E e a representamos por um

vetor de comprimento 2n da forma (a | b), onde parai € {1,--- n},

0= I se wj=X ou Y
10 se wj=Z ou [

b — I se wj=Z ou Y
10 se wj=X ou [

Desta forma, a em (a | b) representa a ocorréncia de erros do tipo X ou Y sobre os n
qubits considerados. Por sua vez, b representa a ocorréncia de erros do tipo Z ou Y. Tanto
a quanto b tem comprimento 7 e, por isso, (a | b) tem comprimento 2n. A barra ¢é utilizada
para facilitar a interpretacdo do vetor: as entradas a esquerda associamos erros X nos qubits
e, a direita, erros do tipo Z. O caso em que as posi¢Oes em a € b coincidem implica que um
erro do tipo Y ocorreu.

Por exemplo, o erro X ® I X IR ZRY ®ZRY é denotado como vetor (a | b) por
(10100101 | 0001111) [6].

Precisamos definir a operac@o usual ou a forma fundamental sobre E.

Comecamos definindo a forma quadrética g como

n
q(&) =Y ajbj,
=0
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onde e = +X(a)Z(b) e é sua imagem em E.
Temos entdo que:

¢? = (+1)7¢)

(&) = 0, se X(a)Z(b) e X(d'))Z(D') comutam
ae)= 1, caso contrdrio

paraa, b, d' e b’ vetores de Z.

Como no grupo unitério U(2") ndo podemos definir ¢(&) = e? pois (ie)? # €2, entio uma

forma linear ndo singular alternativa associada a forma quadrdtica q é definida como sendo
(X (a)Z(b),X(a)Z(b')) = ab’ +d'b.

Denotaremos esta operagdo por * de tal forma que para (a | b) e (¢’ | b') € E :

(a|b)*(d | b')=ab +db. (2.12)

A forma x* é simplética pois para todo (a | b) € E temos (a | b) * (a | b) = 0.

Dizemos que é e f € E sdo perpendiculares se, e somente se, & f = 0.

Um subespago S de E ¢ dito totalmente isotropico se q(5) = 0, para todo § € S. Isto
significa que para § = (a | b), § = (d’ | b’) em S o produto interno §*§ = 0, e segue que S é
totalmente isotropico se, e somente se, S é abeliano.

Assim, a conexdo entre a construcdo algébrica de E e a geometria ortogonal bindria estd

completa, gracas as operacdes que foram definidas sobre E.

Exemplo 2.4.1 [22]:
Para n=3, tomamos vetores em Z%. Entdo, se queremos corrigir erros do tipo bit flip em

um qubit, podemos utilizar o seguinte subconjunto S de E:
S= { il,iZ(l10),iZ(011),iZ(101)}.

O vetor (110) é uma notagdo alternativa para indicar um gerador que possibilita verifi-
car se um erro do tipo X ocorreu no iultimo qubit. (011) e (101) fazem a mesma checagem
sobre o primeiro e o segundo qubits, respectivamente. Se utilizassemos (001), (100) e (010),

teriamos o mesmo efeito descrito, mantida esta ordem. Note que queremos corrigir erros
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X e no entanto efetuamos medidas do tipo Z. Isto ocorre devido a operacdo fundamental *,
definida em (2.12), que “compara” a parte relativa a erros bit flips, representada pelo vetor
a em (a|b), que no caso queremos corrigir, sobre a parte relativa aos operadores de medi-
das, representada pelo vetor b em (a | b), que devem ser escolhidos para que o processo de
reconhecimento de erros seja eficaz.

Discutimos a seguir como a escolha ocorreu.

No nosso caso, o erro que queremos corrigir é um bit flip em algum dos trés qubits. As
possibilidades na forma vetorial sdo: (100 | 000), (010 | 000) e (001 | 000). Afirmamos que
o conjunto escolhido para gerar as medidas que indicardo a ocorréncia de erros é dado, na

forma vetorial por

§ = {(000 | 000), (000 | 110), (000 | 101), (000 | 011)}. (2.13)

Isto porque o operador (000 | 110) identifica um erro na forma (010 | 00) pois
(000 | 110) * (010 | 000)

resulta em ab' +a'b = 1. Isto implica que q(€) = 1, ou seja, os operadores de medidas e
os de erros anticomutam. O mesmo ocorre para os pares (001 | 000), (000 | 011) e (100 |
000), (000 | 110).

Vemos que para todo (a | b) e (a' | b') € S, definido segundo (2.12) temos (a | b) * (d’ |
b') = 0. Entdo, S é totalmente isotrépico, o que implica que S é abeliano. Portanto, no
contexto de correcdo de erros induz a identificacdo destes, uma vez que o espago € abeliano
e os operadores de medida e erros anticomutam.

Concluimos também, com cdlculos diretos, que (000 | 110) e (000 | 011) geram S como
espago bindrio. Queremos agora determinar S+, o conjunto geral de operadores que detec-

tam um erro de bit flip. A condi¢do que temos para (a | b) € § estar contido em S+ é
(a|b)*(000|110) =0

(a|b)*(000|011) =0,

de onde resulta que

a(110) =0=>a = (000) ou a=(111)

e que

a(011) =0=a=(000) ou a=(111).
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Assim, concluimos que
St = {£Z(xyz), £X (111)Z(xyz), (xyz) € Z3},
e, conseqiientemente,
S+ ={(000 | xyz), (111 | xyz), (xyz) € Z3}.

Portanto, qualquer operador na forma de elementos de S+ é eficaz na detec¢do de um

erro de bit flip.

O grupo L (normalizador) age transitivamente sobre subespacos fotalmente isotropicos
de uma dada dimensdo. Assim, todo espago fotalmente isotropico k-dimensional esta contido
no mesmo niimero de espacos fotalmente isotrépicos maximais n-dimensionais. Se T é um
subespaco totalmente isotrépico maximal, entdo o grupo T tem 2" autovalores distintos e 0s
autoespacos correspondentes determinam uma base ortonormal de R* ou C*" [22].

Isto acontece porque utilizamos um subgrupo abeliano de E para realizar a decomposi¢do
ortogonal do espaco complexo. Como cada um dos operadores de Pauli X, Y, Z € diagonali-
zével sobre C?, entdio cada elemento de E é diagonalizdvel sobre C*'. Como transformacdes
num subgrupo abeliano S de E sdo simultaneamente diagonalizdveis, entio C' tem uma
base ortonormal constituida dos autovetores dos elementos de S, isto €, os autoespacgos das
transformacdes em S sdo mutuamente ortogonais. Considerando um desses autoespacos, te-
mos o cédigo corretor de erros qudnticos que mapeia n — k qubits sobre n qubits. Os 2"
vetores da base ortonormal nesse autoespaco constituem as palavras-cédigo, [22]. Portanto
estados afetados por operadores unitdrios do grupo de Pauli sdo levados de um autoespaco
inicial a outro ortogonal a este, de forma que a “mudanca” pode ser detectada pois os estados

inicial e o modificado podem ser distinguidos por serem ortogonais [22].

Para um estudo sistemdtico da construcdo de cddigos € necessdrio analisar algumas pro-
priedades que se aliam & Algebra Linear e a Teoria de Grupos. Citaremos algumas delas a
seguir, [22].

Se Q € um autoespaco para S C E abeliano, definimos a fungio A sobre S por:
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paratodo s € S, q € Q e A € C; as identificagdes sdo: A # 0 ; AM(I) =+1eA(—1) = —1.

A denota os autovalores associados aos elementos do grupo de agdio S sobre cada um
dos autoespaco Q. Dizemos que A é a representagdo dos caracteres de S. Assim, A é um
homomorfismo de S para o grupo multiplicativo dos complexos ndo nulos. Um subgrupo
abeliano do grupo de erros é isomorfo ao grupo de seus caracteres.

A partir do conceito de caracteres, obtemos as propriedades que os identificam com
os autoespacos do espaco vetorial complexo, [22]. Essas propriedades sdo discriminadas a
seguir.

A. Autoespacos distintos de S correspondem a representacdes distintas de S (caracteres).
Entdo o nimero de autoespagos ndo excede | S |, o nimero de elementos em S.

B. Elementos de E levam autoespagos em autoespacos; elementos de S+, e s6 eles, fixam
autoespacos. Isto implica que e € E fixa Q < e comuta com todo s € S, ou seja, e € S+

C. E ¢ transitivo sob a a¢@o nos autoespagos de S, isto €, para quaisquer dois espacos Q
e Q' de S, hd um elemento e € E tal que Q' = eQ.

D. Os autoespacos de S tém uma correspondéncia bijetora com as classes laterais de E
médulo S*. Existem | S | autoespagos.

Estas propriedades justificam comentdrios anteriores a respeito da particularidade de cada
problema em codificacdo quantica. Cada subespaco S abeliano escolhido como base do
cddigo, pode ser identificado pelo seu grupo de caracteres dado pelos seus autoespagos.
Esta identificacdo € importante pela facilidade algébrica e geométrica, uma vez que € muito
mais simples trabalharmos com nimeros inteiros e suas operagdes do que com a acdo de

subgrupos sobre grupos.

2.5 A Idéia dos Codigos

Continuacao do Exemplo 2.5.1:
Consideremos os vetores fixados por S. Como Z(b)|v) = (£1)2°V|v), entdo |v) é fixado
por S < vob =0 para b € {(110),(011),(101)}. As unicas possibilidades sdo v = (000)

ouv = (111). Entdo, um autoespaco complexo de S pode ser definido na forma:
0= {|000>, \111>} CC?eCtRC2
v

Se utilizarmos o autoespaco Q para codificar, temos a seguinte identificacdo:
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0—|000) e 1—|[111).

Com isso, a informacdo “0” ou “1” € codificada através do correspondente mapeamento
na base de vetores associada ao cddigo. O ruido do canal pode alterar a informagao codifi-
cada, levando-a a outro autoespaco. Utilizamos entdo os elementos do subgrupo especifico §
para fazer a medida e determinar para qual autoespaco a informacao foi levada e como serd

decodificada.

Continuac¢iao do Exemplo 2.5.1 :

Suponha que |v) € Q. Como ocorreu um erro e € E, entdo na saida deste canal temos
e|v). Em que autoespago a informagdo serd decodificada?

Para identificar o outro autoespaco para onde a informagdo foi levada é preciso saber

quais sdo as possibilidades. Os elementos de
St ={£Z(b);£X(111)Z(b), beZ3}

sdo os que mapeiam Q sobre ele mesmo, ou seja, fixa S. Assim, os elementos de uma classe
lateral eS™ sdo levados para eQ.

Precisamos descrever E em funcdo das suas classes laterais. Para isso, sabemos que
o(E) =2" e o(S*) =2°. Portanto, o niimero de classes laterais é 2* = 4, representadas por
(000), (100), (010) e (001).

Segue que:

E =S| Jx(100)s*| JXx(010)S*( JX(001)S",

onde {X(100),X(010),X(001)} € o conjunto gerador para o grupo que identifica o erro bit
flip sobre um tinico qubit.
Os subespagos correspondentes sdo imagens de Q pela agdo dos erros bit flip. Cada um

dos Qg € um autoespaco de S. Tais autoespagos sdo dados por

Q100 = X (100)Q = {(100), (011)}

Qo10 = X(010)Q = {(010),(101)}

Qoo1 = X(001)Q = {(001),(110)}
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Como todo elemento de E pertence a uma das classes laterais de S*, entdo e|v) € Qg
para algum ® € {(100),(010),(001),(000)}. Deste modo, determinamos em qual Qg 0
estado e|v) estd contido. Como resultado, conhecemos o valor de ®. Assim, aplicamos X (®)

a e|v) cujo resultado pertence a Q, restituindo a informagdo que foi alterada.

Os trés elementos de S, que ndo a identidade tém ordem 2 e cada um deles é a soma
dos outros dois. Entdo, A deve associar a cada um dos dois geradores os valores +1 ou -1.

Existem quatro possibilidades para os caracteres e estes sdo mostrados na tabela a seguir.

caracter | (000 | 110) | (000 [ 101) | (000 ] 011)
7&000 +1 +1 +1
7&100 -1 -1 +1
Ao10 -1 +1 -1
Aoo1 +1 -1 -1

A determinagdo dos caracteres do grupo de a¢do serd muito importante na escolha do

autoespacgo que ird gerar os cddigos estabilizadores que serdo apresentados.



Capitulo 3

Codigos Corretores de Erros Quanticos

Neste capitulo, apresentamos aspectos gerais da corre¢do de erros.

Na Secdo 3.1, estudaremos um caso particular da corre¢do e deteccao de erros do tipo bit
flip sobre os autoespacos determinados pelos erros considerados. Introduzimos a questao da
eficiéncia do processo de recobrimento de erros via o conceito de fidelidade. Na Secdo 3.2,
faremos o mesmo, considerando erros do tipo phase flip.

Na Secdo 3.3, mostraremos as caracteristicas de construcao e de correcao do cédigo de
repeticdo de nove qubits proposto por Shor. Baseados neste exemplo, na Secao 3.4 apresen-
taremos as condicdes e as propriedades de correcdo de erros gerais, a defini¢do de codigos
ndo degenerados, o conceito de peso quantico e distancia. Também, discutiremos as restri-
coOes para a construc@o do conjunto de erros corrigiveis de um cédigo dado. Ainda na Secdo
3.4, apresentamos o cddigo de Shor sob o ponto de vista de classes laterais do grupo de erros
e seus geradores, abordando conceitos que serdo aprimorados no Capitulo 4.

Na Secdo 3.5 mencionaremos o formalismo dos cédigos cldssicos que serd importante
para o estudo da classe de cddigos quanticos conhecida como CSS. Apresentamos como
exemplo desta classe o cddigo CSS(7,1,3).

Na Secao 3.6 apresentamos os limitantes para os cédigos quanticos: o limitante de Ham-
ming, o de Gilbert-Varshamov e o de Knill-Laflamme, que nos orientam na procura de novos

codigos.

Comecgamos com alguns comentarios sobre conceitos da corre¢do cldssica com o objetivo

de relacionarmos estes com nosso caso de interesse: a correcao de erros quanticos.
E conhecido do caso cldssico que o ruido € o responsavel pela alteracdo na informacgao

34
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nos sistemas de processamento. Como ndo € possivel construir sistemas sem interferéncia,
0 que se procura fazer € criar esquemas que protejam a informagdo das agdes do ruido e
interferéncias do meio.

Para compreender como os esquemas de correcdo agem no caso cldssico, suponha que
queremos enviar um bit por um canal ruidoso. O efeito do ruido € trocar o valor do bit que
estd sendo enviado. Considere a probabilidade deste erro acontecer sendo p, com p > 0.
Consequentemente, a probabilidade do bit ser transmitido sem erro € 1 — p. Um canal que
possui esta caracteristica € conhecido como canal bindrio simétrico, ou simplesmente BSC.

Como poderiamos proteger o bit do erro que pode ser introduzido? Uma forma usual é

fazer trés copias do bit da seguinte forma:
0—000 e 1—111,

e, em seguida, envid-lo pelo canal.

Os bits 000 e 111 sdao chamados bit l6gico 0, denotado por O e bit logico I, denotado
por 17, respectivamente. O receptor dos trés bits enviados tem que decidir qual o valor do
bit original. Suponha que a saida do canal tenha sido 001. Ainda que a probabilidade p de
OcCofrTer erro seja pequena, o receptor, conhecendo as possiveis entradas, aceita que o terceiro
bit foi “flipado” e que o bit enviado foi 0 ao invés de 1. Este critério de decisdo € o de logica
majoritdria.

O processo de codificagdo descrito € definido como sendo um cédigo de repeticdo. Téc-
nica similar tem sido utilizada como uma parte da conversagdo cotidiana: se temos dificul-
dade em entender alguém que nos fala, pedimos que repita o que foi dito. Esta interacdo
fonte - receptor pode ser repetida até que a mensagem nos seja coerente. Este processo, do
ponto de vista de minimizar o tempo de transmissdo, ndo é considerado bom pela grande
quantidade de digitos que precisamos introduzir para codificar um tnico bit de informacao.
A procura de bons c6digos, ou seja, cddigos que tornem menor possivel a quantidade de bits
que transmitam com seguranca certa quantidade de bits de informagao € um ramo de estudo

da Teoria da Informacao.

3.1 Analogias na Teoria Quantica de Correcao

Embora a teoria cldssica de correcdo de erros seja bem fundamentada e muito desenvol-

vida, ela ndo pode ser aplicada diretamente no caso quantico. Os conceitos da teoria quantica
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que ndo nos permitem analogias ja foram mencionados: a impossibilidade de se copiar um
estado quantico (Teorema da Nao - Clonagem), as possibilidades de erros que podem ser
introduzidos no processo correspondem a um continuo; também, o fato da medida colapsar
a informacdo contida num qubit, no caso do processo utilizado para fazé-la ndo tenha sido
adequado.

Mas, conforme discutiremos a seguir, estes aspectos ndo comprometem a pesquisa em
métodos de correcdo quantica, que € apenas uma parcela do vasto campo da computacao

quantica com relacao a tolerancia a falha introduzida por Von Neumann.

Um cédigo corretor de erros quanticos pode ser entendido como uma fung¢do de k-qubits
(um espaco vetorial complexo de dimensio 2¥) sobre n-qubits (um espaco vetorial complexo
de dimensdo 2"), onde n > k. Estes k qubits sdo chamados qubits de informagcdo e sdo
eles que queremos proteger dos erros. Os n — k qubits adicionais formam a redundéncia
necessdria para a prote¢ao da informacao.

Suponha que enviamos qubits através de um canal que transmite sem introduzir erros
com probabilidade 1 — p e “flipa” os qubits com probabilidade p. Isto é, com probabilidade
p o estado | y) é trocado pelo estado X | y), onde X denota a transformacéo que ird resultar
no erro bit flip. Um canal com tal caracteristica ¢ denominado canal bit flip.

Suponha que codificamos o estado | y) = o | 0) +B | 1) em | y) = o | 000) +B | 111).
Como este estado sera transmitido pelo canal bit flip, admitimos que, ou ndo aconteca erro al-
gum, ou que um erro bit flip corrompeu algum dos qubits. Ha dois estdgios no procedimento
de correcdo que utilizamos para reverter o erro e reconstituir o estado correto.

A primeira parte consiste em realizar uma medida que identifica se algum erro ocorreu e,
em caso positivo, qual qubit foi corrompido. O resultado desta medida é chamado sindrome
de erro. Para o canal bit flip, sdo possiveis quatro sindromes de erros e cada uma destas

corresponde a um operador de proje¢do na seguinte forma:
Py =|000)(000 | 4+ | 111)(111 |,

Py =[100)(100 | + | 011)(011 |,
P, =|010)(010 | + | 101)(101 |,

Py =| 001)(001 | + | 110)(110] .
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A estes operadores de projecdo associa-se as seguintes afirmacgdes com respeito a localizacao

de possiveis erros:
e Py — nenhum erro foi introduzido pelo canal;
e P; — o canal introduziu um erro sobre o primeiro qubit;
e P, — o canal introduziu um erro sobre o segundo qubit;
e P; — o canal introduziu um erro sobre o terceiro qubit.

Suponha que o estado obtido apds a transmisséo seja | W) = o | 100) + | 011). Portanto,
na base B = {|000),|001),|010),|011),[100),|101),|110),[111)} temos que

S
Il
coocQTTOoO OO

Wi=(¥)'=(000pB a000).

A medida da sindrome é dada pelo operador (y' | P; | '), para P;, parai =0,1,2,3, sdo
matrizes de ordem 8 (na mesma base), que sdo construidas de acordo com a defini¢ao dos
projetores associados. Por exemplo, a matriz que representa o projetor P; na base B € dada

por

00000000
00000000
00000000
00010000
00001000
00000000
00000000
00000000

P =
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Assim,

00000000
00000000
00000000
00010000
00000000
00000000
00000000

2 2
=Bl +[a["=1,

SO ORT™»™O OO

que € a sindrome associada ao erro ocorrido no primeiro qubit. Efetuando o cdlculo para Py,

P> e P44, obtemos sindrome 0, que era esperado pelo fato ocorrer erro sobre um tnico qubit.

Ressaltamos que a medida da sindrome ndo altera o estado que estd sendo observado pois
ela exibe apenas a informacdo de que ocorreu erro sem interferir nas constantes o e 3 que
determinam o estado inicial. Isto é, a sindrome ndo contém informacdes sobre o estado a ser

protegido dos erros.

A segunda parte € utilizar o valor da sindrome obtido para escolher o procedimento que
reconstituird o estado inicial. No nosso caso, a sindrome de erro 1, medida sobre o projetor
Py, indica que um erro bit flip corrompeu o primeiro qubit. Basta-nos “flipar” novamente tal

qubit para restituirmos o estado inicial com exatidao.

Esta andlise de erros ndo é completamente adequada pois os erros em Mecanica Quantica

ndo sdo igualmente gerados.

(0)+1))
V2

normalizado, mas afeta o estado |0). De fato, X | y) = % (X|0)+X | 1)) =|v), enquanto
X|0)=|1).

Um exemplo disto é que um erro bit flip ndo afeta o estado | y) = , um estado

Isto dificulta o processo de recobrimento dos erros e, consequentemente sua correcao.
Com o objetivo de contornar este obstdculo, introduzimos o conceito de operadores obser-

vdveis € da medida associada a cada um deles.

Definiciio 3.1.1 Um observdvel M é um operador hermitiano (M = M) sobre o espago que

contém o sistema sobre o qual operamos. Pode ser escrito na forma

M =Y mP,,
m
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onde Py, é o projetor sobre o autoespaco de M com caracter m. Os possiveis resultados das

medidas sdo os caracteres m dos observdveis.

Assim, ao invés de utilizarmos diretamente os P;’s para a obten¢do da sindrome, podemos
calcular os caracteres associados aos observaveis. Considerando o caso em que a transmissao
de | y) = |000) + B|111) resultou em | ') = a|100) + B|011), podemos descobrir qual
erro foi introduzido se medirmos os observaveis Z1Z, e Z»Z3. Z\Z; compara o primeiro e
o segundo qubit: se eles forem iguais, o resultado da medida € 1, caso contrario, a medida
resulta em -1. Z,Z3 faz o mesmo no segundo e no terceiro qubit. Existe quatro possiveis
resultados para a sindrome, como no primeiro estudo em que utilizamos diretamente os
projetores. As quatro possibilidades sao dadas pelas combinagdes dos valores possiveis de

lez € Z223Z

e Se o autovalorde Z1Z, € +1 e o de Z,Z3 € +1, concluimos que os trés qubits sdo iguais

e portanto nao houve erro;

e Seoautovalorde Z1Z, é +1 e o de Z,Z3 € -1, concluimos que o erro ocorreu no terceiro

qubit;

e Se o autovalor de Z1Z, é -1 e o de Z,Z3 € +1, concluimos que o erro ocorreu no

primeiro qubit;

e Seoautovalorde Z1Z, é-1eode Z,Z3 é -1, concluimos que o erro ocorreu no segundo

qubit.

E necessério analisar quio eficiente é este processo de correcio sobre os erros introduzi-
dos na transmissao. Para isto, introduzimos o conceito de fidelidade.

Suponha que um estado | y) tenha sido enviado através de um canal que introduz erros
do tipo bit flip. Sem utilizar um cédigo de correcdo, o estado do qubit apds a transmissao é

prevista por

p=(1-p) W) (W|+pX |w)(¥|X. (3.1

A fidelidade entre o resultado da transmissao e o estado original é dada por
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F(lw),p) =v(v¥[p|w), (3.2)

que, para pum operador na forma de (3.1), resulta em

F=y(1-p)+ply[X[w)(y[X]|y). (33)

O objetivo de um processo de corre¢io de erros € aumentar a fidelidade com a qual a
informacao quantica € transmitida e trazé-la o mais proxima possivel de 1, valor que indica
que o resultado da transmissdo € o estado enviado.

Com o intuito de tornar o conceito mais claro, observamos que o segundo termo da raiz
quadrada em (3.3) é ndo negativo e igual a 0 quando | y) =| 0). Portanto, a fidelidade minima

= /1 — p. Suponha que o cédigo que definia os operadores Py, Py, P>, P3 seja utilizado
para proteger o estado | y) = o | 000) + 3 | 111). O operador que prevé a forma do estado

quantico depois de transmitido e corrigido pelo c6digo em questio é

3 2
p=I[1=p)" +3p(1=p)T[W)(¥[+-,
em que os termos omitidos representam erros do tipo bit flip sobre 2 ou 3 qubits. Todos sdo

positivos e entdo a expressao que obtivemos em (3.2) € um limitante inferior para a fidelidade

real.

Mas,F = /(v |p|y) > \/ 1—p)® +3p(1—p)*. Isto significa que a fidelidade é pelo
menos \/13p%+2p3, o que leva a concluirmos que a transmissido é confidvel apenas se

p<t

Esta andlise, apesar de vdlida, ndo representa inovacdo alguma com respeito a teoria
cldssica. Por isso, na proxima se¢do descreveremos um canal que introduz

erros do tipo phase flip, que € um caso particular de erro quantico.

3.2 Modelo para Erros de Fase

Neste novo modelo de canal quantico, consideramos que o qubit € transmitido sem
a introducdo de erros com probabilidade 1 — p, ou que o mesmo tenha inversdao de fase
com probabilidade p. Mais precisamente, dizemos que o canal ird aplicar o operador Z,

correspondente ao erro phase flip no estado inicial |y) com probabilidade p, p > 0. Se
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lw) = a|0) 4 B|1) entdo o estado apds a transmissdo por este canal serd [y') = a|0) — B|1).
Por esta caracteristica, este modelo € denominado canal phase flip.

Com o propdésito de simplificar a nota¢do, definiremos uma nova base {|+),|—)}, onde

(10) +11))

+ = )
+) 7
_y_ 10— 1)
\/i )
e também os qubits 16gicos:
0L) = |++-+),

1) =]~ —-).

Esta mudancga de base € obtida aplicando

po L1
VAR N
sobre a base {|0),|1)}. Este operador é conhecido como operador de Hadamard'.

A codificacdo para o canal phase flip € construida em dois passos:

e O primeiro passo € codificar cada bit de informagao em outros trés, de forma a gerar

os operadores 16gicos | Oz) e | 11), como no canal bit flip.

e O segundo passo € aplicar o operador de Hadamard em cada qubit.

A identificacdo de erros ocorre pela aplicacdo das mesmas medidas projetivas utilizadas
para detectar erros do tipo bit flip, Py, P;, P, e P3, agora conjugadas pelo operador de
Hadamard. Assim, ndo utilizaremos diretamente P;, mas sim P/ = H D3PH®3, para | =
0,1,2,3,onde H* = H®H®H.

Equivalentemente, a medida da sindrome é dada pela acio do operador H®3Z;Z,H®3 =
X1X> e H®32,7Z3H®3 = X, X3. A medida dos observaveis X1 X» e X»X3 corresponde & compa-
racdo dos sinais do primeiro e do segundo qubits e do segundo e do terceiro qubits, respec-
tivamente. Neste caso, também temos quatro possibilidades para a sindrome. A localizacdo
dos erros se faz de modo andloga ao apresentado para o canal bit flip. Por exemplo, supo-

nha que efetuamos a medida de X;X; e o resultado foi -1 e a medida de X>X3 resultou em

'Esta mudanca de base equivale a rotacionar de 45 graus no sentido anti-horério os eixos coordenados da
esfera do Bloch.
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+1. Logo, temos um erro de sinal no primeiro qubit. Restituimos o estado inicial aplicando
HX1H = Z; no estado corrompido.

O processo de correcdo e detecgdo para erros do canal phase flip tem as mesmas caracte-
risticas dos procedimentos utilizados para o canal bif flip. Por isso, a fidelidade minima para
os dois canais é a mesma.

Temos, portanto, um procedimento que consegue detectar e corrigir erros bit flip e ou-
tro, equivalente, que detecta e corrige erros phase flip. Um pergunta natural seria sobre a
possibilidade de se gerar um tnico procedimento que tivesse as caracteristicas de ambos.

Discutiremos a resposta desta questdo na proxima se¢ao.

3.3 Cddigo de Repeticao de Shor com Nove Qubits

O cbdigo que apresentamos € uma concatenagdo dos dois procedimentos de deteccdo e
correcdo exibidos nas secdes anteriores. Portanto, corrige erros bit flip e phase flip. Esta
concatenacdo garante esta propriedade de corre¢do devido ao fato dos processos citados cor-
rigirem separadamente erros do tipo X e Z, que sdo os geradores do grupo de erros, como
vimos no Capitulo 2.

No procedimento apresentado por Shor, a codificacao do qubit € feita utilizando o critério
0) — |+++)

) — ===

como foi feito quando queriamos corrigir erros do tipo phase flip. Em seguida, codificamos

cada um dos qubits na forma

(|000) + [ 111))
V2

) (1000) —J111)
\/§ )

como fizemos quando queriamos corrigir erros bit flip. O resultado deste processo € um

+) —

cddigo de nove qubits com os qubits l6gicos dados por:

0) = |0,) = (|000) + |111))(]000) 4 |111))(]000) +|111))
= |0 2\/5
_ (1000) — [111))(]000) —[111))([000) — [111))
1) =[1L) =

2V2 '
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Afirmdvamos que o cddigo de nove qubits proposto por Shor protege contra erros bit flip
e phase flip em qualquer um dos qubits. Justificamos a seguir esta afirmacao.

Suponha que queiramos analisar primeiro a existéncia de um erro bit flip no primeiro
bloco de trés qubits. Realizando as medidas de Z1Z, e Z,Z3 identificamos com exatiddo
em qual qubit ocorreu o erro e entdo podemos reverté-lo. O mesmo processo se aplica aos
outros blocos: a medida de Z4Z5 e Z5Zg identifica um erro bit flip no segundo bloco, da
mesma forma que a medida de Z7Zg e ZgZy o faz no terceiro bloco.

Queremos também analisar se algum erro do tipo phase flip ocorreu em algum qubit.
Faremos isto estudando o sinal de cada um dos blocos de qubits. Por exemplo, se fizermos a
medida do observavel X;X>X3X4X5Xg, seguido da medida de X4X5XsX7XgXo, identificamos
um erro phase flip em qualquer um dos blocos e com isso podemos reverté-lo utilizando o
processo adequado.

Uma caracteristica interessante relacionada ao conceito de emaranhamento mencionado
no Capitulo 1 é que ndo € possivel identificar erros phase flip em cada qubit dos blocos,
enquanto o fazemos com exatidao no bloco como um todo. Isso ocorre porque o qubit 16gico
ndo ¢ codificado localmente. Esta propriedade de codificacdo aumenta a protecdo contra o
ruido, uma vez que este possui caracteristica local, ou seja, age independentemente sobre
diferentes qubits do bloco.

E se ocorrem dois erros na transmissao?

Quanto a esta questdo, temos duas possibilidades a serem estudadas.

Se ocorrer um erro bit flip no primeiro qubit e um erro phase flip no primeiro bloco, a
medida de X1 X>X3X4X5Xe € X4X5X6X7X3X9 indicard o erro phase flip sobre o primeiro bloco
e amedida de Z1Z, e Z,Z3 indica em qual dos qubits do primeiro bloco ocorreu o erro bit flip
(no caso, o primeiro). Assim, o operador X|X>X3Z; restitui o estado inicial. Os processos de
correcdo de erros bit flip e erros phase flip sao independentes. Isto ndo é uma propriedade

particular do c6digo de Shor, segundo mostra o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1 [/1] Se um codigo quantico corrige erros do tipo A e do tipo B entdo ele

corrige qualquer combinagdo linear de A e B.

Se ocorrer um erro do tipo bit flip no primeiro qubit € um outro de mesmo tipo sobre
o segundo qubit simultaneamente, a detec¢do por l6gica majoritdria indicard erro sobre o

terceiro qubit. Na tentativa de corrigi-lo pelo processo usual, iremos “flipar” o terceiro qubit,
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o que destruird a informacao contida no estado como um todo. O mesmo vale para erros do
tipo phase flip se considerarmos os blocos de qubits.
Desta forma, podemos afirmar que o cédigo de repeticdo de Shor corrige um erro geral

(do tipo bit flip, phase flip, ou qualquer combinagdo linear destes) sobre um qubit qualquer.

3.4 Ciritérios Gerais para Correcao de Erros

Como foi mencionado no Capitulo 2, cada problema no contexto de corre¢do de erros
quanticos resulta em uma formulagdo particular do c6digo a ser utilizado. No Exemplo
2.5.1, discutimos a correcdo de um erro bit flip sobre elementos de Z% e geramos entio o
codigo. Para tanto, definimos um subgrupo S e a partir do estudo de sua estrutura geramos
um procedimento adequado que garante a corre¢ao dos erros indicados.

A questdo que discutiremos € o caso reciproco do Exemplo 2.5.1 : dado um cédigo
corretor de erros quantico C, contido num subgrupo S, quantos erros ele pode corrigir?

O seguinte teorema nos auxilia no inicio deste estudo:

Teorema 3.4.1 [2]] Seja C um cdédigo corretor de erros qudnticos e P um operador de
projecdo sobre C. Seja € um conjunto de operadores quanticos E;. A condig¢do necessdria e

suficiente para a existéncia de uma operagdo de corregdo sobre € em C é
PE;'E;P = ;;P, (3.4)

onde o;; é uma matriz de niimeros complexos. Se tal operagdo existe, {E;} constitui um

conjunto de erros corrigiveis.

Em geral, definimos o conjunto € C E de erros corrigiveis satisfazendo
Lema 3.4.1 [22] See, fE €come # f entdo e & S+ 8.

Esta condigio decorre da decomposigdo ortogonal de CZ".

Uma outra questdo é: qual procedimento iremos utilizar para corrigir os erros e decodifi-
car a informagao?

Suponha que comegamos o processo de transmissao enviando uma palavra-cédigo g € C
e que um erro seja introduzido pelo canal, levando g a z = e(g) para algum e € €. O objetivo

€ restituir o estado ¢ sem destruir a informac¢do que ele contém. Conforme mencionado na
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Secdo 2.6, os elementos de E permutam os autoespacos de S (propriedade B) e entdo po-
demos assumir que z estd em algum autoespago C’ de S. Fisicamente, podemos fazer uma
sequéncia de medidas sobre observaveis para identificar o subespaco C’. Esta sequéncia de
medidas € interpretada matematicamente da seguinte forma: pela propriedade A, os diferen-
tes autoespacos de S correspondem a 2"* caracteres distintos de S = S/{%I}, de maneira
que identificar o autoespago C’ é equivalente a identificar o caracter A correspondente a C'.
Suponha que {sy,---,s,_x} seja o conjunto de geradores de S médulo {+7}. A sequéncia de

medidas 2 que identifica C’ corresponde ao célculo de
5j(z) = Msj)z,

paral < j<n-—k.
Entretanto, admitimos que um erro e € € havia ocorrido, condi¢ao que nos leva a concluir

(pela propriedade C) que C' = f(C) para algum f € €. Entdo, decodificamos z por

@) =felq).

Note que o passo de decodificagdo ndo necessitou de informagdes de g e e, sendo este o
processo geral de correcdo e decodificagdo.

Para garantir que este processo ¢ vdlido, é necessério que se ¢(C) = f(C) para e, f € g,
entdo fle(q) =gq.

De fato, se e(C) = f(C) temos f~'e(C) = C, o que resulta da propriedade B, que f~'e €
S, Mas, pela condicdo de construgio de €, f~'e estd em S. Como ¢ é um autovetor de
S, concluimos que o processo de decodificacdo utilizado apresenta como estado corrigido o
estado inicial.

Algumas hipéteses adicionais sobre a construgao de € geram classificagdes para os codi-

gos corretores de erros quanticos. Por exemplo.

Definiciio 3.4.1 Se é possivel escolher um € que satisfaz: se e, f € € com e # f entdo f~'e &

S+ para um cédigo C, dizemos que C é ndo degenerado. Caso contrdrio, C é degenerado.

Observamos que erros em S ndo tém efeito sobre estados ¢, para g € C, (ou seja, elemen-
tos de S estabilizam todos elementos de C) e entdo podemos considerar o quociente S — S

para o estudo.

%Estes valores sio as sindromes que considerdvamos ao utilizar projetores. Por estas medidas, identificamos
A e, consegiientemente, o autoespago C’ contendo z.
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Ha muitas maneiras de especificar um conjunto € satisfazendo a condi¢do da Defini¢do

34.1:

Continuacao do Exemplo 2.5.1

Como S = {+1,£Z(110),+Z(101),£+Z(011)} temos:

St =sSJz(100)s Jx(111)S| JX(111)Z(100)S

E =" JX(100)s*| Jx(010)S*( JX(001)S™,

algumas possibilidades para € sdo:
€1 = {X(100),X(010),X(001)},

g, = {X(011),X(101),X(110)},

g3 = {X(100),X(101),X(001)Z(100)}.

Neste contexto com muitas possibilidades para € € necessario obtermos um critério para
a escolha do conjunto: quais propriedades do subgrupo S indicam se o conjunto de erros € é
abrangente o bastante para ser vantajosa sua utilizacao?

Considere um erro e = X (a)Z(b) € E, com a,b € 7, correspondente a um vetor (a|b) €
E. O niimero de qubits afetados por e é o nimero de qubits que sofreram a acio de X, Z, ou
ambos. Esta quantidade € definida como peso qudntico de e e a notagao € g-wt(e).

Por exemplo, se e =X ®Y ® Z® 1, entdo (a|b) = (1100/0110), segundo a definicao do
Capitulo 2. Concluimos que g — wt(e) = 3. Por este exemplo, observamos a diferenca entre
0 peso quantico e o peso cldssico de Hamming, que é definido pelo nimero de entradas nio

nulas de (a|b), que neste caso seria 4.
Fixando um inteiro positivo d e considerando

e={ecE:qg—wi(e) < |(d—1)/2],

temos que se e, f € €, entdo o peso quantico de f~'e é o mesmo da soma dos vetores

correspondentes em E € é no méximo 2|(d —1)/2| < (d — 1) < d. Entdo, sob o ponto
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de vista de pesos quanticos dos operadores de erros, dizemos que o conjunto € é formado
por erros corrigiveis se a condi¢do de que o peso minimo de S~ — S é d, para d fixo, for
satisfeita. Isto resulta em uma propriedade de correcdo andloga a que conhecemos do caso

classico [22].

Teorema 3.4.2 [22] Se o0 peso minimo de S+ — S é d, entéo C corrige erros em | (d —1) /2]

qubits.

Os conceitos definidos nesta se¢@o nos possibilita reescrever o Teorema 3.3.1 na seguinte

forma:

Teorema 3.4.3 Se um codigo corretor de erros quanticos C corrige todos os operadores de

Pauli de peso t entdo este codigo corrige todos os erros sobre t qubits.

Definimos um outro parametro dos cédigos corretores de erros: a distdncia. Ela é tao
importante para o estudo de
um cédigo quanto o comprimento das palavras-cédigos n ou o nimero de qubits que

contém informacao k.

Definicao 3.4.2 Um cédigo corretor de erros quanticos C tem distdncia d se o peso qudntico

minimo entre os operadores ndo nulos de S+ — S for d.

Observando o Teorema 3.4.2, entendemos qual a importancia do pardmetro distancia:

ela caracteriza a capacidade de correcao do cédigo correspondente.

Exemplo 3.4.1 Se n =29, temos que os operadores de erros e = +X (a)Z(b), para a, b € 7.3,

escritos na forma (alb), sdo vetores com 18 componentes. Suponha que S seja gerado por:

(000000000/011000000)  (000000000/000000110)
(000000000/000011000)  (111111000[000000000)
(000000000[000000011)  (000000000|000110000)
(000000000|110000000)  (000111111]000000000),

a representagcdo na forma vetorial (a | b) dos operadores definidos para a identificacdo de

erros no codigo de repeticdo com nove qubits de Shor.
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Assim, temos que S é um espaco 8-dimensional. Resulta que a dimensdo de S* é 10.

Podemos escolher para geradores de S+ os vetores:
(000000111]000000000)

(111000000]000000000).

O peso quantico minimo de S+ — S é 3 e entdo, pelo Teorema 3.4.2, este cédigo corrige
1 erro. Como § contém um vetor de peso 2, concluimos também que ele é degenerado pela

Definicdo 3.4.1.

O cddigo cujos geradores foram exibidos no Exemplo 3.4.1 € o cédigo de repeticdo de
Shor com nove qubits. Iremos discutir este exemplo com mais detalhes quando estudarmos
o formalismo estabilizador dos c6digos quanticos no Capitulo 4.

Apresentamos a seguir um resumo das caracteristicas de correcao dos cédigos quanticos.

Mensagem n qubits em C*'
Grupo de Erros E come=+X(a)Z(b)
Cédigo C C C* com dim(C) = 2*
Erros Detectaveis St CE
Erros sem efeito scst
Erros Corrigiveis geCEtalquee,fce— flegSt/S
Pesos minimo de S+ /S é d; mdximo de € é | (d —1)/2]

3.5 Exemplo de um Cédigo Corretor de Erros Quéanticos

Principios da teoria de c6digos lineares classicos podem ser adaptados para a constru¢io
de cddigos corretores de erros quanticos. Um exemplo disto sdo os cddigos CSS, abreviacao
de Calderbank - Shor - Steane, que exploram o conceito de c6digos duais que apresentaremos
nesta primeira subse¢do. Em seguida, trataremos, de fato, do processo de constru¢ido de um

codigo CSS.

3.5.1 Formalismo dos codigos classicos lineares

Em um cédigo bindrio, a partir de 2" vetores no espaco vetorial complexo de compri-
mento 7 identificamos um subconjunto contendo 2¥ vetores, que sdo exatamente as palavras-
codigo de um cédigo. Elas formam um subespaco linear fechado k-dimensional do espago

vetorial bindrio F;', chamado espagco C do cddigo se for gerado pela base de k vetores
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V1,V2,...,Vk, 1sto €, uma palavra-codigo arbitraria pode ser escrita como uma combinagdo

linear destes vetores da base:

V(OC],...,OCk) :ZOC,'V,', (3.5)

para cada o; € {0,1}, e a operacdo de adi¢do é médulo 2. Podemos dizer que o vetor de

comprimento n codifica a mensagem de k-bits o0 = (o, ..., 0 ).

A base de k vetores vy, ...,V pode ser representada por uma matriz kK X n
Vi
G= ,
Vk

chamada matriz geradora do cédigo. A eq.(3.6), na notagdo matricial, € escrita como

v(a) = 0G; (3.6)

Uma outra maneira de caracterizar o subespago de codificacdo k-dimensional de F,' €

especificar as n — k posicdes restantes. Existe uma matriz H (n — k) X n tal que

Hv =0,

para todos os vetores v € G. A matriz H € chamada matriz verificacdo de paridade do
cddigo C. As linhas de H sdo constituidas pelos n — k vetores linearmente independentes e
o espago do cddigo € o espaco dos vetores que sdo orfogonais a todos os (n — k) vetores (a

ortogonalidade € definida com respeito ao produto interno usual). Com isso, temos

HGT =0, (3.7)

onde G” denota a transposta de G. De outra forma, podemos dizer que as linhas de G so
ortogonais as linhas de H [19].

Um conceito muito util na teoria de codificacdo cléssica € o de codigo dual. Note que
se G é a matriz geradora k x n e H é a matriz verificacdo de paridade (n — k) x n do c6digo
C, a relacdo entre elas, segundo a eq. (3.8), é HG! = 0. Tomando a transposta, segue
que GHT = 0. Entdo, podemos considerar HY como uma matriz geradora e G como a

matriz verificacdo de paridade de um cédigo (n — k)-dimensional, denotado por C*, chamado
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cédigo dual de C. Em outras palavras, C*- é o complemento ortogonal de C em Fy'. Um
codigo contém seu dual se todas as suas palavras-codigos tem peso par e sdo mutuamente

ortogonais. Se n = 2k é possivel que C = C~ e, neste caso, C é dito um cédigo auto-dual.

3.5.2 Cédigos CSS

Trataremos da construgio do cédigo CSS(7,1,3), que foi proposto por Steane e é o c6-
digo mais simples desta classe de cddigos coretores de erros quanticos [22].

Considere o cédigo cldssico de Hamming com paridmetros [7,4,3] que denotamos por
Hj3. Este c6digo é um subespaco 4-dimensional de um espacgo bindrio 7-dimensional com

peso cldssico minimo 3 3. Para o cédigo H3, a matriz verificacio de paridade é dada por

[ G —

1
1
0

—_—— O
[ e
S = O
=)

1
H=|0
1

A partir de H, note que todas as palavras-codigo t€ém peso par e que as linhas de H sao
mutuamente ortogonais (no produto interno usual sobre ZZ). Da subsecdo anterior, conclui-
mos que Hz contém seu dual. Assim, escolhe-se para geradores de S os seis vetores obtidos

das linhas de H e suas combinagdes:

s1 = (0000000|1110100) s, = (0000000|0111010)
s3 = (0000000[1101001) 54 = (1110100]0000000)
ss = (0111010[0000000) s¢ = (1101001|0000000).

Temos entdo que S tem dimensdo 6 em E que, por sua vez, tem dimensdo 14. Isto
implica que S tem dimensdo 8. Note que os geradores de S* sio s, --,5¢ € também
s7 = (0000000/0101100) e sg = (0101100/0000000). Nesta descricio de S+, via geradores
de H3, vemos que o peso quantico minimo coincide com o peso cldssico de Hamming de H3
que ¢é 3. Este codigo € ndo degenerado e corrige um erro em um qubit, segundo o Teorema

3.4.2. Continuaremos a discutir este exemplo no item 2 da Se¢do 4.2.

3.6 Regras para a Construcao de Codigos

A utilizag@o de conceitos tedricos ja conhecidos para a obtencao de novos c6digos quan-

ticos corretores de erros tem sido um assunto muito explorado pelos pesquisadores. Em [12],

Esta notagio [7,4,3] reflete o fato que os cédigos de Hamming H, com paridmetros [2" — 1,2 — 1 —r,3]
existem para r > 3.
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foram apresentados alguns c6digos quanticos que foram gerados a partir de outros ja conhe-
cidos por métodos heuristicos. O propdsito da obtenc¢ao de novos cédigos € bastante simples:
que o produto final de uma transmissao associada a um c6digo corretor seja 0 maximo de
informacao segura com a menor taxa possivel de erros, fazendo o melhor uso (no sentido de
aproveitamento) do canal que utilizamos para transmitir.

Entretanto, existem algumas “regras” que devem ser obedecidas por todos os codigos
quanticos: todos os cédigos citados em [12], assim como os que mencionamos no presente
trabalho, ttm em comum a caracteristica de satisfazer alguns limitantes. Estes limitantes

serdo estudados na préxima secao.

O modelo de canal que € considerado para a transmissao de dados codificados no caso
quantico € o canal de depolarizacdo. Falaremos brevemente de suas caracteristicas.
O canal de depolarizacio pode ser descrito por um unico parametro: a probabilidade p

de ocorrer erro sobre algum qubit. A acdo deste canal sobre cada qubit é definida por:

e Nada acontece no qubit com probabilidade 1 — p;
e X é aplicado no qubit com probabilidade p/3;
e Y ¢é aplicado no qubit com probabilidade p/3;

e Z ¢ aplicado no qubit com probabilidade p/3.

Se | p) € o estado a ser transmitido, a a¢do do canal de depolarizagdo é da forma:

Alp)=(1—p)p+p/3(XpX +YpY +ZpZ). (3.8)

A fidelidade minima para os estados enviados através de um canal de depolarizacdo é

dada por [21]:

F=q/1-=". (3.9)
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3.6.1 Limitantes para a correcao quantica

Sendo ja conhecidas as principais caracteristicas do canal pelo qual transmitiremos as
informacdes, associamos a questdo relativa a eficiéncia de um cddigo corretor de erros quan-
ticos que atua depois da a¢do do canal. O estudo baseia-se no nimero de qubits codificados
e na distdncia minima de um cédigo, como na teoria cldssica de correcdo. Apresentaremos
os trés limitantes mais utilizados.

1)- Limitante quantico de Hamming

Este € o limitante mais simples que sé pode ser aplicado a c6digos ndao degenerados.

Suponha que um cddigo ndo degenerado seja usado para codificar k qubits de informacao
em n qubits de forma que possa corrigir erros sobre qualquer subconjunto de # ou menos qu-
bits. Considere que j erros ocorreram, onde j <¢. Existem " conjuntos de localizac¢des

J
onde os erros podem ocorrer. A cada um dos conjuntos de localiza¢des associamos trés erros
possiveis (os operadores de Pauli X, Y e Z) que podem corromper cada qubit, gerando um
total de 3/ possiveis erros. O niimero total de erros que podem ocorrer sobre ¢ ou menos

qubits &, entdo,

231'( " ) . (3.10)
=0 \J

No caso de codificar k qubits de forma ndo degenerada, cada erro é um subespaco 2*-
dimensional ortogonal aos outros. Todos estes subespacos devem estar contidos no espago

total 2"-dimensional, gerado pelos n-qubits das palavras-c6digos. Entdo, concluimos que

t
Z3J<”.)2"§2", (3.11)
=N

que € o limitante quantico de Hamming.

Se queremos codificar um qubit em n de forma que um erro possa ser corrigido, temos

2(1+3n) < 2", (3.12)

Esta condi¢do ndo ¢ satisfeita para n < 4.
Portanto, o menor c6digo quantico ndo degenerado que pode corrigir um erro em qual-

quer qubit tem n = 5.
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Sabemos que ndo existem sO codigos quanticos ndo degenerados. Na busca por limitantes
que sejam mais gerais, os conceitos utilizados baseiam-se no limitante de Hamming que

acabamos de discutir. Este ¢ um motivo que faz deste limitante alvo de estudos e aplica-
coes frequentes. Até nossos dias, conhecemos a validade da cota de Hamming para c6digos
ndo degenerados e para todos os degenerados que se conhece. Entretanto, ndo existe prova
geral que garante a sua validade sobre todos os c6digos degenerados.

2)- Limitante de Gilbert-Varshamov

Este limitante nos diz quantos digitos de informag¢do podemos alocar num c6digo com
palavras-cédigo de tamanho n fixo, de forma que possam ser manipuladas com seguranca.
Considere um cédigo quintico com pardmetros (n,k), tal que o comprimento das palavras-
codigo n € tdo grande quanto se queira tomar. Se este cddigo protege ¢ qubits de erros que

possam ocorrer, entdo exite um k tal que

k 2t
->1- ZH(_)a
n n
sendo H(x) = —xlog, x — (1 —x)log, (1 — x), a entropia bindria de Shannon.

A prova da validade da desigualdade que define este limitante € feita via propriedades
dos codigos da classe CSS e € bastante interessante apesar de sua complexidade [21]. Este
limitante se aplica, comprovadamente, a todos os c6digos quanticos.

3)- Limitante de Knill-Laflamme

Este limitante surgiu na busca de cotas mais gerais que, assim como o limitante de
Gilbert-Varshamov, pudessem ser aplicadas a todos os cédigos. E andloga ao limitante de
Singleton do caso classico.

Este limitante garante que qualquer cddigo quantico que codifica k qubits de informagao

em n qubits a serem transmitidos e corrige erros sobre quaisquer ¢ qubits deve satisfazer

n>4t+k. (3.13)

Concordando com o que concluimos quando estudamos o limitante de Hamming, a in-
formacdo de que o menor c6digo que pode corrigir erros sobre um qubit tem n = 5 é uma
consequéncia também deste limitante. Este c4digo tem pardmetros (5, 1,3) e foi proposto
por Bennett et al. em [3]. Construiremos esse cédigo quando tivermos em maos a Teoria de

Estabilizadores que apresentaremos no préximo Capitulo.



Capitulo 4

Codigos Estabilizadores

Neste capitulo, trataremos de uma classe importante dos c6digos corretores de erros

. Os cédigos do tipo CSS, mencionados no Capi-

quanticos : os cddigos estabilizadores
tulo 3, sdo casos particulares desta classe.

Na Secdo 4.1, descreveremos o formalismo dos cédigos estabilizadores e a importan-
cia desta teoria quanto a caracterizacdo dos erros que podem ser corrigidos por um c6digo
considerado.

Na Secdo 4.2, apresentaremos o codigo de repeticao de nove qubits proposto por Shor e
o CSS(7, 1, 3) descritos via teoria de estabilizadores. Também na Secdo 4.2, consideramos a
construcdo de cddigos da classe CSS mais gerais e o codigo de cinco qubits.

Na Secdo 4.3, apresentaremos as condi¢des para a obtengdo de codigos clédssicos a partir
de cdédigos quanticos estabilizadores e as operagdes que proporcionam tal construcao.

Na Secdo 4.4, trataremos de c6digos gerados sobre GF(4) e das identificagdes entre

estes e os codigos quanticos estabilizadores. Tais identificacdes possibilitam a aproximagao

da teoria classica e da teoria quantica, conforme serd visto.

Antes de estudarmos de fato os codigos estabilizadores, justificamos a atengdo particular
reservada a eles. Para isto, destacamos dois pontos principais:

e Os cddigos estabilizadores t€ém construcao andloga a dos cédigos cldssicos;

e Gottesman, [12], apresentou o seguinte resultado: o aproveitamento da capacidade do

canal pelos codigos estabilizadores € relevante, como podemos observar na Figura 4.1

10s primeiros cddigos estabilizadores foram apresentados independentemente por Gottesman, [13], e por
Calderbank, Rains, Shor e Sloane, [4, 5].

54



4.1. O Formalismo Estabilizador 55

Em [12], encontramos exemplos de cédigos quanticos que foram gerados a partir de c6-
digos classicos e comparagdes entre os codigos quanticos estabilizadores e os outros que nao
compdem esta classe. Por exemplo, para c6digos estabilizadores, encontra-se que a capaci-
dade do canal de depolarizacdo com parametro p (ver Secdo 3.6) € limitada superiormente

por 1 — H(p), Este é exatamente o limitante para o canal cldssico BSC.

Taxa de transmissao

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Taxa de erro

Figura 4.1: Eficiéncia de um cddigo estabilizador.

Na Figura 4.1, a linha tracejada representa o limitante quantico de Hamming, a linha
pontilhada, o limitante de Knill-Laflamme e a continua representa

k X 1
Z<1-Zlog,3—-H
© <13 SH(),

que € a expressao obtida em [12] para a taxa de transmissao de codigos estabilizadores.

Os célculos que levaram a esta expressdo baseiam-se em conceitos cldssicos.

A possibilidade de utilizar conceitos da teoria de codificac¢ao cldssica para a formalizacdo
de caracteristicas dos codigos quanticos estabilizadores (como a capacidade de canal, por
exemplo) € um fato relevante e que justifica a atencdo especial reservada a esta classe dos

codigos quanticos.

4.1 O Formalismo Estabilizador

Considere o estado EPR de dois qubits discutido na Secdo 2.1

_ [ 00)+ | 11)

| @) N

4.1)



4.1. O Formalismo Estabilizador 56

Pode-se verificar que ele satisfaz:

X1X2 | W) =|v)

Z\Z | v) =|v).

Assim, dizemos que o estado | y) € estabilizado pelo operadores X1 X e Z1Z;.

A 1déia basica do formalismo estabilizador é que muitos estados quanticos podem ser
facilmente descritos pelos operadores que o estabilizam. Conforme veremos, exemplos desta
descricao simplificada sdo os cédigos de repeticdo de Shor e o CSS.

Toda a teoria deste formalismo € baseada na estrutura de grupos. O nosso interesse reside
no grupo de erros sobre n qubits G, = E, definido no Capitulo 2. Todos os elementos deste

grupo tém as seguintes caracteristicas:

Cada M € E é uma matriz unitdria, M~! = M", onde 1 representa o transposto conju-

gado complexo.

Para cada elemento M € E, M? = +1: M? = se o niimero de Y’s no produto tensorial

é par e M?> = —I se o niimero de Y’s é fmpar.

Se M? = I, entdo M é Hermitiana (M = MT); se M2 = —I, entdo M é anti-Hermitiana

(M=-M").

Quaisquer dois elementos M e N € E comutam ou anticomutam: MN = +NM.

A seguir apresentamos a definicdo de estabilizador de um grupo.

Definicao 4.1.1 Seja S um subgrupo abeliano de E e seja Vs o conjunto de estados com n
qubits que sdo fixados por todos os elementos de S. Dizemos que Vs é o espaco vetorial

estabilizado por S, de forma que S é dito estabilizador de V.

Com isso, estamos aptos a definir o cddigo estabilizador associado a S.

Definicao 4.1.2 Um cédigo estabilizador Hs é definido como um espaco vetorial Vs que é

estabilizado por um subgrupo abeliano S de E tal que —1I & S.
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Como mencionado no Capitulo 2, o grupo de Pauli G, caracteriza o c6digo quantico da
seguinte forma: denote um subgrupo abeliano de um grupo de Pauli sobre n-qubits. Todos
os elementos de S agindo sobre C>* podem ser simultaneamente diagonalizados. Por isso,
o0 cddigo estabilizador Hg associado a § € um autoespago correspondente ao autovalor +1,

obtido pela acdo de todos os elementos de S sobre os vetores de Hg. Isto €,

W) € Hg se, e somente se, M|y)=|y) paratodo M €S. 4.2)

O subgrupo S, assim como qualquer outro, pode ser caracterizado em funcao de seus
geradores. Ha elementos {M;} € E que sio independentes e tais que cada elemento de S
pode ser escrito como um produto de M;’s. Logo, se S tem n — k geradores, o espago de
codificacdo Hg tem dimensdo 2.

Para verificar isto, considere que cada M € S deve satisfazer M> = I, pois se M> = —I,
entdo M ndo tem autovalor +1. Para cada um dos M # £/ restantes em E, os autovalores +1
e -1 tém igual probabilidade de ocorrer. Isto decorre do fato que para cada M # 41 existe

pelo menos um N € E que anticomuta com M, de forma que

MN = —NM. (4.3)

Assim, M|y) = |y) se, e somente se, M(N|y)) = —N|y). A agdo de N estabiliza auto-
estados associados aos autovalores +1 e autoestados associados aos autovalores -1 em igual

proporcdo. Desta forma, sdo %(2”) = 2"~ 1 estados mutuamente ortogonais que satisfazem

Mily) = |v), (4.4)

onde M; € um dos geradores de S.

Considere agora M, um outro elemento de £ que comute com M1, tal que My # +1,+M;.
Podemos encontrar um N € E que comuta com M| mas anticomuta com M», de forma que
N preserva o autoestado +1 de M mas altera os autoestados associados aos autovalores +1 e

-1 de M». Resulta que o estado | y) € Hg satisfaz

Mi|y) = Ms|y) = |y), (4.5)

e que Hg tem dimensao 2n=2[23].
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Continuando este processo, temos que se M; é independente de {M,M>,--- ,M;_1},
entdo hd um N que comuta com My,--- ,M;_; e anticomuta com M;. Assim, restrito ao
espago com My = M = --- = M;_1, M; tem tanto autovetores associados ao autovalor +1
quanto autovetores associados aos autovalores -1. Pela Defini¢cdo 4.1.2, apenas devem ser
considerados autovetores relacionados aos autovalores positivos. Portanto, a dimensdo do

espaco passa a ser 2"(1/2)" % =2k W

A linguagem de estabilizadores € importante porque facilita a caracterizacdo dos erros
que um cédigo € capaz de detectar e corrigir. Para tal, podemos associar os n — k geradores
do estabilizador M, --- ,M,,_ aos operadores de verificacdo de paridade de um cddigo. Se
a informagdo codificada sofreu um erro que ndo pode ser detectado, entdo encontraremos
que M; = 1 para cada um dos geradores. Mas, se M; = —1, para algum i, entdo o estado da
informacao estd contido em um autoespago ortogonal ao subespaco do c6digo e um erro serd
detectado.

Sabemos que o operador erro pode ser expandido em termos de elementos E, do grupo
de Pauli. Cada E, comuta ou anticomuta com um gerador do estabilizador M. Se E, e M

comutam entao

ME,|y) = E;M|y) = Eu|v), (4.6)

para |y) € Hg e o erro preserva o valor M = 1. Mas, se E, e M anticomutam, entio

ME,|y) = —EM|Y) = —E,|y), 4.7)

de forma que o erro “flipa” o valor de M, podendo ser detectado através da medida de M,
[23].

Em fungdo dos geradores do estabilizador {M;} e dos erros E,, considere a relagdo

ME, = (—1)si“EaMi. 4.8)

Os sig’s, i = 1,...,n — k constituem a sindrome para o erro E,, pois (—1)%« é o resultado
da medida M;, se o erro E, ocorre.
No caso de um cddigo ndo degenerado, cada erro tem sindrome distinta, de forma que

a medida dos n — k geradores indica com precisdo o erro que ocorreu. Entretanto, se o
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cddigo € degenerado, existem erros distintos com a mesma sindrome e as medidas ndo geram
conclusdes confidveis a respeito do erro introduzido no processo.

Para cada E,, E, € €, considere as seguintes afirmacoes [23]:
1. EJE, €S,

2. existe um M € S que anticomuta com E; E},

Se uma delas for satisfeita, garante-se que um erro pode ser detectado e corrigido. Esta é
uma condig¢do suficiente.

Assim, um cddigo estabilizador que corrige {€} é um espaco Hy fixado por um subgrupo
abeliano S do grupo de Pauli, onde 1) ou 2) é satisfeita para cada E Ej,, com E,, E;, € €. Um
c6digo é ndo degenerado se a condicdo 1) ndo é satisfeita para qualquer E; Ej,.

Podemos escolher o subespaco de codificagio como sendo qualquer um dos 2" % auto-
espacos de n — k elementos que comuta com E. Todavia, todos os cédigos que sdo gerados
por estas escolhas sdo equivalentes. Por cédigos equivalentes entendemos codigos que di-
ferem somente na localiza¢do dos qubits e na escolha da base utilizada para a descri¢ao dos
mesmos. Assim, o estabilizador de um cédigo € transformado no estabilizador de um ou-
tro codigo através da permutagdo dos qubits. Esta permutagdo € definida como um produto
tensorial de transformacdes sobre os qubits que compdem o estabilizador.

De fato, se dividirmos os geradores do estabilizador em dois conjuntos {Mjy,--- ,M;}
e {Mj+1,--- ,M,_t}, entdo existe um N € E que comuta com os elementos do primeiro
conjunto e anticomuta com os elementos do segundo. Aplicando N a |y) € Hy, preserva-
se os autovalores do primeiro conjunto, enquanto os sinais dos autovalores do segundo sdo
trocados.

O processo de recobrimento de erros pode falhar se ha um E;Eb que comuta com O es-
tabilizador mas ndo pertence a este conjunto. Um operador com esta propriedade preserva
o subespaco de codificacdo Hs mas age nao trivialmente sobre ele, de forma que pode cor-
romper a informac¢do codificada. Se isto ocorre, o erro E, pode ser interpretado como um
erro E,. Na tentativa de correcdo, a aplicacao de EZEG causard a perda do dado enviado, pois
modificard as caracteristicas do estado transmitido.

Um cddigo estabilizador com distincia d tem a propriedade que cada E, € E, com peso

menor que d, estd no estabilizador ou anticomuta com algum elemento deste grupo. Sob este
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ponto de vista, o cddigo € ndo degenerado se o estabilizador ndo contém elementos de peso
menor que d. Um cédigo com distancia d = 2t + 1 pode corrigir até ¢ erros, assim como um
codigo com distancia s + / pode detectar até s erros, [23].

Em sintese, um cédigo corretor de erros quanticos pode ser caracterizado pelos seus

geradores e os n — k geradores podem ser representados por uma matriz (n — k) x 2n

H = (Hx|Hz), (4.9)

onde cada linha é um operador de Pauli expresso na notag¢do (a|b). A sindrome de um erro
E, = (aq4|b,) é determinada por suas propriedades de comuta¢do com os geradores M; =

(Cl/,'|bli). Isto é,

Siqg = (aa]ba).(a’i\b'i) = aa.b’i+a'i.ba, (4.10)

que é exatamente a defini¢io da operacdo fundamental sobre E, eq. (2.14).

4.2 Alguns Exemplos de Cédigos Estabilizadores

1) Cédigo de nove qubits de Shor [23], [22], [11].
Como mencionado na Sec¢do 3.3, o cddigo de repeticdo de nove qubits de Shor pode
detectar e corrigir erros do tipo bit flip e phase flip.

Os operadores 16gicos para este c6digo sdo:

1000) 4 |111))(]000) + [111))(|000) 4 |111))
2V/2

(]000) — [111))(]000) —[111))(]000) — |111))
22 '

Para detectar um erro do tipo bit flip sobre o primeiro bloco de trés qubits, compara-se o

0)= Joy) =

1) =11) =

primeiro e o segundo qubits e em seguida, o segundo e o terceiro. Isto é equivalente a medir
os autovalores de Z1Z; e de Z»,Z3.

Se a mesma andlise for feita sobre o segundo bloco, a medida que identifica um erro bit
flip sobre um dos qubits é o autovalor dos operadores Z4Z5 e ZsZg. Para o terceiro bloco, a
medida corresponde aos autovalores dos operadores Z7Zg e ZgZy.

Para detectar um erro phase flip sobre um dos trés blocos a medida a ser efetuada é o

autovalor de X Xo X3X4X5Xg e X4 X5X6X7X3Xo.
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Assim, os operadores que detectam erros no caso do cédigo de Shor sdo:

M, =Z,Z
M> = 2,75
M3 = Z4Zs
My = ZsZs
Ms = Z7 73
Mg = Z3Zo

M7 = X1 X2 X3X4X5X6
Mg = X4 X5X6X7X3Xo.

Cada um dos M;, para i € {1,---8} tem a seguinte propriedade:

M;|0r) =] Op)
M| 1) =|1L).
Portanto, os operadores M;, para i € {1,---,8} séo os geradores do estabilizador associ-

ado ao cddigo de Shor.

Na notacéo de (4.9), os geradores podem ser representados por

0000O0OO0O0O0OO0OO0O1T TO0OO0OO0OO0OOOO
0000O0OO0OO0OO0OO0OOTITITOO0OO0OO0O®O0OO®O
0000O0OO0O0OO0OO0OO0OO0OO0OT1T1O0OO0O0OGO
0000O0O0OO0OO0OO0O[0OOO0OOTT1O0OO0DO0
0000O0O0OO0OO0OO0O/00O0O0O0OO0O0O1T1OQO0]|”
000O0O0OO0OO0OO0OO0O/0O0O0OO0O0O0OO0OO0T11
1111110000 O0O0O0O0OO0O0OO®O
0001 1111T1{000O0O0O0O0O0O0 |

matriz que caracteriza o cddigo no formalismo estabilizador.

Note que X; e X, anticomutam com o operador M7 e por isso ambos sao erros detectados
pela medida de M.

De fato, X; corresponde ao vetor (100000000|000000000) = (a|b) e X, corresponde a
(010000000|000000000) = (&’|b’). M equivale a (000000000|110000000) = (ai|B).

Portanto, o autovalor de M X; € calculado por

(alb) * (a|B) =1,
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o que implica que a sindrome tem valor -1, o que indica que um erro foi detectado.
Os operadores da forma X;, para j € {1,---,9} ndo podem ser detectados pela medida
do gerador M| pois ambos comutam.

Por exemplo, X9 equivale ao vetor (000000001|000000000) = (@|b). Portanto,

(alb) = (aB) =0,

o que resulta em sindrome 1, que indica que ndo houve erro detectado.

2) Cédigo de sete qubits [23], [22].

Neste exemplo, estudaremos a construgdo do cédigo CSS(7, 1, 3), também conhecido
como codigo de Steane, sob o ponto de vista dos geradores do estabilizador, com o objetivo
de comparé-la a forma apresentada na Sec¢ao 3.5.2.

Considere um c6digo de Hamming cldssico com n =7 e k = 4. Sua matriz de verificacdo

de paridade € dada por

I 11
H=|1120
1 01

S O =

0
1
1

S = O

0
0
1

A matriz geradora do estabilizador do c6digo quantico € dada por:

- H 0
H_{O H}’ (4.11)
ou seja,
(111100 0[00O0O0O0O0 O]
1100110{0O0O0O0O0O0O
- 1 0101O0T1{00O0O0O0O0OO
100 O0O0O0O0OO0O|1 1T 11000
000O0O0OO0OO0O1 1T 0O01T1O0
000 00O0O0(1L O1O0T1O0 1]

O processo para relacionar os geradores do estabilizador com os operadores de erros X
e Z é transformar A em uma matriz da forma [Hy|HZ], ou seja, identificar cada entrada 1 da
matriz H da esquerda em (4.11) com o operador X e cada entrada 1 da matriz H da direita
em (4.11) com o operador Z. As entradas 0 sdo identificadas com o operador /.

A matriz resultante é
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T

I
~ O~ o~ PSP
~ O~~~ XS
~~ o~ P~ X
~ O~~~ ~ RS
~ o~~~
~~ O~~~
~ o~ o~~~
N NN~~~
~ NN~~~
N ~ N~~~
~~ N~~~
NN~~~ ~
~ N~~~ ~
N~ ~ o~~~

Este processo introduz trés operadores que implementam medidas na verificacdo de pa-
ridade e por isso ndo alteram as caracteristicas do c6digo inicial.

Os geradores X1 X>X3X4, X1X2X5Xe € X1X3X5X7, correspondentes as linhas 1, 2 e 3 da
matriz H, respectivamente, e os geradores Z) ZyZ3Z4, Z1Z»ZsZ¢ € Z1Z3Z5Z7, correspondentes
as linhas 4, 5 e 6, respectivamente, foram obtidos a partir do mesmo cddigo cldssico, o c6digo
de Hamming com parimetros [7,4,3], que contém o seu dual de pardmetros [7,3,3].

Em [21] e [13] menciona-se o seguinte resultado:

Suponha que Cy e Cy sejam cddigos cldssicos lineares com pardmetros [n,ky] e [n, ks,
respectivamente, tal que Co C Cy e C; C Co™ com capacidade de correcdo t, onde t = | (d—
1)/2]. O cddigo quantico resultante (pela construgdo apresentada) tem pardmetros (n, k| —
k) e corrige t erros.

No caso do cédigo de Steane, Cytemn=7e k=4 e C, tem n =7 e k = 3. Portanto, isto

justifica os parametros do cédigo de Steane: n =7, k=1ed = 3.

Uma outra maneira de estudar o CSS(7,1,3) é considerar os seguintes operadores:

M, = Z1Z,7:74
My = 7177576

My = 71737577, (4.12)

My = X XXX,
Ms = X;1XX5Xe

Mg = X\ X3XsX. (4.13)
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Todos os operadores M;, parai=1,2,3,4,5,6 verificam a paridade das palavras-codigo.
Os operadores M;, para i = 1,2,3, detectam erros do tipo bit flip. Ja os operadores M;, para
i =4,5,6 detectam erros do tipo phase flip.

Se a medida de M;, parai = 1,2,3 resulta em 1, o espaco gerado por eles € tal que as
palavras-codigo satisfazem a matriz verificagao de paridade do c6digo de Hamming na base
X. Equivalentemente, se a medida de M;, para i = 4,5,6 resulta em 1, as palavras-cédigo
no espaco gerado satisfazem a matriz verificacdo de paridade na base Z, que corresponde a
efetuar a transformada de Hadamard sobre a base X.

Assim, constrdi-se o cddigo de sete qubits sob a condi¢do de que a matriz verificacao de
paridade de Hamming deve ser satisfeita nas bases X e Z. Os geradores comutam porque o
co6digo de Hamming contém o seu dual.

Esta descricdo via geradores do estabilizador mostra de maneira objetiva como foi feita

a escolha para os geradores s;, parai = 1,2,3,4,5,6 apresentada na Secdo 3.5.2.

3) Codigos CSS mais gerais [23].

No exemplo anterior, consideramos um estabilizador cujos geradores podem ser escolhi-
dos como um produto de X’s («|0) ou um produto de Z’s (0]b) e que foram obtidos a partir
do mesmo cédigo cldssico. Tais geradores foram descritos na forma

- | Hx
-

0
H, } . (4.14)

O que ocorre em casos mais gerais quando os geradores ndo sdo produtos de Z ou X, ou
se eles forem obtidos de cdodigos cldssicos diferentes?

Veremos entdo uma outra forma de descrever a classe de codigos CSS. Seja C; o codigo
cldssico linear com matriz verificagio de paridade H;(n —k;) X n e seja C; um subcddigo
de Cj, com matriz verificagdo de paridade H> (n— k) X n, onde ky < kj. As primeiras
n — kp linhas de H, coincidem com as de Hj, mas existe k; — k» linhas adicionais linearmente
independentes em H;. Assim, cada palavra-cédigo em C; esta contida em Cy, mas C, possui
palavras-c6digo a mais.

O subcodigo C, define uma relagdo de equivaléncia em Cj; dizemos que u,v € C; sdo
equivalentes (u = v) se, e somente se, existe um w em C, tal que u = v+ w. As classes de
equivaléncia sdo as classes laterais de C, em Cj.

Um cédigo CSS € um cddigo quantico com k = k| — ka que associa um cdodigo a cada
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classe de equivaléncia. Cada elemento de uma base para o subespago de codificagdo pode

ser escrito na forma

_ 1
W) = Evezgz\\H—w}, 4.15)

uma superposi¢ao com pesos iguais de todas as palavras-cédigo na classe lateral represen-
tada por w. Existe 2¥17%2 palavras-cédigo linearmente independentes. Os estados | ) sdo
normalizados e mutuamente ortogonais: (w|w') =0, se w e w’ pertencem a classes laterais

diferentes, [23].

4) O Cédigo de cinco qubits [23].

O cédigo de cinco qubits € um exemplo de um cdédigo estabilizador nao-CSS (pois os
geradores do estabilizador ndo sdo produtos de X ou Z), que € perfeito, ndo degenerado e tem
pardmetros (5,1,3). Conforme mencionado na Se¢do 3.6.1, n =5 é o menor comprimento
das palavras-cédigo de um cédigo capaz de corrigir um erro em um qubit (limitante de Knill-
Laflamme) e por isso dizemos que este é um cddigo perfeito.

Os quatro geradores do estabilizador podem ser descritos por

My = X127Z3Xy,
M, = XoZ374Xs,
M3 = X1X3Z47s,

My = Z1XoXaZs, (4.16)

onde M;,M3,M4 sdo obtidos a partir de M; por permutacdes ciclicas dos qubits. M5 =
MiM,M3My4 ndo € independente dos outros quatro. Mas, se uma permutacdo ciclica de
um gerador também ¢é gerador, entdo trata-se de um coédigo ciclico. Como nenhum dos
geradores t€ém componentes Y, o quadrado de qualquer M; é I (ver Se¢do 4.1). Para cada par
de geradores, ha duas posi¢des coincidentes para um X e um Z, de forma que os geradores
comutam. Cada operador de Pauli de peso 1 ou 2 anticomuta com pelo menos um gerador
do estabilizador. Portanto, a distancia do c6digo € 3.

Considere os operadores de erros de peso 1. Estes operadores sdo da forma X, i €
{1,---,6} (um operador X na posi¢do i e I nas restantes), ou da forma Z;. Todos os opera-
dores de erros com esta caracteristica anticomutam com pelo menos um dos geradores. Por

exemplo, operador de erro X; anticomuta com o gerador M4 e Z; anticomuta com M| e M3.
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No caso de operadores de erros com peso 2, considere, sem perda de generalidade, aque-
les que atuam sobre os dois primeiros qubits. Suponha que exista algum que comute com
todos os geradores M;, i = 1,2,3,4. Para comutar com a componente X, de M> e com a
componente X; de M3, o operador deve ser da forma X X>. Todavia, X1 X, anticomuta com
X1Z2 de M1 € com Z1X2 de M4.

Portanto, o peso minimo para o operador que comuta com todos os geradores € 3.

Na notagdo simplética, o estabilizador € representado pela matriz

10010[01100
lotoo01jo0o110
H=110100/000 11 ¢17)

0101010001

H tem uma interpretaco interessante. Cada uma das suas colunas pode ser vista como a
sindrome de um erro sobre um qubit. Por exemplo, o operador bit flip X;, comuta com M; se

M; tem [ ou X na posicao j, e anticomuta se M; tem um operador Z na posicdo j. A tabela

X1 X X3 X4 Xs
M| 0 1 1 0 O
M| O O 1 1 O
M3 0 0 O 1 1
My | 1 0O 0 O 1

lista a saida da medida M >3 4 para o evento de um bit flip. Por exemplo, se M| = M, =
M3 = 1,M4 = —1 temos a identificacdo do erro, segundo a eq. (4.8).
Também, a submatriz da esquerda de H pode ser vista como a tabela de sindromes para

os erros phase flip.

Zi Zy 73 Za Zs
M1 0 0 1 0
My|O 1 0 0 1
Mi|1 0 1 0 0
MylO 1 0 1 0

Como Y anticomuta com X e Z, obtemos a sindrome para o erro ¥; somando a i-ésima

coluna da tabela dos X;’s e a i-ésima coluna da tabela dos Z;’s.

Y, » V3 Y4 Ys
M1 1 1 1 0
My 0O 1 1 1 1
Myl 1 0 1 1 1
My 1 1 0 1 1
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Encontramos, por inspecao, que as 15 colunas das tabelas de sindrome de X, Y, e Z sao
todas distintas e com isso verificamos que o cddigo € ndo degenerado e corrige um erro.

Por causa da ciclicidade do c6digo, caracterizamos todos os 15 elementos nao triviais do
seu estabilizador. Além de M| = XZZX1 e dos quatro operadores obtidos por permutacdes

ciclicas do qubit, o estabilizador também contém

MsMy = —YXXYI, (4.18)

mais suas permutagdes ciclicas, e

M)Ms = —ZYYZI, (4.19)

e suas permutacdes ciclicas. Todos os elementos do estabilizador sao operadores de Pauli de

peso 4.

5)- Cédigos detectores de erros

O estado de Bell
1
®) =—(]00)+ | 11
| @) ﬁ(\ )+ [11))
¢ estabilizado pelos geradores
ZZ, e Xi1Xo.

O codigo associado a estes geradores possui n = 2, k = (0 e tem distadncia minima 2 porque
nao contém operadores de peso 1 que comutem com X e Z. Como mencionado no Capitulo
2, um erro do tipo bit flip, phase flip, ou ambos, levam o estado | @) a outro autoespago que
¢ ortogonal ao primeiro.

Podemos estender estes codigos para n = 4 e k = 2, de tal forma que os geradores do
estabilizador sejam

2207374 e X1 XoX3Xa.

O cdédigo estendido tem distancia 2 como o cddigo original. O subespaco do cédigo €
gerado pelos estados de paridade par que sdo invariantes sob a a¢do simultinea em quatro

qubits. Uma base para o (4,2,2) é:

| 0000)+ | 1111),]0011)+ | 1100),| 0101)+ | 1010),| 0110)+ | 1001).
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Evidentemente, X ou Z agindo sobre qualquer qubit leva um estado a outro ortogonal ao
subespaco de codificacdo, de tal forma que qualquer erro sobre um qubit pode ser detectado.

A generalizagdo desta classe é o codigo (2m,2m —2,2) com geradores:

D2y Loy

X1 X5+ Xom,

com comprimento sempre par para que os operadores comutem.
O subespaco de codificacdo é gerado pelos estados dados por
1

(241~ (4.20)

onde x é um vetor de peso par n = 2m e —x denota o complementar bindrio de x.

4.3 Codigos Classicos Construidos a partir de Codigos Es-
tabilizadores

A construgdo de cédigos quanticos a partir de codigos classicos foi citada e exemplificada
no Capitulo 3. Todavia, existem condi¢des para a constru¢do de codigos estabilizadores a
partir de codigos classicos?

Embora possa parecer elementar, apresentamos como obter de uma matriz (n — k) x 2n
na forma (Hy | Hz), associada a um c6digo estabilizador, a matriz geradora de um c6digo
cldssico com taxa de correcdo de erros similar a do c6digo quantico original.

Nesta dire¢do, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 [6] Se existe um codigo quantico estabilizador (n, k) que corrige t erros,

entdo existe um codigo bindrio cldssico [n - 1, k] que corrige pelo menos t erros.

A construg@o envolve uma tranformacdo da matriz (Hy | Hz) para a sua forma padrio,
através da aplicac@o de operagdes elementares nas linhas. Essas operagdes elementares man-
tém as caracteristicas de corre¢do do codigo. A primeira € a adigdo de linhas, onde a j-ésima
linha é adicionada a i-ésima linha, para i # j. Isto corresponde a trocar o i-ésimo gerador
pelo produto do i-ésimo pelo j-ésimo gerador, fixando sua fase em +1. A segunda € a trans-

posicdo de colunas, onde a i-€sima coluna € trocada com a j-ésima coluna nas submatrizes
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Hy e Hz simultaneamente. Isto corresponde a transposi¢do da i-ésima posicao do qubit com
a j-ésima posi¢ao.

Aplicando as transformagdes do dois tipos na matriz (Hy | Hz) obtemos:

Lsxs) | Asxinos)) | E1(sxs) | B2(sx(n—s))
“4.21)
r><s ‘ ‘ E3 ‘ E4(r><(n—s))

onde s € o posto da submatriz Hy,e r =n—k — s 2, Agora, somando as linhas dos ultimos
r geradores e transpondo colunas nas ultimas n — s posicdes dos qubits, a matriz pode ser
reescrita na forma:
Lisxs) | Al(sxr) | A2(sxr) | Bi(sxs) | B2(sxt) | B3(sxr)
Oy xs) | Opryxt) | Orixr) | Crimxs) | Comxe) | Lirixr) (4.22)
O(ryxs) | Oraxt) | Otraxr) | Piraxs) | Otraxt) | Otraxry)
onde ri é o postode Eq, rp =r—ry et =n—s—r;°. Note que se r, > 0 e D # 0 entdo
um dos ultimos r, geradores ndao deve comutar com um dos primeiros s geradores. Assim,

podemos considerar r; =0, ri = r et = k. Entdo, (4.21) pode ser substituida por

By (sxk)
Co(rxk)

Bl(sxs)
Gy (rxs)

onde s+ k + r = n. Qualquer conjunto de geradores na forma (4.23) € dito estar na forma

A2(s><r)

0(r><r)

Al(sxk)

|: I(s><s)
O(rxk)

O(r><s)

B3(s><r)
Iier } (4.23)

padrdo [6].
Para uma matriz geradora na forma padrao, considere o cédigo bindrio cldssico gerado

pela matriz k x (n—r):

W 1 ] 421

O préximo passo € verificar se o cdigo cldssico tem caracteristica de corre¢do de erros
similares a do c6digo quantico original.

O cédigo cldssico, cuja matriz geradora é dada por (4.24), consiste de 2% palavras-cédigo
no espaco F,'". Com isso, procuramos construir um isomorfismo entre este c6digo e a sua
versio quéntica especificada em (4.23), consistindo de 2% palavras-c6digos contidas num
conjunto especial S de 2" estados distintos de n-qubits. Este conjunto S tem a propriedade
de ser fechado com respeito aos erros X nas primeiras n — r posicoes do qubit. O efeito

7z

dos erros bit flip sobre as palavras-cédigo do cddigo cldssico no espaco F,' " é equivalente

2E como aplicar a eliminacio de Gauss na submatriz Hy .
3E como aplicar a eliminacio de Gauss agora na submatriz E4 de (4.26).
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ao efeito dos erros X nas primeiras n — r posi¢cdes do qubit nas palavras-cddigo do cédigo
quantico sobre o espago S.
n—r

Formalmente, o isomorfismo que queremos construir € uma fungdo t: F, " — §, tal

que [6]:
1. T é bijetora;

2. Paracada (n—r)—upla (y1---y,—r) €F," ", palavra-cdigo do codigo cldssico, T(y1 - - - yn—r)

€ uma palavra-codigo do cédigo quantico;

3. Para cada palavra-c6digo (y1 - --y,—r) € F,' " do cédigo cldssico e para cada vetor erro
(Ei---E,—y) € E}", temos

r

—
‘C(yl YV DE) ...En_r) :XEl®~--®XE””®I®-~-®I‘C(y1---yn_r).

Se tal isomorfismo existir, um erro no i-ésimo bit do cédigo cléssico, parai € {1,--- ,n—
r}, corresponde a um erro X no i-ésimo qubit do cédigo quéntico. Assim, se o cédigo
quantico pode corrigir quaisquer ¢ erros entdo ele pode corrigir quaisquer ¢ erros X sobre as
primeiras n — r posicoes do qubit e o cddigo cldssico associado corrige quaisquer ¢ erros. O
procedimento € o seguinte: dada uma palavra-cédigo yi - - - y,—, sujeita a um erro Ey - - - E,_,
de peso limitado por ¢, primeiro aplicamos a fun¢do T sobre ela. Por 2) e 3), o resultado é
T(y1 - Yn—r) SUjeito a no maximo ¢ erros Z sobre as primeiras n — r posi¢des dos qubits, que
podem ser corrigidos. Por 1), T~! pode ser aplicada para corrigir a palavra-cédigo quantica,
implicando na correcdo da palavra-c6digo original. Assim, se estabelecermos uma funcao
T que satisfaga as trés propriedades, o cédigo cldssico especificado por (4.24) deve corrigir
pelo menos a mesma quantidade de erros que o cédigo quantico especificado por (4.23) pode
corrigir.

Para o caso do canal de depolarizacdo com parametro p, se o c6digo quantico possui
fidelidade 1 —¢€, terd também fidelidade 1 — € para um canal que aplica X independentemente
nas primeiras n — r posicdoes do qubit independentemente com probabilidade p. Assim, o
codigo cléssico correspondente corrige o erro com probabilidade 1 — € sobre o canal BSC
com parametro p.

A bijecdo a qual nos referimos nesta secdo foi construida por Cleve, [6]. Neste trabalho,
o autor demonstra também que a bijecdo 7T satisfaz as propriedades descritas em 1), 2) e 3).

[lustraremos os resultados com um exemplo.
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Exemplo 4.3.1 [6] Considere o cédigo qudntico com pardmetros (8,3) que corrige um erro

e cujo estabilizador é dado por

1 1111111{000O0O0O0O00O0
0 00O0O0OOOOIL T T1TT1TT1T1T11
101001010 00O0T1T1T11 (4.25)
1 0101010[(00T1TT1TO0OO0OT'1
100101 10(0101O0T1O0°71
Colocando na forma padrao
1 0001 1 1{0f1 01 1|1 0 1|0
01001 1O0|1]1 10T1|1 1010
00101 01{1{0O1O0T1|1 O0T1(0], (4.26)
0001/01 1|10 O0T1T1T|1 1 0(0
00 0O0[0OO0O|OIT T 1 11 1 1|1

temos um cédigo equivalente a (8,3) na forma (4.23). Pelo exposto, o cddigo linear bindrio

resultante é gerado pela matriz na forma (4.24):

1 110[100
1 101/010], 4.27)
101 1[00 1

que é a matriz verificacdo de paridade do codigo de Hamming [1,3,3].

Mencionamos que c6digos cldssicos podem ser utilizados para gerar cddigos quanticos
como € o caso dos codigos CSS. Concluimos que a reciproca também vale, ou seja, existe
uma perfeita identificagcdo quanto a possibilidade de construcdo entre cddigos classicos e
codigos quanticos.

Cabe-nos a pergunta do que mais pode ser identificado entre as duas teorias de codifica-
¢do. E de conhecimento geral que vérias propriedades dos cédigos quanticos coincidem com
as dos codigos cléssicos. A fundamentacdo tedrica que garante tal afirmacao esté relacionada

com o conceito de geragdo de cddigos sobre GF (4), o corpo de Galois com 4 elementos.

4.4 Cddigos sobre GF(4)

Considere o caso do cddigo de cinco qubits, Se¢do 4.2. Tal cdédigo quantico com para-

metros (5, 1,3) foi caracterizado a partir da escolha dos geradores do estabilizador M;, para
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i =1,2,3,4. Disso, concluimos que a distancia minima é d = 3. E com fundamentos en-
volvidos na construcao de cédigos sobre GF(4) que justificaremos como foram obtidos tais
geradores.

As formas tradicionais utilizadas para gerar cddigos cldssicos sdo:

1. utilizagdo da estrutura de espago vetorial k-dimensional cujos vetores t€m compri-

mento 7 € cujas componentes pertencem a 775,

2. utilizagdo de corpos finitos com ¢ elementos que em geral denominamos GF (q) = F;

ou corpo de Galois com q elementos, onde g = p™, para p primo.

Para c6digos ndo binérios, modelamos o erro por um deslocamento ciclico dos g simbolos
do cédigo. Existe, desta forma, g — 1 erros ndo triviais. O peso de Hamming de um vetor em
GF (q) é o nimero de elementos que sdo diferentes de zero. A distdncia de Hamming entre
dois vetores € o peso da diferenca entre eles. Um cddigo cldssico [n,k,d| 4 consiste de g~
palavras-cédigo em F", onde a distancia minima entre um par delas € d. O limitante superior
do nimero de palavras-c6digo encontrado pelo método de empacotamento de esferas e que

deve ser satisfeito pelo cédigo [n,k,d] comd =3, é
14+(g—Dn<qg"* (4.28)

O cddigo de Hamming perfeito bindrio com pardmetros n = 2" — 1, k = n — m satura este
limitante para ¢ = 2 mas, admite generalizagdo em qualquer F; que pode ser construida a

partir de

, (4.29)

para k =n—m.

O cédigo (5,1,3) pode ser gerado a partir de um cédigo de Hamming cléssico na forma
[5,3,3],. Observamos assim uma identificagdo entre os cédigos cldssicos sobre GF (4) e os
codigos quanticos estabilizadores bindrios. Isto é possivel porque o estabilizador pode ser
associado a um conjunto de vetores sobre Fy, fechado com relagcdo a adi¢do. Apresentaremos
a seguir como € possivel tal associacao.

O GF (4) possui quatro elementos que denotaremos por 0, 1, ®, ®, onde

I+l=0+0=0+0=0,
l+o0=0, (4.30)
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e =00, 0n=1.

Se identificarmos X com ®, Zcom 1, Y comw+1=® el com W+ ®+ 1 = 0, notamos
que a estrutura aditiva de GF (4) esté associada ao grupo de Pauli gerado por X e Z. Mas,
como mencionado, o grupo de Pauli é ndo- abeliano. E preciso entdo estabelecer uma estru-
tura, como fizemos ao construir £, que torne o grupo de Pauli abeliano quando restrito a tal
estrutura.

Com este propdsito, definimos a funcéo linear traco, tr : GF (4) — Z, tal que [22, 5]:
tr(0)=tr(1)=0 tr(w)=tr(®) =1, (4.31)

ou, na forma mais geral, como

tr(x) =x+x

para x € GF (4).

A partir da fung@o traco, é possivel obter um espago vetorial n-dimensional sobre GF'(4).
Como ® e 1 formam uma base para o espago vetorial bidimensional com relagdo a GF(2) =
Z, podemos escrever qualquer elemento de GF (4)" como ®wa + 1b, onde a,b € Z,".

Definindo a fungdo & : E — GF(4)" como
E(a|b) = wa—+ 1b, (4.32)

temos que, quandon =1, § levaa classe (1]0), contendo X, em w e a classe (0] 1), contendo
Z,em 1, como necessdrio. A fungdo &, além de ser uma bijec¢do, € um isomorfismo entre os
espagos vetoriais bindrios, quando consideramos GF (4)" como um espago vetorial bindrio
sob a restri¢do de escalares.

Como wa; +bj # 0 se, e somente se, aj # 0 ou b; # 0, o peso quantico de um vetor
(a|b) € E coincide com o peso cldssico de Hamming de sua imagem &(a | b) = wa+ 1b €
GF(4)".

Tendo em vista que o produto interno usual o sobre GF (4)" é dado por

n
vow=vo®= ) v;®;, (4.33)
j=1

€ possivel mostrar que

tr[(wa+1b).(0d +b)] =ab +d.b= (a|b)x(d | ). (4.34)
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Isso implica que a forma o é identicamente nula sobre um subespago de GF(4)" se, e
somente se, a forma * € identicamente nula sobre o subespaco correspondente de E. Isto é,
0 espago GF (4)", sob a restri¢do de escalares, € isomorfo a E pela fungdo & que identifica o
peso quintico com o peso cldssico. Também, um subespaco de GF(4)" é a imagem, sob &,
de um subespago totalmente isotrépico de E (com respeito a ) se, e somente se, € totalmente
isotrépico (com respeito a o).

Segue um resultado importante:

Teorema 4.4.1 [22] Se W é um subespago I-dimensional totalmente isotrépico de GF (4)"
(com respeito ao produto interno Hermitiano) tal que W —W tem peso minimo de Hamming

d, entdo a restri¢do de escalares a 7 associa um cédigo estabilizador (n,n—21,d) a W.

Exemplificaremos os resultados discutidos nesta secdo aplicando-os na constru¢do do

cddigo quantico de pardmetros (5,1,3).

Exemplo 4.4.1 Mostraremos que o cddigo (5,1,3) pode ser gerado a partir do cédigo
5,3,3],

A matriz verificacdo de paridade do codigo cldssico estendido sobre Fy é dada por

1l o o 1 O

H=10 1 0 o 1

cujas colunas geram os cinco espacos 1-dimensional distintos de GF (4)2. Agora,

(low10) < (ZXXZI) < (01100 | 10010) = (az | b2),

(0lowl) < (I1ZXXZ) < (00110 | 01001) = (a3 | b3).

De maneira similar, multiplicando a primeira linha de H por ® e somando a ela a segunda

temos (ay | by); multiplicando a segunda por ® e somando a ela a primeira, encontramos

(a4 | ba).

Com isto, concluimos que podemos obter os geradores do estabilizador do cddigo (5,1, 3)

a partir do cddigo cldssico com pardmetros |3, 3, 3] estendido sobre GF (4).



Conclusao

Por se tratar de um trabalho com abordagem tedrica, pudemos analisar conceitos e re-
sultados envolvidos na formaliza¢do do processo de transmissao de informagdes codificadas
em estados quanticos.

A apresentac¢do de propriedades fisicas que definem as caracteristicas da Mecanica Quan-
tica, tais como o emaranhamento e o Teorema da Nao-Clonagem, permitiu uma idéia geral
das condicdes que devem ser satisfeitas pelo procedimento de codificacdo sob o ponto de
vista quantico. Por se tratar, em geral, de conceitos desconhecidos em nosso ambiente clds-
sico, optamos por apresentd-los no Capitulo 1, onde citamos também avangos relevantes em
Teoria de Informac¢do Quantica, com o intuito de que o leitor conheca as estratégias nesta
area de pesquisa.

No Capitulo 2, baseados em resultados da Teoria de Grupos, desenvolvemos 0s passos
que levaram a defini¢cdo do grupo de operadores de erros, a partir do qual gera-se c6digos
corretores. A teoria dos Grupos de Clifford possibilitou uma descri¢do matricial desta defini-
cdo, fazendo com que as justificativas pudessem ser citadas de maneira concisa, como de fato
ocorre em Mecanica Quantica. Em seguida, a andlise da estrutura matematica do grupo de
erros e das conseqiiéncias da mesma no estudo levou-nos a discussdo da ndo-comutatividade
do grupo de Pauli e da necessidade que esta caracteristica fosse contornada no contexto de
codificacdo. A procura por estratégias que permitissem associar condi¢des necessarias para
a criagcdo de cddigos neste ambiente ndo abeliano foi concluida com resultados conhecidos
matematicamente, tais como Teorema de Sylow e suas propriedades, solubilidade de grupos
e decomposicao dos mesmos em classes laterais. Conseqiientemente, estudamos a estrutura
do grupo quociente, definimos grupos especiais € extra-especiais e, em seguida, citamos con-
ceitos da Geometria Ortogonal associada ao problema em estudo. Esta descri¢ao explicitou
a importancia da decomposicdo ortogonal do espaco vetorial complexo, de forma que os er-

ros gerados pelo grupo de Pauli pudessem ser distinguidos. Todavia, a ortogonalidade dos

75
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autoespacos foi garantida pela propriedade abeliana que o grupo quociente (o grupo de er-
ros quocientado pelo seu comutador) proporcionou. Por sua vez, os autovalores associados
aos autovetores geradores dos autoespacos ortogonais descreveram a acdo dos operadores
de erros no subespaco escolhido para a criacdo do cédigo. Propriedades da Algebra Linear
possibilitaram uma descri¢cao simplificada destas acoes.

Esta abordagem descritiva construiu relacdes entre conceitos de Teoria de Grupos e Al-
gebra Linear, propriedades fisicas relacionadas as caracteristicas do espaco quantico € ne-
cessarias observacdes no contexto de codificagcdo e criacdo de cddigos. Optamos por assim
fazé-la afim de induzir o leitor a entender o processo tedrico, reconhecendo as limitagdes im-
postas pela Fisica Quantica e compreendendo as conseqii€ncias no processo de transmissao
de informacdes.

No Capitulo 3, iniciamos a descri¢do das propriedades dos cédigos corretores de er-
ros quanticos. Salientamos as dificuldades associadas ao processo de medida dos estados
quanticos, 0 que nao nos permite criar um c6digo de repeti¢do andlogo ao classico que seja
confidvel. Os projetores (e observaveis) e as operacdes associadas possibilitaram uma inter-
pretagdo fundamental no entendimento de como a detec¢@o de erros quanticos ocorre. Por
1Ss0, optamos em mencionar estes conceitos e operacdes com uma quantidade razoavel de
detalhes. Em seguida, a descri¢do dos canais bit flip e phase flip e do procedimento de codi-
ficagdo utilizando nove qubits proposto por Shor exemplificou a deteccio e corre¢do de erros
através de medidas de observaveis, o que torna o formalismo simples e elegante. A condi-
cdo de distin¢do entre estados quanticos em espacos mutuamente ortogonais foi descrita em
fun¢do de resultados relacionados diretamente a escolha de subespacos de codificacdo, de
forma a identificar conceitos fisicos e restricdes fundamentais para a eficiéncia do processo
de transmissao.

Tendo definido um cédigo corretor de erros quanticos, apresentamos o parametro distan-
cia d a ele associado e as relagdes existentes entre d, n e k. O que se concluiu é que embora
as definicoes sejam diferentes da cldssica, as condi¢des mantidas entre os parametros de um
cddigo quantico sdo similares e muitas vezes idénticas as do caso cldssico. Visando descre-
ver maiores correspondéncias, estudamos o codigo de Steane, que pertence a classe CSS, e
que € obtido a partir do c6digo cldssico de Hamming com parametros [7,4,3].

No Capitulo 4, descrevemos a classe dos codigos estabilizadores, que contém a classe

dos codigos CSS, que comentamos no Capitulo 3. O formalismo dos codigos estabilizadores
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foi apresentado segundo defini¢des de teoria de grupos. A possibilidade de uma descricao
simplificada (em termos de geradores do estabilizador do subgrupo de erros que pode ser
corrigido por cada c6digo) é uma caracteristica relevante desta classe. Contudo, identifica-
coes quanto a constru¢do com codigos cldssicos também sdo fatores que justificam a atencao
especial designada. Por fim, mencionamos a correspondéncia entre os c6digos corretores de
erros quanticos e os c6digos cldssicos gerados sobre GF (4). Com o objetivo de exemplificar
0 quao valiosa € esta identificacdo, optamos em apresentar a constru¢ao do cédigo quantico
com pardmetros (5, 1,3) a partir dos elementos de GF'(4) e manipulagdes algébricas bastante

simples.

No geral, este trabalho foi realizado com o intuito de inserir o leitor em um novo ambiente
de transmissdo de informagdes, abordando conceitos necessdrios para o entendimento dos
processos tedricos envolvidos. Acreditamos que, pela descricdo adotada, esta dissertacao
possa ser utilizada para um maior entendimento das aplicacdes da Mecanica Quantica e
estimular novas pesquisas, principalmente no campo de codificagdo quantica, que ainda nio

conta com muitos partidarios em nosso pais.



Trabalhos Futuros

Foi estudado nesta dissertagdo o grupo de Pauli e suas aplicagdes em codificacdo de in-
formacdes em estados quanticos. Sendo este grupo um caso particular dos Quatérnios, seria
interessante expandir o estudo na tentativa de unir propriedades quénticas utilizadas para
a codificacdo as caracteristicas estruturais dos Quatérnios, o que pode favorecer o entendi-
mento geométrico do espago para a codificacdo quantica.

O mesmo poderia ser realizado com os Octonios, ainda que esta teoria ndo esteja to-
talmente desenvolvida e acessivel. Neste caso, estariamos considerando um grupo de erros
com oito operadores, que ndo encontraria correspondéncia no grupo de Pauli ou no GF'(4).
Por exemplo, o c6digo de repeticdo com nove qubits de Shor ndo seria referencial, pois os
geradores do grupo de erros ndo corresponderiam a X e Z.

Outro tema interessante associado ao presente trabalho € a imersdo de nossos estudos
(que foram todos realizados nas condicdes do espaco de Hilbert) no espaco hiperbdlico.
Estudos considerando a transmissao de dados pela codificagdo cldssica sob as condi¢des do
plano hiperbdlico mostraram-se valiosos em relagdo aos estudos sob o plano euclidiano. Por
isso, espera-se que os resultados obtidos sobre espago hiperbdlico também tragam novas
dimensdes para o estudo do problema de codificacdo quantica. Existe ainda a identificacio
do plano hiperbdlico com os Quatérnios, o que nao deixa de ser um estimulo para a procura
de correlagdes entre o espago hiperbdlico e o grupo de Pauli.

Além destas propostas, a procura de novos c6digos, o que implicaria na maior compre-
ensdo das caracteristicas dos estados quanticos e da teoria matematica envolvida no processo
de codificagdo-deteccdo e decodificacdo de erros introduzidos pelo canal que transmitird as

informacdes na forma de qubit, também é um campo de pesquisa muito promissor.
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