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Resumo

Este trabalho estuda a aplicacdo do modelo de crescimento de Richards a
populagdes de animais e ao cdlculo de certos indicadores da viabilidade das populacdes.
A probabilidade da populagdo em estudo atingir um determinado nimero de individuos e
o tempo esperado para que ela atinja este valor sdo os dois indicadores estudados. A
aplicacdo da teoria assintética e a abordagem cldssica do problema de inferéncia dos
pardmetros do modelo de Richards apresentam algumas dificuldades devido ao mal
condicionamento da matriz de informagao de Fisher associada ao modelo, o que resulta
na identificabilidade pobre do pardmetro de forma. Nesta tese mostramos que o modelo
de Richards pode ser visto como um modelo logistico quando aplica-se aos dados a
transformacao de poténcia de Box e Cox. Com esse recurso podemos reduzir o problema
original a inferéncia de um modelo linear, para em seguida, aplicar o método de maxima
verossimilhanga profile, tornando assim vidvel a inferéncia dos parametros. A andlise
bayesiana completa o painel relativo a inferéncia, motivada pela situacdo de pequenas
amostras de dados, situacdo encontrada freqiientemente no estudo de populagdes
autéctones. Para populagdes sujeitas a manejo, introduz-se a estimacdo do modelo com
abate proporcional ao tamanho da populagdo, na forma de um processo estocdstico ou
como uma fragdo deterministica. As técnicas desenvolvidas sdo testadas em séries
sintéticas e faz-se uma aplica¢do a modelagem e a andlise dos indicadores de viabilidade
da série do rebanho bovino e histérico de abates, obtendo-se projecdes do tamanho do
rebanho brasileiro nos préximos anos.

A obtencdo de estimativas dos parametros do modelo com boa precisao foi o
principal objetivo da tese, uma vez que, o cdlculo dos indicadores de viabilidade da
populacdo depende diretamente dessas estimativas.
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Abstract

A This Awork Aocus Apn Ahe Agpplication Apf Ahe ARichards Agrowth Anodel Apn Agnimal
populations Aand Apply AtAoAhe Aalculus Apf Aertain Apopulation Ayiability Andicators. A he
probability Af Ahe fyopulation Ap AgachAAertainAgvel And Ahe Axpected Aime Ap Agach At Are
the AwoAndicators Areated Ahere. AFirstAwe Aapply Ahe Aclassical Aheory Ao Ahe Aparameter
inference Aproblem, AputAsomeAlificulties Agrise Alue Ao Ahe Agplication Apf Ahe Aasymptotic
theoryAoA/AgenerallyAmall AlataAample. AVloreover, Alirect Aypplication AHf Anaximization
methodsAyields AoorAdentifiability Af Ahe Ahape Aarameter. An Ahis Ahesis, Ave Ahow Ahat
theRichardsAnodel &AanAeAnterpreted As AApgisticAnodel, Ay Applying Ahe Box And AL ox
powerAransformation Ao AheApriginal Ajata. AThis Ainderstanding Aallow Ays Ao Aeduce Ahe
original AproblemAoAAinear Anference, And Apply Ahe HrofileAjkelihood Aechnique. AT'he
BayesianAnalysisAompletes Ahe Approach Ap Ahe Anference Ayroblem, Anotivated Angart, Ay
the AmallAize Af AlataAelated Ao Aative Aanimal Apopulations. AorApopulations Aubject Ao
management,AthisAworkAintroduces AtheAmodel AestimationAwithAharvesting AthatAjs
proportional Ap Ahe AopulationAjze, AsAAleterministic Araction Ar As AAtochasticrocess.
TheAechniqueAs Aested An Agenerated Aeries,&And AnAnApplicationAnvolvingAhe Agross
BrazilianAattle Aerd. A'hisAtudyArovides Arojections Ap Ahe Auture AyopulationAjze.

A TheAnainAybjective Af Ahis Ahesis Ayas Ao Abtain Astimates Ayf Ahe Richards Anodel
parameters AyvithAgood Aprecision, Avhich Allows Aeliable A alculus Af Apopulation Ayiability
indicators.
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n Inverso da variancia do ruido wy
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I; Intervalo do espago de estados S
P Probabilidade de transi¢@o entre os estados contidos em I; e I;
P Matriz de probabilidades de transi¢do de estados
T;; Tempo de primeira passagem de I; para I;
Hij Valor esperado de T;;
T Tempo méaximo do simulagao
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Capitulo 1
Apresentacao do problema de analise e controle do
crescimento populacional

Nesta tese tratamos de modelos estocdsticos de crescimento de populacdes
animais. Este estudo consiste na escolha de um modelo adequado, que se ajuste aos
conjuntos de observacdes do nimero de individuos de uma populacido animal ao longo
do tempo, e na inferéncia dos parametros dos modelos. A modelagem ¢ uma ferramenta
importante para se compreender como as incertezas ambientais afetam o crescimento de
uma populagao, vide por exemplo, Boyce, 1992 ; Ludwig, 1996 ; Hertzler et al.,1997 e
Holmes, 2001. Tem-se como objetivo calcular indicadores da viabilidade da populacao
na forma da probabilidade da populacdo atingir um determinado nivel e do tempo
esperado para a populagdo atingir esse nivel. A obtencdo de estimativas dos parametros
dos modelos com boa precisao foi o principal objetivo da tese, uma vez que, o calculo
dos indicadores de viabilidade da populag¢ao depende diretamente dessas estimativas.

A motivacao para o estudo desses modelos € a preocupagao, nos dias atuais, com
o problema de extincdo ou aumento excessivo de populagdes selvagens que tiveram seu
habitat modificado e também o problema do ponto de vista econdmico de exploracdo de
recursos renovaveis como pesca, caca, criacao para abate etc.

Neste capitulo apresentamos o problema de crescimento populacional, os
impactos ecoldgicos que afetam esse crescimento € os modelos matematicos do

crescimento de uma populacdo. No final do capitulo, apresentamos a estrutura da tese.
1.1 O problema de crescimento populacional
Uma populagado € definida como um grupo de organismos, geralmente da mesma

espécie, que ocupa uma area definida durante um periodo de tempo especifico. A

populacdo, mais do que os individuos, é o foco primdrio do manejo da vida selvagem.



Enquanto os biélogos monitoram as condi¢des do habitat das populagdes, eles também
determinam cuidadosamente o tamanho, a vitalidade e a diversidade das populacdes para
medir a "satide" do ecosistema.

Uma das questdes bdsicas da ecologia se refere ao tamanho das populagcdes de
algumas espécies que pode variar muito em curto espaco de tempo. Os pesquisadores
dessa drea se esforcam para melhorar a confiabilidade das respostas a questdo;
infelizmente, respostas claras s@o raramente disponiveis. Porém, elas tornam-se mais
plausiveis quando sdo baseadas em conhecimento quantitativo das populagdes selvagens.

Considerando-se uma espécie como o resultado da histéria evolutiva de seu
patrimonio genético em relagdo a seu ecossistema, sua conservacdo sé faz sentido se
inserida no contexto do meio ambiente em que habita, assegurando-se acima de tudo a
funcionalidade desse ecossistema. Esta preocupacdo tem norteado a filosofia
conservacionista mais recente. Nela, considera-se como principal objetivo de trabalho os
processos ecoldgicos que determinem a distribuicao e abundancia dos seres vivos e, a
partir dai, a funcionalidade de seus ecossistemas (apud Verdade, 2004).

Um ponto importante neste estudo é descobrir por que as populagdes animais
flutuam, algumas vezes extensamente, crescendo até se tornarem pragas ou diminuindo
até chegar ao limite da extingdo - um problema pertinente para os pesquisadores que
trabalham com a vida selvagem.

Existem muitos processos fisicos, quimicos e bioldgicos responsdveis pela
dindmica de uma populacdo animal. Para que seja possivel modelar matematicamente
tal dinamica, é preciso entender alguns conceitos ecoldgicos importantes tais como
reproducdo, predacdo, competi¢do, mutualismo etc (Petrere, 1992).

Além da preocupagdo com a conservacdo das espécies selvagens que nao t€m
interesse econdmico, os pesquisadores também trabalham com espécies cuja exploracao
econdmica deve ser controlada para manter os niveis de producdo sem provocar a
extincao.

Estudos detalhados sobre as populagdes, no entanto, requerem a coleta e andlise
de dados sobre fatores 6bvios como disponibilidade e qualidade de alimento, populagcdes
de predadores, conhecimento sobre quais espécies competem entre si, ocorréncia de
doencas, influéncias climéticas e o impacto causado por acdes humanas como caca,
pesca
ou atividades que destroem os habitats como desmatamento e mineragdo. Em poucos

estudos de campo encontramos esses dados.



1.1.1 Caracterizacao de uma populacio

As populagdes tém caracteristicas que os individuos ndo tém, que podem ser
expressas matematicamente. Por exemplo, uma populacdo pode ser caracterizada pela
densidade demografica, que € o nimero de individuos por unidade de 4rea. Para entender
a dindmica de crescimento de uma populacdo, estudamos suas taxas de natalidade e
mortalidade, definidas como o nimero de nascimentos e de mortes por mil, cem ou por
um individuo por ano.

Uma populacdo tem estrutura de idade, que é a distribuicio do nimero de
individuos com varias idades. Naturalmente, a propor¢ao de individuos na idade de
procriagdo em uma populacdo afeta a taxa de nascimento e influencia fortemente o
crescimento. Da mesma forma, o nimero de individuos a partir de certa idade afeta a
taxa de mortalidade. Além dessas taxas, a razdo entre os sexos também influencia o
potencial de reproducao.

As populacdes também té€m fecundidade e fertilidade especificas da espécie. A
primeira se refere, por exemplo, ao nimero de "ovos" produzidos por fémea ou a
quantidade de esperma produzida por macho. Como a quantidade de esperma raramente
influencia a taxa de nascimento, a fecundidade geralmente estd relacionada mais com a
quantidade de ovos produzidos. A fertilidade é a porcentagem de ovos férteis, e a
producdo € o numero efetivo de descendentes produzidos em determinado periodo de
tempo. Alguns autores medem a produgdo somente como o nimero de novos individuos
que atingem a idade de procriacdo, pois 0s animais que morrem entre 0 nascimento e a
maturidade sexual ndo sdo contados. Mudancas em parametros como a razao dos sexos e
a distribui¢ao de idade influenciam muito a producao, isto €, o nimero de descendentes
pode variar muito dependendo da propor¢do de fémeas e de animais em idade de
procriac@o na populacao em um dado momento (Bolen, Robinson, 1999).

A obtencdo de informacao precisa sobre o tamanho de uma populacdo selvagem
¢ uma das tarefas mais dificeis para os pesquisadores. Os dados sdo apresentados em
forma
de estimativas e, muitas vezes, apresentam censura®. Algumas espécies, particularmente
aquelas que vivem em dreas abertas, sdo contadas a partir de fotos aéreas, outras exigem

um trabalho de amostragem no campo.

censura*: observacdes incompletas obtidas em periodos irregulares de tempo



Uma contagem completa € raramente possivel em dreas onde a vegetacdo ou a
topografia escondem os animais ou onde a populacdo € muito grande. Em tais casos,
uma estimativa pode ser feita com base em uma amostragem por quadrats, que consiste
na contagem e/ou pesagem dos organismos encontrados em quadrados de tamanho e
quantidade adequados para fornecerem uma estimativa da densidade na drea amostrada.
Esses quadrats podem ser ninhos ou outro tipo de abrigo em determinado espago. Com o
conhecimento do nimero médio de quadrats pode-se entdo inferir o tamanho da
populacao.

Uma maneira muito comum para obter uma amostra de animais é o método da
razao captura e re-captura. Uma primeira fase deste método consiste na captura e
marcacdo de animais. A segunda fase € soltd-los e mais tarde coletar outra amostra. O
tamanho da populagao € calculado usando-se a propor¢cdo de animais marcados que estao
na segunda amostra.

Quando existe migracdo em uma populagdo, a obtencdo de estimativas do
tamanho da populacdo fica muito mais complexa. Nesses casos, € preciso contar com a
colaboracdo de pesquisadores que se encontram nas diversas regides para onde os
animais podem migrar. Os pesquisadores que trabalham com essas espécies devem estar

sempre em contato para a troca de dados.

1.1.2 Aspectos economicos do problema de populacao e os impactos ecolégicos

Em diversos paises, ja existem programas de controle de pesca e caca de algumas
espécies com o objetivo de conservar suas populagdes e manter uma producdo
sustentdvel, mas no Brasil ainda estamos longe de atingir um controle efetivo da
exploracao dos recursos naturais. Devido a extensao territorial de nosso pais e aos niveis
de pobreza das familias que vivem em algumas dreas, é praticamente impossivel
implantar programas de controle que garantam seu sustento por muito tempo.

A legislacdo brasileira que normaliza o uso da fauna silvestre pode ser
considerada extremamente conservadora se comparada a paises como os Estados Unidos
e a Venezuela. No Brasil, a proibicdo da caca impede o uso legal de espécies
econOmicas, tornando assim ilicita a renda gerada e necessdrio o investimento em
fiscalizacdo em lugar de monitoramento. Dessa forma, a parcela da populacao local que
ndo possa ou ndo deseje abrir mao do uso desses recursos, € levada a ilegalidade. Por

outro lado, a parcela da populacdo local que pode optar por formas legais de geracao de



renda, normalmente o faz através de alteracdes mais profundas no ambiente como, por
exemplo, substituindo a floresta por pasto ou agricultura. E importante notar que existe
uma diferenga socio-econdmica e cultural entre a caca praticada por esporte e aquela
praticada para subsisténcia, como é o caso dos caboclos da Amazdnia ou os sertanejos
nordestinos. O uso sutentdvel ndo leva a populagdo a extingdo, os programas extensivos
de uso sutentdvel, ao contrdrio, geram renda permitindo a conservacido do ambiente onde
as espécies vivem. Através da utilizacdo econdmica de uma espécie & possivel
proporcionar a conservagdo do ecossistema, ou de sua funcionalidade ecolégica (apud
Verdade, 2004).

A fauna brasileira € riquissima e € por seu valor econdomico que muitos dos
nossos animais sdo abatidos, sem respeito a seus periodos de reprodugdo, expondo-se
muitas espécies ao risco de extincdo. Entre os mais cagados, estdo as emas e araras para
retirada das penas, as tartarugas para utilizagdo da carne e do casco, os jacarés e as
lontras para o uso da pele na confeccdo de casacos, sapatos e bolsas. Para se ter uma
idéia da quantidade de animais abatidos, 2.500 pessoas foram detidas no pantanal do
Mato Grosso, somente em 1991, por comercializarem peles do jacaré-do-Pantanal, uma
espécie ameacada de extingdo (Costa, 2001).

Uma vez extinta uma espécie animal ou vegetal, ndo existe mais possibilidade de
recupera-la. Nao conhecendo sequer o nimero de espécies animais e vegetais existentes
no planeta, assim como a sua utilidade, o homem nao deveria correr o risco de perdé-las
definitivamente.

1.24)sAnodelosAleArescimentoA

A escolha de um modelo matemético adequado para o estudo da dinamica de
uma populacdo animal é uma das maiores dificuldades dos pesquisadores dessa area. A
questdo € se devemos usar um modelo muito realista mas que limita a obtencdo de
resultados que podem ser relevantes ou usar modelos mais simples mas que t€m maior
facilidade analitica.

Os modelos de crescimento podem ter varios niveis de complexidade e,
dependendo do objetivo da pesquisa, o0 modelo considerado pode ser intratdvel do ponto

de vista da inferéncia. Alguns tipos de modelos que podem ser usados sao os modelos



deterministicos, os modelos estocdsticos, os modelos para uma sé espécie, os modelos
para duas ou mais espécies (envolvendo competicdo, mutualismo e predacdo). Os
modelos podem ainda se apresentar com estados discretos ou estados continuos, modelos
com estrutura etdria, modelos que contém a razdo dos sexos, modelos com distribui¢io
espacial etc.

Se desejamos analisar a viabilidade da populacdo através do célculo da
probabilidade de extin¢do ou do tempo esperado até extingdo, € recomenddvel optar por
modelos simples e que levem em conta os parimetros mais importantes, que sio a
capacidade de suporte (nivel no qual a populacdo se estabiliza na auséncia de fatores
ambientais aleatérios) e a taxa intrinseca de crescimento da populagdo. Um modelo
estocdstico para uma populacdo pode aproximar adequadamente as propriedades
estatisticas de flutuacdes no tamanho da populacao.

No caso em que o objetivo € o cdlculo de politicas de controle da populagao,
também é preciso ponderar a complexidade do modelo com as dificuldades que este
pode apresentar para esses calculos.

Assim como existem dificuldades na obtencdo de estimativas confidveis para o
tamanho da populagdo, também encontramos dificuldades para obter dados de
competi¢do, mutualismo, predagdo, comportamento territorial, migracdo etc. Nesta tese
estudamos os modelos estocdsticos discretos para apenas uma espécie sem estrutura
etéria, razao dos sexos e distribui¢ao espacial.

As populagdes apresentam padrdes caracteristicos de aumento denominados
formas de crescimento populacional. Para fins de comparagdo, podemos designar dois
padrdes bdsicos, segundo as formas das curvas de crescimento: a curva em forma de J,
na qual a densidade aumenta rapidamente, de forma exponencial, parando abruptamente
quando a resisténcia ambiental ou outro limite se torna efetivo, e a curva em forma de S
ou sigmoidal, na qual a populacdo aumenta lentamente no inicio, depois mais
rapidamente e logo a taxa de aumento vai diminuindo aos poucos até o equilibrio ser
alcancado e mantido. Essas formas contrastantes de crescimento podem ser combinadas
ou modificadas, ou ambas as coisas, de varias maneiras, dependendo das peculiaridades
dos diversos organismos e dos ambientes (Odum, 1988).

O primeiro modelo matematico, cuja forma de crescimento € em forma de J, foi
proposto por Malthus em 1798. Este é o modelo mais simples para o crescimento
populacional, pois considera uma taxa de crescimento constante (ndo dependente do

tamanho da populac¢do):” =b —m, onde b € a taxa de natalidade e m ¢é a taxa de



mortalidade especificas da populacdo estudada. Denotando-se por N; o ndmero de
individuos na populacdo no tempo ¢, a equagdo proposta por Malthus para o crescimento

populacional é dada por:

dln(Nt) i

Se r» > 0, a populacdo cresce exponencialmente para o infinito e, se r < 0, tem-
se a exting¢do da populagdo.

Sem escassez de alimento e espago, sem doengas, parasitas ou predadores, a taxa
de nascimento ¢ maxima, limitada somente pela fisiologia da reproducdo da espécie, e a
taxa de mortalidade ¢ minima, com mortes apenas ocorrendo em individuos a partir de
certa idade. Se as mortes ndo compensam 0s nascimentos, o resultado é de crescimento
infinito.

Sob condig¢des ideais, as populacdes em um certo periodo podem apresentar taxas
de crescimento exponencial. Tais condi¢cdes podem ocorrer quando uma pequena
populacdo € introduzida em um novo ambiente favordvel a ela. Entre os casos revistos
por Dasmann, somente a populacdo de cervo-de-cauda-branca introduzida na reserva
George em Michigan nos EUA realmente apresentou um verdadeiro crescimento
exponencial (apud Bolen, Robinson, 1999).

Essas condi¢des ideais tém sido criadas em laboratdrio para culturas de leveduras
e populacdes de ratos, que sdo colocados em locais suficientemente grandes para crescer
e receber alimentos. Esse modelo com taxa exponencial é adequado para organismos
como bactérias, leveduras, alguns insetos e possivelmente alguns pequenos mamiferos
para os quais a reproducdo e o crescimento podem ser considerados continuos.

Qualquer populacdo pode apresentar uma taxa de crescimento irrestrita se for
reduzida a um nivel muito baixo, mas obviamente nenhuma populagdo pode crescer
exponencialmente por muito tempo. O suprimento de alimento ndo pode ser suficiente
para a demanda de uma populagdo que cresce sempre. O espago e as condi¢des de abrigo
disponiveis também sdo limitados, e predadores podem acabar com um grande nimero
de individuos além do aumento na ocorréncia de doengas. A taxa de natalidade pode cair

e/ou a taxa de mortalidade crescer e, eventualmente, a populagdo deve parar de crescer.

1.2.1 ModelosAomAaxasAleArescimentoAlependentesAlaAlensidade



A discussdo anterior leva-nos a conclusido que quanto maior a populagdo, maior o
efeito de desaceleracdo do crescimento. Tal efeito tem sido definido matematicamente e
aplicado as equagdes de crescimento na forma de um parametro que representa 0 nimero
méaximo de individuos que o ambiente pode sustentar e ¢ chamado de capacidade de
suporte. Quando o tamanho da populacdo se aproxima deste valor, entdo a sua taxa de
crescimento diminui. Devemos notar que esse pardmetro pode mudar de tempos em
tempos quando a oferta de alimentos, as condi¢des de abrigo, a d4gua disponivel e outros
fatores ambientais variam com as estagdes € em anos sucessivos. Fatores tais como
comportamento territorial e as respostas a "lotacdo" podem interagir com esses fatores
externos, tal que o crescimento da populagdo pode lentamente diminuir.

Um fator que causa alta mortalidade ou redu¢do na taxa de natalidade quando a

populacdo se torna mais densa é chamado de fator dependente da densidade, isto €, se a
probabilidade de um individuo nascer ou sobreviver € menor quando o ndmero de
animais na populacdo se torna maior, um fator dependente da densidade esta agindo para
restringir o crescimento da populagdo. Tais fatores incluem suprimento de alimentos,
predacdo, doengas e comportamento territorial. Existem poucos fatores independentes da
densidade e estes sdo principalmente relacionados com o clima (frio, chuva, enchentes
etc). E razodvel supor, portanto, que a taxa de crescimento depende da densidade da
populagao.
A Uma técnica matematica muito ttil para a andlise de taxas de extincdo € baseada
na aproximagao por difusao, que é precisa se a mudanga no tamanho da populacdo por
periodo € pequena. Entdo o tamanho da populacio pode ser aproximado por um processo
estocéstico continuo. Essa aproximagdo nos permite calcular o tempo esperado até a
extin¢do e o risco de extingdo, mas existem ddvidas sobre a sua acuidade em populagcdes
com tamanho pequeno e taxa de crescimento alta. Além disso, a solu¢do, usando-se a
aproximacao por difusdo, envolve o cédlculo de equacdes diferenciais parciais, o que
pode se tornar intratavel se assumirmos que os parametros demograficos, como a taxa de
crescimento e a capacidade de suporte, também sdo varidveis aleatorias.

A maioria dos animais estudados procria sazonalmente, produzindo uma
quantidade anual de descendentes, ou seja ela cresce aos saltos. Somente se pudéssemos
acompanhar a populacdo durante 50 ou 100 anos, € que esses saltos seriam menos
visiveis. O manejo de populagdes requer periodos de tempo muito menores, portanto os

modelos de crescimento discretos sdo mais adequados que os continuos.



Os modelos discretos com taxa de crescimento dependente da densidade da
populagcdo podem ser obtidos assumindo a aproximacao discreta do modelo de Malthus,
substituindo a taxa constante r, por uma taxa que depende da densidade, denotada por

r(NN¢). Consideramos a equagio diferencial

dln(Nt) .

Uma aproximacao discreta para (1.2) pode ser encontrada escrevendo:

to+AL to+AL
/ din(N,) = / r(N,)dt

to to

N
1n(M) ~ r(Ny, ) At

to

Fazendo At = 1, a equagio diferenca andloga a (1.2) é dada por:

Ni1
ln( ) — (N,
) =)
Portanto, a forma geral dos modelos discretos, com taxa de crescimento

dependente da densidade é:

Nt+1 = Ntexp{T(Nt)} c.1. N() >0 (13)

Entre os modelos com taxa de crescimento dependente da densidade, o modelo
mais usado para estudar a dinamica de populacdes é o modelo logistico que foi
desenvolvido pelo matematico belga Pierre Verhulst em 1838, foi utilizado
extensamente por Lotka e "redescoberto” por Pearl e Reed em 1930 (apud Odum, 1988).

No modelo logistico, a taxa de crescimento é dada por:

N,
r(Ny) = p[l - ?t] (1.4)
Portanto o modelo logistico € escrito na forma (1.3) como:
Ny :
Nyt = Ntexp{p[l . ?]} ci. Ny >0 (1.5)

Um outro modelo também usado é aquele baseado na lei de mortalidade de

Gompertz. O matemadtico holandés, Benjamim Gompertz, mostrou em 1825 que a taxa



de mortalidade cresce em progressdao geométrica. Se tivermos um grafico das taxas de
morte em escala logaritmica, obtemos uma reta, que € conhecida como fungdo de
Gompertz. Este modelo tem sido usado para crescimento individual de organismos
(Kroll, Tornero, 1994) e também ¢ muito usado para crescimento de tumores, nesse caso
considera-se o crescimento do nimero de células cancerosas (Cahales et al, 2001). A
aproximacao discreta para o modelo de Gompertz € escrita na forma (1.3) como:

Nyt = Ntexp{ - pln(%)} (1.6)

Nesses modelos, o pardmetro p representa a taxa intrinseca de crescimento da
populacdo e ndo depende da densidade, ou seja, ela é simplesmente a diferenca entre as

taxas de natalidade e mortalidade da populacdo em questdo: p =d — m.

O parametro K € o nivel de saturacdo ou capacidade de suporte da populacdo,
que € o tamanho limite para a populagdo, a partir do qual a taxa de crescimento torna-se
decrescente. Esse nivel é imposto basicamente pelo meio, por escassez de alimentos e
espaco.

Os modelos logistico e de Gompertz apresentados em (1.5) e (1.6),
respectivamente, sdo deterministicos e, nesse caso, sua forma de crescimento ¢é
sigmoidal. Na Figura 1.1a) apresentamos um grafico simulado de uma populagcdo com
modelo logistico deterministico, no qual destacamos a capacidade de suporte, que € o
nivel em que a populacdo se estabilizaria na auséncia de fatores ambientais aleatdrios.
Supondo agora que uma populacio seja explorada para fins econdmicos, existe uma
relacdo entre o estoque de recursos (ou tamanho da populacdo) e a taxa sustentdvel de
exploracdo desses recursos.

Populacdes muito pequenas s6 podem fornecer uma produgcdo pequena e
populagdes muito grandes também sdo improdutivas, devido a interacdes competitivas
que reduzem o desempenho individual.

No gerenciamento de producdo maxima de uma populagdo, é desejavel manter a
populacdo aproximadamente na metade da capacidade de suporte (/). Este é o ponto no
qual a taxa de crescimento € mdaxima, isto €, em qualquer outro nivel o ndmero
produzido seria menor. Este nivel € chamado de produ¢dao maxima sustentdvel e estd em
destaque na Figura 1.1a). Maximizando a taxa de crescimento logistica com relacdo a

Ny, obtemos a produ¢do maxima sustentavel, como pode ser visto na Figura 1b.
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Figura 1.1: a) Crescimento logistico (curva sigmoidal) e b) Curva da taxa de crescimento

A primeira porcao da curva sigmoidal dos modelos de crescimento pode servir
como referéncia tedrica com a qual os pesquisadores podem comparar a taxa de
crescimento de populacdes observadas. Se o crescimento da populacdo estd préximo do
ponto de inflexdo da curva da Figura 1.1a), existe muito pouca coisa que pode ser feita
para aumentar a taxa de crescimento desta populagdo.

O modelo de Malthus (1.1) e os modelos logistico (1.5) e de Gompertz (1.6)
podem ser melhor adequados para situagdes reais, ja que, originalmente, ndo consideram
a aleatoriedade dos processos naturais. Por exemplo, se uma enchente fatal ou um
incéndio ocorre durante o periodo considerado, esta irregularidade na populaciao ndo sera
explicada por esses modelos. A variabilidade devida a fatores ambientais (abidticos)
deve ser introduzida no modelo por um processo estocéstico e esse procedimento esta
apresentado, em detalhes, no capitulo 2.



O objetivo principal desta tese, além da escolha de um modelo adequado ao
problema de crescimento de uma populacdo, é propor técnicas de inferéncia que
possibilitem boas estimativas dos parametros dos modelos e, consequentemente
permitam célculos precisos de indicadores da viabilidade de uma populag¢do animal.

A contribuicdo deste trabalho estd no uso de um modelo, que € uma
generalizacdo dos modelos logistico e de Gompertz, denominado modelo de Richards.
Consideramos o modelo de Richards estocdstico e a tempo discreto e calculamos dois
indicadores de viabilidade de uma populacdo (probabilidade da populacdo atingir uma
meta em tempo determinado e o tempo esperado para a populagdo atingir uma meta). O
célculo desses indicadores € feito com uma discretizacdo do espago de estados do
processo de crescimento e considerando o modelamento por cadeia de Markov.

Do ponto de vista da estimagdo dos parametros do modelo de Richards
consideramos a inferéncia cldssica usando a semelhanca entre a transformacdo de
poténcia de Box e Cox para modelos lineares (Box e Cox, 1964) e a expressdo da taxa de
crescimento de Richards. Essa semelhanga sugere o cdlculo de estimadores de maxima
verossimilhanga profile (Barndorff-Nielsen e Cox, 1994; Murphy e Van der Vaart,
2000). Mostramos que o uso de técnicas classicas associadas a técnica de bootstrap
(Wehrens et al, 2000 ; Efron e Tibshirane, 1993) leva a estimativas pontuais e por
intervalo razodveis, mas estas sdo imprecisas quando a quantidade de observacdes do
processo N; € pequena. Este problema foi resolvido considerando a abordagem
bayesiana para inferéncia e escolha de modelos de crescimento (Gelman et al, 1995 ;
Box e Tiao, 1973). Os resultados bayesianos se mostraram mais robustos que os

resultados cldssicos com relacdo ao tamanho da amostra de /V;.
1.3AistruturaAlaAese

Nesta tese apresentamos, no capitulo 2, o modelo de crescimento estocdstico de
Richards e os seus casos particulares, além do modelo de crescimento com intervencao e
os métodos para o célculo de indicadores de viabilidade de uma populagdo. No capitulo
3, destacamos a contribui¢do da tese na solucdo do problema de inferéncia cldssica ao
considerar a transformacdo de Box e Cox nos dados de populagdo, contornando as
dificuldades de cdlculo de intervalos de confianca com as técnicas de bootstrap. Para
escolha de modelos propomos o teste de razdo de méxima verossimilhanca profile, com

a técnica bootstrap para a obtencdo do valor critico do teste. A dificuldade no uso da



teoria assintdtica devida a pequenos tamanhos de amostra e dependéncia nas
observagdes, foi contornada com a inferéncia bayesiana apresentada no capitulo 4. Neste
capitulo também apresentamos o critério das preditivas ordenadas para selecdo de
modelos. No final dos capitulos 3 e 4, apresentamos a aplicacdo das técnicas propostas
para dois conjuntos de dados gerados. No capitulo 5 introduzimos a inferéncia para o
modelo de Richards com intervengdo, calculamos dois indicadores da viabilidade de
uma populacdo usando o modelo de Richards. No capitulo 6, apresentamos uma
aplicacdo contendo um conjunto de dados reais sobre o rebanho bovino brasileiro e
fazemos avaliacdes e projecdes sobre o tamanho deste rebanho para anos futuros. No

capitulo 7, apresentamos as conclusdes da tese e propostas para pesquisas futuras.






Capitulo 2
Modelos estocasticos de crescimento populacional

O crescimento de uma populacdo inevitavelmente apresenta flutuacdes
estocdsticas provocadas por intimeras causas imprevisiveis sendo a sobrevivéncia de
espécies animais inerentemente incerta. A variabilidade devida a fatores ambientais
(abidticos) pode ser introduzida no modelo por um processo estocdstico. Além disso, é
razoavel supor que o crescimento depende do tamanho da populagdo, ou seja, a taxa de
crescimento ndo é simplesmente a diferenca entre as taxas de natalidade e mortalidade,
mas uma funcdo do tamanho da populacdo naquele periodo de tempo (Dennis et al,
1991).

Neste capitulo apresentamos alguns dos modelos estocdsticos discretos para o
crescimento de uma Unica espécie, sem considerar varidveis como estrutura etarea, razao

dos sexos e distribui¢do espacial.
2.1 Modelos estocasticos de crescimento para uma espécie

Para considerar os efeitos ambientais estocdsticos, a forma geral dos modelos
discretos com taxa de crescimento dependente da densidade (1.3) deve ser modificada
adicionando a r(N;) um processo estocdstico com distribui¢do conhecida.

As flutuagdes externas podem ser modeladas por um ruido colorido (processo
correlacionado), o qual pode ser aporximado por um ruido branco (processo nao
correlacionado, com média zero) que denotamos por oe;, onde o > 0 é o desvio padrio
do processo e ¢; € um ruido branco padrdo com variancia unitdria. Formalmente, ¢; € a
derivada, no sentido de fungdes generalizadas do processo padrio de Wiener. A
aproximacao € feita por conveniéncia matemdtica e leva a uma equacgdo diferencial
estocastica de Stratonovich como uma aproximagdo razodvel para o modelo de
crescimento (Arnold, 1974). Assim, a forma geral dos modelos discretos com taxa de
crescimento que depende do tamanho da populacdo e que considera o efeito aleatério das

condi¢cdes ambientais pode ser escrita na seguinte forma:

Niy1 = Niexp{r(N;) + &} 2.1)



Assumindo-se que ¢; € um ruido branco com E(¢;) =0, E(e?) = 771

(t1=1/0>>0)e E(eie11) =0, k=1,2,3....

A equacdo (2.1) é a forma geral dos modelos de crescimento populacional
estocdsticos para apenas uma populacdo, ou seja este tipo de modelo ndo considera
predacdo, mutualismo e competicdo. No entanto, alguns indicadores da viabilidade da
populagdo sdo calculados considerando esse modelo mais simples e esses resultados sdo

importantes para os ambientalistas e na exploragao econdmica dos animais.
2.2ModeloAleRichards

O modelo de Richards inicialmente era usado para estudar o crescimento em
organismos individuais (por exemplo, peso X idade) e s6 posteriormente comegou a ser
usado para crescimento populacional. Esse modelo € uma generalizacdo de outros
modelos como o logistico, o Gompertz, o Brody e o Bertalanffy. E interessante notar
que todos esses modelos podem ser usados tanto para o crescimento dos individuos
como para o crescimento das populacdes, mas nao se sabe se existe uma relacao de causa
e efeito entre um caso e o outro. Atualmente, pode-se dizer apenas que existem algumas
semelhangas nos padrdes. Populagdes e comunidades nao sdao "superorganismos", mas
podem possuir propriedades andlogas. Os modelos de Brody e de Bertalanffy sdo mais
usados para o crescimento de organismos individuais e, portanto, ndo foram tratados
nesta tese (Fitzhugh, 1974).

O modelo de Richards é um modelo do tipo (2.1) com uma taxa de crescimento
r(IN;) proposta por Richards em 1959. Podemos escrevé-lo na forma discreta como a
seguir. Considerando o processo aleatério definido em (2.1) para representar a
variabilidade devida a fatores ambientais, denotado por ¢;,

Ny = Ntexp{g [1 _ (%)q] n et} 2.2)

Observando a equacdo em (2.2) vemos que a taxa de crescimento de Richards é

dada por

0= 2= ()’



Na equagdo (2.3), p/q representa a taxa intrinseca de crescimento e o parimetro
K € a capacidade de suporte da populacdo.

O parametro q também representa um fator intrinseco da popula¢do, denominado
pardmetro de forma. Quando o modelo é usado para o peso dos animais, este fator estd
relacionado com o metabolismo dos animais, o que facilita a interpretacdo. No caso de
crescimento populacional, esse pardmetro descreve a forma como a taxa r(V;) diminui
quando /V; aumenta, ou seja, se ¢ > 1,temos uma queda suave; se ¢ < 1, temos uma
queda mais rdpida; e, se ¢ = 1, a queda é linear.

A taxa de Richards pode ser considerada geral porque, variando-se o valor do
parametro ¢, temos uma infinidade de modelos. Para simplificar, podemos escrever a

taxa de Richards na forma:

r(Ny) = ap + oy N/ 2.4)

com g =p/q e a; = —p/qK? Assim, temos com este modelo a capacidade de
suporte dada por K = ( — ap/a1)'/? e ataxa intrinseca de crescimento dada por o).
Na maioria dos trabalhos encontrados na literatura, os modelos logistico e
Gompertz sao os mais utilizados devido as dificuldades de se fazer inferéncia dos
pardmetros do modelo ndo linear de Richards (Ludwig, 1996, 1999). A principal
dificuldade estd na identificabilidade do parametro de forma ¢, ou seja, na presenca de

variabilidade grande nos dados € dificil calcular uma boa estimativa deste parametro.
2.3 Modelos logistico e de Gompertz

A equagao logistica é baseada puramente na operagao de fatores dependentes da
densidade. Embora tenha sido demonstrado que o crescimento de uma grande variedade
de populagdes segue um padrido sigmoidal, ndo decorre necessariamente dai que tais
populacdes aumentam segundo a equacdo logistica. Muitas equagdes matematicas
produzirdo uma curva sigmoidal. A equagdo logistica representa um tipo de forma
sigmoidal minima de crescimento, uma vez que os efeitos limitantes de espaco e
recursos comecam no inicio do crescimento. Na maioria dos casos, esperariamos, de

inicio, um crescimento menos limitado, seguido por um retardamento a medida que

aumentasse a densidade.



O modelo logistico equivale ao modelo de Richards com ¢ = 1. Da expressao
(2.3), temos a taxa de crescimento logistica dada por:
Nt]

r(Ny) = p[l - —

e (2.5)

Para facilitar a inferéncia dos parametros, podemos escrever essa taxa na forma

linear:

r(N:) =ap+ Ny comay=p e o= —p/K=K= —ay/a; (2.6)

A Enquanto que a taxa logistica é proporcional a Ny, a taxa de Gompertz é
proporcional a In(/N;). Esse modelo é menos usado que o logistico, mas tem sido muito
usado para o crescimento de diversos tipos de tumores. O modelo de Gomperts pode ser
obtido quando consideramos o limite da taxa de crescimento de Richards (2.3) quando
q— 0.

imr () = dim 41— ()] = tim? [1 — exp{atn (1)}

q—0 q—0 ¢ K q—0q K

Aplicando a regra de L'Hopital, temos a taxa Gompertz dada por:

timr (V) = tim| — pin( 3 Jexp{am(3) }] = — ()

Assim como a taxa logistica, a taxa Gompertz pode ser escrita na forma linear:

r(Ny) = ap + oqln(Ny) (2.7)

com ap=pln(K) e ag= —p = K =exp{ —ap/a1}

2.4 Comparacio entre os modelos de Richards, logitistico e de
Gompertz

Uma das maiores dificuldades nos estudos ecoldgicos € a selecdo de um modelo
adequado. Os pesquisadores da drea frequentemente questionam: Por que o niimero atual
de algumas espécies € tdo pequeno se era muito maior ha pouco tempo atras? Sabemos
que os dados reais podem apresentar uma variabilidade grande devida a fatores

ambientais imprevisiveis como catastrofes ecoldgicas, por exemplo. Essa variabilidade



pode tornar a selecio do modelo mais complicada, j4 que acarreta a falta de
identificabilidade de um ou mais parimetros.

Ajustando o modelo de Richards, com variabilidade grande nos dados, podemos
ndo estimar o parametro ¢ de forma tnica, e isso significa que o modelo adequado para
aqueles dados poderia ser o logistico, por exemplo.

Para exemplificar como a variabilidade pode dificultar a selecio do modelo
adequado, simulamos o crescimento com os trés modelos citados. A simulacdo foi feita
com os seguintes valores para os parametros: K = 500, p =0,3 e Ny = 50. Para
simular o modelo de Richards, usamos trés valores do parimetro ¢ (¢ = 0,5, = 1,5 ¢
g = 2). A comparagdo dos modelos estocésticos com variabilidades diferentes foi feita
comT = 1/0? =100 e 7 = 10.

Se consideramos os modelos deterministicos, vemos na Figura 2.1 que o

crescimento ¢ bem diferente para cada modelo e, portanto, nio ha problema na

identificagcdo. _
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Figura 2.1 - Simulagdo com modelos deterministicos (K = 500, p = 0,3 e Ny = 50)

Se assumimos modelos estocasticos, mas com variancia do residuo relativamente
pequena (7 = 1/0? = 100), também vemos na Figura 2.2 que ndo hd muito problema de
1dentificabilidade.
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Figura 2.2 - Simula¢do com modelos estocésticos (K = 500, p = 0,3 ; Ny = 50 e 7 = 100)

Na Figura 2.3, a simulagdo foi feita com uma variancia maior (7 = 1/ o2 =10)e,
entdo, vemos o quanto os modelos se confundem. Neste caso, os critérios conhecidos
para selecdo de modelos podem falhar.
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Figura 2.3 - Simulagdo com modelos estocdsticos (K = 500, p = 0,3 ; Ny = 50 e 7 = 10)

Do ponto de vista da estatistica cldssica, a escolha do modelo pode ser feita com
o teste da razdo de maxima verossimilhanca profile e, do ponto de vista bayesiano,
podemos usar o critério das preditivas ordenadas (Kass e Raftery, 1995). Os métodos

para a selecao de modelos estdao nos capitulos 3 e 4, respectivamente.

2.5 Modelos de crescimento com intervencao



O modelamento com interven¢do torna-se muito importante quando queremos
identificar os parametros do crescimento de populacdes que sofrem interferéncias
humanas com objetivos econdmicos ou ecoldgicos. Com essa abordagem, é possivel
fazer estimativas do risco de extin¢do e também do tempo até a extin¢do de populagdes
devido a tais interferéncias. A interven¢ao entra no modelo como uma retirada de uma
parte dos animais - retirada que pode ser pesca, caga ou abate no caso de criagdo de
animais em cativeiro. A interven¢do {h;(INV;),t > 0} pode ser modelada como uma
funcdo deterministica ou estocdstica do tamanho da populagao.

Consideramos o problema de crescimento deterministico com intervengao,

definido como.

Nt+1 = Ntexp{r(Nt)} — ht(Nt)Nt (28)

Note que o termo estocdstico, que envolve ¢;, ndo estd presente. A intervengao,
denotada por h;(V;) pode ser escrita como uma fungio do tamanho da populagdo. Essa
hipétese € natural uma vez que a taxa de abate (ou retirada) em ¢ deve ser influenciada
pelo tamanho da populagdo nesse instante, quando a decisao é tomada.

Consideramos que a taxa deve estar entre 0 e 1 e a escolha h;(N;) = 1 pode
significar uma decisdo dréstica, se a populacdo ndo se recupera rapidamente. A adogdo
dessa politica nao leva a extingdo no passo seguinte uma vez que ao mesmo tempo que
hi(N;) é aplicado, no intervalo [t,¢ + 1] a populagdo se reproduz. No entanto é fécil
mostrar que adotar h;(N;) = 1 pode levar a populagdo, a longo prazo, a um nivel muito
baixo dependendo da sua taxa de reproducao (V).

A Assumindo que exp{r(NN;)} < 2, ou seja o tamanho da populagdo nio duplica
entre t et + 1%, podemos mostrar que o abate de 100% leva 2 extin¢do da populacdo.
A Se hi(N;) = 1, denotamos ¢, = exp{r(N;)} — 1, como exp{r(N;)} < 2, entdo

0 < é; < 1 e podemos escrever (2.11) como:

N1 = 6NV
Se Omax = sup(d;) < 1, temos que:
t

Nt+1 S 6maXNt

Caso de populagdes de mamiferos grandes como elefantes, rinocerontes, baleias, bois e etc.



Denotando o ponto de partida da populagdo por Ny, no intervalo de tempo [0, 77,

a populagdo é:
N T < 6r€axN 0

Assim, fazendo T — oo, temos que Ny — 0.

O importante na exploracdo de recursos naturais (desenvolvimento sustentdvel) é
obter o equilibrio entre esses dois fatores de forma a permitir a intervencdo (geralmente
com apelo sécio-econdmico) e a0 mesmo tempo a preservagao da populacio.

Ao considerar a intervengao estocdstica podemos propor um modelo para h;(V;),

dado por:
hi(Nt) = ¢o + ¢1N; + wy (2.9)

onde w; é um ruido branco com E(w) =0, Ew?)=n"' e E(wwik) =0,
k=1,2,3....Nesse caso a identificacdo de modelos com interven¢do sé pode ser feita
considerando a densidade conjunta P(Ny, hi(N;)). Este problema estd apresentado em

detalhes no capitulo 5.

2.6 Calculo de indicadores da viabilidade de uma populacao

Para o calculo de indicadores da viabilidade introduzimos uma particio no
espaco de estados e modelamos o processo como uma cadeia de Markov a tempo
discreto. Essa particdo representa a discretizagcdo do espaco, assim ao considerar

N; € I; = [a;, b;] estamos assumindo que N; = N’ = %

. Essa aproximag@o torna-se
mais proxima do processo verdadeiro /Ny a medida que diminuimos a amplitude dos
intervalos I;,7 = 1, ..., Ng, ou seja, fazendo Ng — oco. O espacgo de estados S pode ser

decomposto na forma:
Ng
S = UL com I’Lﬂlj = @,Z 7&]
i=1

A probabilidade da populacdo atingir um determinado estado I; no instante

t + 1, dado o histérico da populagdo {N,,u < t} é escrita como:

(2.10)



Os modelos que consideramos estabelecem uma equacdo recursiva entre Ny, €

N, dada, de forma geral, por:
Ny = Q(Nt, €t)

onde o processo{e,t >0} é independente e identicamente distribuido, tal que
E(Et) =0e

k=0
Elecir) = {0 k=1,2,3...

Nessas condigdes, {N;,¢ > 0} define um processo de Markov que relaciona a

transi¢ao entre intervalos do espago de estados, de forma que:

Pjj=P(Ny1 € Ij|N, € I;,0 < i, j < Ng, i # j} 2.11)

Seja P uma matriz quadrada com as entradas F;; definida para todo
{(4,7),0 <i,j7 < Ng}. Entdo P é chamada matriz de Markov sobre S se satisfaz as

seguintes propriedades:

Ne
P;>0 e Zspij:17VO§iﬂj§NS
j=1

Estamos interessados em calcular a probabilidade da cadeia sair de um estado I;
no instante ¢ e atingir um determinado estado /; no instante ¢ + s, s > 0. Portanto, temos
que calcular a matriz de probabilidade de transi¢do em s passos denotada por P?.

Para qualquer s € [0,7], a probabilidade da cadeia sair do estado I; para o
estado I; em s passos € P{N; € I;|Ny € I;} = P}, paratodo I;,[; C S e s > 0.

Para calcular essa probabilidade podemos usar a equacdo de Chapman-
Kolmogorov (Cinlar, 1975).

Para 0 < ¢ < s, temos:

P{N, € L|Ny € I;} = Y P{N, € I;, Ny € It|Ny € I,} =
k

Y P{N, € Ij|N; € I }P{N, € I;| Ny € I} =
k



D i Pl = F;
k

Portanto a matriz de probabilidade de transicdo em s passos pode ser calculada

com:
Ps — Ps—tPt
Em muitos problemas podemos estar interessados em calcular a probabilidade da
Ng
populacdo atingir qualquer estado acima de I;. Assim denotando G = J I, temos:
k=j
P(N,€GINg€ ;) =) P(N;ELINy€ L), 1<i<j (2.12)

=)

Ou seja, a probabilidade de atingir G € a soma das colunas [ tal que [ > 7, na
linha ¢ da matriz P?.

Em alguns casos podemos estar interessados em calcular ndo somente a
probabilidade da populagdo atingir um estado /;, em um tempo s > 0, mas queremos
também calcular qual € o tempo esperado até que a populacdo atinja esse estado. Dado
que Ny € I;, queremos calcular o valor esperado F(7T7,) tal que N, faz a primeira
passagem por [;. Existem intmeras situagdes na pratica onde o cdlculo do tempo de
primeira passagem € importante. Por exemplo, quando uma populacdo encontra-se em
estado de quase extingdo e queremos calcular qual é o tempo esperado para que essa
populacdo saia da faixa de perigo. No caso de controle de populacdes, que crescem de
forma explosiva, queremos calcular qual o tempo esperado até que a populacao atinja um
nivel que justifique uma intervengdo de controle, por exemplo, um abate controlado da

populacao.

Defini¢ao 1: Tempo de primeira passagem: Sejam I; e I; dois estados de uma cadeia
de Markov { Ny, t € Z,} com espago de estados discretos .S. Se para um dado tempo ¢,

N; € I;, o tempo de primeira passagem do estado [; para o estado /; € definido como :

T, =inf{s:s € Z,, Nyys € I;} (2.13)

Definicdo 2: Para qualquer s € Z, define-se a fungdo de probabilidade de T;; por:
gij(s) =P(Tij=s) I;,I; €S, s € Ly (2.14)

Por convengdo adotamos ¢;;(0) = 0.



Definicao 3: Valor esperado do tempo de primeira passagem:

pij = E[T) (2.15)

Proposicio 1: Para todo par de estados I; e I; C S, temos que:

9i(1) = B (2.16)
gi(t) =Y _Pugrj(t — 1) 2.17)
k7

onde P;; € a probabilidade de transi¢do a um passo de I; para I;.

Prova: Usando a Defini¢do 2, parat = 1, temos:

P(TLJ — 1) = P(Nl € Ij|N0 € L)

Portanto
9ii(1) = B

A Sendo P(T;; =t) = P(N; € I;|Ny € I;) e considerando todos os possiveis

estados I com k # j, temos que :

P(N; € IjINy € I;) = > P(N, € I;|N, € I)P(N, € I|Ny € L)
Py

A Entdo gii(t) = Zpikgkj(t —1).
ki

Ng
Proposicio 2: S= I com [[;=0,Vi#j Sejam Nyel, e
k=1

= (15,0 <i,j5 < Ngei j),os tempos esperados até atingir o estado I;, partindo de

qualquer estado ;. Podemos calcular i resolvendo o sistema de equacgdes dado por:
(I-Qu=1 (2.18)

onde I é a matriz identidade de dimensdo (Ng—1), 1=(1,...,1) € um vetor de
dimensdo (Ng —1) x 1 e @ é a matriz, também de dimensdo (Ng — 1), construida

retirando-se a linha e a coluna j da matriz P.



Prova: L onsiderar que

1 se k=3
E|T;;|N, € I;] = . 2.1
TNy € i) {1+ij se k# ] 19
Podemos escrever:
pij = E[T};] = Ex{E[T};|N, € L]} =) E[T;|Ny € I]Py: (2.20)
e
Substituindo (2.19) em (2.20), temos:
Wi 1P2j+zl+,uk] ik — zg+zpzk+z,ukj ik
k#j k#j k#j
pij = BTy =1+ ;P (2.21)
k#j

Fixando j e escrevendo (2.21) para p = (pij,0 < 4,5 < Ng e i # j), temos o
sistema de equagdes dado por (I — Q)u = 1.

A solucdo do sistema de equagdes (2.18) € tnica se P é uma matriz estocdstica
irredutivel que representa a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov com estados

ergddicos (Heyman e Sobel, 1982).
Exemplo

Para calcular o tempo esperado até a extin¢do, considere o crescimento de uma
populacdo animal ameagada de exting@o e supor que o espago de estados € o conjunto de
todos os tamanhos de populagdo dividido em 4 intervalos, denotado por
S ={ly, 1,1, 15}.

Estamos interessados em calcular o tempo esperado até atingir o estado de
extincdo, que estd contido no intervalo I da cadeia, partindo de qualquer estado contido
nos outros 3 intervalos. Denotar por u;p o tempo esperado para atingir o estado de
extingdo (contido em Ij) partindo-se de um estado contido no intervalo I;, com
1=1,2,3.

Dada a matriz de probabilidade de transi¢do, temos que:

tio = 1+ Zukopik
50



Portanto, os valores de 9, to0€ w30 podem ser calculados resolvendo-se o

sistema de equacdes dado por:

1-Pyn —Pp —P; K10 1
Py 1-Py — Py po | = | 1
—-Py  —Pp 1-P3 1430 1

Supondo que ndo haja transi¢des entre os estados intermedidrios, isto € P;; = 0,
para i,j=1,2,3 e i # j,0 tempo esperado para atingir o estado I, saindo do estado
1;, é o inverso da probabilidade P.

1 1

ISR TR

Na presenca de intervengdo, a matriz de probabilidade de transicdo depende de
h;, assim esse método s6 pode ser aplicado com h; fixo, ou deterministico. Quando
adotamos h; estocdstico, o cdlculo dos indicadores de viabilidade sé pode ser feito pos

simula¢do de Monte Carlo.

2.6.1 Calculo de indicadores da viabilidade de uma populacdo com intervenc¢ao
estocastica

Na presenca de uma intervengdo estocdstica podemos calcular a probabilidade da
populagdo atingir um determinado conjunto nivel definido por G = {z € R, : z < go},
O<go<oocouG={rxeR;:x>gqg}, 0<g <oo. Estes intervalos podem estar
associados a um nivel muito baixo, indicando um estado de quase extin¢do, ou uma meta
superior, indicando explosdo demogréfica. Além do cdlculo da probabilidade de
extincdo, podemos estar interessados em calcular qual é o tempo que a populagdo levara
para atingir esse nivel.

Considerando o modelo (2.8) com intervencdo estocastica dada por (2.9) e
lembrando que ¢, e w; sdo processos independentes com ¢; i.i.d. N (0, 7y 1) e wy 1.1.d.
N(0,n7!), podemos simular o comportamento da popula¢do por um longo periodo de
tempo, gerando possiveis trajetorias para 0s processos {Nt(j), ht(j)(Nt(j)), j=1,...,J}
para valores de tempo a partir de ¢t = 7, para um certo instante inicial 7 de interesse,

no qual o tamanho da populacdo € conhecido. Estimamos desta forma, o risco ou



probabilidade da populacdo atingir uma determinada meta contando, entre todas as J
trajetérias geradas, em quais trajetérias a meta foi atingida.

Denotamos o tempo decorrido para uma trajetéria do processo atingir a meta G
por T, com Tg =inf{k>Ty: N, € G|Ng}, e o nimero associado a essas
ocorréncias por #{Ty < co}. Assim, temos que a estimativa da probabilidade da

populagdo atingir a meta é dada por:

R #{T < co| N
P(N; € G|Ny,) = {To JOO‘ )

(2.22)

O tempo para a populacdo atingir a meta é um tempo de parada T A seu valor

esperado pode ser estimado usando-se as trajetérias geradas. Basta calcular a média dos

processos Tc(,j),j =1,2,...,.J, assim temos:
Fo_1 EJ ()

J=1

Devemos adotar um ndmero de trajetérias J muito grande para que a lei dos
grandes nimeros possa assegurar a convergéncia dos estimadores (2.22) e (2.23). Outra
dificuldade encontrada na aplicacdo desta técnica € que, dependendo da politica de
intervencgdo adotada {h;(IV;),t > Ty}, a meta pode se tornar inatingivel, ou somente
atingivel com uma probabilidade muito baixa. Assim, € necessdrio estabelecer um limite
para o tempo maximo de simulacdio, que denotamos por T, isto ¢
{T}, < o0} ={T}. < T} e se na simulagdo do processo INV; temos que N; < G para
t < T, entdo consideramos que a meta ndo foi atingida nesta realizacdo. Nesse caso,
TY = T.

A comparacdo da modelagem por cadeia de Markov com a simulacdo de Monte

Carlo € apresentada no Capitulo 6, no estudo de caso.






Capitulo 3
Inferéncia classica com bootstrap para o modelo de Richards

O uso da teoria assintética e a abordagem cldssica do problema de inferéncia dos
pardmetros do modelo de Richards apresentam algumas dificuldades devido ao mal
condicionamento da matriz de informacdo de Fisher associada ao modelo. A
identificabilidade pobre do parametro de forma dificulta o cdlculo de uma estimativa
unica (Omlin, Reichert, 1998). Nesta tese, mostramos que o modelo de Richards pode
ser interpretado como um modelo logistico quando aplicamos aos dados a transformacgao
de poténcia de Box e Cox (Box e Cox, 1964). Com essa interpretacdo podemos usar o
método de médxima verossimilhanga profile (Barndorff-Nielsen e Cox, 1994; Murphy e
Van Der Vaart, 2000) tornando vidvel a inferéncia dos parametros. As estimativas por
intervalo calculadas com base na teoria assintdtica podem ser imprecisas e, portanto,

propomos os métodos bootstrap para o calculo de estimativas por intervalo.
3.1 Transformacio de Box e Cox e 0 modelo de Richards

O célculo de estimadores cldssicos para os parametros do modelo de Richards
com os métodos dos minimos quadrados ou de mdxima verossimilhanga apresenta
diversas dificuldades. Um problema encontrado é que o uso de métodos numéricos como
os métodos de Newton e quase-Newton para maximizar a funcdo de verossimilhanga nao
é possivel, pois a matriz hessiana para esse modelo pode ser singular (Bickel, 1977).

Para contornar essa dificuldade, interpretamos o modelo de Richards como um
modelo logistico quando aplicamos aos dados a transformagdo de Box e Cox. Neste
caso, propomos o cdlculo dos estimadores de maxima verossimilhanga profile para os
parametros do modelo de Richards, onde o parametro de forma ¢ coincide com o
parametro da transformacao de poténcia de Box e Cox. Para admitir essa coincidéncia,
consideramos a transformagdo de poténcia de Box e Cox dada através da seguinte
relacdo:

(@) _ th7 q> 0



Consideramos a equacdo do modelo de Richards original, com algumas
mudancgas na nota¢do para diferenciar do modelo logistico.

Podemos reescrever o modelo de Richards com as reparametriza¢des K = K},
e z; = q¢;. Entdo, o modelo para os dados transformados tem a seguinte forma:

q

NL, = thexp{p[ — %] }exp{zt} ,qg>0 (3.2)

Elevando ambos os lados da equacdo (3.2) a poténcia 1/¢, chegamos ao modelo

de Richards apresentado no capitulo 2 em (2.5):

Ny

Ny = Ntexp{g [1 — (K—R)q] }exp{et} ,qg>0 (3.3)

considerando em (3.3) K = K é/ “eoruido ¢ = 2 /q.

Para fazer inferéncia dos parametros do modelo (3.2), é conveniente adotar a

notacao Nt@ = N/, q >0, e escrever o modelo logistico para Nt(q), dado por:
. . N(q)
N = Nt“)exp{ 0 [1 - ] }exp{zt} (3.4)

Fazendo Y, = ln(]\ft(f_)1 /N!?Y, temos a equagdo (3.4) escrita na forma de um

modelo linear:
Y9 =ag+ N9 + 2 (3.5)

com ay=p € o = _KLL'

O ruido z; = ge; é normalmente distribuido com E(z) = 0 e E(zz4) =0
parak # 0. Sabemos que var(z) = q*var(e); entdo, denotando var(e) =711 ,
temos que var(z;) = 751 = ¢*7 L

O uso da transformac¢do de Box e Cox, introduzida aqui, permite-nos tratar
estatisticamente o modelo de Richards, que era evitado por ndo se ter forma apropriada
na literatura que levasse a (3.5). Normalmente restringem-se os estudos aos modelos

logistico e de Gompertz.
3.2 Funcao de Verossimilhanca Profile (FVP)

Para estimar os parametros do modelo de Richards com a transformacdo de Box

e Cox utilizando a FVP, consideramos a equagao (3.5) do modelo logistico:



Yt(q) =ap+ ath(q) + 2

Com o modelo escrito nessa forma, ndo temos dificuldades para estimar age a;
para valores fixos de ¢ e, assim, podemos encontrar uma estimativa ¢ para q que
maximiza a FVP.

Como 2z ~ N(0,7"1), a fungdo densidade condicional de Y, dado N ¢

Normal com média o + oy Nt(q) e variancia var(z;) = 70!, de forma que:

70

TaN1/2
PN = (3£) Ten{ - T —a— N2} (36)

Como estamos interessados em calcular os valores que maximizam a funcio de
verossimilhanga dos dados originais, determinamos esta fungdo considerando o

jacobiano da transformagao. Temos que se Nt(q) = N/, entdo:

(@) 1 ar(@) dNt(j—)l
P(Nt+1|Nt) = P(Nt+1|Nt ) FIVE

- p N(Q) N(Q) Nq—l 3.7
dNt+1 ( t+1| t ) q ( )

t+1

Mas, de acordo com (3.5), temos:

dY;(q)

Ny,

PN = PN

()

Com P(Y,”|N") dado em (3.6) e ¥, = ln(]]\\]]t@)l), temos que a densidade

P(]\ft(f_)1 |N“)) ¢ dada por:

T0 1/2 T0
P(Nt(i)1|Nt(q)) = (_) exp{ - E(Yt(q) -0y — ath(q))2}

o (3.8)

q
Nt+1

Finalmente, podemos escrever a densidade condicional dos dados originais
P(N¢41|NVt) como:

70 \ 1/2 T 1 _
P(NualN) = (52) exp{ = T = a0 —an NP} ——aNi 39)
t+1

Em nota¢do matricial, definindo Y; =Y; e N; = Ny, para j=1...n, temos
YO =2 v, NO=N? N9 eX®D=[1 NO] comg>0 e
o = (ag, a1). Para simplificar, usamos a notagio D = [Y@ N@]. A funcio de

verosimilhanca é dada por:



n—1

n—1
Lig.anlD) = (32) " exp{ = ¥V - Xy (v - XVa)} 4
I1 Nega
t=1
2 n=1
_ (QQTo) ” exp { _ %0 (Y@ — x0q) (y@ — X<q>a)} 1 (3.10)
T T
[1 Nt

t=1

Os valores deAx e 1y, que maximizam a fun¢do (3.10), sdo os mesmos que
maximizam o) logaritmo dessa funcao. Entio, denotando
l(q, a,79| D) = In[L(q, e, 7| D)], temos:

n—1

(g, a0 D) = "= Diin(rg) — in(@m)] = S In(Npwr) -

— 2 (YW - XWa) (YW — XDa) + (n—1)In(q) (3.11)

Com valores fixos de ¢ em um intervalo arbitrdrio [a,b], calculamos os

estimadores de mdxima verossimilhanca de 7y e cAom:
& = [X(q)’X(Q)]—lx(Q)’Y(q) — (?0‘1) (3.12)

(n—1)

T0g = (Y(q) — X(q)aq)/(Y(q) — X(q)aq) (3.13)

O valor do EMVP de ¢ deve ser calculado de forma a maximizar a funcdo
l(q|Gq, 704, D) obtida substituindo @, e 7o, em (3.11). Denotando por
¢ = maxl(q|ay,7oq, D), obtemos as estimativas de maxima verossimilhanca profile de
a e Ty, substituindo § em (3.12) e (3.13).

Com as estimativas dos parAmetros ¢, 7o, Qg € a1, calculamos estimativas dos
parametros T, p e K, usando as relagdes:

~ PN ~ ~ o a0 1/q
T =47y, p=0ap eK:(—A—) (3.14)
aq

Além disso, podemos calcular um intervalo de confianca para g de acordo com a

relacdo:



2[1,(@) — L, (9)] = x5, (3.15)

onde Ip é a fungdo log-verossimilhaca profileAe v, é o nimero de componentes
independentes em q. Maiores detalhes sobre esse método podem ser encontrados em
Barndoff et ali., 1994.

3.3 Calculo de intervalos de confianca para os parametros p, K e 7

Considerar o vetor de parametros v = (oo, a1, 7o, ¢o) € a relagdo com o vetor de
parAmetros de interesse @ = (p, K,7,q) dada por «ap=p/q , a1 = —p/qK?,
To=T/4% q = q.

Podemos calcular os intervalos de confianga para 6, = (p,, K,,7,) usando a
propriedade de normalidade assintética dos estimadores de méxima verossimilhanca
profile ’éq ~ Normal[@,, 17 1(/@q)] (Murphy e Van der Vaart, 2000), onde I, @q) é a
matriz de informacdo de Fisher observada para € dado ¢. Denotando por (%) a matriz

—

de informagdo de Fisher observada para os parimetros ~y , ¢ I(f) a matriz de

~

informacdo de Fisher para @, podemos calcular I(#) usando o jacobiano da

transformagdo dado pela matriz .J,g € a relagdo (3.16):

1 -
: , " (K)
-1 In(K
Jro = 8_7 = | 9K % 0 (12?(‘1 + qu'I
S L
0 0 0 1
. L+ L
1) = J g I(7)Jpg = | Ja% 0t (3.16)
I5 I,
9%
Devido ao mal condicionamento da matriz, ndo € possivel calcular [ *1(79)
diretamente, mas podemos usar a relacdo V' (6,) = [nggq - ngqqull éqq]*l para o

célculo aproximado da variancia estimada para 6, (Seber, 1989). Com isso, calculamos
os intervalos de confianca usando o desvio padrdo estimado. O intervalo com 95% de

confianga para ¢, é dado por:

[?oq N +2\/mq)] (3.17)



3.4 Técnicas de bootstrap

Na identificagdo de parametros de um dado modelo, temos que considerar a
estimacdo pontual e a estimacgdo por intervalo. No primeiro caso, simples valores (ou
estimativas) dos parametros sdo calculados a partir de propriedades locais do modelo no
espaco de parametros, para o conjunto de dados observado. Essas estimativas s6 podem
ser determinadas se os parametros puderem ser identificados de forma tnica para um
certo conjunto de dados. A identificabilidade dos parametros do modelo €, assim, uma
condicdo necessdria para essa andlise. Se os parametros ndo sao unicamente
identificdveis, a estrutura do modelo deve ser simplificada até que a identificabilidade
seja atingida.

O outro caso € o de estimagao por intervalo. Esse procedimento consiste em fazer
estimativas da regido provavel para os parametros e, portanto, nao busca uma solucao
unica. No caso de uma boa identificabilidade dos parametros, a estimativa por intervalo
resulta em uma regido estreita (ou um intervalo de confianca estreito). Quando a
identificabilidade é pobre e se existe um ou mais pardmetros nao identificaveis, temos
uma regido mais ampla para os parametros com identificabilidade pobre e para os
parametros com eles correlacionados. Em modelos ecoldgicos, € comum uma pobre
identificabilidade dos parametros porque os dados usados na estimac@o sao escassos em
relacdo a complexidade dos modelos (Homes, 2001).

Nessas situacdes, as estimativas por intervalo sdo mais informativas que as
simples estimativas pontuais. Uma abordagem usada para obter estimativas por intervalo
¢ a inferéncia bayesiana (Gelman et al., 1995) que ¢ adequada porque usa a teoria de
probabilidade e o conhecimento a priori sobre os parametros € expresso em uma
densidade de probabilidade.

O uso de outras técnicas de estimativas por intervalo para modelos ecoldgicos e
que possam tratar amostras pequenas torna-se necessdrio. Devido a correlacdo entre os
parametros ¢ o mal condicionamento da matriz de informagao de Fisher, a simples
aplicacdo da técnica de maxima verossimilhanca leva a cdlculos imprecisos dos
intervalos de confianca dos pardmetros. Além disso, observamos que o cdlculo com a
teoria assintdtica, em alguns casos, pode levar a intervalos que ndo contém o verdadeiro
valor do parametro. Isso se deve, em parte, a complexidade do modelo e se agrava

devido a limitacdo do uso da teoria assintética em fung¢do do tamanho da amostra.



Neste trabalho propomos a utilizacdo do método de boostrap (Wehrens et al.,
2000 ; Efron e Tibshirane, 1993) para a estimativa por intervalo dos parimetros do
modelo de Richards. Resumidamente, podemos descrever essa técnica como sendo um
procedimento de re-amostragem para o cdlculo de medidas de precisdo de estimativas
como erro padrdo, vicio e intervalos de confianca. A vantagem desse procedimento é que
ele pode ser usado para estimadores de qualquer pardmetro como média , mediana,

coeficiente de correlagao etc.
3.4.1 Bootstrap paramétrico

Para apresentar o procedimento padrdo bootstrap consideramos uma varidvel aleatoria
X, com valores observados (z1,...,z,) e fungdo distribuicio de probabilidade
acumulada F'(X,0), onde 0 sdo os parimetros da func¢do. Denotamos, também, a
estimativa de maxima verossimilhanga de ¢ por@ = g(X).

A estimativa do intervalo de confianga de 6 é usualmente obtida do estimador @,
considerando-se a distribui¢ao de probabilidade de 6 —4. Se s, denota o a-percentil da
distribuicdo, entdo o intervalo de confianga para # é baseado na afirmagao probabilistica

de que P(sq/2 < 0—0<s,, /2) = 1 — a, que, apds ser reescrita, leva ao intervalo
0 —51_ap <0< 0—54

Note-se que, para estimar esse intervalo precisamos conhecer ou ser capaz de
aproximar a distribui¢do de 9—06. A hipétese de normalidade assintética assume que
O~ N(0,171(0)), onde I(#) é a matriz de informacdo de Fisher, ou considera a
aproximacao (@ —0) ~ t,_p, onde t,_, representa a distribui¢do ¢-Student com n — p
graus de liberdade, sendo p o total de parametros desconhecidos a serem estimados.

O método bootstrap € baseado na idéia que a variabilidade de 0 em torno de 6 é
semelhante a variabilidade do estimador bootstrap 9" em torno de §. Em alguns casos, 0
estimador bootstrap pode ser calculado analiticamente, mas em geral sdo necessarias
reamostragens. Nestes casos o procedimento, conhecido como bootstrap paramétrico,
consiste em gerar amostras da distribui¢do F(X, 6).

Aqui denotamos as B amostras geradas por X*(b),b=1,...,B, e as
estimativas bootstrap de 6 calculadas para cada uma dessas amostras sdo denotadas por
0*(b), b=1,..., B. Com as B estimativas bootstrap, podemos calcular a estimativa do

erro padrao de 6 como:



P B
(07(b) =0 )%y 172 >0 (b)
ep’(B) = { = 51 com 0 = ble (3.18)

M

A estimativa ideal do erro padrdo seria obtida com B — oo, mas o esfor¢co
computacional, que depende principalmente do cdlculo das estimativas bootstrap 6*(b),
cresce linearmente com B. E claro que a precisdo da estimativa do erro padrio deve ser
tdo boa quanto as estimativas de qualquer outro parametro de interesse e, portanto,
esperamos que a estimativa tenha vicio e desvio padrio pequenos. A estimativa
bootstrap ideal ep*(o0) tem o menor desvio padrdo entre todas as estimativas ndo
viciadas. Uma maneira de escolher o valor de B satisfatoriamente € calculando o
coeficiente de varia¢do de ep”(B). O aumento na variabilidade devido a escolha de um
valor de B insuficiente € refletido em um aumento no coeficiente de variacdo. Segundo
Efron e Tibshirani (1993), frequentemente sdo necessarias 200 replicacdes para estimar o
desvio padrdo e valores muito maiores para B no caso do célculo de intervalos de

confianca.

3.4.2 Intervalos de Confianca Bootstrap

Através do uso do bootstrap, podemos obter intervalos precisos sem usar a suposi¢ao
de normalidade assintética. Varios métodos tém sido propostos para calcular o intervalo
de confianga com o método bootstrap. Uma revisao pode ser encontrada em Efron e
Tibshirani, (1993) e outra revisao, mais recente, pode se encontrada em Wehrens et al,
(2000).

Entre as técnicas conhecidas, as mais precisas sdo: 1) Percentil bootstrap 2)
Percentil bootstrap corrigido BC, (Bias-Corrected and accelerated)e 3) ABC

(Approximate Bootstrap Confidence intervals).
Método dos percentis bootstrap:

O intervalo de confianga baseado na distribui¢do bootstrap parte da suposi¢ao de

que a distribui¢do de (6 — 6) é aproximada pela distribui¢do de (0* — 0). Isso significa



o~

que também os percentis da distribuicdo de (6 — ) sdo aproximados pelos percentis da
distribuicao bootstrap de (@* — 0). Assim, os percentis s,/2 € S1_q/2 da distribui¢io de

A~

(0 — 0) que sdo usados no intervalo de confianga cldssico dado por:

0 =51 0pp<0<0—5,0

s@o substituidos pelos percentis da aproximacgado bootstrap s*(‘B +1)a/2 © SE‘B +1)(1—a/2)s €O

intervalo de confianca é dado por:
0 — s(pr1y1-a/2) <0 < 0= 5(p11)a) (3.19)

Podemos reescrever o intervalo de confianca (3.19) considerando os quantis da
. . .~ %k - A~k o~ . B
distribui¢io de 6 em lugar da versdo centrada (0 — 6). Assim, se r:e s’ sdo

. s . . . . o~ Nk K “ ~
respectivamente os a-ésimos percentis das distribui¢des de 6 ¢ (9 — 0), entao:
=5+ (3.20)

pela simples razao de as duas distribui¢des diferirem somente por um deslocamento 0.
Substituindo a relagdo (3.20) na equacdo (3.19), temos o intervalo de confianca

baseado na distribui¢ao bootstrap, dado por:

20 — T{p11y1—a2) S 0 <20 = T(pi1y0) (3.21)

Uma propriedade importante do intervalo baseado nos percentis é que ele
respeita transformacdes nos parametros da distribuicdo. Supondo que adotamos uma
transformacdo 5 = m(@) que normaliza a distribuicdo de 9, ou seja, que 5 tem
distribui¢io gaussiana com média ¢ e varidncia c?,entdo o intervalo baseado em

percentis para 6 é:

m (¢ — CZ(1-a)) <O < m ¢ — czy) (3.22)
A Essa propriedade € importante principalmente quando a distribuicdo de 9 ¢
claramente assimétrica, e o intervalo normal padrao s6 é correto quando adotamos uma
transformacdo que normaliza essa distribui¢do. O método baseado nos percentis ja faz
essa transformacdo automaticamente. A grande vantagem desse método, portanto, € nao
exigir o conhecimento explicito da transformag¢do que normaliza a distribuicdo de 0.
Entretanto, para que o método do percentil bootstrap tenha boa precisdo, é necessario
que essa transformacg@o exista, mas isso nem sempre ocorre. Para tais situagdes, uma

correcdo no método dos percentis foi proposto por Efron e Tibshirane (1993). O método



corrigido é denominado de BC,(bias-corrected and accelerated). O método BC,
melhora o método dos percentis em ambos os sentidos, teoria e pratica. No entanto, ele
exige maior esforco conputacional. Para contornar essa dificuldade, foi proposto,
também por Efron e Tibshirane, o método ABC' (Approximate Bootstrap Confidence

intervals), que nao abordamos nesta tese.
Método BC,:

A construgdo do intervalo por este método € mais complicada que a construgao
dos intervalos percentis, mas seu uso ¢ mais ficil. Seja /9\*((1) 0 a-ésimo percentil da
distribui¢do dos B estimadores bootstrap denotados por 5*(1), e ,@*(B).

O intervalo de confianga calculado pelo método BC, também usa os percentis da
distribuicdo bootstrap, mas ndo necessariamente os mesmos percentis do método
anterior. Os percentis usados agora dependem de dois nimeros a e z), chamados de
aceleragdo e correcdo de vicio. Entdo o intervalo BC, com 100(1 — «)% de confianga é
dado por:

Binss Do) = @077 (3.23)

com

. 20 + 2 . Zo + 2017
= = 3.24
ai (zo + 1 Gt z(“))) e o (zo + G 1 200) (3.24)

Nas equagdes em (3.24), ®(.) representa a funcdo distribuicdo acumulada normal

padrio, e z(* é o 100« — ésimo percentil da distribui¢io normal padrio. Note-se que, se
2y € a s3o iguais a zero, entdo o intervalo de confianga BC, coincide com o intervalo de
confianca normal padrdo. O valor da correcdo do vicio zy € calculado diretamente da
propor¢ao entre o nimero de estimativas bootstrap menores que a estimativa original 0,

ou seja:

2y = o1 (W) (3.25)

onde ®(.)representa a funcdo distribui¢io acumulada normal padrdo. Rigorosamente
o~k -~
falando, zp mede o vicio mediano de § em relacdo a # em unidade normal. Obtemos

. . K , -
zp = 0 se exatamente metade das estimativas ¢ (b) é menor que 6.



A Existem vdrias formas para calcular a aceleracdo a. A mais simples é dada em

termos do estimador jackknife da estatistica 6 = s(x). Seja x(;) a amostra original com o

i-ésimo ponto retirado e a estatistica /é(,-) = s(x;). Defina 0(.) = Z/Q\(Z-) /n. Uma

expressao para a aceleragdo é dada por:

a= 2: (3.26)
{;(9( ) —0))? 2
A A estimativa @ é chamada de aceleracdo porque se refere a taxa de varia¢do do

erro padrdo de 0 com relacdo ao valor verdadeiro do pardmetro 6. A aproximagao normal
padrao 9~ N (0, ep?) assume que o erro padrio de 0 é 0 mesmo para todo estimador 6.
No entanto, isso frequentemente nao é realista, e a aceleracao corrige essa distor¢ao.
A O método BC, tem duas vantagens tedricas importantes. Primeiro, ele preserva
tranformagdes nos parametros, como no método dos percentis. Isso significa que os
pontos extremos do intervalo BC, sdo transformados corretamente, se o parametro de
interesse 0 é trocado por uma funcdo de #. Por exemplo, o intervalo BC, para \/5 é
obtido tomando-se a raiz quadrada dos pontos extremos do intervalo BC, para 6.

A segunda vantagem € quanto a sua precisdo. Um intervalo com 1 — 2« de

confianca tem probabilidade o de ndo conter o verdadeiro valor do parametro.
P(0 < Oint) = P(0 > Oap) = @ (3.27)

Os intervalos de confianga aproximados sdo classificados de acordo com a sua
precisao em relacdo a esta probabilidade. O método BC|, tem precisdo de segunda
ordem, ou seja, os erros com relagdo a (3.27) vdo para zero com taxa 1/n, isto é

PO < Oim) = a+ @ P(0 > Byp) = o+ c;‘:f’ (3.28)

onde n € o tamanho da amostra € ciyf € Cqyp 530 duas constantes.
Os intervalos padrio e os calculados pelo método dos percentis tém precisao de

primeira ordem, portanto os erros com relacao a (3.27) tém magnitude maior, pois

PO <But) = a+ 2 ¢ PO > Bup) = a + 2 (3.29)

Yo Vi




O método BC, é recomendado para uso geral, ji que € o unico que respeita

transformacdes e tem boa precisao.
3.5 Escolha de modelos - Teste da razao de Verossimilhanca Profile

Como foi visto na se¢do 3 do capitulo 2, o modelo logistico é equivalente ao
modelo de Richards com ¢ = 1. Para construir o teste da razao de verossimilhanca a fim

de verificar qual é o modelo que se ajusta melhor aos dados, consideramos as hipéteses:

Hy:q=1xH;:q#1 (3.30)

Entdo, sob Hjy o modelo logistico ¢ o mais adequado e, se rejeitamos essa
hipétese, ficamos com o modelo de Richards com o valor de ¢ dado pelo estimador de
maxima verossimilhanca profile . A estatistica do teste é dada pela razdo dos maximos
das funcdes de verossimilhanca de cada modelo.

O méximo da funcdo de verossimilhanca do modelo de Richards denotado por
maxLp € obtido substituindo-se os estimadores de mdxima verossimilhanca profile dos

parametros do modelo 7y, &g €7, e é dado por:

T (u) T ~n—1
maxLp = (%) ’ exp{ — %(Y(‘I) — XWggY (YW — X(q)aR)} :
™q q n—
N,
1
maxLp O</7\—R (nTil)eXp{ — %(Y(q) — X(q)aR)/<Y(‘1) _ X(q)aR)} (3.31)
q

Para o modelo logistico denotamos 0 maximo da funcio de verossimilhanca por

max.,, e, substituindo os estimadores &;, € 7, , temos:

P ()

N
max Ly, = (Z_Z) exp{ _ 7(Y<q> _ X Dg,) (Y — X(Q)alo)}
™

n—1
[IN
t=1
max L, oﬁﬁ)exp{ - %(Y(‘” ~ XDgy,) (YW - X<Q>a,o)} (3.32)

Entdo, a razdo de maxima verossimilhanca, que € a estatistica do teste, é dada

por:



~ 1 ~ ~
Roc (22) T exp{ TS0 —mpx() — 103, - @oX,)?) 333)
TR 205 7

A hipétese nula € rejeitada se o méaximo da verossimilhanca sob o modelo
logistico é menor que o mdximo da verossimilhanca sob o modelo de Richards. O valor
critico para esse teste ndo pode ser obtido diretamente porque a estatistica Aem (3.33)
nao tem uma distribuicdo conhecida. Podemos usar a distribui¢do assintética de
A= — ZIOgK que € Qui-quadrado com v = k — kg graus de liberdade, onde k é o nimero
de parametros do modelo de Richards e kj, o nimero de parimetros do modelo logistico
(Johnson, Wichern, 1992).

Uma alternativa que propomos € gerar valores de \ substituindo os estimadores
de méxima verossimilhanca profile em (3.33) e tomar o percentil 95% da distribuicio
empirica como valor critico para o teste. Para gerar amostras dos estimadores dos
parametros dos dois modelos, novamente usamos a técnica bootstrap e entdo, obtivemos

a distribui¢do de X

3.6 Aplicacao da inferéncia classica

Para avaliar o desempenho das técnicas apresentadas (méaxima verossimilhanca
profile e método bootstrap) com relacdio ao tamanho da amostra , geramos dois
conjuntos de dados, sendo um de tamanho 500 e outro de tamanho 50. Foram gerados
5000 valores com o modelo de Richards com os parametros ¢ = 0,6 , K = 9000,
p=0,7 e 7= 2. Desprezamos os 4000 valores iniciais e utilizamos os ultimos 1000
valores para entdo selecionar as duas amostras, evitando assim a influéncia do valor
inicial escolhido para o tamanho da populacdo. As trajetérias do processo
{N;,0 <t <n} comn=500 en=>50 estdo apresentadas graficamente nas Figuras
3.1 e 3.2, respectivamente. Chamamos de Amostra 1 aquela com 500 pontos e Amostra

2 aquela com 50 pontos.
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Figura 3.1: Amostra 1: n=500
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Figura 3.2: Amostra 2: n=50

Com essas duas amostras calculamos os estimadores de méxima verossimilhanca
profile dos parametros e os respectivos intervalos de confianca assintticos. Também
calculamos os intervalos boostrap dos parametros com os métodos do percentil e
BC,(bias-corrected and accelerated). Na Figura 3.3 temos os graficos do logaritmo das
funcdes de verossimilhanca profile nos quais podemos observar os intervalos de

confianga 95% (IC) para ¢, para as Amostras 1 e 2, respectivamente.
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Figura 3.3 : Log Verossimilhanga profile: a) Amostra 1 com IC para q:(0,24 ; 0,75) e
b) Amostra 2 com IC para q:(0 ; 2,11)

A seguir, nas Tabelas 3.1 e 3.2, apresentamos os resultados obtidos com o
método da maxima verossimilhanga profile (EMVP) e a comparacdo dos intervalos
assintéticos com os intervalos obtidos com os dois métodos do bootstrap para as
Amostras 1 e 2, respectivamente.

Tabela 3.1: Amostra 1 (n=500) 7 =2, ¢ =0,6, K =9000e p = 0,7

EMVP | IC assintético IC - percentil IC - BCa
T | 2,2306 | [2,2160 ; 2,2452]* | [2; 2,5588] [1,9821 ; 2,5373]
q | 049 [0,24 ; 0,75] [0,24 ; 0,72] [0,2423 ; 0,72]
K | 8197,1 | [8196,3 ; 8197.9]* | [7367,3 ; 9094,8] | [7382,9 ;9124,7]
p | 0,6704 | [0,6309 ;0,7099] | [0,5910;0,7574] | [0,5769 ; 0,7454]
* Intervalos que nao contém o valor verdadeiro
Tabela 3.2: Amostra2 (n=50)7 =2, ¢ = 0,6, K =9000e p = 0,7
EMVP | IC assintético IC - percentil IC - BCa
7 | 2,0831 | [1,3369;2,8293] | [1,4314 ;3,4636] | [1,3519 ;2,9820]
g | 094 [0;2,11] [0,1; 1] (0,1 1]
K | 10164,8 | [10138; 10191]* | [7119,3 ; 12715,9] | [7737,7 ; 13637,6]
p 10,7626 | [0,4162;1,1090] | [0,4847 ;1,1357] | [0,3893; 1,0260]

* Intervalo que ndo contém o valor verdadeiro

Analisando as Tabelas 3.1 e 3.2, verificamos que o método bootstrap € mais

adequado para calcular intervalos de confianga para os parametros do modelo de



Richards. Todos os intervalos bootstrap contém os valores verdadeiros dos parametros,
fato que nao se verifica com os intervalos assintéticos, mesmo no caso da amostra com
500 observagdes. Isso ocorre porque, como € previsto com a teoria assintdtica, com
amostras maiores a amplitude dos intervalos de confianca diminui. No entanto a
propriedade de normalidade assintdtica leva a uma imprecisdo fazendo com que os
intervalos de confianca ndo incluam os valores verdadeiros dos parametros.

Nas Figuras 3.4 e 3.5, apresentamos os histogramas das estimativas bootstrap
para as Amostras 1 e 2 respectivamente. Esses histogramas se aproximam das
distribuicdes verdadeiras dos EMVP e neles podemos observar a deficiéncia da técnica
padrdo ao estimar a variabilidade das estimativas com base na teoria assint6tica usando a
matriz de informacao de Fisher. O fato é que as distribui¢des verdadeiras dos
estimadores podem ser assimétricas, como vemos no caso do parametro ¢, e, assim, a
aproximag¢ao normal ndo € boa porque atribui mais massa de probabilidade aos valores
maiores do que a distribuicdo verdadeira. Além disso, a dependéncia do processo
{e:,t > 0} agrava a imprecisdo, uma vez que a convergéncia é mais rdpida com
independéncia na amostra.

A aproximacdo assintética para o estimador de ¢ utiliza o fato de que
—2[1,(@) — 1,(q)] ~ x3. Essa aproximagdo é adequada para a Amostra 1 (n = 500).

No caso da Amostra 2, em que n = 50, a estimativa do parametro de forma
apresenta valores proximos de ¢ =1 com uma elevada frequéncia, como mostra o
histograma de ¢ na Figura 3.5. Esse resultado indica que, mesmo considerando-se uma
técnica robusta para estimar a variabilidade deste parametro, a estimativa pode levar a
um erro na identificacdo do modelo optando por um modelo logistico (¢ = 1), quando na

verdade a populagdo foi gerada por um modelo de Richards (¢ = 0,6).
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Figura 3.4: Distribui¢des bootstrap dos pardmetros 7, ¢, K e p para a Amostra 1 (n = 500)
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Figura 3.5: Distribui¢des bootstrap dos pardmetros 7, ¢, K e p para a Amostra 2 (n = 50)



Resultado do Teste da Razio de Verossimilhanca Profile

As estimativas dos intervalos de confianca para o pardmetro ¢ apontam para um
modelo logistico no caso da Amostra 2 e para um modelo de Richards para a Amostra 1.
Para selecionar o modelo mais adequado para cada uma das amostras, consideramos o
teste da razdo de verossimilhanca comparando o modelo logistico com o modelo de
Richards. As hipéteses do teste sdo: Hy: g =1 x Hy : q # 1.

Rejeitamos H, se 2> Ae; usando a teoria  assintdtica, temos
A= — ZZog(K) ~ Xi,p assim com nivel de significincia a=0,05, A\, =3,841. A
imprecisdo da teoria assintOtica, que jad se apresentou no cdlculo dos intervalos de
confianga dos parametros, também estd presente aqui no calculo de X. Assim, adotamos
o procedimento de bootstrap para estimar o valor critico do teste A\. com mais precisio.

Aplicamos o teste para oito amostras com tamanhos diferentes, para verificar a
partir de que tamanho esse resultado é vdlido. Todas essas amostras foram geradas com
o modelo de Richards, com os parametros ¢ = 0,6, p =0,7, 7 =2 e K =9000. A
Tabela 3.3 mostra os resultados do teste. Os valores de )\, foram obtidos com o método
bootstrap considerando-se no numerador o modelo logistico. Como ilustracao
apresentamos na Figura 3.6 os graficos das distribui¢cdes empiricas de h\ para as amostras
I(n =500) e 2 (n = 50).

Tabela 3.3: Resultados - Teste da razdo de verossimilhanga

~

n A Ae Conclusio

50 | 0,0099 | 3,1578 | Nao rejeito Hy — escolher o modelo logistico
70 | 0,0563 | 3,3795 | Nao rejeito Hy — escolher o modelo logistico
100 | 0,3273 | 2,8703 | Nao rejeito Hy — escolher o modelo logistico
150 | 1,2929 | 3,4522 | Nao rejeito Hy — escolher o modelo logistico
200 | 3,0489 | 2,9596 | Rejeito H, — escolher o modelo de Richards
250 | 4,2855 | 2,8946 | Rejeito Hjy — escolher o modelo de Richards
300 | 7,3773 3,1323 | Rejeito H\ — escolher o modelo de Richards
500 | 16,6817 | 3,0714 | Rejeito Hy — escolher o modelo de Richards
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Figura 3.6: Distribuicdes empiricas da estatistica do teste - a) n = 500, b) n = 50

A O método do teste de razao de verossimilhanga se mostrou inadequado para
amostras com menos de 200 observacdes. Nesses casos o modelo escolhido foi o
logistico, quando os dados foram gerados pelo modelo de Richards. Esse método,
portanto, ndo € recomendavel para amostras pequenas.

A técnica de bootstrap se mostrou precisa, mas nao o suficiente para evitar a
superestimacdo da variabilidade de alguns parametros quando a amostra € pequena
(n = 50), e poderiamos, erroneamente, escolher o modelo logistico (¢ = 1).

A coleta de dados sobre a populacio de uma espécie por longos periodos de
tempo € algo dificil e muito raro pelas razdes comentadas anteriormente. Para estes
casos, o método apresentado tem limitagdes que ficam evidentes no estudo apresentado
acima, e propomos como alternativa a abordagem bayesiana.

Para a identificacdo dos modelos de crescimento populacional nos casos com
poucos dados amostrais € com dependéncia entre as observacgdes, € interessante levar em
conta as informacdes de especialistas tais como bidlogos, ecologistas e técnicos de dreas
relacionadas ao problema para incorporar algum conhecimento prévio ao procedimento
da inferéncia. Essas consideragdes e pontos de vista podem ser incorporados no modelo

quando fazemos a inferéncia bayesiana.






Capitulo 4
Abordagem bayesiana para o modelo de Richards

Neste capitulo apresentamos as técnicas bayesianas de inferéncia e escolha de
modelos, fazendo um paralelo com as técnicas cldssicas apresentadas no capitulo 3. Para
comparar essas técnicas do ponto de vista pratico, no final do capitulo apresentamos os
resultados numéricos com as técnicas bayesianas para as mesmas amostras utilizadas na

aplicacdo do capitulo 3.
4.1 Discussao sobre o uso de métodos classicos e bayesianos

Os métodos bayesianos constituem uma maneira diferente de fazer ci€ncia, sendo
a estatistica bayesiana muito mais que uma nova ferramenta para o repertério de métodos
estatisticos. A inferéncia bayesiana rejeita varios "dogmas" da estatistica e dos métodos
cientificos que sdo correntemente aceitos em ecologia e outras ciéncias. A abordagem
bayesiana tem dividido o mundo da estatistica em faccdes e podemos dizer que sua
influéncia tem crescido rapidamente.

A controvérsia com relagdo a estatistica bayesiana nao estd no teorema de Bayes
mas sim no seu uso. Sejam X e Y varidveis aleatorias, com funcdes densidade de
probabilidade pyx(x) e py(y) respectivamente. O teorema de Bayes, quando expresso

para varidveis aleatdrias continuas, estabelece que:

_ px(=[y)py (y)

4.1
x (@) 4.1)

py (ylz)
com px(z) = [px(zly)py(y)dy e no qual py(ylz) é a fungdo densidade de
probabilidade condicional de Y dado X =z, e px(z|y) é a fun¢do densidade de
probabilidade de X dado Y = y.

Na estatistica bayesiana, py (y) representa a "crenca" subjetiva do pesquisador a
priori sobre um parametro Y. O parametro € uma variavel aleatdria, e a funcao densidade
de probabilidade a priori modela probabilisticamente a "crenca" sobre possiveis valores
do pardmetro. O pesquisador escolhe a forma da fun¢do densidade de probabilidade a

priori que quantifica sua melhor opinido sobre o pardmetro. Na estatistica bayesiana, = é



a saida observada do experimento, e px(z|y) é a fun¢do de verossimilhanga, que é
familiar para os estatisticos frequentistas (funcido densidade de probabilidade dos dados
X, conhecido o valor do parametro y). As conclusdes sobre o parametro sao sumarizadas
na funcdo densidade de probabilidade a posteriori py (y|z), que expressa a combinagdo
entre a crenca subjetiva do pesquisador e as informacdes contidas nos dados z. Em
outras palavras, a inferéncia bayesiana combina a fun¢do de verossimilhanga com uma
funcdo densidade de probabilidade conjunta dos pardmetros, que chamamos densidade
conjunta a priori. Essa densidade é baseada em informacdes fornecidas, a priori, por
especialistas da drea em questdo (no caso ecologistas, bidlogos, técnicos em
bovinocultura etc).

Na abordagem bayesiana, todas as conclusdes sobre o valor do paradmetro sdo
tiradas a partir da funcdo densidade de probabilidade conjunta a posteriori. Os dados
apenas entram na func¢do de verossimilhanca. Em particular, nenhuma probabilidade
sobre o espaco amostral, além do valor real da funcao de verossimilhanga, € admitida nas
conclusdes. As probabilidades sobre o espago amostral, tal como a probabilidade que
uma estatistica de um teste exceda um valor critico, envolvem "dados que ndo
ocorreram" e sdo excluidas da andlise. O principio de incluir somente os dados reais na
andlise e excluir consideragdes sobre as possibilidades do espago amostral é conhecido
como principio da verossimilhanga.

Portanto, hd dois elementos-chave na abordagem bayesiana: o primeiro € a
quantificacdo de "crengas" a priori sobre o parametro na forma de uma distribuicdo de
probabilidade e a incorporacdo dessas "crencas" na andlise; o segundo € a aceitacdo do
principio da verossimilhanca e a concomitante rejei¢ao de todas as probabilidades sobre
o espaco amostral das conclusdes inferenciais sobre o parametro.

Nos testes estatisticos freqiientistas, o P — value € a probabilidade de rejeitar a
hipétese nula quando esta é verdadeira (erro tipo I). Se esta probabilidade € menor que
um dado nivel de significancia, entdo rejeita-se a hipdtese nula.APara os bayesianos, o
uso de P — values para tirar conclusdes viola o principio da verossimilhanca porque
envolve uma probabilidade sobre o espaco amostral. Nos testes bayesianos cada hipétese
recebe uma probabilidade subjetiva de estar correta. Os dados modificam estas "crencas"
nas hipdteses através da funcdo de verossimilhanga. A hipétese que tiver maior
probabilidade a posteriori é considerada pelo pesquisador como a verdadeira. Um par de
hipéteses pode ser comparado com a razdo de suas probabilidades a posteriori, que é

proporcional a razdo de verossimilhanca ou fator de Bayes. Os conceitos de nivel de



significancia e poder do teste sdo probabilidades sobre o espaco amostral e nido sdo
considerados na estatistica bayesiana.

A O conceito de intervalo de confianca é central para a estatistica freqiientista. No
entanto, a interpretacdo desse conceito, muitas vezes, sugere mais do que ele realmente
informa. O intervalo com 95 % de confianca nos informa que, se tivéssemos 100
amostras aleatérias do mesmo tamanho e para cada uma delas calculdssemos um
intervalo de confianga, o parametro estaria contido em 95 dos intervalos. Ou seja, na
estatitica frequentista, os dados sdo aleatérios e portanto podemos considerar a
probabilidade do intervalo conter o parametro, que ¢ fixo. Os intervalos de confianca sao
baseados em aproximagdes assintéticas e, muitas vezes, a amostra disponivel ndo tem
tamanho suficiente para isso. Pode ocorrer um intervalo de confianca com extensao
maior que o dominio do pardmetro. Por essas razdes, os pesquisadores bayesianos
criticam o método. Com o desenvolvimento de abordagens computacionais, como a
verossimilhanga profile e as técnicas de bootstrap, essas criticas tornam-se discutiveis.

Do ponto de vista bayesiano, a amostra € fixa e, portanto, ndo calculamos
probabilidades no espaco amostral, e o parametro ¢ uma varidvel aleatdria. O intervalo
de credibidade (1 — «) é construido com esse conceito, tomando como pontos extremos
do intervalo os percentis a/2 e 1 — «/2 da fun¢do densidade de probabilidade a
posteriori. No intervalo de credibilidade (1 — «v) é a probabilidade do pardmetro estar
entre esses dois nimeros fixos (Dennis, 1996).

Uma das vantagens do método bayesiano € a possibilidade de combinar dados de
diversos estudos através do uso da densidade a priori e, se isso € possivel, ndo ha a
necessidade de amostras grandes ja que a abordagem bayesiana ndo se baseia em teoria
assintética. Por outro lado, nem sempre temos informacao a priori disponivel e por isso
pode ser usada uma densidade a priori ndao informativa. Nesse caso o tamanho da
amostra € tdo importante quanto na inferéncia classica.

A grande desvantagem da inferéncia bayesiana é que, com uma densidade a
priori imprépria, podemos obter uma densidade a posteriori imprépria, que nao serve
para tirar as conclusdes de interesse. Além disso, pode ser dificil verificar se a densidade
a posteriori é prépria. Uma funcido densidade f é propria se satisfaz as propriedades
bésicas de fungdo densidade de probabilidade dadas por: f(xz) >0, —oco <z < o0 e
2 f(z)dz = 1.

No problema de crescimento populacional com o modelo de Richards, a

abordagem bayesiana € adequada, uma vez que os parametros de interesse p e K sdo



varidveis aleatérias e também pelo fato de que esses estudos contam com poucas
observagdes. Mesmo com densidade a priori imprdpria, com os modelos que estamos
estudando verificamos que a densidade a posteriori € prépria.

Para destacar que nesta abordagem os parametros sdo varidveis aleatdrias,

substituimos a notagdo do vetor de pardmetros a por (.
4.2 Inferéncia bayesiana para os modelos logistico e de Gompertz

No caso dos modelos logistico e de Gompertz, é possivel calcular diretamente as
densidades marginais a posteriori de B e 7 e, assim, obter os estimadores bayesianos
correspondentes de p e K através das relagcdes dadas na se¢do 3 do capitulo 2. Para
verificar essa particularidade desses modelos, consideramos a funcdo de verossimilhanga
para o modelo geral de regressio linear Y; = Gy + 51 X;+ 2 e os residuos
zi =Y, — By — 01X, iid. NAO, 7'_1). No modelo logistico X; = N; e no modelo de
Gompertz ~ X; =In(N;). Denotando-se por D o vetor dos dados
D= (Yy,...,Y,,Ny,...N,), temos a fun¢do de verossimilhan¢a em notagdo matricial

dada por:
LB D) = (L) ep{ - Lo+ 8-BXXB-B)} @2

onde C = (Y — XB) (Y — XB) e (3 é o estimador de maxima verossimilhaca de S.
Considera-se a densidade a priori ndo informativa Uniforme (Box e Tiao, 1974) dada por

(B, T) x 1 4.3)
T

A densidade conjunta a posteriori € obtida combinando-se a fungdo de
verossimilhanga (4.2) e a densidade conjunta a priori dada em (4.3). Esta é a densidade

Normal-Gama, que € prépria. Assim temos que:

7-(-(/6’7-|D) X WO(IB’ T)L(ﬂ77—|D) X

n—1

T%_lexp{ — % [C' + (8- B)(X'X)(B - B)] } (4.4)

Para calcular a densidade marginal a posteriori de 7, basta integrar a densidade

conjunta com relagdo a 3 e temos:



~(+|D) = /_ (B, 7D)dB =

o0

/OoTnTl_le"P{ - % [C +(8-B)(X'X)(B - B)] }dﬂ

oo

n

—T%_lex I \/F
i G S VSR

7(7|D) T%_lexp{ — %C} 4.5)

Da mesma forma, para calcular a densidade marginal a posteriori de g,

integrando a densidade conjunta a posteriori (4.4) com relagdo a 7, temos que:

~(B|D) = / " w(B,7|D)dr =

|7 e < F[e+ (8- BxX) 8- B) Jar
271251

=(BID) o - -
C+(B-B(XX)B-B)

0.8

n—1
2

1
L+ LB-BXX)B-B]

(4.6)

Portanto, a densidade marginal a posteriori de 7 € a densidade Gama(%, %), ea

densidade marginal a posteriori para B = (0, 51) € a densidade ¢-Student bivariada com
(n —2) graus de liberdade. Com essas densidades marginais a posteriori, podemos
calcular estimativas dos pardmetros dos modelos lineares como o Gompertz e o logistico

com as relagbes p = By e K = — o/ 0.

4.3 Inferéncia bayesiana para o modelo de Richards



Para fazer a inferéncia bayesiana dos parametros do modelo de Richards,
propomos a utilizacdo do método de simulagdo de Monte Carlo em cadeias de Markov
(Gilks et al, 1996) e utilizamos especificamente o algoritmo amostrador de Gibbs
(Gelfand e Smith, 1990) em conjunto com o algoritmo Metropolis-Hasting (Chib e
Greenberg, 1995). Esses dois algoritmos sdo apresentados no final desta secdo.

Para encontrar a densidade a posteriori conjunta dos parametros do modelo,
vamos reescrever a funcdo de verossimilhanga dada no capitulo 3 em (3.10) lembrando
que, para esse modelo,AY (9 = (Yl(Q),.H ,Y,fQ)) , N@ = (Nl(Q), ,NT(LQ)), X9 =
NW)e D = [A/ON ),

n—1 n—1
L(g, B,1|D) = (5=) " exp{ = T1B,(8) + Cq]}nﬁqlN @47
t+1
t=1

com
By(8) = (8- B)(X@'X@)(8 - B).C, = (YW — XDB,) (A0 — X1j,)
e ﬁq € o estimador de minimos quadrados de 3 para q fixo.

O uso da familia de transformag¢des de poténcia nos dados para obter um modelo
linear gaussiano, que aplicamos aqui para o modelo de Richards, foi estudado por Box e
Cox, que desenvolveram as abordagens cldssica e bayesiana paralelamente. Existem dois
problemas nesta andlise. Em primeiro lugar, os resultados cldssicos e bayesianos podem
levar a inferéncias contraditérias. O segundo ponto é que as densidades a priori nao
informativas improprias propostas dependem da saida do experimento, que € o vetor de
observacgodes. Esse aspecto foi criticado por vérios autores incluindo-se Nelder (1964) e
Fraser (1967,1968). Box e Cox também alertam repetidamente em seu artigo que existe
uma maneira melhor para construir a densidade a priori. Sobre isso Lindley (1972, p48)
diz que a andlise de Box e Cox € enigmadtica porque usa uma densidade sobre o espaco
paramétrico que depende dos dados (apud Pericchi, 1981).

Segundo Pericchi (1981), a densidade a priori deve ser obtida sem a suposi¢ao de
independéncia a priori dos parametros. Essa suposi¢do € feita no célculo da densidade a

priori proposta por Box e Cox, que € dada por

m2(q)

71'0((],,8, U) = 7T1(,8,0'|C])7T2((]) &

onde 75(q) é uma constante com 0 < a < ¢ < b.



Para calcular a densidade a priori ndo informativa paraA3, e 7y, consideramos o

1/2

jacobiano da transformagdo o = 7, /", entdo temos:

dTo_l/2

121 372 _ 1
dTQ

=Ty 27'0 0

7Tl(ﬂa TO’Q) = 7T1(/87 U|Q)

70

Portanto, a densidade ndo informativa para ¢, B, e 7y € dada por:
1
71-O(qnga TO) X 71—1(187 TOlQ)TrQ(Q) X 7__0 (48)

Sem a suposicdo de independéncia dos parametros (Pericchi, 1981 ; Box e Tiao,
1974), obtemos:

4.9)

1
7T0(Q7 ﬁ; TO) X 5

7z

Observamos que (4.9) nem sequer ¢ uma densidade e optamos pelo uso da
densidade a priori ndo informativa proposta por Box e Cox.
Podemos escrever a densidade conjunta a posteriori, combinando a funcio de

verossimilhanca (4.7) com a densidade conjunta a priori (4.8):
%—1 70
(g, B, 7| D) x 7, exp{ - J1B.(B) + C’q]} (4.10)

O estimador bayesiano do vetor de pardmetros v = (¢, 3,79) é aquele que
minimiza o valor esperado a posteriori de uma fungdo perda denotado por E [u(~y,7)].
Se considerarmos a fungdo de perda quadrética, temos 7y = E;[y]. O célculo deste
valor esperado com relacdo a densidade a posteriori (4.10) s6 pode ser feito por
aproximac¢do numérica e, portanto, usamos os algoritmos amostrador de Gibbs e
Metropolis-Hastings. Para a aplicacdo desses algoritmos, é necessdrio o calculo das
densidades condicionais a posteriori 7(7plg, B, D) e w(B|q, 1, D), que podem ser

obtidas diretamente de (4.10) e sdo dadas por:

n—11
0lg, 8, D ~ Gama[ 5 [Ba(B) + cq]] 4.11)
Blg, 70, D ~ Normal [Bq, TO’I(X(‘J)/X(‘J))’I] (4.12)

A falta de informacdo a priori sobre o parametro ¢ dificulta a escolha de um

nicleo de transicdo para gerar amostras desse parametro no algoritmo Metropolis-



Hastings. Supondo-se que 0 < a < g < b, uma alternativa € fazer a reparametrizacdo a

seguir:
b = zog(ﬂ) 4.13)
b—q
onde temos que = —ooseq=aep = +ooseq=>b.

Considerando ¢ com uma densidade a priori gaussiana com média (a +b)/2 e
variancia 52, podemos usar esta densidade como nicleo de transi¢do, no algoritmo
Metropolis-Hastings, para gerar amostras de ¢. Entdo, podemos escrever a densidade

condicional de ¢ como:

m(¢|70, B, D) < N((a+b)/2,&)¥(r0, B, q, D) (4.14)

com (ro, 8,9, D) = exp{ — 3[B,(8) + C,]} .

A amostra do parametro ¢ pode ser obtida com os valores gerados de ¢, usando-
se a inversa da transformacgdo (4.13) dada por ¢ = (a + be?)/(1+ €?). As amostras
geradas com essas densidades condicionais através dos algoritmos de simulacdo de
Monte Carlo (amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings) podem ser usadas para
construir amostras das densidades marginais a posteriori dos parametros de interesse 7, p
e K, usando-se as relacdes 7 = ¢°1y, p = fpe K = (— By/F1)"/1.

Com essas amostras, temos condicdes de avaliar o comportamento dos
parametros com estimativas pontuais, intervalos de credibilidade, histogramas e outras
estatisticas de interesse como a moda a posteriori, por exemplo. A convergéncia dos

algoritmos pode ser avaliada com o critério de convergéncia de Gelman e Rubin
(Gelman e Rubin, 1992).

4.3.1AAlgoritmoAAmostradorAde AibbsAemAconjuntoAcomAp AlgoritmoAVetropolis-
Hastings

A seguir apresentamos 0s passos dos algoritmos de simulagdo de Monte Carlo

em cadeias de Markov denominados amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings.

1. Atribuir valores iniciais para as varidveis T(O), BY). Escolher os valores a e b, gerar
¢ ~ N(%:L,€?) onde a varifincia ¢ também € escolhida arbitrariamente e calcular
¢ = (a+be?”) /(14 2",



Facak =0

2. Gerar valores das distribui¢des condicionais (4.11) e (4.12) de forma que:

TékH) é gerado de P(To|q(k), 8% . D)

B+ ¢ gerado de P(B|q™, Tékﬂ), D)

3. Gerar um valor candidato para ¢ com o nicleo da densidade condicional (4.14) de

forma que
$'© ¢é gerado de N ((a + b)/2,€2);

4. Testar o valor candidato ¢ de acordo com :

Calcular ¢(© = (a + be?”) /(1 + ), Eq(g) , Cy0 € arazio:

e g%, ), D)
« = miny 1,
(m, B, g, D)

com 4(r, 8,4, D) = exp{ — Z[B,(8) + C, ja""

—_

By(B) = (B-B)XD'XD)(B-B,).C,= (YW - X0G,) (YW - XWf,)

e B; € o estimador de minimos quadrados de 3 paradado q.

Gerar u ~ UJ0,1], se v <, o valor candidato ¢(®) é aceito e, entio,
g%+t = ¢(9): caso contririo, ¢*t1) = ¢*) ¢ a cadeia ndo se move.
S. Fazer k < k 4 1 repetir os passos 2, 3 e 4. O valor de M (nimero de iteracdes) é
determinado pela porcentagem de aceitagcdo da varidvel ¢ (que deve ser no minimo 25%)
e também pelo critério de convergéncia Gelman e Rubin.

4.4 Escolha de modelos bayesiana - Critério das Densidades Preditivas
Ordenadas

As densidades preditivas ordenadas (DPO) podem ser usadas para a escolha entre
dois modelos. Com esse método, verificamos qual é o modelo que melhor se ajusta aos
dados. Seja D; = (Ny, Ny, ..., Ny), t <T. Assumindo-se o modelo de Richards, a
densidade de Ny 1|N; é dada por:



To \ 1/2 T
f (Nt Vi B, ) = 12— (35)exp{ = DY = gy = AN()2) (4.15)
t+1

Dada a densidade conjunta a posteriori (83, 79, ¢|D;), temos que
.f(Nt-l-lv /85 70, Q|Dt) = f(Nt+1’187 70, 4, Dt) 7T(ﬂ7 70, qut) (416)

Entdo a densidade preditiva de N;,|D; é calculada integrando-se a densidade
conjunta dada por (4.16), de forma que:

f(N | Dy) = /ﬂ / F(Nvor, B0, a|Dy)dadrydf =
ToY q

- /ﬂ / F(NesrB, 70, ¢, Dy) 7B, 70, q| Dy)dadrod B @.17)
T0Y 4

Portanto, a densidade preditiva é o valor esperado de f(N;11|8, 70, q, D;) com
relac@o a densidade a posteriori:

f(Nt—o—l’Dt) = E?T[f(Nt+1|/85 70,4, -Dt)]

A solugdo da integral (4.17) com o modelo de Richards ndo pode ser obtida
analiticamente, e, por isso, usamos a aproximagao de Monte Carlo dada por:

<

~ 1 o
J(Nea| D) = 53 f (N 89,770V, D) (4.18)
=1
BY), Téj), ¢, j=1,...,J sdo as amostras dos pardmetros obtidas com os algoritmos

de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). O método das densidades preditivas
ordenadas consiste em calcular:

Ch :7(Nh|Dt) para h=t+1,...,T

Assim o critério é baseado na comparagio dos valores do produto de ¢;, para cada

modelo. Se temos dois modelos, M; e M,, usados para explicar o comportamento dos
T
dados D, calculamos ¢(M;) =[] ¢nparai = 1,2 e o modelo que tiver o valor de ¢
h=t+1

maior € o que se ajusta melhor aos dados.
4.5 Aplicacao da inferéncia bayesiana para as Amostras 1 e 2

Para fazer a comparacdo entre as técnicas cldssicas e bayesianas, aplicamos a

inferéncia bayesiana aos dois conjuntos de dados apresentados no capitulo 3. Com a



abordagem bayesiana encontramos as densidades a posteriori utilizando a simulac¢do de
Monte Carlo em cadeias de Markov, mais especificamente os algoritmos Amostrador de
Gibbs e Metropolis-Hastings em conjunto. Nessa simulagdo, geramos uma cadeia de
Markov com 10000 valores para cada parametro e descartamos os 1000 valores iniciais
como periodo de aquecimento. Para atingir uma taxa de aceitacido de pelo menos 25% no
Metropoli-Hastings, dos 9000 valores restantes, selecionamos as amostras finais
tomando valores gerados a cada 5 iteracdes.AA convergéncia dos algoritmos foi
diagnosticada usando-se o critério de Gelman e Rubin, com R préximo de 1 para todos
os parametros. As taxas de aceitagcdo refletem a adequacdo do algoritmo Metropolis-
Hastings (Besag, 1995). Com as amostras selecionadas, construimos os histogramas das
densidades a posteriori apresentadas nas Figuras 4.1 e 4.2, para as Amostras 1 e 2,

respectivamente.
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Figura 4.1: Distribui¢des a posteriori dos parAmetros 7, ¢, K e p paraa Amostra 1 (n = 500)
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Figura 4.2: Distribui¢Ges a posteriori dos pardmetros 7, ¢, K e p para a Amostra 2 (n = 50)

A Se observarmos na Figura 4.2 o histograma do pardmetro ¢ para a Amostra 2,
vemos que a moda da distribui¢do estd bem préxima do valor verdadeiro, o que nao
ocorre com a distribui¢c@o bootstrap das estimativas de ¢ (Figura 3.5), na qual a moda € 1
e poderia nos levar a escolher o modelo logistico.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2, apresentamos os resumos das densidades a posteriori
(médias a posteriori e intervalos de credibilidade) para cada parametro, o resultado do
critério de convergéncia de Gelman e Rubin (R) e a porcentagem de aceitacdo do
algorimo Metropolis-Hastings, para as Amostras 1 e 2, respectivamente.

Observando essas tabelas, vemos que as estimativas bayesianas do parametro ¢

se aproximam mais do valor verdadeiro tanto na Amostra 1 como na Amostra 2, que é



pequena. Além disso, todos os intervalos de credibilidade contém os valores verdadeiros

dos parametros.

Tabela 4.1: Amostra 1 (n = 500) 7=2,¢=0,6, K =9000e p = 0,7
Ebayes | Int. Cred. R % de aceitacdo no M-H
2,2382 | [1,9656; 2,5274] | 0,9999 | -
0,5948 | [0,5510; 0,6387] | 1,0068 | 37 %
8434,6 | [7688,6; 9206,7] | 1,0004 | -
0,6610 | [0,5737; 0,7478] | 1,0002 | -

bNQ\]

Tabela 4.2: Amostra2 (n =50) 7=2,¢=0,6, K =9000e p = 0,7

Ebayes | Int. Cred R % de aceitacdo no M-H
2,0163 | [1,2935; 2,9299] | 1,0001 | -
0,6006 | [0,5544; 0,6454] | 0,9999 | 32 %
9421,4 | [6828,5; 12197,3] | 1,0004 | -
0,7736 | [0,4608 ; 1,0879] 1,0005 | -

ENQ\]

Resultado do Critério das preditivas ordenadas

Para comparar com o método classico de selecao de modelos, aplicamos o
método bayesiano das preditivas ordenadas para as mesmas amostras da Tabela 3.3 do
Capitulo 3, pagina 46. Na Tabela 4.3, temos os resultados com esse critério. Denotando-
se por M; o modelo logistico e por M, o modelo de Richards, escolhemos o modelos

de Richards se ¢(M;) < ¢(Ma) ou seja, se 112 = ig%g < 1.

Tabela 4.3: Resultados do critério das preditivas ordenadas

n 712 Conclusao

50 1,3901 Escolher o modelo logistico

70 1,2642 | Escolher o modelo logistico
100 | 0,9698 | Escolher o modelo de Richards
150 | 0,5524 | Escolher o modelo de Richards
200 | 0,2392 | Escolher o modelo de Richards
250 | 0,1324 | Escolher o modelo de Richards
300 | 0,0308 | Escolher o modelo de Richards
500 | 0,00027 | Escolher o modelo de Richards




Esse método se mostrou mais eficiente que o método cldssico apresentado no
Capitulo 3 para amostras menores. O critério selecionou o modelo correto a partir de
amostras de tamanho 100, mas para amostras menores, ele também ndo € eficiente, basta
notar que para a amostra de tamanho n = 50, ele seleciona o modelo logistico e os
resultados da tabela 4.2 nos levariam a escolher o modelo de Richards. Para ilustrar,

temos na Figura 4.3 o gréfico das prediditvas ordenadas para n = 500.
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Figura 4.3 : Grafico das Densidades preditivas ordenadas

No grafico da Figura 4.3 observamos que os pontos calculados com a densidade
preditiva do modelo de Richards sdo maiores que os do modelo logistico entdao

concluimos que o modelo de Richards € o modelo mais adequado aos dados.



Capitulo 5
Inferéncia e calculo de indicadores da viabilidade da
populacao com modelo de Richards com intervencao

Neste capitulo, abordamos o problema de inferéncia para uma populacdo com
crescimento de Richards sujeito a intervencao de retirada de individuos numa populacdo.
Nesse caso estamos interessados em estimar os parametros do modelo conhecendo nao
somente a trajetéria do processo {N;, t > 0} mas também a intervencdo {h;,t > 0},
que corresponde a retirada de uma parte dos animais. A interven¢do pode ser modelada
como um processo estocdstico ou como uma fungdo deterministica.

Assim como no modelo de Richards sem intervengdo, a inferéncia cldssica com
este modelo s6 € possivel usando a técnica da maxima verossimilhanca profile, com a
qual estimamos os parametros de interesse fixando um deles (vide capitulo 3). A
inferéncia bayesiana para este modelo também sé € possivel usando simula¢do de Monte
Carlo em cadeias de Markov (vide capitulo 4). Além da inferéncia apresentamos o
célculo de dois indicadores de viabilidade de uma populacdo. O primeiro indicador € a
probabilidade da populacdo atingir uma determinada meta em um determinado horizonte

e o segundo € o tempo até uma populagdo atingir uma meta.
5.1 O modelo de Richards com intervencao estocastica

Em muitos casos, a intervengdo h; deve ser modelada como um processo
estocdstico. Se consideramos que a taxa de abate depende da populacdo disponivel, e
assumindo-se {h;(N;),t > 0}, uma funcio estocéstica, temos o modelo de Richards com

intervencao estocdstica dado por:
Ny ¢
N = Ntexp{g [1 - (?t) ] }exp{et} — hy(N,)N, (5.1)

Um modelo possivel para h;(NV;) é:

hi(Ny) = ¢ + 01Ny + wy (5.2)

A equacdo (5.1) pode ser escrita como:



[NJQI (V)] = exp{p[1 - (%)q] }1/qexp{qet}1/q (5.3)

Elevando ambos os lados da equagdo a poténcia ¢, temos:

[N]Ql + ht(Nt)]q _ exp{p[l — (%)q] }exp{qet} (5.4)

5.1.1 Inferéncia classica para o modelo de Richards com intervencao estocastica

Para o uso do método de maxima verossimilhancga profile, fixamos o parametro g

q
e denotamos Yh(z) =1In Njif—jl + ht(Nt)] , Nt(Q) =N/ e 2z =qe . Entdo, podemos

reescrever a equacgao (5.3) como uma relagdo linear:

Yh(qf) =+ ath(Q) + 2z (5.5)

com oy =p € ap = —%

Assumindo que cada ¢; € uma varidvel aleatéria gaussiana com média zero e
variancia 7!
-1 2

75! = ¢*r'.Com isso temos, da equagdo (5.5), que a densidade de Y,fqt)|Nt(Q) é

, temos que z; tem densidade gaussiana com média zero e variancia

gaussiana com média a + ath(Q) e varidncia 751 = ¢*7 L.
A inferéncia para o0 modelo de Richards com intervencdo estocdstica requer o
conhecimento da densidade conjunta P(Nyi1, hi(N¢)|N¢). Uma vez que hy(N;) ndo é

fun¢do de NV, temos que:
P(Nyr, he(No)|Ne) = P | Ny b (N3) P (e (N[ No) Ty v (5.6)
O jacobiano da transformagio Yh(?t) =In [N]{,—tl + ht(Ny) ! ¢ dado por:

dy((I)

h.t

dNii1

o q
Nit1 + he(Ny) Ny

JYN:‘

Entao

1 T
P(Ni1, b ()| Ny) o< TOZCXP{ _ %(Yh(i) — o — ath(fZ))Q}



qP (he(Ny) | Ny) (5.7)
[NtJrl + ht(Nt)Nt]

Assumindo que w; € i.i.d. N(0,n7!), com o modelo (5.2) temos

P(he(N)IN;) ~ N(o + ¢1 Ny, 117) ou seja:

P(h(N)IN2) o fexp{ = 2 (hu(Ne) = 60 — 61 V)*} (5.8)

Substituindo (5.8) em (5.7), temos:
%

qTn
[Nt-i-l + he (N

NI

.
P(Nii1, bt (Ny) | Ny) o )N] exp{ — EO(Yh(g) — g — ath(q))Q}
t

x exp{ = Z(hu(Ne) = g0 — 91]V)* | (59)
Funciao de verossimilhanca profile
Em notagio matricial temos & = (b1 (Ny), ..., hy(N,)), Yi? = (Yh(ql), ,Yh(‘ln))’

N = (Nl(Q),... ,N,Sq)) e X9 =[1N9] com ¢>0, a=(ag, 1), 8= (c,m),
d=(¢o, $1) € v = (¢, n). Simplificamos a notacio com D = [N, h], entdo a funcio

de verossimilhanga € dada por:
n—1

L(8,7,4|D) = [ [ P(Nit1, he(Ny)| Ny)

t=1

n=l
L(0,7,q| D) o< ¢" 7y WTleXP{ -5 (Yh@ - X(Q)a)/(Yh(Q) - X(q)a)} X

L (5.10)
[Nt-H + htNt:|

X exp{ - g(h—N¢)/(h_N¢)} o)

t=1

onde N =



Devido a separabilidade de L(0,7, q| D) com relagdo aos pardmetros 6 e -,

podemos escrever a fungdo log verossimilhanga como:

(8,7, 9| D) = 1(0,q| D) + (| D)

onde
[(0,q| D) = n= 1ln(7'0) — %(Yfi‘” _ X(Q)a)/(yfiQ) _ X(Q)a) +
n—1
+ (n—1)In(g) — ) In [Ntﬂ + htNt] (5.11)
t=1
n—1 n ,
l(v| D) = In(n) — 5(h — N¢)'(h - N¢g) (5.12)

A matriz de informagao de Fisher para & eAy , para um dado ¢, tem a forma:

I(Q) O
I, = ( %‘9 I (5.13)

Y

A partir desse ponto, o procedimento para a obtenc¢do de estimadores de maxima
verossimilhanga profile e de intervalos de confianca para 7y e a dado ¢ é andlogo ao
feito no capitulo 3, usando agora, como fun¢do log verossimilhanca profile, a funcao

q
dada em (5.11). Lembrando que aqui temos Yh(i) zln[Nj(]’—*t1 + he(NVy) e

Y,EQ) = (Yh(ql), . Yh(qrf), os estimadores de ae& 7y com ¢ fixo sdo dados por:

8, = [ X' x0]1 x @'y (5.14)
~ n—1
Tog = 0 = ( )() — (5.15)
(Y," =g X @) (Y, —ag X))
A ComAg=(ag, 1) e 0@ = (e, 7p) os intervalos de confianga assintdticos para

Qq, a1, T € g sdo calculados com base nos resultados:

(n—1)(0 —8) ~ N(0, 1.9

— 2[l(q| D) — I(q] D)] ~ X}



Os estimadores de maxima verossimilhanca para ¢ e 7 sio calculados por:

= (N'N)'Nh (5.16)

n—1
7= n _ (5.17)
T h-Ng)(h—N

Com ¢=(¢g, ¢1) e v = (¢, n) os intervalos de confianga para ¢, ¢1en podem

ser calculados usando o resultado da teoria assintética:

(n—1)(y —=7) ~ N(0, 1)

5.1.2 Inferéncia bayesiana para o modelo de Richards com intervencao estocastica

Para destacar que, nesta abordagem, os parametros sdo varidveis aleatorias,
substituimos a notagdo do vetor de pardmetros « por (. Iniciamos definindo a densidade

a priori conjunta ndo informativa para @ = (3, 7)), v = (¢, 1) e ¢:
11

77—0(0777(1) X —= (518)
To N

Combinando a fung¢do de verossimilhanga (5.10) com a densidade a priori
conjunta (5.18) usando o teorema de Bayes, temos a densidade conjunta a posteriori,
dada por:

71—(05 v, q| D) X L(07 v, q| D)’/T()(eaf)la Q)

70,70 D)y exp{ = D(¥Y - Xy (v, - X9 )} x

n—1 1
TT( Ny — eN,) "7 texpd — 2(h— NgpY'(h - N (5.19)
" [ (Nen = helVe) o7 texp{ = S0 - o) (h - N9

Nesse caso, com densidade a priori conjunta ndo informativa e assumindo
independéncia entre os parimetros @ = (8, 7)) ¢ v = (¢,7n), temos a densidade a

posteriori conjunta escrita como:

7T(07’77Q|D> :77-1(07Q|Q)7T2(7| D) (520)

com



n—1

—1
X qn_IH (Nt+1 - htNt)

t=1

n—1

m(y| D) o7 lexp{ — 2(h— N¢)'(h— N¢)}

Como consequéncia da independéncia, os estimadores bayesianos, da mesma
forma que na abordagem cléssica, podem ser calculados separadamente. Além disso, a
densidade a posteriori para v pode ser facilmente integrada para obter as densidades
marginais de ¢ e 7. A densidade marginal de 77 ¢ uma Gama com pardmetros (n — 1)/2
e (h—N¢)(h—N¢)/2 e a densidade marginal de ¢ é uma ¢ — Student bivariada
com n — 2 graus de liberdade.

Assim, os estimadores bayesianos para ¢ e 7 coincidem com os estimadores
classicos dados por (5.16) e (5.17) respectivamente. Podemos combinar essas
estimativas com um algoritmo MCMC para calcular os estimadores bayesianos para

B = (6o, 1), 70 e q, considerando as densidades condicionais:

T q g q q
7(Blm,q, D) xexp{ ~ 2(v - X8/ (v, - Xg)}  (521)

2

m(mlB,q, D) x " exp{ = (%Y - XBY (v - X)) (5.22)

U _
n(qlB.m, D) x exp{ = (¥," - XB) (v, - XU B) }q"! (5.23)

As densidades condicionais (5.21) e (5.22) sdo conhecidas e portanto podemos
gerar diretamente delas as amostras de 8 e 7y, respectivamente. A densidade condicional
(5.23) ndo tem uma forma conhecida e assim como fizemos para o modelo sem
intervengdo, podemos usar a reparametrizacdo dada no capitulo 4, em (4.13) para gerar

as amostras de g usando o algoritmo Metropolis-Hastings.

5.1.3 Calculo de indicadores da viabilidade com o modelo de Richards com

intervencao estocastica



Considerando o modelo de Richards com intervencdo estocdstica, podemos
simular o comportamento da populagdo por um longo periodo de tempo, gerando
possiveis trajetdrias para os processos {Nt(j), hgj)(Nt(j)),j =1,...,J}. Estimamos com
as equagdes (2.22) e (2.23), a probabilidade da populagdo atingir uma determinada meta
e o tempo até atingir essa meta, respectivamente.

O célculo bayesiano de indicadores de viabilidade com intervencao estocdstica
exige um esforco computacional muito grande. Denotando cada valor gerado com
MCMC por g, 70, p(i) e KO,j= 1,..., M, entdo para cada ¢, teriamos que gerar uma
quantidade grande (por exemplo, 100 mil) de trajetérias da populacdo e calcular uma
estimativa do tempo esperado e da probabilidade de atingir a meta. Com essas
estimativas, teriamos entao as densidades a posteriori para os indicadores, mas para isso

seriam rodadas M x 100 mil simulagdes.
5.2 O modelo de Richards com intervencao deterministica

Um exemplo real no qual a intervengdo h;(N;) pode ser considerada uma fungio
deterministica, € o caso em que o governo estabelece as quantidades méaximas de abate
(por exemplo a pesca de animais de espécies ameacadas de extingdo como a lagosta).
Nesse caso, as estimativas dos parametros e do risco de extincao sido obtidos para uma
politica de intervenc¢do pré-determinada, de forma mais simples do que nas secdes
anteriores.

Assumindo-se {h;(NV;),t > 0}, uma funcdo deterministica de Ny, que representa
a proporcao de animais "retirados" em ¢, podemos escrever o modelo de Richards com

interven¢ao da mesma forma como em (5.1):

Ny = Ntexp{g [1 — (%)q] }exp{et} — hi(Ny) Ny

A densidade dos dados originais Ny, 1|N; é dada por:

P(Ni1|N;) = P(Yh(,qt)|Nt(Q))JYN =

0\ /? { To( (a) @) q
— (D ~ Dy — N, ) } 5.24
(27r) xpy =y e —w— )y N, O

5.2.1 Inferéncia classica para o modelo de Richards com intervencao deterministica



Escrevendo a funcdo de verossimilhanca para o modelo (5.24), podemos calcular
os estimadores de maxima verossimilhanga profile (EMVP) dos pardmetros ay, a1 € 7y
com ¢ fixo.

Em notagdio matricial temos h = (hy,...,h,) Y,fq) = (Y,fql), ,Yh(zl))

N@ = (N9 N9 e X0 =[1N®] com ¢ >0 e o= (o, ). Novamente,
simplificamos a notagdo com D = [N (9, h] . A funcdo de verossimilhanca é dada por:

n—1
0\ 2 T
L(q, o,my| D) = ( % ) " exp { B 50 (Y9 — XDy (V0 - X(q>a>}

n—1
X g (5.25)

n—1

ljl[Nt—H + hi(Ny) Ny

t

A partir desse ponto, o procedimento para a obtenc¢do de estimadores de maxima
verossimilhanga profile e de intervalos de confianca é andlogo ao feito no capitulo 3.

q
Lembrando que aqui temos Yh(i) =In [N](]—*tl + ht] e, portanto, os estimadores de ax e 7

com ¢ fixo sao dados por:

o, = [X(Q)/X(Q)]—lx(qy}f’fq) (5.26)

q

(n-1)
(¥, @, X0 (¥," — 3, X )

(5.27)

Tog =

5.2.2 Inferéncia bayesiana para o modelo de Richards com intervenciao
deterministica

A inferéncia bayesiana para o modelo com interven¢do deterministica é andloga
aquela feita com o modelo de Richards sem intervencdo, uma vez que h; somente altera
o célculo do vetor Yh(Q). A distribui¢do P(Ny.1|V;) € alterada somente no seu parimetro

de escala (média).

5.2.3 Calculo de indicadores da viabilidade com o modelo de Richards com
intervencio deterministica



Para o célculo de indicadores de viabilidade da populacdo com o modelo de
Richards, temos que calcular a matriz de probabilidade de transi¢do como mencionado
no Capitulo 2.

Calculo da matriz de transicdo - Abordagem classica

Temos o modelo de Richards com intervencao:

N\ ¢
Nt+l = Ntexp{g |:1 — (—t) ] -+ Et} — h’t(Nt)Nt
q K
q
Denotamos F'(N;) = g {1 — <%) } e reescrevemos o modelo como
Niy1 = Neexp{F'(Ny) + e} — he(N) Ny (5.28)
N1

N; + hi(Np) = exp{F(Ny) + €}

In [Nt“ - ht(Nt)] ~F(N,) = ¢
N,

Se I; e I; sdo dois intervalos quaisquer do espago de estados da cadeia £ e
assumindo-se que I; = [A;, B;], entdo existe um intervalo [a;, b;] associado ao ruido ¢,
tal que podemos calcular a matriz de transicdio de um passo com entradas
P;j = P(N¢y € Ij|N; € 1;) com:

N,
Pij:P(aj << bj) :P(aj Sln[ ]z;rl +ht(Nt)} _F(Nt) Sbj) =

t

P(eaj+F(Nt) < M + ht(Nt) < ebj+F(Nt)> —
N;
P (Nt [e@HFND _ py(N,)] < Nyyy < Ny[ebit Ve ht<Nt>]> (5.29)

De onde vem as identidades A; = N;[e%tFPN) — b, (N,)] e
Bj = Nt[ebJ'*F(Nf) — ht(Nt)] dado que Nt € Iz



Assumindo que ¢; é um processo com distribuicdo N (0,771), podemos calcular

P;; com a fungio de distribuicdo acumulada gaussiana padrao com:
Pjj= P(Ny1 € LN, € I,) = ®(r'2B;) — &(7'/24;) (5.30)

Essa forma de calcular a matriz de probabilidades de transicio € uma
aproximacao discreta do processo original, uma vez que consideramos as probabilidades
de transi¢do entre os intervalos [; e I;, ndo importando os valores que a populagdo pode
assumir dentro dos intervalos. A precisdo desse método depende do refinamento da
discretizacdo do espago de estados.

Na presenca de intervengdo, a matriz de probabilidade de transicdo depende de
h:, assim esse método s6 pode ser aplicado com h; fixo, ou deterministico. Quando
adotamos h; estocdstico, o cdlculo dos indicadores de viabilidade s6 pode ser feito pos
simulacao como foi mostrado na se¢do 1 deste capitulo.

Calculo da matriz de transicio - Abordagem bayesiana

Na abordagem bayesiana as probabilidades P;; dependem dos pardmetros
0 = (p,K,7,q) que sdo varidveis aleatdrias, assim P;;(f) também ¢ uma varidvel
aleatéria definida por P;;(0) = P(a; < ¢ < b;|0) onde a; e b; sdo funcdes de 0. Para

calcular a matriz com as entradas F;;, temos que:

P(e € [aj,b)],0lD) x P(aj < ¢ < bj|0)7(0| D) (5.43)
onde (6| D) é a densidade a posteriori conjunta dos pardmetros. Portanto,

P(Et c [CLj,bj“D) = /OP(Et S [aJ,bJ],0|D)d0

Pl € fa5bID) = [ Pla; < o < b 0)(6|D)a (5.44)

Uma vez que a densidade a posteriori conjunta foi obtida por MCMC gerando-se
as cadeias denotadas por 0%), k = 1,2, ..., M, entdo uma estimativa de P;;, obtida por

Monte Carlo, € dada por:

N 1 M
Py = M};P(aj < ¢ < b0 (5.45)



A densidade a posteriori para os F;; pode ser construida usando as cadeias

geradas para os parametros 6. Escrevendo
P(0%) = P(a; < ¢ < b;|0®) (5.46)

Assim, temos a cadeia para P;;(*)) substituindo cada elemento da cadeia
{6%) k. =1,..., M} na equacio (5.46).

O valor esperado do tempo de primeira passagem € calculado da mesma maneira.

Usando P;;(6) temos 71;;(#) e o estimador bayesiano para o tempo é:

pij = Eg[E(Ti;(0)]0)] (5.47)

Uma estimativa para y;; usando a cadeia gerada por MCMC € dada por:
1M
f;(0W) = MZE[TU(Q(’“)) 10%)] (5.48)
k=1

Da mesma forma como foi feito para Pij(Q(’“)), teremos uma cadeia para
i (0%)) = E[T;;(6%))|0%)] substituindo cada elemento da cadeia {#*) k = 1,..., M}

na equacao (5.48).



Capitulo 6
Aplicacao utilizando dados reais: Avaliacao do crescimento do
rebanho bovino brasileiro

A populagdo bovina mundial tem uma tendéncia de estabiliza¢do principalmente
nos grandes paises produtores de carne. No entanto, o rebanho bovino brasileiro
apresentou um franco crescimento nos ultimos anos, pois com posicao privilegiada para
este crescimento no hemisfério ocidental, o pais apresenta condi¢des Otimas para a
exploracdo de uma pecudria ecoldgica em pastagens naturais ou cultivadas. Nossas
dimensdes territoriais € os impressionantes nimeros do rebanho brasileiro tornam-se
ainda mais importantes quando pensamos no potencial socioecondomico da cadeia
produtiva da carne bovina. Em termos de producio de carne, o Brasil fechou o ano 1999
como segundo produtor mundial, sendo superado somente pelos EUA (Pineda, 2000).

Um estudo para saber a chance (probabilidade) da populacdo bovina ultrapassar
determinado patamar, dada uma politica de abate predeterminada, e em quanto tempo
essa meta seria atingida, € de extremo interesse para a bovinocultura e para a economia
brasileira como um todo.

Nesta aplicacdo, propomos uma avaliacio do crescimento do rebanho bovino
brasileiro com base nos dados do nimero efetivo de cabecas e abate anual no periodo de
1983 até 2002 de acordo com os dados em (ANUALPEC,2003). Podemos avaliar este
crescimento por meio do cédlculo de alguns indicadores da viabilidade da populacio
bovina brasileira.

Na figura 6.1 temos o grafico do nimero de cabegas de gado bovino brasileiro de
1983 a 2002 e na Tabela 6.1, apresentamos os dados do niimero de cabecas, abate e taxas

de abate anuais.
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Figura 6.1 : Rebanho bovino brasileiro (milhdes)

Tabela 6.1 : Dados ANUALPEC 2003

Ano | Populacdo (nimero de cabecas) | Abate (nimero de cabegas) | Taxa de abate
1983 | 124.798.475 20.019.453 0,1604
1984 | 126.528.255 20.662.727 0,1633
1985 | 128.362.982 19.514.118 0,1520
1986 | 131.870.251 21.596.101 0,1479
1987 | 134.084.435 24.137.350 0,1800
1988 | 141.360.698 23.947.724 0,1694
1989 | 144.442.495 24.160.035 0,1673
1990 | 151.719.702 28.750.883 0,1895
1991 | 154.297.163 29.856.501 0,1935
1992 | 153.033.849 29.530.016 0,1929
1993 | 154.261.655 33.320.517 0,2160
1994 | 155.650.830 32.686.674 0,2100
1995 | 154.058.176 36.819.904 0,2390
1996 | 152.835.009 36.680.402 0,2400
1997 | 153.236.729 34.171.790 0,2230
1998 | 155.623.621 34.548.443 0,2220
1999 | 157.259.739 34.754.402 0,2210
2000 | 160.764.649 35.207.458 0,2190
2001 | 164.099.008 36.265.880 0,2210
2002 | 167.412.089 37.835.132 0,2260

6.1 Resultados com inferéncia classica




Como podemos observar na Figura 6.1, o rebanho brasileiro estd em franco
crescimento, o que significa que ainda ndo temos dados suficientes para estimar a
capacidade de suporte desta populacdo. Optamos, pois, por estipular um valor alto para
este nivel e, entdo, estimar os outros parametros de interesse. H4 uma simplificacdo nos
cdlculos para inferéncia com esse parametro fixo como pode ser visto no apéndice, no
final da tese. O valor K = 400 milhdes foi sugerido por um especialista da EMBRAPA -
Pecudria Sudeste. Na Tabela 6.2 apresentamos as estimativas de mdaxima
verossimilhanga de ¢ e p para alguns valores de K. Como essas estimativas ndo variam
muito com K, fixamos o valor de K em 400 milhdes e na Tabela 6.3 apresentamos as

estimativas pontuais e por intervalo desses parametros e de 7.

Tabela 6.2: Estimativas pontuais de g e p variando o valor de K

Parametro | KX = 170 milhdes | K = 250 milhoes | K = 350 milhdes
q 37,5 36,8 36,1
p 7,1976 7,0633 6,9865

Tabela 6.3: Estimativas cldssicasde 7, ge p com K = 400 milhdes (fixo)

Parametro | EMVP | Int. de Confianga assintético
T 2118,8 | [ 374,6405 ; 3862,9595 ]

q 35,9 [2,7;37,5]

p 6,9 [6,8874 ; 6,9126]

Na Figura 6.2, temos a simulacdo de uma populacdo com o modelo de Richards
com abate real (Tabela 6.1) e as estimativas dos parametros apresentados na Tabela 6.3,
assumindo o valor inicial (ano de 1983) para o ajuste. Podemos, entdo, comparar com o
crescimento real e verificar se 0 modelo estd adequado para esse tipo de populacdo. Os
valores ajustados com o modelo de Richards estdo na Tabela 6.4, utilizando a previsdo

de um passo. Com essas estimativas, obtivemos que a taxa média de crescimento do
20
. o _ Nipi+ N}
rebanho bovino brasileiro é dadapor 7 = >y, 7 =1n [%j“] = 0,1931.
t=1 ’
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Figura 6.2: Comparacao dos dados reais com a simulagdo usando modelo de Richards

Os resultados da Tabela 6.3 e a simulagdo do crescimento do rebanho bovino

com o modelo de Richards mostram que esse modelo € adequado. Como o parametro de

forma ¢ estd muito longe de 1, se ajustassemos o modelo logistico, estariamos

cometendo um erro grande.

Tabela 6.4: Valores ajustados com o modelo de Richards com a taxa de abate real

Ano | Valores Reais | Valores Ajustados | Ano | Valores Reais | Valores Ajustados
1983 | 124.798.475 | 124.798.475 1993 | 154.261.655 | 155.940.000
1984 | 126.528.255 | 131.230.000 1994 | 155.650.830 | 153.630.000
1985 | 128.362.982 | 132.680.000 1995 | 154.058.176 | 155.950.000
1986 | 131.870.251 | 136.050.000 1996 | 152.835.009 | 149.890.000
1987 | 134.084.435 | 140.310.000 1997 | 153.236.729 | 148.540.000
1988 | 141.360.698 | 138.360.000 1998 | 155.623.621 | 151.540.000
1989 | 144.442.495 | 147.370.000 1999 | 157.259.739 | 154.050.000
1990 | 151.719.702 | 150.890.000 2000 | 160.764.649 | 155.830.000
1991 | 154.297.163 | 155.120.000 2001 | 164.099.008 | 159.630.000
1992 | 153.033.849 | 157.140.000 2002 | 167.412.089 | 162.610.000

Considerando que a meta desejada para o rebanho bovino é de 180 milhdes de

cabecas em 2015, o célculo da probabilidade de atingir essa meta foi feito com um

modelo de cadeia de Markov usando-se as estimativas pontuais cldssicas da seguinte

forma: Primeiro, discretizamos o espaco de estados em 40 intervalos, dados na Tabela

6.5. Calculamos a probabilidade de, em 13 anos, o rebanho atingir os estados




40
N; > 180.000.000 (o que corresponde a atingir o conjunto |J I;), a partir do estado
j=24

inicial V; = 167.412.089 (o que corresponde ao intervalo Ij9).

O estado inicial é a populacdo no ano de 2002 e como queremos calcular a
probabilidade de atingir a meta em 13 anos (ano de 2015), temos que calcular a matriz
P13 . Essa matriz foi calculada para vdrias taxas de abate com a equagio recursiva de
Chapman-Kolmogorov. Para obter a probabilidade de atingir a meta, basta tomar o

somatério das colunas 24 até 40 na linha 19 da matriz P'3:

40 40
P(Nyz € | J LIV € ) = Y P(Ny3 € Ij| Ny € Iy).

j=24 j=24

Tabela 6.5 : Intervalos do espaco de estados

N; < 124.800.000

I

[172.400.000 ;

174.900.000]

[124.800.000 ;

127.300.000]

122

174.900.000 ;

177.410.000]

[127.300.000 ;

129.810.000]

I3

177.410.000;

179.920.000]

[129.810.000 ;

132.310.000]

Iy

182.420.000]

[132.310.000 ;

134.820.000]

I

182.420.000 ;

184.930.000]

[134.820.000 ;

137.320.000]

I

[
[
[179.920.000 ;
[
[184.930.000 ;

187.430.000]

[137.320.000 ;

139.830.000]

Iy

[187.430.000 ;

189.940.000]

[139.830.000 ;

142.340.000]

Iog

[189.940.000 ;

192.440.000]

[142.340.000 ;

144.840.000]

I

[192.440.000 ;

194.950.000]

[144.840.000 ;

147.350.000]

I3

[194.950.000 ;

197.450.000]

[147.350.000 ;

149.850.000]

I3

[197.450.000 ;

199.960.000]

[149.850.000 ;

152.360.000]

I3

[199.960.000 ;

202.460.000]

[152.360.000 ;

154.860.000]

I33

[202.460.000 ;

204.970.000]

[154.860.000 ;

157.370.000]

I3

[204.970.000 ;

207.470.000]

[157.370.000 ;

159.870.000]

I35

[207.470.000 ;

209.980.000]

Iis

[159.870.000 ;

162.380.000]

I36

[209.980.000 ;

212.480.000]

Ii7

[162.380.000 ;

164.880.000]

I37

[212.480.000 ;

214.990.000]

Ig

[164.880.000 ;

167.390.000]

Isg

[214.990.000 ;

217.490.000]

I

[167.390.000 ;

169.890.000]

I3g

[217.490.000 ;

220.000.000]

Iy

[169.890.000 ;

172.400.000]

Ly

N; > 220.000.000

Além do cdlculo da probabilidade de atingir a meta de 180 milhdes de cabegas
em 2015, também calculamos qual € o tempo esperado até atingir essa meta para varios

valores de taxa de abate.



Segundo Pineda (2000), a taxa de abate do rebanho brasileiro no ano 1980 era de
15% e, no ano 2000 passou a ser de aproximadamente 22% e, se o Brasil continuar com
este crescimento, o pais poderd atingir um rebanho bovino de 200 milhdes de cabecas
com abate de 40% anual em 2015. Como a nossa estimativa de crescimento médio anual
¢ de 19,31%, concluimos que uma taxa de abate fixa acima desse valor resultaria em
uma diminui¢do e ndo em um aumento do rebanho, portanto a taxa de abate de 40%,

citada por Pineda, ndo é realista. Com essa taxa de abate o rebanho se extinguiria.

O célculo da probabilidade de atingir a meta de 180 milhdes de cabecas de gado
em 2015 e do tempo esperado até atingir essa meta foi feito para alguns valores de taxa
de abate fixos, usando o método de cadeia de Markov e também usando simulagdo de
Monte Carlo. Na Figura 6.3a), apresentamos o grafico das probabilidades e na Figura
6.3b) temos os tempos esperados, em funcdo da taxa de abate. Os resultados numéricos

estdo na Tabela 6.6.
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Figura 6.3: a) Probabilidades de atingir a meta, b)Tempos esperados até atingir a meta

(em fungdo da taxa de abate )

Tabela 6.6: Probabilidades e tempos com vdrias taxas de abate



hi(N¢) | Prob.- CM. | Prob.- S. | Tempo - C.M. | Tempo - S.
17% 1,0000 1,0000 2,2545 2,4820
17,5% 1,0000 1,0000 2,5099 2,7930
18% 0,9999 1,0000 2,8465 3,1040
18,5% 0,9986 0,9990 3,3107 3,6930
19% 0,9893 0,9880 3,9909 4,4850
19,5% 0,9468 0,9640 5,0798 5,6510
20% 0,8245 0,8640 7,0954 8,2130
20,5% 0,6000 0,6690 12,0587 13,4830
21% 0,3360 0,4680 37,4638 47,6550
21,5% 0,1362 0,2110 T T
22% 0,0382 0,0930 Ty Ty
22,.5% 0,0074 0,0320 T T

AC.M. - cadeia de Markov e S. - Simulagao de Monte Carlo

Comparando os resultados dos dois métodos (simula¢do de Monte Carlo e cadeia
de Markov), assumindo interven¢do deterministica, verificamos que os valores estdo
proximos, o que significa que a discretizacdo em 40 intervalos para o cdlculo usando
cadeia de Markov parece ser suficiente. Para taxas de abate acima de 21%, observamos
que o tempo até atingir a meta seria sub-estimado pelos dois métodos e portanto
consideramos esses tempos como 7.

Como podemos observar na Figura 6.3a e na Tabela 6.6, a probabilidade do
rebanho bovino brasileiro atingir as 180 milhdes de cabegcas em 2015 com abate anual
acima de 22% ¢ praticamente nula. Isso ocorre porque estamos assumindo a taxa de
abate constante e, na verdade, essa taxa poderia comegar menor e, com o crescimento da
populacdo, ela poderia aumentar também. Com abate fixo de 21% o rebanho brasileiro
levaria aproximadamente 37 anos para atingir a meta .Com a taxa de abate fixa de 17%,
temos a maior probabilidade e o menor tempo para alcancar a meta, mas sabemos que
seria um abate muito pequeno, menor do que vem sendo praticado hoje. Se optarmos por
um abate anual fixo, esse ndao deve exceder 20% .

A Observando a taxa de abate real entre os anos de 1983 e 2002, verificamos que
ela ndo € s6 crescente. Na verdade, a taxa fica oscilando, como podemos ver na Figura
6.4.
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Figura 6.4: Gréfico da taxa de abate real (Tabela 8)

Os resultados anteriores nos mostram que € importante encontrar a taxa de abate
ideal, ou seja: Qual deve ser a taxa de abate para que se mantenha a producdo desejada e,
a0 mesmo tempo, se atinja a meta para o rebanho com maior probabilidade? Como foi

visto no capitulo 5, podemos considerar a taxa de abate estocdstica como uma funcao

linear de Vy, dada por:

hy = ¢o + ¢1N; + wy, onde wy éii.d. N(0,n").

Na tabela 6.7 apresentamos as estimativas pontuais e por intervalo dos

pardmetros 7 ¢ ¢ = (¢, ¢1). Na figura 6.5 temos o grafico da taxa de abate real e

simulada com as estimativas da tabela 6.7.

Tabela 6.7: Estimativas cldssicas de 17, ¢g e ¢

Parametro | EMVP IC assintético

i 4124,9 [1448,30 ; 6801,44 ]

oo —0,0969 | [ —0,1039 ; —0,0899 ]
01 0,0020 [ 0,00194 ; 0,00203 ]
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Figura 6.5: Taxas de abate - real e ajustada

Considerando o abate estocdstico, calculamos as probabilidades de atingir 180
milhdes de cabecas e os tempos para isso baseados em 100 mil trajetérias simuladas. Na

figura 6.6 apresentamos o grafico com algumas trajetérias simuladas para a populagio.
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Figura 6.6: Grafico com algumas trajetérias simuladas da populagdo

Na tabela 6.8 apresentamos as probabilidades e os tempos para atingir a meta,
considerando-se cendrios onde a taxa de abate foi multiplicada por um fator de reducao
que varia entre 80% e 100% e, na Figura 6.7 temos os graficos das probabilidades de
atingir a meta e dos tempos esperados em fun¢ao do fator de reducao.



Tabela 6.8: Probabilidades e tempos para atingir a meta

Cendrios | Fator de redugdo | P(N; > 180 X 10%) | Tempo (anos)
1 80 0,9470 6,6760
2 82 0,8410 8,7670
3 84 0,7020 11,870
4 86 0,4860 17,480
5 88 0,3480 26,730
6 90 0,2130 39,128
7 92 0,1270 55,638
8 94 0,0560 67,654
9 96 0,0170 75,720
10 98 0,0120 71,579
11 100 0,0080 79,106
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Figura 6.7: Probabilidades de atingir a meta e tempos esperados
em funcao do fator de redugéo

Considerando 100 mil trajetérias simuladas para h(NN;), a taxa de abate média é

proxima de 0,21, na Figura 6.8 apresentamos 5 trajetdrias geradas com alguns cendrios
da tabela 6.8.
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Figura 6.8: Trajetdrias simuladas para o abate

As estimativas apresentadas na Tabela 6.8 mostram que ao considerar uma taxa
de abate média superior a 0,21 (cendrios de 7 a 11) a probabilidade da populagao atingir
a meta estabelecida é minima, enquanto que considerando uma taxa inferior (cendrios de
1 a 4) possibilitamos o crescimento da populagdo e, consequentemente, o crescimento da
producdo de carne bovina para atender a demanda.

A anélise desses resultados mostra que, o aumento na taxa de abate, que seria
usar 100% de h;, pode tornar invidvel a meta estabelecida, ou seja, essa politica de abate

ndo € a ideal.
6.2 Resultados com inferéncia bayesiana

Com a simulagdo em cadeias de Markov, geramos 5 cadeias com 10000 valores
para cada parametro (cada cadeia gerada com um valor inicial diferente), desprezamos os
1000 valores iniciais de cada cadeia , e com os 45000 valores restantes selecionamos
3000 valores (tomando de 15 em 15) como amostras das densidades marginais a
posteriori. Asseguramos a convergéncia com o critério de Gelman e Rubin. Os

histogramas dessas densidades estdo apresentados na Figura 6.9.
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Figura 6.9: Histogramas das densidades a posterioride ¢, 7 € p

Os resultados da inferéncia bayesiana estdo apresentados na Tabela 6.9.
Observamos que as estimativas pontuais estdo proximas daquelas da Tabela 6.3, mas as
estimativas por intervalo podem ser consideradas melhores, devido ao problema do
tamanho da amostra (n = 20). A convergéncia foi verificada com o critério de Gelman e
Rubin (R ~ 1).

Tabela 6.9: Estimativas bayesianas de 7, ge p com K = 400 milhdes (fixo)

Parametro | Média Int. Credibilidade R % aceitacao (M-H)
T 2011,5068 | [916,1499 ; 3524,1845] | 0,9999 | -
q 34,9699 [28,7948 ; 42,4359] 1,0072 | 21,9
p 6,7999 [5,4865 ; 8,2251] 1,0075 | -
A Com as densidades a posteriori dos parametros, construimos as densidades a

posteriori para probabilidade de atingir a meta em 2015 e para o tempo até atingir essa
meta para vdrias taxas de abate fixas. Nas figuras 6.10 e 6.12, apresentamos os
histogramas das densidades a posteriori desses dois indicadores, respectivamente. Na
tabela 6.10, temos os resumos a posteriori para a probabilidade de atingir a meta, em

func¢do da taxa de abate e na Figura 6.11 apresentamos esses resultados em um gréfico.
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Figura 6.10: Histogramas das densidades a posteriori da probabilidade de atingir a meta em
2015

As densidades na Figura 6.10 sao assimétricas, o que indica que a média nao é a
medida ideal como resumo a posteriori, podemos adotar a moda das densidades como

medida.

Tabela 6.10: Indicador bayesiano para a probabilidade de atingir a meta



Taxa de abate | Médias das Prob. | Modas das Prob. | Intervalo de Credibilidade
0,17 0,9994 0,9966 [0,9956 ; 1,0000]
0,175 0,9981 0,9939 [0,9842 ; 1,0000]
0,18 0,9939 0,9873 [0,9469 ; 1,0000]
0,185 0,9813 0,9762 [0,8592 ; 1,0000]
0,19 0,9481 0,9694 [0,8592 ; 1,0000]
0,195 0,8699 0,9645 [0,6803 ; 1,0000]
0,20 0,7576 0,9594 [0,4396 ; 0,9992]
0,205 0,6158 0,6018 [0,3100 ; 0,9935]
0,21 0,5108 0,3309 [0,2576 ; 0,9683]
0,215 0,3354 0,2120 [0,1219 ; 0,8072]
0,22 0,2913 0,1784 [0,1052;0,7511]
0,225 0,2349 0,1180 [0,0697 ; 0,6783]

23

Figura 6.11: Médias das Probabilidades de atingir meta em 2015

Uma taxa de abate fixa de h;y > 21% leva a populacdo a diminuir, assim o tempo
esperado para atingir 180 milhdes de cabecas tende ao infinito (numericamente
encontramos a matriz (I — Q) perto da singularidade e valores de tempo esperado muito

grandes: acima de 500 anos.
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Figura 6.12: Histogramas das densidades a posteriori do tempo até atingir a meta de 180 milhdes

Observando a assimetria nas densidades da Figura 6.12, podemos adotar a moda
das densidades como medida. Na tabela 6.11, apresentamos os resumos a posteriori para o
tempo até atingir a meta de 180 milhdes de cabecas em 15 anos, em fungdo da taxa de

abate e na figura 6.13 temos um grafico com esses resultados.

Tabela 6.11: Indicador bayesiano para o tempo até atingir a meta (em anos)



Taxa de abate | Média dos Tempos | Moda dos Tempos | Intervalo de Credibilidade
0,17 2,3394 2,2535 [1,8091 ; 3,1923]
0,175 2,6289 2,6521 [1,9537 ; 3,7788]
0,18 3,0252 2,7419 [2,1301 ; 4,6661]
0,185 3,6094 3,7143 [2,3484 ; 6,2472]
0,19 4,6053 4,0438 [2,6275 ; 9,6666]
0,195 6,6118 4,4240 [3,1087 ; 21,5028]
0,20 10,7090 7,0507 [3,5284 ; 45,3263]
0,205 18,5242 14,9770 [4,2910 ; 74,5184]
0,21 109,7351 50,6912 [5,5740 ; 718,6009]
0,215 T Ty —

0,22 Ty T —

0,225 T Ty —

Figura 6.13: Médias dos Tempos em fun¢do do abate

A taxa de crescimento da populagdo é aproximadamente dada por tc = p/q. No

caso bayesiano temos uma distribui¢ao a posteriori da taxa de crescimento, o histograma

dessa distribuicdo estd na figura 6.14 e na tabela 6.12 apresentamos o estimador de

maxima verossimilhancga dessa taxa, a média a posteriori e os percentis 90% e 95% para

verificar que, realmente uma taxa de abate fixa ndo deve exceder 20%.

Tabela 6.12: Estimativas para a taxa de crescimento

EMVP

EBayesiano | percentil 90%

percentil 95%

te =p/q | 0,1931

0,1922 0,1992

0,2013
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Figura 6.14: Histograma da densidade de p/q
A
A Pudemos através do ajuste do modelo com intervencdo estocdstica e com
simulacdes de Monte Carlo, estimar os indicadores de viabilidade da populagao.

Considerando a intervencdo deterministica, calculamos os indicadores assumindo
que a populacdo pode ser modelada por uma cadeia de Markov e também usamos
simulacdo de Monte Carlo para comparar os resultados desses dois métodos. A
modelagem por cadeia de Markov seria a maneira mais natural para obter estimativas
dos indicadores de viabilidade de uma populacdo, entretanto o resultado depende da
discretizacdo adotada no espaco de estados. Por outro lado o método usando simulacao
de Monte Carlo exige que se fixe um horizonte, que neste trabalho chamamos de 7.
Essa limitagdao impede o célculo preciso do tempo esperado até atingir a meta.

A andlise dos resultados numéricos mostra que uma taxa de abate superior a 20%
pode dificultar o crescimento da populagdo, e no futuro levar a uma diminui¢do da
producdo de carne bovina brasileira. Para atingir uma meta mais elevada, como 200
milhdes de cabecas e manter a producdo desejada, em um periodo inferior a 20 anos,
torna-se fundamental uma politica 6tima de abate de forma a se maximizar um certo
retorno esperado em um horizonte finito.

Pensando em uma interven¢do fixa proxima a taxa média de crescimento
r(Ny) =~ 0,20 concluimos que a meta de 180 milhdes de cabegas seria atingida
aproximadamente em 8 anos. Considerando a intervengdo estocdstica, simulamos 11
cendrios variando o fator de redugd@o da taxa de abate h;(/N;) e concluimos que a meta

seria atingida entre 7 e 17 anos (cendrios de 1 a 4) .



Isso nos leva a crer que utilizar uma intervengdo fixa igual 22,6% (abate do ano
2002), ndo garante a producdo sustentdvel. No cendrio atual o que se pode concluir é que
o rebanho bovino brasileiro ndo deve atingir uma meta de 180 milhdes de cabegas.

As estimativas pontuais obtidas usando a abordagem bayesiana sdo proximas
aquelas obtidas com a abordagem cldssica. A abordagem bayesiana é recomenddvel para
a inferéncia dos pardmetros pois a informacdo contida nas densidades a posteriori é
maior do que a informacao contida nas estimativas pontuais e por intervalo obtidos com
os resultados de teoria assinttica. No entanto, para o cdlculo dos indicadores de
viabilidade da populacdo, encontramos uma limitacdo na abordagem bayesiana quando
consideramos o abate estocdstico, que é mais realista que o abate fixo. Como foi visto na
sub-secdo 5.1.3 do capitulo 5, o célculo dos indicadores com a abordagem bayesiana e
com abate estocdstico necessita de grande esforco computacional. Diante deste fato,
recomenda-se o uso das estimativas bayesianas pontuais para calcular os indicadores de

viabilidade usando simulagao de Monte Carlo.



Capitulo 7
Conclusoes e propostas futuras

7.1 Conclusoes

O problema de crescimento de uma populacdo animal no Brasil ainda é pouco
estudado devido a diversas dificuldades. A falta de dados confidveis e as dificuldades na
implementagdo efetiva de programas de censo e controle sdo fatores que levam muitos
pesquisadores da drea a estudar populagdes nativas de outros paises.

Se assumimos que temos dados confidveis, o problema do calculo de indicadores
da viabilidade de uma populacdo, como a probabilidade de extingdo da espécie ou o
tempo esperado até a extingdo de uma espécie ameagada, encontra outros tipos de
dificuldades, como por exemplo, a escolha de um modelo adequado para os dados e a
melhor técnica de inferéncia para os parametros do modelo.

Para essa tese, escolheu-se modelos estocasticos discretos para uma tnica espécie
pela sua aplicabilidade e simplicidade, frente as vdrias incertezas que envolvem a
obten¢cao de dados sobre populagcdes animais. Existem modelos mais complexos que
envolvem mais espécies e, também, que consideram o crescimento a tempo continuo,
mas as dificuldades, do ponto de vista da inferéncia, sdo maiores nesse caso. No caso
em que o objetivo € o cdlculo de politicas de controle da populacdo, também ¢é
recomenddvel ponderar a complexidade do modelo com as dificuldades que este pode
apresentar para esses célculos.

O problema de identificacdo é fundamental para estudos de risco de extincdo,
manejo de populacdes e controle e avaliacdo da viabilidade da populagdao. No entanto,
esse problema se torna complicado quando as amostras sdo pequenas produzindo
estimativas imprecisas. Os pesquisadores da drea tém usado os modelos logistico e de
Gompertz, por sua simplicidade. Nesta tese, mostramos que, com a transformacio de
Box e Cox e a técnica de verossimilhanga profile, além da técnica de bootstrap para
estimativas por intervalo, a inferéncia classica € vidvel para modelos mais complexos
como o modelo de Richards.

A idéia € obter ferramentas melhores para a avaliagdo do crescimento

populacional, inferindo com mais precisdo a taxa intrinseca de crescimento (p) e a



capacidade de suporte da populagdo (K), que sdo importantes na determinagdo do risco
de extincao.

O uso da teoria assintética e a abordagem cldssica do problema de inferéncia dos
pardmetros do modelo de Richards apresentam algumas dificuldades. O mal
condicionamento da matriz de informacgao de Fisher associada ao modelo acarreta a falta
de identificabilidade do parametro de forma e assim dificulta muito o célculo de uma
estimativa tnica. O uso de métodos numéricos como os métodos de Newton e quase-
Newton, para maximizar a funcdo de verossimilhanga ndo € possivel, pois a matriz
hessiana para esse modelo ¢ mal condicionada e préxima da singularidade, o que
prejudica a convergéncia dos métodos.

Para contornar essa dificuldade, interpretamos o modelo de Richards como um
modelo logistico quando aplicamos aos dados a transformag¢do de Box e Cox. Neste
caso, propomos o cdlculo dos estimadores de maxima verossimilhanga profile para os
parametros do modelo de Richards, onde o parametro de forma ¢ coincide com o
parametro da transformacdo de poténcia de Box e Cox.

As estimativas por intervalo calculadas com base na teoria assintética podem ser
imprecisas e, portanto, propomos os métodos bootstrap para o cdlculo de estimativas por
intervalo. A técnica de bootstrap é recomendédvel, uma vez que, em situagdes reais,
podemos encontrar conjuntos de dados favordveis para o cdlculo da variabilidade das
estimativas, e ajustar um modelo mais realista. Isso € mais razodvel do que simplesmente
adotar o modelo logistico a priori sem uma investigacao mais aprofundada e precisa.

No problema de crescimento populacional, a abordagem bayesiana é adequada,
uma vez que os parametros de interesse p e K sdo varidveis aleatdrias e, também, pelo
fato que esses estudos contam com poucas observacdes. Uma das vantagens do método
bayesiano € a possibilidade de combinar dados de diversos estudos por meio do uso da
densidade a priori e, se isso € possivel, ndo hd a necessidade de amostras grandes ja que
a abordagem bayesiana nao se baseia em teoria assintética.

A abordagem bayesiana pode ser usada com densidade a priori nao informativa.
Mesmo com densidade a priori imprépria (se¢do 1, Capitulo 4), com o modelo de
Richards verificamos que a densidade a posteriori € propria para um parametro de forma
finito.

As conclusdes baseadas na inferéncia bayesiana sdo tomadas com base nas
densidades marginais a posteriori para os parametros, € isso nos did muito mais

informacdo do que as estimativas pontuais ou intervalos de confianca da inferéncia



cldssica. Quando ndo é possivel a obtencdo das densidades marginais a posteriori a partir
da integracdo da densidade conjunta a posteriori, como é o caso do modelo de Richards,
utilizamos os métodos de simulagao de Monte Carlo em cadeias de Markov.

Analisando os resultados numéricos obtidos com os dados gerados, vimos que,
com a amostra 2 (n = 50), obtivemos intervalos de confianca com amplitudes muito
grandes e com a amostra 1 (n = 500), os intervalos t¢ém amplitudes menores mas, em
alguns casos, estdo fechados em torno de um valor médio longe dos valores verdadeiros
dos parametros, de forma que esses valores ficaram fora do intervalo. Isso ocorreu
devido a suposicdo de distribuicdo simétrica (gaussiana) da teoria assintética. Esse
resultado pode ser melhorado com o uso da técnica bootstrap. Esse mesmo problema
aparece no critério de selecdo de modelos com base na razdo de maxima verossimilhanga
profile. Com a inferéncia bayesiana, todos esses problemas sdao superados, uma vez que
se usa a densidade a posteriori dos parametros para calcular estimativas pontuais e
intervalos de credibilidade.

Nesta tese estendemos o modelo de Richards para um modelo com intervengao,
que pode ser uma funcdo deterministica ou estocdstica do tamanho da populacdo. No
caso em que consideramos a intervencao deterministica, os indicadores de viabilidade da
populacdo podem ser calculados através de uma aproximagao por cadeia de Markov,
discretizando o espago de estados. A precisdo das estimativas depende dessa
discretizagdo, ou seja, o numero de intervalos escolhido para dividir o espaco de estados
precisa ser suficiente para garantir boa precisao.

No caso de intervengdo estocdstica, os indicadores s6 sdo obtidos com a
simulacdo de um nimero grande de trajetérias da populagdo. Nesse caso temos maior
precisdo nas estimativas, mas para o cdlculo do tempo esperado até atingir uma meta €
necessdrio fixar um tempo maximo (7,), de forma que se a popula¢do ndo atingir a
meta nesse tempo, considera-se que a meta nao foi atingida. Essa forma de calcular o
tempo esperado ndo é muito precisa porque incluindo esse tempo maximo no célculo da
média dos tempos, estamos subestimando o tempo até atingir a meta.

A inferéncia bayesiana €, portanto, uma alternativa eficiente para o cédlculo de
estimativas para os indicadores de viabilidade de uma populagdo animal. Sabendo-se que
o tempo até atingir uma meta e a probabilidade de atingir tal meta em tempo
determinado sdo varidveis aleatdrias, € muito mais razoavel ter como estimativa desses
indicadores as densidades a posteriori e seus resumos do que um valor médio, que € a

Unica estimativa possivel com a inferéncia cléssica.



A Esses procedimentos podem levar a uma mudanca de decisdo quanto a politica de
preservacdo de uma espécie ou prever de forma mais precisa o tempo médio para uma

populagdo ser extinta.

7.2 RropostasAuturasA,

A Nessa se¢do apresentamos trés linhas para pesquisas futuras com modelos de
crescimento de populacdes. Propomos o uso de programacao dinamica estocdstica para o
célculo de uma politica 6tima de abate que garanta a maxima producdo sustentdvel. Uma
segunda proposta € o uso de modelos de crescimento heteroceddsticos, uma vez que é
razodvel supor que a variabilidade no crescimento da populacdo depende do tamanho
desta. Na abordagem bayesiana, propomos o uso de densidades a priori informativas

para a taxa intrinseca de crescimento (p) e para a capacidade de suporte (K), pois



sabemos que esses parametros sdo de fécil interpretacdo bioldgica o que facilita a

obtencdo de informacdes de especialistas da érea.

7.2.1 O Problema de controle 6timo de uma populacio - Formulacdo por

programacao dinamica estocastica

Propomos desenvolver um modelo de otimizacdo que determine a politica 6tima
de abate, de forma que possamos garantir uma taxa de abate crescente com uma
probabilidade de crescimento do rebanho aceitdvel. A solug¢do desse problema pode ser
obtida com técnicas de programacdo dinamica estocdstica, o que permite calcular a
politica 6tima de abate levando-se em consideracdo o modelo estocéstico de crescimento
da populacdo. Para que essa modelagem se torne vidvel, € necessario um grande esforco
de pesquisa para elaborar fungdes-objetivo que retratem realisticamente os objetivos
econdmicos de abate (lucros) e as metas populacionais desejadas.

Vamos considerar o problema de extragdo ou abate de individuos de uma
populacdo em cativeiro. O objetivo € encontrar uma politica de extracdo que atenda uma
certa demanda do mercado consumidor, resultando assim, em lucro para o produtor. Mas
essa politica nao pode visar somente o atendimento da demanda porque essa visao pode
tornar invidvel o crescimento da populacdo ou até mesmo levar a extin¢cdo da populagao.
Por isso o produtor deve ter sempre em mente o crescimento da sua criagdo,
estabelecendo metas a serem atingidas em determinado horizonte de planejamento. Por
exemplo, um produtor pretende atender a demanda do mercado mas deseja que, no
horizonte de 15 anos, sua cria¢do cresca a ponto de atingir um determinado tamanho.

Para formular esse objetivo vamos supor a demanda d;, t =0,1,..., T — 1,
conhecida (ou prevista) e a meta desejada pelo criador dada por Ny = M individuos no
final do horizonte de planejamento 7. Conhecendo a dinamica de crescimento

dessa populacdo, denotada por:

Nt+1 :f(Nt,Ut,Gt),tZO,-..,T_].

onde N; € o numero de individuos da populacdo, u; € o nimero de individuos a ser
extraidos da populagdo e ¢; € uma varidvel aleatdria ¢.7.d. com distribuicao conhecida.
A funcdo que reflete o objetivo do criador em atender a demanda d; e atingir a

meta M ao final do horizonte pode ser escrita como:



Fy(No) = Y| (ds = wi)? + (Ny = M)?| + (N — M)’

t

S
—

Il
=

de forma que encontrando wu;,t=0,...,7 —1 que minimiza Fj(NNy) estaremos
encontrando a politica que se aproxima da demanda e da meta. Ou seja, podemos
interpretar o primeiro termo do somatdrio como uma espécie de erro quadrético entre a
demanda e a produgdo, o segundo termo é o erro quadritico entre o tamanho da
populagio e a meta e o termo (Np — M)? é o erro quadritico entre o estado final e a
meta.

A solugdo do problema de programcao dindmica certamente ¢ um desafio para as
proximas etapas das pesquisas do problema de controle 6timo de populagdes. Outras
fungdes objetivo podem ser formuladas de acordo com o problema, por exemplo o
estudo de populacdes selvagens e ameacadas por interven¢des humanas como a

exploracdo imobilidria, o desmatamento, a mineragdo, a caga e a pesca.

7.2.2 Modelos heterocedasticos para crescimento populacional
Modelos continuos

Muitos modelos de crescimento podem apresentar além da taxa de crescimento,
também a caga (ou abate) como uma funcdo ndo linear de varidveis aleatorias. O
componente do erro também pode ter um comportamento heteroceddstico, com variancia
dependendo do tamanho da populacdo e de outras varidveis aleatérias. Um exemplo
usado em Hertzler, 1997 sugere que a caga seja uma fun¢do do tamanho da populacio
(N¢), da "catabilidade" (¢) e do esforgo de caga (E'), todos podendo ser tratados como

variaveis aleatdrias.

hi(c, E,N;) = cE*N?



onde a e b, sdo constantes, assim como a taxa de crescimento € funcdo de Ny, p, K eq :

P N
7K7 7N = - (1 - —)
r(p q, Nt) 7 K

Nesse contexto considerando a equacgdo de crescimento como:
t t t
Nt = N() + / ’f’(p, Kq, Nt)dt — / ht(C, E, Nt)dt + / O'(Nt, ht)dwt
0 0 0

Podemos escrever essa equagdo na forma diferencial como:

dNy = 1(p, K, q, Ny)dt — hi(c, E, Np)dt + o (N, hy)dw, (7.1)

Para simplificar, vamos denotar por () a mudanga esperada na equagdo (7.1)
como fungio do vetor 8 = (p, K, ¢, N;) e 0>(0) a variancia na equagdo (7.1), func¢io do
vetor a = (Ny, hy).

ModelosAliscretos

A Um modelo de crescimento discreto pode ser escrito como:

Nip1 = N F(Ny, Ut)eet

onde F'(Ny, u;) € a taxa de crescimento per capita na presenca de um abate u; € ¢; ¢ um
processo estocdstico independente.

Considerando Y; = log(V;) podemos escrever:

Yiq =Y +r(Ny,w) + ¢

onde (N, us) = log[F (N¢, uy)]-
Em muitas situagdes praticas e € um processo ndo correlacionado,
E(eierr) = 0, k # 0, mas heteroceddstico F(€}) = atl/Qat com ayi.i.d. Normal (0, 1).

Um modelo muito presente na literatura € o modelo ARCH (auto-regressivo

heterocedastico), neste caso

at:a0+a1Nt{1 com ag>0¢e a; >0

Uma generalizagdo desse modelos é o modelo GARCH (ARCH generalizado),
dado por:



o, = Qg +a1Nt2_1 +b10’t_1 com ay >0,a;>0c¢e¢ |b1’ <1

Modelos com ordens maiores podem ser encontrados mas em geral os modelos
ARCH(1) e GARCH(1,1) sao os mais usados.

7.2.3MAbordagemAayesianaAomAlensidades AQrioriAnformativas

A Considerando o modelo de Richards, temos:

N1 = Neexp{r(N;) + &}

com 7(N;) = & [1 — %], ¢ € i.i.d. Normal(0, 0'?).

Podemos considerar como densidade a priori informativa para p e K, as

densidades:

m(p) ~ Gama(ay, by)

7(K) ~ Normal (g, 07)

onde ag, by, po € o7 sdo hiperpardmetros conhecidos.
Escolhemos a distribui¢do Gama para p por ser um parametro positivo, mas nao
muito maior que zero, em alguns casos (quando g ~ 1), temos que 0 < p < 1 e assim

uma distribuicdo Beta pode ser usada. O uso da densidade a priori Normal para p €



inapropriado, porque para evitar valores negativos, teriamos que ter uma varidncia a
priori muito pequena.

Para o parimetro K, a densidade a priori Normal é vidvel e a partir de
informagdes de especialistas, podemos encontrar os hiperpardmetros /i € o3.

Uma densidade a priori informativa para 7 = 1/02, que é amplamente usada na

abordagem bayesiana de modelos lineares, é a densidade Gama, entdo:

(1) ~ Gama(cy, do)

onde ¢ e dj sdo hiperparametros conhecidos.

O uso de densidades a priori informativas permite que adotemos um critério de
selecdo de modelos bayesiano, baseado na razdo das densidades a posteriori, que é
equivalente ao critério classico da razdo de maxima verossimilhanga.

A razdo de densidades a posteriori € escrita como:

. 7T(91|D, Ml) P(Ml)
7T(92|D, MQ) P(MQ)

B

onde 6, e 6, sdo os vetores de pardmetros dos modelos M; e Ms, respectivamente. D

representa os dados. Outro critério que pode ser usados € calcular:

P(VIM) = [ (6, NIM)do

onde P(HL, N|M7) = P(Nw“ M7)7T(97|M7>, P(N|9,, ML) é a fungﬁo de
verossimilhanca e mw(6;|M;) é a densidade a priori do vetor de parAmetros #; do modelo

M;. O modelo M € preferivel ao modelo M- se:

P(N|M;) > P(N|M,)

A consideracdo de modelos heterocedasticos torna-se mais dificil porque esses
modelos tém muito mais pardmetros e a relagdo entre eles € muito mais complexa. No
entanto, a abordagem bayesiana pode ser mais vidvel que a abordagem clédssica porque
podemos utilizar técnicas de simulacao de Monte Carlo na inferéncia e na selecao de

modelos.
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Apéndice

Caso Particular : Inferéncia para o Modelo de Richards com
intervencao deterministica e / conhecido

Uma aplicacdo desse caso particular surge em conjunto com h; deterministico
quando a capacidade de suporte é fixada pelo criador, em fun¢do do espaco fisico
disponivel para os animais e, a interven¢do é determinada de acordo com os interesses
pessoais do criador.

Em alguns estudos de populagdes nos quais temos poucas observagdes, nao €
possivel estimar a capacidade de suporte (K'), simplesmente porque a populagdo nio
atingiu esse nivel no periodo observado. Quando isso ocorre, podemos obter
informacdes sobre a capacidade de suporte da populacdo em livros, artigos ou com
especialistas da drea, que muitas vezes fornecem uma boa estimativa. Fixamos entao o

K nesse valor e estimamos 0s outros parametros.

Inferéncia classica com K conhecido

Mesmo com K fixo, € necessario o uso do método de verossimilhanca profile.

q q
Entio fixamos o pardmetro ¢ e denotamos Yh(fi) = ln[N](]’—*t1 + ht] , Xt(Q) = (%) e

z+ = q¢; . Reescrevemos a equagao (5.2) como:
Y9 = plt - X + z

Novamente assumimos que z; tem densidade Normal com média zero e variancia
1 _ 2 1
T, =q°T .
Com isso, temos que a densidade de Yh(? |N/? ¢ Normal com média p[1 — X?]

e variancia 7 .

T0 1/2 T0 2 q
PNl = (57) " exe{ = 5 (= ol - X))}

Entdo, a densidade dos dados originais NV;;|N; é dada por:

A funcdo de verossimilhanga profile neste caso € dada por:



n—1

Ly(p.riD) = (2)" DN (ofd - ol - x1)
ooy T (%) eXP{ 2 £ (y t ) }tHll[NHIJrhtNt]

n—1

o

Para facilitar os cdlculos, trabalhamos com o logaritmo da funcdo de
verossimilhanga, dado por:

n—1

L= ("5 1) In(r0) — In(2m)] — 2> (3" — X))

2 t=1

n—1

+(n—1)In(q) = Y _In[Nyy1 + heNy]
t=1
O procedimento para a obten¢do de estimadores de maxima verossimilhanca
profile é andlogo ao feito no capitulo 3, usando-se como fun¢do log verossimilhanga

profile, a fungdo [, e os estimadores para ¢ e 7 pra g fixo dados por:

(n—1)

7—0q = n—1

O caélculo de intervalos de confianca para os pardmetros p e 7y € feito com base
na propriedade de normalidade assintética dos estimadores, dada por 6 ~ N[, I-1(9)],
onde 6 = [p, 0] e I (/9\) ¢ a matriz de informacao de Fisher observada. Denotando-se os
elementos da diagonal da matriz I~1(p, 7o) por v(p) e v(F), os intervalos assintdticos

com 100(1-a)% de confianga para p e 7 sdo dados por:

PEzavV/v(D),  Totza/v(To)

onde z, é 0 a-€ésimo percentil da distribui¢ao gaussiana padrao.

Inferéncia bayesiana com K conhecido



Para encontrar a densidade a posteriori conjunta dos parametros do modelo com
intervencao, reescrevemos a fungao de verossimilhanga:

L(Q7p77-0|D) ==
T\ 7 70 R (q) @1)> ¢!
= (32) "ol - (- el - X))}
=1 [T [NV + RNy
=1

Novamente, optamos pelo uso da densidade a priori ndo informativa de Jeffreys dada
por:

1
mo(g, P 70) o< mi(p, Tolg)ma(a) =
com my(q) constante, 0 < a < g < b.
A densidade conjunta a posteriori, combinando-se a funcdo de verossimilhanca
com a densidade a priori, é:

W(Qapa TOl D) = L(Qapa TOlD)ﬂ-O((Lpa TO)

n— n—1

70
2

TRy ) N —

nl_q
7T<q7 P>7'0| D) (08 T02 exp{ - n_1
[I[Nes1 + heNy
t=1

1
t=1

As densidades condicionais a posteriori 7(7yl ¢, p, D) e w(p| q, 79, D) podem ser
obtidas diretamente da densidade conjunta a posteriori e sdo dadas por:

n—1

nl g T . Ao\ 2
w(rlasp D) o e = 53 (ol —elt = X)) }
t=1

w(1olq,p, D) €é uma densidade Gama com  pardmetros "T_le

n—1 2
(w12 = ol = xi77) .

t=

D=
_

n—1

7(p| q, 10, D) o exp{ — 502( ](Lq) —pll - Xt(q)]>2}
=1

Para identificar qual é a densidade =(p|q, 70, D), reescrevemos na forma

matricial. Denotando G; =1 — qu) e escrevendo o EMVP de p na forma matricial,
temos:

P = (GG 'GIG,



Entdo, temos que o somatdrio na expressao de m(plq,m, D) em forma matricial é
escrito como:

2
(it} = ol = XI71) " = (57 —pGY (%7 = pGi) = e+ (5 = ) GGl — )

Portanto (plg, 79, D) pode ser escrita como uma densidade gaussiana com

média p e variancia (G,Gy) "ty L.

T0 ~
#(pl 4,70, D) o< exp{ — (7~ p) GiGi(p — p) }

o= —o0seq=a
com {¢= +ooseq=">

Considerando ¢ com uma densidade a priori gaussiana com média (a +b)/2 e
uma varidncia &2, esta densidade é usada como niicleo de transi¢do, no algoritmo
Metropolis-Hastings, para gerar amostras de ¢. Entdo, podemos escrever a densidade
condicional de ¢ como:

m(plp,70) ox N((a+1b)/2,6)¢(p, 70, q)
onde:
n—1
Y(p,70,q) = eXp{ - %Z(yﬁﬂ) —pll - Xﬁq)])Q}
t=1

A amostra do parametro g pode ser obtida com os valores gerados de ¢, usando-
se a inversa da transformagdo, dada por ¢ = (a + be?) /(1 + €%).



