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Resumo

As principais contribui¢des deste trabalho s@o a obtenc¢do de condig¢des necessdrias e suficientes
de otimalidade para o problema de controle de sistemas lineares deterministicos discretos e para cer-
tas classes de sistemas lineares estocdsticos. Adotamos o método de controle por realimentagcdo de
saida, um horizonte de controle finito e um funcional de custo quadratico nas varidveis de estado
e de controle. O problema deterministico € solucionado por completo, ou seja, provamos que para
qualquer sistema MIMO as condi¢des necessdrias de otimalidade sdo também suficientes. Para tanto,
uma versao do Principio do Méaximo Discreto € utilizada. Além disso, analisamos o caso estocastico
com ruido aditivo e provamos que o principio do maximo discreto fornece as condi¢cdes necessarias
de otimalidade para o problema, embora ndo garanta suficiéncia. Por fim, em um cendrio particular
com apenas dois estidgios, empregamos uma técnica de parametrizacdo do funcional de custo associ-
ado ao sistema linear estocéstico com ruido aditivo e provamos que, no caso dos sistemas SISO com
matrizes C' (saida) e B (entrada) tais que C'B = 0, as condicdes necessarias de otimalidade sdo tam-
bém suficientes. Provamos que o mesmo também € vélido para a classe dos Sistemas Lineares com
Saltos Markovianos (SLSM), no contexto especificado. Com o objetivo de ilustrar numericamente os
resultados tedricos obtidos, alguns exemplos numéricos sdo fornecidos.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Principio do Maximo Discreto, Condi¢des Necessarias de
Otimalidade, Condicdes Suficientes de Otimalidade, Parametrizacdo.

Abstract

The main contributions of this work are that the necessary and sufficient optimality conditions
for the control problem of discrete linear deterministic systems and some classes of linear stochastic
systems are obtained. We adopted the output feedback control method, a finite horizon control and
a cost function that is quadratic in the state and control vectors. The deterministic problem is com-
pletely solved, that is, we prove that for any MIMO system the necessary optimality conditions are
also sufficient. To do so, a formulation of the Discrete Maximum Principle is used. Furthermore,
we analyze the stochastic case with additive noise and prove that the discrete maximum principle
provides the necessary optimality conditions, though they are not sufficient. Finally, in a particular
two-stage scenario, we apply a parametrization technique of the cost function associated with the li-
near stochastic system with additive noise and prove that, for SISO systems with orthogonal matrices
C' (output) and B (input) so that C'B = 0, the necessary optimality conditions are sufficient too. We
prove that under the underlined context the previous statement is also valid in the case of the Markov
Jump Linear Systems (MJLS). In order to illustrate the theoretical results obtained, some numerical
examples are given.

Keywords: Linear Systems, Discrete Maximum Principle, Necessary Optimality Conditions, Suf-
ficient Optimality Conditions, Parametrization.
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Capitulo 1

Introducao

Este primeiro capitulo serd dedicado a apresentacdo dos sistemas dindmicos lineares discretos
no tempo, tanto os deterministicos quanto os estocdsticos. Faremos, também, uma apresentacdo dos
Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSMs), uma classe de sistemas estocasticos. Sera
introduzido o conceito de controle por realimentacao de saida, visto que o objetivo maior do nosso
trabalho € obter condi¢des suficientes de otimalidade para o problema de controle 6timo de sistemas
lineares submetidos a este tipo de realimentagcdo. Na dltima sec¢do deste capitulo, faremos uma breve
exposi¢do do modo como os demais capitulos da dissertacdo estdo distribuidos, citando os tépicos
abordados em cada um deles.

1.1 Controle por realimentacao de saida

Suponha um sistema linear discreto no tempo governado pela seguinte dindmica, ¢t > 0:

z(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Hw(t)
y(t) = Ca(t)

em que x € o vetor de estados, u € o controle aplicado, y € o vetor de saida e w € o ruido aditivo que
atua em cada instante sobre o sistema. As matrizes A, B, C' e H sdo as matrizes do sistema e possuem
dimensoes apropriadas. Em conex@o com os sistemas (A, B, C, H), estudaremos um tipo particular
de retroalimentag@o de absoluta relevancia em teoria de controle: a realimentacdo de saida.

Muitas vezes, ndo temos acesso a todas as varidveis de estado, seja porque nao € possivel medi-
las, seja porque elas sequer possuem significado fisico. Faz sentido, entdo, utilizar um vetor de saida
acessivel para fins de controle. E este € exatamente o cendrio no qual iremos atuar: o vetor de estados
x ndo estd acessivel, de modo que esta varidvel aparece explicitamente nas equacgdes e funcionais
de custo apenas como um artificio matemadtico, uma vez que assumimos um modelo linear para o
sistema; a varidvel a qual temos acesso € de fato a saida y.

Segundo (Mustafa, 1995), um controle por realimentacdo de saida € caracterizado pela aplicagao
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de uma agéo de controle u(t) proporcional a saida y(¢), ou seja, u(t) = K (t)y(t). Consequentemente:

z(t+1) = Ax(t)+ BK(t)y(t) + Hw(t)
= (A+ BK(t)C)x(t) + Hw(t) (1.1)

Esta formulagdo significa que em cada instante (¢ > 0) um controle K () é aplicado e que esta
acdo leva o sistema dindmico (A, B, C, H) de um estado =(¢) a um estado x (¢ + 1). Ressaltamos aqui
que, com o objetivo de nos manter em sintonia com a nota¢do usual da drea, adotaremos um ganho
de controle sempre designado por u(t). Logo, nosso sistema dindmico assume a seguinte forma:

2(t+1) = (A+ Bu(t)C)x(t) + Huw(t) (1.2)

em que u(t) é uma matriz de dimenséo apropriada a cada ¢ > 0.

Utilizaremos esta notacdo durante toda a dissertacdo. Deve estar claro que, de agora em diante,
sempre que nos referirmos a aplicacdo de uma agdo de controle em um dado instante, estaremos
atuando em um contexto definido por (1.2).

1.2 O indice de desempenho quadratico

Definido o tipo de sistema linear em questdo, surge a necessidade de descrever o critério de
desempenho a ser utilizado. Esta tarefa é relevante, pois temos interesse em controlar o sistema
otimizando recursos. Tal critério assume, assim como em (Vargas, 2004), a forma de um funcional
de custo quadratico envolvendo as varidveis de estado e de controle:

N-1
J = Exo{ Z z(t) Qu(t) + x(t)'C'u(t) Ru(t)Cx(t) | + :E(N)'Fx(N)} (1.3)
=0
Lembrando que E,,[-] = E[|z(0) = x¢], em que z( representa um estado inicial fixo, e que

N > 0 representa uma quantidade finita de estagios, um horizonte finito. As matrizes () > 0, R > 0
e I' > 0 exercem uma funcdo de ponderagdo. Por meio de tais matrizes, sdo penalizados os desvios
dos estados xz(t) com relagdo a origem e o esforco de controle ou energia utilizada no processo
de regulagdo. E bastante intuitivo que este problema de otimizagdo multi-estdgios seja formulado
deste modo, uma vez que nosso intuito é levar o estado x(t) a origem, realizando o menor esfor¢o
de controle possivel. Evidentemente, ponderacdes para mais ou para menos das varidveis estado e
controle podem ser reguladas ajustando adequadamente as matrizes (), R e F'. Maiores informacoes
sobre a estrutura e as propriedades de tais matrizes serdo fornecidas no capitulo 3. Em resumo,
desejamos minimizar o funcional:

N—-1

J = E,,

q(t) + G(N)] (1.4)

t=

considerando uma sequéncia de ganhos de controle u(t),t = 0,..., N — 1, e o seguinte conjunto de
restricdes na forma do processo estocastico T:
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Os problemas discutidos nos capitulos 2, 3 e 4 desta dissertacdo podem ser incluidos neste grupo
de sistemas. A classe dos sistemas deterministicos, logicamente, corresponde aqueles casos em que
o ruido w € nulo. Como resultado, o funcional de custo (1.3) ndo envolve um valor esperado, mas um
valor precisamente conhecido.

1.3 A classe dos Sistemas Lineares com Saltos Markovianos

Na pratica, muitos sistemas dindmicos ndo sao adequadamente modelados pela classe dos siste-
mas lineares invariantes no tempo (1.2). No mundo real, a presenca de ruidos, mudangas abruptas,
falhas em componentes e eventuais alteracdes em interconexdes de subsistemas, por exemplo, adi-
cionam caracteristicas estruturais importantes e que precisam ser levadas em consideracdo quando
da construcdo de um modelo matemdtico, vide (Vargas, 2004). Os Sistemas Lineares com Saltos
Markovianos (SLSMs) constituem uma classe de sistemas que tem encontrado grande aplicabilidade
no contexto citado, tendo despertado crescente interesse tanto na comunidade académica quanto na
inddstria. Uma série de problemas relacionados a este grupo de sistemas hibridos ja foi solucionada,
incluindo questdes referentes a estabilidade e a condi¢cdes de otimalidade em diferentes cenarios.
Importantes referéncias na drea sdo (Costa et al., 2005) e (do Val e Basar, 1999).

Para fins de ilustragcao, consideremos uma situacao pratica bastante interessante analisada por (La-
meiro and Duff, 1979). Os autores consideraram o caso de um sistema de aquecimento de dgua para
fins domésticos utilizando energia solar. Além de varidveis tais como eficiéncia dos coletores solares
empregados, aspectos arquitetonicos e localizagdo geogréfica, quatro itens mereceram destaque: tem-
peratura ambiente (7},), temperatura de armazenamento (75 ), nivel de radiagdo solar (/) e demanda
de dgua quente (HWW). Estas varidveis foram modeladas por processos estocésticos e valores médios
para diferentes periodos do dia foram coletados em um horizonte de até um ano, em intervalos de
uma hora. O objetivo do trabalho consistia em obter um modelo matematico que permitisse prever,
no longo prazo, a eficiéncia ou rendimento U4 do sistema como um todo, uma razao entre as quan-
tidades fornecida e demandada de dgua aquecida, levando em consideragcdo variacdes abruptas nos
parametros (7, T, Ir, HW).

Combinando as informag¢des armazenados em um amplo banco de dados (modelos probabilisticos
para as varidveis envolvidas) com uma série de equagdes que regem a dindmica interna do sistema,
os autores propuseram um modelo para a curva de eficiéncia do mesmo. Esta eficiéncia é, para cada
combinagio (T, Ty, I+, HW), dada por uma fungio Ux(T,, Ty, I, HW) particular. Cada combina-
¢do de niveis de temperatura ambiente, temperatura de armazenamento de dgua, nivel de radiagdo e
demanda de 4dgua aquecida permite estabelecer uma curva de rendimento especifica para o sistema.
Supondo que exista um nimero finito 77 de combinagdes possiveis para tal quadrupla, temos que o
sistema visita em cada instante algum estado num conjunto N' = {1,...,n}. Além disso, sendo a
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probabilidade de transi¢do de um estado ¢ € N para um estado j € N designada por p;;, a matriz de
transi¢cdo de probabilidade [P abaixo especifica todas as possibilidades de transi¢do entre dois estados
quaisquer do conjunto N:

P11 P12 ... Py

P21 P22 ... D2
p=| . !

pnl p772 cee pnn

Lameiro e Duff (1979) consideraram que o processo estocdstico em questdo constitui uma cadeia
de Markov homogénea, com um nimero finito 7 de estados e uma matriz de transicdo P. Deste modo,
uma série de incertezas inerentes ao problema foi inserida no modelo. Empregando este raciocinio,
os autores puderam tratar seu problema de otimiza¢do de um modo bastante simples e computacio-
nalmente eficiente, obtendo excelentes resultados.

Por meio deste exemplo, introduzimos a idéia geral dos SLSMs, uma classe de sistemas estocds-
ticos cuja dindmica se altera de forma stbita em instantes aleatérios, mas que se comportam como
sistemas lineares entre os saltos. Cada combinagdo define uma dindmica linear governada pelos para-
metros (7, T, I+, HW) e as probabilidades de realizagdo dos salfos Markovianos entre dois estados
quaisquer sdo determinadas pela matriz de trasi¢cdo . Resumindo:

UAJ‘ (Ta,ia Ts,i, IT,ia HVVZ) — UA,]‘ (Taﬂ', Ts,j7 ]T,j7 HWJ) com probabilidade Dij

A modelagem de sistemas lineares estocdsticos por meio de SLSMs encontrou aplicabilidade em
diversas dreas da ciéncia e da engenharia. Como exemplo, podemos citar a robédtica (Saridis, 1993),
a aerondutica (Athans et al., 1977), o controle de receptores térmicos solares (Sworder e Rogers,
1977),as telecomunicagdes (Kitchin, 1986), a automacao de veiculos elétricos (Moura et al., 2011) e
os sistemas macroecondmicos (do Val e Basar, 1999).

Suponha que desejamos otimizar um funcional de custo J{', uma funcdo da curva de rendimento
U4 do sistema de aquecimento. Assumindo uma distribuicdo inicial o da cadeia de Markov e um
estado inicial xy, nosso problema de controle 6timo pode ser formulado do seguinte modo:

N—-1

T = Ergpio | D a(t) +G(N)

t=0

considerando um ganho de controle u(t) e o seguinte conjunto de restricdes na forma do processo
estocdstico 1:

w(t+1) = f(To, T, Ip, HW, x(t)) ,
T: q(t) =g (UA(TaaTsaITv HW),ZL’(t)),
t>0,2(0) = 20,60(0) ~ po.

em que f representa a dindmica do sistema, g um custo por estdgio e (V) um custo final.
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1.4 Estrutura da dissertacao

No capitulo 2, introduzimos o principio do méximo discreto como uma condi¢ao necessdria de
otimalidade. O principio serd apresentado inicialmente em sua forma classica e serd também feito
um estudo sobre a classe de problemas a qual ele se aplica. Posteriormente, um principio do maximo
alternativo serd apresentado a fim de que condi¢des suficientes de otimalidade possam ser obtidas.

No capitulo 3, o principio do maximo discreto, nos moldes do que foi introduzido no final do
capitulo 2, serd utilizado na obtencdo de condi¢des suficientes de otimalidade para o problema de
controle de sistemas lineares deterministicos sujeitos a realimentacdo de saida.

No capitulo 4, provamos que o principio do maximo garante otimalidade local para o problema
de controle de sistemas lineares estocdsticos (com ruido aditivo) sujeitos a realimentac¢do de saida.
Além disso, utilizando ferramentas de otimizacdo pautadas em convexidade, condi¢des suficientes de
otimalidade sdo obtidas para um cendrio restrito, a saber: sistemas SISO, N = 2 estdgios e matrizes
C (saida) e B (entrada) ortogonais, ou seja, C' B = 0.

O capitulo 5 serd dedicado a extensdo das ideias apresentadas no final do capitulo 5 ao problema
de controle de SLSMs. O mesmo cendrio particular considerado no capitulo anterior € analisado.
Novamente, condi¢des suficientes de otimalidade sdo obtidas.

O capitulo 6 contém algumas aplicacdes da teoria desenvolvida.

O capitulo 7 fornece um resumo das principais contribui¢des desta dissertagdo, bem como apre-
senta sugestdes para trabalhos futuros na 4rea.
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Capitulo 2

O principio do maximo discreto

O Principio do Médximo de Pontryagin, em sua versao discreta, € introduzido como uma condicao
necessaria de otimalidade para uma certa classe de problemas de otimizacao multi-estdgios. Primeira-
mente, investigamos em quais casos a utiliza¢do do principio € justificada. Em seguida, uma variagao
do principio do miximo discreto é apresentada com o objetivo de se obter condicdes suficientes de
otimalidade.

Ao longo deste capitulo, trataremos exclusivamente de problemas de otimizagdo nos quais se
deseja maximizar um determinado funcional de custo. Procederemos deste modo para manter a co-
eréncia com as referéncias consultadas quando da fase de revisdo bibliogrédfica do nosso trabalho.
Embora venhamos a abandonar esta idéia de maximizacdo a partir do capitulo 3, este foi o contexto
no qual o Principio do Maximo foi desenvolvido e é importante que fornecamos esta perspectiva his-
torica. Do capitulo 3 em diante, passaremos a nos dedicar a minimizacdo de fungdes custo, dado que
este é o cendrio no qual os problemas de controle que nos propomos a resolver estao definidos.

Destacamos, aqui, que o ferramental matematico a ser utilizado em capitulos futuros é absolu-
tamente equivalente ao adotado neste (sobretudo secdo 2.3) e que esta mudanga ndo deve constituir
dificuldade alguma para o leitor. No presente capitulo faremos referéncia sobretudo a concavidade
e a maximizagdo de fungdes, nos demais capitulos falaremos em convexidade e minimizagdo. Vale
lembrar que a maximiza¢do de fungdes concavas € um procedimento equivalente a minimizagdo de
funcgdes convexas. Em termos de condicdes de otimalidade, os problemas sdo similares.

2.1 Perspectiva historica

O problema de controle 6timo de sistemas dindmicos tem fundamental importancia em enge-
nharia, tanto do ponto de vista teérico quanto da perspectiva das aplicagdes. No caso dos sistemas
discretos no tempo, esta tarefa envolve a otimizacdo de critérios de desempenho em um certo hori-
zonte ou quantidades de estdgios. Como resultado, tal classe de problemas € rotineiramente chamada
de problemas de otimiza¢do multi-estdgios, em contraposi¢ao ao caso estatico.

Historicamente, problemas de otimizagcdo multi-estidgios tém sido resolvidos por uma série de
métodos. Entre eles o cédlculo variacional, uma gama de métodos heuristicos e o cdlculo diferencial,
por exemplo, podem ser utilizados dependendo do problema em questdo. Todavia, os dois méto-
dos gerais de resolug¢do de problemas de otimizacdo multi-estdgios sdo a programacao dindmica e o

7
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principio do mdximo, ambos desenvolvidos ainda na década de 60 do século XX, vide (Nahorski et
al, 1984). Cada método possui suas vantagens e desvantagens, tendo sua aplicabilidade a depender
sobremaneira da natureza do problema.

O método da programacio dinadmica foi criado e desenvolvido principalmente por Bellman e en-
contra vasta aplicabilidade na solu¢do de problemas multi-estagios, uma vez que faz pouquissimas
restricdes com relagao as funcdes envolvidas. Para se ter uma idéia da generalidade do método, ndo é
exigido sequer que tais fungdes sejam diferencidveis ou continuas. Por outro lado, uma grande quan-
tidade de combina¢des envolvendo estados, controles e custos precisa ser, em cada estigio, calculada
e armazenada. Isto faz com que a resolucdo até mesmo de problemas simples se torne onerosa do
ponto de vista computacional.

O principio do maximo, por sua vez, divide o problema principal em uma série de problemas
mais simples. Esta idéia € marcante e desempenhou papel central em teoria de controle, notadamente
no caso dos sistemas continuos, a partir do momento em que foi introduzida no final da década de
50 do século XX. A desvantagem € que sua aplicabilidade a uma dada situacdo exige das funcdes
envolvidas uma série de propriedades, tais como continuidade, diferenciabilidade e, em muitos casos,
convexidade ou linearidade. Adicionalmente, verificamos que sua extensao para o grupo dos sistemas
discretos no tempo enfrentou sérias dificuldades ao longo dos dltimos 60 anos.

O principio do méximo foi inicialmente postulado por Pontryagin e colaboradores, no contexto de
sistemas dindmicos continuos. A idéia chave do método reside na constru¢do de uma func¢ao especial
chamada Hamiltoniano que, em cada instante, depende das varidveis estado e controle. Dispondo
da sequéncia de valores 6timos para os estados, o Hamiltoniano é otimizado em cada estdgio pelo
controle 6timo correspondente.

Embora ndo tenham sido encontradas grandes dificuldades para aplicar o principio do maximo
aos sistemas continuos, a adaptacdo para os sistemas discretos no tempo produziu uma série de er-
ros. Para muitos sistemas discretos a utiliza¢do do principio do maximo €, de fato, injustificada e a
principal razdo para os resultados incorretos presentes na literatura reside no fato de o conceito de
convexidade/concavidade ter sido muitas vezes ignorado ou negligenciado.

De acordo com a literatura, Halkin (1966) e Holtzmann (1966) foram os primeiros a reconhecer
a importancia da convexidade quando em conexdo com o principio do mdximo. O primeiro autor
mostrou que o principio do maximo € vélido quando o conjunto formado por todos os valores admis-
siveis de estado e custo acumulado em cada estigio € convexo, hipétese que acabou por comprometer
a aplicabilidade de seus resultados. O segundo autor, por sua vez, exige do sistema dindmico em
questdo uma propriedade mais branda que convexidade, chamada convexidade direcional. Como re-
sultado dos trabalhos de Holtzman, o principio do méximo teve sua aplicabilidade consideravelmente
expandida. Apesar dos avancos, o principio do maximo discreto conseguiu se estabelecer apenas
como uma condi¢ao necessdria de otimalidade e para uma classe restrita de problemas.

Vidal (1987) chegou, contudo, a propor um principio do maximo discreto que fornece sufici-
éncia. Este autor ndo exige das funcdes em questdo caracteristicas eventualmente restritivas como
concavidade conjunta nas varidveis estado e controle, separabilidade ou mesmo pseudo-concavidade.
Todavia, a condi¢do de otimalidade global em cada estdgio proposta € algo bastante raro de se verifi-
car na préatica. Foi possivel, todavia, tomar suas idéias como base para o raciocinio desenvolvido no
capitulo 3 desta dissertacao.
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2.2 O principio do maximo discreto como uma condicio neces-
saria de otimalidade

Considere o seguinte problema de maximizar o funcional de custo J{)' resultante da aplicagdo de
uma sequéncia de ganhos de controle U € {u(t) : t =0,..., N — 1}:

N-1
I =) alt,z(t),ut)) +q(N,z(N)) @.1)
t=0
z(t+1) = f(t,z(t),u(t)); t=0,...,N—1 (2.2)
u(t) e R®*™; t=0,...,N—1 (2.3)
z(t) R, t=0,...,N; z(0) =g 2.4)

Os conjuntos dominio para as varidveis x e u sdo dados e o problema de otimizacdo estd sujeito,
em cada instante, a restricdo de igualdade (2.2). As fungdes ¢, g e f s@o supostas diferencidveis com
relacdo As suas respectivas varidveis nos instantes devidos. E importante ressaltar que, embora nio
seja comum na literatura, adotaremos um controle u de natureza matricial. Procederemos deste modo
com o objetivo de tratar o problema de um ponto de vista multivaridvel, neste caso com um nimero
s de entradas e um nimero m de saidas quaisquer. Ao longo deste e dos proximos capitulos, ficard
claro que esta consideracdo ndo constituird empecilho algum ao desenvolvimento do trabalho. Muito
pelo contrdrio, ela nos permitird analisar o problema de modo bem genérico.

Posto isto, adotando co-estados ou multiplicadores de Lagrange p*(t) € {R"}, ¢t = 1,..., N,
construimos a seguinte funcao Lagrangeana:

N-1
Ly = ) At a(t),u(t)) +p (t+ 1) [f(t,2(t), u(t) — a(t + DI} + 3N, 2(N))  (2.5)
t=0
que pode ainda ser apresentada da seguinte forma:

Ly = [g(0,2(0),u(0)) +p"(1).f(0,2(0), u(0))]

+ Q) laltx(t), u(®) +p*(t + D (¢ 2(t), u(t)) — p"(t)z(t)]

t=1

=

+ [q(N, z(N)) = p"(N)z(N)] (2.6)

E fécil ver que ao minimizar a funcdo Lagrangeana LY nas varidveis {z*, u*, p*} minimizamos
também a fungdo primal ./ na dupla {z*,u*}. A segunda fun¢do assume os mesmos valores da pri-
meira para cada combinagdo de varidveis, uma vez que as restri¢des de igualdade adicionadas em cada
instante t&ém valor nulo. Com o objetivo de determinar uma sequéncia de pontos estaciondrios para a
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funcdo Lagrangeana, calculamos as derivadas de primeira ordem da func¢do (2.6). Considerando um
estado inicial z(0) fixo temos, em t = 0:

oLy 9[q(0,2(0),u(0))]  9[p*(1)f(0,2(0),u(0))
0] ~ ou0) u(0) @.7)
Nos instantest = 1,..., N — 1, temos:
oLy Olg(t.x(t),u()] O (t+ 1) f(t,2(t), u(t)) — p*(t)z(t)]
) out) u(t) 28)
oLy _ Olg(t,=(t),u®)] | Op*(t+ 1)f(t x(t), u(t)) — p*(t)z(t)]
or(t) or() (D) 29)
No instante final £ = N:
oLy _ 9[g(N,z(N)) — p*(N)z(N)]
() e (N (210

Dizemos, entdo, que trés sequéncias {z*, u*, p*} constituem uma sequéncia de pontos estacion4-
rios se anulam as derivadas de primeira ordem (2.7)—(2.10) em cada instante referido. Tais sequéncias
sdo candidatas a fornecerem um 6timo (global) para o problema. A depender das caracteristicas do
problema de otimiza¢do em questdo, pode vir a ser possivel provar que a tripla {z*, u*, p*} garante
condi¢cdes necessdrias e eventualmente suficientes de otimalidade.

Retomando, a representacio (2.6) seria um modo bem genérico de tratar a questdo. Encontra-se
consolidado na literatura, todavia, uma abordagem alternativa formulada em termos de uma fungdo
especial H(t,x(t), u(t),p*(t + 1)) conhecida como Hamiltoniano, definida do seguinte modo:

H(t,z(t),u(t),p"(t + 1)) := q(t, z(t),u(t)) + p*(t + 1) f(t,x(t), u(t)) (2.11)
Como resultado, a fungdo Lagrangeana L{j é dada por:

Ly = H(0,2(0),u(0),p*(1))
+ ) [H(E, x(t),u(®), p(t+ 1)) —p"(t)x(t)]

+[g(N, 2(N)) = p"(N)z(N)]

Feita esta substitui¢cdo, conforme (Nahorski et al., 1984) e (Holtzman, 1966), o principio do ma-
ximo discreto pode ser enunciado em sua forma cldssica do seguinte modo:

Teorema 2.1. Considere o problema (2.1)—~(2.4) e a defini¢do (2.11). Seja {u*(0),...,u*(N — 1)}
uma estratégia de controle e {z*(0),...,x*(N)} a sequéncia de estados resultante. Suponha também
que, juntamente com tais estados e ganhos de controle, exista uma sequéncia de multiplicadores
{p*(1),...,p"(N)} constituindo uma sequéncia de pontos estaciondrios {x*,u*,p*}. Entdo, em
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cada instante t = 0,..., N — 1, 0 ganho u*(t) maximiza H (t, z*(t), u(t),p*(t + 1)).
H(t,x*(t),u"(t),p"(t+ 1)) > H(t, 2" (t),u(t),p"(t + 1)), Vu(t) (2.12)

A sequéncia {z*,u*,p*} garante as condigcdes necessdrias de otimalidade.

Cabe, agora, tecer alguns comentarios acerca desta formulagdo do principio do méximo discreto.
Primeiramente, a relagdo (2.12) ndo se aplica a todos os problemas do tipo (2.1)—(2.4). Ou seja, existe
um série de problemas de otimizag¢do multi-estagios em que, dada uma tripla {z*, u*, p*} conforme
especifado, a funcado Hamiltoniano ndo € otimizada em cada instante ¢ = 0, ..., N — 1 pelo controle
u*(t). Além disso, deve estar claro que a aplicagdo ou validade da relacdo (2.12) a uma dada classe de
problemas garante apenas as condi¢cdes necessarias de otimalidade. O principio do maximo discreto
apresentado nesta secdo ndo garante otimalidade global.

Faz-se necessario, entdo, um breve estudo sobre a aplicabilidade de tal principio. Halkin (1966)
provou que o principio do méximo discreto se aplica a sistemas cujos conjuntos de estados expandidos
admissiveis sdo convexos. Para melhor compreensao deste resultado, considere como em (Nahorski
et al., 1984) um vetor de estados expandido da forma:

i(t):{ x(t)}, t=0,.. N—1 (2.13)
em que
22t +1) = q(t, z(t), u(t)) + 2°(t), 2°0) =0

Um valor para o ganho u(t) que pertenca ao dominio estabelecido em (2.3) serd chamado de
controle admissivel. O conjunto ¥; = {u(0),...,u(j)} (0 < j < N — 1) é chamado de uma
sequéncia de controle admissivel. O conjunto de todas as sequéncias de controle admissiveis serd
designado por S;. Uma estratégia de controle ¥ _; que minimiza o funcional J{/ é chamada de
estratégia otima.

Agora, para um dado z(0) = z, tomamos todos os valores possiveis de u(0). Como resultado,
o estado z(1) toma valores em um conjunto que chamaremos de Y;(z), o conjunto dos estados
admissiveis (ou atingiveis) a partir de xg:

Yi(ZEO) = f(07 mO’Rsxm)

Para um estado inicial x, fixo, o conjunto Y;(zy) = Y] é também o conjunto de todos os estados
admissiveis no instante ¢ = 1, ou seja, no primeiro estigio. De modo andlogo, para um dado estado
x(1) € Y7, definimos o conjunto de estados admissiveis a partir deste estagio:

Ya(z(1)) = f(1, (1), R”™) N R"

Lembrando que z(t) € R™, parat = 0,..., N, conforme estabelecido em (2.4). Fazendo x(1)
tomar todos os valores possiveis em Y7, o conjunto dos estados admissiveis no segundo estagio é:

o= J %)= U ra@).rmnR

z(1)eyy z(1)eYr



12 O principio do maximo discreto

Logo, o conjunto de estados admissiveis a partir de um estado z(t), ou seja, o conjunto Y; 1 (z(t)),
pode ser obtido recursivamente como a seguir:

Yl(l'o) = f(0,$0,Rsxm) N Rn
Yiri(z(t)) = f(t,z@t),R*™)NR", t=1,...,N—1

Por sua vez, o conjunto de estados admissiveis no estagio ¢ + 1, Y., é dado por:

Y1 = Yi(zo)
Yin = | Yin@®), t=0,...,N -1
z(t)eYy

Tratada a questdo do conjunto de estados admissiveis, investigaremos a partir de agora o efeito
de uma estratégia de controle ¥, no funcional de custo associado. Introduziremos neste momento,
como uma fungdo da sequéncia de controle admissivel ¥, = {u(0),...,u(j)}, o critério do custo
acumulado:

t

Re(9) = > q(t,z(t),u(t), t=0,....N—1

j=0
Este custo acumulado também pode ser apresentado da seguinte forma:

Ry = 0
Riyi = Re+q(t,z(t),u(t), t=0,...,N—1

Temos entdo, conforme previamente introduzido em (2.13), o seguinte vetor de estados expan-
dido:

O conjunto de estados expandidos admissiveis a partir de Z(¢) pode ser definido recursivamente
parat =0,..., N — 1:

Yi(#(0)) = {a(0,z0,u(0)), fo(0,x0,u(0));u(0) € R*™} N { (00, +-00) x R"}
- (2]

Yo (@) = {Re+alt,x(t),ut), f(t. (), ult));u(t) € R} 0 {(=o00, +00) x R"}

Consequentemente, o conjunto de estados expandidos admissiveis no estagio ¢ + 1 é:

~

Vi o= Yi(#(0)
Vi = U Vi (#(t), t=1,..,N—1

#(H)EVy
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Segundo Halkin (1966), se este conjunto }A/t—&—l de estados expandidos admissiveis for convexo,
o principio do méximo discreto € vélido. Tal condicdo de convexidade, infelizmente, acabou por
reduzir consideravelmente a aplicabilidade do principio. Foi com (Holtzman, 1966) que o principio
do méaximo discreto encontrou aplicabilidade em uma série de problemas praticos. Isto se deve ao fato
de este autor exigir, do conjunto Yt+1 um tipo mais brando de convexidade, chamado de convexidade
direcional.

Considere, além dos vetores ¥, € vy, € do escalar 0 < Y < 1, o escalar 3 > 0. Segundo Holtzman
(1966) e Nahorski et al. (1984), dizemos que o conjunto Y;; € direcionalmente convexo se

1+ (1 — p)ys + Be € Vi (&(t)), paratodo 0 < <1, f>0 (2.14)

com

relaxando o requisito de convexidade, isto é:

pyr + (1= p)yz € Vi (£(2)), paratodo 0 < p <1

Por exemplo, sistemas cujas fungdes custo por estagio (¢, x(t), u(t)) sdo concavas no ganho de
controle e cujas dindmicas f(¢,z(t),u(t)) sdo lineares neste mesmo ganho (mesmo que a fungdo
como um todo seja ndo-linear) sdo, de acordo com (Holtzman, 1966) direcionalmente convexos. O
principio do méximo discreto, entendido em termos da otimizacdo de uma fun¢cdo Hamiltoniana,
garante condigdes necessdrias de otimalidade para tais casos. Todo par de sequéncias {z, u} que é
solugdo para o problema (2.1)—(2.4) satisfaz a relacdo (2.12).

O principio do médximo discreto nos moldes do Teorema 2.1 falha, todavia, em garantir condi-
¢oes suficientes de otimalidade para o problema de controle de sistemas multi-estdgios. Justamente
por este motivo, abordaremos na secdo 2.3 a seguir, uma formulagdo alternativa para o principio do
maximo discreto, mantendo a linearidade no multiplicador de Lagrange p*.

2.3 O principio do maximo como uma condic¢ao suficiente de oti-
malidade

Tomando a fun¢do Lagrangeana (2.6) e a definicdo (2.11) como referéncia, Vidal (1987) esta-
belece um principio do maximo discreto em termos da otimizacdo global, em cada estdgio, de uma
funcdo composta ndo somente pelo Hamiltoniano, mas eventualmente por fungdes lineares dos ve-
tores de estado, ganho de controle e multiplicadores de Lagrange. Tal principio, caso verificado,
fornece condi¢des suficientes de otimalidade. Considere o teorema a seguir.

Teorema 2.2. Suponha que existam sequéncias factiveis {x*, u*, p*} satisfazendo simultaneamente
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as condigodes abaixo:

u*(0)  maximiza H
{z*(t),u"(t)} maximiza H

x*(N) maximiza G(N,z(N))—p*(N)z(N)

Entdo {z*,u*} é um étimo global para o problema (2.1)—(2.4).

Prova: (Vidal, 1987) afirma que considerando o problema, em cada instante, como um problema
estatico em {x(¢), u(t)}, verificamos a existéncia de um ponto de sela {z*(¢t), u*(t), p*(t + 1)} para
a funcao Lagrangeana. E se tal ponto de sela existe, ele consitui um 6timo global para a func¢do, vide
Teorema A.1 conforme (Mangasarian, 1969). U

A condicdo de suficiéncia apresentada anteriormente € védlida independentemente da natureza das
fungdes envolvidas. As fungdes ¢(t, x(t), u(t)) e f(t, z(t), u(t)) ndo precisam nem mesmo ser conti-
nuas. Além disso, € importante observar que nao € estabelecida nenhuma exigéncia de concavidade
ou negatividade das fun¢des envolvidas. O teorema refere-se tdo somente a existéncia de um 6timo
global em cada estdgio. Considere o exemplo a seguir, retirado de (Vidal, 1987).

Exemplo: Analisemos o seguinte problema em varidveis escalares conforme enunciado abaixo:

N-1
max Jy) = — Z u(t)e?@OHu®) g <0
=0
sujeito a:
z(t+1) = =z(t)+u), t=0,...,N—1
z(0) = xo
z(N) = a>0
u(t) > 0

O Hamiltoniano parat = 0,..., N — 1 vale:

H(t,z(t),u(t), p*(t + 1)) = —u(t)e®@OHO) Lt 4 1) (a(t) + u(t)).

O Hamiltoniano possui uma matriz Hessiana com a seguinte estrutura em notagdo simplificada:

) 8%H(t)
2 8x(t28u(t) ]
) O%H(t)
du(t)0z(t) A(u(t))?
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Fizemos H (t,x(t),u(t),p*(t + 1)) = H(t). E facil verificar que

PH{E) a(z(t)+u(t)) .2
D) —u(t)e o
O*H(t) O*H(1) (o) +u(t)
— — _ oz u . t a(z(t)+u(t)) -2
D (t)0u(t) dut)ox(t) o —ult)e «
O*H (t)
— _—9qeX@®)tult) _ a(z(t)+u(t)) 2
Bu(t)? ae u(t)e a

e que 0*H é uma matriz semi-definida negativa, uma vez que:

OPH(t)
A (t))?

det(0*H(t)) = —a?e?@Wtu®) <

Consequentemente, o Hamiltoniano H (¢) é conjuntamente concavo na varidvel [z(t), u(t)]’. Se
existe uma tripla {z*, u*, p*} constituindo uma sequéncia de pontos estaciondrios

OH (") 0,1+ 1)
ou(t)
OHELOAOLCED) _ iy g vy

entdo o Teorema 2.2 vélido, tal tripla garante as condi¢des necessdrias e suficientes de otimalidade
para o problema proposto. Como resultado:

u (t) = (1/a)logp*(t)/p*(t+1)], t=0,...,.N—1
z(t) = (/a)logp*(t—1)], t=1,...,N

No caso especifico deste exemplo numérico, foi possivel provar que os termos individuais da
funcio Lagrageana sdo, em cada instante, conjuntamente concavos em [2(t) u(t)]’. E importante res-
saltar, entretanto, que esta caracteristica nao se faz necessdria para que o Teorema 2.2 seja verificado.
Esta idéia ficara bastante clara ao final do proximo capitulo, no qual condic¢des suficientes de otimali-
dade serdo obtidas para o problema de otimizacdo multi-estdgios de um sistema linear deterministico
sujeito a realimentacdo de saida.

O leitor deve estar ciente que, a partir de agora, sempre que nos referirmos ao principio do maximo
discreto estaremos fazendo meng¢ao a forma como este foi apresentado na sec¢ao 2.3 desta dissertacao,
conforme especificamente o Teorema 2.2. O motivo para tanto € elementar. Estaremos, nos capitulos,
subsequentes, investigando otimalidade global, condi¢do que o principio do méximo introduzido na
secdo 2.2 ndo garante. Nos capitulos que se seguem haverd também outra mudanca de linguagem
que merece ser destacada. Passaremos a tratar o problema de otimizacdo multi-estdgios ndo mais
no contexto de maximiza¢do, mas no plano da minimizacdo de um funcional de custo. Continuare-
mos, todavia, a utilizar a denominacao principio do mdximo, em respeito a nomenclatura classica ja
consolidada no meio cientifico.
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Capitulo 3

Caso deterministico

O problema de controle de um sistema dinamico deterministico linear a tempo discreto e sujeito
a realimentacdo de saida € analisado. Provamos, neste capitulo, que as condicdes necessdrias de
otimalidade sdo também suficientes. O capitulo foi desenvolvido em conformidade com os conceitos
e a nota¢do introduzidos no capitulo 2.

3.1 Formulacao do problema

O problema consiste em minimizar o seguinte funcional de custo ./ em N estdgios, resultante
da aplicacdo de uma sequéncia de ganhos de controle U € {u(t) : t =0,..., N — 1}:

Bo= Y g +a) G

c(t+1) = (A+ Bu()O)x(t); t=0,...,N —1 (3.2)
qit) = 2(t)(Q+ C'u(t)Ru(t)C)z(t); t=0,...,N—1 (3.3)
a(N) = x(N)'Syz(N) (3.4)

Designamos z(t) € R", ¢t = 0,..., N, z(0) = zy o vetor de estados e u(t) € R t =
0,..., N — 1, um ganho de controle aplicado em um instante ¢ > 0 (¢ € N). Adotamos um custo por
estagio quadrético ¢(t) > 0, t = 0,..., N — 1, e um custo final g(t) > 0, t = N. As fungdes ¢ e
g(N) sdo, em cada instante, diferencidveis com relagdo a suas respectivas varidveis.

As matrizes () € R"", R € R**% e Sy € R™ " sdo simétricase () > 0, R > 0e Sy > 0. Além
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disso, C' € R™*", B € R"** e A € R™". Obtemos, entdo, a seguinte funcdo Lagrangeana:

N-1
Ly = Z {z(t)" (Q + C'u(t) Ru(t)C) x(t) + p*(t + 1) [(A+ Bu(t)C) x(t) — z(t + 1)]}

t=0

+x(N) Syz(N) (3.5)
Os multiplicadores p*(t) € {R"}, t = 1,..., N constituem, juntamente com algum par de

sequéncias {z*,u*}, uma sequéncia de pontos estaciondrios. Como ficard claro a seguir, para t =
0,...,N — 1 temos a sequéncia de pontos {z*(t),u*(t),p*(t + 1)}, e no instante t = N o par
{z*(N),p*(N)} constitui um ponto estaciondrio neste estagio.

A seguir, realizamos uma divisdo da funcdo Lagrangeana em 3 partes: uma contendo o instante
inicial £ = 0, outra contendo os instantes intermedidrios £ = 1,..., N — 1 e uma ultima dedicada
ao instante final ¢ = N. Tal procedimento foi proposto por Vidal (1987) para sistemas discretos no
tempo. Seu trabalho foi baseado, contudo, em ideias desenvolvidas por Mangasarian (1966) para o
caso dos sistemas continuos (vide capitulo 2, secdo 2.3).

Reescrevendo (3.5):

Ly = {w(O) (Q + C'u(0) Ru(0)C) z(0) + p*(1) (A + Bu(0)C) z(0)}
+ ) Az (Q+ Cu(t) Ru(t)C) x(t) + p*(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) — p*(H)a(t)}
+ {txl(N)'SNx(N) — p(N)z(N)} (3.6)
e fazendo as seguintes substituicdes:

H(t) == 2(t) (Q + C'u(t)' Ru(t)C) x(t) + p*(t + 1) (A + Bu(t)C) z(t), t =0,...,N =1 (3.7)

F(N) = a(NYSya(N) - p"(N)a(N) (3.8)

temos:

LY = HO)+ Y [H) - p(0a(0)] + F(N) (3.9)

t=1

3.2 Condicoes suficientes de otimalidade

Teorema 3.1. Considere o problema (3.1)—(3.4). Se existem controles u*(t) € R**™ t =0,...,N —
1, estados x*(t) € R",t = 0,...,N;x(0) = x0), multiplicadores p*(t) € {R"} ,t = 1,..., N,
constituindo uma sequéncia de pontos estaciondrios {z*(t),u*(t),p*(t+ 1)}, t = 0,...,.N — 1, e
vetores saida y*(t) = Cx*(t) € R™,t = 1,...,N — 1, com pelo menos um elemento ndo nulo e
produzindo um custo J}., entdo nenhuma outra combinagdo de sequéncias {x,u} ird produzir um
custo menor que Jyy.. As condigdes necessdrias de otimalidade sio também suficientes.
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Prova: Seguiremos a proposta de Vidal (1987), conforme estabelecido no Teorema 2.2. A diferenca
A entre uma Lagrangeana factivel qualquer L{j e uma Lagrangeana L{}. produzida por algum trio de
sequéncias {z*, u*, p*} é definida como:

A= Ly — LY. = {H(0) — H*(0)}

+{F(N) = F*(N)} (3.10)

Caso provemos que A > 0 para quaisquer sequéncias {z, u}, o Teorema 3.1 esta provado. Como
primeiro passo, sabemos, utilizando (A.7) e (A.8), que a fun¢do H(0) é convexa na varidvel u(0)
(para z(0) = x, fixo) e que a fungdo F'(IV) é convexa na varidvel z(N), pois:

0*H(0) B —
dvec(u(0))dvec(u(0)) 2(CrorgC") @ R >0
O*F(N) B
G NNy ~ S 20

Da convexidade das fungdes H(0) e F'(N) em suas respectivas varidveis, temos:

H(0) = H™(0)

>
F(N) - F*(N) >

0
0

Como resultado:

=

A=Y {[H(t) = p*()x()] = [H"(t) = p"(O)z"(1)]} (3.11)

Definimos entdo uma fung¢io ¢(t), parat = 1,..., N — 1, dada por:

p(t) = H(t)—p(t)x(t)
= z(t)" (Q+ C'u(t) Ru(t)C) x(t) + p*(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) — p*(t)x(t) (3.12)

Logicamente:

o(t) = 2*@) (Q+ C'u*(t) Ru*(t)C) z*(t) + p*(t + 1) (A + Bu*(t)C) z*(t) — p*(t)x*(t)

A lplt) = ¢ (1) (3.13)
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A fim de obter uma sequéncia de pontos estaciondrios {xz*(¢),u*(t), p*(t + 1)}, utilizamos as
propriedades (A.5) e (A.6) e calculamos:

gigg = 2Ru(t)Cx(t)x(t)'C" + B'p*(t + 1)'z(t)'C" (3.14)
aQp—(t)—2(Q+C’(t)'Rtc t) + (A + Bu(t)C)'p*(t + 1) — p*(t) 3.15

5o = u(t) Ru(t)C)a(t) + (A + Bu(t)CYp'(t+1) = (1) (3.15)

As sequéncias {z*, u*, p*} anulam, em cada instante t = 1,..., N — 1, as derivadas de primeira

ordem (3.14) e (3.15). Isto significa que as igualdades (3.16) e (3.17) abaixo sdo verificadas para
t=1,...,N—1:

O™ (t) [207(£) C'u* ()R + p*(t + 1)B] = 0 (3.16)

227 (1) (Q + C'u* ()’ Ru*(t)C) + p*(t + 1) (A + Bu*(t)C) — p*(t) =0 (3.17)

As igualdades acima sdo simplesmente a transposta de (3.14) e (3.15) e a relevancia de sua uti-
lizagdo ficard evidente ao longo desta secdo. De (3.17), a seguinte relagdo de recorréncia entre os
multiplicadores de Lagrange € estabelecida:

pr(t) =22 (t)(Q + C'u* (t) Ru*(t)O) + p*(t + 1)(A+ Bu*(t)C), t=1,.,N -1 (3.18)
Supomos, adicionalmente, a validade em ¢ = N da seguinte relagdo:
p'(N) = 2" (N)'Sy (3.19)
Combinando (3.12) e (3.15), obtemos:

o(t) = [gig;] z(t) — () (Q + C'u(t) Ru(t)C) z(t) (3.20)

No ponto de 6timo {z*(¢), u*(t) }, igualando (3.15) a zero, temos:

!/

e = |5 P(0) — (1) (Q + C'u (1) R (9)0) a* (1
z(t)=z*(t)
= —2"(t) (Q + C'u*(t) Ru*(t)C) x*(t) (3.21)

Uma condi¢@o suficiente para que A > 0 valha é que [p(t) — ¢*(t)] > 0 seja satisfeito. Ou seja,
desejamos ter, em cada instante:

Q) = ot) —¢*(t) 20
= o) +2*(t) (Q + C'u*(t)'Ru*(¢t)C) z*(t) > 0 (3.22)
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Substituindo (3.12) em (3.22), resulta:

Q1) = *()'(Q+C’ ") Ru” (t)C) (1)
+2(t)" (Q + C'u(t) Ru(t)C) x(t) + p"(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) — p"(t)x(t)

Substituindo (3.18) na equagdo anterior, temos:

Q) = 2°(t) (Q+ Cu™(t) Ru"(t)C) 27 (1)
+2(t) (Q + C'u(t) Ru(t)C) x(t) + p* (t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)
—[207(1)' (@ + C'uw* (&) Ru*(1)C) + p*(t + 1)(A + Bu™(t)C)]x(t)

Ou ainda:

Q) = 2*@t) (Q + C'u*(t) Ru*(t)C) z*(t) + z(t)" (Q + C'u(t) Ru(t)C) x(t)
+p*(t + 1) [(A+ Bu(t)C) z(t) — (A + Bu*(¢)C)x(t))]
—22*()"(Q + C'u*(t) Ru*(t)C)x(t) (3.23)

Sabemos, contudo, que a seguinte relagdo € valida:

=227 (1) (Q + C'w* (1) Ru (1) C)xr(t) = (x(t) — 2™ (1)) (Q + C'u" (1) Ru” (1) C) (w(t) — 27 (1))
—2" (1) (Q + C'u” () Ru” (t)C') (1)
—2(t) (Q + C'u* () Ru*(1)C) (1) (3.24)

Consequentemente, combinando (3.23) e (3.24):

Q) = () (Q+ C'u®) Ru(t)C) x(t) — (1) (Q + C'u"(t) Ru"(t)C) (t)
+(@(t) — 2" (1) (Q + C'u*(t) Ru (t)C) (x(t) — 2*(1))
+p*(t + 1)Bu(t)Cx(t) — p*(t + 1) Bu*(t)Cx(t)

Rearranjando:

Q) = 2@t) (C'u(t) Ru(t)C) x(t) — z(t)" (C'u*(t) Ru*(¢t)C) z(t)
+(a(t) = 27(1) (@ + C'u* (1) Ru* (1)C) (x(t) — 2" (1))
+p*(t + 1)Bu(t)Cxz(t) — p*(t + 1) Bu™(¢t)Cx(t

Convém, agora considerar mais um importante aspecto envolvendo as condi¢cdes necessarias de
primeira ordem. Aqui, 0 que precisamos garantir € que na equacdo (3.16) o termo entre colchetes
[22*(t)'C"u*(t)' R + p*(t + 1) B] seja nulo sempre que a condi¢do como um todo seja verificada, ou
seja:

Ca*(t) 2% () C'u* () R+ p*(t + )B] = 0 <= [20*(t)C'u*(t) R+ p*(t + 1)B] = 0 (3.25)

Chamamos o vetor Cx*(t) € R™ de M e o vetor [2z*(t)'C'u*(t)'R + p*(t + 1) B] € {R*} de N,
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respectivamente coluna e linha, a fim de avaliar o resultado de seu produto:

my
MN = 2 [ Ny Mg ... Ng }
M,
ming ming ... ming
MN = monq mong ... mong (326)
My MM oo My Ng

Para satisfazer a condi¢do (3.16) é preciso obter uma matriz M N (€ R™**®) cujos elementos sdo
todos nulos. Contanto que pelo menos um elemento de M seja ndo nulo, podemos afirmar que M N
s6 serd nula se N for. Ou seja, se o vetor de saida C'z*(¢) possuir pelo menos um elemento néo nulo,
o que de modo algum constitui uma restri¢ao severa, teremos que a condicao (3.25) necessariamente
se aplica. Equivalentemente:

p(t+1)B=—22"(t)C'u"(t)R

Logo:
Q) = z@) (C'u(t) Ru(t)C) x(t) — z(t) (C'u*(t) Ru*(t)C) z(t)
+(x(t) —27(1) (@ + C'u () Ru™(1)C) (x(t) — 2" (1))
=22 () C"u* (t) Ru(t)Cx(t) + 22*(t)' C'u*(t) Ru*(t)Cx(t)
Entdo:

Q) = (x(t) =2 (0)QUx(t) — 2*(1) + (z(t) — 2" (1)) (C"u(t) Ru’ () C) ((t) — (1))

+22* () C'u* () Ru*(t)Cw(t) — 22*(¢)'C'u* (¢)' Ru(t) Cx(t)
Por fim:
Q) = (@) = 2" (1) Q(x(t) —27(1))
+ [u(t)Cz(t) — u*(t)Cx*(t)] R [u(t)Cx(t) — u*(t)Cx*(t)]
Q) > 0
o que implica que p(t) — ¢*(t) > 0, parat = 1,..., N — 1. Somando-se a isso a convexidade nos

instantes inicial e final, resulta que A > 0. Quaisquer sequéncias {z*, u*} que juntamente com uma
sequéncia de multiplicadores p* constituem um conjunto de pontos estaciondrios fornecem um 6timo
global para o problema (3.1)—(3.4).

O



Capitulo 4

Caso estocastico com ruido aditivo

O problema de controle de um sistema dindmico linear estocdstico a tempo discreto sujeito a
realimentacdo de saida € analisado. A existéncia de condi¢des necessdrias e suficientes de otimali-
dade € investigada. Desenvolveremos, neste capitulo, um raciocinio semelhante ao desenvolvido no
capitulo 3, tanto em termos dos conceitos envolvidos quanto da notacao utilizada.

4.1 Formulacao do problema

Considere o problema de minimizagdo do seguinte funcional de custo J{ em N estdgios:

JI]JV = Eq,

S () + a(N)] @1

t=0

2(t+1) = (A+ Bu®t)C)z(t) + Huw(t); t=0,...,N—1 (4.2)
qit) = 2(t)(Q+ C'u(t)Ru(t)C)z(t); t=0,...,N —1 (4.3)
g(N) = xz(N)Syz(N) 4.4)

u(t) € R*™; t=0,...,N -1 (4.5)

z(t) €R™ t=0,..,N; z(0) =z (4.6)

As matrizes () € R™", R € R*** e Sy € R™™" sao simétricase () > 0, R > 0e Sy > 0. E
também, C' € R™", B € R™*, A € R"", H € R"" e w € R" tém as dimensdes especificadas.
O ruido w é um vetor de varidveis aleatérias gaussiano com média nula e matriz de covariancia ..
Supomos, ainda, que as componentes do vetor de ruido sdo independentes entre si e que w(t;) é

23
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independente de w(ty), com t; # to. Utilizando uma sequéncia de multiplicadores P*(t) > 0 (€
R™"), ¢t =1,..., N, obtemos a seguinte fun¢iio Lagrangeana L) :

LY = E,, {Z_ z(t) (Q + C'u(t) Ru(t)C) z(t) + I(N)/SNx(N)}

t=0

=z

+ B {37 [(A+ Bu(t)C) a(t) + Hu(t) — o(t + 1)) P*(t+1)

t

Il
o

(A + Bu(t)C) x(t) + Huw(t) — a(t + 1)] } 4.7)

Ressaltamos que, doravante, utilizaremos multiplicadores P* que sdo matrizes deterministicas
simétricas e semidefinidas positivas, 0 que consitui uma mudang¢a em relagdo ao tipo de multiplica-
dor p* adotado nos capitulos anteriores. Expandindo (4.7), calculando o valor esperado dos termos
envolvendo os vetores de estado e ruido, resulta:

LY = Y tr {(Q + Culty Ru(t)C) Eyo [a(t)a(t)])

=2

-1

+ tr{P*(t +1) (A + Bu(t)C) Ey, [2(t)z(t)] (A + Bu(t)C)

+ P*(t+ 1)HE,, [w(t)w(t)'] H’} + z_: tr{2P*(t + 1) (A + Bu(t)C) Ey, [z(t)w(t)| H'

= Pt 1) By [w(t + 1)at + 1)) b+ tr {Sx B, [o(N)2(N)]} (48)

Os detalhes para obtermos (4.8) a partir de (4.7) encontram-se no Apéndice B. Dado que os vetores
aleatdrios x e w sdo independentes, temos também:

E[z(t)w(t)] =0 4.9)
Adicionalmente:
EgJwt)w(t)] =% (4.10)

Realizamos, em seguida, a seguinte substituicdo de varidvel considerando a matriz de segundo
momento do estado condicionada ao instante inicial:

X(t) = By [x(Da(t)], t=0,...,N @.11)
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Utilizando (4.9), (4.10) e (4.11) chegamos a seguinte expressao:
N-1

Ly = tr{(Q+ C'u(t)Ru(t)C) X (t)}
t=0

+ z_: tr {P*(t+1) [(A+ Bu(t)C) X(t) (A+ Bu(t)C)' + HEH' — X (t + 1)] }
+tr {SyX(N)} (4.12)

Ou seja, € possivel formular um problema deterministico equivalente ao inicial e que consiste em
minimizar o funcional de custo Jy; conforme especificado a seguir:

JG = Eu, Niq(t) + a(N)] (4.13)
-
X(t+1)=(A+Bu)C) X(t)(A+ Bu(t)C) + HXH'; t=0,...,N —1 (4.14)
q(t) =tr {(Q + C'u(t) Ru(t)C) X (t)}; t=0,...,N—1 (4.15)
G(N) = tr{SyX(N)} (4.16)
u(t) e R™™; t=0,..,N -1 (4.17)
X(t)>0(eR™™); t=0,..,N; X(0) =X, (4.18)

A funcdo (4.12) pode ser reapresentada como:

Lg = tr{ (Q + C'u(0) Ru(0)C) X (0)

+ P(1) [(A+ Bu(0)0) X (0) (A+ Bu(0)C) + HEH'] |

=

+ - tr{ (Q + C'u(t) Ru(t)C) X (t) + P*(t + 1)[(A + Bu(t)C) X (t) (A + Bu(t)C)’

t=1

+ HYH' — P*(t)X(t)} +tr {SyX(N) = PA(N)X(N)} (4.19)

Supomos que a sequéncia de multiplicadores P*(¢), t = 1,..., N, constitui uma sequéncia de
pontos estaciondrios juntamente com uma sequéncia de estados X*(¢),¢ = 0,..., N e ganhos u*(t),
t=20,...,N — 1. Além disso, com o objetivo de tornar a nota¢do utilizada mais clara e compacta,
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definiremos o seguinte grupo de operadores:

Q(t) :==Q+ C'u(t)Ru(t)C; t=0,...,N—1 (4.20)

A(t):= A+ Bu(t)C; t=0,...,N—1 (4.21)
Para uma sequéncia 6tima de controle ©*, temos em cada instante:

Q' (t) = Q+ C'u*(t)'Ru*(t)C; t=0,...,N—1 (4.22)

A*(t)= A+ Bu*(t)C; t=0,...,N—1 (4.23)
Utilizando (4.20) e (4.21), a func¢ao (4.19) pode ser reescrita como a seguir:

Ly = tr{Q(0)X(0) + P*(1) [A(0)X (0)A(0)' + HEH']}

+ 3 lt )+ P*(t+ 1) [AQ)X(H)AQ) + HXH') — P*(t) X (t)}
- +ir {SyX(N) — P*(N)X(N)} (4.24)
Em seguida, parat = 0,..., N — 1, definimos o Hamiltoniano:
H(t, X(t),u(t), P*(t+1)) = tr{Qt)X(t)+ P*(t+1)[A(t)X(t)A(t) + HEH']|}(4.25)

No instante final, definimos:
F(N) = tr{SyX(N)— P*(N)X(N)} (4.26)

Logo:

Ly = H(0, X(0), u(0), P*(1))

+ ) C{H(E X (), ult), PH(t+1)) — tr [P* ()X ()]} + F(N) (4.27)

4.2 Condicoes necessarias de otimalidade

Por meio do Teorema 4.1 a seguir provaremos que o principio do maximo discreto, na forma como
foi utlizado no capitulo 3, fornece para o caso dos sistemas lineares estocasticos com ruido apenas
as condi¢des necessdrias de otimalidade. A impossibilidade de obter por meio deste método também
suficiéncia, ou seja, otimalidade global, serd justificada e discutida em detalhes ao final da secao.
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Teorema 4.1. Considere o problema (4.13)—(4.18). Seja {u*(0),...,u*(N — 1)} uma estratégia de
controle e { X*(0), ..., X*(N)} a sequéncia de estados resultante. Suponha ainda uma sequéncia de
multiplicadores {P*(1),..., P*(N)} que juntamente com o par {X*,u*} constitui uma sequéncia
de pontos estaciondrios { X*(t),u*(t), P*(t)},t =0,..., N — 1. Entdo:

uw*(0)  minimiza  H(0,X(0),u(0), P*(1))
u*(t)  minimiza H(t, X*(t),u(t),P*(t+1)) —tr{P*(t)X*(t)}, t=1,...,N—1

O principio do mdximo discreto é vdlido, constituindo uma condi¢do necessdria de otimalidade para
classe de problemas em questao.

Prova: Com o objetivo de tornar o raciocinio desenvolvido nesta se¢do o mais genérico possivel,
de modo a possibilitar também uma discussdo sobre suficiéncia, tomaremos X (¢) = X*(¢) apenas
no final da prova. Proseguiremos, até 14, utilizando controles u(t) e estados X (¢) quaisquer. Dito
isto, de (A.7) e (A.8), sabemos que a fun¢do H(0) é convexa na varidvel u(0) (para X (0) fixo) e
a fungdo F'(N) é convexa na varidvel X (N), ja que Sy > 0. Na verdade, o Hamiltonino é, em
qualquer instante t = 0,..., N — 1, convexo no ganho de controle u(t) para um estado X (t) fixo.
Em notagdo simplificada (chamando de H (t) o Hamiltoniano (4.25)), temos, utilizando (A.3), (A.4),
(4.20) e (4.21):

H(l) = tr{QX(t) Pt + 1) (AX (DA + HEH)
+ut) (CX(#)C") u(t) [R + B'P*(t +1)B] }
+ tr{P*(t +1) (AX (£)C'u(t) B’ + Bu(t)CX (£)A) }
A matriz Hessiana do Hamiltoniano H (¢) com rela¢do ao ganho de controle u(t) é dada por:

O?H (t)
dvec(u(t))dvec(u(t))

=2(CX(t)C"Y®[R+B'P(t+1)B]; t=0,...,N—1  (4.28)

A matriz (4.28) é sempre semi-definida positiva. O resultado acima nos permite afirmar que a
fungdo H(t) é convexa (para X (¢) fixo) no controle u(¢) nos instantes ¢ = 0, ..., N — 1. Para o caso
especifico do instante ¢ = N, a convexidade (na verdade, nulidade) da fun¢do F'( V) é obtida fazendo
P*(N) = Sk.

A diferenca A entre uma Lagrangeana qualquer (factivel) Ly, e uma Lagrangeana L. produzida
por trés sequéncias { X*, u*, P*} de pontos estaciondrios é dada por:

+[F(N) — F*(N)] (4.29)
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Da convexidade de H(0) e nulidade de F'(N), temos:

H(0) — H*(0) > 0
F(N)— F*(N) = 0

Como resultado:

=

-1

Az ) A{[H@) —tr (P O)X @) = [H"(t) — tr (P*(0)X"(1))]}

o~
Il
—

Agora, definimos uma fungéo ¢(t) do seguinte modo:
o(t):=H(t)—tr (P*(t)X(); t=1,...,N—1

E calculamos suas derivadas de primeira ordem:

dp(t) . .
IX() Q(t) + A(t) P*(t + 1)A(t) — P*(t)

De (4.30) e (4.32), obtemos:

o) = trKg;((?))X(t)+P*(t+1)HzH']

Nos pontos estaciondrios { X *(¢), u*(t), P*(t + 1)}, temos:

foy dp(t)
X(t)=X*(t)

— tr[P(t+1)HSH

X*(t) +P*(t+1)H2H’}

Mas:
Az Jf[m—w*(w}
- 3 (et i)

(4.30)

4.31)

(4.32)

(4.33)

Logo, uma condigdo suficiente para termos A > 0 é termos {p(t) — tr [P*(t + 1)HXH'|} > 0,
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parat =1,..., N — 1. Definindo:
Q(t) :==tr Q)X (t) + P*(t + 1)A(t) X (1) A(t) — P*(¢) X (¢)] (4.34)
desejamos ter, em cada instante 2(¢) > 0.
Utilizando (A.4), temos:
tr[QX (1) + Pt + DAMX (AW = tr [Q)X(E) + AQ)P*(t + DAR)X(H)]  (4.35)

Além disso, definimos:
y(t) = tr{[Q() + A@)' P (t + 1)A()] X(¢)}
plt) = tr{{Q7(t) + A"(t)' P (t + 1) A™(1)] X (1)}
Logo:
Q) = ~(@) - B (4.36)

Para um estado X () qualquer fixo, a fungio ~y(¢) é convexa na varidvel u(t) e a fungdo (3(t) é
uma fungdo constante, ou seja, (2(¢) é uma fungao apenas do controle u (). Além disso, para um dado

X(t), a fungdo 7(t) € minimizada pelo controle u(t) = u;(t):

J(6) = = [R+ B'P*(t+1)B] [B'P*(t+ AX(1)C') (CX (5)C') (437)

Uq

Em um ponto { X*(¢),u*(t), P*(t + 1)}, sabemos que:
u*(t) = — [R+ B'P*(t + 1)B] ' [B'P*(t + 1) AX*(t)C'] (CX*(t)C") ! (4.38)

Como resultado, substituindo (4.37) e (4.38) em (4.34), o minimo valor admissivel para a funcao

Q)(t) para cada estado X () vale:

Q(t) = muan(y(t)) — B(1)
S {[R + B'P*(t + 1)B] ' p(t) (CX (1)) " p(t)/} (4.39)

< 0

Em que:

p(t) = B'P*(t+1)AX(t)C" — [B'P*(t + 1)AX*(#)C'] (CX*#)C") " (CX (t)C")

Ou ainda:

O(t) = —tr {[R +B'P(t+ 1)B] (u(t) — u'(t)) (CX'C") (ui(t) — u*(t))’} (4.40)

Concluimos entdo que 2*(¢) < 0. Ao fazermos X (t) = X*(¢), obtemos Q*(¢t) = 0e Q(¢) > 0. O
Teorema 4.1 estd provado. O principio do maximo discreto € véalido para problemas da forma (4.13)-
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(4.18). O

Por meio do Teorema 4.1, foi possivel provar que a funcdo (4.29) € ndo negativa para uma traje-
téria 6tima X* = {X*(¢);t =0, ..., N}. Entretanto, 0 mesmo néo é vdlido para uma sequéncia X
qualquer, o que nos garantiria condi¢cOes também suficientes de otimalidade. Na verdade, de (4.39),
sabemos que 2*(¢) = 0 no melhor caso. Ou seja, ndo é possivel assegurar por esta abordagem que
A > 0 para qualquer par de sequéncias {X,u}. O principio do maximo discreto ndo garante, di-
ferentemente do verificado para o caso deterministico, condicdes suficientes de otimalidade para o
problema estocdstico com ruido aditivo. Nao foi possivel obter uma relagcao do tipo (3.25), por meio
da qual provamos a positividade da funcdo A no caso deterministico.

Verificamos, todavia, que o raciocinio desenvolvido até aqui garante as condi¢cdes necessdrias de
otimalidade, uma vez que de acordo com (4.40) ou mesmo da convexidade da fun¢do ¢(¢) no ganho
u(t) para um estado X (¢) fixo, o controle u*(t) é aquele que otimiza esta fungao.

Do capitulo 3, entretanto, sabemos que para o caso dos sistemas deterministicos, qualquer 6timo
local é também um 6timo global para o problema de controle em questdo. Nos moldes da formula-
¢do (4.13)—(4.18), um sistema deterministico é caracterizado pelo fato de termos H>XH' = 0. Logo,
mesmo que o Teorema 4.1 ndo garanta as condi¢des suficientes de otimalidade para um caso esto-
céstico qualquer, sabemos que para o caso deterministico ele fornece condi¢des tanto necessarias
quanto suficientes de otimalidade, mesmo que a fungdo ¢(¢) ndo seja otimizada em cada instante
como ocorre no capitulo 3. Em resumo, da formulacdo (3.1)—-(3.4) e Teorema 3.1 sabemos que as
condi¢Oes necessarias de otimalidade garantidas para a formulacdo (4.13)—(4.18) por meio do Teo-
rema 4.1 sdo também suficientes quando H>H' = 0. Nao foi possivel, infelizmente, estender esta
condigdo de suficiéncia para a classe dos sistemas estocasticos com ruido aditivo (HXH' # 0).

4.3 Condicoes suficientes de otimalidade

O principio do maximo discreto, conforme apresentado na se¢do anterior, fornece apenas as con-
di¢des necessdrias de otimalidade. Decidimos entdo tentar outra abordagem, outra formulagdo para o
problema de controle 6timo de sistemas lineares estocdsticos sujeitos a realimentacao de saida. Man-
tivemos, contudo, a notacdo deterministica equivalente (equacgdes de segundo momento) utilizada até
aqui. Foi possivel estabelecer condi¢des suficientes de otimalidade para o caso particular detalhado
no Teorema 4.2 a seguir.

Teorema 4.2. Considere o problema (4.13)—(4.18). Tome um caso particular com N = 2 estdgios,
ou seja, o problema de minimizar, nas varidveis de controle {u(0),u(1)}, o seguinte funcional:

Jg =Y _tr[(Q + C'u(t) Ru(t)C) X (t)] + tr[S2 X (2)] (4.41)

t=0

sujeito a

X(t+1)=(A+But)C) X(t) (A+ Bu(t)C) + HLH'; t=0,1 (4.42)
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X(t)>0(eR™); t=0,1,2; X(0)=Xy (4.43)

Considere o caso SISO e matrizes C e B tais que CB = 0. Entdo, controles {u*(0),u*(1)} tais que

Js
=0
0
u< ) u(0)=u*(0)
oJg
0] P
u(l)=u*(1)

fornecem as condig¢des necessdrias e suficientes de otimalidade. O par {u*(0),u*(1)} constitui um
otimo global para o problema (4.41)—(4.43).

Prova: De (4.41) e (4.42), obtemos:
Jg = tr [(Q + C"u(0) Ru(0)C) X (0)]
+tr {(Q + C'u(1)'Ru(1)C) [(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C) + HXH'| }
+ tr{Sg[(A + Bu(1)C) [(A + Bu(0)C) X (0) (A + Bu(0)C) + HEH]

(A+ Bu(1)C) + Hzm}
A expressao anterior pode, ainda, ser apresentada do seguinte modo:

Jg = tr {(Q + C"u(0) Ru(0)C) X (0)}
+ tr{ [(Q + C'u(1)Ru(1)C) + (A + Bu(1)C)' Sy (A + Bu(1)C)]
(A + Bu(0)C) X (0) (A + Bu(0)C) + HSH'] } Lt {SSHSHY (4.44)

Temos, agora, um novo problema de otimizac¢@o nas varidveis de controle (u(0),u(1)) sobre o
qual nos debrucaremos, sem considerar formas duais ou fun¢des Lagrangeanas. Utilizando (A.7)
e (A.8) resulta que, para um ganho de controle «(0) e um estado inicial X (0) fixos, o custo J§ é
convexo no ganho de controle u(1), pois:

P2

dvec(u(1))dvec(u(1))’ =2(CX(1)C")® (R+ B'S;B) >0

Sabemos, ainda, que para cada ganho u(0) fixo, o funcional de custo J{; é minimizado pelo
controle:

u(D) oy = — (R+ B'S2B) ™ (B'S,AX (1)C") (CX (1))~ (4.45)
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Substituindo (4.45) em (4.44) e utilizando (A.3) e (A.4), obtemos:

o= tr{(Q+ ASA)X (1)}
—tr {(R + B'S,B) N (B'S, AX (1)) (CX (1)) ! (B’SQAX(l)C’)'}
+tr {(Q + C'u(0) Ru(0)C) X (0)} +tr {SoHXH'} (4.46)
Lembrando que X (1) = (A + Bu(0)C) X (0) (A+ Bu(0)C) + HXH’, resulta que J§; € uma
fun¢do exclusivamente do ganho de controle u(0). Caso esta fungdo seja convexa na referida varidvel,

encontra-se um minimo global para o problema. Considere, tendo em mente a definicdo de X (1), os
seguintes termos constituintes da expressao (4.46):

B'S:AX(1)C" = B'SAAX(0)A'C' + B'S3AAX(0)C'u(0) B'C' + B'S3ABu(0)C X (0)A'C’
+B'Sy ABu(0)C X (0)C'u(0) B'C' + B Sy AHSH'C'

€
CX(1)C" = C[(A+ Bu(0)C)X(0) (A+ Bu(0)C) + HEH'| C’
CAX(0)A'C' + CAX(0)C'u(0)B'C’ + CBu(0)CX(0)A'C’
+CBu(0)CX (0)C'u(0)B'C' + CHSH'C'
Com u(0) € Re CB = 0, temos:
B'S,AX(1)C" = B'S;AAX(0)A'C' + B'S; ABu(0)CX(0)A'C’ + B'S,AHSH'C
€

CX(1)C' = CAX(0)A'C’'+CHIH'C'

Ou seja, o termo B'S;AX (1)C' é de fato uma fungao linear da varidvel u(0) e o termo C X (1)C”
¢ uma matriz constante e que ndo depende de u(0). Como resultado, a fungdo

tr {(R + B'S,B) " (B'S,AX (1)C") (CX (1)) (B’SQAX(l)C’)'} (4.47)

em (4.46) é quadrdtica e convexa em u(0). O custo J§ é, portanto, a diferenca entre duas fun¢des con-
vexas, quadréticas e positivas. Mas este custo €, ele proprio, positivo. Sabemos, do Teorema A.2 (vide
Apéndice A), que a diferencga h(u(0)) > 0 entre duas funcdes escalares f(u(0)) e g(u(0)) convexas,
quadréticas e positivas é também uma func¢do convexa e quadrdtica na varidvel «(0). Logo, qualquer
solugdo 6tima u*(0) é globalmente 6tima. O

Para o caso de horizonte N = 2 que estamos analisando, o problema € de fato convexo no ganho
de controle u(0). Este resultado é bastante importante, pois significa que a parametrizacdo do fun-
cional J{; em fun¢do do controle inicial «(0), para um controle «(1) 6timo, resulta em um problema
que possui garantidamente um 6timo global. Garantimos, para este caso particular, que as condicdes
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necessdrias de otimalidade sdo também suficientes.

Nao foi possivel provar, todavia, que esta parametrizacdo resulta em um problema convexo para
uma quantidade de estdgios de controle /N genérica. Verificamos que ao tentar estender o raciocinio
desenvolvido para mais estdgios (N > 2), as fungdes custo J{) se tornam cada vez mais complexas.
Com N = 3, por exemplo, o custo parametrizado em func¢éo do controle incial «(0) envolve quo-
cientes de funcdes quadraticas desta varidvel. Mais especificamente, temos neste cendrio um termo
envolvendo uma fungéo do quarto grau em u(0) dividida por uma fun¢do do segundo grau em u(0).
Nao sabemos se € possivel obter convexidade para esta classe de fun¢des. Além disso, conforme N
aumenta, a andlise de tais quocientes se torna cada vez mais desafiadora.
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Capitulo 5
Controle de SLLSMs

O problema de controle de Sistemas Lineares com Saltos Markovianos para um horizonte finito
N, conforme introduzido no capitulo 1, foi estudado por do Val e Basar (1999) e Vargas (2004) no
contexto de realimentacdo de estados. Condi¢des necessdrias de otimalidade s@o fornecidas por tais
autores nos trabalhos citados. Nestes estudos, impde-se que o controle seja definido por u(t) =
K(t)z(t), em que K (t) ndo depende diretamente da Cadeia de Markov 6. Neste capitulo, entretanto,
o respectivo problema de controle multi-estidgios ¢ formulado em termos de um sistema ou processo
T sujeito a realimentacdo de saida. Condigdes suficientes de otimalidade, ainda que para um cendrio
particular, s@o fornecidas.

5.1 Introducao

Os SLSMs sao sistemas um pouco mais complexos que aqueles tratados até o momento. Faz-se
necessdrio, para fins de clareza e compatibilidade com a nomenclatura ja consolidada na area, utilizar
uma notacdo diferente da que adotamos até aqui. As alteracdes pertinentes encontram-se detalhadas
na presente se¢ao.

5.1.1 Definicao da estrutura matricial

Assim como formulado em (do Val e Basar, 1999) e (Vargas, 2004), consideramos o conjunto
N := {1,...,n} composto por um nimero finito 77 de elementos, € N. Chamamos de M"™*
(M™) a representagdo de um espago linear formado por todas as matrizes reais de dimensdo n X s
(n x n). Estabelecemos M"™* como sendo o espaco linear de todas as N -sequéncias de matrizes tais
que M™* ={V = (V4,...,V,) : Vi € M™% i € N'}.

Seja 8™ a representacdo do subespaco linear normado de matrizes simétricas, ou seja, S =
{V € M":V =V'}, onde V' denota a matriz transposta de V. Considere também S™ (S™*) o cone
aberto (fechado) de matrizes semidefinidas (definidas) positivas de S”, ou seja, S = {V € S : V > 0}
e S"t ={V € 8" :V > 0}. Definimos, ainda, o espaco S" como sendo o espago linear de todas as
N -sequéncias de matrizes simétricas, S" = {V = (V4,...,V,) : V; € §",i € N'}. Também escreve-
mos S"(S" ") se V; € 8™ (€ §"") paratodoi € N.

Empregaremos relagdes de ordenamento do tipo V' > W (V' > W) para elementos de S”, sempre

35
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que tivermos V; — W; definido positivo (semi-definido positivo) para todo i € N. Para algum V' € S™,

usaremos a norma || - || definida a partir do operador traco do seguinte modo:
2
IVIE =D tr{V/Vi}
ieN
O conjunto S™ em conexdo com a norma || - || acima forma um espago de Hilbert, com produto

interno dado pela igualdade abaixo:

(VW) => "t {V/W3}

ieN

Trataremos, agora, de enquadrar as matrizes e estruturas referentes aos sistemas dinamicos linea-
res introduzidos no capitulo 1 aos conjuntos de matrizes e de sequéncias de matrizes estabelecidos a
pouco. Definimos, a propdsito

= {A, eM":ieN}
= {Bie M :ieN}
= {C;e M™" i e N}
= {H;e M :ie N}
= {Q;eS":ieN}
= {Ri€88+:i€/\/}
{F,e8":ieN}

N O T QW
li

como um conjunto de matrizes associadas. As dimensdes n, r, s € m garantem a compatibilidade
necessdria para que todas as operagdes matriciais pertinentes ao problema sejam possiveis. Além
disso, tomamos (2, F,{Fi}, P) como base estocdstica. Definimos ainda uma cadeia de Markov
homogeénea a tempo discreto © := {A(k);k = 0,1, ...}, tomando valores no conjunto A/. A matriz
de transi¢@o de probabilidade referente a cadeia © é dada por P = [p;;], Vi, j € N.

Com base na teoria exposta em (Cinlar, 1975), o estado da Cadeia de Markov num certo instante
t, dado o conhecimento do estado visitado num instante anterior k, é determinado conforme uma
certa distribuicdo de probabilidade 1/, em N, a saber, ju, (i) := Pr (6(t) = i|f(k)). Uma vez que
o conjunto N possui 7 elementos, a distribui¢do de probabilidade /i, constitui um vetor coluna da
forma i, = [pee(1), .o, pn(i), .o, pn(n)]” (0 € N), ou seja, gy € M™'. Adicionalmente,
esta distribuicao € definida da seguinte forma:

pese = (P i

Conforme os capitulos anteriores, utilizaremos k& = 0, e assim denotaremos ji;/o pela forma
simplificada ;.
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5.1.2 Os processos SLSMs sujeitos a realimentacao de saida

Considere a seguinte representacao:

- Ae(t z(t) + Be(t)u(t) + H@(t)w(t)
(

Y
=
=
=
I
8
e
>
—
NS
2
=
=]

Com t € N. Os vetores de estado, controle, ruido e saida sdo representados por z, u, w €
y, respectivamente. As matrizes Ay, Bow), Cor) € Hp) possuem dimensdes compativeis e sdo
fungdes do processo estocastico © = {0(t),t > 0}. Para cada estado da Cadeia de Markov sub-
jacente, o sistema evolui de acordo com uma determinada dindmica linear dada pela combinagao
(Aoty Bocrys Cotrys Hogry) -

No contexto dos sistemas submetidos a realimentacdo de saida, conforme introduzido no capi-
tulo 1, adotamos um controle do tipo u(t) = K(t)y(t). Assumimos que, em cada instante ¢ =
0,...,N — 1, um ganho de controle K (t) que ndo depende diretamente da observacdo do estado
(t) da Cadeia de Markov é aplicado. O sistema retroalimentado resultante pode ser formulado do
seguinte modo:

$(t + 1) = (Ag(t) + Bg(t)K(t)Cg(t)) I(t) + Hg(t)w(t), t>0,
z(0) = xo, 0(0) ~ po

Assim como nos capitulos anteriores, utilizaremos, todavia, a notacdo u(t) para o ganho de con-
trole, em substituicdo a K (t). Logo, nosso sistema é governado pela seguinte dinAmica:

z(t+1) = (Ag(t) + B@(t)u(t)cg(t)) x(t) + Hg(t)w(t), t>0,
z(0) xg, 6(0) ~ o

5.1.3 Resultados preliminares

Os resultados sumarizados a seguir foram introduzidos por (do Val e Basar, 1999) e utilizados
também por (Vargas, 2004). Eles contém conceitos e defini¢des que serdo repetidamente utilizados
ao longo deste capitulo.

Definimos 1y como a fun¢do indicadora no conjunto Y. Considere

th = Exmuo [:E(t)l’(t)ll{g(t):i}] , Vie N
X? = Eﬂco,#o [l’(t)l{g(t):i}} , Vi€ N

€m que Exmuo H = EJIO#O [|$(0) = Zo, 9<0) ~ MO]'

Lema 2.1 Sejam quaisquer sequéncias V = {V; e M™ :i e N} € S, ¢ = {p; e M™ i e N} €



38 Controle de SLSMs

M e ={a; € M i e N} € MV, As seguintes relagdes sdo validas:

(i) Bugpo [2(t) Vo Ztr{VXt}—<VXt>
ieEN
(ZZ) Eﬂvo#o ¢0 Z(bzXz >
ieN
(i) Euy Zazut -
1EN

Prova: De acordo com (Vargas, 2004), temos:

(2) Eeo o [x(t)/%(t)x(t)} = ZE:EO o )1{9 ()= Z}}

ieN

= Y By [tr {Viz(t)z(t)'} Lp=1]

ieEN

— Ztr {ViEuy o [2()x(1) 1p)=i}] }

ieN

= > tr{vixi}
ieN

= (VX%

(“) B0 %(t)x Z Eg, KO i 1{9( t)= i}}
ieN

= D GiBroo 1)1 0(0-0]

ieN

- Z ¢1X1

ieN

= <¢,7 (Xt)/>

(i11) Euopo [06)] = D Eooo [0iLip—1)]
ieN
= Zai#t(i)
ieN
= o
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5.1.4 O indice de desempenho quadratico

Utilizaremos o seguinte funcional de custo quadratico:

N—
JI]JV = fﬂo,ﬂo{ Z

=0

(t) + 2 (t) Copyu(t) Royu(t) Coyx(t)

+ I(N)/FQ(N)JZ(N)}

Lembrando que E,, ,,[-] = E [-|z(0) = x0,6(0) = 1o] e que N > 0 representa uma quantidade
finita de estdgios, um horizonte finito. Conforme ressaltado no capitulo 1, a utilizacdo do vetor de
estado x nas equacdes e funcionais constitui um artificio matemadtico. Sua utilizacdo € justificada,
pois supomos a existéncia de um modelo para o sistema, embora s tenhamos acesso a sua saida y
e este modelo possa ser variante no tempo. As matrizes Qg(;), Rg() € Fp(n) exercem uma fungio de
ponderagdo e tém valores definidos para cada estado de Markov 7 € N.

Em outras palavras, desejamos minimizar o funcional:

S () + a(N)]

t=0

Zo,H0

considerando um ganho de controle u(t) e o seguinte conjunto de restricdes na forma do processo
estocdstico com saltos markovianos Y definido em um espago de probabilidade (2, F, {F}, P):

(+1) ( +Bg ()Cg ) (t)—i-H@(t)w(Zf),
a0 = (01 Quty0) + 10l R t1Caa 0,

q(N) = z(N) Fyvyx(N),

£ > 0,2(0) = 20, 0(0) ~ pro.

sendo z(t) € M™! um vetor de estados e u(t) € M*™ um ganho de controle. O estado da Cadeia de
Markov subjacente é € e o processo conjunto resultante (x, #) € um processo markoviano. O sistema
evolui a partir de um instante inicial £ = 0, um estado inicial (0) = z, e uma distribui¢o inicial
da Cadeia de Markov 6(0) ~ . O estados da Cadeia de Markov 6(¢) ndo sdo observados, apenas a
distribui¢do de probabilidades inicial jy € conhecida. As varidveis q e g representam, respectivamente,
0 custo por estdgio € o custo final, ambos de natureza quadratica. O ruido aditivo w € M™! é
constituido de uma sequéncia de vetores aleatérios de segunda ordem independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d.), com média nula e matriz de covariancia >.. Resumidamente:

E[w®)] = 0, t=0,...,N—1
Y = FEwtwt)]es® t=0,...,N—1

Desejamos determinar a estratégia de controle {u(0),...,u(N — 1)} que minimiza o funcional
J{Y sobre todas as estratégias possiveis, dado o conjunto de restrigdes de igualdade especificado.
Sabemos que este problema possui natureza nao linear e ndo é, em geral, convexo.

E importante ressaltar que assumimos desconhecidos os estados da Cadeia de Markov. Como
consequéncia, adotamos um ganho de controle u(t) que, como a notagdo deixa claro, ndo depende do
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estado 6(t) da cadeia.

5.2 Definicao de funcionais e operadores utilizados

Trataremos, agora, da definicdo de novos operadores e varidveis que resultario em uma notacao
mais clara e compacta, fato que impactara positivamente ao longo do capitulo. Aqui, uma adequacado
do trabalho que (do Val e Basar, 1999) desenvolveram para o caso de realimentacdo de estados sera
feita para o problema de realimentagdo de saida.

Em substitui¢do ao estado z, uma varidvel X' := { X! € S} € definida:

X! = Epopo [2(0)2(t) Lgoy=y] » VieN, t=0,...,N (5.1)

O termo em destaque 14(;—; representa a fungdo indicadora do conjunto 6(¢) = 4. Estabelece-
mos, ainda, a matriz A* € M" tal que:

Al = A+ Bu(t)Cy, Yie N, t=0,...,N—1 (5.2)
Fazemos também ! € S™ dada por:

U= pym(j)HSH], Vie N, t=0,...,N—1 (5.3)
JEN

Além disso, para um dado ¢ € S™, definimos os operadores ¢, e 7 : S™ — S, vélidos para
t=0,....,.Neit=0,...,n:

e(9) = > piyd, (5.4)
JEN
Ti(p) = (A})ei(d)A (5.5)
T (@) = Y piyAlg;(Al) (5.6)
JEN

A notagdo introduzida até aqui serd utilizada para estabelecer uma relacao de recorréncia entre
estados X! consecutivos e para simplificar a expressdo final do funcional de custo J{)'. Seguindo um
raciocinio semelhante ao desenvolvido no capitulo 4 para os sistemas estocdsticos com ruido aditivo,
temos:

Lema 5.1

Eaopuo [2(t+ D)a(t + 1) Ligay=y] = Y _ piy {ASXUAY + HSH) () }
JEN
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Prova: A seguinte relacdo € valida:

ESUO#O [ZL’(t + 1) (t + 1) 1{9 t+1 z} Z Exo S0 ) (t ‘I’ 1)/1{9(t+1):i,9(t):j}] (57)
JEN

Mas z(t + 1) é independente do estado da cadeia 6(¢ + 1) e, além disso:
Pr(o(t+1) =i,0(t) = j] = Pr(0(t) = jlp; = E [L{e—] psi

Prosseguindo, ao substituirmos a expressio da dindmica x (¢ + 1), a equagdo (5.7) pode ser expan-
dida do seguinte modo:

ZEIO,MO{ [(Aoqty + Boyu(t)Coqy) x(t) + Hpyw(t)]
JjEN
[(Ag(ey + Bowyu(t)Coy) x(t) + He(t)w(tﬂ/ 1{6(t):j}}pji

Utilizando (5.2) e lembrando que os vetores aleatorios x e w sdo independentes, obtemos:

Eagpo [#(t + Da(t+ 1) Lparn=n] = > {pjids Ergo [2(D)2(t) Lip=py] (AY)'}
JEN

+ Y APt Ero o [w(t)w(t) Liow=sy] H;}
JjEN

Sabemos, com w e # independentes, que:

E [w)w(t)Lpw=5y] = Elw(t)w(t)]Pr0(t) = j)
= Yw(j)

Consequentemente, de (5.1):

Y i {A B o [2()2() Lo=iy] (AD + HEHju(5)} = > pjs {ASXJ(AY + HySHjp () }
JEN JEN

U

Utilizando os resultados obtidos a pouco, podemos definir a dinAmica equivalente X! conforme a
seguinte proposicao:

Proposicdo 5.1 A relagdo abaixo é vélida parat = 0,..., N, com X? = po(i)x(0)z(0), Vi € N

XU XY 4 U, Vie N

Prova: No instante ¢ = 0 temos:

X' =T2X") + 00, Vie N

()
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O resultado €, portanto, valido para o estdgio ¢ = 1. Ao supor que o mesmo € valido para um
instante ¢ qualquer e utilizando o Lema 5.1, chegamos a conclusido de que o resultado também ¢é
valido para t + 1, o que completa o argumento de inducao. U

5.3 Funcional de custo em forma deterministica equivalente

Conforme (Vargas, 2004), a fim de resolver o problema de minimizacdo proposto, serd desen-
volvida uma representagdo deterministica equivalente para o custo J). Um raciocinio em termos
de um processo de induc@o acabard por estabelecer uma nova formulagdo para este custo que serd
mais adequada para fins de otimizag¢do, nosso objetivo principal. Definimos, para cada instante
t=0,...,N — 1, a seguinte varidvel aleatoria:

N-1

> q(l) +7q(N)

=t

W(t,z(t),0(t)) = E

x<t>,e<t>] (5.8)
Em que:
W (N, 2(N),8(N)) = g(N) = 2(N) Fyyz(N)
Novamente, ndo temos acesso ao estado  nem ao estado da cadeia . A equagdo (5.8) representa

o custo acumulado entre os instantes [ = t e [ = N e pode ser reescrita do seguinte modo, usando a
lei das esperancgas condicionais sucessivas, (Cinlar, 1975):

Wt a(t).606) = E|gt)+ S ald) +a(v)|a(t). 60)
= g E Y )+ a0
Li=t+1 i

= q(t)+FE |E Z_:q(l)—i—G(N) x(t+1),0(t+1) x(t),ﬁ(t)]

Como o processo conjunto {xz(t), #(t)} é markoviano, temos:

W (t,x(t),00) = q(t)+E |W(t+1,a(+1),00+1))

2(b), 6’(75)] (5.9)

paratodot = 0,...,N. SejaU € U, U := {u(t) € M>™;t=0,...,N — 1} uma sequéncia de
ganhos de controle, considere o seguinte grupo de equagdes acopladas, t =0,..., N — 1:

LY = Qi+ ClutY Ru(t)Ci + THLY), LY = Fy, Vie N (5.10)
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2t = (") +tr{e(L""HYH,SH]}, 2 =0, VieN (5.11)

7

Lema 5.2 O funcional de custo (5.8) possui a seguinte representacdo quadritica equivalente:
W (t, 2(t), 0(1)) = w(t) Lpya(t) + 24, (5.12)

em que L‘;(t) e z};(t) satisfazem as equacdes recorrentes (5.10) e (5.11), respectivamente. O estado da
Cadeia de Markov é 0(t) =i € N.

Prova: Um procedimento por indugdo € desenvolvido do seguinte modo. Sabemos que o resultado é
valido para o instante ¢ = NN, pois:

W (N, 2(N),0(N)) = x(N) Ly )z(N)

Supondo que o mesmo também seja valido para um instante ¢ + 1 qualquer, obtemos:

Wt+1La(t+1),00+1)) =2t + 1)/LZJ(rtl+1)x(t +1)+ Zéﬁin

Utilizando o resultado (5.9) e a dindmica Y, resulta:

W(t,z(t),0(t)) = q(t)+F |z(t+ 1)’L%1+1)x(t +1) + zé@il)

0(t), x(t)]
Ou
Wt 2(8), 0(¢)) = 2(t) Qugoye(t) + 2 (8) Chyult) Rogyu(t) oy (t)

+ B | [(Apw) + Boyu(t)Cor)) x(t) + Hpyw(t)] Lo

- [(Aaw) + Bogyu(t)Coqry) x(t) + Hoyw(t)] + 2o

0(t), :U(t)]

Alternativamente:
W (t, z(t),0(t) = x(t)' Qowz(t) + z(t) Coyu(t) Rogryu(t) Cocry (t)

+ 2 (t) (Ahy) g0 (L) Ay )2 (t) + B | (Hoyw (1)) Ly (Howyw(t)) + 254

0(t), :U(t)]
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Concluindo o argumento de indugao:

W(t,z(t),0(t)) = x(t)" [Qo) + Couyult) Rowyu(t)Coy + (A€o (L) Ay ] (1)
+eowy (2) + tr {eow (L) Hoy S Hpyy }
= a(t) Lyyyx(t) + zg

O

Definicao 5.1 Seja Uc U/. Definimos o seguinte funcional de custo indexado no instante [ = ¢ a partir
do qual a sequéncia de controle U € aplicada até o instante [ = N — 1

']I]JV (t) = E:to,uo

i q(l) +§(N)] (5.13)

=t

A partir da igualdade acima, definimos uma expressdao deterministica equivalente para o funcional
JY(@).

Proposic¢do 5.2 Paracada ¢t = (0,..., N — 1), sejam L’ e w' dadas por (5.10) e (5.11), temos:

T (1) = Eug o [2(t) Loy (t) + 25 = (L, X*) + 2"

Prova: Da Definicdo 5.1, de (5.8) e do Lema 5.2 temos paracadat =0, ..., V:

JI]JV(t) = Euopuo Q(l) + 6(N>]

t,
B [2(8) Ly (t) + 24 (5.14)

5.4 Condicoes necessarias de otimalidade

Trataremos, a partir de agora, da minimiza¢do do funcional de custo J{J. A condi¢do de oti-
malidade estabelecida a seguir vale para uma sequéncia de ganhos de controle U € U, tal que

U={ult)e M>":t=0,... N —1}.

Teorema 5.1. Seja U = arg min gey J&, entdo esta sequéncia U satisfaz a seguinte relagdo (Vt =
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0,...,N—1):

> {(Ri+ Bie L") By) u(t) (C:X[C)) + Bjes(L")AX[C]} =0 (5.15)
iEN

Prova: Para uma dada sequéncia de ganhos U, utilizamos a Proposi¢do 5.2 para investigar o efeito
do ganho de controle u(#) no custo total Jy. A seguinte relagdo se aplica:

arg minyey J (t) = arg minuey (L', X") + 12"

ieN
+ [e (") + tr [ (L) HS HL Y] pue(2) (5.16)

Utilizando as propriedades (A.4) e (A.6) da diferencia¢do da fun¢ao traco de uma matriz com relagao

a varidvel u(t), obtemos (5.15). Logicamente, se tomarmos U = {u(0),...,u(N — 1)} como uma
sequéncia Otima de controle no conjunto U/, a equacdo (5.15) deve ser satisfeita em cada instante
t=0,... N—1. O

5.5 Condicoes suficientes de otimalidade

Dado que no capitulo anterior foi possivel estabelecer condi¢des suficientes de otimalidade para
uma classe de problemas estocdsticos com ruido aditivo, decidimos investigar a aplicabilidade do
referido raciocinio ao controle de SLSMs.

Teorema 5.2. Considere o problema de otimizagcdo em 2 estdagios (N = 2) e n estados da Cadeia de
Markov. O funcional de custo J& depende dos ganhos de controle {u(0),u(1)}:

2= Ztr{[(@i—i—q{u( ) Riu(0)C:) + (A + Byu(0)Co)'&(LY) (A; + Bau(0)Cy)] X2}

+Z{§Z ) + tr [€(LYH S HL] } po(4) (5.17)

em que
n

&(LY) = Zpij[/}
j=1

= Y vy [(Q; + Cu(l) Rju(1)C) + (4; + Bju(1)C)) (ZleFl) (4; + Bju(1)C;5)

Considere o caso SISO e matrizes C' e B tais que CB = 0. Entdo, quaisquer controles {u*(0), u*(1)}
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tais que a relagdo (5.15) seja verificada consitui uma condi¢do necessdria e suficiente de otimalidade
para o problema proposto.

Prova: Para cada estado : € N da Cadeia de Markov temos um custo .J; associado:

+{&(=") + tr [G(LYHSH]] } po(d)

Logo, de (A.3) e (A.4):

+tr {&(LY) [(A; + Biuw(0)Cy) X (A; + Bu(0)Cy) + H; S Hlpio ()] }
+ &i(2") o (7)

Além disso, sabemos de (5.4) que:

&G(zh) = Zpij [€5(2%) +tr (&§(L?) Hy 2 Hj )]

n n
j=1 =1

pois 22 = 0. Os termos do tipo &;(L') possuem uma dependéncia quadrética com relagdo ao controle
u(1) e os termos da forma &;(z') sdo nimeros reais fixos. Da Proposi¢do 5.1:

X! = (A4 Bu(0)C;) X)(A; + Bu(0)C;)' + H;SH pio (%) (5.18)

(2

Além disso, definimos:

S; = (i pﬂFl) (5.19)
=1
O funcional J; tem, entdo, a seguinte forma:
Ji = tr {(Qi + Ciu(0) Riu(0)C) X7}
+tr { [ipij [(Qj + Ciu(1)' Rju(1)Cj) + (A; + Bju(1)C;)S;(A; + Bju(l)Cj)}] X}}
j=1

+ &2 ) o ()
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Rearranjando, obtemos o seguinte custo .J; em func¢@o dos ganhos de controle u(0) e u(1):

n

j=1

{pr - R, + B'S;B;) ()ijg]}
{Zp” ) [B1S;A; X} Cy) }—Ftr{pr BSAXO]}

Considerando apenas os sistemas SISO, resulta:

n
Ji=tr {(@i T Clu(0) Rau(0)C) X+ piy [@ + 45,4, X}} T & (= o)

j=1

{pr [(R; + B}S;B;) (CinlCé)]U(l)}
—1-2257‘{2])2] BSAXC}}

O custo total € dado por:
T=>_Ji (5.20)

Logo:
n
JG = Zt?" {(Ql + Ciu(0) Ryu(0)Cy) X + pr Q; —i—A/S A. } Xll}
i=1 =
}U(l)

n n
Y {“‘ [Zpij (R; + B}S; B;) (C;X;Cj)
n U
+u(l)> tr {Z 2pijB;.SjAngCj} + Z& Vuo(i) (5.21)

i=1
i=1 j=1

Tomando C'B = 0, o minimo da fungdo J; com relagéo ao ganho de controle u(0), apés substi-
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tuirmos o ganho (1) 6timo, vale:

n n
=3t {(@i + Ciu(0) Riu(0)C) X) + > piy [Q; + A} S;A)] X?}
=1

j=1

} b+ Z&-(zl),uo(i)

Ui n
—trib {Ztr [Zpij (Rj + B;Sij) (C’jX}CJ’»)
i—1 j=1

Em que:

n n

i=1 j=1

A funcio custo é, assim como no capitulo anterior, a diferenca (resultando necessariamente em
um valor positivo) entre uma fungdo quadrética positiva e outra fun¢io quadraitica e também positiva.
O funcional J§ €, portanto, uma fungdo convexa e quadratica na varidvel u(0). Ou seja, o problema
de controle 6timo de SLSMs apresenta, no cendrio analisado, condi¢des necessarias e suficientes de
otimalidade. Determinado o ganho «(0) 6timo, o ganho u(1) é facilmente obtido, uma vez que este é
uma fungdo explicita do ganho de controle inicial.

Uma vez que a soma de fungdes convexas em uma varidvel «(0) resulta em uma fun¢do também
convexa nesta varidvel (Mangasarian, 1969), € possivel afirmar que o problema de controle de SLSMs
no contexto investigado (SISO, N = 2, C'B = 0) possui um 6timo global, independentemente do
numero de estados da Cadeia de Markov subjacente 7).

O



Capitulo 6
Aplicacoes

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas aplicacdes para a teoria desenvolvida. Mais espe-
cificamente, analisaremos um caso deterministico (capitulo 3) e um sistema estocdstico com ruido
aditivo, conforme o conteudo do capitulo 4.

6.1 Algoritmo baseado em método variacional

Com o objetivo de determinar, em cada caso, a sequéncia de controle 6tima, utilizaremos uma
adaptacdo do algoritmo proposto por do Val e Bagar (1999) para o caso dos sistemas submetidos a
realimentacdo de estados. Utilizaremos um método variacional para determinar uma sequéncia de
controle que satisfaca a relacdo (5.15), dadas as relacdes (5.10), (5.11) e (5.12), num contexto de
realimentacao de saida. O algoritmo adaptado € apresentado a seguir.

Definimos G(n) = {G°(n),...,G""*(n)} € M*™, n = 0,1,..., como uma sequéncia de
controles. Para cada instante t = 0, ..., N — 1, associamos os seguintes operadores:

Alo(n) == A; + B,GY(n)C;, A(n):= R; + Be;(L'(n))B;, Vie N,
Associamos, também, para algum ¢ € S™0. os operadores:

7;%(925) = ZpijAE'G(n)ﬁbjA;‘G(n)/a VieN,
JEN
Tin(0) = Ajg(n)ei(¢)Ajg(n), VieN,

O algoritmo para obtencao das condi¢des necessdrias de otimalidade € apresentado abaixo:

* Passo 1: Gravamos um contador de iteragdes n = 0. Escolhemos alguma sequéncia inicial
G(0) e U.

e Passo 2: Paracadat = 0,..., N —1, determinamos X*(n) € S™, solu¢do do seguinte conjunto
de equacdes:

Xi(n) =T, /(X" (n)) + 07,

49



50 Aplicacoes

com X?(n) = po(2)x(0)z(0), Vi € N. Apés isto, fazemosn =n+1et = N — 1 e seguimos
para o préximo passo.

* Passo 3: Encontramos G*(n) definido por

> A ()G (n) + Blei(L AiX ] (n — 1)C] =0 (6.1)
iEN

Calculamos Li(n) € S™ e z'(n) € M através de

Li(n) = Q;+CiG'(n)R,G'C; + TYL" (n)), L¥(n)=F;,, Yie N
zi(n) = (" (n) +tr {e;(L (n)H:XH]}, 2 (n) =0, Vie N

(2

* Passo 4: Adotamos um critério de parada baseado na variagdo do custo entre Jg(n_l) e Jév(n).
Se o critério de parada nao € satisfeito, entdo retornamos ao Passo 2.

As sequéncias G(n), comn = 0,1,..., sdo tais que Jév(nﬂ) < Jév(n) e lim,—...G(n) satisfaz o
establecido no Teorema 5.1.

Mantivemos a denominagdo de G* para os ganhos de controle apenas por esta ser a nomenclatura
utilizada por (do Val e Basar, 1999) em seu trabalho. E 16gico que, conforme previamente destacado
nos capitulos anteriores, adotamos a notagdo u(t) para os controles. Logo, o algoritmo acima nos
fornece uma sequéncia de controle u*(0), ..., u*(N — 1) étima.

A prova de que o método garante as condi¢des necessdrias de otimalidade serd omitida, visto que
esta constitui uma mera adequagdo do teorema provado por do Val e Bagar (1999). Além disso, o
estudo em detalhes dos métodos computacionais ndo estd entre os objetivos do nosso trabalho.

6.2 Controle de horizonte retrocedente

Um controle por horizonte retrocedente € caracterizado pela seguinte l6gica:

* Passo 1: Considere um horizonte finito /N para o qual, por meio do algoritmo introduzido
na sec¢@o 6.1, uma sequéncia 6tima {u*(k),...,u*(k+ N — 1)} é determinada (k consitui um
instante inicial).

* Passo 2: Somente o controle u*(k) é aplicado. Fazemos k = k + 1 e uma nova sequéncia
de controle {u*(k),...,u*(k+ N — 1)} é calculada. Voltar ao inicio do Passo I se k < M,
M € N. Caso contrdrio, parar.

A cada instante k, uma nova sequéncia {u*(k),...,u*(k + N — 1)} é calculada e apenas o con-
trole u*(k) € aplicado. Esta técnica tem sido bastante utilizada na prética, tanto em sistemas determi-
nisticos quanto estocdsticos, lineares e nao lineares. Uma bibliografia sobre o assunto que podemos
sugerir € (Camacho e Bordons, 1999).
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6.3 Caso deterministico

Considere o seguinte sistema linear retirado de Mostafa (2007). Adote um horizonte finito N = 15
e um custo final g(V) = 0:

0,5447 0,8208 0 1
A= —0,8208 0,5067 0|, B=|0]|, C=[10 1],
0 0 0,8 0
100 0 0 0,12
Q= 0 100 01|, R=1,5 29=1 0,09
0 0 100 | 0,06

+
02F

+
o

of PoC oo g g o e ey
«

02} . .

04k

OB}

0.8
0

Fig. 6.1: Evolucdo das componentes x1, x5 € x3 do vetor de estados x.

Utilizando o algoritmo introduzido na secdo 6.1, foi obtida uma sequéncia de controle ©* que produz
o resultado apresentado na Figura 6.1. Foi obtido um custo J$2 = 185,2570. Do Teorema 3.1,
sabemos que este é o menor custo que pode ser obtido para o sistema (A, B, C'), dado o estado inicial
xq escolhido e as matrizes (@, R, Sy).

6.4 Caso estocastico com ruido aditivo

Ao sistema tratado na se¢@o anterior adicionamos um ruido w de média nula e variancia £ = 0, 8.
Adotamos, também, matrizes C e H da forma:

0,01
C=[00 1], H=|001
0,01

)

Temos entdo um sistema SISO com C'B = 0. Considerando um horizonte N = 2, podemos afir-
mar, do Teorema 4.2, que o algoritmo apresentado na secao 6.1 fornece as condi¢des necessdrias e
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suficientes de otimalidade. Aplicamos o método do controle por horizonte retrocedente até o instante
k = 100, obtemos as figuras 6.2, 6.3 e 6.4. Tais figuras contem os valores médios obtidos apds 1000
realizagdes do processo (A, B, C, H) no intervalo especificado.

02 I I I I I
1} 20 40 B0 a0 100 120

Fig. 6.2: Evolucao da componente z; do vetor de estados .

W2

o1r b

0.0s B

0.1 m

-0.2
]

L L L L L
20 40 &0 a0 100 120

Fig. 6.3: Evolugao da componente x5 do vetor de estados x.

Logicamente, o método do controle por horizonte retrocedente nao fornece condi¢des suficientes

de otimalidade. Ele foi utilizado apenas para que pudéssemos apresentar um exemplo numérico
envolvendo o Teorema 4.2.
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0.a7

0.06 - b

0o1 1 1 I 1 1
0 20 40 &0 &0 100 120

Fig. 6.4: Evolu¢do da componente x5 do vetor de estados x.
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste dltimo capitulo, resumimos as principais contribui¢des do trabalho desenvolvido a sua drea
de concentracdo. Além disso, diante dos resultados alcancados, fazemos uma série de sugestoes
para trabalhos futuros na drea de controle 6timo de sistemas lineares estocasticos e que possam Vir a
efetivamente fornecer uma solucdo final para o problema proposto.

7.1 Sumario dos resultados

Para este trabalho, tracamos como principal meta a obtencdo de condic¢des suficientes de otimali-
dade para o problema de controle de sistemas lineares sujeitos a realimentacdo de saida. Analisamos
o caso deterministico, uma classe de sistemas estocdsticos com ruido aditivo e um grupo particular
de SLSMs. Assim como em (Vargas, 2004), supusemos que o estado ¢ da Cadeia de Markov néo
€ observado. Supusemos também que conhecemos a saida y em cada instante, o estado x ndo esta
acessivel. Além disso, conforme estabelecido ainda no capitulo 1 desta dissertacao, a distribui¢ao
inicial o da Cadeia de Makov e a matriz de transi¢do de estados [P sdo conhecidas.

A fim de resolver o problema estocdstico com saltos (SLSM), desenvolvemos um equivalente
deterministico para o funcional de custo quadratico adotado. Esta abordagem foi utilizada por (do
Val e Basar, 1999) e permite aplicar técnicas de otimizacao nao linear ao problema de controle dado.

Em um primeiro momento, fizemos uma revisao bibliografica sobre o Principio do Maximo Dis-
creto. Havia a expectativa de que tal técnica, definida em sua forma cldssica em termos da maximiza-
¢do da funcdo Hamiltoniano em cada instante, pudesse fornecer condi¢des suficientes de otimalidade
para o problema em estudo. O principio mostrou-se, entretanto, incapaz de desempenhar tal tarefa.
Diante de tal cendrio, um principio do maximo discreto alternativo foi apresentado, baseado princi-
palmente no trabalho de (Vidal, 1987). Esta nova ferramenta faz referéncia a maximizacao de fungdes
que envolvem o Hamiltoniano cldssico, mas que ndo sdo compostas exclusivamente por ele. Em re-
sumo, caso os termos da func¢do Lagrageana resultante possuam um 6timo global em cada estdgio,
entdo este principio do maximo garante condi¢des suficientes de otimalidade.

Utilizando as idéias relatadas acima, o problema de controle de sistemas lineares deterministi-
cos sujeitos a realimentacdo de saida foi solucionado. Neste cendrio, ndo havia, obviamente, ruido
aditivo ou saltos markovianos. Além disso, adotamos uma estrutura de multiplicadores de Lagrange
diferente da utilizada nos demais capitulos, onde os mesmos assumem a forma de matrizes simétricas
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e semidefinidas positivas. O o fato de utilizarmos multiplicadores p* € {R"}’ foi fundamental para
que pudéssemos afirmar que as condicdes necessarias de otimalidade sdo também suficientes para
este cendrio particular. O resultado é vdlido para qualquer caso deterministico, incluindo a classe
dos sistemas multivaridveis. Outro aspecto importante, € que foi possivel obter otimalidade global
sem exigir das funcdes envolvidas convexidade conjunta, positividade ou qualquer outra caracteristica
eventualmente restritiva.

Em seguida, o caso estocdstico com ruido aditivo foi analisado. Foi possivel estabelecer o princi-
pio do méximo discreto como uma condi¢@o apenas necessdria de otimalidade, visto que a otimalidade
global em cada instante ndo € garantida. Dadas as limitacdes do principio do maximo no contexto
estocdstico, desenvolvemos um raciocinio alternativo e que foi capaz de garantir sufici€ncia, ainda
que para um cendrio restrito. Tratamos o problema estocéstico SISO, em um horizonte de 2 esté-
gios e com matrizes C'B = 0. Mostramos que tal problema é convexo no ganho de controle u(0),
ap0s realizado um procedimento de parametrizagio do funcional de custo em termos dos ganhos (1)
6timos.

Por fim, tratamos o problema de controle de SLSMs. Novamente, obtivemos condic¢des suficientes
de otimalidade apenas para o cendrio restrito detalhado no final do pardgrafo anterior. O problema
de otimizacdo resultante é convexo no ganho de controle u(0), independentemente da quantidade de
estados da Cadeia de Markov O.

Para ilustrar a teoria desenvolvida, fornecemos, no capitulo 6, alguns exemplos numéricos. Os
capitulos 3 e 4 foram contemplados com um exemplo ilustrativo cada. Procuramos enfatizar, nesta
oportunidade, as principais contribui¢cdes de cada capitulo.

7.2 Trabalhos futuros

Permanece como desafio a extrapolagdo dos resultados obtidos nos capitulos 4 e 5 para uma
quantidade qualquer NV de estigios. Em um primeiro momento, seria interessante formalizar este
resultado para o caso particular, porém representativo, dos sistemas SISO. Em seguida, poderiamos
abordar o caso multivaridvel genérico.

E sabido que, conforme o nimero N de estdgios aumenta, as parametrizacdes introduzidas no
capitulo 5 resultam em funcdes cada vez mais complexas. Ha evidéncias numéricas, entretanto, de
que a convexidade do funcional de custo com relagdo ao controle u(0) é preservada conforme o
horizonte considerado aumenta. Esta propriedade é fundamental e significa que, eventualmente, o
minimo valor que se pode obter € de fato 6timo, pois o custo € convexo com relagdo ao ganho u(0),
dado um estado inicial fixo.

No contexto da parametrizacdo do critério de desempenho, uma caracteristica despertou especial
interesse: a representacdo do funcional parametrizado em termos da diferenca entre duas funcdes
quadraticas positivas. Verificamos também que, mesmo com a elevagdo da quantidade de estagios,
continuamos a ter quocientes com numeradores cujos expoentes sao exatamente 2 ordens maiores que
os expoentes dos respectivos denominadores. Uma linha de raciocinio interessante seria investigar a
convexidade de tal classe de fun¢gdes e um modo de utilizar esta propriedade em conexao com o pro-
blema de obter condi¢des suficientes de otimalidade para o controle de sistemas lineares estocdsticos,
entre os quais os SLSMs.
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Apéndice A
Definicoes e introducao de conceitos basicos

No capitulo 1, foram apresentadas as principais idéias e argumentos que motivam os estudo dos
sistemas lineares sujeitos a realimentacdo de saida. Neste apéndice, uma série de defini¢cdes e con-
ceitos matemadticos bdsicos utilizados durante todo o trabalho € apresentada e discutida. A principal
referéncia utilizada foi (Liitkepohl, 1996).

A.1 Propriedades do traco de uma matriz

Seja uma matriz A = [a;;] € R"*", o trago de A é definido como:

n

tr(A) = ay. (A.1)
=0
€
tr(A) = tr(A) (A.2)

Sejam as matrizes A € R"*" e B € R"*"™:
tr(A+ B) =tr(A) + tr(B) (A.3)
e também
tr(AB) = tr(BA) (A.4)

Sejam X € R™*" A € R™" B € R™™, entio:

otr(AXB) .,
e = AB (A.5)
—am‘);f(X B _pxay axp (A.6)
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0*tr(X AX'B)
Jvec(X)vec(X)

-=A®B +A®B (A.7)

em que & representa o produto de Kronecker. As relagdes (A.6) e (A.7) se aplicam também a qualquer
funcdo real de uma varidvel multidimensional X.

A.2 Propriedades do produto de Kronecker
Sejam A > 0, B > 0, entao:

A® B >0 (A.8)

A.3 Teorema do ponto de sela para otimizacao nao linear

Mangasarian (1966) formulou e provou um teorema sobre suficiéncia envolvendo a existéncia de
um ponto de sela para a fungdo Lagrangeana. Apresentamos, nesta se¢do, uma adaptacdo da prova
desenvolvida por este autor.

Seja XY € R™ um dominio, f uma fungdo real e g uma restri¢io de desigualdade m-dimensional
definida em X°. Considere o problema de otimizagfo estético de encontrar o vetor z* € X tal que:

f@™) = mingex f(x) (A.9)
sujeito a
reX = {zfz e’ g(zx) <0} (A.10)

O conjunto X’ constitui uma regido factivel, z* é dito uma solugdo e f(x*) o minimo do problema.
Qualquer vetor z na regido factivel € chamado de um ponto factivel. Definimos, além disso, a seguinte
fungdo Lagrangeana

L(z,u) = f(z)+py(x) (A.11)
em que o multiplicador de Lagrange p > 0 € tal que p € R™. Considere entdo o teorema a seguir.

Teorema A.1. Sejam z* € X, u* € R™, u* > 0 tais que
L(z*,u) < L(z*,u*) < L(z,u") (A.12)

entdo o par {x*,u*} é solugdo (global) do problema (A.9)—(A.10): f(x) > f(z*), Vx € X.

Prova: De (A.11) e (A.12), temos:

f(@*) +pg(z®) < f(27) +p7g(2") < f(z) +p7g() (A.13)



A.4 Convexidade de uma classe de funcées quadraticas 61

Da primeira inequagao:
(p—p")f(z") <0, Vu>0
Para um dado 5, 1 < 5 < m, fazemos:

pi = p;, parai=12...,7—1,7+1,....m
pi = pj+1

Como resultado, ¢;(z*) < 0. Repetindo este procedimento para todo j, obtemos g(z*) < 0, ou
seja, * é um ponto factivel, z* € X.

Como p* > 0 e g(z*) < 0, resulta que p*g(z*) < 0. Da primeira inequagdo em (A.13), nova-
mente, temos que ao tomarmos p = 0, obtemos p*g(z*) > 0. Logo, p*g(x*) = 0.

Tomando um = € X qualquer, temos da segunda desigualdade em (A.13) que:

f(x) +p g(x), poispg(z*) =0

<
< f(a), pois u* >0, g(z) <0 (A.14)

Logo, z* € uma solucdo para o problema (A.9) e (A.10)

O

Repare que nenhuma hipétese de convexidade € utlizada para provar o Teorema A.1, o que permite
tratar o caso das restricdes de igualdade de modo igualmente simples. Basta, para tanto, substituir
uma eventual restri¢do de igualdade h(z) = 0, h(x) € RY, por duas restricdes de desigualdade,
h(z) <0e —h(z) <0.

Em nosso trabalho, aplicamos o Teorema A.l1 em um contexto mais amplo. Nosso problema
possui uma natureza multivaridvel tanto no vetor de estados quanto no ganho de controle aplicado. O
raciocinio, entretanto, mantem-se inalterado e a validade do teorema € garantida.

A.4 Convexidade de uma classe de funcoes quadraticas

Teorema A.2. Sejam duas fungées f(x) > 0 e g(x) > 0 reais, escalares, convexas e quadrdticas na
varidvel x. Tome x € R. A fungdo h(x) > 0, tal que h(z) = f(z) — g(x), é também uma fun¢do
convexa e quadrdtica.

Prova: Sendo convexas e quadriticas, as fungdes f(x) e g(z) sdo do tipo (coeficientes reais):

f(x) = ar’+br+c
g(xr) = d®+er+ f

Sabemos que a, b, c,d, e, f € Reque a,d > 0. A diferenga h(x) é dada por:

h(z) = (a—d)x*+(b—e)z+(c—f)>0
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O tnico modo de a fun¢do acima, que € quadratica, ndo violar a restricdo de manter-se nao negativa
é termos (a — d) > 0. Conclui-se, entdo, que h(z) é convexa, além de ser quadratica. Pois:

0?h(x)
Ox?

=2(a—d)>0



Apéndice B

Procedimento para obtencao da equacao
(4.8) a partir da equacao (4.7)

A funcdo Lagrangeana (4.7) pode ser expandida do seguinte modo:

Ly =FE i: {z(t) (Q + C'u(t) Ru(t)C) x(t) + [(A + Bu(t)C) z(t)] P*(t + 1) [(A + Bu(t)C) z(1)] }

+ Eg {[((A+ Bu(t)C) x(t)] P*(t + 1)[Huw(t)] — [(A+ Bu(t)C) x(t)] P*(t + D (t + 1)}
+ E§ {[Hw®)] P*(t+ 1) [(A + Bu(t)C) x(t)] + [Hw(t)] P*(t + 1) [Hw(t)]}
+ ENZ_I {= [Hw(®)) P*(t + Va(t + 1) — 2t + 1) P*(t + 1) [(A+ Bu(t)C) z()] }
+ ENZI (=2t + 1) P*(t + 1) [Hw(t)] + (t + 1) P*(t + V)t + 1)} + E {a(N) Syz(N)}

t=0
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De (A.4) e (A.3), temos:

Ly = ENZ: tr {(Q + C'u(t)' Ru(t)C) z(t)x(t) + P*(t + 1) (A + Bu(t)C) z(t)z(t) (A+ Bu(t)C)'}
+E Ngé tr {P*(t + 1)Hw(t)z(t)' (A+ Bu(t)C)' — P*(t + z(t + 1)x(t)' (A + Bu(t)C)'}
+E NZ_:l tr{P*(t+1) (A+ Bu(t)C) z(t)w(t)H + P*(t + 1) Hw(t)w(t) H'}
+ ENZ_I tr{—P*(t + Dz(t+ Dw(t)H — P*(t+ 1) (A + Bu(t)C) z(t)z(t + 1)’}
+ENZ_:1W {—P*(t + DHw(t)z(t + 1) + P*(t + Da(t + Da(t + 1)} + E {tr [Syz(N)z(N)]}

t=0
c

LY = ENZ_OItr {(Q+ C'u(t)'Ru(t)C) x(t)x(t) + P*(t + Da(t + D)a(t + 1)'}
+ E NZ: tr {P*(t +1) (A+ Bu(t)C) z(t)z(t) (A + Bu(t)C)" + P*(t + 1) Hw(t)w(t)'H'}
+FE Nz; tr {P*(t+1) (A+ Bu(t)C) z(t)w(t)H' + P*(t + 1)Hw(t)z(t)' (A + Bu(t)C)'}
+ ENZ_:l tr {=P*(t + )a(t + 1)z(t) (A+ Bu(t)C) — P*(t + 1)z(t + Dw(t)'H'}

+FE Z tr{—=P*(t+1)(A+ Bu(t)C)z(t)z(t + 1) — P*(t + 1) Hw(t)z(t + 1)}
+ E {tr [Syx(N)x(N)'|}
Aplicando (A.2) e (A.4), obtemos:
tr {P*(t +Daz(t+1) [(A+ BK'C) z(t) + Hw(t)}/}
=tr{P*(t+1)[(A+ BK'C)z(t) + Hw(t)] z(t + 1)’}

Pelos mesmos motivos:

tr{P*(t+1) (A+ Bu(t)C)z()yw(t)H'} = tr{P*(t+1)Hw(t)z(t)' (A+ Bu(t)C)'}
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Combinando as duas igualdades acima e o fato de que z(t + 1) = (A + Bu(t)C) z(t) + Hw(t),
temos:

LY = B tr{(Q+ C'ulty Ru()C) a(t)a(t)}
+E Z_: tr {P*(t +1) (A4 Bu(t)C) z(t)z(t)' (A+ Bu(t)C) + P*(t + 1) Hw(t)w(t)'H'}
+FE Z_ tr{2P*(t+1) (A+ Bu(®)C) z(t)w(t)'H — P*(t + V)x(t + Da(t + 1)'}
: + E{tr [Syenz'y]}



