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Resumo

As principais contribuições deste trabalho são a obtenção de condições necessárias e suficientes
de otimalidade para o problema de controle de sistemas lineares determinísticos discretos e para cer-
tas classes de sistemas lineares estocásticos. Adotamos o método de controle por realimentação de
saída, um horizonte de controle finito e um funcional de custo quadrático nas variáveis de estado
e de controle. O problema determinístico é solucionado por completo, ou seja, provamos que para
qualquer sistema MIMO as condições necessárias de otimalidade são também suficientes. Para tanto,
uma versão do Princípio do Máximo Discreto é utilizada. Além disso, analisamos o caso estocástico
com ruído aditivo e provamos que o princípio do máximo discreto fornece as condições necessárias
de otimalidade para o problema, embora não garanta suficiência. Por fim, em um cenário particular
com apenas dois estágios, empregamos uma técnica de parametrização do funcional de custo associ-
ado ao sistema linear estocástico com ruído aditivo e provamos que, no caso dos sistemas SISO com
matrizes C (saída) e B (entrada) tais que CB = 0, as condições necessárias de otimalidade são tam-
bém suficientes. Provamos que o mesmo também é válido para a classe dos Sistemas Lineares com
Saltos Markovianos (SLSM), no contexto especificado. Com o objetivo de ilustrar numericamente os
resultados teóricos obtidos, alguns exemplos numéricos são fornecidos.

Palavras-chave: Sistemas Lineares, Princípio do Máximo Discreto, Condições Necessárias de
Otimalidade, Condições Suficientes de Otimalidade, Parametrização.

Abstract

The main contributions of this work are that the necessary and sufficient optimality conditions
for the control problem of discrete linear deterministic systems and some classes of linear stochastic
systems are obtained. We adopted the output feedback control method, a finite horizon control and
a cost function that is quadratic in the state and control vectors. The deterministic problem is com-
pletely solved, that is, we prove that for any MIMO system the necessary optimality conditions are
also sufficient. To do so, a formulation of the Discrete Maximum Principle is used. Furthermore,
we analyze the stochastic case with additive noise and prove that the discrete maximum principle
provides the necessary optimality conditions, though they are not sufficient. Finally, in a particular
two-stage scenario, we apply a parametrization technique of the cost function associated with the li-
near stochastic system with additive noise and prove that, for SISO systems with orthogonal matrices
C (output) and B (input) so that CB = 0, the necessary optimality conditions are sufficient too. We
prove that under the underlined context the previous statement is also valid in the case of the Markov
Jump Linear Systems (MJLS). In order to illustrate the theoretical results obtained, some numerical
examples are given.

Keywords: Linear Systems, Discrete Maximum Principle, Necessary Optimality Conditions, Suf-
ficient Optimality Conditions, Parametrization.
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Capítulo 1

Introdução

Este primeiro capítulo será dedicado à apresentação dos sistemas dinâmicos lineares discretos
no tempo, tanto os determinísticos quanto os estocásticos. Faremos, também, uma apresentação dos
Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSMs), uma classe de sistemas estocásticos. Será
introduzido o conceito de controle por realimentação de saída, visto que o objetivo maior do nosso
trabalho é obter condições suficientes de otimalidade para o problema de controle ótimo de sistemas
lineares submetidos a este tipo de realimentação. Na última seção deste capítulo, faremos uma breve
exposição do modo como os demais capítulos da dissertação estão distribuídos, citando os tópicos
abordados em cada um deles.

1.1 Controle por realimentação de saída

Suponha um sistema linear discreto no tempo governado pela seguinte dinâmica, t ≥ 0:

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Hw(t)

y(t) = Cx(t)

em que x é o vetor de estados, u é o controle aplicado, y é o vetor de saída e w é o ruído aditivo que
atua em cada instante sobre o sistema. As matrizes A, B, C e H são as matrizes do sistema e possuem
dimensões apropriadas. Em conexão com os sistemas (A, B, C, H), estudaremos um tipo particular
de retroalimentação de absoluta relevância em teoria de controle: a realimentação de saída.

Muitas vezes, não temos acesso a todas as variáveis de estado, seja porque não é possível medi-
las, seja porque elas sequer possuem significado físico. Faz sentido, então, utilizar um vetor de saída
acessível para fins de controle. E este é exatamente o cenário no qual iremos atuar: o vetor de estados
x não está acessível, de modo que esta variável aparece explicitamente nas equações e funcionais
de custo apenas como um artifício matemático, uma vez que assumimos um modelo linear para o
sistema; a variável a qual temos acesso é de fato a saída y.

Segundo (Mustafa, 1995), um controle por realimentação de saída é caracterizado pela aplicação

1



2 Introdução

de uma ação de controle u(t) proporcional à saída y(t), ou seja, u(t) = K(t)y(t). Consequentemente:

x(t + 1) = Ax(t) + BK(t)y(t) + Hw(t)

= (A + BK(t)C) x(t) + Hw(t) (1.1)

Esta formulação significa que em cada instante (t ≥ 0) um controle K(t) é aplicado e que esta
ação leva o sistema dinâmico (A, B, C, H) de um estado x(t) a um estado x(t+1). Ressaltamos aqui
que, com o objetivo de nos manter em sintonia com a notação usual da área, adotaremos um ganho
de controle sempre designado por u(t). Logo, nosso sistema dinâmico assume a seguinte forma:

x(t + 1) = (A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t) (1.2)

em que u(t) é uma matriz de dimensão apropriada a cada t ≥ 0.
Utilizaremos esta notação durante toda a dissertação. Deve estar claro que, de agora em diante,

sempre que nos referirmos à aplicação de uma ação de controle em um dado instante, estaremos
atuando em um contexto definido por (1.2).

1.2 O índice de desempenho quadrático

Definido o tipo de sistema linear em questão, surge a necessidade de descrever o critério de
desempenho a ser utilizado. Esta tarefa é relevante, pois temos interesse em controlar o sistema
otimizando recursos. Tal critério assume, assim como em (Vargas, 2004), a forma de um funcional
de custo quadrático envolvendo as variáveis de estado e de controle:

JN
U := Ex0

{[

N−1
∑

t=0

x(t)′Qx(t) + x(t)′C ′u(t)′Ru(t)Cx(t)

]

+ x(N)′Fx(N)

}

(1.3)

Lembrando que Ex0
[·] ≡ E [·|x(0) = x0], em que x0 representa um estado inicial fixo, e que

N > 0 representa uma quantidade finita de estágios, um horizonte finito. As matrizes Q ≥ 0, R > 0
e F ≥ 0 exercem uma função de ponderação. Por meio de tais matrizes, são penalizados os desvios
dos estados x(t) com relação à origem e o esforço de controle ou energia utilizada no processo
de regulação. É bastante intuitivo que este problema de otimização multi-estágios seja formulado
deste modo, uma vez que nosso intuito é levar o estado x(t) à origem, realizando o menor esforço
de controle possível. Evidentemente, ponderações para mais ou para menos das variáveis estado e
controle podem ser reguladas ajustando adequadamente as matrizes Q, R e F . Maiores informações
sobre a estrutura e as propriedades de tais matrizes serão fornecidas no capítulo 3. Em resumo,
desejamos minimizar o funcional:

JN
U = Ex0

[

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N)

]

(1.4)

considerando uma sequência de ganhos de controle u(t), t = 0, . . . , N − 1, e o seguinte conjunto de
restrições na forma do processo estocástico Υ:
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Υ :



















x(t + 1) = (A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t),

q(t) = x(t)′Qx(t) + x(t)′C ′u(t)′Ru(t)Cx(t),

q(N) = x(N)′Fx(N),

t ≥ 0, x(0) = x0.

Os problemas discutidos nos capítulos 2, 3 e 4 desta dissertação podem ser incluídos neste grupo
de sistemas. A classe dos sistemas determinísticos, logicamente, corresponde àqueles casos em que
o ruído w é nulo. Como resultado, o funcional de custo (1.3) não envolve um valor esperado, mas um
valor precisamente conhecido.

1.3 A classe dos Sistemas Lineares com Saltos Markovianos

Na prática, muitos sistemas dinâmicos não são adequadamente modelados pela classe dos siste-
mas lineares invariantes no tempo (1.2). No mundo real, a presença de ruídos, mudanças abruptas,
falhas em componentes e eventuais alterações em interconexões de subsistemas, por exemplo, adi-
cionam características estruturais importantes e que precisam ser levadas em consideração quando
da construção de um modelo matemático, vide (Vargas, 2004). Os Sistemas Lineares com Saltos
Markovianos (SLSMs) constituem uma classe de sistemas que tem encontrado grande aplicabilidade
no contexto citado, tendo despertado crescente interesse tanto na comunidade acadêmica quanto na
indústria. Uma série de problemas relacionados a este grupo de sistemas híbridos já foi solucionada,
incluindo questões referentes à estabilidade e a condições de otimalidade em diferentes cenários.
Importantes referências na área são (Costa et al., 2005) e (do Val e Başar, 1999).

Para fins de ilustração, consideremos uma situação prática bastante interessante analisada por (La-
meiro and Duff, 1979). Os autores consideraram o caso de um sistema de aquecimento de água para
fins domésticos utilizando energia solar. Além de variáveis tais como eficiência dos coletores solares
empregados, aspectos arquitetônicos e localização geográfica, quatro itens mereceram destaque: tem-
peratura ambiente (Ta), temperatura de armazenamento (Ts), nível de radiação solar (IT ) e demanda
de água quente (HW ). Estas variáveis foram modeladas por processos estocásticos e valores médios
para diferentes períodos do dia foram coletados em um horizonte de até um ano, em intervalos de
uma hora. O objetivo do trabalho consistia em obter um modelo matemático que permitisse prever,
no longo prazo, a eficiência ou rendimento UA do sistema como um todo, uma razão entre as quan-
tidades fornecida e demandada de água aquecida, levando em consideração variações abruptas nos
parâmetros (Ta, Ts, IT , HW ).

Combinando as informações armazenados em um amplo banco de dados (modelos probabilísticos
para as variáveis envolvidas) com uma série de equações que regem a dinâmica interna do sistema,
os autores propuseram um modelo para a curva de eficiência do mesmo. Esta eficiência é, para cada
combinação (Ta, Ts, IT , HW ), dada por uma função UA(Ta, Ts, IT , HW ) particular. Cada combina-
ção de níveis de temperatura ambiente, temperatura de armazenamento de água, nível de radiação e
demanda de água aquecida permite estabelecer uma curva de rendimento específica para o sistema.
Supondo que exista um número finito η de combinações possíveis para tal quádrupla, temos que o
sistema visita em cada instante algum estado num conjunto N = {1, . . . , η}. Além disso, sendo a
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probabilidade de transição de um estado i ∈ N para um estado j ∈ N designada por pij , a matriz de
transição de probabilidade P abaixo especifica todas as possibilidades de transição entre dois estados
quaisquer do conjunto N :

P =











p11 p12 . . . p1η

p21 p22 . . . p2η
...

...
. . .

...
pη1 pη2 . . . pηη











Lameiro e Duff (1979) consideraram que o processo estocástico em questão constitui uma cadeia
de Markov homogênea, com um número finito η de estados e uma matriz de transição P. Deste modo,
uma série de incertezas inerentes ao problema foi inserida no modelo. Empregando este raciocínio,
os autores puderam tratar seu problema de otimização de um modo bastante simples e computacio-
nalmente eficiente, obtendo excelentes resultados.

Por meio deste exemplo, introduzimos a idéia geral dos SLSMs, uma classe de sistemas estocás-
ticos cuja dinâmica se altera de forma súbita em instantes aleatórios, mas que se comportam como
sistemas lineares entre os saltos. Cada combinação define uma dinâmica linear governada pelos parâ-
metros (Ta, Ts, IT , HW ) e as probabilidades de realização dos saltos Markovianos entre dois estados
quaisquer são determinadas pela matriz de trasição P. Resumindo:

UA,i(Ta,i, Ts,i, IT,i, HWi) → UA,j(Ta,j, Ts,j, IT,j, HWj) com probabilidade pij

A modelagem de sistemas lineares estocásticos por meio de SLSMs encontrou aplicabilidade em
diversas áreas da ciência e da engenharia. Como exemplo, podemos citar a robótica (Saridis, 1993),
a aeronáutica (Athans et al., 1977), o controle de receptores térmicos solares (Sworder e Rogers,
1977),as telecomunicações (Kitchin, 1986), a automação de veículos elétricos (Moura et al., 2011) e
os sistemas macroeconômicos (do Val e Başar, 1999).

Suponha que desejamos otimizar um funcional de custo JN
U , uma função da curva de rendimento

UA do sistema de aquecimento. Assumindo uma distribuição inicial µ0 da cadeia de Markov e um
estado inicial x0, nosso problema de controle ótimo pode ser formulado do seguinte modo:

JN
U = Ex0,µ0

[

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N)

]

considerando um ganho de controle u(t) e o seguinte conjunto de restrições na forma do processo
estocástico Υ:

Υ :











x(t + 1) = f (Ta, Ts, IT , HW, x(t)) ,

q(t) = g (UA(Ta, Ts, IT , HW ), x(t)) ,

t ≥ 0, x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0.

em que f representa a dinâmica do sistema, g um custo por estágio e q(N) um custo final.
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1.4 Estrutura da dissertação

No capítulo 2, introduzimos o princípio do máximo discreto como uma condição necessária de
otimalidade. O princípio será apresentado inicialmente em sua forma clássica e será também feito
um estudo sobre a classe de problemas a qual ele se aplica. Posteriormente, um princípio do máximo
alternativo será apresentado a fim de que condições suficientes de otimalidade possam ser obtidas.

No capítulo 3, o princípio do máximo discreto, nos moldes do que foi introduzido no final do
capítulo 2, será utilizado na obtenção de condições suficientes de otimalidade para o problema de
controle de sistemas lineares determinísticos sujeitos à realimentação de saída.

No capítulo 4, provamos que o princípio do máximo garante otimalidade local para o problema
de controle de sistemas lineares estocásticos (com ruído aditivo) sujeitos à realimentação de saída.
Além disso, utilizando ferramentas de otimização pautadas em convexidade, condições suficientes de
otimalidade são obtidas para um cenário restrito, a saber: sistemas SISO, N = 2 estágios e matrizes
C (saída) e B (entrada) ortogonais, ou seja, CB = 0.

O capítulo 5 será dedicado à extensão das ideias apresentadas no final do capítulo 5 ao problema
de controle de SLSMs. O mesmo cenário particular considerado no capítulo anterior é analisado.
Novamente, condições suficientes de otimalidade são obtidas.

O capítulo 6 contém algumas aplicações da teoria desenvolvida.
O capítulo 7 fornece um resumo das principais contribuições desta dissertação, bem como apre-

senta sugestões para trabalhos futuros na área.



6 Introdução



Capítulo 2

O princípio do máximo discreto

O Princípio do Máximo de Pontryagin, em sua versão discreta, é introduzido como uma condição
necessária de otimalidade para uma certa classe de problemas de otimização multi-estágios. Primeira-
mente, investigamos em quais casos a utilização do princípio é justificada. Em seguida, uma variação
do princípio do máximo discreto é apresentada com o objetivo de se obter condições suficientes de
otimalidade.

Ao longo deste capítulo, trataremos exclusivamente de problemas de otimização nos quais se
deseja maximizar um determinado funcional de custo. Procederemos deste modo para manter a co-
erência com as referências consultadas quando da fase de revisão bibliográfica do nosso trabalho.
Embora venhamos a abandonar esta idéia de maximização a partir do capítulo 3, este foi o contexto
no qual o Princípio do Máximo foi desenvolvido e é importante que forneçamos esta perspectiva his-
tórica. Do capítulo 3 em diante, passaremos a nos dedicar à minimização de funções custo, dado que
este é o cenário no qual os problemas de controle que nos propomos a resolver estão definidos.

Destacamos, aqui, que o ferramental matemático a ser utilizado em capítulos futuros é absolu-
tamente equivalente ao adotado neste (sobretudo seção 2.3) e que esta mudança não deve constituir
dificuldade alguma para o leitor. No presente capítulo faremos referência sobretudo à concavidade
e à maximização de funções, nos demais capítulos falaremos em convexidade e minimização. Vale
lembrar que a maximização de funções côncavas é um procedimento equivalente à minimização de
funções convexas. Em termos de condições de otimalidade, os problemas são similares.

2.1 Perspectiva histórica

O problema de controle ótimo de sistemas dinâmicos tem fundamental importância em enge-
nharia, tanto do ponto de vista teórico quanto da perspectiva das aplicações. No caso dos sistemas
discretos no tempo, esta tarefa envolve a otimização de critérios de desempenho em um certo hori-
zonte ou quantidades de estágios. Como resultado, tal classe de problemas é rotineiramente chamada
de problemas de otimização multi-estágios, em contraposição ao caso estático.

Historicamente, problemas de otimização multi-estágios têm sido resolvidos por uma série de
métodos. Entre eles o cálculo variacional, uma gama de métodos heurísticos e o cálculo diferencial,
por exemplo, podem ser utilizados dependendo do problema em questão. Todavia, os dois méto-
dos gerais de resolução de problemas de otimização multi-estágios são a programação dinâmica e o

7
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princípio do máximo, ambos desenvolvidos ainda na década de 60 do século XX, vide (Nahorski et
al, 1984). Cada método possui suas vantagens e desvantagens, tendo sua aplicabilidade a depender
sobremaneira da natureza do problema.

O método da programação dinâmica foi criado e desenvolvido principalmente por Bellman e en-
contra vasta aplicabilidade na solução de problemas multi-estágios, uma vez que faz pouquíssimas
restrições com relação às funções envolvidas. Para se ter uma idéia da generalidade do método, não é
exigido sequer que tais funções sejam diferenciáveis ou contínuas. Por outro lado, uma grande quan-
tidade de combinações envolvendo estados, controles e custos precisa ser, em cada estágio, calculada
e armazenada. Isto faz com que a resolução até mesmo de problemas simples se torne onerosa do
ponto de vista computacional.

O princípio do máximo, por sua vez, divide o problema principal em uma série de problemas
mais simples. Esta idéia é marcante e desempenhou papel central em teoria de controle, notadamente
no caso dos sistemas contínuos, a partir do momento em que foi introduzida no final da década de
50 do século XX. A desvantagem é que sua aplicabilidade a uma dada situação exige das funções
envolvidas uma série de propriedades, tais como continuidade, diferenciabilidade e, em muitos casos,
convexidade ou linearidade. Adicionalmente, verificamos que sua extensão para o grupo dos sistemas
discretos no tempo enfrentou sérias dificuldades ao longo dos últimos 60 anos.

O princípio do máximo foi inicialmente postulado por Pontryagin e colaboradores, no contexto de
sistemas dinâmicos contínuos. A idéia chave do método reside na construção de uma função especial
chamada Hamiltoniano que, em cada instante, depende das variáveis estado e controle. Dispondo
da sequência de valores ótimos para os estados, o Hamiltoniano é otimizado em cada estágio pelo
controle ótimo correspondente.

Embora não tenham sido encontradas grandes dificuldades para aplicar o princípio do máximo
aos sistemas contínuos, a adaptação para os sistemas discretos no tempo produziu uma série de er-
ros. Para muitos sistemas discretos a utilização do princípio do máximo é, de fato, injustificada e a
principal razão para os resultados incorretos presentes na literatura reside no fato de o conceito de
convexidade/concavidade ter sido muitas vezes ignorado ou negligenciado.

De acordo com a literatura, Halkin (1966) e Holtzmann (1966) foram os primeiros a reconhecer
a importância da convexidade quando em conexão com o princípio do máximo. O primeiro autor
mostrou que o princípio do máximo é válido quando o conjunto formado por todos os valores admis-
síveis de estado e custo acumulado em cada estágio é convexo, hipótese que acabou por comprometer
a aplicabilidade de seus resultados. O segundo autor, por sua vez, exige do sistema dinâmico em
questão uma propriedade mais branda que convexidade, chamada convexidade direcional. Como re-
sultado dos trabalhos de Holtzman, o princípio do máximo teve sua aplicabilidade consideravelmente
expandida. Apesar dos avanços, o princípio do máximo discreto conseguiu se estabelecer apenas
como uma condição necessária de otimalidade e para uma classe restrita de problemas.

Vidal (1987) chegou, contudo, a propor um princípio do máximo discreto que fornece sufici-
ência. Este autor não exige das funções em questão características eventualmente restritivas como
concavidade conjunta nas variáveis estado e controle, separabilidade ou mesmo pseudo-concavidade.
Todavia, a condição de otimalidade global em cada estágio proposta é algo bastante raro de se verifi-
car na prática. Foi possível, todavia, tomar suas idéias como base para o raciocínio desenvolvido no
capítulo 3 desta dissertação.
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2.2 O princípio do máximo discreto como uma condição neces-
sária de otimalidade

Considere o seguinte problema de maximizar o funcional de custo JN
U resultante da aplicação de

uma sequência de ganhos de controle U ∈ {u(t) : t = 0, . . . , N − 1}:

JN
U =

N−1
∑

t=0

q(t, x(t), u(t)) + q(N, x(N)) (2.1)

x(t + 1) = f(t, x(t), u(t)); t = 0, . . . , N − 1 (2.2)

u(t) ∈ R
s×m; t = 0, ..., N − 1 (2.3)

x(t) ∈ R
n; t = 0, . . . , N ; x(0) = x0 (2.4)

Os conjuntos domínio para as variáveis x e u são dados e o problema de otimização está sujeito,
em cada instante, à restrição de igualdade (2.2). As funções q, q e f são supostas diferenciáveis com
relação às suas respectivas variáveis nos instantes devidos. É importante ressaltar que, embora não
seja comum na literatura, adotaremos um controle u de natureza matricial. Procederemos deste modo
com o objetivo de tratar o problema de um ponto de vista multivariável, neste caso com um número
s de entradas e um número m de saídas quaisquer. Ao longo deste e dos próximos capítulos, ficará
claro que esta consideração não constituirá empecilho algum ao desenvolvimento do trabalho. Muito
pelo contrário, ela nos permitirá analisar o problema de modo bem genérico.

Posto isto, adotando co-estados ou multiplicadores de Lagrange p∗(t) ∈ {Rn}′, t = 1, . . . , N ,
construímos a seguinte função Lagrangeana:

LN
U :=

N−1
∑

t=0

{q(t, x(t), u(t)) + p∗(t + 1) [f(t, x(t), u(t)) − x(t + 1)]} + q(N, x(N)) (2.5)

que pode ainda ser apresentada da seguinte forma:

LN
U = [q(0, x(0), u(0)) + p∗(1)f(0, x(0), u(0))]

+
N−1
∑

t=1

[q(t, x(t), u(t)) + p∗(t + 1)f(t, x(t), u(t)) − p∗(t)x(t)]

+ [q(N, x(N)) − p∗(N)x(N)] (2.6)

É fácil ver que ao minimizar a função Lagrangeana LN
U nas variáveis {x∗, u∗, p∗} minimizamos

também a função primal JN
U na dupla {x∗, u∗}. A segunda função assume os mesmos valores da pri-

meira para cada combinação de variáveis, uma vez que as restrições de igualdade adicionadas em cada
instante têm valor nulo. Com o objetivo de determinar uma sequência de pontos estacionários para a
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função Lagrangeana, calculamos as derivadas de primeira ordem da função (2.6). Considerando um
estado inicial x(0) fixo temos, em t = 0:

∂LN
U

∂u(0)
=

∂ [q(0, x(0), u(0))]

∂u(0)
+

∂ [p∗(1)f(0, x(0), u(0))]

∂u(0)
(2.7)

Nos instantes t = 1, . . . , N − 1, temos:

∂LN
U

∂u(t)
=

∂ [q(t, x(t), u(t))]

∂u(t)
+

∂ [p∗(t + 1)f(t, x(t), u(t)) − p∗(t)x(t)]

∂u(t)
(2.8)

∂LN
U

∂x(t)
=

∂ [q(t, x(t), u(t))]

∂x(t)
+

∂ [p∗(t + 1)f(t, x(t), u(t)) − p∗(t)x(t)]

∂x(t)
(2.9)

No instante final t = N :

∂LN
U

∂x(N)
=

∂ [q(N, x(N)) − p∗(N)x(N)]

∂x(N)
(2.10)

Dizemos, então, que três sequências {x∗, u∗, p∗} constituem uma sequência de pontos estacioná-
rios se anulam as derivadas de primeira ordem (2.7)–(2.10) em cada instante referido. Tais sequências
são candidatas a fornecerem um ótimo (global) para o problema. A depender das características do
problema de otimização em questão, pode vir a ser possível provar que a tripla {x∗, u∗, p∗} garante
condições necessárias e eventualmente suficientes de otimalidade.

Retomando, a representação (2.6) seria um modo bem genérico de tratar a questão. Encontra-se
consolidado na literatura, todavia, uma abordagem alternativa formulada em termos de uma função
especial H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1)) conhecida como Hamiltoniano, definida do seguinte modo:

H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1)) := q(t, x(t), u(t)) + p∗(t + 1)f(t, x(t), u(t)) (2.11)

Como resultado, a função Lagrangeana LN
U é dada por:

LN
U = H(0, x(0), u(0), p∗(1))

+
N−1
∑

t=1

[H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1)) − p∗(t)x(t)]

+ [q(N, x(N)) − p∗(N)x(N)]

Feita esta substituição, conforme (Nahorski et al., 1984) e (Holtzman, 1966), o princípio do má-
ximo discreto pode ser enunciado em sua forma clássica do seguinte modo:

Teorema 2.1. Considere o problema (2.1)–(2.4) e a definição (2.11). Seja {u∗(0), . . . , u∗(N − 1)}
uma estratégia de controle e {x∗(0), . . . , x∗(N)} a sequência de estados resultante. Suponha também

que, juntamente com tais estados e ganhos de controle, exista uma sequência de multiplicadores

{p∗(1), . . . , p∗(N)} constituindo uma sequência de pontos estacionários {x∗, u∗, p∗}. Então, em
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cada instante t = 0, . . . , N − 1, o ganho u∗(t) maximiza H(t, x∗(t), u(t), p∗(t + 1)).

H(t, x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1)) ≥ H(t, x∗(t), u(t), p∗(t + 1)), ∀u(t) (2.12)

A sequência {x∗, u∗, p∗} garante as condições necessárias de otimalidade.

Cabe, agora, tecer alguns comentários acerca desta formulação do princípio do máximo discreto.
Primeiramente, a relação (2.12) não se aplica a todos os problemas do tipo (2.1)–(2.4). Ou seja, existe
um série de problemas de otimização multi-estágios em que, dada uma tripla {x∗, u∗, p∗} conforme
especifado, a função Hamiltoniano não é otimizada em cada instante t = 0, . . . , N − 1 pelo controle
u∗(t). Além disso, deve estar claro que a aplicação ou validade da relação (2.12) a uma dada classe de
problemas garante apenas as condições necessárias de otimalidade. O princípio do máximo discreto
apresentado nesta seção não garante otimalidade global.

Faz-se necessário, então, um breve estudo sobre a aplicabilidade de tal princípio. Halkin (1966)
provou que o princípio do máximo discreto se aplica a sistemas cujos conjuntos de estados expandidos
admissíveis são convexos. Para melhor compreensão deste resultado, considere como em (Nahorski
et al., 1984) um vetor de estados expandido da forma:

x̂(t) =

[

x0(t)
x(t)

]

, t = 0, . . . , N − 1 (2.13)

em que

x0(t + 1) = q(t, x(t), u(t)) + x0(t), x0(0) = 0

Um valor para o ganho u(t) que pertença ao domínio estabelecido em (2.3) será chamado de
controle admissível. O conjunto ϑj = {u(0), . . . , u(j)} (0 ≤ j ≤ N − 1) é chamado de uma
sequência de controle admissível. O conjunto de todas as sequências de controle admissíveis será
designado por Sj . Uma estratégia de controle ϑN−1 que minimiza o funcional JN

U é chamada de
estratégia ótima.

Agora, para um dado x(0) = x0, tomamos todos os valores possíveis de u(0). Como resultado,
o estado x(1) toma valores em um conjunto que chamaremos de Y1(x0), o conjunto dos estados
admissíveis (ou atingíveis) a partir de x0:

Y1(x0) = f(0, x0, R
s×m)

Para um estado inicial x0 fixo, o conjunto Y1(x0) = Y1 é também o conjunto de todos os estados
admissíveis no instante t = 1, ou seja, no primeiro estágio. De modo análogo, para um dado estado
x(1) ∈ Y1, definimos o conjunto de estados admissíveis a partir deste estágio:

Y2(x(1)) = f(1, x(1), Rs×m) ∩ R
n

Lembrando que x(t) ∈ R
n, para t = 0, . . . , N , conforme estabelecido em (2.4). Fazendo x(1)

tomar todos os valores possíveis em Y1, o conjunto dos estados admissíveis no segundo estágio é:

Y2 =
⋃

x(1)∈Y1

Y2(x(1)) =
⋃

x(1)∈Y1

f(1, x(1), Rs×m) ∩ R
n
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Logo, o conjunto de estados admissíveis a partir de um estado x(t), ou seja, o conjunto Yt+1(x(t)),
pode ser obtido recursivamente como a seguir:

Y1(x0) = f(0, x0, R
s×m) ∩ R

n

Yt+1(x(t)) = f(t, x(t), Rs×m) ∩ R
n, t = 1, . . . , N − 1

Por sua vez, o conjunto de estados admissíveis no estágio t + 1, Yt+1, é dado por:

Y1 = Y1(x0)

Yt+1 =
⋃

x(t)∈Yt

Yt+1(x(t)), t = 0, . . . , N − 1

Tratada a questão do conjunto de estados admissíveis, investigaremos a partir de agora o efeito
de uma estratégia de controle ϑj no funcional de custo associado. Introduziremos neste momento,
como uma função da sequência de controle admissível ϑj = {u(0), . . . , u(j)}, o critério do custo
acumulado:

Rt+1(ϑt) =
t
∑

j=0

q(t, x(t), u(t)), t = 0, . . . , N − 1

Este custo acumulado também pode ser apresentado da seguinte forma:

R0 = 0

Rt+1 = Rt + q(t, x(t), u(t)), t = 0, . . . , N − 1

Temos então, conforme previamente introduzido em (2.13), o seguinte vetor de estados expan-
dido:

x̂(t) =

[

Rt

x(t)

]

, t = 0, . . . , N − 1

O conjunto de estados expandidos admissíveis a partir de x̂(t) pode ser definido recursivamente
para t = 0, . . . , N − 1:

Ŷ1(x̂(0)) =
{

q(0, x0, u(0)), f0(0, x0, u(0)); u(0) ∈ R
s×m
}

∩ {(−∞, +∞) × R
n}

x̂(0) =

[

0
x0

]

Ŷt+1(x̂(t)) =
{

Rt + q(t, x(t), u(t)), f(t, x(t), u(t)); u(t) ∈ R
s×m
}

∩ {(−∞, +∞) × R
n}

Consequentemente, o conjunto de estados expandidos admissíveis no estágio t + 1 é:

Ŷ1 = Ŷ1(x̂(0))

Ŷt+1 =
⋃

x̂(t)∈Ŷt

Ŷt+1(x̂(t)), t = 1, ..., N − 1
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Segundo Halkin (1966), se este conjunto Ŷt+1 de estados expandidos admissíveis for convexo,
o princípio do máximo discreto é válido. Tal condição de convexidade, infelizmente, acabou por
reduzir consideravelmente a aplicabilidade do princípio. Foi com (Holtzman, 1966) que o princípio
do máximo discreto encontrou aplicabilidade em uma série de problemas práticos. Isto se deve ao fato
de este autor exigir, do conjunto Ŷt+1 um tipo mais brando de convexidade, chamado de convexidade

direcional.

Considere, além dos vetores y1 e y2, e do escalar 0 ≤ µ ≤ 1, o escalar β ≥ 0. Segundo Holtzman
(1966) e Nahorski et al. (1984), dizemos que o conjunto Ŷt+1 é direcionalmente convexo se

µy1 + (1 − µ)y2 + βe ∈ Ŷt+1(x̂(t)), para todo 0 ≤ µ ≤ 1, β ≥ 0 (2.14)

com

e = [1, 0, . . . , 0]T

relaxando o requisito de convexidade, isto é:

µy1 + (1 − µ)y2 ∈ Ŷt+1(x̂(t)), para todo 0 ≤ µ ≤ 1

Por exemplo, sistemas cujas funções custo por estágio q(t, x(t), u(t)) são côncavas no ganho de
controle e cujas dinâmicas f(t, x(t), u(t)) são lineares neste mesmo ganho (mesmo que a função
como um todo seja não-linear) são, de acordo com (Holtzman, 1966) direcionalmente convexos. O
princípio do máximo discreto, entendido em termos da otimização de uma função Hamiltoniana,
garante condições necessárias de otimalidade para tais casos. Todo par de sequências {x, u} que é
solução para o problema (2.1)–(2.4) satisfaz a relação (2.12).

O princípio do máximo discreto nos moldes do Teorema 2.1 falha, todavia, em garantir condi-
ções suficientes de otimalidade para o problema de controle de sistemas multi-estágios. Justamente
por este motivo, abordaremos na seção 2.3 a seguir, uma formulação alternativa para o princípio do
máximo discreto, mantendo a linearidade no multiplicador de Lagrange p∗.

2.3 O princípio do máximo como uma condição suficiente de oti-
malidade

Tomando a função Lagrangeana (2.6) e a definição (2.11) como referência, Vidal (1987) esta-
belece um princípio do máximo discreto em termos da otimização global, em cada estágio, de uma
função composta não somente pelo Hamiltoniano, mas eventualmente por funções lineares dos ve-
tores de estado, ganho de controle e multiplicadores de Lagrange. Tal princípio, caso verificado,
fornece condições suficientes de otimalidade. Considere o teorema a seguir.

Teorema 2.2. Suponha que existam sequências factíveis {x∗, u∗, p∗} satisfazendo simultaneamente
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as condições abaixo:

u∗(0) maximiza H(0, x(0), u(0), p∗(1))

{x∗(t), u∗(t)} maximiza H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1))

−p∗(t)x(t), t = 1, . . . , N − 1

x∗(N) maximiza q(N, x(N)) − p∗(N)x(N)

Então {x∗, u∗} é um ótimo global para o problema (2.1)–(2.4).

Prova: (Vidal, 1987) afirma que considerando o problema, em cada instante, como um problema
estático em {x(t), u(t)}, verificamos a existência de um ponto de sela {x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1)} para
a função Lagrangeana. E se tal ponto de sela existe, ele consitui um ótimo global para a função, vide
Teorema A.1 conforme (Mangasarian, 1969). �

A condição de suficiência apresentada anteriormente é válida independentemente da natureza das
funções envolvidas. As funções q(t, x(t), u(t)) e f(t, x(t), u(t)) não precisam nem mesmo ser contí-
nuas. Além disso, é importante observar que não é estabelecida nenhuma exigência de concavidade
ou negatividade das funções envolvidas. O teorema refere-se tão somente à existência de um ótimo
global em cada estágio. Considere o exemplo a seguir, retirado de (Vidal, 1987).

Exemplo: Analisemos o seguinte problema em variáveis escalares conforme enunciado abaixo:

max JN
U = −

N−1
∑

t=0

u(t)eα(x(t)+u(t)), α < 0

sujeito a:

x(t + 1) = x(t) + u(t), t = 0, . . . , N − 1

x(0) = x0

x(N) = a > 0

u(t) ≥ 0

O Hamiltoniano para t = 0, . . . , N − 1 vale:

H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1)) = −u(t)eα(x(t)+u(t)) + p∗(t + 1) (x(t) + u(t)) .

O Hamiltoniano possui uma matriz Hessiana com a seguinte estrutura em notação simplificada:

∂2H =

[

∂2H(t)
∂(x(t))2

∂2H(t)
∂x(t)∂u(t)

∂2H(t)
∂u(t)∂x(t)

∂2H(t)
∂(u(t))2

]



2.3 O princípio do máximo como uma condição suficiente de otimalidade 15

Fizemos H(t, x(t), u(t), p∗(t + 1)) = H(t). É fácil verificar que

∂2H(t)

∂(x(t))2
= −u(t)eα(x(t)+u(t))α2

∂2H(t)

∂x(t)∂u(t)
=

∂2H(t)

∂u(t)∂x(t)
= −eα(x(t)+u(t))α − u(t)eα(x(t)+u(t))α2

∂2H(t)

∂(u(t))2
= −2αeα(x(t)+u(t)) − u(t)eα(x(t)+u(t))α2

e que ∂2H é uma matriz semi-definida negativa, uma vez que:

∂2H(t)

∂(x(t))2
= −u(t)eα(x(t)+u(t))α2 ≤ 0

det(∂2H(t)) = −α2e2α(x(t)+u(t)) ≤ 0

Consequentemente, o Hamiltoniano H(t) é conjuntamente côncavo na variável [x(t), u(t)]′. Se
existe uma tripla {x∗, u∗, p∗} constituindo uma sequência de pontos estacionários

∂H (t, x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1))

∂u(t)
= 0, t = 0, . . . , N − 1

∂H (t, x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1))

∂x(t)
= p∗(t), t = 1, . . . , N − 1

então o Teorema 2.2 válido, tal tripla garante as condições necessárias e suficientes de otimalidade
para o problema proposto. Como resultado:

u∗(t) = (1/α)log [p∗(t)/p∗(t + 1)] , t = 0, . . . , N − 1

x∗(t) = (1/α)log [p∗(t − 1)] , t = 1, . . . , N

No caso específico deste exemplo numérico, foi possível provar que os termos individuais da
função Lagrageana são, em cada instante, conjuntamente côncavos em [x(t) u(t)]′. É importante res-
saltar, entretanto, que esta característica não se faz necessária para que o Teorema 2.2 seja verificado.
Esta idéia ficará bastante clara ao final do próximo capítulo, no qual condições suficientes de otimali-
dade serão obtidas para o problema de otimização multi-estágios de um sistema linear determinístico
sujeito à realimentação de saída.

O leitor deve estar ciente que, a partir de agora, sempre que nos referirmos ao princípio do máximo
discreto estaremos fazendo menção à forma como este foi apresentado na seção 2.3 desta dissertação,
conforme especificamente o Teorema 2.2. O motivo para tanto é elementar. Estaremos, nos capítulos,
subsequentes, investigando otimalidade global, condição que o princípio do máximo introduzido na
seção 2.2 não garante. Nos capítulos que se seguem haverá também outra mudança de linguagem
que merece ser destacada. Passaremos a tratar o problema de otimização multi-estágios não mais
no contexto de maximização, mas no plano da minimização de um funcional de custo. Continuare-
mos, todavia, a utilizar a denominação princípio do máximo, em respeito à nomenclatura clássica já
consolidada no meio científico.
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Capítulo 3

Caso determinístico

O problema de controle de um sistema dinâmico determinístico linear a tempo discreto e sujeito
à realimentação de saída é analisado. Provamos, neste capítulo, que as condições necessárias de
otimalidade são também suficientes. O capítulo foi desenvolvido em conformidade com os conceitos
e a notação introduzidos no capítulo 2.

3.1 Formulação do problema

O problema consiste em minimizar o seguinte funcional de custo JN
U em N estágios, resultante

da aplicação de uma sequência de ganhos de controle U ∈ {u(t) : t = 0, . . . , N − 1}:

JN
U =

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N) (3.1)

x(t + 1) = (A + Bu(t)C) x(t); t = 0, . . . , N − 1 (3.2)

q(t) = x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t); t = 0, . . . , N − 1 (3.3)

q(N) = x(N)′SNx(N) (3.4)

Designamos x(t) ∈ R
n, t = 0, . . . , N, x(0) = x0 o vetor de estados e u(t) ∈ R

s×m, t =
0, . . . , N − 1, um ganho de controle aplicado em um instante t ≥ 0 (t ∈ N). Adotamos um custo por
estágio quadrático q(t) ≥ 0, t = 0, . . . , N − 1, e um custo final q(t) ≥ 0, t = N . As funções q e
q(N) são, em cada instante, diferenciáveis com relação a suas respectivas variáveis.

As matrizes Q ∈ R
n×n, R ∈ R

s×s e SN ∈ R
n×n são simétricas e Q ≥ 0, R > 0 e SN ≥ 0. Além

17
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disso, C ∈ R
m×n, B ∈ R

n×s e A ∈ R
n×n. Obtemos, então, a seguinte função Lagrangeana:

LN
U :=

N−1
∑

t=0

{x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) [(A + Bu(t)C) x(t) − x(t + 1)]}

+x(N)′SNx(N) (3.5)

Os multiplicadores p∗(t) ∈ {Rn}′, t = 1, . . . , N constituem, juntamente com algum par de
sequências {x∗, u∗}, uma sequência de pontos estacionários. Como ficará claro a seguir, para t =
0, . . . , N − 1 temos a sequência de pontos {x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1)}, e no instante t = N o par
{x∗(N), p∗(N)} constitui um ponto estacionário neste estágio.

A seguir, realizamos uma divisão da função Lagrangeana em 3 partes: uma contendo o instante
inicial t = 0, outra contendo os instantes intermediários t = 1, . . . , N − 1 e uma última dedicada
ao instante final t = N . Tal procedimento foi proposto por Vidal (1987) para sistemas discretos no
tempo. Seu trabalho foi baseado, contudo, em ideias desenvolvidas por Mangasarian (1966) para o
caso dos sistemas contínuos (vide capítulo 2, seção 2.3).

Reescrevendo (3.5):

LN
U = {x(0)′ (Q + C ′u(0)′Ru(0)C) x(0) + p∗(1) (A + Bu(0)C) x(0)}

+
N−1
∑

t=1

{x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) − p∗(t)x(t)}

+ {x(N)′SNx(N) − p(N)x(N)} (3.6)

e fazendo as seguintes substituições:

H(t) := x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t), t = 0, . . . , N − 1 (3.7)

F (N) := x(N)′SNx(N) − p∗(N)x(N) (3.8)

temos:

LN
U = H(0) +

N−1
∑

t=1

[H(t) − p∗(t)x(t)] + F (N) (3.9)

3.2 Condições suficientes de otimalidade

Teorema 3.1. Considere o problema (3.1)–(3.4). Se existem controles u∗(t) ∈ R
s×m, t = 0, . . . , N −

1, estados x∗(t) ∈ R
n, t = 0, . . . , N ; x(0) = x0), multiplicadores p∗(t) ∈ {R

n}′ , t = 1, . . . , N ,

constituindo uma sequência de pontos estacionários {x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1)}, t = 0, . . . , N − 1, e

vetores saída y∗(t) = Cx∗(t) ∈ R
m, t = 1, . . . , N − 1, com pelo menos um elemento não nulo e

produzindo um custo JN
U
∗ , então nenhuma outra combinação de sequências {x, u} irá produzir um

custo menor que JN
U
∗ . As condições necessárias de otimalidade são também suficientes.
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Prova: Seguiremos a proposta de Vidal (1987), conforme estabelecido no Teorema 2.2. A diferença
∆ entre uma Lagrangeana factível qualquer LN

U e uma Lagrangeana LN
U∗ produzida por algum trio de

sequências {x∗, u∗, p∗} é definida como:

∆ := LN
U − LN

U∗ = {H(0) − H∗(0)}

+
N−1
∑

t=1

{[H(t) − p∗(t)x(t)] − [H∗(t) − p∗(t)x∗(t)]}

+ {F (N) − F ∗(N)} (3.10)

Caso provemos que ∆ ≥ 0 para quaisquer sequências {x, u}, o Teorema 3.1 esta provado. Como
primeiro passo, sabemos, utilizando (A.7) e (A.8), que a função H(0) é convexa na variável u(0)
(para x(0) = x0 fixo) e que a função F (N) é convexa na variável x(N), pois:

∂2H(0)

∂vec(u(0))∂vec(u(0))′
= 2 (Cx0x

′
0C

′) ⊗ R ≥ 0

∂2F (N)

∂x(N)∂x(N)′
= SN ≥ 0

Da convexidade das funções H(0) e F (N) em suas respectivas variáveis, temos:

H(0) − H∗(0) ≥ 0

F (N) − F ∗(N) ≥ 0

Como resultado:

∆ ≥
N−1
∑

t=1

{[H(t) − p∗(t)x(t)] − [H∗(t) − p∗(t)x∗(t)]} (3.11)

Definimos então uma função ϕ(t), para t = 1, . . . , N − 1, dada por:

ϕ(t) := H(t) − p∗(t)x(t)

:= x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) − p∗(t)x(t) (3.12)

Logicamente:

ϕ(t) := x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t) + p∗(t + 1) (A + Bu∗(t)C) x∗(t) − p∗(t)x∗(t)

Logo:

∆ ≥
N−1
∑

i=1

[ϕ(t) − ϕ∗(t)] (3.13)
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A fim de obter uma sequência de pontos estacionários {x∗(t), u∗(t), p∗(t + 1)}, utilizamos as
propriedades (A.5) e (A.6) e calculamos:

∂ϕ(t)

∂u(t)
= 2Ru(t)Cx(t)x(t)′C ′ + B′p∗(t + 1)′x(t)′C ′ (3.14)

∂ϕ(t)

∂x(t)
= 2(Q + C ′u(t)′Ru(t)C)x(t) + (A + Bu(t)C)′p∗(t + 1)′ − p∗(t)′ (3.15)

As sequências {x∗, u∗, p∗} anulam, em cada instante t = 1, . . . , N − 1, as derivadas de primeira
ordem (3.14) e (3.15). Isto significa que as igualdades (3.16) e (3.17) abaixo são verificadas para
t = 1, . . . , N − 1:

Cx∗(t) [2x∗(t)′C ′u∗(t)′R + p∗(t + 1)B] = 0 (3.16)

2x∗(t)′(Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) + p∗(t + 1)(A + Bu∗(t)C) − p∗(t) = 0 (3.17)

As igualdades acima são simplesmente a transposta de (3.14) e (3.15) e a relevância de sua uti-
lização ficará evidente ao longo desta seção. De (3.17), a seguinte relação de recorrência entre os
multiplicadores de Lagrange é estabelecida:

p∗(t) = 2x∗(t)′(Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) + p∗(t + 1)(A + Bu∗(t)C), t = 1, ..., N − 1 (3.18)

Supomos, adicionalmente, a validade em t = N da seguinte relação:

p∗(N) = x∗(N)′SN (3.19)

Combinando (3.12) e (3.15), obtemos:

ϕ(t) =

[

∂ϕ(t)

∂x(t)

]′

x(t) − x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) (3.20)

No ponto de ótimo {x∗(t), u∗(t)}, igualando (3.15) a zero, temos:

ϕ∗(t) =





∂ϕ(t)

∂x(t)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t)=x∗(t)





′

x∗(t) − x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t)

= −x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t) (3.21)

Uma condição suficiente para que ∆ ≥ 0 valha é que [ϕ(t) − ϕ∗(t)] ≥ 0 seja satisfeito. Ou seja,
desejamos ter, em cada instante:

Ω(t) := ϕ(t) − ϕ∗(t) ≥ 0

:= ϕ(t) + x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t) ≥ 0 (3.22)
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Substituindo (3.12) em (3.22), resulta:

Ω(t) = x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t)

+x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t) − p∗(t)x(t)

Substituindo (3.18) na equação anterior, temos:

Ω(t) = x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t)

+x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + p∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)

−[2x∗(t)′(Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) + p∗(t + 1)(A + Bu∗(t)C)]x(t)

Ou ainda:

Ω(t) = x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t) + x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t)

+p∗(t + 1) [(A + Bu(t)C) x(t) − (A + Bu∗(t)C)x(t)]

−2x∗(t)′(Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C)x(t) (3.23)

Sabemos, contudo, que a seguinte relação é válida:

−2x∗(t)′(Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C)x(t) = (x(t) − x∗(t))′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) (x(t) − x∗(t))

−x∗(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x∗(t)

−x(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x(t) (3.24)

Consequentemente, combinando (3.23) e (3.24):

Ω(t) = x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) − x(t)′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x(t)

+(x(t) − x∗(t))′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) (x(t) − x∗(t))

+p∗(t + 1)Bu(t)Cx(t) − p∗(t + 1)Bu∗(t)Cx(t)

Rearranjando:

Ω(t) = x(t)′ (C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) − x(t)′ (C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x(t)

+(x(t) − x∗(t))′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) (x(t) − x∗(t))

+p∗(t + 1)Bu(t)Cx(t) − p∗(t + 1)Bu∗(t)Cx(t)

Convém, agora considerar mais um importante aspecto envolvendo as condições necessárias de
primeira ordem. Aqui, o que precisamos garantir é que na equação (3.16) o termo entre colchetes
[2x∗(t)′C ′u∗(t)′R + p∗(t + 1)B] seja nulo sempre que a condição como um todo seja verificada, ou
seja:

Cx∗(t) [2x∗(t)′C ′u∗(t)′R + p∗(t + 1)B] = 0 ⇐⇒ [2x∗(t)′C ′u∗(t)′R + p∗(t + 1)B] = 0 (3.25)

Chamamos o vetor Cx∗(t) ∈ R
m de M e o vetor [2x∗(t)′C ′u∗(t)′R + p∗(t + 1)B] ∈ {Rs}′ de N ,
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respectivamente coluna e linha, a fim de avaliar o resultado de seu produto:

MN =









m1

m2

...
mm









[

n1 n2 ... ns

]

MN =









m1n1 m1n2 ... m1ns

m2n1 m2n2 ... m2ns

... ... ... ...
mmn1 mmn2 ... mmns









(3.26)

Para satisfazer a condição (3.16) é preciso obter uma matriz MN (∈ R
m×s) cujos elementos são

todos nulos. Contanto que pelo menos um elemento de M seja não nulo, podemos afirmar que MN
só será nula se N for. Ou seja, se o vetor de saída Cx∗(t) possuir pelo menos um elemento não nulo,
o que de modo algum constitui uma restrição severa, teremos que a condição (3.25) necessariamente
se aplica. Equivalentemente:

p∗(t + 1)B = −2x∗(t)′C ′u∗(t)′R

Logo:

Ω(t) = x(t)′ (C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) − x(t)′ (C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x(t)

+(x(t) − x∗(t))′ (Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) (x(t) − x∗(t))

−2x∗(t)′C ′u∗(t)′Ru(t)Cx(t) + 2x∗(t)′C ′u∗(t)′Ru∗(t)Cx(t)

Então:

Ω(t) = (x(t) − x∗(t))′Q((x(t) − x∗(t)) + (x(t) − x∗(t))′ (C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) (x(t) − x∗(t))

+x(t)′ (C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) − x(t)′ (C ′u∗(t)′Ru∗(t)C) x(t)

+2x∗(t)′C ′u∗(t)′Ru∗(t)Cx(t) − 2x∗(t)′C ′u∗(t)′Ru(t)Cx(t)

Por fim:

Ω(t) = (x(t) − x∗(t))′Q((x(t) − x∗(t))

+ [u(t)Cx(t) − u∗(t)Cx∗(t)]′ R [u(t)Cx(t) − u∗(t)Cx∗(t)]

Ω(t) ≥ 0

o que implica que ϕ(t) − ϕ∗(t) ≥ 0, para t = 1, . . . , N − 1. Somando-se a isso a convexidade nos
instantes inicial e final, resulta que ∆ ≥ 0. Quaisquer sequências {x∗, u∗} que juntamente com uma
sequência de multiplicadores p∗ constituem um conjunto de pontos estacionários fornecem um ótimo
global para o problema (3.1)–(3.4).

�



Capítulo 4

Caso estocástico com ruído aditivo

O problema de controle de um sistema dinâmico linear estocástico a tempo discreto sujeito à
realimentação de saída é analisado. A existência de condições necessárias e suficientes de otimali-
dade é investigada. Desenvolveremos, neste capítulo, um raciocínio semelhante ao desenvolvido no
capítulo 3, tanto em termos dos conceitos envolvidos quanto da notação utilizada.

4.1 Formulação do problema

Considere o problema de minimização do seguinte funcional de custo JN
U em N estágios:

JN
U = Ex0

[

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N)

]

(4.1)

x(t + 1) = (A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t); t = 0, . . . , N − 1 (4.2)

q(t) = x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t); t = 0, . . . , N − 1 (4.3)

q(N) = x(N)′SNx(N) (4.4)

u(t) ∈ R
s×m; t = 0, . . . , N − 1 (4.5)

x(t) ∈ R
n; t = 0, ..., N ; x(0) = x0 (4.6)

As matrizes Q ∈ R
n×n, R ∈ R

s×s e SN ∈ R
n×n são simétricas e Q ≥ 0, R > 0 e SN ≥ 0. E

também, C ∈ R
m×n, B ∈ R

n×s, A ∈ R
n×n, H ∈ R

n×r e w ∈ R
r têm as dimensões especificadas.

O ruído w é um vetor de variáveis aleatórias gaussiano com média nula e matriz de covariância Σ.
Supomos, ainda, que as componentes do vetor de ruído são independentes entre si e que w(t1) é
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independente de w(t2), com t1 6= t2. Utilizando uma sequência de multiplicadores P ∗(t) ≥ 0 (∈
R

n×n), t = 1, . . . , N , obtemos a seguinte função Lagrangeana LN
U :

LN
U := Ex0

{

N−1
∑

t=0

x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + x(N)′SNx(N)

}

+ Ex0

{

N−1
∑

t=0

[(A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t) − x(t + 1)]′ P ∗(t + 1)

· [(A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t) − x(t + 1)]
}

(4.7)

Ressaltamos que, doravante, utilizaremos multiplicadores P ∗ que são matrizes determinísticas
simétricas e semidefinidas positivas, o que consitui uma mudança em relação ao tipo de multiplica-
dor p∗ adotado nos capítulos anteriores. Expandindo (4.7), calculando o valor esperado dos termos
envolvendo os vetores de estado e ruído, resulta:

LN
U =

N−1
∑

t=0

tr {(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) Ex0
[x(t)x(t)′]}

+
N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) Ex0
[x(t)x(t)′] (A + Bu(t)C)′

+ P ∗(t + 1)HEx0
[w(t)w(t)′] H ′

}

+
N−1
∑

t=0

tr
{

2P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) Ex0
[x(t)w(t)′] H ′

− P ∗(t + 1)Ex0
[x(t + 1)x(t + 1)′]

}

+ tr {SNEx0
[x(N)x(N)′]} (4.8)

Os detalhes para obtermos (4.8) a partir de (4.7) encontram-se no Apêndice B. Dado que os vetores
aleatórios x e w são independentes, temos também:

Ex0
[x(t)w(t)′] = 0 (4.9)

Adicionalmente:

Ex0
[w(t)w(t)′] = Σ (4.10)

Realizamos, em seguida, a seguinte substituição de variável considerando a matriz de segundo
momento do estado condicionada ao instante inicial:

X(t) = Ex0
[x(t)x(t)′], t = 0, . . . , N (4.11)
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Utilizando (4.9), (4.10) e (4.11) chegamos à seguinte expressão:

LN
U =

N−1
∑

t=0

tr {(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) X(t)}

+
N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1)
[

(A + Bu(t)C) X(t) (A + Bu(t)C)′ + HΣH ′ − X(t + 1)
]}

+ tr {SNX(N)} (4.12)

Ou seja, é possível formular um problema determinístico equivalente ao inicial e que consiste em
minimizar o funcional de custo Je

U conforme especificado a seguir:

Je
U = Ex0

[

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N)

]

(4.13)

X(t + 1) = (A + Bu(t)C) X(t) (A + Bu(t)C)′ + HΣH ′; t = 0, . . . , N − 1 (4.14)

q(t) = tr {(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) X(t)} ; t = 0, . . . , N − 1 (4.15)

q(N) = tr {SNX(N)} (4.16)

u(t) ∈ R
s×m; t = 0, ..., N − 1 (4.17)

X(t) ≥ 0 (∈ R
n×n); t = 0, ..., N ; X(0) = X0 (4.18)

A função (4.12) pode ser reapresentada como:

Le
U = tr

{

(Q + C ′u(0)′Ru(0)C) X(0)

+ P ∗(1)
[

(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C)′ + HΣH ′
]

}

+
N−1
∑

t=1

tr
{

(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) X(t) + P ∗(t + 1)[(A + Bu(t)C) X(t) (A + Bu(t)C)′

+ HΣH ′] − P ∗(t)X(t)
}

+ tr {SNX(N) − P ∗(N)X(N)} (4.19)

Supomos que a sequência de multiplicadores P ∗(t), t = 1, . . . , N , constitui uma sequência de
pontos estacionários juntamente com uma sequência de estados X∗(t), t = 0, . . . , N e ganhos u∗(t),
t = 0, . . . , N − 1. Além disso, com o objetivo de tornar a notação utilizada mais clara e compacta,
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definiremos o seguinte grupo de operadores:

Q(t) := Q + C ′u(t)′Ru(t)C; t = 0, . . . , N − 1 (4.20)

A(t) := A + Bu(t)C; t = 0, . . . , N − 1 (4.21)

Para uma sequência ótima de controle u∗, temos em cada instante:

Q∗(t) = Q + C ′u∗(t)′Ru∗(t)C; t = 0, . . . , N − 1 (4.22)

A∗(t) = A + Bu∗(t)C; t = 0, . . . , N − 1 (4.23)

Utilizando (4.20) e (4.21), a função (4.19) pode ser reescrita como a seguir:

Le
U = tr {Q(0)X(0) + P ∗(1) [A(0)X(0)A(0)′ + HΣH ′]}

+
N−1
∑

t=1

tr {Q(t)X(t) + P ∗(t + 1) [A(t)X(t)A(t)′ + HΣH ′] − P ∗(t)X(t)}

+ tr {SNX(N) − P ∗(N)X(N)} (4.24)

Em seguida, para t = 0, . . . , N − 1, definimos o Hamiltoniano:

H(t, X(t), u(t), P ∗(t + 1)) := tr {Q(t)X(t) + P ∗(t + 1) [A(t)X(t)A(t)′ + HΣH ′]}(4.25)

No instante final, definimos:

F (N) := tr {SNX(N) − P ∗(N)X(N)} (4.26)

Logo:

Le
U = H(0, X(0), u(0), P ∗(1))

+
N−1
∑

t=1

{H(t, X(t), u(t), P ∗(t + 1)) − tr [P ∗(t)X(t)]} + F (N) (4.27)

4.2 Condições necessárias de otimalidade

Por meio do Teorema 4.1 a seguir provaremos que o princípio do máximo discreto, na forma como
foi utlizado no capítulo 3, fornece para o caso dos sistemas lineares estocásticos com ruído apenas
as condições necessárias de otimalidade. A impossibilidade de obter por meio deste método também
suficiência, ou seja, otimalidade global, será justificada e discutida em detalhes ao final da seção.
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Teorema 4.1. Considere o problema (4.13)–(4.18). Seja {u∗(0), . . . , u∗(N − 1)} uma estratégia de

controle e {X∗(0), . . . , X∗(N)} a sequência de estados resultante. Suponha ainda uma sequência de

multiplicadores {P ∗(1), . . . , P ∗(N)} que juntamente com o par {X∗, u∗} constitui uma sequência

de pontos estacionários {X∗(t), u∗(t), P ∗(t)}, t = 0, . . . , N − 1. Então:

u∗(0) minimiza H(0, X(0), u(0), P ∗(1))

u∗(t) minimiza H(t, X∗(t), u(t), P ∗(t + 1)) − tr {P ∗(t)X∗(t)} , t = 1, . . . , N − 1

O princípio do máximo discreto é válido, constituindo uma condição necessária de otimalidade para

classe de problemas em questão.

Prova: Com o objetivo de tornar o raciocínio desenvolvido nesta seção o mais genérico possível,
de modo a possibilitar também uma discussão sobre suficiência, tomaremos X(t) = X∗(t) apenas
no final da prova. Proseguiremos, até lá, utilizando controles u(t) e estados X(t) quaisquer. Dito
isto, de (A.7) e (A.8), sabemos que a função H(0) é convexa na variável u(0) (para X(0) fixo) e
a função F (N) é convexa na variável X(N), já que SN ≥ 0. Na verdade, o Hamiltonino é, em
qualquer instante t = 0, . . . , N − 1, convexo no ganho de controle u(t) para um estado X(t) fixo.
Em notação simplificada (chamando de H(t) o Hamiltoniano (4.25)), temos, utilizando (A.3), (A.4),
(4.20) e (4.21):

H(t) = tr
{

QX(t) + P ∗(t + 1) (AX(t)A′ + HΣH ′)

+ u(t) (CX(t)C ′) u(t)′ [R + B′P ∗(t + 1)B]
}

+ tr
{

P ∗(t + 1) (AX(t)C ′u(t)′B′ + Bu(t)CX(t)A)
}

A matriz Hessiana do Hamiltoniano H(t) com relação ao ganho de controle u(t) é dada por:

∂2H(t)

∂vec(u(t))∂vec(u(t))′
= 2 (CX(t)C ′) ⊗ [R + B′P ∗(t + 1)B] ; t = 0, . . . , N − 1 (4.28)

A matriz (4.28) é sempre semi-definida positiva. O resultado acima nos permite afirmar que a
função H(t) é convexa (para X(t) fixo) no controle u(t) nos instantes t = 0, . . . , N − 1. Para o caso
específico do instante t = N , a convexidade (na verdade, nulidade) da função F (N) é obtida fazendo
P ∗(N) = SN .

A diferença ∆ entre uma Lagrangeana qualquer (factível) Le
U e uma Lagrangeana Le

U∗ produzida
por três sequências {X∗, u∗, P ∗} de pontos estacionários é dada por:

∆ := Le
U − Le

U∗

= [H(0) − H∗(0)]

+
N−1
∑

t=1

{

[H(t) − tr (P ∗(t)X(t))] − [H∗(t) − tr (P ∗(t)X∗(t))]
}

+ [F (N) − F ∗(N)] (4.29)
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Da convexidade de H(0) e nulidade de F (N), temos:

H(0) − H∗(0) ≥ 0

F (N) − F ∗(N) = 0

Como resultado:

∆ ≥
N−1
∑

t=1

{[H(t) − tr (P ∗(t)X(t))] − [H∗(t) − tr (P ∗(t)X∗(t))]}

Agora, definimos uma função ϕ(t) do seguinte modo:

ϕ(t) := H(t) − tr (P ∗(t)X(t)) ; t = 1, . . . , N − 1 (4.30)

E calculamos suas derivadas de primeira ordem:

∂ϕ(t)

∂u(t)
= 2 [R + B′P ∗(t + 1)B] u(t) (CX(t)C ′) + 2 [B′P ∗(t + 1)AX(t)C ′] (4.31)

∂ϕ(t)

∂X(t)
= Q(t) + A(t)′P ∗(t + 1)A(t) − P ∗(t) (4.32)

De (4.30) e (4.32), obtemos:

ϕ(t) = tr

[(

∂ϕ(t)

∂X(t)

)

X(t) + P ∗(t + 1)HΣH ′

]

(4.33)

Nos pontos estacionários {X∗(t), u∗(t), P ∗(t + 1)}, temos:

ϕ∗(t) = tr











∂ϕ(t)

∂X(t)

∣

∣

∣

∣

∣

X(t)=X∗(t)



X∗(t) + P ∗(t + 1)HΣH ′







= tr [P ∗(t + 1)HΣH ′]

Mas:

∆ ≥
N−1
∑

t=1

[

ϕ(t) − ϕ∗(t)
]

=
N−1
∑

t=1

{

ϕ(t) − tr [P ∗(t + 1)HΣH ′]
}

Logo, uma condição suficiente para termos ∆ ≥ 0 é termos {ϕ(t) − tr [P ∗(t + 1)HΣH ′]} ≥ 0,
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para t = 1, . . . , N − 1. Definindo:

Ω(t) := tr [Q(t)X(t) + P ∗(t + 1)A(t)X(t)A(t)′ − P ∗(t)X(t)] (4.34)

desejamos ter, em cada instante Ω(t) ≥ 0.
Utilizando (A.4), temos:

tr [Q(t)X(t) + P ∗(t + 1)A(t)X(t)A(t)′] = tr [Q(t)X(t) + A(t)′P ∗(t + 1)A(t)X(t)] (4.35)

Além disso, definimos:

γ(t) := tr {[Q(t) + A(t)′P ∗(t + 1)A(t)] X(t)}

β(t) := tr {[Q∗(t) + A∗(t)′P ∗(t + 1)A∗(t)] X(t)}

Logo:

Ω(t) := γ(t) − β(t) (4.36)

Para um estado X(t) qualquer fixo, a função γ(t) é convexa na variável u(t) e a função β(t) é
uma função constante, ou seja, Ω(t) é uma função apenas do controle u(t). Além disso, para um dado
X(t), a função γ(t) é minimizada pelo controle u(t) = u∗

q(t):

u∗
q(t) = − [R + B′P ∗(t + 1)B]

−1
[B′P ∗(t + 1)AX(t)C ′] (CX(t)C ′)

−1 (4.37)

Em um ponto {X∗(t), u∗(t), P ∗(t + 1)}, sabemos que:

u∗(t) = − [R + B′P ∗(t + 1)B]
−1

[B′P ∗(t + 1)AX∗(t)C ′] (CX∗(t)C ′)
−1 (4.38)

Como resultado, substituindo (4.37) e (4.38) em (4.34), o mínimo valor admissível para a função
Ω(t) para cada estado X(t) vale:

Ω∗(t) := min(γ(t)) − β(t)

= −tr
{

[R + B′P ∗(t + 1)B]
−1

ρ(t) (CX(t)C ′)
−1

ρ(t)′
}

(4.39)

≤ 0

Em que:

ρ(t) = B′P ∗(t + 1)AX(t)C ′ − [B′P ∗(t + 1)AX∗(t)C ′] (CX∗(t)C ′)
−1

(CX(t)C ′)

Ou ainda:

Ω∗(t) = −tr
{

[R + B′P ∗(t + 1)B]
(

u∗
q(t) − u∗(t)

) (

CX tC ′
) (

u∗
q(t) − u∗(t)

)′
}

(4.40)

Concluímos então que Ω∗(t) ≤ 0. Ao fazermos X(t) = X∗(t), obtemos Ω∗(t) = 0 e Ω(t) ≥ 0. O
Teorema 4.1 está provado. O princípio do máximo discreto é válido para problemas da forma (4.13)–
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(4.18). �

Por meio do Teorema 4.1, foi possível provar que a função (4.29) é não negativa para uma traje-
tória ótima X∗ = {X∗(t); t = 0, . . . , N}. Entretanto, o mesmo não é válido para uma sequência X
qualquer, o que nos garantiria condições também suficientes de otimalidade. Na verdade, de (4.39),
sabemos que Ω∗(t) = 0 no melhor caso. Ou seja, não é possível assegurar por esta abordagem que
∆ ≥ 0 para qualquer par de sequências {X, u}. O princípio do máximo discreto não garante, di-
ferentemente do verificado para o caso determinístico, condições suficientes de otimalidade para o
problema estocástico com ruído aditivo. Não foi possível obter uma relação do tipo (3.25), por meio
da qual provamos a positividade da função ∆ no caso determinístico.

Verificamos, todavia, que o raciocínio desenvolvido até aqui garante as condições necessárias de
otimalidade, uma vez que de acordo com (4.40) ou mesmo da convexidade da função ϕ(t) no ganho
u(t) para um estado X(t) fixo, o controle u∗(t) é aquele que otimiza esta função.

Do capítulo 3, entretanto, sabemos que para o caso dos sistemas determinísticos, qualquer ótimo
local é também um ótimo global para o problema de controle em questão. Nos moldes da formula-
ção (4.13)–(4.18), um sistema determinístico é caracterizado pelo fato de termos HΣH ′ = 0. Logo,
mesmo que o Teorema 4.1 não garanta as condições suficientes de otimalidade para um caso esto-
cástico qualquer, sabemos que para o caso determinístico ele fornece condições tanto necessárias
quanto suficientes de otimalidade, mesmo que a função ϕ(t) não seja otimizada em cada instante
como ocorre no capítulo 3. Em resumo, da formulação (3.1)–(3.4) e Teorema 3.1 sabemos que as
condições necessárias de otimalidade garantidas para a formulação (4.13)–(4.18) por meio do Teo-
rema 4.1 são também suficientes quando HΣH ′ = 0. Não foi possível, infelizmente, estender esta
condição de suficiência para a classe dos sistemas estocásticos com ruído aditivo (HΣH ′ 6= 0).

4.3 Condições suficientes de otimalidade

O princípio do máximo discreto, conforme apresentado na seção anterior, fornece apenas as con-
dições necessárias de otimalidade. Decidimos então tentar outra abordagem, outra formulação para o
problema de controle ótimo de sistemas lineares estocásticos sujeitos à realimentação de saída. Man-
tivemos, contudo, a notação determinística equivalente (equações de segundo momento) utilizada até
aqui. Foi possível estabelecer condições suficientes de otimalidade para o caso particular detalhado
no Teorema 4.2 a seguir.

Teorema 4.2. Considere o problema (4.13)–(4.18). Tome um caso particular com N = 2 estágios,

ou seja, o problema de minimizar, nas variáveis de controle {u(0), u(1)}, o seguinte funcional:

Je
U

=
1
∑

t=0

tr[(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) X(t)] + tr[S2X(2)] (4.41)

sujeito a

X(t + 1) = (A + Bu(t)C) X(t) (A + Bu(t)C)′ + HΣH ′; t = 0, 1 (4.42)
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X(t) ≥ 0 (∈ R
n×n); t = 0, 1, 2; X(0) = X0 (4.43)

Considere o caso SISO e matrizes C e B tais que CB = 0. Então, controles {u∗(0), u∗(1)} tais que

∂Je
U

u(0)

∣

∣

∣

∣

∣

u(0)=u∗(0)

= 0

∂Je
U

u(1)

∣

∣

∣

∣

∣

u(1)=u∗(1)

= 0

fornecem as condições necessárias e suficientes de otimalidade. O par {u∗(0), u∗(1)} constitui um

ótimo global para o problema (4.41)–(4.43).

Prova: De (4.41) e (4.42), obtemos:

Je
U = tr [(Q + C ′u(0)′Ru(0)C) X(0)]

+ tr
{

(Q + C ′u(1)′Ru(1)C)
[

(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C)′ + HΣH ′
]}

+ tr
{

S2[(A + Bu(1)C) [(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C)′ + HΣH ′]

· (A + Bu(1)C)′ + HΣH ′]
}

A expressão anterior pode, ainda, ser apresentada do seguinte modo:

Je
U = tr {(Q + C ′u(0)′Ru(0)C) X(0)}

+ tr
{

[

(Q + C ′u(1)′Ru(1)C) + (A + Bu(1)C)′ S2 (A + Bu(1)C)
]

· [(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C) + HΣH ′]
}

+ tr {S2HΣH ′} (4.44)

Temos, agora, um novo problema de otimização nas variáveis de controle (u(0), u(1)) sobre o
qual nos debruçaremos, sem considerar formas duais ou funções Lagrangeanas. Utilizando (A.7)
e (A.8) resulta que, para um ganho de controle u(0) e um estado inicial X(0) fixos, o custo Je

U é
convexo no ganho de controle u(1), pois:

∂2J2
U

∂vec(u(1))∂vec(u(1))′
= 2 (CX(1)C ′) ⊗ (R + B′S2B) ≥ 0

Sabemos, ainda, que para cada ganho u(0) fixo, o funcional de custo Je
U é minimizado pelo

controle:

u(1)(u(0)) = − (R + B′S2B)
−1

(B′S2AX(1)C ′) (CX(1)C ′)
−1 (4.45)
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Substituindo (4.45) em (4.44) e utilizando (A.3) e (A.4), obtemos:

Je
U = tr {(Q + A′S2A)X(1)}

− tr
{

(R + B′S2B)
−1

(B′S2AX(1)C ′) (CX(1)C ′)
−1

(B′S2AX(1)C ′)
′
}

+ tr {(Q + C ′u(0)′Ru(0)C) X(0)} + tr {S2HΣH ′} (4.46)

Lembrando que X(1) = (A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C) + HΣH ′, resulta que Je
U é uma

função exclusivamente do ganho de controle u(0). Caso esta função seja convexa na referida variável,
encontra-se um mínimo global para o problema. Considere, tendo em mente a definição de X(1), os
seguintes termos constituintes da expressão (4.46):

B′S2AX(1)C ′ = B′S2AAX(0)A′C ′ + B′S2AAX(0)C ′u(0)′B′C ′ + B′S2ABu(0)CX(0)A′C ′

+B′S2ABu(0)CX(0)C ′u(0)′B′C ′ + B′S2AHΣH ′C ′

e

CX(1)C ′ = C
[

(A + Bu(0)C) X(0) (A + Bu(0)C)′ + HΣH ′
]

C ′

= CAX(0)A′C ′ + CAX(0)C ′u(0)′B′C ′ + CBu(0)CX(0)A′C ′

+CBu(0)CX(0)C ′u(0)′B′C ′ + CHΣH ′C ′

Com u(0) ∈ R e CB = 0, temos:

B′S2AX(1)C ′ = B′S2AAX(0)A′C ′ + B′S2ABu(0)CX(0)A′C ′ + B′S2AHΣH ′C ′

e

CX(1)C ′ = CAX(0)A′C ′ + CHΣH ′C ′

Ou seja, o termo B′S2AX(1)C ′ é de fato uma função linear da variável u(0) e o termo CX(1)C ′

é uma matriz constante e que não depende de u(0). Como resultado, a função

tr
{

(R + B′S2B)
−1

(B′S2AX(1)C ′) (CX(1)C ′)
−1

(B′S2AX(1)C ′)
′
}

(4.47)

em (4.46) é quadrática e convexa em u(0). O custo Je
U é, portanto, a diferença entre duas funções con-

vexas, quadráticas e positivas. Mas este custo é, ele próprio, positivo. Sabemos, do Teorema A.2 (vide
Apêndice A), que a diferença h(u(0)) ≥ 0 entre duas funções escalares f(u(0)) e g(u(0)) convexas,
quadráticas e positivas é também uma função convexa e quadrática na variável u(0). Logo, qualquer
solução ótima u∗(0) é globalmente ótima. �

Para o caso de horizonte N = 2 que estamos analisando, o problema é de fato convexo no ganho
de controle u(0). Este resultado é bastante importante, pois significa que a parametrização do fun-
cional Je

U em função do controle inicial u(0), para um controle u(1) ótimo, resulta em um problema
que possui garantidamente um ótimo global. Garantimos, para este caso particular, que as condições
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necessárias de otimalidade são também suficientes.
Não foi possível provar, todavia, que esta parametrização resulta em um problema convexo para

uma quantidade de estágios de controle N genérica. Verificamos que ao tentar estender o raciocínio
desenvolvido para mais estágios (N > 2), as funções custo JN

U se tornam cada vez mais complexas.
Com N = 3, por exemplo, o custo parametrizado em função do controle incial u(0) envolve quo-
cientes de funções quadráticas desta variável. Mais especificamente, temos neste cenário um termo
envolvendo uma função do quarto grau em u(0) dividida por uma função do segundo grau em u(0).
Não sabemos se é possível obter convexidade para esta classe de funções. Além disso, conforme N
aumenta, a análise de tais quocientes se torna cada vez mais desafiadora.
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Capítulo 5

Controle de SLSMs

O problema de controle de Sistemas Lineares com Saltos Markovianos para um horizonte finito
N , conforme introduzido no capítulo 1, foi estudado por do Val e Başar (1999) e Vargas (2004) no
contexto de realimentação de estados. Condições necessárias de otimalidade são fornecidas por tais
autores nos trabalhos citados. Nestes estudos, impõe-se que o controle seja definido por u(t) =
K(t)x(t), em que K(t) não depende diretamente da Cadeia de Markov θ. Neste capítulo, entretanto,
o respectivo problema de controle multi-estágios é formulado em termos de um sistema ou processo
Υ sujeito à realimentação de saída. Condições suficientes de otimalidade, ainda que para um cenário
particular, são fornecidas.

5.1 Introdução

Os SLSMs são sistemas um pouco mais complexos que aqueles tratados até o momento. Faz-se
necessário, para fins de clareza e compatibilidade com a nomenclatura já consolidada na área, utilizar
uma notação diferente da que adotamos até aqui. As alterações pertinentes encontram-se detalhadas
na presente seção.

5.1.1 Definição da estrutura matricial

Assim como formulado em (do Val e Başar, 1999) e (Vargas, 2004), consideramos o conjunto
N := {1, . . . , η} composto por um número finito η de elementos, η ∈ N. Chamamos de Mn,s

(Mn) a representação de um espaço linear formado por todas as matrizes reais de dimensão n × s
(n × n). Estabelecemos M

n,s como sendo o espaço linear de todas as N -sequências de matrizes tais
que M

n,s = {V = (V1, . . . , Vη) : Vi ∈ Mn,s, i ∈ N}.
Seja Sn a representação do subespaço linear normado de matrizes simétricas, ou seja, Sn =

{V ∈ Mn : V = V ′}, onde V ′ denota a matriz transposta de V . Considere também Sn0 (Sn+) o cone
aberto (fechado) de matrizes semidefinidas (definidas) positivas de Sn, ou seja, Sn0 = {V ∈ Sn : V ≥ 0}
e Sn+ = {V ∈ Sn : V > 0}. Definimos, ainda, o espaço S

n como sendo o espaço linear de todas as
N -sequências de matrizes simétricas, S

n = {V = (V1, . . . , Vη) : Vi ∈ Sn, i ∈ N}. Também escreve-
mos S

n0(Sn+) se Vi ∈ Sn0 (∈ Sn+) para todo i ∈ N .
Empregaremos relações de ordenamento do tipo V > W (V ≥ W ) para elementos de S

n, sempre

35
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que tivermos Vi−Wi definido positivo (semi-definido positivo) para todo i ∈ N . Para algum V ∈ S
n,

usaremos a norma || · ||2 definida a partir do operador traço do seguinte modo:

||V ||22 =
∑

i∈N

tr {V ′
i Vi}

O conjunto S
n em conexão com a norma || · ||2 acima forma um espaço de Hilbert, com produto

interno dado pela igualdade abaixo:

〈V, W 〉 =
∑

i∈N

tr {V ′
i Wi}

Trataremos, agora, de enquadrar as matrizes e estruturas referentes aos sistemas dinâmicos linea-
res introduzidos no capítulo 1 aos conjuntos de matrizes e de sequências de matrizes estabelecidos a
pouco. Definimos, a propósito

A := {Ai ∈ Mn,n : i ∈ N}

B := {Bi ∈ Mn,s : i ∈ N}

C := {Ci ∈ Mm,n : i ∈ N}

H := {Hi ∈ Mn,r : i ∈ N}

Q :=
{

Qi ∈ Sn0 : i ∈ N
}

R :=
{

Ri ∈ Ss+ : i ∈ N
}

F :=
{

Fi ∈ Sn0 : i ∈ N
}

como um conjunto de matrizes associadas. As dimensões n, r, s e m garantem a compatibilidade
necessária para que todas as operações matriciais pertinentes ao problema sejam possíveis. Além
disso, tomamos (Ω,F , {Fk} , P ) como base estocástica. Definimos ainda uma cadeia de Markov
homogênea a tempo discreto Θ := {θ(k); k = 0, 1, . . .}, tomando valores no conjunto N . A matriz
de transição de probabilidade referente à cadeia Θ é dada por P = [pij], ∀i, j ∈ N .

Com base na teoria exposta em (Çinlar, 1975), o estado da Cadeia de Markov num certo instante
t, dado o conhecimento do estado visitado num instante anterior k, é determinado conforme uma
certa distribuição de probabilidade µt/k em N , a saber, µt/k(i) := Pr (θ(t) = i|θ(k)). Uma vez que
o conjunto N possui η elementos, a distribuição de probabilidade µt/k constitui um vetor coluna da
forma µt/k = [µt/k(1), . . . , µt/k(i), . . . , µt/k(η)]′ (i ∈ N ), ou seja, µt/k ∈ Mη,1. Adicionalmente,
esta distribuição é definida da seguinte forma:

µt/k = (P′t)µk/k

Conforme os capítulos anteriores, utilizaremos k = 0, e assim denotaremos µt/0 pela forma
simplificada µt.



5.1 Introdução 37

5.1.2 Os processos SLSMs sujeitos à realimentação de saída

Considere a seguinte representação:

x(t + 1) = Aθ(t)x(t) + Bθ(t)u(t) + Hθ(t)w(t)

y(t) = Cθ(t)x(t)

u(t) = K(t)y(t)

t ≥ 0, x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0

Com t ∈ N. Os vetores de estado, controle, ruído e saída são representados por x, u, w e
y, respectivamente. As matrizes Aθ(t), Bθ(t), Cθ(t) e Hθ(t) possuem dimensões compatíveis e são
funções do processo estocástico Θ = {θ(t), t ≥ 0}. Para cada estado da Cadeia de Markov sub-
jacente, o sistema evolui de acordo com uma determinada dinâmica linear dada pela combinação
(

Aθ(t), Bθ(t), Cθ(t), Hθ(t)

)

.
No contexto dos sistemas submetidos à realimentação de saída, conforme introduzido no capí-

tulo 1, adotamos um controle do tipo u(t) = K(t)y(t). Assumimos que, em cada instante t =
0, . . . , N − 1, um ganho de controle K(t) que não depende diretamente da observação do estado
θ(t) da Cadeia de Markov é aplicado. O sistema retroalimentado resultante pode ser formulado do
seguinte modo:

x(t + 1) =
(

Aθ(t) + Bθ(t)K(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t), t ≥ 0,

x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0

Assim como nos capítulos anteriores, utilizaremos, todavia, a notação u(t) para o ganho de con-
trole, em substituição a K(t). Logo, nosso sistema é governado pela seguinte dinâmica:

x(t + 1) =
(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t), t ≥ 0,

x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0

5.1.3 Resultados preliminares

Os resultados sumarizados a seguir foram introduzidos por (do Val e Başar, 1999) e utilizados
também por (Vargas, 2004). Eles contêm conceitos e definições que serão repetidamente utilizados
ao longo deste capítulo.

Definimos 1Υ como a função indicadora no conjunto Υ. Considere

X t
i := Ex0,µ0

[

x(t)x(t)′1{θ(t)=i}

]

, ∀i ∈ N

χt
i := Ex0,µ0

[

x(t)1{θ(t)=i}

]

, ∀i ∈ N

em que Ex0,µ0
[·] ≡ Ex0,µ0

[·|x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0].

Lema 2.1 Sejam quaisquer sequências V = {Vi ∈ Mn0 : i ∈ N} ∈ S
n0, φ = {φi ∈ Mn,1 : i ∈ N} ∈
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M
n,1 e α = {αi ∈ M1,1 : i ∈ N} ∈ M

1,1. As seguintes relações são válidas:

(i) Ex0,µ0

[

x(t)′Vθ(t)x(t)
]

=
∑

i∈N

tr
{

ViX
t
i

}

=
〈

V, X t
〉

(ii) Ex0,µ0

[

φ′
θ(t)x(t)

]

=
∑

i∈N

φ′
iχ

t
i =

〈

φ′, (χt)′
〉

(iii) Ex0,µ0

[

αθ(t)

]

=
∑

i∈N

αiµt(i) = µ′
tα

Prova: De acordo com (Vargas, 2004), temos:

(i) Ex0,µ0

[

x(t)′Vθ(t)x(t)
]

=
∑

i∈N

Ex0,µ0

[

x(t)′Vix(t)1{θ(t)=i}

]

=
∑

i∈N

Ex0,µ0

[

tr {Vix(t)x(t)′} 1{θ(t)=i}

]

=
∑

i∈N

tr
{

ViEx0,µ0

[

x(t)x(t)′1{θ(t)=i}

]}

=
∑

i∈N

tr
{

ViX
t
i

}

=
〈

V, X t
〉

(ii) Ex0,µ0

[

φ′
θ(t)x(t)

]

=
∑

i∈N

Ex0,µ0

[

φ′
ix(t)1{θ(t)=i}

]

=
∑

i∈N

φ′
iEx0,µ0

[

x(t)1{θ(t)=i}

]

=
∑

i∈N

φ′
iχ

t
i

=
〈

φ′, (χt)′
〉

(iii) Ex0,µ0

[

αθ(t)

]

=
∑

i∈N

Ex0,µ0

[

αi1{θ(t)=i}

]

=
∑

i∈N

αiµt(i)

= µ′
tα

�
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5.1.4 O índice de desempenho quadrático

Utilizaremos o seguinte funcional de custo quadrático:

JN
U := Ex0,µ0

{

N−1
∑

t=0

[

x(t)′Qθ(t)x(t) + x(t)′C ′
θ(t)u(t)′Rθ(t)u(t)Cθ(t)x(t)

]

+ x(N)′Fθ(N)x(N)

}

Lembrando que Ex0,µ0
[·] ≡ E [·|x(0) = x0, θ(0) = µ0] e que N > 0 representa uma quantidade

finita de estágios, um horizonte finito. Conforme ressaltado no capítulo 1, a utilização do vetor de
estado x nas equações e funcionais constitui um artifício matemático. Sua utilização é justificada,
pois supomos a existência de um modelo para o sistema, embora só tenhamos acesso a sua saída y
e este modelo possa ser variante no tempo. As matrizes Qθ(t), Rθ(t) e Fθ(N) exercem uma função de
ponderação e têm valores definidos para cada estado de Markov i ∈ N .

Em outras palavras, desejamos minimizar o funcional:

JN
U = Ex0,µ0

[

N−1
∑

t=0

q(t) + q(N)

]

considerando um ganho de controle u(t) e o seguinte conjunto de restrições na forma do processo
estocástico com saltos markovianos Υ definido em um espaço de probabilidade (Ω,F , {Fk} , P ):

Υ :























x(t + 1) =
(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t),

q(t) = x(t)′Qθ(t)x(t) + x(t)′C ′
θ(t)u(t)′Rθ(t)u(t)Cθ(t)x(t),

q(N) = x(N)′Fθ(N)x(N),

t ≥ 0, x(0) = x0, θ(0) ∼ µ0.

sendo x(t) ∈ Mn,1 um vetor de estados e u(t) ∈ Ms,m um ganho de controle. O estado da Cadeia de
Markov subjacente é θ e o processo conjunto resultante (x, θ) é um processo markoviano. O sistema
evolui a partir de um instante inicial t = 0, um estado inicial x(0) = x0 e uma distribuição inicial
da Cadeia de Markov θ(0) ∼ µ0. O estados da Cadeia de Markov θ(t) não são observados, apenas a
distribuição de probabilidades inicial µ0 é conhecida. As variáveis q e q representam, respectivamente,
o custo por estágio e o custo final, ambos de natureza quadrática. O ruído aditivo w ∈ Mr,1 é
constituído de uma sequência de vetores aleatórios de segunda ordem independentes e identicamente
distribuídos (i.i.d.), com média nula e matriz de covariância Σ. Resumidamente:

E [w(t)] = 0, t = 0, . . . , N − 1

Σ = E [w(t)w(t)′] ∈ Sr0, t = 0, . . . , N − 1

Desejamos determinar a estratégia de controle {u(0), . . . , u(N − 1)} que minimiza o funcional
JN

U sobre todas as estratégias possíveis, dado o conjunto de restrições de igualdade especificado.
Sabemos que este problema possui natureza não linear e não é, em geral, convexo.

É importante ressaltar que assumimos desconhecidos os estados da Cadeia de Markov. Como
consequência, adotamos um ganho de controle u(t) que, como a notação deixa claro, não depende do
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estado θ(t) da cadeia.

5.2 Definição de funcionais e operadores utilizados

Trataremos, agora, da definição de novos operadores e variáveis que resultarão em uma notação
mais clara e compacta, fato que impactará positivamente ao longo do capítulo. Aqui, uma adequação
do trabalho que (do Val e Başar, 1999) desenvolveram para o caso de realimentação de estados será
feita para o problema de realimentação de saída.

Em substituição ao estado x, uma variável X t := {X t
i ∈ Sn0} é definida:

X t
i := Ex0,µ0

[

x(t)x(t)′1{θ(t)=i}

]

, ∀i ∈ N , t = 0, . . . , N (5.1)

O termo em destaque 1{θ(t)=i} representa a função indicadora do conjunto θ(t) = i. Estabelece-
mos, ainda, a matriz At ∈ M

n tal que:

At
i := Ai + Biu(t)Ci, ∀i ∈ N , t = 0, . . . , N − 1 (5.2)

Fazemos também Ψt ∈ S
r0 dada por:

Ψt
i :=

∑

j∈N

pijµt(j)HjΣH ′
j, ∀i ∈ N , t = 0, . . . , N − 1 (5.3)

Além disso, para um dado φ ∈ S
n0, definimos os operadores ε, Γ e T : S

n0 → S
n0, válidos para

t = 0, . . . , N e i = 0, . . . , η:

εi(φ) :=
∑

j∈N

pijφj (5.4)

Γt
i(φ) := (At

i)
′εi(φ)At

i (5.5)

T t
i (φ) :=

∑

j∈N

pijA
t
iφj(A

t
i)

′ (5.6)

A notação introduzida até aqui será utilizada para estabelecer uma relação de recorrência entre
estados X t

i consecutivos e para simplificar a expressão final do funcional de custo JN
U . Seguindo um

raciocínio semelhante ao desenvolvido no capítulo 4 para os sistemas estocásticos com ruído aditivo,
temos:

Lema 5.1

Ex0,µ0

[

x(t + 1)x(t + 1)′1{θ(t+1)=i}

]

=
∑

j∈N

pij

{

At
jX

t
j(A

t
j)

′ + HjΣH ′
jµt(j)

}
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Prova: A seguinte relação é válida:

Ex0,µ0

[

x(t + 1)x(t + 1)′1{θ(t+1)=i}

]

=
∑

j∈N

Ex0,µ0

[

x(t + 1)x(t + 1)′1{θ(t+1)=i,θ(t)=j}

]

(5.7)

Mas x(t + 1) é independente do estado da cadeia θ(t + 1) e, além disso:

Pr [θ(t + 1) = i, θ(t) = j] = Pr [θ(t) = j] pji = E
[

1{θ(t)=j}

]

pji

Prosseguindo, ao substituirmos a expressão da dinâmica x(t+1), a equação (5.7) pode ser expan-
dida do seguinte modo:

∑

j∈N

Ex0,µ0

{

[(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t)
]

[(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t)
]′

1{θ(t)=j}

}

pji

Utilizando (5.2) e lembrando que os vetores aleatórios x e w são independentes, obtemos:

Ex0,µ0

[

x(t + 1)x(t + 1)′1{θ(t+1)=i}

]

=
∑

j∈N

{

pjiA
t
jEx0,µ0

[

x(t)x(t)′1{θ(t)=j}

]

(At
j)

′
}

+
∑

j∈N

{

pjiHjEx0,µ0

[

w(t)w(t)′1{θ(t)=j}

]

H ′
j

}

Sabemos, com w e θ independentes, que:

E
[

w(t)w(t)′1{θ(t)=j}

]

= E [w(t)w(t)′] Pr (θ(t) = j)

= Σµt(j)

Consequentemente, de (5.1):

∑

j∈N

pji

{

At
jEx0,µ0

[

x(t)x(t)′1{θ(t)=j}

]

(At
j)

′ + HjΣH ′
jµt(j)

}

=
∑

j∈N

pji

{

At
jX

t
j(A

t
j)

′ + HjΣH ′
jµt(j)

}

�

Utilizando os resultados obtidos a pouco, podemos definir a dinâmica equivalente X t
i conforme a

seguinte proposição:

Proposição 5.1 A relação abaixo é válida para t = 0, . . . , N , com X0
i = µ0(i)x(0)x(0)′, ∀i ∈ N

X t+1
i = T t

i (X t) + Ψt
i, ∀i ∈ N

Prova: No instante t = 0 temos:

X1
i = T 0

i (X0) + Ψ0
i , ∀i ∈ N
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O resultado é, portanto, válido para o estágio t = 1. Ao supor que o mesmo é válido para um
instante t qualquer e utilizando o Lema 5.1, chegamos à conclusão de que o resultado também é
válido para t+1, o que completa o argumento de indução. �

5.3 Funcional de custo em forma determinística equivalente

Conforme (Vargas, 2004), a fim de resolver o problema de minimização proposto, será desen-
volvida uma representação determinística equivalente para o custo JN

U . Um raciocínio em termos
de um processo de indução acabará por estabelecer uma nova formulação para este custo que será
mais adequada para fins de otimização, nosso objetivo principal. Definimos, para cada instante
t = 0, . . . , N − 1, a seguinte variável aleatória:

W (t, x(t), θ(t)) = E

[

N−1
∑

l=t

q(l) + q(N)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]

(5.8)

Em que:

W (N, x(N), θ(N)) = q(N) = x(N)′Fθ(N)x(N)

Novamente, não temos acesso ao estado x nem ao estado da cadeia θ. A equação (5.8) representa
o custo acumulado entre os instantes l = t e l = N e pode ser reescrita do seguinte modo, usando a
lei das esperanças condicionais sucessivas, (Çinlar, 1975):

W (t, x(t), θ(t)) = E

[

q(t) +
N−1
∑

l=t+1

q(l) + q(N)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]

= q(t) + E

[

N−1
∑

l=t+1

q(l) + q(N)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]

= q(t) + E

[

E

[

N−1
∑

l=t+1

q(l) + q(N)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t + 1), θ(t + 1)

] ∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]

Como o processo conjunto {x(t), θ(t)} é markoviano, temos:

W (t, x(t), θ(t)) = q(t) + E

[

W (t + 1, x(t + 1), θ(t + 1))

∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]

(5.9)

para todo t = 0, . . . , N . Seja U ∈ U , U := {u(t) ∈ Ms,m; t = 0, . . . , N − 1} uma sequência de
ganhos de controle, considere o seguinte grupo de equações acopladas, t = 0, . . . , N − 1:

Lt
i = Qi + C ′

iu(t)′Riu(t)Ci + Γt
i(L

t+1), LN
i = Fi, ∀i ∈ N (5.10)
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zt
i = εi(z

t+1) + tr
{

εi(L
t+1)HiΣH ′

i

}

, zN
i = 0, ∀i ∈ N (5.11)

Lema 5.2 O funcional de custo (5.8) possui a seguinte representação quadrática equivalente:

W (t, x(t), θ(t)) = x(t)′Lt
θ(t)x(t) + zt

θ(t) (5.12)

em que Lt
θ(t) e zt

θ(t) satisfazem as equações recorrentes (5.10) e (5.11), respectivamente. O estado da
Cadeia de Markov é θ(t) = i ∈ N .

Prova: Um procedimento por indução é desenvolvido do seguinte modo. Sabemos que o resultado é
válido para o instante t = N , pois:

W (N, x(N), θ(N)) = x(N)′LN
θ(N)x(N)

Supondo que o mesmo também seja válido para um instante t + 1 qualquer, obtemos:

W (t + 1, x(t + 1), θ(t + 1)) = x(t + 1)′Lt+1
θ(t+1)x(t + 1) + zt+1

θ(t+1)

Utilizando o resultado (5.9) e a dinâmica Υ, resulta:

W (t, x(t), θ(t)) = q(t) + E

[

x(t + 1)′Lt+1
θ(t+1)x(t + 1) + zt+1

θ(t+1)

∣

∣

∣

∣

∣

θ(t), x(t)

]

Ou

W (t, x(t), θ(t)) = x(t)′Qθ(t)x(t) + x(t)′C ′
θ(t)u(t)′Rθ(t)u(t)Cθ(t)x(t)

+ E

[

[(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t)
]′

Lt+1
θt+1

·
[(

Aθ(t) + Bθ(t)u(t)Cθ(t)

)

x(t) + Hθ(t)w(t)
]

+ zt+1
θ(t+1)

∣

∣

∣

∣

∣

θ(t), x(t)

]

Alternativamente:

W (t, x(t), θ(t)) = x(t)′Qθ(t)x(t) + x(t)′C ′
θ(t)u(t)′Rθ(t)u(t)Cθ(t)x(t)

+ x(t)′(At
θ(t))

′εθ(t)(L
t+1)At

θ(t))x(t) + E

[

(Hθ(t)w(t))′Lt+1
θ(t+1)(Hθ(t)w(t)) + zt+1

θ(t+1)

∣

∣

∣

∣

∣

θ(t), x(t)

]
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Concluindo o argumento de indução:

W (t, x(t), θ(t)) = x(t)′
[

Qθ(t) + C ′
θ(t)u(t)′Rθ(t)u(t)Cθ(t) + (At

θ(t))
′εθ(t)(L

t+1)At
θ(t)

]

x(t)

+εθ(t)(z
t+1) + tr

{

εθ(t)(L
t+1)Hθ(t)ΣH ′

θ(t)

}

= x(t)′Lt
θ(t)x(t) + zt

θ(t)

�

Definição 5.1 Seja U∈ U . Definimos o seguinte funcional de custo indexado no instante l = t a partir
do qual a sequência de controle U é aplicada até o instante l = N − 1

JN
U (t) = Ex0,µ0

[

N−1
∑

l=t

q(l) + q(N)

]

(5.13)

A partir da igualdade acima, definimos uma expressão determinística equivalente para o funcional
JN

U (t).

Proposição 5.2 Para cada t = (0, . . . , N − 1), sejam Lt e wt dadas por (5.10) e (5.11), temos:

JN
U (t) = Ex0,µ0

[

x(t)′Lt
θ(t)x(t) + zt

θ(t)

]

=
〈

Lt, X t
〉

+ µ′
tz

t

Prova: Da Definição 5.1, de (5.8) e do Lema 5.2 temos para cada t = 0, . . . , N :

JN
U

(t) = Ex0,µ0

[

N−1
∑

l=t

q(l) + q(N)

]

= Ex0,µ0

[

E

[

N−1
∑

l=t

q(l) + q(N)

∣

∣

∣

∣

∣

x(t), θ(t)

]]

= Ex0,µ0
[W (t, x(t), θ(t))]

= Ex0,µ0

[

x(t)′Lt
θ(t)x(t) + zt

θ(t)

]

(5.14)

�

5.4 Condições necessárias de otimalidade

Trataremos, a partir de agora, da minimização do funcional de custo JN
U

. A condição de oti-
malidade estabelecida a seguir vale para uma sequência de ganhos de controle U ∈ U , tal que
U = {u(t) ∈ Ms,m : t = 0, . . . , N − 1}.

Teorema 5.1. Seja U = arg min G∈U JN
G

, então esta sequência U satisfaz a seguinte relação (∀t =
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0, . . . , N − 1):

∑

i∈N

{(

Ri + B′
iεi(L

t+1)Bi

)

u(t)
(

CiX
t
iC

′
i

)

+ B′
iεi(L

t+1)AiX
t
iC

′
i

}

= 0 (5.15)

Prova: Para uma dada sequência de ganhos U, utilizamos a Proposição 5.2 para investigar o efeito
do ganho de controle u(t) no custo total JN

U
. A seguinte relação se aplica:

arg minU∈U JN
U

(t) = arg minU∈U

〈

Lt, X t
〉

+ µ′
tz

t

= arg minU∈U

∑

i∈N

tr
{[

Qi + C ′
iu(t)′Riu(t)Ci + (Ai + Biu(t)Ci)

′εi(L
t+1)(Ai + Biu(t)Ci)

]

X t
i

}

+
[

εi(z
t+1) + tr

[

εi(L
t+1)HiΣH ′

i

}]

µt(i) (5.16)

Utilizando as propriedades (A.4) e (A.6) da diferenciação da função traço de uma matriz com relação
à variável u(t), obtemos (5.15). Logicamente, se tomarmos U = {u(0), . . . , u(N − 1)} como uma
sequência ótima de controle no conjunto U , a equação (5.15) deve ser satisfeita em cada instante
t = 0, . . . N − 1. �

5.5 Condições suficientes de otimalidade

Dado que no capítulo anterior foi possível estabelecer condições suficientes de otimalidade para
uma classe de problemas estocásticos com ruído aditivo, decidimos investigar a aplicabilidade do
referido raciocínio ao controle de SLSMs.

Teorema 5.2. Considere o problema de otimização em 2 estágios (N = 2) e η estados da Cadeia de

Markov. O funcional de custo J2
U

depende dos ganhos de controle {u(0), u(1)}:

J2
U

=

η
∑

i=1

tr
{[

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci) + (Ai + Biu(0)Ci)

′ξi(L
1)(Ai + Biu(0)Ci)

]

X0
i

}

+

η
∑

i=1

{

ξi(z
1) + tr

[

ξi(L
1)HiΣH ′

i

]}

µ0(i) (5.17)

em que

ξi(L
1) =

η
∑

j=1

pijL
1
j

=

η
∑

j=1

pij

[

(Qj + C ′
ju(1)′Rju(1)Cj) + (Aj + Bju(1)Cj)

(

η
∑

l=1

pjlFl

)

(Aj + Bju(1)Cj)

]

Considere o caso SISO e matrizes C e B tais que CB = 0. Então, quaisquer controles {u∗(0), u∗(1)}
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tais que a relação (5.15) seja verificada consitui uma condição necessária e suficiente de otimalidade

para o problema proposto.

Prova: Para cada estado i ∈ N da Cadeia de Markov temos um custo Ji associado:

Ji = tr
{[

(Qi + C ′
iu(0)Riu(0)Ci)X

0
i + (Ai + Biu(0)Ci)

′ξi(L
1)(Ai + Biu(0)Ci)

]

X0
i

}

+
{

ξi(z
1) + tr

[

ξi(L
1)HiΣH ′

i

]}

µ0(i)

Logo, de (A.3) e (A.4):

Ji = tr
{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i

}

+ tr
{

ξi(L
1)
[

(Ai + Biu(0)Ci)X
0
i (Ai + Biu(0)Ci)

′ + HiΣH ′
iµ0(i)

]}

+ ξi(z
1)µ0(i)

Além disso, sabemos de (5.4) que:

ξi(z
1) =

η
∑

j=1

pij

[

ξj(z
2) + tr

(

ξj(L
2)HjΣH ′

j

)]

=

η
∑

j=1

pij

[

tr

(

η
∑

l=1

pjlL
2
l HjΣH ′

j

)]

pois z2 = 0. Os termos do tipo ξi(L
1) possuem uma dependência quadrática com relação ao controle

u(1) e os termos da forma ξi(z
1) são números reais fixos. Da Proposição 5.1:

X1
i = (Ai + Biu(0)Ci)X

0
i (Ai + Biu(0)Ci)

′ + HiΣH ′
iµ0(i) (5.18)

Além disso, definimos:

Sj :=

(

η
∑

l=1

pjlFl

)

(5.19)

O funcional Ji tem, então, a seguinte forma:

Ji = tr
{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i

}

+ tr

{[

η
∑

j=1

pij

[

(Qj + C ′
ju(1)′Rju(1)Cj) + (Aj + Bju(1)Cj)Sj(Aj + Bju(1)Cj)

]

]

X1
i

}

+ ξi(z
1)µ0(i)
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Rearranjando, obtemos o seguinte custo Ji em função dos ganhos de controle u(0) e u(1):

Ji = tr

{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i +

η
∑

j=1

pij

[

Qj + A′
jSjAj

]

X1
i

}

+ ξi(z
1)µ0(i)

+ tr

{

η
∑

j=1

pij

[

C ′
ju(1)′

(

Rj + B′
jSjBj

)

u(1)CjX
1
i

]

}

+ tr

{

η
∑

j=1

piju(1)
[

B′
jSjAjX

1
i Cj

]′

}

+ tr

{

η
∑

j=1

piju(1)′
[

B′
jSjAjX

1
i Cj

]

}

Considerando apenas os sistemas SISO, resulta:

Ji = tr

{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i +

η
∑

j=1

pij

[

Qj + A′
jSjAj

]

X1
i

}

+ ξi(z
1)µ0(i)

+ tr

{

η
∑

j=1

piju(1)
[(

Rj + B′
jSjBj

) (

CjX
1
i C ′

j

)]

u(1)

}

+ 2tr

{

η
∑

j=1

piju(1)
[

B′
jSjAjX

1
i Cj

]

}

O custo total é dado por:

J2
U

=

η
∑

i=1

Ji (5.20)

Logo:

J2
U

=

η
∑

i=1

tr

{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i +

η
∑

j=1

pij

[

Qj + A′
jSjAj

]

X1
i

}

+ u(1)

η
∑

i=1

{

tr

[

η
∑

j=1

pij

(

Rj + B′
jSjBj

) (

CjX
1
i C ′

j

)

]}

u(1)

+ u(1)

η
∑

i=1

tr

{

η
∑

j=1

2pijB
′
jSjAjX

1
i Cj

}

+

η
∑

i=1

ξi(z
1)µ0(i) (5.21)

Tomando CB = 0, o mínimo da função Ji com relação ao ganho de controle u(0), após substi-



48 Controle de SLSMs

tuirmos o ganho u(1) ótimo, vale:

J2
U

=

η
∑

i=1

tr

{

(Qi + C ′
iu(0)′Riu(0)Ci)X

0
i +

η
∑

j=1

pij

[

Qj + A′
jSjAj

]

X0
i

}

− tr







b

{

η
∑

i=1

tr

[

η
∑

j=1

pij

(

Rj + B′
jSjBj

) (

CjX
1
i C ′

j

)

]}−1

b







+

η
∑

i=1

ξi(z
1)µ0(i)

Em que:

b =

η
∑

i=1

tr

{

η
∑

j=1

2pijB
′
jSjAjX

1
i Cj

}

(5.22)

A função custo é, assim como no capítulo anterior, a diferença (resultando necessariamente em
um valor positivo) entre uma função quadrática positiva e outra função quadrática e também positiva.
O funcional J2

U
é, portanto, uma função convexa e quadrática na variável u(0). Ou seja, o problema

de controle ótimo de SLSMs apresenta, no cenário analisado, condições necessárias e suficientes de
otimalidade. Determinado o ganho u(0) ótimo, o ganho u(1) é facilmente obtido, uma vez que este é
uma função explícita do ganho de controle inicial.

Uma vez que a soma de funções convexas em uma variável u(0) resulta em uma função também
convexa nesta variável (Mangasarian, 1969), é possível afirmar que o problema de controle de SLSMs
no contexto investigado (SISO, N = 2, CB = 0) possui um ótimo global, independentemente do
número de estados da Cadeia de Markov subjacente η.

�



Capítulo 6

Aplicações

Neste capítulo, serão apresentadas algumas aplicações para a teoria desenvolvida. Mais espe-
cificamente, analisaremos um caso determinístico (capítulo 3) e um sistema estocástico com ruído
aditivo, conforme o conteúdo do capítulo 4.

6.1 Algoritmo baseado em método variacional

Com o objetivo de determinar, em cada caso, a sequência de controle ótima, utilizaremos uma
adaptação do algoritmo proposto por do Val e Başar (1999) para o caso dos sistemas submetidos à
realimentação de estados. Utilizaremos um método variacional para determinar uma sequência de
controle que satisfaça a relação (5.15), dadas as relações (5.10), (5.11) e (5.12), num contexto de
realimentação de saída. O algoritmo adaptado é apresentado a seguir.

Definimos G(n) :=
{

G0(n), . . . , GN−1(n)
}

∈ M
s,m, n = 0, 1, . . ., como uma sequência de

controles. Para cada instante t = 0, . . . , N − 1, associamos os seguintes operadores:

At
iG(n) := Ai + BiG

t(n)Ci, Λt
i(n) := Ri + B

′

iεi(L
t(n))Bi, ∀i ∈ N ,

Associamos, também, para algum φ ∈ S
n0, os operadores:

T t
in(φ) :=

∑

j∈N

pijA
t
jG(n)φjA

t
jG(n)′, ∀i ∈ N ,

Γt
in(φ) := At

jG(n)′εi(φ)At
jG(n), ∀i ∈ N ,

O algoritmo para obtenção das condições necessárias de otimalidade é apresentado abaixo:

• Passo 1: Gravamos um contador de iterações n = 0. Escolhemos alguma sequência inicial
G(0) ∈ U .

• Passo 2: Para cada t = 0, . . . , N−1, determinamos X t(n) ∈ S
n0, solução do seguinte conjunto

de equações:

X t
i (n) = T t−1

in (X t−1(n)) + Ψt−1
i ,
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com X0
i (n) = µ0(i)x(0)x(0)′, ∀i ∈ N . Após isto, fazemos n = n + 1 e t = N − 1 e seguimos

para o próximo passo.

• Passo 3: Encontramos Gt(n) definido por

∑

i∈N

[

Λt+1
i (n)Gt(n) + B′

iεi(L
t+1)AiX

t
i (n − 1)C ′

i

]

= 0 (6.1)

Calculamos Lt
i(n) ∈ S

n0 e zt(n) ∈ M
1,1 através de

Lt
i(n) = Qi + C ′

iG
t(n)′RiG

tCi + Γt
i(L

t+1(n)), LN
i (n) = Fi, ∀i ∈ N

zt
i(n) = εi(z

t+1(n)) + tr
{

εi(L
t+1(n))HiΣH ′

i

}

, zN
i (n) = 0, ∀i ∈ N

• Passo 4: Adotamos um critério de parada baseado na variação do custo entre JN
G(n−1) e JN

G(n).
Se o critério de parada não é satisfeito, então retornamos ao Passo 2.

As sequências G(n), com n = 0, 1, . . ., são tais que JN
G(n+1) ≤ JN

G(n) e limn→∞G(n) satisfaz o
establecido no Teorema 5.1.

Mantivemos a denominação de Gt para os ganhos de controle apenas por esta ser a nomenclatura
utilizada por (do Val e Başar, 1999) em seu trabalho. É lógico que, conforme previamente destacado
nos capítulos anteriores, adotamos a notação u(t) para os controles. Logo, o algoritmo acima nos
fornece uma sequência de controle u∗(0), . . . , u∗(N − 1) ótima.

A prova de que o método garante as condições necessárias de otimalidade será omitida, visto que
esta constitui uma mera adequação do teorema provado por do Val e Başar (1999). Além disso, o
estudo em detalhes dos métodos computacionais não está entre os objetivos do nosso trabalho.

6.2 Controle de horizonte retrocedente

Um controle por horizonte retrocedente é caracterizado pela seguinte lógica:

• Passo 1: Considere um horizonte finito N para o qual, por meio do algoritmo introduzido
na seção 6.1, uma sequência ótima {u∗(k), . . . , u∗(k + N − 1)} é determinada (k consitui um
instante inicial).

• Passo 2: Somente o controle u∗(k) é aplicado. Fazemos k = k + 1 e uma nova sequência
de controle {u∗(k), . . . , u∗(k + N − 1)} é calculada. Voltar ao início do Passo 1 se k ≤ M ,
M ∈ N. Caso contrário, parar.

A cada instante k, uma nova sequência {u∗(k), . . . , u∗(k + N − 1)} é calculada e apenas o con-
trole u∗(k) é aplicado. Esta técnica tem sido bastante utilizada na prática, tanto em sistemas determi-
nísticos quanto estocásticos, lineares e não lineares. Uma bibliografia sobre o assunto que podemos
sugerir é (Camacho e Bordons, 1999).
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6.3 Caso determinístico

Considere o seguinte sistema linear retirado de Mostafa (2007). Adote um horizonte finito N = 15
e um custo final q(N) = 0:

A =





0, 5447 0, 8208 0
−0, 8208 0, 5067 0

0 0 0, 8



 , B =





1
0
0



 , C =
[

1 0 1
]

,

Q =





100 0 0
0 100 0
0 0 100



 , R = 1, 5, x0 =





0, 12
0, 09
0, 06





Fig. 6.1: Evolução das componentes x1, x2 e x3 do vetor de estados x.

Utilizando o algoritmo introduzido na seção 6.1, foi obtida uma sequência de controle u∗ que produz
o resultado apresentado na Figura 6.1. Foi obtido um custo J15

U∗ = 185, 2570. Do Teorema 3.1,
sabemos que este é o menor custo que pode ser obtido para o sistema (A, B, C), dado o estado inicial
x0 escolhido e as matrizes (Q, R, SN).

6.4 Caso estocástico com ruído aditivo

Ao sistema tratado na seção anterior adicionamos um ruído w de média nula e variância E = 0, 8.
Adotamos, também, matrizes C e H da forma:

C =
[

0 0 1
]

, H =





0, 01
0, 01
0, 01



 ,

Temos então um sistema SISO com CB = 0. Considerando um horizonte N = 2, podemos afir-
mar, do Teorema 4.2, que o algoritmo apresentado na seção 6.1 fornece as condições necessárias e
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suficientes de otimalidade. Aplicamos o método do controle por horizonte retrocedente até o instante
k = 100, obtemos as figuras 6.2, 6.3 e 6.4. Tais figuras contem os valores médios obtidos após 1000
realizações do processo (A, B, C, H) no intervalo especificado.

Fig. 6.2: Evolução da componente x1 do vetor de estados x.

Fig. 6.3: Evolução da componente x2 do vetor de estados x.

Logicamente, o método do controle por horizonte retrocedente não fornece condições suficientes
de otimalidade. Ele foi utilizado apenas para que pudéssemos apresentar um exemplo numérico
envolvendo o Teorema 4.2.
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Fig. 6.4: Evolução da componente x3 do vetor de estados x.
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Capítulo 7

Conclusões

Neste último capítulo, resumimos as principais contribuições do trabalho desenvolvido à sua área
de concentração. Além disso, diante dos resultados alcançados, fazemos uma série de sugestões
para trabalhos futuros na área de controle ótimo de sistemas lineares estocásticos e que possam vir a
efetivamente fornecer uma solução final para o problema proposto.

7.1 Sumário dos resultados

Para este trabalho, traçamos como principal meta a obtenção de condições suficientes de otimali-
dade para o problema de controle de sistemas lineares sujeitos à realimentação de saída. Analisamos
o caso determinístico, uma classe de sistemas estocásticos com ruído aditivo e um grupo particular
de SLSMs. Assim como em (Vargas, 2004), supusemos que o estado θ da Cadeia de Markov não
é observado. Supusemos também que conhecemos a saída y em cada instante, o estado x não está
acessível. Além disso, conforme estabelecido ainda no capítulo 1 desta dissertação, a distribuição
inicial µ0 da Cadeia de Makov e a matriz de transição de estados P são conhecidas.

A fim de resolver o problema estocástico com saltos (SLSM), desenvolvemos um equivalente
determinístico para o funcional de custo quadrático adotado. Esta abordagem foi utilizada por (do
Val e Başar, 1999) e permite aplicar técnicas de otimização não linear ao problema de controle dado.

Em um primeiro momento, fizemos uma revisão bibliográfica sobre o Princípio do Máximo Dis-
creto. Havia a expectativa de que tal técnica, definida em sua forma clássica em termos da maximiza-
ção da função Hamiltoniano em cada instante, pudesse fornecer condições suficientes de otimalidade
para o problema em estudo. O princípio mostrou-se, entretanto, incapaz de desempenhar tal tarefa.
Diante de tal cenário, um princípio do máximo discreto alternativo foi apresentado, baseado princi-
palmente no trabalho de (Vidal, 1987). Esta nova ferramenta faz referência à maximização de funções
que envolvem o Hamiltoniano clássico, mas que não são compostas exclusivamente por ele. Em re-
sumo, caso os termos da função Lagrageana resultante possuam um ótimo global em cada estágio,
então este princípio do máximo garante condições suficientes de otimalidade.

Utilizando as idéias relatadas acima, o problema de controle de sistemas lineares determinísti-
cos sujeitos a realimentação de saída foi solucionado. Neste cenário, não havia, obviamente, ruído
aditivo ou saltos markovianos. Além disso, adotamos uma estrutura de multiplicadores de Lagrange
diferente da utilizada nos demais capítulos, onde os mesmos assumem a forma de matrizes simétricas
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e semidefinidas positivas. O o fato de utilizarmos multiplicadores p∗ ∈ {Rn}′ foi fundamental para
que pudéssemos afirmar que as condições necessárias de otimalidade são também suficientes para
este cenário particular. O resultado é válido para qualquer caso determinístico, incluindo a classe
dos sistemas multivariáveis. Outro aspecto importante, é que foi possível obter otimalidade global
sem exigir das funções envolvidas convexidade conjunta, positividade ou qualquer outra característica
eventualmente restritiva.

Em seguida, o caso estocástico com ruído aditivo foi analisado. Foi possível estabelecer o princí-
pio do máximo discreto como uma condição apenas necessária de otimalidade, visto que a otimalidade
global em cada instante não é garantida. Dadas as limitações do princípio do máximo no contexto
estocástico, desenvolvemos um raciocínio alternativo e que foi capaz de garantir suficiência, ainda
que para um cenário restrito. Tratamos o problema estocástico SISO, em um horizonte de 2 está-
gios e com matrizes CB = 0. Mostramos que tal problema é convexo no ganho de controle u(0),
após realizado um procedimento de parametrização do funcional de custo em termos dos ganhos u(1)
ótimos.

Por fim, tratamos o problema de controle de SLSMs. Novamente, obtivemos condições suficientes
de otimalidade apenas para o cenário restrito detalhado no final do parágrafo anterior. O problema
de otimização resultante é convexo no ganho de controle u(0), independentemente da quantidade de
estados da Cadeia de Markov Θ.

Para ilustrar a teoria desenvolvida, fornecemos, no capítulo 6, alguns exemplos numéricos. Os
capítulos 3 e 4 foram contemplados com um exemplo ilustrativo cada. Procuramos enfatizar, nesta
oportunidade, as principais contribuições de cada capítulo.

7.2 Trabalhos futuros

Permanece como desafio a extrapolação dos resultados obtidos nos capítulos 4 e 5 para uma
quantidade qualquer N de estágios. Em um primeiro momento, seria interessante formalizar este
resultado para o caso particular, porém representativo, dos sistemas SISO. Em seguida, poderíamos
abordar o caso multivariável genérico.

É sabido que, conforme o número N de estágios aumenta, as parametrizações introduzidas no
capítulo 5 resultam em funções cada vez mais complexas. Há evidências numéricas, entretanto, de
que a convexidade do funcional de custo com relação ao controle u(0) é preservada conforme o
horizonte considerado aumenta. Esta propriedade é fundamental e significa que, eventualmente, o
mínimo valor que se pode obter é de fato ótimo, pois o custo é convexo com relação ao ganho u(0),
dado um estado inicial fixo.

No contexto da parametrização do critério de desempenho, uma característica despertou especial
interesse: a representação do funcional parametrizado em termos da diferença entre duas funções
quadráticas positivas. Verificamos também que, mesmo com a elevação da quantidade de estágios,
continuamos a ter quocientes com numeradores cujos expoentes são exatamente 2 ordens maiores que
os expoentes dos respectivos denominadores. Uma linha de raciocínio interessante seria investigar a
convexidade de tal classe de funções e um modo de utilizar esta propriedade em conexão com o pro-
blema de obter condições suficientes de otimalidade para o controle de sistemas lineares estocásticos,
entre os quais os SLSMs.
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Apêndice A

Definições e introdução de conceitos básicos

No capítulo 1, foram apresentadas as principais idéias e argumentos que motivam os estudo dos
sistemas lineares sujeitos à realimentação de saída. Neste apêndice, uma série de definições e con-
ceitos matemáticos básicos utilizados durante todo o trabalho é apresentada e discutida. A principal
referência utilizada foi (Lütkepohl, 1996).

A.1 Propriedades do traço de uma matriz

Seja uma matriz A = [aij] ∈ R
n×n, o traço de A é definido como:

tr(A) :=
n
∑

i=0

aii. (A.1)

e

tr(A) = tr(A′) (A.2)

Sejam as matrizes A ∈ R
n×n e B ∈ R

n×n:

tr(A + B) = tr(A) + tr(B) (A.3)

e também

tr(AB) = tr(BA) (A.4)

Sejam X ∈ R
m×n, A ∈ R

n×n, B ∈ R
m×m, então:

∂tr(AXB)

∂X
= A′B′ (A.5)

∂tr(XAX ′B)

∂X
= B′X ′A′ + A′X ′B′ (A.6)
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e

∂2tr(XAX ′B)

∂vec(X)∂vec(X)′
= A ⊗ B′ + A′ ⊗ B (A.7)

em que ⊗ representa o produto de Kronecker. As relações (A.6) e (A.7) se aplicam também a qualquer
função real de uma variável multidimensional X .

A.2 Propriedades do produto de Kronecker

Sejam A ≥ 0, B ≥ 0, então:

A ⊗ B ≥ 0 (A.8)

A.3 Teorema do ponto de sela para otimização não linear

Mangasarian (1966) formulou e provou um teorema sobre suficiência envolvendo a existência de
um ponto de sela para a função Lagrangeana. Apresentamos, nesta seção, uma adaptação da prova
desenvolvida por este autor.

Seja X 0 ∈ R
n um domínio, f uma função real e g uma restrição de desigualdade m-dimensional

definida em X 0. Considere o problema de otimização estático de encontrar o vetor x∗ ∈ X tal que:

f(x∗) = minx∈X f(x) (A.9)

sujeito a

x∗ ∈ X =
{

x|x ∈ X 0, g(x) ≤ 0
}

(A.10)

O conjunto X constitui uma região factível, x∗ é dito uma solução e f(x∗) o mínimo do problema.
Qualquer vetor x na região factível é chamado de um ponto factível. Definimos, além disso, a seguinte
função Lagrangeana

L(x, u) := f(x) + pg(x) (A.11)

em que o multiplicador de Lagrange p ≥ 0 é tal que p ∈ R
m. Considere então o teorema a seguir.

Teorema A.1. Sejam x∗ ∈ X , u∗ ∈ R
m, u∗ ≥ 0 tais que

L(x∗, u) ≤ L(x∗, u∗) ≤ L(x, u∗) (A.12)

então o par {x∗, u∗} é solução (global) do problema (A.9)–(A.10): f(x) ≥ f(x∗), ∀x ∈ X .

Prova: De (A.11) e (A.12), temos:

f(x∗) + pg(x∗) ≤ f(x∗) + p∗g(x∗) ≤ f(x) + p∗g(x) (A.13)
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Da primeira inequação:

(p − p∗)f(x∗) ≤ 0, ∀u ≥ 0

Para um dado j, 1 ≤ j ≤ m, fazemos:

pi = p∗i , para i = 1, 2, . . . , j − 1, j + 1, . . . ,m

pj = p∗j + 1

Como resultado, gj(x
∗) ≤ 0. Repetindo este procedimento para todo j, obtemos g(x∗) ≤ 0, ou

seja, x∗ é um ponto factível, x∗ ∈ X .
Como p∗ ≥ 0 e g(x∗) ≤ 0, resulta que p∗g(x∗) ≤ 0. Da primeira inequação em (A.13), nova-

mente, temos que ao tomarmos p = 0, obtemos p∗g(x∗) ≥ 0. Logo, p∗g(x∗) = 0.
Tomando um x ∈ X qualquer, temos da segunda desigualdade em (A.13) que:

f(x∗) ≤ f(x) + p∗g(x), pois p∗g(x∗) = 0

f(x∗) ≤ f(x), pois u∗ ≥ 0, g(x) ≤ 0 (A.14)

Logo, x∗ é uma solução para o problema (A.9) e (A.10)

�

Repare que nenhuma hipótese de convexidade é utlizada para provar o Teorema A.1, o que permite
tratar o caso das restrições de igualdade de modo igualmente simples. Basta, para tanto, substituir
uma eventual restrição de igualdade h(x) = 0, h(x) ∈ R

q, por duas restrições de desigualdade,
h(x) ≤ 0 e −h(x) ≤ 0.

Em nosso trabalho, aplicamos o Teorema A.1 em um contexto mais amplo. Nosso problema
possui uma natureza multivariável tanto no vetor de estados quanto no ganho de controle aplicado. O
raciocínio, entretanto, mantem-se inalterado e a validade do teorema é garantida.

A.4 Convexidade de uma classe de funções quadráticas

Teorema A.2. Sejam duas funções f(x) ≥ 0 e g(x) ≥ 0 reais, escalares, convexas e quadráticas na

variável x. Tome x ∈ R. A função h(x) ≥ 0, tal que h(x) = f(x) − g(x), é também uma função

convexa e quadrática.

Prova: Sendo convexas e quadráticas, as funções f(x) e g(x) são do tipo (coeficientes reais):

f(x) = ax2 + bx + c

g(x) = dx2 + ex + f

Sabemos que a, b, c, d, e, f ∈ R e que a, d ≥ 0. A diferença h(x) é dada por:

h(x) = (a − d)x2 + (b − e)x + (c − f) ≥ 0
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O único modo de a função acima, que é quadrática, não violar a restrição de manter-se não negativa
é termos (a − d) ≥ 0. Conclui-se, então, que h(x) é convexa, além de ser quadrática. Pois:

∂2h(x)

∂x2 = 2 (a − d) ≥ 0

�



Apêndice B

Procedimento para obtenção da equação
(4.8) a partir da equação (4.7)

A função Lagrangeana (4.7) pode ser expandida do seguinte modo:

LN
U = E

N−1
∑

t=0

{

x(t)′ (Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t) + [(A + Bu(t)C) x(t)]′ P ∗(t + 1) [(A + Bu(t)C) x(t)]
}

+ E

N−1
∑

t=0

{

[(A + Bu(t)C) x(t)]′ P ∗(t + 1)[Hw(t)] − [(A + Bu(t)C) x(t)]′ P ∗(t + 1)x(t + 1)
}

+ E
N−1
∑

t=0

{

[Hw(t)]′ P ∗(t + 1) [(A + Bu(t)C) x(t)] + [Hw(t)]′ P ∗(t + 1) [Hw(t)]
}

+ E

N−1
∑

t=0

{

− [Hw(t)]′ P ∗(t + 1)x(t + 1) − x(t + 1)′P ∗(t + 1) [(A + Bu(t)C) x(t)]
}

+ E

N−1
∑

t=0

{−x(t + 1)′P ∗(t + 1) [Hw(t)] + x(t + 1)′P ∗(t + 1)x(t + 1)} + E {x(N)′SNx(N)}
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De (A.4) e (A.3), temos:

LN
U = E

N−1
∑

t=0

tr
{

(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t)x(t)′ + P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′
}

+ E
N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1)Hw(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′ − P ∗(t + 1)x(t + 1)x(t)′ (A + Bu(t)C)′
}

+ E

N−1
∑

t=0

tr {P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)w(t)′H ′ + P ∗(t + 1)Hw(t)w(t)′H ′}

+ E
N−1
∑

t=0

tr {−P ∗(t + 1)x(t + 1)w(t)′H ′ − P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)x(t + 1)′}

+E
N−1
∑

t=0

tr {−P ∗(t + 1)Hw(t)x(t + 1)′ + P ∗(t + 1)x(t + 1)x(t + 1)′}+E {tr [SNx(N)x(N)′]}

e

LN
U = E

N−1
∑

t=0

tr {(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t)x(t)′ + P ∗(t + 1)x(t + 1)x(t + 1)′}

+ E

N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′ + P ∗(t + 1)Hw(t)w(t)′H ′
}

+ E
N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)w(t)′H ′ + P ∗(t + 1)Hw(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′
}

+ E

N−1
∑

t=0

tr
{

−P ∗(t + 1)x(t + 1)x(t)′ (A + Bu(t)C)′ − P ∗(t + 1)x(t + 1)w(t)′H ′
}

+ E
N−1
∑

t=0

tr {−P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)x(t + 1)′ − P ∗(t + 1)Hw(t)x(t + 1)′}

+ E {tr [SNx(N)x(N)′]}

Aplicando (A.2) e (A.4), obtemos:

tr
{

P ∗(t + 1)x(t + 1)
[(

A + BKtC
)

x(t) + Hw(t)
]′
}

= tr
{

P ∗(t + 1)
[(

A + BKtC
)

x(t) + Hw(t)
]

x(t + 1)′
}

Pelos mesmos motivos:

tr {P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)w(t)′H ′} = tr
{

P ∗(t + 1)Hw(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′
}
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Combinando as duas igualdades acima e o fato de que x(t + 1) = (A + Bu(t)C) x(t) + Hw(t),
temos:

LN
U = E

N−1
∑

t=0

tr {(Q + C ′u(t)′Ru(t)C) x(t)x(t)′}

+ E
N−1
∑

t=0

tr
{

P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)x(t)′ (A + Bu(t)C)′ + P ∗(t + 1)Hw(t)w(t)′H ′
}

+ E

N−1
∑

t=0

tr {2P ∗(t + 1) (A + Bu(t)C) x(t)w(t)′H ′ − P ∗(t + 1)x(t + 1)x(t + 1)′}

+ E {tr [SNxNx′
N ]}


