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Resumo

Este trabalho aborda o problema de estimacdo da direcdo de chegada (DOA) de ondas planas
usando arranjo de sensores. Existem diversos estimadores para DOA relatados na literatura. Den-
tre os estimadores de alta resolucdo, se destacam os métodos MODE e MODEX, que possuem como
base o estimador de maxima verossimilhanca (MLE). Este trabalho apresenta o desenvolvimento dos
métodos MODE, MODEX e de uma versao melhorada do MODEX, o método MODEX Modified.
Estes dois tltimos estimadores produzem vdrias estimativas candidatas e usam o critério de maxima
verossimilhanga para selecionar aquelas que representam as melhores estimativas para os angulos de
chegada. Entretanto, para uma relacao sinal-ruido baixa, estes métodos sofrem uma forte degrada-
¢do na escolha das candidatas. Na busca de reduzir esta degradacdo, é apresentada uma proposta de
filtragem nos sinais captados pelos sensores, com o objetivo de melhorar a relacdo sinal-ruido. Sao
propostos dois projetos de filtro FIR: um por alocacio de pélos e zeros, e outro por amostragem em
freqiiéncia. Os resultados obtidos mostram que esta proposta de filtragem € valida e que se consegue
reduzir significativamente a SNR do limiar de desempenho apresentado pelos métodos MODEX e
MODEX Modified.

Palavras-chave: Arranjo de Sensores, ULA, DOA, estimador ML, MODE, MODEX, MODEX
Modified, filtragem de snapshots.

Abstract

This work deals with the estimation of the direction of arrival (DOA) of plane waves using array
of sensors. There are various estimators for DOA reported in literature. The MODE and MODEX
methods, based on the maximum likelihood criterion, are the best high resolution DOA estimators.
This work presents the development of these methods as well as of an improved version of the MO-
DEX, named MODEX Modified. MODEX and MODEX Modified produce some estimates that are
candidates for the DOA estimation and use the maximum likelihood criterion to select the best ones.
However, for low signal-to-noise ratio, the selection process suffers a strong performance degrada-
tion. In order to reduce this degradation, this work proposes to filter the received signals aiming to
improve the signal-to-noise ratio. Two FIR filters are considered: one composed by poles and zeros
and another obtained by sampling in the frequency domain. Simulation results show that this proposal
improves significantly the performance of both MODEX and MODEX Modified.

Keywords: Sensor Array, ULA, DOA, ML estimator, MODE, MODEX, MODEX Modified, filte-
ring snapshots.
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Lista de Simbolos

a(wy,) é o vetor diregdo ou vetor de transferéncia da freqiiéncia w,.

A € a matriz de transferéncia.

b € o vetor de parametros apds a reparametrizagao.

b é o vetor de parametros b extendido.

B ¢ a matriz formada pelo vetor de coeficientes b.

B ¢é a matriz formada pelo vetor de coeficientes b.

d é o interespagamento entre os sensores adjacentes no arranjo linear de sensores.
E{y} é a esperanca estatistica do vetor y.

F,,(t) é a amplitude da m-ésima onda incidente.

Fpyrr € afungdo custo do critério ML Deterministico.

Fsprp € a fungdo custo do critério ML Estocdstico.

F(b) é a fung¢do custo equivalente reparametrizada em funcéo do vetor b.
Fryope(b) é a fungdo custo do método MODE.

Frx(b) é a fungdo custo do método MODEX.

F' € a matriz de transferéncia do filtro proposto.

G é o fator de Cholesky da matriz (BHB)_I.

h(l) é a resposta ao impulso.

H ;(w) é aresposta em freqiiéncia do filtro proposto.
K é o nimero total de snapshots.

k € o indice do k-ésimo snapshot.
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* K é a matriz de transformacio entre os vetores b e 3.

* Lpur € afungdo de verossimilhanga para modelo de sinal deterministico.
* Ipnr € 0 negativo do logaritmo natural de Lpyyy.

* Lgyr € afuncdo de verossimilhancga para modelo de sinal incondicional.
* M ¢ o ntiimero de fontes de sinais.

* m ¢ o indice da m-ésima fonte.

* M X ¢é o indice para denotar as expressoes referentes ao método MODEX.
* N € o numero de sensores no arranjo de sensores.

* n € o indice do n-ésimo sensor.

* P € o numero extra de raizes para o método MODEX.

* P ¢ matriz de correlagdo dos sinais.

. PJA € o projetor ortogonal do espago das colunas da matriz A.

* r,, € adistancia até a origem de um sistema de coordenadas.

* R ¢ a matriz covariancia dos snapshots.

« R é a matriz covaridncia estimada dos snapshots.

‘R ¢ € a versdo filtrada da matriz covariancia estimada R.

* s(k) é o vetor de sinais.

* tr[P] é o traco da matriz P.

e U ¢é a matriz unitdria cujas colunas sio os autovetores de R.

* x é o vetor composto por amostras de sinal.

* & ¢ aestimativa de x.

* X" ¢ o conjugado da matriz X.

« X1 ¢ 0 conjugado transposto da matriz X .

« X7 ¢ o transposto da matriz X

* y é o vetor de dados (snapshot) na saida do arranjo (sinal e ruido).

* z é o snapshot filtrado.
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* 3 é um vetor de coeficientes reais formado pela decomposicdo do vetor b.

ki € a fungdo delta de Kronecker.

¢m(t) é a fase da m-ésima onda incidente.

e )\; € 0 i-€simo autovalor da matriz R.

* 0,, é 0 angulo de chegada (DOA) da m-ésima onda incidente.

* 1 é o comprimento de onda da portadora do sinal.

* ¢% é a variancia do ruido.

* w,, € o angulo elétrico (freqiiéncia) equivalente da m-ésima onda incidente.

* w € o vetor das freqiiéncias dos sinais.

& € o vetor de ruido.
* & ¢ o conjunto de todas as combinacdes possiveis das estimativas candidatas geradas.
* A ¢é a matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de R.

W ¢ a matriz diagonal dos M maiores autovalores de R.

|| X|| € anorma Euclidiana de X.
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Capitulo 1

Introducao ao Processamento de Arranjo e
Estimacao DOA

1.1. Introducao

O Processamento de Arranjo trata de processamento de sinais recebidos através de um arranjo de
sensores localizados em diferentes pontos no espago dentro de uma determinada regido de interesse.
Ele é freqiientemente utilizado em diversos campos da ciéncia e engenharia, particularmente onde o
objetivo € estudar a propagacdo de ondas.

Seu objetivo € extrair algumas caracteristicas uteis do sinal recebido; tais como a amplitude, fase e
freqii€éncia do sinal, a velocidade de propagacdo das ondas e a localizacdo da fonte emissora, onde um
dos parametros importante a ser obtido € o seu angulo de chegada ou DOA (Direction Of Arrival).

O arranjo de sensores pode ser montado com diferentes formas geométricas, dependendo das ca-
racteristicas da aplicacdo. A configuracdo mais comumente utilizada € o arranjo linear uniforme ou
ULA (Uniform Linear Array), onde os sensores, idénticos e omnidirecionais, sdo dispostos sobre uma
reta uniformemente espacados.

Os sinais captados pelos sensores sdo amostrados espacialmente de forma simultinea. Tem-se
entdo, um vetor de amostras na saida do arranjo, chamado snapshot. Pode-se ainda gerar multi-
plos snapshots realizando diversas amostragens uniformemente espacadas no tempo. As ondas que
atingem o arranjo podem ser geradas por fontes de irradiacdo ou resultam de reflexdes de ondas

transmitidas.

1.2. Aplicacoes do Processamento de Arranjo

O processamento de arranjo possui aplicacdes em vdrias dreas, dentre as quais citamos exploracoes

geoldgicas, sonar, radar, radioastronomia, tomografia [1] e comunicagdes méveis [2] [3] [4]. A
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seguir estas aplicacdes sdo brevemente comentadas.

Na exploragdo geoldgica, o processamento de arranjo € utilizado para revelar as caracteristicas
fisicas de uma determinada regifo no interior da terra. Aqui sdo utilizados como sensores os geofones
que capturam a energia acustica que se propaga pela terra ap6s a aplicagao de um impulso gerado por
uma explosdo de uma dinamite.

Em sonar passivo, o sinal recebido é gerado externamente, € o primeiro requisito do processamento
de arranjo € estimar a estrutura espacial e temporal dos sinais recebidos. O arranjo de sensores
consiste de hidrofones que sdo submersos no meio aquatico.

No processamento de arranjo em radar, uma antena transmissora € utilizada para emitir um sinal
particular na drea de cobertura do radar, e um arranjo de elementos de antenas receptoras € utilizado
para capturar o retorno deste sinal, o qual é causado por reflexdes em alvos localizados no percurso
de propagacao das ondas eletromagnéticas.

Na radioastronomia, o interesse € a identificacdo das fontes de rddio-emissdo celestes. Os arranjos
utilizados aqui consistem de dezenas de elementos de antenas que se distanciam desde centenas de
metros a quase o didmetro da Terra.

Em tomografia, o processamento de arranjo € utilizado para obter imagens de objetos a partir da
transmissao ou reflexdo dos dados. Na maioria dos casos, o objeto € iluminado em diferentes direcdes,
seqiiencialmente ou simultaneamente, e a imagem ¢ reconstruida a partir dos dados coletados tanto
na transmissdo ou reflexao.

Em comunica¢des méveis, um dos objetivos do processamento de sinais de arranjo é obter o can-
celamento de interferéncias através da formacao de um padrao de irradiagdo adequado, que privilegia
a recepg¢do dos sinais vindos de uma determinada dire¢@o, simultaneamente anulando os sinais inter-
ferentes de outras direcoes [2].

Também se encontra outras aplicagdes de processamento de arranjos em medicina [5] [6] [7] e

aplicacdes na industria [8] [9].

1.3. Técnicas de Estimaciao de DOA

Este trabalho aborda o problema de estimagao do parametro DOA no caso ULA, quando o arranjo é
atingido por sinais contaminados por ruido aditivo e assumindo ser conhecida a quantidade de fontes
emissoras. O angulo de incidéncia de uma onda plana em ULA € definido como o adngulo entre a
direcdo de propagacao da onda e a normal ao arranjo.

As estimativas dos pardmetros em processamento de sinais contaminados por ruido aditivo sdao

degradadas conforme se acentuam as seguintes condi¢des:

* diminui¢do da relagdo sinal-ruido ou SNR (Signal-to-Noise Ratio);
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* maior proximidade entre os angulos de incidéncia;

* menor nimero de sensores e de snapshots.

Para a estimacdo do pardmetro DOA, existem na literatura varias técnicas ou métodos que utili-
zam diferentes ferramentas matematicas como a trasformada de Fourier, filtros de predicdo linear,
decomposicdo em subespacos ou conceitos como o critério de Maxima-Verossimilhanga [10]. E no-
vas técnicas vém sendo desenvolvidas visando melhoria da qualidade das estimativas sob condicdes
criticas de SNR e de sinais correlacionados ou coerentes.

Os métodos de estimag¢do de DOA podem ser classificados em duas categorias principais [10]:
métodos espectrais e métodos paramétricos.

Os Métodos Espectrais apresentam como principal caracteristica o uso de uma funcdo espectral,
resultante de um mapeamento adequado dos parametros DOA. Os picos espectrais dessa funcao for-
necem as estimativas dos angulos de incidéncia. Estes métodos sdo cldssicos e bem descritos na
literatura e possuem como vantagem a sua robustez, a nao necessidade de estabelecer um modelo do
sinal sob andlise e facil implementagdo através de algoritmos da transformada rdpida de Fourier ou
FFT (Fast Fourier Transform), demandando pouco esforco computacional, a qual é uma importante
caracteristica a se considerar dos algoritmos de estimacdo. Entretanto, estes métodos nem sempre
produzem estimativas com a exatidao necessaria. Em particular, para cenérios envolvendo sinais al-
tamente correlacionados ou fontes com angulos de incidéncia muito préximos, a performance dos
métodos espectrais podem ser insuficientes.

Os Métodos Paramétricos sdo, em geral, mais eficientes e robustos que os métodos espectrais,
porém seus algoritmos exigem grande esforco computacional quando comparados aos dltimos e suas
implementagdes sdo mais complexas. Estes métodos assumem um modelo estatistico para os sinais,
ou seja, uma determinada estrutura para a matriz covaridncia R dos sinais de saida do arranjo ou
snapshots. Neles, as estimativas ndo sdo obtidas através de uma funcdo, mas sim através de um
conjunto finito de parametros do modelo.

Alguns métodos desta classe sao o MUSIC (Multiple Signal Classification) [11] [12], FBLP-M
(Forward-Backward Linear Prediction Modified) [13], TLS-FBLP (Total Least Square-FBLP) [14]
e Norma-minima [15]. Estes métodos utilizam ferramentas que decompdem a matriz covariancia
estimada em uma parcela ou subespago associado ao sinal, e outra parcela associada ao ruido. Apre-
sentam bons desempenhos na estimacao de sinais descorrelacionados e com SNR alta. Todavia, as
estimativas sdo degradadas consideravelmente para SNR baixas.

Outros métodos paramétricos importantes sdo aqueles que utilizam o critério da Méaxima-

Verossimilhanga ou critério ML (Maximum-Likelihood), descritos a seguir.
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1.3.1. Métodos Derivados do Estimador de Maxima-Verossimilhanca

O Estimador de Méxima-Verossimilhanca ou MLE (Maximum Likelihood Estimator) [16] se as-
senta na maximizacao da fun¢do densidade de probabilidade de sinais contaminados por ruido branco
Gaussiano. Apds manipulacdes algébricas, este estimador leva 2 minimizagao de uma funcio custo
que depende da matriz covariancia estimada R dos snapshots. O ponto de minimo é determinado
através de buscas multidimensionais e os parametros correspondentes fornecem as estimativas DOA.
O MLE fornece estimativas precisas e robustas, porém o esforco computacional torna-se proibitivo
devido a busca multidimensional.

Como resultado de um esfor¢o para a superacdo desta dificuldade, em meados da década de 80
surge o método IQML (Iterative Quadratic Maximum Likelihood) [17] [18]. Este minimiza uma
versao reparametrizada da funcdo custo ML, através de um processo iterativo para solucao de proble-
mas intermedidrios de segunda ordem. O método IQML exige um esfor¢co computacional menor que o
do critério ML. Também, apresenta melhor desempenho que os métodos paramétricos anteriormente
citados. Por outro lado, apresenta problemas de convergéncia para minimos locais, principalmente
em baixa SNR e também gera estimativas polarizadas. Diversos artigos analisam intensivamente este
método, tanto sob o aspecto tedrico como experimental.

Um método importante derivado do MLE é o MODE (Method Of Direction Estimation) [19], com
destaque para o desempenho assintético (calculado para grande nimeros de snapshots). O MODE
minimiza uma versdo reparametrizada da func¢do custo ML e emprega uma decomposi¢ido da matriz
Rem subespaco de sinal e ruido. Sobre esta fungao custo € realizada a minimizagao, iterativamente.
Sua convergéncia € mais rdpida que a apresentada pelo IQML, sendo normalmente implementado
com numero de iteracdes fixo [20]. Seu esfor¢o computacional também é menor que o do IQML
e esse método foi considerado, em meados da década de 90 [10], como um dos melhores para a
estimacdo de DOA em ULA.

Algumas modifica¢des na estrutura basica do MODE deram origem ao método MODEX (MODE
with eXtra roots) [21] que melhora o desempenho e classifica-se como um método de destaque para
estimacdo de DOA. Este método gera vdérias estimativas candidatas que devem ser testadas por um
critério de selecdo para se determinar qual é a melhor. O desempenho é melhorado significativamente
embora o esforco computacional seja mais que duas vezes maior que o MODE.

Recentemente, em [22], foi proposto uma alteracdo na forma de se obter as candidatas no método
MODEX, gerando assim o método que serd citado neste trabalho como MODEX Modified. Nele as
candidatas basicamente sdo geradas a partir de trés solugdes distintas do método MODE. Este método,
além de proporcionar um melhor desempenho geral, proporciona um menor esfor¢o computacional
que o MODEX.
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1.4. Objetivo deste Trabalho

O objetivo deste trabalho € tratar de técnicas de estimag¢do de DOA com alta resolugdo, ou seja,
capazes de distinguirem DOAs préximos de si, para o caso de M ondas planas de faixa estreita conta-
minadas por ruido aditivo atingindo um arranjo linear uniforme de N sensores. Mais especificamente,
tratar dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modified que, conforme mencionado na secdo ante-
rior, apresentam desempenho e outras caracteristicas equivalentes ou superiores aos demais métodos
de estimacdo.

Serd apresentada a formulacdo matemadtica dos Estimadores de Maxima-Verossimilanga ou MLE
(Maximum Likelihood Estimator) baseados nos critérios deterministico ou DMLE (Deterministic
MLE) e estocdstico ou SMLE (Stochastic MLE). O DMLE ¢ a base para se obter o MODE e, con-
seqiientemente, 0 MODEX e MODEX Modified, sendo que os critérios utilizados na selecdo das
estimativas candidatas geradas por estes dois ultimos sio os critérios ML deterministico e estocas-
tico.

Sera demonstrado que a reduc¢@o de desempenho do processo de selecdo de candidatas dos métodos
MODEX e MODEX Modified, para pequenos valores da SNR, se deve ao ruido presente na matriz
covariancia R. Assim, em busca de uma melhora de desempenho, é proposto neste trabalho reduzir a
componente de ruido da matriz R submetendo os snapshots a um filtro apropriado. Este se adapta aos
angulos de chegada das frentes de ondas, os quais sdo obtidos em uma primeira estimativa e utilizados

no céalculo dos coeficientes do filtro.

1.5. Organizacao dos Capitulos

Capitulo 2

Nesse capitulo sdo apresentados os modelos de sinal e ruido e a formulagdo matematica do pro-
blema DOA, considerando que sua estimacao serd feita a partir de amostras captadas num arranjo
linear uniforme de sensores idénticos e omnidirecionais. A tarefa de estimac¢do € simplificada se al-
gumas consideracdes forem feitas sobre os elementos envolvidos, as quais sdo também descritas neste

capitulo. Sdo apresentados ainda alguns critérios de avaliacdo dos métodos de estimacdo de DOA.

Capitulo 3
Este capitulo apresenta uma breve descricao sobre o Estimador de Maxima Verossimilhanga e ¢
apresentado o desenvolvimento matemadtico dos critérios de méxima-verossimilhanga deterministico

(DML) e estocdstico (SML) referentes ao modelo de sinal apresentado no Capitulo 2.
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Capitulo 4

Aqui é apresentado a reparametriza¢do da fun¢do custo do critério DML, o desenvolvimento do
método MODE através da funcao custo reparametrizada e da utilizacdo da decomposi¢do da matriz
covariancia em subespacos de sinal e de ruido. S@o descritos os métodos MODEX e MODEX Modi-
fied. Sao apresentadas simulagdes numéricas e resultados destes métodos. E € feita uma andlise do
processo de sele¢do das estimativas candidatas dos métodos MODEX e MODEX Modified.

Capitulo 5

Nesse capitulo € apresentada a proposta de submeter os snapshots do método MODEX Modified
a uma filtragem apropriada para reduzir a componente ruido da matriz R.E apresentado o procedi-
mento para a realizacdo de filtragem, as caracteristicas desejaveis ao filtro e o projeto de dois filtros
FIR: um por alocacdo de pdlos e zeros, Filtro 1, e outro utilizando a técnica de amostragem em
freqii€ncia, Filtro 2. Para cada filtro, € apresentado e analisado o mddulo de sua resposta em freqii€n-
cia. Por fim, sdo apresentados os resultados obtidos para o0 método MODEX Modified com o uso de

filtragem em diversos ambientes de simulagdo.

Capitulo 6
Este capitulo apresenta os principais resultados e conclusdes obtidos nesse trabalho e sdo apresen-

tadas algumas propostas para prosseguimento do mesmo.

1.6. Publicacoes

Durante o desenvolvimento desse trabalho foi apresentada a seguinte publicacdo:

* Krummenauer, R., Silva, F. J. e Lopes, A., "Modified MODEX method for direction finding
with improved threshold performance" , VI International Telecommunications Symposium -
ITS 2006, Fortaleza - CE - Brasil, CD-ROM, Setembro de 2006.



Capitulo 2

Modelo dos Sinais em ULA e Critérios de
Avaliacao de Métodos de Estimacao de DOA

2.1. Introducao

Os métodos de estimacdo do parametro DOA (Direction Of Arrival) tratados nesse trabalho as-
sumem um modelo estatistico para os sinais. Este modelo descreve as ondas incidentes baseado na
geometria espacial do arranjo, nas caracteristicas das fontes de ondas, dos sensores e do meio de
propagacao.

Estes métodos podem realizar a estimacdo de DOA em arranjos geométricos arbitrarios [10]. Po-
rém, tendo em vista a simplicidade do equacionamento e a larga utilizacdo do arranjo linear uniforme
ou ULA (Uniform Linear Array), serd adotada esta configuragao.

Este capitulo apresenta os modelos de sinal e ruido e a formulacdo matemaética do problema DOA,
considerando que sua estimacao serd feita a partir de amostras captadas num arranjo linear uniforme
de sensores idénticos e omnidirecionais. A tarefa de estimacgdo € simplificada se algumas considera-
¢oes forem feitas sobre os elementos envolvidos, as quais sdo também descritas neste capitulo.

Sao apresentados ainda alguns critérios de avaliagdo dos métodos de estimagcdao de DOA. Estes

critérios serdo utilizados como referéncia nas simulacdes numéricas demonstradas neste trabalho.

2.2. Modelo de Onda e do Sinal Captado no Arranjo Linear Uniforme

Na Figura 2.1 € apresentado um arranjo linear uniforme contendo N sensores, uma linha represen-
tando uma frente de onda gerada por uma fonte m e o angulo de incidéncia (DOA), 6,,.

A fonte de onda € pontual e se situa num local muito distante do arranjo. Assim, sua frente de
onda pode ser considerada plana. Os sensores estdo posicionados sobre uma reta vertical, com inte-

respacamento uniforme d. O DOA 0,, para o caso ULA ¢ definido como angulo entre a direcdo de

7
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Figura 2.1. Arranjo Linear Uniforme com N sensores e uma fonte de onda.

propagacdo da onda e a normal ao arranjo.
O escalar r,, ,,, representa a distancia percorrida entre o sensor n e o sensor 0 pela frente de onda

da m-ésima fonte e é dado, conforme se observa na Figura 2.1, por

Tnm = nd sen(6,,). 2.1

Suponha que a m-ésima fonte produza uma onda plana dada por

Fnlt) = F(t)elle? =it on @], (2.2)

onde
* F,,(t) é a amplitude de um sinal variando no tempo;
* w!" € a freqiiéncia da onda portadora;
* 9,, € o comprimento de onda na dire¢do de propagacgao;
* r,, € adistincia até a origem de um sistema de coordenadas;

* ¢ (t) € uma fase arbitraria.



2.2 Modelo de Onda e do Sinal Captado no Arranjo Linear Uniforme 9

Suponha ainda que F,,(t) e ¢,,(t) apresentam faixa estreita comparadas com w!", isto é, ambas
variem lentamente em relagdo ao termo e/“<'t, Com isto, pode-se afirmar que tanto F},,(t) como ¢y, (t),
apesar das diferencas de percurso do sinal, apresentam os mesmos valores em todos os sensores a
cada instante de tempo, uma vez que as distancias entre eles sao tipicamente da ordem de metade do
comprimento de onda.

Define-se x;,, como o sinal captado pelo sensor i devido a onda gerada pela m-€ésima fonte.
Assumindo-se sensores com ganhos unitdrios e omnidirecionais, obtém-se o seguinte sinal no

sensor 0

l’o,m(t) _ Fm(t>€j[wgnt+¢m(t)}7 (2.3)

enquanto que, no sensor n, obtém-se
T () = By ()11 355t om0, 2.4)

Estas expressdes mostram que a hipdtese de onda plana, juntamente com aquelas referentes a F),, (t)
e om(t), asseguram que a diferenga entre as fases de um sinal captado por dois sensores se deve apenas
ao atraso sofrido pelo sinal entre os sensores.

Agora, supondo que o arranjo linear da Figura 2.1 seja atingido por M ondas planas de direcdes

distintas, e considerando o principio da superposicdo, obtém-se a seguinte expressao genérica para

este caso:
M M -
Tn(t) = Z T (t) = Z Fm(t)e][wzntwm(t)]e_](mr"”"). (2.5)
m=1 m=1

Supondo o caso em que todas as ondas apresentam a mesma portadora (por exemplo, sdo sinais
refletidos de um mesmo transmissor, ou sinais de transmissores co-canal), tem-se que ¥, = ¥y =

- =1 = v. Assim, o termo da segunda exponencial da expressao (2.5) pode ser simplificado para

2 2
%rn,m = %nd sen(6,,). (2.6)
Definindo-se
27
Wy, = —?d sen(6,,), 2.7)

onde w,, € dado em radianos, a expressao (2.5) pode ser reescrita como

M
xn(t) = Z E,(t)edwe'teddmlt) pinwm (2.8)

m=1
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O sinal € convertido a sua banda bésica antes da amostragem, o que significa desconsiderar o
termo e/“<'t, Mantendo a mesma notagdo para o sinal captado em banda bdsica, a expressio (2.8)
transforma-se em

M
=) Fu(t)emWeimem, (2.9)
m=1

A expressao (2.9) pode ser interpretada como um sinal composto de M exponenciais complexas
com as freqiiéncias normalizadas w,,, fases ¢,,(t) e amplitudes F},(¢). Isso possibilita que sejam
utilizadas as técnicas de estimag¢do de DOA também em problemas de estimacao de freqiiéncia quando
as condic¢des de equivaléncia entre os problemas sdo adequadas [23], [17]. Ou, de modo inverso, os
conceitos de resolucdo de freqiiéncia podem ser aplicados no problema DOA.

Pode-se simplificar a expressao (2.9) para ter a seguinte forma:

2o (t) = f: (W) S (1), (2.10)
onde .
(W) = ™™ (2.11)
e
Sm(t) = Fop(t)e?m ). (2.12)

Expandindo a expressdo (2.10) para o caso ULA contendo /N sensores e agrupando os elementos

em vetores coluna, obtém-se:

wo(t) ao(wWm)
z(t) = xlz(t) =>> al(i‘]m) sm(t) € OV (2.13)
ova® ] Lo

Em forma compacta, pode-se escrever a expressao (2.13) como

M
=) a(wn)sml(t (2.14)
m=1

O vetor a(w,,) é chamado de vetor de direcdo, em analogia ao cldssico método de conformagao de

feixe (beam-forming), onde o arranjo € ajustado para ter ganho pré-determinado em uma certa dire¢@o
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ou angulo de incidéncia [10]. A expressdo (2.14) pode ser escrita em nota¢do matricial como

x(t) = A(w)s(t), (2.15)

onde
s(t) = [s1(t) sa(t) -+ su(®)]" € CM (2.16)

e é chamado de vetor das amplitudes complexas dos sinais, (-)7 indica a operagio transposigdo, x(t)
é o vetor de amostras do sinal captado, w = [w; wy --- wy| e A(w) é a matriz dos vetores de

direcdo, dada por

A(w) = la(w) a(ws) - alwn)] € CVM, (2.17)

isto €, seus elementos, para ULA, sdo dados por

1 . 1
eJwi .. eJwm
Aw)= | e e | (2.18)
GI(N-Der ... gi(N=Dwy

A matriz A(w) tem estrutura de Vandermonde, sendo referida, daqui em diante, apenas como
matriz A.

Os dois casos limites de DOAs ocorrem quando a fonte estd localizada sobre o eixo y da Figura
2.1, com 0,,, = —7/2 rad ou 6,, = w/2 rad; caso 6,,, = 0 rad a direcdo de propagagdo é ortogonal ao
eixo dos sensores.

A freqiiéncia elétrica associada ao DOA entre esses extremos €, segundo a expressao (2.7), limitada

por
2md < 2md
— < w, < —.
- v

Observa-se que quanto maior a relagdo d /v, maior é a excursido do pardmetro w,, e, portanto, maior

(2.19)

serd a resolucdo do arranjo de sensores. Para se determinar o limite superior da resolugdo do arranjo,
deve-se observar que a correspondéncia biunivoca entre 6 e w € mantida enquanto w estiver limitado
entre +7 ¢ —7 e 0 DOA estiver entre —7/2 < 0 < /2.

Tomando um dos casos extremos, quando 6,, = —7/2, tem-se que w,, = (2wd/J)(—1). O valor
maximo de d sob a condi¢do de biunicidade é, portanto, d = /2, quando entdo w,, = —m e 0 ULA
tem maxima resolucdo. Este valor de d, de metade do comprimento de onda, é adotado na maioria

da literatura e também neste trabalho, sempre que seja necessario fazer a conversao entre DOA e a
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freqiiéncia elétrica.

Deve-se ainda considerar a situacdo real, onde se dispde de uma quantidade finita de amostras do
sinal, obtidas nos instantes ¢t = kAt, parak =0, ..., K — 1, onde K é o nimero total de snapshots.
Procede-se da mesma forma para todos os demais vetores, trocando-se a varidvel ¢ pela varidvel k.

Nos sistemas reais, o sinal (k) é contaminado por ruido aditivo e, portanto, a expressio geral do

vetor de dados de saida do arranjo y(k) é
y(k) = x(k) + £(k) (2.20)

ou

y(k) = A(w)s(k) + &(k), (221

onde £(k) € o vetor de ruido aditivo.

2.2.1. Consideracoes Sobre o0 Modelo de Sinal

Nesta secdo serdo introduzidas algumas condicdes sobre o modelo da expressao (2.21) que serdo
assumidas em todo o trabalho.

Assume-se que a quantidade de fontes € conhecida e € menor que o nimero de sensores (M < N).
Esta condi¢do deve ser de forma a garantir que o nimero de parametros desconhecidos na expressao
(2.21), que é igual a M (K + 1), seja menor que o nimero de amostras de dados, que é igual a NK.
Caso o nimero de fontes ndo seja conhecido, hd técnicas disponiveis na literatura para sua estimagao
[24], [25].

Considera-se que os modelos estatisticos de sinal e ruido sdo processos aleatérios Gaussianos,
complexos, independentes, estaciondrios, de média zero com as seguintes caracteristicas estatisticas

de segunda ordem:

E{s(k)s"(i)} = P, (2.22)
E{s(k)s"(i)} = 0 (paratodo k e 1) (2.23)
E{&k)E" (@)} = 0 (para todo k e i), (2.25)

onde E{-} representa o operador de esperanca estatistica, 5, é a fun¢éo delta de Kronecker com
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Srx = ledy; = 0 parak # i, () indica a operagdo de transposi¢do e conjugado do vetor ou matriz
(hermitiano), P ¢ a matriz de correlagdo dos sinais de um mesmo snapshot e o2 é a variancia ou
poténcia média do ruido.

A matriz P € hermitiana e seu posto assume valor entre 1 e M. Caso a matriz P seja proporcional
a matriz identidade, os sinais t¢ém a mesma poténcia e sdo descorrelacionados, portanto, posto(P) =
M. Essa condi¢do € obtida quando os vetores de amplitudes complexas dos sinais sdo independentes
entre si no snapshot. Outra situacao de destaque € quando os elementos do vetor dos sinais sdo uma
versdo escalonada e/ou defasada de um de seus componentes. Neste caso P tem posto unitdrio e os
sinais sdo chamados coerentes ou totalmente correlacionados.

Pode ser verificado que as expressdes (2.22) e (2.23) implicam na total descorrelacdo entre as
partes reais e imagindrias dos sinais e também na igualdade entre suas variancias. Estas condigdes
asseguram a descorrelagdo temporal entre os sinais.

A expressdo (2.25) indica a ortogonalidade entre as partes real e imaginaria do vetor de ruido.
Também, ndo ha correlagdo entre as amostras de um vetor de ruido nem entre os vetores de ruido de

snapshots distintos, ou seja, existe completa descorrelacdo no espaco e no tempo.

2.3. Critérios de Avaliacdo de Métodos de Estimacao de DOA

Nesta secao sdo descritos os principais indices de mérito ou de desempenho usados na avaliagdo de
métodos para estimacao de DOA e de freqiiéncia. Essa avaliacao envolve comparacao entre os indices
obtidos pelos métodos e os limites tedricos de estimac¢do do pardmetro. Também & possivel avaliar
métodos distintos, bem como detectar as condi¢des onde cada método pode ser usado de forma mais
adequada.

O Limite de Cramér-Rao ou CRB (Cramér-Rao Bound) € a referéncia tedrica principal em esti-
macao de pardmetros e representa o menor valor tedrico que pode ser atingido pelo erro quadrético
médio ou mse (mean square error) das estimativas geradas por um estimador nio-polarizado. Este
valor € calculado tendo como parametro o nimero de amostras (ou sensores, em DOA), niumero de si-
nais, espacamento entre freqii€ncias, relacio sinal-ruido, etc. As principais expressdes para o calculo
do limite de Cramér-Rao para o caso DOA sdo demonstradas e analisadas em [23].

A curva do erro quadratico médio ou simplesmente curva de desempenho € uma das formas mais
comuns de realizar a avalia¢cdo ou comparacao entre métodos de estimacao. Ela é obtida em fungdo da
SNR ou de algum outro parametro. Cada ponto dessa curva € calculado pela raiz do erro quadratico

médio ou RMSE (Root Mean Square Error) do conjunto de estimativas obtidas em relacdo aos angulos
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de chegadas verdadeiros. O erro quadratico médio para o angulo estimado 0,,, é definido como
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mse <ém> Nl c (2.26)
onde a unidade dos angulos e do erro quadratico médio é dada em graus, "NC" é o ndmero de esti-
mativas disponiveis ou o nimero de experimentos realizados e 0, 6 a r-ésima estimativa de 6,,.

As curvas de desempenho de alguns métodos de estimagcao aproximam-se bastante da curva do
CRB quando a SNR ¢ alta. Entretanto, conforme a SNR € diminuida, mantendo-se fixos os demais
parametros, atinge-se um valor onde o desempenho se afasta rapidamente do CRB, ou seja, o método
falha na estimacgdo das freqiiéncias abaixo dessa SNR. Esse valor de SNR € chamado de limiar de
desempenho e representa outro indice de mérito importante na avaliacio dos métodos.

Um dos objetivos do desenvolvimento dos métodos de estimacdo consiste em reduzir o limiar de
desempenho, o que significa obter bom desempenho em condi¢des cada vez mais severas de conta-
minacdo por ruido. Neste trabalho, a proposta de filtragem apresentada tem este objetivo e apresenta
resultados significativos.

Outra propriedade desejada para um estimador € que o erro quadritico médio decresca continua-
mente conforme o nimero de snapshots e/ou a SNR cres¢am, alcangando o CRB. O estimador que
atende esta propriedade € dito ser eficiente assintoticamente em relacdo ao nimero de snapshots ou em
relacdo a SNR. Este comportamento assintotico € outro indice de mérito importante num estimador.
Todos os métodos de estimacdo de DOA apresentados neste trabalho sao eficientes assintoticamente,
tanto em relacdo ao ndmero de snapshots como em relagdo a SNR.

O fator de correlacdo representa um parametro importante dos sinais, pois algumas categorias de
métodos de estimacdo ndo mantém bom desempenho quando os sinais sdo parcial ou totalmente
correlacionados (coerentes). Os métodos abordados neste trabalho, quando aplicados em estimagao
de sinais coerentes, ttm desempenhos semelhantes aqueles obtidos com sinais descorrelacionados.
Esta semelhanca pode ser observada nos resultados apresentados neste trabalho.

O esfor¢o computacional (EC) € outro tépico importante, principalmente quando se verifica que os
principais métodos de estimagdo de DOA sdo derivados de um estimador que tem EC significativo,
o estimador ML. O EC esta também associado ao tempo de processamento e, conseqiientemente, a
viabilidade de aplica¢des em tempo real.

Neste trabalho € utilizado ainda um critério de avaliacdo especifico para os métodos de estimagao
de DOA que geram vdrias estimativas candidatas. Consiste em analisar se o processo seleciona as
melhores candidatas dentre aquelas produzidas. As melhores candidatas sdo as que minimizam a

soma do erro quadratico entre cada parametro estimado e o pardmetro verdadeiro correspondente, ou
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seja, as melhores candidatas wy.s; podem ser obtidas através do seguinte procedimento:

M
Whest = ATZMIN Y (G — win)?, (2.27)

m=1
onde ® € o conjunto de todas as combinacdes possiveis das candidatas geradas, w,, € o m-€simo
elemento de uma combinacido w C ® e w,, é o parametro verdadeiro. Ao desempenho atingido com
as candidatas selecionadas pelo procedimento acima deu-se o nome de bestMODEX [26] e 0 mesmo
serd apresentado neste trabalho em todas as curvas de desempenho dos métodos MODEX e MODEX

Modified para que se possa fazer as devidas comparacoes.

Analisando de modo geral, o método de estimacdo ideal deve gerar estimativas ndo polarizadas,
o esfor¢o computacional deve ser o menor possivel € a curva de desempenho deve se aproximar o
maximo possivel da curva CRB para todas as situagdes relevantes dos DOAs em termos de fator
de correlagdo, nimero de snapshots, relacio SNR, etc. Conforme informado anteriormente, o tema
principal deste trabalho € realizar melhorias nos métodos existentes, através de filtragem, objetivando

uma melhora no limiar de desempenho.



Capitulo 3
O Estimador de Maxima-Verossimilhanca

3.1. Introducao

O Estimador de Maxima Verossimilhanga ou MLE (Maximum Likelihood Estimator) ¢ um método
de estimacdo de parametros cldssico, com aplicacdes em véarios campos da ciéncia [16], [27], [28],
[29], [30]. Em arranjos de sensores, 0o MLE apresenta uma grande capacidade de resolu¢do na aplica-
¢do em arranjos com qualquer geometria. Porém, tal procedimento exige um esforco computacional
proibitivo [10], [31], [32].

Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento matematico dos critérios de mdaxima-
verossimilhanga deterministico e estocdstico referentes ao modelo de sinal apresentado no capitulo
anterior. O MLE com base no critério deterministico é a base para derivagdo do método MODE. E
os critérios ML deterministico e estocastico sdo utilizados para selecdo das candidatas nos métodos
MODEX e MODEX Modified.

Estes critérios consistem na minimizacdo de uma fun¢do custo adequada que depende da matriz

covaridncia estimada R dos vetores de dados y(k).

3.2. O Estimador de Maxima Verossimilhanca

O MLE consiste na estimacdo de um vetor de pardmetros w que maximize a funcdo de verossimi-
lhan¢a L(w) do vetor de dados observado y(k), sendo w pertencente ao conjunto de pardmetros €2.
A fung¢@o de verossimilhancga, L(w), é definida como sendo a fungdo de densidade de probabilidade,
pX(y(k);w), dos K vetores y(k), vista como funcdo do vetor de parimetros desconhecido w [16].
Uma vez que tenha sido obtida uma amostra especifica, y(k) torna-se fixo e a fungo de densidade de
probabilidade conjunta pode entdo ser reinterpretada como sendo uma funcao do vetor de parametros
desconhecido, denominada fun¢@o de verossimilhanga L(w), onde w se torna varidvel.

O critério ML consiste em escolher o vetor w que maximize a probabilidade de obter os snapshots

16
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ja observados. Em outras palavras, deseja-se o vetor w que maximiza a fungdo de verossimilhanca
L(w).

A forma habitual de encontrar uma estimativa de méxima-verossimilhanga € através da solucao de
um sistema de equagdes denonimado equacdes de verossimilhanca. Estas equagdes sao normalmente
obtidas igualando a zero as derivadas parciais do logaritmo natural da fun¢do de verossimilhanca em
relagdo aos pardmetros a serem estimados. O logaritmo natural permite simplificar o processo de
maximizacio em casos como o Gaussiano.

Duas diferentes consideracdes sobre o modelo de sinal apresentado no Capitulo 2 permitem a
obtencdo de dois critérios que podem ser utilizados numa estimativa de méxima-verossimilhanca. O
primeiro critério é o de Maxima- Verossimilhanga Deterministico ou critério DML (Deterministic Ma-
ximum Likelihood), onde considera-se o modelo de sinal sendo deterministico. A segunda versao € o
critério de Maxima-Verossimilhanga Estocdstico ou critério SML (Stochastic Maximum Likelihood),

onde considera-se o0 modelo de sinal sendo incondicional.

3.2.1. Critério de Maxima-Verossimilhanca Deterministico

Neste critério considera-se que o sinal s(k) da expressdo (2.21) seja deterministico (arbitrério), ou
seja, o vetor de sinais s(k) varia para cada snapshot numa mesma realiza¢do, porém o conjunto de
vetores de sinais se mantém fixo para todas realizacdes, variando-se apenas o ruido aditivo. Assim,
considerando o ruido gaussiano de média zero e variancia o2, o snapshot y(k) é uma variavel aleatoria

2

também gaussiana de dimensdo N, com média A(w)s(k), varidncia 0. A fungdo densidade de

probabilidade condicional de y (k) para este caso, dado que w ocorreu, é dado por [16]
(y(k): w) 1 _ly()=AGw)ath))? 3.1)
: = ——€ o .
onde ||-|| denota a norma euclidiana.

Considerando-se os K snapshots independentes uns dos outros, obtém-se a seguinte funcdo densi-

dade de probabilidade conjunta

K
1 _lyk)-Aw)s®)]?
P (y(k);w) = HWG o
k=1
I S ) OBV R R T ,
= Wﬁ - . (3. )

Esta fun¢do densidade de probabilidade conjunta vista em fungio dos parametros w, s(k) e o2,
considerando serem conhecidos os snapshots y(k), permite obter a seguinte funcio de verossimi-

lhanca
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=

1 -5 X [ly(k) - A(w)s(k)||?
LDML(LU, S(k’),0'2> = m@ k=1 s (33)

que deve ser maximizada para obter as estimativas ML w, (k) e 62 dos parimetros.
A dependéncia de A com w ndo serd mostrada nas expressdes seguintes. Por conveniéncia, as
estimativas ML sdo definidas como os argumentos que minimizam o negativo do logaritmo natural

da expressao (3.3), ou seja,

ZDML = —1I1 [LDML(W,S(]{?),OJ)} (34)

K
1
= KNln(r) + KN1n(o?) + = > lly(k) — As(k)||. (3.5)
k=1
Ignorando-se o termo constante K N In(7), obtém-se

1 K
oy = KNIn(0®) + = [ly(k) — As(k)|*. (3.6)
k=1

Uma estratégia sempre usada na minimizagao da expressao (3.6) € a fixacdo de w e a minimizagao
em relacdo aos dois outros parametros. Em seguida, substiui-se os valores minimos em (3.6) e se
realiza a minimizac¢do em relacdo a w.

Verifica-se na expressdo (3.6) que a contribui¢cdo do pardmetro s(k) ocorre somente no termo
ly(k) — As (k)" (3.7)
Deriva-se esta fun¢ao em relagdo a s(k) utilizando a seguinte derivada tabelada [33]

%(Bw +c)!D(Ex + f) = E'D"(Bx + ¢)* + B"D*(Ex + f)", (3.8)

onde (-)* denota conjugado, ()7 denota transposto e (-) denota transposto conjugado. Fazendo-se
aseguinte relagio B = FE = —A, D =1,c = f = y(k) e x = s(k) e igualando a derivada a zero
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obtém-se

~A" (- AS() y(k)" = 0
ATAs (k) — ATy (k) = 0
(ATA* k) = (ATyt (k)
A As(k) = Afy(k)
s(k) = (A"A) ATy(k).

Assim, a estimativa do parimetro s(k) é dada por
8(k) = ATy(k), (3.9)

onde AT = (A” A)~* A¥ ¢ a matriz pseudo-inversa de A.
A estimacdo do parAmetro 0% segue 0 mesmo procedimento: deriva-se a expressio (3.6) em relacdo

a o e iguala-se a zero para obter 2. Assim,

) KN 1 &
SgEloML = ——5 + > lly(k) — As(k)|)* = 0.
k=1

02 (0?)

Substituindo s(k) pelo seu valor estimado, $(k), obtém-se

S+ G o v - A4ty =0
St 0 - a0
k=1

Fazendo P =T — AA™, onde Pj ¢ um operador que projeta um vetor no espago ortogonal ao
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espaco das colunas de A, obtém-se

Portanto, utilizando a expressdo (3.11) em (3.10), obtém-se a seguinte estimativa de o

1 ~
67 = ~tr [Pf;,R] .

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Normalizando a expressdo (3.6) por K e substituindo os pardmetros s(k) e o2 por suas respectivas

estimativas das expressoes (3.9) e (3.12), obtém-se

1 N
Ipvz = Nn(—tr(P4R)) +

i 2
¥ — AA y(k)|

Ktr PjR Z lv®)

- Nln(%tr(P R)+ (PER)%;HP@(%) k

1 ~
= Nln(ﬁtr(PjR)) + N.

(3.13)
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Na expressao (3.13) verifica-se que a estimativa do paradmetro w € obtida resolvendo-se o seguinte

problema de minimizacao

"‘A)DML = argm“i’n{FDML(w)}, (314)

onde
Fpup(w) = tt[P5R] (3.15)

¢ a funcao custo do critério DML para o parametro w.

A interpretagdo deste resultado é que os sinais medidos y(k) sdo projetados em um subespaco
ortogonal a todas componentes do sinal, e € estimada uma medida da poténcia, tr[PjR]. Quando o
projetor de fato remover todas componentes verdadeiras do sinal, isto é, quando w = w, a poténcia
certamente serd a menor possivel. Como somente se dispde da matriz R estimada de um nimero
finito de snapshots, a poténcia ndo é perfeitamente estimada e w serd diferente de w [10].

Com o incremento do nimero de snapshots K, a tendéncia do erro é convergir para o limite inferior
de Cramer-Rao ou CRB. Entretanto, conforme analisado e demonstrado em [34], se o ndmero de
sensores /N for pequeno, isto €, for apenas pouco maior que o nimero de fontes, entdo o MLE néo
alcancard o CRB, mesmo com K tendendo ao infinito. Porém, nesta mesma referéncia, € demonstrado
que para N tendendo ao infinito tem-se que o MLE € assintoticamente eficiente em relacdo ao nimero
de snapshots. Em [34] e [35] sdo feitos estudos de performance analiticos € numéricos que reforcam
esta conclusao.

Em [35], demonstra-se que o MLE € assintoticamente eficiente também em relacdo a SNR, pois
com o aumento da SNR, o erro também converge para o CRB.

Para se obter a estimativa do parametro w pelo critério DML, o problema de otimizacao nao-linear
N dimensional da expressao (3.14) deve ser resolvido numericamente. Os algoritmos baseados na
técnica de Gauss-Newton podem ser usados para esta finalidade. Sua convergéncia para o ponto mi-
nimo geralmente € rapida, caso seja fornecida uma boa estimativa inicial. Se a estimativa inicial for
inadequada , o procedimento de busca pode convergir para um minimo local. Porém, independente-
mente da estimativa inicial, a convergéncia para o minimo global ndo pode ser garantida [10]. Uma
vez estimado w, as estimativas das amplitudes complexas e da variancia do ruido podem ser obtidas

diretamente pelas expressoes (3.9) e (3.12).

3.2.2. Critério de Maxima-Verossimilhanca Estocastico

Neste critério considera-se que o modelo de sinal apresentado no Capitulo 2 seja incondicional, ou
seja, sdo mantidas a aleatoriedade no espaco e no tempo dos vetores de sinais e adicionalmente, em
cada realizagdo, uma nova seqiiéncia de vetores s(k) é gerada [36]. Os pardmetros dos sinais para

este caso sdo modelados como varidveis aleatorias Gaussianas [10].
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O conjunto de pardmetros a ser estimado € composto pelo vetor de freqiiéncia w, pela matriz de
correlacdo dos sinais P e pela variancia do ruido 0. A funcdo de verossimilhanca para este caso é
dada por [37]

K
Lsu(w, P.o?) = [(x) ¥ |R| ™ elv"®r 0], (3.16)
k=1

onde a matriz covariancia R é dada por [10]
R=A(w)PA" (w) + oI (3.17)

Seguindo as mesmas etapas aplicadas ao critério DML e considerando que os parametros sao inde-

pendentes, fixa-se w de forma que as estimativas de o2 ¢ P podem ser calculadas por [10]

1
~92 _
Osnr(w) N — M

tr(P4R), (3.18)

Pgyp(w)=AT |R—62,,,(w)I| (AN, (3.19)

Substituindo estas estimativas na fun¢do de verossimilhan¢a modificada do critério SML e reali-
zando algumas simplificagdes, mostra-se que as estimativas de freqii€ncias sdo obtidas resolvendo-se

o seguinte problema de minimizagdo [10]

‘-:JSML = arg Hlil’l {FSML<UJ)}, (320)

onde

Fsyp(w) = logdet | PARPY + twr(PLR) P (3.21)

N-—-M
¢ a funcdo custo do critério SML e P4, = AA™ é um operador que projeta um vetor no espaco
formado pelas colunas de A.

A minimizacdo exigida pela expressao (3.20) € um problema ndo-linear, como no caso do critério
DML, e que pode apresentar diversos minimos locais. Ela é usualmente realizada através de técnicas
como o método de Gauss-Newton, redes neurais ou algoritmos genéricos [38], todos com esfor¢co
computacional consideravel. As estimativas geradas pelo critério SML t€m maior precisdo que o
critério DML. Tanto o critério DML quanto o critério SML fornecem estimativas assintoticamente
eficientes em relacdo a SNR e ao nimero de snapshots para N grande, ou seja, o erro quadratico

médio das estimativas tendem ao limite inferior de Cramer-Rao [35].
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3.3. Consideracao Final

Apesar dos Estimadores de Maxima-Verossimilhanca baseados nos critérios DML e SML apre-
sentarem desempenhos assintoticamente eficientes em relacdo a SNR e ao nimero de snapshots para
N grande, o esfor¢co computacional exigido para resolver os problemas de minimizagdo apresentados
nas expressoes (3.14) e (3.20) € sabidamente elevado. Além disto, a convergéncia para minimo global
nao € garantida.

Na busca em solucionar estes problemas de minimizacdo, foram desenvolvidos métodos de es-
timacdo iterativos que obtém as estimativas de uma versdo modificada da fun¢do custo do critério
DML. Alguns destes métodos serdo detalhados no capitulo seguinte, sendo eles: MODE, MODEX e
MODEX Modified. Os métodos MODEX e MODEX Modified, conforme comentado anteriormente,
geram vdrias candidatas e baseiam-se nos critérios DML e SML para selecionar as consideradas me-

lhores.



Capitulo 4

Métodos MODE, MODEX e MODEX
Modified

4.1. Introducao

Verificou-se no capitulo anterior que o Estimador de Maxima-Verossimilhanca ou MLE (Maximum
Likelihood Estimator) para o problema DOA pode ser obtido através de dois critérios, um baseado no
critério deterministico ou DML (Deterministic Maximum Likelihood) e outro baseado no critério esto-
castico ou SML (Stochastic Maximum Lkelihood). Foi observado que o MLE possui um desempenho
assintético eficiente em relagdo a SNR e ao nimero de snapshots quando a quantidade de sensores
¢ suficientemente grande em relagdo ao nimero de fontes [34]. Entretanto, a implementacdo direta
do MLE ¢ invidvel devido ao esfor¢co computacional requerido para a minimizagdo das fungdes custo
obtidas para os critérios DML e SML.

Um dos métodos desenvolvidos para solucionar este problema é o MODE (Method Of Direction
Estimation) [19], um método iterativo de alta resolug@o obtido a partir de uma versdo modificada da
funcgdo custo do critério DML e que faz uso da decomposi¢ao da matriz covariancia em subespacos
de sinal e de ruido. Neste método, as estimativas de médxima-verossimilhanca sdo obtidas a partir
das raizes de um polindmio adequado b(z). A performance do MODE, com nimero suficientemente
grande de sensores, € muito proxima a atingida pelo MLE condicional, apresentando também efici-
éncia assintética em relacdo a SNR e ao nimero de snapshots, tanto para fontes descorrelacionadas
quanto para fontes totalmente correlacionadas.

Baseados no método MODE, com o objetivo de melhorar a performance para SNR baixa, foram
desenvolvidos outros dois métodos, 0o MODEX (MODE with eXtra roots) [21] e o MODEX Modified
[22]. Estes métodos implementam a mesma técnica de minimizacdo empregada no MODE, porém

eles obtém uma quantidade extra de raizes, formando um conjunto de estimativas candidatas. Estas

24
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candidatas sdo testadas pelos critérios ou DML ou SML para selecionar as melhores estimativas.

Este capitulo apresenta a reparametrizag¢do da fungao custo Fpyr(w), o desenvolvimento do mé-
todo MODE, derivando-o do MLE baseado no critério DML, a descricdo dos métodos MODEX e
MODEX Modified e sdao apresentadas simulagdes numéricas e resultados destes métodos.

4.2. Reparametrizacao da Fun¢io Custo DML

Conforme verificado no Capitulo 3, a func¢ao custo do critério DML para o parametro w é dada por

Fpur(w) = u[P4R], (4.1)

onde P, = I — A(A" A)"'A". A minimizagio desta fungio exige uma busca N dimensional,

exigindo um elevado esfor¢co computacional.

Esta fung¢do pode ser reparametrizada em termos de um vetor de pardmetros b = [by, by, ..., b M]T,
onde os elementos b,, sdo os coeficientes do polindmio [17]
M
b(z) = boz™ + bizM T by =0 [ (2 — ). (4.2)
m=1
As raizes deste polindmio sdo e’“m, com m = 1,2,..., M, e, portanto, se situam sobre a CRU
(circunferéncia de raio unitdrio). Assim, tem-se que
M
S b = g, 4.3)
m=0
onden=0,1,...,.N—1et=1,2,..., M. Esta expressdo pode ser reescrita como [18]
BfA =0, 4.4)
onde B¥ é uma matriz Toeplitz definida por
b < by bo 0
BT = : 4.5)
0 by - by bo

(N-M)xN
Considerando que o posto(A) = M e posto(B) = N — M, segue da expressio (4.4) que as colunas
de B pertencem ao espaco nulo de A”. Assim, tanto P quanto B(B” B)~'B" sio projetores

ortogonais do espaco nulo de A”, o que implica em

P, =B(B"B)"'B". (4.6)
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Substituindo a expressao (4.6) em (4.1), obtém-se a seguinte fun¢do custo equivalente reparametri-

zada em funcdo do vetor b

F(b) = Tr|B(B"B)"'B"R]. (4.7)

Assim, as estimativas do vetor de parametros b sdo obtidas resolvendo-se o seguinte problema de
minimizacao

b= argmin {F(b)}, (4.8)

onde D = {bm]b(z) = Z%:o bz~ £ 0 para |z| # 1} € o conjunto que faz com que a correspon-
déncia entre o vetor de parametros b e o vetor de freqiiéncias w seja Unico, desde que seja evitada a
solucdo trivial b = 0. A forma de se impor que b seja diferente de zero serd descrita em detalhes na
secdo 4.3.1.

Nao € possivel obter uma expressdo algébrica para a solu¢ao b do problema de minimizacdo (4.8),
pois, assim como a minimizacao da funcao custo (4.1), este problema € nao-linear em relagdo ao vetor
b. Porém, a expressdo (4.7) é mais adequada para ser manipulada algebricamente que a expressao
(4.1) e constitui a base para o método MODE.

A minimiza¢do expressa em (4.8) produz as estimativas DML do vetor de parametros b. As

freqiiéncias w sdo estimadas extraindo-se os dngulos das raizes do polindmio b(z).

4.3. Método MODE

A 1déia bésica do método MODE ¢€ aproximar a funcdo custo localmente em torno de um vetor
6timo b, por uma fun¢do quadratica. Para tanto, é realizada uma aproximacao assintética na fun-
¢do custo, a qual é obtida substituindo-se a matriz R da expressao (4.7) por sua decomposi¢do em

autovalores e autovetores, dada por

R=UAU", (4.9)

onde U é uma matriz unitdria cujas colunas sao os autovetores de R e A é uma matriz diagonal cujos
elementos sdo os autovalores de R ordenados em valores decrescentes. Considerando M fontes de
ondas planas e ruido branco com variincia 02 em ULA com N sensores ¢ N > M, tém-se que
A = diag{;, Ao, .. A At s AvFcom AL > Ao > oo > Ay > Ay = Ajae = ... =
Ay = 62, onde M = min{M, posto(P)} e \; é 0 i-ésimo autovalor de R. Agrupando as M primeiras

colunas de autovetores correspondentes aos M maiores autovalores numa matriz U g e os autovetores
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restantes na matriz U ~, pode-se reescrever (4.9) como
. foon o~ H o & o~ H
R=UsAsUg +UNANU y, (4.10)

onde Ug € CV*M ¢ Ay = diag{j\l, Xy, S\M} € RM*M g30 associados ao subespaco de sinal e
Uy € CNXIN=-M) g A\ = 62] € RO-M)x(N-M) g5 interpretados como pertencentes ao subespago
de ruido da matriz R.

Supondo que todos os autovetores do subespago de ruido, isto €, as colunas de Uy, sdo ortogonais
a matriz A, entdo estes vetores descrevem o espago nulo de A. Como conseqiiéncia, as colunas de
U s descrevem o espaco da matriz A. Neste caso, os projetores dos subespacos de sinal e ruido sdo
dados por [10]

Pi= AA"A)'AY  —UU, 4.11)
PL= I-AA"A)'AY =U\Uy. (4.12)
Disso segue que
o ~H o~ ~H
I=UsUs +UNUYy. (4.13)

O interesse do método MODE estd no comportamento local de F'(b) no qual Hl; —b,|| =~ O para K

grande. Isso implica que HB — B,|| ~ 0 e, conseqiientemente, BHﬁS = Ijgf? = 0 para K grande

[34]. Assim, substituindo a matriz R da expressdo (4.7) pela sua decomposi¢do em subespacos,
conforme (4.10), e considerando a igualdade expressa em (4.13), a expressdao da funcio custo do
MODE ¢ dada por [19]

Frope(b) = tr [B(BHB)*BHIAJS@UQI} , (4.14)

sendo que a matriz U Otima, para minimizar a variancia do erro de estimacdo, é dada por [10], [32]

N AN2 (Y A2 . a2N2
¥ = diag M=o Q=) | =) | (4.15)
)\1 )\2 )\]\7[

onde retirou-se a parcela de ruido, dada por 62, dos autovalores do subespaco de sinal, pois este subes-
paco também ¢é afetado pelo ruido e cada um de seus autovalores contém uma parcela do mesmo. A
estimativa da variancia do ruido, 62, pode facilmente ser obtida calculando-se a média dos elementos

da diagonal da matriz A N, OU seja,
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1 “
52 — _TriAy) = _
v ARG Al v v

A minimiza¢do da fungdo custo (4.14) € realizada de forma iterativa, sendo necessario apenas

[Tr{R} — Tr{Ag}]. (4.16)

. ~ N . e ~ . ~H o

poucas iteracdes para se obter a convergéncia requerida. A primeira iteracdo é realizada com B B
. . . ~H o . ~ .

sendo uma matriz definida positiva - normalmente faz-se B B = I - e nas iteragdes seguintes, a

. . A, . A H o~
estimativa de b, b, é usada para atualizar o valor de (B B) L

4.3.1. Minimizacao da Funcao Custo no Método MODE

A expressdo (4.14) pode ser decomposta em

Fuyopr(b) =t [B(BHB)”BH(AJS (‘i’m‘i’m) Uﬂ 4.17)
e transformada para
S 1/2\ o~ H CH o . L 1/2
Fuops(b) = [(§"°) @ B)(B"B) " (B"Us) (¥77)], @.18)
onde
~1/2 5\1_5—2‘ ‘5\2_&2‘ ‘S\M—&2
¥ ' = diag .. 4.19)

= ; = y " )
V /\1 V )\2 )‘]\7[
L .o . . . . .
Pode-se demonstrar que (B B)~! possui simetria conjugada. Com isso, é possivel obter uma

matriz triangular diagonal superior utilizando a fatorizacio de Cholesky. Denotando por G o fator de
Cholesky de (BHB)*, tal que

(B"B)! = g"a, (4.20)
tem-se que
~1/2 ~ H N ~1/2
Fuops(b) = [(8"°) (U B)G"G(B"Us) (¥77)] 4.21)
Seja ainda

Uy e U’l,M

A~ A A u « o u _
U, =Us®"” = [u) - uy = 21 : 2:’M , (4.22)

uN,l U’N,M
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e
by by - b o ||
. U
BHuk _ . . . 2,k
0 by by bo
- UNK |
[ UM+1,k UMK U1,k bo |
o UpM42,k UM+1E - U2,k by
| UNk UN-1k *°° UN-MKk bar ]
= [Skbl(v_snxi: 1 <k < M, (4.23)
resultando em
B"U, =[S1b | Sob | -+ | Surbly_yiym - (4.24)
Portanto,
GB"U, = [(GS)b | (GS2)b | -+ | (GSi)b]. (4.25)
Reescrevendo a expressado (4.21) utilizando (4.25) obtém-se
(GS.b)H
(GSub)"
M
= ) (GS:b)"(GS;b)
k=1
M
= > _IGS;b|?
k=1
GSb
= [(GS)T |- | (GSub)"] : : (4.26)
GS b
Utilizando a notacao
GS,
H = : , 4.27)
GSy;

M(N—=M)x(M+1)
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tem-se que
Fuopr(b) = (b HYHb) = ||Hb|> . (4.28)

Agora, considere a restricdio b € D. Esta restricio complica o problema de minimiza¢do indi-
cado em (4.8) significativamente. E comum, na prética, substitui-la pela restricio simetria complexa

conjugada sobre os coeficientes de b(z), fazendo

b =by_,, para m=0,1,..., M. (4.29)

m

Esta restri¢do ndo é necessdria e nem suficiente para que as raizes do polindmio b(z) estejam sobre
a CRU, porém todo polindmio b(z) com raizes sobre a CRU pode ser convertido, mediante um fator

multiplicativo, em um polindmio com simetria complexa conjugada. Veja o exemplo abaixo:

Dado as raizes z; = ¢/“! e z, = €/“? tém-se o seguinte polindmio
b(z) = 22 — (3“1 + I92) 7 4 efrten)

o qual nao apresenta simetria complexa conjugada. Porém, se b(z) for multiplicado por
(w1+tws)
2

eJ , obtém-se

_ i (witwo) (witws) o
2 2z

_ (w1 —wp) i (wy—wo)  (w)+wa)
e’ b(z) =e’ T3 e’ J

2 )Z+€ 2

— (6
0 qual possui a simetria complexa conjugada.

Quanto a suficiéncia da restric@o (4.29), veja o contra-exemplo a seguir:

Dado as raizes z; = pe’“ e z, = %e‘j‘” tém-se o polindmio
2 jw 1 —jw
b(z) =z — (pe* + —e7¥)z 4+ 1.
)

Portanto, ha a simetria com by = by; = 1 mesmo com p # 1.

Assim, conclui-se que uma estimativa de b determinada sob a restri¢do simetria complexa conju-
gada ndo necessariamente pertencerd ao conjunto [J. Mas a restri¢ao (4.29) € conveniente por reduzir

o niimero de incdgnitas em b(z), pois o polindmio possuird, para M par, a seguinte forma
b(z) = boz™ + bz e b 2 b2 ® b2 0, (4.30)
2

ou
M+1

b(z) = boz™ + 01z b T b 2 T
2

e B 4.31)
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para M impar.

A seguir sera considerada a minimizac¢ao da expressdo (4.28) sob a restri¢do (4.29). Para tanto, s@o

definidas as seguintes matrizes e vetores

1. Para M par
1 0
° Ikpar = I%X% =
0 My
0 1
* 10t90(L par) = I%X% girada de 90° =
1 0
L] — .. T
ze=[0 0]%Xl
Ikpar ze ]Ikpdr
e Ky = zel 1 zel
10t90(L ypar) 2z€  —jrot90( par) (ML) (M)

T
® Bpar = |:b07'e blre b(%—l)ra % bOz’mg blimg b(%—l)img] - [ﬁ() 6M]T

2. Para M impar

1 0
° Ik:l’mpar = I%X% =
O g
0 1
* 10t90(1 jimpar) = 1 M1 M1 girada de 90° =
1 0

M+1 X M+1
2 2

. K _ Ikimpar jIkimpar
impar rotQO(Ik;l’mPar) —jI'OtQO(kampar)

] (M+1)x(M+1)
r T
® IBfmpar = [bﬂre blre b%re bOimg blimg b%zmg} = [BO ﬁM]
onde p é um nimero real.

Os vetores

bpr = [bo by - ba g b By oo b;} , para M par, (4.32)
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bimpar = |bo b1 - - b% by_1 --- by, para M impar, (4.33)

onde b,, = byre + Jbmimg, representam os coeficientes dos polindmios apresentados nas expressdes

(4.30) e (4.31), respectivamente. Estes vetores podem ser obtidos da seguinte forma

bpar = Kparﬁpar (434)
bimpar = Kl’mparﬁfmpar (435)

Fazendo b = K 3 na expressio (4.28), obtém-se

Fuyope(d) = (b"H"Hb) = g'K"H"HKSB = " (HK)"(HK)3
= ﬁT(HKre+jHKimg>H(HKre+jHKimg>/6
HK,,

= B'[HK] | HK] ][

mg

onde HK,. e HK,,, sdo, respectivamente, as partes real e imagindria do produto matricial H K.

Fazendo
= —Re(HK) ] ; (4.37)
Img(H K) 2M(N—M)x(M+1)
tem-se que
Fryopr(b) = HQ,3H2 (4.38)

Serd discutido agora como eliminar a solucao trivial, b = 0, induzida no problema de minimizagado
de Fyopr(b) através da imposi¢ao de by # 1.

Da expressao (4.2) tem-se que

M
bar = boe! @M com © =Y wy. (4.39)

m=1
Impondo a restricdo simetria complexa conjugada e observando os polindmios das expressdes
(4.30) e (4.31), verifica-se que by = bf tanto para M sendo um ndmero par ou impar. Portanto,

obtém-se que

by, = bo = ae!(T), (4.40)

onde ov = |by| # 0. Assim, verifica-se que somente o mddulo de by € arbitrario. Portanto, uma simples

restricdo sobre 3, fazendo (3, = 1, ou seja, a parte real de by = 1, evita a solu¢ao trivial mencionada.
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Porém, esta restricdo ndo é totalmente correta, pois ela elimina as situagdes em que o somatorio dos
parametros w,, ¢ um multiplo impar de 7. Neste caso, o argumento de b,; serd um mdltiplo impar
de 7/2, o que implicard em (5, = 0. Embora estas situa¢des ndo sejam freqiientes, sua ocorréncia
faz com que alguns elementos obtidos na minimizacdo da expressao (4.38) apresentem valores muito
grandes. Neste caso, basta repetir a minimizagio de Fy;opg(b) sob a restricdo 5, = 1 em 3. O uso
adequado destas duas restri¢Oes € suficiente para abarcar todas as situagdes praticas [19].

Para resumir, a minimizagdo de Fy;opg(b), sob a restri¢do simetria complexa conjugada, envolve

0s seguintes passos:

. .onH - e
PASSO 1: Computar u;;, € G. A estrutura especial da matriz B B, que € limitada e

Toeplitz, torna possivel utilizar algoritmos rdpidos para o cdlculo do fator de Cholesky

G.

PASSO 2: Computar H e (2. A estrutura triangular de G reduz o esforco computacional
requerido para obter H. O calculo de €2 a partir de H utilizando a expressao (4.37) é

simples.

PASSO 3: Determinar 3 minimizando a fun¢do quadratica Fy;opg(b) definida na ex-

pressao (4.38). Para isso, faz-se o uso da decomposi¢ao QR como segue. Dado
Q= [Q; Q], (4.41)

onde Q; € C2MIN-M)x1 ¢ ), ¢ C2M(N=-M)xM '3 decomposicdo QR de 2 conduz a

Q: = [Q, Q)] [ ROI ] , (4.42)

onde Q, € C?MW-M)xM & R denota uma matriz triangular superior de ordem M x M.

Entdo a minimizagao € dada por

. (4.43)

1
B= _
R 'Qi'Y
O valor final de 3 obtido € utilizado para calcular o vetor b através das expressoes (4.34) ou (4.35)

e as freqiiéncias sdo estimadas calculando-se as raizes do polindmio correspondente b(z).

4.3.2. Implementacao Computacional do Algoritmo MODE

A seguir segue o resumo dos passos a serem seguidos para implementar o algoritmo MODE.
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Passo 1) Deve-se calcular a matriz covariancia estimada R através de
1 H
R=— > y(k)y" (k). (4.44)

Passo 2) Decompde-se a matriz R em autovetores e autovalores. Serdo necessarios apenas os M
primeiros autovetores de R e seus respectivos autovalores, ou seja, Ug e Ag. Isto pode ser

verificado observando a expressao (4.14), que nao depende de Uy nemde Ay.

Passo 3) Obtém-se uma estimativa consistente da variancia do ruido, 2, através da identidade ex-
pressa em (4.16), ou seja,
52— 1 re(R) — Tr{Ag). (4.45)
N-M
Passo 4) Realiza-se a minimizacao da expressao (4.38) seguindo os passos descritos na se¢ao anterior

~H 2 . . .
com (B B)~! = I para se obter uma primeira estimativa do vetor b.

Passo 5) Realiza-se novamente a minimizagdo de Fy;ope(b), agora utilizando a matriz B obtida
através da primeira estimativa de b. Este passo deve ser repetido algumas poucas vezes, de-
vendo sempre utilizar-se da dltima estimativa de b para atualizar (BHB)_l. O ndmero de
iteragdes dependerd do critério de convergéncia requerido. Porém, este método apresenta uma
convergéncia muito rapida, podendo ser implantado com um numero de iteragdes fixas. Nor-

malmente duas ou trés iteracdes sdo suficientes.

Passo 6) Determina-se as raizes do polindmio b(z) da expressdo (4.2), cujos coeficientes b,, pro-
vém do passo anterior. Estas raizes sio as estimativas de maxima verossimilhanga do vetor de

parametros w.

Passo 7) Finalmente, obtém-se as estimativas DOA, 6, através da relacdo definida pela expressao
(2.7) no Capitulo 2, sendo

2
Wi = —%d sen(f,). (4.46)

4.4. MODEX - MODE with eXtra roots

Conforme poderé ser verificado nos resultados apresentados na secao 4.7, em situacdes que a SNR
¢ baixa o MODE softre do efeito de limiar de desempenho, o qual consiste em uma degradacao rapida
do desempenho quando a SNR € reduzida a partir de um certo valor. Qualitativamente, este efeito é

causado pelo fato da matriz dos autovetores do subespaco de sinal estimada, Us, possuir componentes
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significantes do espaco nulo da matriz A. Neste caso, o MODE, incorretamente, tende a alocar
uma ou mais raizes em regides distantes daquelas referentes aos angulos desejados, em resposta a
uma presenca forte do ruido em contraste com o sinal das fontes. Neste caso, o desempenho do
MODE sofre uma forte degradacdo e esta degradacao pronunciada configura o efeito de limiar de
desempenho.

A proposta principal do MODEX ¢ utilizar P raizes extras para minimizar esta degradagdo, sendo
P um inteiro tal que 0 < P < N — M. Tais raizes extras configuram uma folga de modo a permitir
que o MODE atenda simultaneamente as exigéncias de sinal (alocando raizes proximas aos angulos
DOA) e de ruido (alocando raizes em outros locais).

Para obter as P raizes extras utiliza-se a técnica “zero-pading” no dimensionamento da matriz ¥ da
expressao (4.15). Utilizando o indice M X para denotar as expressdes referentes ao método MODEX,

tem-se que a nova matriz ¥, com dimenséo estendida (M + P) x (M + P), é dada por

. . T 0
Wy = diag {\If 0, ,0} - . (4.47)
0 0
Utilizando essa matriz, a expressao (4.14) pode ser estendida para
- ~ . A H
F]V[X(b) :jﬁT{_F)B[]]MXl:[’]\/[)(lj]\/[X}7 (448)
onde Pz = B(B"B)"'B", o vetor
b= [bo,b1,- - barsp]” (4.49)
contém os coeficientes do polindmio de grau M + P, a matriz B é definida como
by - BMJrP 0
B = , (4.50)
0 bo -+ buep Nx(M+P)
e a matriz U mx € dada por
Unix = [, @, -+, @aryp] - 4.51)

A partir das expressoes (4.47) e (4.51), obtém-se que

~ ~ ~ H ~ ~ ~ H
UnixWuxUyy = Us®U . (4.52)
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Assim, a fun¢do estendida da expressao (4.48) € dada por

— ~

Farx(B) = Tr{PgUsBU Y, (4.53)

e a tnica diferenca em relaco a expressio (4.14) é a matriz B estendida, montada com o vetor de
parametros b de ordem M + P.

Para a minimizagdo da expressdo (4.53) sdo utilizados os passos apresentados na se¢do 4.3.1, e ao
seu final obtém-se o vetor b, donde sdo extraidas as (M + P) raizes do polindmio formado por estes
coeficientes.

Para garantir um desempenho assintético similar aquele alcancado pelo MODE, as M raizes do
MODE convencional sdo calculadas e agrupadas com as (M + P) novas raizes, levando a um conjunto
de (2M + P) estimativas candidatas.

4.4.1. Selecao das Raizes do MODEX
A selecdo das melhores M estimativas de todas (2M + P) candidatas é feita analisando todas as
possiveis combinacdes de M raizes via critério DML ou SML. Estes critérios, conforme apresentados

no Capitulo 3, sdo dados, respectivamente, por

WpML = argm‘jn {Fpyur(w)}, (4.54)
onde F'py,r, € dado pela expressdo (4.1), e

wsmL = argm‘jn {Fspr(w)}, (4.55)

onde

~ 1 ~
Four(w) = logdet | PARPA + ¥ Mtr(Pj-lR)PAL : (4.56)

Em ambos critérios w C ®, onde ® € o conjunto de todas as combinacdes possiveis das raizes
MODEX.

4.4.2. Valor do Parametro P

Apesar do fator P poder ser escolhido livremente, deve ser usado com critério, pois quanto maior,
maior o nimero de raizes extras e a quantidade de combinacdes a serem analisadas. Em [21] é
realizada uma breve andlise experimental sobre este parametro de simulagdes e verifica-se que valores
acima de quatro ndo melhoram significativamente a curva de desempenho do MODEX, quando o
nimero de sinais € igual a dois.

O niimero de combinagdes, NC, a ser analisado é condicionado pelo fato de P~ ser independente
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da ordem de raizes de cada combinag¢do. Portanto, NC' é dado por

(2M+P\  (2M+P)
NC_< Y )_—M!(M+P>!. 4.57)

4.4.3. O Esforco Computacional

O esforco computacional para 0 método MODEX € maior que o dobro que o apresentado pelo
MODE. Pois além da minimiza¢do da funcdo custo ser executada duas vezes, uma como no método
MODE e outra utilizando o vetor estendido b, é necessario um esforco computacional extra para o
processo de selecao das candidatas.

Apesar desse acréscimo no esforco computacional, o método MODEX apresenta uma melhora

significativa em seu limiar de desempenho quando comparado com o0 MODE.

4.5. MODEX Modified

O desenvolvimento do método MODEX Modified foi motivado por uma outra interpretagcao para a
acdo do MODEX [22]. A fungdo custo DML possui muitos pontos minimos locais nas vizinhangas
do minimo global, principalmente em SNR baixas. Assim, o limiar de desempenho do MODE ocorre
se a solugd@o do seu algoritmo convergir para um minimo local distante do minimo global. Para tentar
contornar este problema, o método MODEX gera alguns novos pontos no espaco do parametro w e
busca pelo melhor minimo entre todas as candidatas. Com isso 0o MODEX € capaz de reduzir o valor
da SNR onde se inicia o efeito de limiar do MODE.

Entretanto, apesar desse sucesso, nem todas as M + P raizes extras do MODEX sdo adequadas
para a estima¢do DOA, pois o aumento da ordem do polindmio MODE leva, em principio, a M raizes
proximas das raizes verdadeiras w e P raizes sdao alocadas em posi¢des distantes das verdadeiras
raizes, atendendo a imposi¢ao do subespaco de ruido da matriz correlacdo dos dados [21]. Como
conseqiiéncia, estas P raizes ndo sdo, em geral, boas estimativas para os parametros.

O método MODEX Modified tem por finalidade obter estimativas candidatas melhores e em menor
quantidade que as geradas pelo método MODEX. Basicamente, sdo geradas trés solucdes distintas
do MODE, cada uma com uma restri¢do diferente para evitar a solugao trivial b = 0. Nesta proposta
supde-se que haverd pelo menos M boas raizes entre elas. Claro que o subespagco formado pela
diferenca entre os subespagos de sinal amostrado e exato, denominado swap, afetard as solucdes
MODE. Mas a agdo swap nem sempre afetard as trés solucdes simultaneamente e/ou nem sempre
afetard a mesma raiz em cada solugao.

A seguir € descrito em detalhes como obter as raizes extras neste método.

Como primeiro passo, deve-se obter a solugdo MODE impondo-se uma restrigao do tipo || 3] = 1

para evitar a solugdo trivial. Esta restricdo é implementada modificando a solu¢io MODE da ex-
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pressdo (4.43) e fazendo (3 igual ao autovetor correspondente ao menor autovalor da matriz Q7€)
[39].

Como segundo passo, duas outras solucdes MODE sao geradas usando-se outras restricdes para
eliminar a solugdo trivial. Referindo-se ao problema da expressao (4.38), as restricdes empregadas
sdo By = 1 e By = 1. Como mencionado na Secdo 4.3.1, uma delas é sempre correta para todos
possiveis valores dos parametros DOA.

Somente a solucdo correspondente a restricdo de norma-unitaria é obtida pelo algoritmo completo
do MODE. As solugdes referentes as restricoes lineares sao obtidas diretamente da expressao (4.43),
ajustada para cada restric@o linear e utilizando a dltima matriz €2 obtida para a solu¢cdo da norma-
unitéria.

Portanto, sdo utilizadas trés restricdes distintas, gerando trés solucdes MODE e, conseqiientemente,
3M candidatas.

Comparando o esfor¢co computacional do MODEX com o MODEX Modified, a primeira observa-
¢do a ser feita é que ambos executam o algoritmo MODE. Entretanto, eles diferem-se significativa-
mente na forma de gerarem as raizes extras: enquanto que o MODEX executa o algoritmo MODE
novamente, utilizando o vetor estendido b, 0 MODEX Modified somente calcula a solucdo para a
expressao (4.43) duas vezes. Esses métodos também diferem no niimero de combinagdes a serem tes-
tadas: [(2M + P)!/[(M + P)!M!] para o MODEX e [(3M)!/[(2M)!M!] para 0o MODEX Modified.
Portanto, o MODEX Modified gera um nimero menor de combinacdes se M < P < N — M, o que

normalmente ocorre. Além disso, nao € necessario encontrar o melhor valor de P.

4.6. Analise do Processo de Selecio MODEX

Conforme mencionado no Capitulo 2, sec@o 2.3, nesse trabalho ¢ utilizado um procedimento para
avaliar um limite tedrico de desempenho para os métodos MODEX e MODEX Modified. Este pro-
cedimento é denominado de bestMODEX e bestMODEX Modified, respectivamente, € consiste em
escolher as candidatas que minimizam o erro quadratico entre suas estimativas dos angulos e os ver-
dadeiros valores dos angulos a serem estimados. Tal selecdo das melhores candidatas, a partir dos
parametros verdadeiros, € dada por

M
2

Whest = arg glclg (Wm — W)~ (4.58)
m=1

onde ® € o conjunto de todas as combinacdes possiveis das candidatas geradas, w,, ¢ o m-€simo

elemento de uma combinagdo w C P e w,, € o parAmetro verdadeiro.
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4.7. Simulacoes e Resultados

Nesta secdo sao apresentados os resultados das simulagdes numéricas dos métodos MODE, MO-
DEX e MODEX Modified.

O caso a ser simulado [21] € um arranjo linear uniforme com dez sensores, omnidirecionais e
interespacamento de metade do comprimento de onda. Ha dois sinais de banda estreita, com poténcias
iguais e com DOAs em ¢; = 10° e #; = 15° em relag@o a normal ao arranjo, o que exige estimadores
de alta resolucdo. Estes angulos produzem w; = 0, 5455 rad e wy, = 0, 8131 rad, respectivamente.
O numero de raizes extras geradas pelo MODEX é P = 4, o nimero de snapshots utilizado nas
simulagdes € 100, o nimero de iteracdes empregado na minimizacao € 2 e a faixa de SNR varia de
-15 a 15 dB, com passo de 1,25 dB. Sao utilizadas 1000 realiza¢des independentes, simulacdes de
Monte Carlo, para o cdlculo do desempenho médio, dado em valores RMSE, conforme expresso em
(2.26).

O modelo de sinal utilizado é o apresentado no Capitulo 2, considerando-o deterministico e que
os valores da matriz de correlacdo sao P = I, fontes totalmente descorrelacionados, e P = 1,
fontes totalmente correlacionadas, onde 1 representa uma matriz quadrada, de ordem M, com seus
elementos iguais a 1.

Os dados para simulacdes sdo gerados [19] calculando-se a matriz covariancia tedrica, que € funcao
da poténcia do ruido, das freqiiéncias e da matriz de correlacdo dos sinais e € dada pela expressao
(4.44). E extraida a raiz quadrada dessa matriz e o resultado é multiplicado por uma seqiiéncia de
vetores complexos compostos de varidveis aleatérias Gaussianas independentes.

Cada ponto da curva de desempenho € calculado como a média dos dois valores RMSE das es-
timativas DOA em graus. Quanto menor o valor da média, mais as estimativas se aproximam dos
pardmetros reais.

O Limite de Cramér-Rao ou CRB (Cramér-Rao Bound) € mostrado em todas as figuras para a
andlise do desempenho assintético dos métodos. As principais expressoes para o calculo do limite de

Cramér-Rao para o caso DOA sao demonstradas e analisadas em [23].

4.7.1. Métodos MODE, MODEX e MODEX Modified

Nas Figuras 4.1 e 4.2, as fontes tratadas sdo descorrelacionadas entre si, ou seja, P = I. Nestas
Figuras sdo apresentadas as curvas de desempenho do método MODE, sob a restricdo 5, = 1, e dos
métodos MODEX e MODEX Modified. A Figura 4.1 mostra os resultados quando se usa o critério
DML para a selecdo das candidatas, ao passo que a Figura 4.2 se refere ao critério SML.

Nas Figuras 4.3 e 4.4, as curvas de desempenho para os métodos MODEX e MODEX Modified
sdo obtidas também através dos critérios DML e SML para selecao das candidatas, respectivamente.

Porém, as fontes utilizadas sao totalmente correlacionadas.
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Grafico RMSE x SNR - Critério DML
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Figura 4.1. Desempenho dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modified - fontes descorrelacionadas e
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Figura 4.2. Desempenho dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modified - fontes descorrelacionadas e
critério SML.
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Figura 4.3. Desempenho dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modified - fontes correlacionadas e critério
DML.
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Observa-se em todas as figuras que os métodos MODE, MODEX e MODEX Modified apresen-
tam comportamento assintotico em relagdo a SNR, isto é, se aproximam do limite de Cramér-Rao a
medida que a SNR cresce.

Analisando as curvas de desempenho do método MODE para fontes descorrelacionadas e total-
mente correlacionadas, observa-se que este método possui um bom desempenho em ambas situagdes,
sendo ainda um pouco mais eficiente para as fontes totalmente correlacionadas. Entretanto, em ambos
os casos o MODE apresenta o efeito de limiar de desempenho para SNR de 3 dB aproximadamente.
Ou seja, ocorre uma degradagao répida do desempenho para valores da SNR menores que 3 dB. E
para SNRs muito menores que este limiar, o erro quadratico tende a se estabilizar em torno de 30°.

Observa-se nestas figuras que os resultados apresentados pelo método MODEX, com a utilizagao
das raizes extras, € significativamente melhor que o método MODE, reduzindo seu limiar de desem-
penho para algo em torno de -6 dB para fontes descorrelacionadas e -7 dB para fontes correlacionadas.

Analisando o método MODEX Modified verifica-se que, além do ganho no esfor¢co computacional
mencionado anteriormente, este método supera o desempenho do MODEX. Assim, este método ¢
considerado o melhor método de estimacdo dentre os trés analisados e serd o método utilizado como
base para a proposta deste trabalho.

Comparando as curvas de desempenho dos métodos MODEX e MODEX Modified nas Figuras 4.1
e 4.2, verifica-se que a melhor selecao das candidatas em um ambiente de fontes descorrelacionadas
€ dada pelo critério DML. E comparando os resultados apresentados nas Figuras 4.3 e 4.4, verifica-se
que a utilizagdo do critério SML para selecao das candidatas é a melhor op¢ao em um ambiente de

fontes totalmente correlacionadas.

4.7.2. Analise da Seleciao das Raizes Geradas nos Métodos MODEX e MODEX Modified

Nas Figuras 4.5 e 4.6 sao apresentadas as curvas de desempenho dos métodos MODEX e MO-
DEX Modified juntamente com as curvas bestMODEX e bestModex Modified, as quais apresentam
o desempenho obtido com a selecdo ideal das raizes estimadas por estes métodos. Os ambientes de
simulagdes das Figuras 4.5 e 4.6 sdo os mesmos apresentados nas Figuras 4.1 e 4.4, respectivamente.

A primeira observacao a ser feita sobre estes resultados ¢ uma comparagdo das curvas bestMODEX
e bestMODEX Modified. Verifica-se que as raizes geradas pelo método MODEX Modified sao melho-
res que as geradas pelo MODEX, além de ser, em geral, em menor quantidade, conforme demonstrado
na secao 4.5.

Uma segunda observacdo € que nao se pode comparar as curvas bestMODEX e bestMODEX Mo-
dified com a curva CRB, porque a selecio das raizes baseia-se nos parametros DOA verdadeiros.

Uma ultima observagao é referente ao processo de selecdo utilizado pelos métodos MODEX e MO-
DEX Modified. Verifica-se que ndo sao selecionadas as melhores estimativas dentre aquelas produzi-

das. Isto € facilmente observado comparando as curvas de desempenho obtidas pelos métodos MO-
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DEX e MODEX Modified com as curvas obtidas pelos procedimentos bestMODEX e bestMODEX
Modified, respectivamente.

Analisando as fungOes custo dos critérios DML e SML expressos em (4.1) e (4.56), respectiva-
mente, verifica-se que ambas dependem das matrizes P e R. A matriz P depende somente das
combinacdes das raizes contidas no conjunto ®, que sdo as mesmas utilizadas para obter a curva
bestMODEX. O mesmo ocorre em relagdao ao procedimento bestMODEX Modified. Portanto, o
ruido presente na matriz de covariancia estimada, R,é0 responsavel pelo fato do processo de selecao
das candidatas nos métodos MODEX e MODEX Modified nao conseguir selecionar as melhores can-
didatas, como acontece nos procedimentos bestMODEX e bestMODEX Modified. Deve-se observar

que esta falha na selecao das melhores candidatas se agrava com a redug¢ao da SNR.

4.8. Conclusao

Este capitulo teve como objetivo apresentar e avaliar os métodos MODE, MODEX e MODEX
Modified.

Foi apresentado detalhadamente o desenvolvimento do método MODE, desde a reparametrizacio
da funcdo custo do critério DML até o equacionamento para a implementacdo da minimizacdo da
funcgdo custo obtida para o MODE. E foram apresentados os métodos MODEX e MODEX Modified,
que sdo versdes modificadas do MODE.

Na anélise dos resultados apresentados neste capitulo, pdde-se verificar o desempenho assintético
em relacdo a SNR e a alta resolucdo dos métodos aqui apresentados. Verificou-se que o limiar de
desempenho do MODE ocorre nas proximidades da SNR 3dB e que a utilizag@o de raizes extras nos
métodos MODEX e MODEX Modified melhora significativamente este limiar.

Verificou-se que a melhor selecdo das raizes para os métodos MODEX e MODEX Modified,
quando as fontes sdo descorrelacionadas, € obtida através do critério DML. E para fontes totalmente
correlacionadas, o critério SML apresenta o melhor resultado.

Porém, verificou-se também que ambos processos de selecdo sofrem forte degradacdo para SNR
baixa devido ao ruido presente na matriz covariancia estimada R. Com o objetivo de reduzir esta
degradacdo e, conseqiientemente, obter uma melhora de desempenho, € proposto no capitulo seguinte
a utilizacdo de uma filtragem apropriada dos snapshots.

Constatou-se que o método MODEX Modified é o melhor método de estimagdo dentre os apre-
sentados. Este método apresenta uma 6tima performance em relacdo a SNR, obtendo um ganho em
seu limiar de desempenho de aproximadamente 10 dB em relacio ao limiar apresentado pelo método
MODE, e seu esfor¢co computacional € inferior a metade do esfor¢o solicitado pelo MODEX. A par-
tir deste resultado, o método MODEX Modified sera a referéncia e a base para implementacdo da

filtragem.



Capitulo 5

Aplicacao de Filtragem no Método MODEX
Modified

5.1. Introducao

No capitulo anterior, verificou-se que o método MODEX Modified apresenta o melhor desempenho
entre os métodos simulados e que as raizes selecionadas pelo processo de selecao das candidatas nao
sdo as melhores dentre aquelas produzidas. Observou-se que esta degradacdo é causada pelo ruido
presente na matriz covariancia estimada, R. Esta falha no processo de selecdo se agrava com a
reducdo da SNR e faz com que o efeito de limiar do método MODEX Modified ocorra em uma SNR
préxima de -7 dB.

Com base nestes resultados, é proposto nesse trabalho submeter os snapshots y(k) a uma filtragem
apropriada. Isto € feito com o propésito de melhorar a SNR dos snapshots e, conseqiientemente, da
matriz R. Com isto espera-se melhorar o desempenho do processo de sele¢do de candidatas.

Neste capitulo é apresentado o procedimento para a realizagcdo de filtragem nos snapshots. Sao
apresentadas as caracteristicas desejdveis ao filtro, o desenvolvimento de um filtro obtido a partir da
alocacdo de pélos e zeros, e a obtencao de um filtro utilizando a técnica de amostragem em freqiiéncia.
Para cada filtro, € apresentado e analisado o médulo de sua resposta em freqii€ncia.

Por fim, sdo apresentados os resultados obtidos para o método MODEX Modified com o uso de

filtragem.

5.2. Procedimento de Filtragem

Conforme apresentado no Capitulo 2, o parametro DOA, 6,,,, foi reparametrizado em termos do
parametro w,, através da relacdo apresentada na expressdo (2.7), onde w,, € dado em radianos e

possui valores entre —7 € 7. Assim, o problema de estimag¢do de DOA pode ser tratado como uma

45
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estimacao das freqiiéncia w,, comm = 1,2, ..., M.

A partir desta considera¢do, a reducio do ruido presente na matriz R pode ser atingida através de
um filtro multibanda com resposta ao impulso dada por h(l), onde [ = 0,1,..., L. Para que seja
atenuado o ruido e, simultaneamente, sejam preservados os sinais, tal filtro deve apresentar resposta
em freqiiéncia, H ¢(w), com ganho unitério nas freqiiéncias a serem estimadas e ganho menor que um
(< 1) nas demais freqiiéncias. Os valores das freqii€ncias a serem estimadas serdo obtidos de forma
aproximada através de uma estimativa preliminar.

Para facilitar a representacdo matemadtica, a partir deste ponto serd alterada a notagdo de y(k)
para y,. Cada snapshot y,, € submetido ao filtro, produzindo um outro vetor, denominado snapshot

filtrado, dado por

zp =Y+ h(l), (3.1

onde * indica a operagdo de convolugio € y, = [yx(0) yx(1) ... yx(N —1)]F € CV*!, Portanto, o
vetor z; possuird a seguinte forma

Zp = [Zk(O) Zk(l) c Zk(L + N — 1)]T < C(L+N)X1. 5.2)

A partir deste vetor, obtém-se uma nova versdo da matriz covariancia estimada dada por

K
A 1 i
Rf = ? kE:1 REZL (53)

a qual substituird a matriz R nas expressoes (3.15) e (3.21) dos critérios ML deterministico e es-
tocastico, respectivamente, os quais sdo utilizados no processo de sele¢do das raizes do MODEX
Modified.

Verifica-se na expressao (5.1) que a dimensdo da resposta ao impulso determina a dimensao de zj,
e, conseqiientemente, as dimensoes de Rf, as quais passam a ser (L + N) x (L + N). Estas novas
dimensdes sdo importantes pois, o esforco computacional para a selecao das candidatas aumenta com
as mesmas, e, portanto, com L. Por outro lado, quanto menor o valor de L, menor o grau de liberdade
para a conformacdo do filtro desejado. Portanto, L deve ser escolhido com cuidado. Nesse trabalho
faz-se L = N, ou seja, o comprimento da resposta ao impulso h(l) é N + 1. Este valor de L foi o
melhor compromisso obtido em numerosas simulacdes realizadas com os tipos de filtros propostos
neste trabalho.

Assim, o desenvolvimento da convolugao expressa em (5.1) é dado por
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h(i)yr(r — i) (5.4)

Juk(0) = [h(0) 0 --- O]y,
Dye(0) + ~(0)yx(1) = [2(1) h(0) 0 --- Oly,

=
=
I

I
o

)

—~
(=

2(N=1) = h(N=1)ye(0) + -+ h(0)yp(N — 1) = [(N — 1) h(N = 2) --- h(0)]y,
2(N) = h(N)ye(0) + -+ + h(Lye(N — 1) = [2(N) h(N = 1) -+ h(1)]y,
(N +1) = 0yr(0) + A(N)ye(1) + - + A(2)ye(N — 1) = [0 A(N) --- h(2)]y,

~—

2@V 1) = 0y(0) + -+ + 0y(N — 2) + h(N)yu(N = 1) = 00 - 0 h(N)]g,.

Portanto,
zi = Fyy, (5.5)
onde _ q
h(0) 0 0
h(1) h(0) 0
Fo h(N —1) h(N —2) h(0) (5.6)
h(N) h(N —1) h(1
0 h(N) h(2)
L 0 0 h(}V) Jonxn

Substituindo a expressao (5.5) em (5.3), a versao filtrada da matriz covariancia estimada pode ser

expressa como
R; = FRF". (5.7)

Em busca de um melhor desempenho na reducdo do ruido, a matriz R da expressao (5.7) € substi-
. . S . . .
tuida por sua versdo restrita ao subespaco de sinal , U g WU ¢, obtida no desenvolvimento do método

MODE. Fazendo esta substitui¢do, finalmente tem-se

R; = FUsWU L F!. (5.8)
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5.3. Caracteristicas do Filtro

Para que o filtro seja especificado, é necessario obter uma estimativa preliminar, w,,, das freqiién-
cias. A qualidade desta primeira estimativa € essencial para o sucesso do procedimento proposto,
pois ela ird definir as freqii€ncias onde o filtro deverd apresentar ganho unitario. Assim, serd utili-
zada a melhor opcao disponivel no contexto desse trabalho, ou seja, a estimativa MODE resultante
do primeiro estdgio do MODEX Modified, onde é imposta a restri¢do ||3]| = 1.

Para a escolha e obtenc@o da resposta em freqiiéncia, Hy(w), do filtro, é necessdrio ponderar as

seguintes restri¢oes:

1- |Hf(w)| deve ser igual a 1 nas freqiiéncias w,,, m =1, ..., M.
2 - |Hs(w)| deve ser menor que 1 para w # w,,, m =1,..., M.

3 - A redugdo do ruido se torna mais efetiva a medida que |H;(w # @,,)| aproxima de zero. Por
outro lado, o ruido na saida do filtro sera correlacionado, afetando o desempenho do processo
de selecio do MODEX Modified, porque este processo faz uso do critério ML baseado na

suposicao de ruido branco.

4 - O filtro para reducdo do ruido deve apresentar resposta ao impulso finita, ou seja, ser um filtro
FIR (Finite Impulse Response). Além disso, conforme mencionado anteriormente, a dimensao
da resposta ao impulso deve ser a menor possivel para ndo aumentar excessivamente o esforco

computacional.
A partir destas consideragdes, o problema a ser resolvido € o seguinte:

Otimizar um filtro FIR para maximizar o desempenho do processo de selecao das raizes
do método MODEX Modified sujeito a:

o [H (@) = 1,m =1, M.
o [Hp(w # wn)| < 1.

* A resposta ao impulso A(l) deve ter a menor dimensdo possivel.

Este problema ndo ¢ ficil de ser resolvido. Nos dois projetos de filtro apresentados e analisados a

seguir, procurou-se satisfazer somente as restricoes 1, 2 e 4.
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5.4. Filtro 1: Alocacao de Poélos e Zeros

Em [26], é apresentado um filtro desenvolvido por alocagdo de podlos e zeros, cujos parametros
foram ajustados através de simulagdes numéricas de forma a melhorar o desempenho da selecao das
raizes.

Colocou-se um polo em cada freqiiéncia w,, para garantir o ganho adequado nestas freqiiéncias.
Apés simulagdes, evidenciou-se a necessidade de também colocar um zero a cada freqiiéncia (w,, +
Om+1)/2,m =1,..., M — 1, para reduzir o ganho entre duas freqiiéncias sucessivas.

O filtro resultante € do tipo IIR (Infinite Impulse Response). Assim, sua resposta ao impulso deve
ser truncada.

Os coeficientes dos pélos e zeros, bem como o comprimento da resposta ao impulso, foram ajus-
tados utilizando simula¢des numéricas, buscando reduzir o erro quadratico médio da estimagdo do
método MODEX Modified. Este processo de ajuste foi executado para vdrios valores de angulos de
chegada, vérias quantidades de fontes, de sensores e de valores de SNR.

Concluiu-se que o seguinte conjunto de parametros representa um compromisso adequado para

todas as situagdes testadas:

1 - Todos os médulos dos pélos iguais a p = 0, 95;
2 - Todos os médulos dos zeros iguais a z, = 0, 70;

3 - A resposta ao impulso truncada com uma janela de Hamming w(l) = 0,52 — 0, 4 cos[(27(l —
N))/2N],1=0,1,...,N.

A seguir apresenta-se o desenvolvimento do filtro para o caso de duas fontes (M = 2), como
exemplo.

Considere a fungdo do sistema

1 — zed ™52 1
H(z) = — . . 59
(2) (1 — pedwrz=1)(1 — peiw2z=1) 52)
Por fragdes parciais, t€ém-se que
A A*
H(z) = . . 5.10
(2) 1 — peiwiz—1 Tz peiwz z—1’ (>.10)
onde
1 — 252 Lemdor ] _ ze i
A= P = p ) (5.11)

_ j(wo—w1) 1 _ pj(wa—w1)
1 pe]( 2 l)p 1 el (w2—w1
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Portanto, a resposta ao impulso A(l) é dada por
h(l) = [Ae?™r + A*e™?]plw(l), 1=0,1,...,N. (5.12)

A Figura 5.1 apresenta o médulo da resposta em freqiiéncia, |H (w)|, do filtro expresso em (5.12)
para uma SNR 15 dB e fontes descorrelacionadas com angulos de incidéncia de 10° e 50°, os quais
correspondem a w; = 0.5455 e wy = 2.4066, respectivamente. Foram utilizados estes angulos de

chegada, distantes um do outro, para uma melhor anélise do filtro.

Resposta em Frequéncia - Filtro 1

o (rad)

Figura 5.1. Resposta em Freqiiéncia - Filtro 1: Alocacdo de Pélos e Zeros.

Verifica-se na Figura 5.1, que o médulo da resposta em freqii€ncia em w; € wy ndo € igual 1. Este
fato ndo € relevante, pois poderia ser corrigido ajustando-se o ganho do filtro, e o valor especifico

deste ganho ndo afeta o desempenho do método de selecdo de raizes que emprega a filtragem.

5.5. Filtro 2: Amostragem em Freqiiéncia

Nesta secdo, é apresentado um filtro obtido a partir da amostragem da resposta em freqiiéncia de
um filtro ideal com as caracteristicas apresentadas na secao 5.3. Esta técnica para projeto € cldssica e
¢ apresentada em [40].

A obtencdo do filtro consiste em impor que sua resposta em freqiiéncia tenha ganho unitario nas
freqii€éncias estimadas e ganho nulo nas demais freqiiéncias. Como este filtro ideal € irrealizavel,

obtém-se uma aproximac¢do do mesmo.
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Esta aproximacgdo € obtida impondo as restricdes 1 e 2, citadas na sec¢do 5.3, sobre as freqiién-
cias presentes na transformada discreta de Fourier ou DFT (Discrete Fourier Transform), isto €, nas
freqiiéncias iguais a 2nl/(N + 1), com | = 0,1,..., N. Em seguida, calcula-se a DFT inversa e
obtém-se uma resposta ao impulso com comprimento /N + 1, referente a uma aproximacao da res-
posta em freqiiéncia ideal desejada.

Assim, deve-se calcular a aproximagio 27k, /(N + 1) para cada freqiiéncia estimada &,,, onde k,,

€ o indice espectral correspondente a estimativa w,,, dado por

N +1)d
km:int((;ﬂ), m=1,... M (5.13)
T

e int(z) indica o arredondamento do valor de x para o nimero inteiro mais préximo. De posse
destes indices, calcula-se a DFT inversa impondo ganho unitario nas freqiiéncias determinadas pelos
mesmos e ganho nulo nas demais, obtendo a resposta ao impulso de um filtro FIR com comprimento

N + 1 que se aproxima das caracteristicas desejadas. Ou seja,

M

1 .
hy(l) = N1 eI ¥mhml/(NF1) 1 — 0 1,... N. (5.14)

m=1
A Figura 5.2 apresenta o médulo da resposta em freqiiéncia, | H;(w)|, do filtro expresso em (5.14)
para o mesmo ambiente simulado na obten¢do da Figura 5.1, ou seja, SNR de 15 dB e angulos de

incidéncia de 10° e 50°, que correspondem a w; = 0.5455 e wy = 2.4066, respectivamente.

Resposta em Freqléncia - Filtro 2

o (rad)

Figura 5.2. Resposta em Freqiiéncia - Filtro 2: Amostragem em Freqiiéncia.
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Verifica-se na Figura 5.2 que o mddulo da resposta em freqiiéncia apresenta ganho unitirio nas
freqiiéncias 27k,,/(N + 1). E nas frequéncias 2xl/(N + 1), com [ # k,,, o ganho é nulo,
aproximando-se do filtro ideal. Apesar deste comportamento adequado, estudos através de simula-
¢des mostraram que uma suavizagao da resposta em freqiiéncia fora das faixas de passagem melhora
o desempenho do método de selecao de candidatas que emprega tal filtro. A suavizacdo empregada
elimina as oscilagdes. Logo, € possivel que tais oscilagdes afetem de forma inadequada o comporta-
mento da densidade espectral de energia do ruido apds o filtro, afastando-a ainda mais da caracteristica
branca inicial.

A suavizagdo desejada foi obtida com a aplicagdo da janela de Hamming, w(l), na resposta ao

impulso expressa em (5.14), resultando em

hya(l) = hy(Dw(l), (5.15)
onde

w(l) =0,52 —0,4cos|[(2r(l — N))/2N], 1 =0,1,...,N. (5.16)

A Figura 5.3 apresenta o mddulo da resposta em freqiiéncia ap6s aplicacio da janela de Hamming.
Verifica-se que a suavizacdo alterou os ganhos nas freqiiéncias 27k,,/(N + 1), reduzindo-os para

valores inferiores a 0, 6. Novamente, esta alteracdo de ganho nao ¢ relevante.

Resposta em Fregléncia - Filtro 2, suavisado

|Hf2((°)|

o (rad)

Figura 5.3. Resposta em Freqiiéncia - Filtro 2: Amostragem em Freqiiéncia, suavizado.
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5.6. Simulacoes e Resultados

Para validar o método proposto e demonstrar a eficicia do uso de filtragem no processo de sele¢dao
das candidatas no método MODEX Modified, sao apresentados nesta se¢do os resultados de varias
simula¢des numéricas em diversos ambientes de simula¢gdes, denominados de Ambiente 1, Ambiente
2, etc.

Todos os casos foram simulados com um arranjo linear uniforme com dez sensores, omnidirecio-
nais e interespacamento de metade do comprimento de onda, com sinais de banda estreita e poténcias
iguais. O nimero de snapshots utilizado foi 100 e o nimero de iteracdes do método MODE, implicito
no método MODEX Modified, foi 2. Foram utilizadas 1000 realiza¢des independentes, simulag¢des
de Monte Carlo, para o célculo do desempenho médio, dado em valores RMSE. O modelo de sinal
utilizado € aquele apresentado no Capitulo 2.

Os ambientes simulados diferem-se entre si pela correlacdo dos sinais, onde os valores da matriz
de correlacdo ora sdo P = I, fontes totalmente descorrelacionados, ora sio P = 1, fontes totalmente
correlacionadas. Diferem entre si também pelos angulos de chegada dos sinais, 6,,,, € pelo nimero de
fontes presentes.

Conforme demonstrado na secdo 4.7, o melhor critério para sele¢do das candidatas em ambientes
onde as fontes sdo totalmente descorrelacionadas ¢ o DML, ao passo que para fontes totalmente
correlacionadas € o SML. Esta indicagdo foi respeitada nas simulagdes.

Nos Ambientes 1 e 2, que sdo os mesmos ambientes simulados na secdo 4.7, sdo comparados
os desempenhos de trés versdes do método MODEX Modified: sem a filtragem, com o emprego
do Filtro 1 (com podlos e zeros) e com o Filtro 2 (amostragem em freqiiéncia) com suavizagdo. Nos
demais ambientes, usou-se apenas a versao com o Filtro 2, uma vez que este filtro apresenta resultados
semelhantes ao Filtro 1 e possui a vantagem de poder ser mais facilmente adaptado a quantidade de
fontes.

Os resultados obtidos sdo comparados com a curva bestMODEX Modified, que € o limite tedrico
de desempenho para o método MODEX Modified com e sem a filtragem. Daqui por diante, a curva
bestMODEX Modified é nossa principal referéncia, uma vez que esta curva € obtida pela escolha das
candidatas que minimizam o erro quadratico entre as estimativas DOAs e os verdadeiros DOAs a
serem estimados. Portanto, o limiar de estimagao para o Método MODEX Modified com filtragem ¢é
definido como sendo a regido de transi¢ao onde a sua curva de desempenho comeca a se afastar da
curva bestMODEX Modified.

A curva do Limite de Cramér-Rao (CRB) também € apresentada nos resultados para anélise do

desempenho assintético dos métodos em relagdo a SNR.
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5.6.1. Ambiente 1: P = 1,6, = 10°, 85 = 15° e critério DML
A Figura 5.4 apresenta as curvas de desempenho obtidas para o caso de duas fontes totalmente
descorrelacionadas e com angulos de chegada 6; = 10° e 62 = 15°, os quais produzem w; = 0, 5455

rad e wy, = 0, 8131 rad, respectivamente.
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Figura 5.4. MODEX Modified com Filtragem - P = I, 61 = 10°, §; = 15° e critério DML.

5.6.2. Ambiente 2: P = 1,60, = 10°, 65 = 15° e critério SML

Na Figura 5.5 s@o mostradas as curvas de desempenho para os Métodos MODEX Modified com
e sem filtragem para o caso de duas fontes totalmente correlacionadas e com angulos de chegada
01 = 10°e 6, = 15°.

Analisando as Figuras 5.4 e 5.5, verifica-se que o emprego da filtragem melhora o desempenho do
método MODEX Modified. O seu limiar de desempenho no Ambiente 1 passa de uma SNR proxima
de -6 dB, sem o uso de filtragem, para algo em torno de -9 dB, com o uso de filtragem. No Ambiente
2, o limiar de desempenho passa de uma SNR de -7 dB para uma SNR préxima de -13 dB. Observa-se
também, que o uso da filtragem faz com que a curva de desempenho do MODEX Modified ultrapasse
o limite inferior de Cramér-Rao. Estudos que estdo sendo feitos mostram que o rompimento do CRB
se deve a polarizacdo do estimador, sendo esta uma linha de continuidade deste trabalho. Além disso,
observa-se a semelhanca entre as curvas de desempenho obtidas com o filtro com pélos e zeros, Filtro

1, e aquelas obtidas com o filtro por amostragem em freqii€ncia, Filtro 2. Portanto, a partir daqui sera
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usado apenas o Filtro 2.

Grafico RMSE x SNR - Critério SML
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Figura 5.5. MODEX Modified com Filtragem - P = 1, 6; = 10°, f3 = 15° e critério SML.

5.6.3. Ambiente 3: P = I, 0, = 50°, 6, = 55° e critério DML.

Neste ambiente a simulacdo € feita com fontes totalmente descorrelacionadas e com angulos de
chegada #; = 50° e 6, = 55°, produzindo as freqiiéncias w; = 2.4066 rad e w, = 2.5734 rad,
respectivamente. Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 5.6.

Observa-se que o limiar de desempenho do método MODEX Modified sem filtragem ocorre para

valores de SNR préximos de -1 dB. A filtragem reduz este limiar para valores préximos de -9 dB.

5.6.4. Ambiente 4: P = I, 0, = 10°, 6, = 15°, 3 = 20° e critério DML

Neste ambiente € feita uma simulagdo com trés fontes totalmente descorrelacionadas e com DOAs
proximos de si, exigindo uma alta resolu¢c@o dos estimadores. Os angulos de chegada adotados sdo
0, = 10° 0y = 15°, 03 = 20°, resultando nas freqiiéncias w; = 0.5455 rad, wo, = 0.8131 rad e
w3 = 1.0745 rad, respectivamente. Na Figura 5.7 s@o apresentadas as curvas de desempenho obtidas,
mostrando que a filtragem proporciona expressivo ganho de desempenho de 11 dB na regido de limiar,

resultado do deslocamento do efeito limiar de 1 dB para -10 dB.
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Figura 5.6. MODEX Modified com Filtragem - P = I, 1 = 50°, 6§, = 55° e critério DML.
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Figura 5.7. MODEX Modified com Filtragem - P = I, 01 = 10°, 8 = 15°, 03 = 20° e critério DML
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5.6.5. Ambiente 5: P = 1, 0, = 10°, 6, = 15°, 5 = 20° e critério SML

Na Figura 5.8 s@o mostradas as curvas de desempenho obtidas em um ambiente mais severo, com
as condi¢des do Ambiente 4, exceto pelo fato das fontes serem totalmente correlacionadas. Observa-
se que, com o uso da filtragem, o efeito de limiar do MODEX Modified desloca-se de uma SNR
proxima de 12 dB para -6 dB, proporcionando excelente ganho de desempenho de 18 dB na regido

de limiar, o maior dentre as simulacdes apresentadas.

5.6.6. Ambiente 6: P = I, 0, = 10°, 6, = 65° e critério DML

Este ambiente explora o caso de fontes com grande separacdo entre seus angulos de chegada.
Nesta situagdo, nao se necessita de estimadores com alta resolucdo, conforme atestam os resultados
da Figura 5.9. Pode-se observar que os métodos MODEX Modified com e sem filtragem, que s@o
estimadores de alta resolucdo, apresentam praticamente o mesmo desempenho e suas curvas estao
préximas da curva bestMODEX Modified.

5.6.7. Analise Geral dos Resultados

Numa andlise geral de todos os resultados apresentados nesta secao, é importante destacar alguns
aspectos.

O primeiro € a eficicia da filtragem proposta em melhorar o desempenho do processo de selecdao
de candidatas do método MODEX Modified, proporcionando ganhos significativos de SNR de limiar.

Também se destaca que o emprego da filtragem nao altera o comportamento assintotico do método
MODEX Modified, a medida que a SNR cresce.

Um outro aspecto é a semelhancga entre os desempenhos dos dois tipos de filtros propostos, o que
permitiu escolher o Filtro 2.

Por fim, apesar deste ganho de desempenho, ainda ndo se consegue selecionar as melhores candida-
tas do MODEX Modified, pois as curvas de desempenho ainda sdo diferentes daquela relativa ao caso
bestMODEX Modified. Esta constatacdo sugere que ainda € possivel alcangar novos melhoramentos

de desempenho.

5.7. Conclusao

Neste capitulo foi apresentada uma proposta de submeter os snapshots do método MODEX Modi-
fied a uma filtragem para reduzir o ruido presente na matriz covariancia estimada R. Esta reducdo de
ruido possibilitou uma melhor selecdo das candidatas produzidas pelo método MODEX Modified.

Foi apresentado o procedimento para realizacao da filtragem, as caracteristicas desejadas ao filtro e
dois projetos de filtro FIR: um por alocacdo de pdlos e zeros, e outro por amostragem em freqii€ncia.

Foram apresentados os resultados obtidos em varios ambientes de simulacdo. Em todos os ambi-

entes constatou-se que o desempenho assintotico em relagdao a SNR do método MODEX Modified se
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Figura 5.8. MODEX Modified com Filtragem - P = 1, 6; = 10°, 6§, = 15, 63 = 20° e critério SML.
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mantém com o uso da filtragem.

Nos ambientes que exigem uma alta resolucao dos métodos de estimagdo, verificou-se que o efeito
limiar de desempenho apresentado pelo método MODEX Modified € significativamente amenizado
com o uso da filtragem, mas que ainda ha margens para que novos melhoramentos de desempenho
sejam alcancgados, ja que as curvas de desempenho ainda sdo diferentes daquela relativa ao caso
bestMODEX Modified.

No ambiente que nio exige uma alta resolu¢do dos estimadores, os desempenhos apresentados
pelos métodos MODEX Modified com e sem o uso de filtragem estdo muito préximos entre si e sao
considerados satisfatorios.

E importante destacar que a eficdcia da proposta de filtragem apresentada nesse trabalho representa
um avanco significativo na teoria de estimagdo do angulo de chegada por maxima-verossimilhanca
em arranjo de sensores. Assim, além de ja ter sido parcialmente apresentada [26], ela devera ser

objeto de submissao de artigo na literatura internacional.



Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para Prosseguimento
do Trabalho

6.1. Introducao

Na literatura existem vérios métodos para a estimacao de freqiiéncia e do pardmetro DOA, classifi-
cados em duas categorias principais: métodos espectrais e métodos paramétricos. Dentre os métodos
paramétricos destacam-se os métodos derivados do Estimador de Médxima-Verossimilhanga (MLE).

Este trabalho se ateve com os métodos de estimagdo DOA paramétricos MLE de alta resolucao,
ou seja, capazes de distinguirem DOAs préximos de si, para o caso de M ondas planas de faixa
estreita contaminadas por ruido aditivo atingindo um arranjo linear uniforme de N sensores. Mais
especificamente com os métodos MODE, MODEX e MODEX Modified.

Como principal contribuicdo, foi proposto o emprego de uma filtragem dos dados recebidos vi-
sando melhorar a relacdo sinal-ruido. Esta filtragem consegue melhorar o desempenho dos métodos
MODEX e MODEX Modified.

Os resultados apresentados nesse trabalho permitiram avaliar as principais caracteristicas dos mé-

todos de estimacgao apresentados e a eficicia da filtragem proposta.

6.2. Resultados e Conclusoes

Nos resultados apresentados no Capitulo 4, pode-se verificar que o desempenho assintético dos
métodos MODE, MODEX e MODEX Modified em relagdo a SNR alcanca o limite de Cramer-Rao
e que 0os mesmos apresentam alta resolucdo tanto para fontes descorrelacionadas, quanto para fontes
totalmente correlacionadas. Verificou-se que o limiar de SNR do MODE € reduzido com a utiliza¢ao
de raizes extras nos métodos MODEX e MODEX Modified. Constatou-se que o0 método MODEX

Modified é o melhor método dentre os apresentados, obtendo um ganho em seu limiar de desempenho

60
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de aproximadamente 10 dB em relagdo ao limiar apresentado pelo método MODE, e seu esforco
computacional € inferior a metade do esfor¢o solicitado pelo MODEX, o que levou a escolha deste
método para implementagdo da filtragem proposta.

Verificou-se que o melhor processo de selecdo das raizes para os métodos MODEX e MODEX
Modified, quando as fontes sdo descorrelacionadas, € obtido através do critério DML. E para fontes
totalmente correlacionadas, o critério SML apresenta o melhor resultado. Porém, verificou-se também
que ambos os processos de selecao sofrem forte degradagcao para SNR baixa devido ao ruido presente
na matriz covariancia estimada, R.

No Capitulo 5 foram propostos dois tipos de filtros, um composto por pélos e zeros, com trunca-
mento da sua resposta ao impulso, e outro obtido pela técnica de amostragem no dominio da freqiién-
cia. Estes filtros atuam sobre os snapshots e t€ém a funcdo de melhorar a SNR dos dados. Os resultados
obtidos para o método MODEX Modified mostraram que os dois filtros produzem resultados seme-
lhantes, o que possibilitou a escolha do Filtro 2 (por amostragem em freqii€éncia), pois sua adaptacao
ao numero de fontes presentes € mais facil que aquela do Filtro 1 (por alocagdo de pdlos e zeros).

Resultados de simulacdo numérica de véarios cendrios de estimacdo DOA mostraram que a filtragem
proposta melhorou o desempenho do processo de sele¢do de candidatas do método MODEX Modified
e, portanto, do método MODEX. Esta melhora de desempenho se refletiu em ganhos significativos
na regido de SNR de limiar, a qual sofreu redu¢des que variaram da ordem de 3 dB, para um cendrio
com duas fontes totalmente descorrelacionadas, até 18 dB num cenario com trés fontes totalmente
correlacionadas.

Os resutados de simulagdo mostraram também que o desempenho assintético do método MODEX
Modified, a medida que a SNR cresce, € mantido, ou seja, o desempenho se iguala ao limite inferior
de Cramer-Rao.

Estes resultados permitem concluir que esta proposta de filtragem representa um avancgo significa-

tivo na teoria de estimacdo de DOA por maxima-verossimilhanga em arranjo de sensores.

6.3. Sugestoes para Prosseguimento desse Trabalho

O emprego da filtragem proposta no MODEX Modified fez com que sua curva de desempenho, em
determinadas ocasides, rompesse a curva CRB. InvestigacOes sobre este fato mostram que ha uma
polarizacao dos estimadores de DOA para SNRs baixas.

Uma proposta para prosseguimento desse trabalho € a realizacdo de estudos para uma andlise da
polarizacdo dos estimadores em situagdes de SNR baixa e para que seja desenvolvido um limitante
que considere esta polarizacao, como, por exemplo, o CRB polarizado.

Constatou-se que embora a filtragem proposta permita selecionar melhores candidatas que aquelas

selecionadas pelo procedimento original, ainda assim ndo se consegue sempre selecionar as melhores
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candidatas geradas pelo método MODEX Modified. Assim, uma outra proposta para a continuidade
deste trabalho € a implementacdo de uma recursio sobre o estimador aqui proposto, usando as esti-
mativas obtidas apds o emprego da filtragem para melhorar o projeto do filtro, o que permitira refinar
tais estimativas, e assim por diante. Serd necessdrio analisar a convergéncia deste processo, tendo
em conta que o limite tedrico para o mesmo € o desempenho obtido pelo procedimento bestMODEX
Modified.

Por fim, uma proposta ja em fase de investigacdo consiste em experimentar um novo tipo de filtro
que maximiza a SNR na saida, o eigenfilter. Este filtro utiliza os elementos do autovetor da matriz de

covariancia, correspondente ao maior autovalor desta matriz.
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