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RESUMO:

Nesta Tese é proposta uma abordagem nwmnérica para a classe de problemas de
Dirichlet envolvendo a equacio de Helmholtz. Esta abordagem mostra-se como uma
generalizagao do método a diferencas finitas para esta classe de problemas. Os
fundamentos tebricos do método que estamos propondo baseiam-se no Principio do
Miximo e no Teorema do Valor Médio. A implementagdo do algoritmo toma como base
o Método Alternante de Schwarz o qual associado a um operador contrativo assegura a

convergéncia do procedimento.

O método proposto da origem a um sistema de equagdes lineares com a mesma
estrutura dos sistemas encontrados nos métodos a diferencas finitas, porém com a
vantagem de se ter uma avaliagio do limitante superior do erro de aproximagio, em
funcao do passo de discretizacdo h, inferior ao obtido por diferencas finitas tanto para a
rede quadrada quanto para a rede triangular. Além disso, o sistema de equagdes obtido
tem a domindncia da diagonal principal superior & do sistema obtido por diferencas
finitas levando a uma melhoria da taxa de convergéncia quando métodos iterativos de
solugio sdo adotados. O método aqui apresentado resulta em uma expressao para ¢ €rro
do tipo O(#") onde h é o passo de discretizacdo e n=4 quande estamos considerando a

rede triangular, € n = 2 para a rede quadrada.



CAPITULO 1
A MOTIVACAO DA TESE

Este capitulo apresenta a analise de algnmas aproximagbes numeéricas feitas por métodos a
diferencas finitas para a solugdo do problema de valor de contorno do tipo Dirichle? envolvendo a
equagao de Helmholiz. Nesta anélise destacamos como o erro de precisio é influenciado pelo nimero de
pontos adotados e pelo passo da discretizagéo h. Os métodos sio classificados segundo a fungdo O(R")
que representa © comportamento assintético do erro de precisio. A revisio bibliografica mostra o
esforco realizado pelos diversos autores no sentido de melhorar a precisio dos métodos aumentando-se o
valor do expoente n na funcdo do erro. Na sequéncia descrevemos como proposta desta Tese, um
método que além de vantajoso do ponto de vista do erro de precisio pode ser interpretado como
generalizaggo dos métodos a diferencas finitas para a equagio estudada. Finalmente, apresentamos um

resumo do conteudo dos capitulos que se seguem.

1.1. O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUACAQO DE HELMHOLTZ

Seja €2 uma superficie aberta no RZ. limitada pelo contorne 8§. Denotamos por Q=0UH 0
fecho de Q, e por {z,y) um ponto de Q. Seja (z,y)ru uma fungdo real, cujo dominio de defini¢ao éQ.
Se u(z,y) é continua e possul derivadas continuas até a ordem k em €, entdio esta funcdo & dita de
classe CF(§1) e denotamos esta propriedade por u{z,y) € C{‘{Q) — essa notaclo continua vilida mesmo
quando k = 0o, no caso da classe das fungdes analiticas. O caso particular em que u{z,y) € apenas uma
funcaoc continua | e limitada ] serd denotado por u(z,y) € €(Q) [ufz,y) € CO(Q)]. Agora, consideremos a
funcao u(z,¥) € CHOQ) N CY$ ) satisfazendo o seguinte problema de valor de contorno, conhecido como
Problema de Dirichlet:

Au(z,y) — Nu(z,y) =0 {z,1)€Q (1.1)
u(z,y) = ¥(z,y) {z,4) €09 (1.2)

onde A & o operador Leplacianoc e A? é uma constante positiva. Quando 9§ é uma regido suave e
¥ C{), o problema (1.1)-(1.2) possui uma dGnica solugio u(z} de classe €°(£1) [Gilbarg e
Trudinger-1983].
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Esse tipo de problema estéd presente em varias aplicagbes da Fisica tais como: problemas de
difusdo de parliculas [Shalimova-1975], equac¢fo de calor em regime permanente [Osigik-1968],
problemas de deformaciio de membranas [Birkhoff e Lynch-1984], [Becker-1992]. No ramo da
Engenharia conhecido como controle estocistico este problema aparece na formulagio dos problemas de
parada 6tima [Dksendal-1992] e na teoria de filtragem néo linear [Bennaton-1985]. Varios exemplos de
aplicacdes deste problema sio mostrados no Capitulo7 desta Tese. Contude, a solugao analitica destes
problemas s6 pode ser obtida em casos particulares, os quais sao inteiramente insuficientes para
propositos praticos, [Kantorovich e Krylov-1964], {Sobolev-1964], [Gérowski-1986]. Assim, vérios
procedimentos numericos sho adotados para se aproximar a solugdo destes problemas. Apesar dos
métodos numéricos serem bastante flexiveis quanto & forma geométrica dos deminios de definicdo dos

problemas, nesta Tese adotaremos sempre, por questdo de simplicidade, regides retangulares.

No restante deste capitulo estaremos denotande por ||« |, a norma Euclidiena e por | - || _a
norma infinita. Para um vetor v € R" estas normas sio definidas como:

o, =

S_Z:v% e ]lv”mxﬂfk{zzivkl

k=1

Estas duas normas estio relacionadas pela seguinte desigualdade: fvf|, < Vil vl o [Golub e Loan-
1988]. Para uma matriz inversivel e simétrica 4 € R"*", a norma FEuclidiana da inversa de A ¢

definida por:

A7) = )= i
A, ,gnfgn(mu) CUNEN

onde A, sdio os autovalores da matriz A [lsaacson e Keller — 1966].

Seja W uma superficie aberta no R? quando estivermos considerando uma fungdo

flz, ) € C*(W) denotamos por || - || .., & norima definida por:

W

Wiy, = sup  |f{zy)]

(z,y}e W

Vamos denotar também por M., k=1,2,---, o limitante superior para as derivadas de

ordem k, da funcdo u{x,y}, no dominio de definigio do problema:

M, = max{sup{

8*ulz,y)
Ak~ dyd

:{z,y) EQ}:Q 5j_<_£7}
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1.2. METODOS A DIFERENCAS FINITAS PARA EQUACOES ELIPTICAS

A idéia basica de qualquer métedo numérico para resolver equagbes diferenciais parciais e
transformar o problema continuo em um problema discreto € dal criar um sistema de equagdes com um
ntunero finito de incégnitas que possa ser resolvido computacionalmente. Obviamente, algumas
justificativas matemética sio necessarias para garantir que a solugio do problema discretizado
represente, de alguma forma, uma boa aproximagio para a solugio do problema continuo. Isto € feito
avaliando-se o erro de precisio da solugio obtida. Esta avaliacdo depende do conhecimento da sclugéo
exata, em geral desconbecida. Sendo assim, a avaliagio dos meétodos se restringe a mostrar como a

solugio numérica se aproxima da solugao exata a medida que o passo de discretizag@o diminui.

O método a diferencas finitas & o método cléssico para se fazer aproximagoes numéricas das
solugdes de equagdes diferenciais parciais [Mitchell e Griffiths-1987] isto se deve a sua simplicidade e ao
grande nimero de problemas que podemn ser tratados. Nesta abordagem toma-se como ponto de partida
& discretizacao do operador diferencial e o problema de valor de contorno é substituido por um sistema
de equagdes lineares equivalente. A precisio do método ¢ fortemente dependente do nimero de pontos
empregados para se fazer esta discretizacio. Para ilustrar a aplicagio deste métode na solugdo do

problema de Dirichlet para a equacdo de Helmholiz, vamos considerar o seguinte exemnplo:

Au(z,y) - Nu(z,y) = 0 (z.y) €Q (1.3)
ufe,y) = ¥(z,y) (z,y) € 902 (1.4}

onde Q= {{z,y}|0<z<L,,0<y SLy} & o dominio no plano {z,y) e 90 sua fronteira. Para se
resolver este problema numericamente devemos adotar uma uma discretizagio da regido (QU 8Q). Seja
bz =L, J(N+1), by=1L,/(M+ 1) e uma rede uniformemente espagada, formada pelos pontos
;rz-xiéa:, ;= jbz, i =0,1,2,-- N +1, j=0,1,2,--- M+ 1L Se o passo de discretizagdo adotado para
« e y for igual, ou seja, bz = 6y = h, a rede é chamada rede quadrada. O conjunto de poutos interiores
a Q é denotado por £, ¢ o conjunto de pontos em 89, excluindo-se os quatro vértices de 84, é

denotado por 9€2;,. Assim, temos:
Qh = {{réﬁyj) l 1 < i S}V,} < i< jﬂ}

09 = {(zu))i=0oui=N+1,1<ji<M; j=0j=M+1L1<i< N}
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Em cada ponto da rede £, U8, associamos um valor U{zé,yj), com UV = ¥ em 8§}, o qual deve ser
uma aproxtmagio da solucdo u(zi,yj) no ponio correspondente. A funcio de rede U{zs-,yj) deve
satisfazer uma equacao a diferencas que represente uma aproximacio para o Laplacianc —isto pode ser
obtido substituindo-se cada uma das segundas derivadas do operador diferencial A por um quociente de

diferencas centradas. Assim em cada ponto (z;, yj) € £, podemos definir:

-1
o h2 7 (1.5)

Ui iU, 54Uy Uiy —2U, 40,
A, jrm-ttld o7 RENRLERS

0 conjunto de pontos envolvidos nesta aproximacio é chamado de “estrela” ou “molecula” associada

ao operador diferenca A, definido acima. Com esta notagio podemos recolocar o problema (1.3)-(1.4)
de forma aproxirmada, por:

AU(z,y) - NU(2,y) =0 (z.4) €Y (1.6)

Ule,y) = ¥(z,y) - {x,y) € 84, (1.7)

A discretizagio adotada resulta em uma rede eom NM + 2(N + M) pontos, sendo N M pontos internos
e 2(N + M) pontos na fronteira. Os 2(N + M) valores de U nos pontos de 841, séo especificados pelas
condicdes de conntorno dadas em (1.7). Portanto o problema numérico consiste em determinar os valores
de U{z,y) nos NM pontos interiores. Estes valores podem ser calculados resolvendo-se o sistema de

NM equacgoes lineares obtido ao se escrever a equacio a diferengas (1.6) para cada ponto de ;.

Denotando-se por u, o valor de u, por U o valor de U, ambos em um ponto z da rede, e
denotando-se por TU, a soma dos valores de U/ em quatro pontos vizinhos de z a uma disténcia h deste

ponto, a equacho (1.6) pode ser reescrita da seguinte forma:
I PNT,
ZU5~4(1+-"-4~W}L'2:8 (1.8)

Para avaliar o erro de aproximagio, que em geral ¢ definido por uma norma da diferenga
(U, —u,), vamos supor que u € CYH) e que suas derivadas de quarta ordem sejam limitadas em {2.
Vamos denotar por w(#;,y;)=u; ; o valor de u em um ponto qualquer da rede. Usando o teorema de

Taylor temos:

kb f&a e ,h3§3+1h45‘:";

5
Yk, Bz, 52 3 + O(#7)

u

du, 25uz 1 33u
Lh e a*

4
Z_?:l:l 5 t"} 3! ay3+ h
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Somando-se as expressdes acima no ponto z, podemos definir o erro de truncamento porn

AT
r{u)} = Suy—du_—*Aul __&2_ 4( a;z+73%)+0(h53 (1.9)
i i

Para a equacdo de Helmhollz, temos a relagho Au = My, que introduzida em (1.9) tesulia na seguinte

exXpressan:

gl -
T 1, — 4u (1+h’\)m¥§h4(-«m§ﬁ+ uf)-r(){h”) (1.10)

Subtraindo-se {1.10) de (1.8) obiemos a seguinte equagdo a diferengas:

S, —Uy) —4(1 +%‘—2)(uz U y= %hﬁ*(i’; +a‘*u )+ O(h®) (1.11)

F
Escrevendo-se a equacio (1.11) para cada ponto da rede chegase a um sistema de NA
equagdes lineares. A solugio deste sistema nos permite avaliar os velores que denctamos por Hu—U | 2
I 7{u} |, eujas componentes sio as normas de (u,—U.) e 7{u,} em cada ponto desia rede,
respectivamente. Os 2(N + M} valores de (u,—U_) nos pontos de 9, se anulam em virtude das
condigdes de contorno dadas em (1.4) e (1.7). Para fazer esta avaliacdo vamos denotar por A, a matriz

quadrada deste sistema, de dimensdo NM x NM, e escrevé-lo na forma matricial como se segue:

Ayfu—-U) = 1{u}

Usando-se a norma Fuclidiana podemos entdo fazer uma avaliagio para o limitante do erro de

aproximagio ©OImMo se segue:

flu=Ull, < HA7 i r{ubl, A0 ir{udll, (1.12)

1min
I<kSMN

Para interpretar a avaliagio na equagio {1.12) em funcho do passo de discretizagho h, devemos
substituir as derivadas de quarta ordem na equagdo (1.9) pelo limitante superior M. Isto nos leva a

seguinie eXpPressio:

Hu,
@:c?

o,
4

| r{u}] < Snt + +O(H®) < £ hM,+ O(H?) (1.13)
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Por outro lado, a matriz A, tem a seguinte estrutura:

By Iy 0 .- 0
iy By-ly .- O
A=| . .
0 -« —lyBay -ly
0 -~ 0 -iy By

oude by € uma mairiz identidade de dimensdo NxN e B, i =12,--- M s&o matrizes da mesma

dimensio de bp, definidas por:

BJ = 4TO(Ah)g1’V b D}\‘f

232
Sendo To{AR) = (1 + “\f )} e Dy uma mairiz de dimensio N x N dada por:

-
et
o
s}

1 ] 1
Dy=| : r

G 1 0 1

0 6 1 0

O minimo autovalor de A, pode ser calculado como [ver Lema 6.1 Cap. 6}:
Brmin = AFo(AR) = 4+ 8sin?( ZL) (1.14)

{isando-se a relacgdo entre || r{u}li 5 € i 7{u} |i , e substituindo-se (1.14} em (1.12}, temos a seguinte
avaliacho para o erro de aproximagao:
NM

4,4 5
u-U}l < M, + Ok 1.15
! o= 4TG(Ah)-4+sssn2(M§‘)(43 a0 )) (419

Sendo A, = O(h?*), podemos concluir de (1.15) que a equagdo (1.8) que reescrevemos aqui como:

7 7 2rvpr
{;z’%;,j +bi-1,j+lfi,j+1+U:’,jm1“(4“¥}‘h)bz‘,j—o (1.18)

& uma equagdo a diferencas finitas para uma discretizacio de cinco pontos que aproxima

adequadamente a solucio do problema de valor de contorno para a equagéo de Helmholiz, com wm erro
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de aproximagio do tipo O(hz). E com respeito a esie esquema, com erro de aproximagao dado por

(1.15), que irernos comparar o método proposto neste trabalho.

Redes triangslares

Quando se adota uma rede triangular encontramos uma discretizagio em sete pontes, como

esté mostrado em [Kantorovich e Krylov-1964, pp.188, eq.35], dada por:
2 4
(S + Euc)—6u2—%éu|z—%}%£k2uzzr{uz} (1.17)

onde 1, = u{z) & o valor de w em um ponto z = (2,,y,) da rede, Ly, ¢ 2 soma dos valores de u em dois
pontos vizinhos de z, com coordenadas (z; A, y;) ¢ Zu, & a soma dos valores de v em guatro pontos
vizinhos, com coordenadas (z; +h/2,y FE= h\/§ /2). Para a equagio de Helmhollz homogénea, podermos
substituir Az = Mu e A%u:= A(Au) = Au ¢ obter uma aproximagio para u com precisio do tipo
O{h*). A expressdo do erro nesta aproximagao ¢ dada por:

8% &% &

u
Z 445 2.4 135 =
3:1:? Bwfﬁyﬁ Bzfayj

) = (33

waﬁuz 7
=il +27 =)+ O(h") (1.18)

i Byf;-
F com respeito a este erro de truncamento que o método proposto neste trabalho sera comparado, no
caso de tedes triangulares. Para avaliar o erro de precisio neste caso podemos proceder da mesma
forma como Toi feito no caso da rede quadrada, aproximando a solugio u pela func¢do de rede U,
satisfazendo uma equagio a diferencas equivalente & equacdo (1.17) com 7{u,} = 0. Substituindo-se
AU = 2o, AiU = A nesta equacio, chegamos a seguinte relagio para cada né da rede:

232 434
(DU, + LU 60, (1 + 35 1 20 =g (1.19)

Neste caso, o limitante do erro de aproximagio pode ser calculado resolvendo-se o sistema de equagdes
lineares proveniente da subtragdo das equagbes (1.17) e (1.19) e tomando-se a norma Euchdiane da
solucio. Aqui denotamos a matriz do sistema linear resultante por Ag, ¢ 7{u} ¢ o vetor cujas
componentes sdo os termos T{u,} dados pela equagao (1.18). Denotando-se por My o limitante superior
das derivadas de sexta ordem da fungio u(z,y) no dominio de definigio do problema e substituindo-se
em {1.18} temos que:

|t} | < B0+ o(hT) (1.20)
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A avaliacho para o erro de precisio serd dada por:

lu=Ul, < 1Ag Byl riubll, = — g el I (1.21)
1<k MmNk

A matriz Ag tem a seguinte estrutura:

B, -Jy G 0 0
JY B, JN 0 0
0 -Jn By -J 0
A6 - N _3 N
G e G '*J}-\r BM_]‘JRT
g -~ 0 0 -Jy By

onde B, j= 1, 2,.+-, M sido matrizes de dimensfo N x N definidas por:

B, =6T,(Ab)ly — Dy

Sendo T, (Ah) = (1 + =~ by h +2 24}‘ As matrizes J 5 tém a seguinte estrutura:
1 0 0
6 1 1 -+ 0@
In=| : :
o 6 1 1
] 6 0 1

portanto o minimo autovalor de Ag, A pode ser calenlado, [ver Lema 6.1 Cap. §], como:

min?
Apmin > 6Ty (k) — 61+ Bsin®(5) (1.22)

onde p; é um escalar tal que 0 < g < 1. Usando a relagdo entre || 7{u} |[, e || 7{u} |l e substituindo-

se {1.22) em (1.21), temos a seguinte avaliagao para o erro de aproximagao:

, VNM 15h5M ¢
b= < e e sm’*’(%)( o +00) (-2

As avaliacdes feitas em (1.15) e (1.23) serdo invocadas no Capitulo3 para fins de comparagae

com as expressdes resultantes da abordagem numeérica que estamos propondo nesta Tese.
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QCutras Abordagens:

Apesar de existirem muitas variagdes dos métodos que utilizam aproximagic por equaghes a
diferencas finitas, pouco se consegue em termos de melhoria da precisao sem aumentar demasiadamente
o esforgo computacional. Por exemplo, [Collatz-1960, pp. 386] apresenta um método de aproximagio
denominado Método Hermiliano, onde se aproxima a solugdo do problema por polindmios. O erro de
precisio depende do grau do polindmio o qual por sua vez depende do ntimero de pontos adotado na
discretizagdo, pot exemplo: para discretizagio com 5 ¢ 9 pontos podem ser adotados para a equagio de
Helmholiz polinémios de graus 2, 4 e 6 com um erro de precisho maximo de ordem O(h?). Em
[Kantorovich e Krylov-1964, pp.184, €q.32] se apresenta uma aproximacio de diferencas finitas de nove

pontos, para uma rede quadrada, dada por:

[ 4
Wu, — 4 T uy ~ N u, — (62D, +12’1 Al +12=f‘1 Ay )..2?; ?a s Aul,+O(h®) (1.24)
onde u, = u(z) & o valor de v em um pondeo z da rede, Ly, ¢ a soma dos valores de u em quatro pontos
vizinhos de 2z, a uma distancia h do ponto z e Xu, & a soma dos valores de u em quatro ponios
vizinhos, a uma distancia \/5 h de z. Para a equagio de Helmhollz homogénea, podemos substituir
Au = A%u e A%u = A(Au) = My e obter da expressio acimna uma aproximago para u com precisiio do

tipo O(£%). O limitante superior para o erro de truncamento ¢ dado pon:

2415
r{u}] <Sq-M,+ 0O(h%) (1.25)
Devemos observar que sendo o limitante para o erro de truncamento da discretizagdo de nove pontos é

do tipo O(R%) portanto a discretizagiio em nove pontos tem precisao O(h?).

Em [Birkhoff e Gulati-1974, Teo. 7] os autores mostram que néo hé discretizagio de cinco
pontos, para Au= 0, em uma rede regular que leve a um erro de truncamento melhor que O(A?) e,
portanto, a uma precisio O(h?). Neste mesmo trabalho [Birkhoff e Gulati-1974, Teo. 11}, os autores
também mostram que para discretizacdes de nove pontos, em uma rede quadrada, a melhor precisio
que se pode atingir por métodos a diferencas para a equagio de Poisson & do tipo O(h%), e para a
equagio de Laplace este erro ¢ do tipo O(K®) — este tesultado é aobtido da analise direta da equagio
{1.24). Em {Manohar e Stephenson-1983] os autores, considerando a equagdo de Helmhollz, mostram
que nio é possivel obter erro de truncamento de ordem superior a O(h*) para discretizacio de cinco
pontes da mesma forma que ndo e possivel obter erro de truncamento de ordem mais elevada que

O(h®) para discretizacio de nove pontos.
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Redes irregulares podem também ser usadas, no entanto isso nem sempre leva a uma methoria
no sentido de diminuir o erro de aproximagao, [Laurie-1982], [Oliveira-1991]. Quando o problema de
valor de contorno envolve equagdes diferenciais parciais elipticas lineares mais complexas, por exemplo,
equagbes com coeflicientes varidveis, a construgio de equagbes a diferencas & mais trabalhosa. No
entanto, em geral chega-se a aproximagdes de mesma ordem que as obtidas para equagbes com
cocficientes constantes, naturalmente, com wm esfor¢o computacional muito maior gue os dos casos
mais simples. Em [Boisvert-1981] aplica-se o método Hermitiano para um operador eliptico com
coelicientes variaveis. Este método supde gque a solucdo exata satisfaz uma aproximagao pelinomial
local, que ¢ substituida na equagio diferencial, obtendo um conjunto de restrigbes relacionadas aos
coeficientes da série de poténcia. Quando o esquema usado & de nove pontos as aproximagdes sao do
tipo O(h4). Em [Gupta at alli-1985] encontramos outra aproximagho a diferencas, para equagoes
elipticas com coeficientes varidveis. Neste método, a equagdo a diferengas envolve as derivadas parciais
dos coeficientes e da parte ndo auténoma da equagdo, a funcdo forgante f{z,y). Quando estas derivadas
sio substituidas por diferencas finitas em um né de nove pontos o métedo resulta em uma aproximagao
com erro do tipo O{h?). Em [Aanthakrishnaiah et alli-1987] os autores desenvolvemn um método para
equagdes elipticas com coeficientes varidveis baseade no truncamento da expansao em serie de Taylor,
tanto para a solugio como para os coeficientes. Este trabalho apresenta uma aproximagio de nove
pontos com precisdo do tipo O(h*) e uma aproximagio de treze pontos com precisdo do tipo O(hﬁ). A
aproximagdo de treze pontos ¢ considerada pelos proprios autores extremamente trabathosa. Em [Mitall
e Gahlaut-1991] os autores apresentam uma classe de problemas de valor de contorno para dominios
circulares bidimensionais, envolvendo a equag@o de Poisson em coordenadas polares. Neste trabalho,
atilizam-se duas aproximagcoes: uma delas envolvendo cinco pontos, com precisdo do tipo O(hz), e outra
de nove pontos com precisdo de ordem O(h*). Em [Evans-1991], uma transformagdc de coordenadas é
usada para a equagdo de Poisson em um dominio triangular, onde se utiliza uma rede triangular e

obtendo-se urna aproximagdo a diferengas finitas de sete pontos, com erro do tipo Ok,

Na literatura, o Gnico método gue se aproxima do que estamos propoendo nesta Tese e o de
[Gartland Jr.-1982]. Neste trabalho o método denominado como DWMA, “Discrete Weighted Mean
Approximation”, desenvolvido com base na identidade de Green e Teorema de Valor Médio, € aplicado
para aproximar a solugdo de um problema de difusdo - conveccio. Este método envolve o caleulo das
fungdes de Bessel I(h/2¢) e L,(k/2¢), onde h & o passo de discretizagio e ¢ & um parametro do modelo.
A avaliacio do erro de aproximagdo ¢ do tipo O(hz). A comparacio deste método com o método a
diferengas finitas de nove pontos com precisio O(h%) foi feita em [Gupta et alli-1985)

surpreendentemente o método DWMA é mais preciso. A explicagdo dada pelos autores fol que o
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DWMA é um método desenvolvido especificamente para o problema de difusho-convecgio. Na
realidade 0 DWMA pode ser visto como um caso particular do meétodo aqui desenvolvido, e uma
analise mais refinada poderia mostrar que este método ¢ mais preciso que o esquema tradicional a
diferencas finitas. Qutra particularidade do DWMA é ter adotado uma interpolagio trigonomeéirica de
guatro termos para resolver a integral proveniente do Teorema do Valor Médio a qual deve ser

resolvida pelo metddo dos trapézios, conforme demostraremos.

O principal “ponto fraco” dos métodos que utilizam aproximagdes a diferencas finitas éa
impossibilidade do tratar adequadamente os problemas com fronteiras irregulares. Nestes casos, o ideal
seria adotar um passo de discretizagio varidvel. Pouco se tem conseguido mas podemos encontrar
resultados neste sentido por exemplo em [Ewing et alli-1991], onde se apresenta uma tecnica de
refinamento local. A analise deste método mostrou um erro de aproximagio do Lipo O(hl'! 2) para um
esquema simétrico de refinamento e O(haf 2) para um esquema assimétrico. Este tipo de abordagem
aumenta muito o esforco computacional, além de néo possuir precisdo elevada. Os autores [Abdullah-
1991] e [Lindae-1993] apresentaram teécnicas computacionalmente eficientes desta abordagem. Este
“ponto fraco” dos métodos a diferencas finitas € o principal argumento utilizado pelos defensores de
uma outra abordagem numérica, também muito utilizada, conhecida como meéetodos de elementos
finitos [Ciarlet-1978]. Nestes métodos o “ponto frace”™ mencionado acima é superado, porém ocutras
questdes tais como: a resolugio de integrais envolvendo as funcées de base e codigos computacionais

mais complexos, dificultam a aplicagdo destes metodos,

Er [Birkhoff e Gulati-1974, Teo. 10] os autores mostram que é impossivel deduzir, por tecnica
de elementos finitos, a aproximagao a diferencas de cinco pontos, padrio, obtidas por diferengas finitas
para a equagio de Poisson e para a equagéo de Helmholtz, evidenciando uma complementaridade dos

dois métodos.

1.3. A PRGPOSTA DA TESE

A abordagem numeérica desenvolvida neste trabalho mostra-se como uma generalizagao do
método a diferencas finitas para a classe de problemas de Dirichlef envolvendo a equagdo de Helmholiz.
Os fundamentos tedricos do método que estamos propondo baseiam-se no Principio do Méximo e no
Teorema do Valor Médio, [Courant e Hilbert-1962]. A implementagao do algoritmo toma como base o
Método Alternante de Schwarz [Kantorovich e Krylov-1964 cap. VII}, [Mathew-1893] o qual associado a

umn operador contrativo assegura a convergéncia do procedimento.
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0O método proposto da origem a um sisterna de equagbes lineares com a mesma estrutura dos
sistemas encontrados nos mélodos a diferencas finitas. Porém a vantagem consiste em uma avaliagio
do limitante superior do erro de aproximagao em funcgdo do parametiro A da equagao ¢ do passo de
diseretizagio A, mais estrita do que a obiida tradicionalmente por diferengas finitas tanto para a rede
guadrada quanio para a rede triangular. Além disso, o método introduz uma melhoria na taxa de
convergéncia, facilmente verificado pelo fato do sistema de equagbes obtido ter a dominancia da
diagonal principal superior ao obtido per diferencas finitas. O meétodo aqui apresentado resulta em uma
expressdo para o erro de precisio do tipo O(Ah™) onde h € o passo de discretizagio, e n = 4 quando

estamos considerando uma rede triangular e n = 2 gnando estamos considerando uma rede quadrada.

A avaliacio do erro de precisio do método preposte ¢ obtida a partir do erro causade pela
aproximagio numérica que se faz para a integral presente no Teorema do Valor Medio. Esta integral
foi aproximada, nesta Tese, pelo Método dos Trapézios, o qual além de se mostrar bastante preciso
quando se trata de fungdes periodicas, nos permite estabelecer uma relagio com a expansio, em serie de
Taylor, da fungio a ser integrada. Quando esta relagio néo & feita a avaliagho s6 pode ser obtida de
através de umn imbeding do espaco (z.y) no plano complexo z -+ iy onde i = \/:-1‘, €Omo Mostramos em
[Andrade e do Val-1994a.b]. A aplicacde deste procedimento na avaliagio do erro de precisio das
solugdes numéricas para equacdes elipticas ¢ dada em [Andrade ¢ do Val-1992] e [Andrade ¢ do Val-
1993].

Apresentamos os resultados desta Tese da seguinte forma: no Capitulo 2, mostramos como os
problemas de contorne, envelvendo equagbes diferenciais parciais lineares elipticas com coeficientes
constantes, podem ser postos na sua forma candnica — forma esta na qual o método € desenvolvido —

e discutiremos de forma simplificada o método alternante de Schwarz.

No Capitulo 3, enunciamos sob a forma de teoremas e lemas, os principais resultados deste
trabalho e as provas destes resultados serio apresentadas mos capitulos seguintes. Esta forma de
apresentagdo temn como objetivo destacar os resultados do trabalho sem que o leitor se detenha em
longas demonstragbes matematicas. No Capitulo 4, apresentamos a prova da convergéncia do

procedimento proposto; esta prova utiliza o principio do maximo e o método alternante de Schwarz.

No Capitulo 5, apresentamos o Teorema do Valor Médio para a equagao de Helmohilz no Rr2,
desenvolvido a partir das linhas mestras apresentadas no livio de Courant e Hilbert, para em seguida
demonstrarmos alguns resultados intermediarios, necessirios 3 avaliagio do erro de aproximagio do

método. No Capitule 6 provames os principais resultados apresentados no Capitulo 3.
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No Capitulo 7 discutimos alguns aspectos da implementagio computacional do método
proposto, resolvemos exemplos com solucdo exata conhecida e fazemos aplicacdes a problemas de
difusdo de elétrons em uma placa semicondutora de silicio. Comparamos nosso método com o de
diferengas {initas adotando uma rede quadrada e uma rede triangular. Estas comparagdes sdo feitas
avaliando o erro entre a solugo numeérica e a solucho exata. A esta diferenga denominamos erro de
aproximagdo. No Capitulo 8 apresentamos as pespectivas de continuagio desta Tese e sugerimos uma
extensio do método proposto para eos problemas de valor de contorno envelvendo a equacio de
Helmhollz ndo homogénea. Por fim, temos os apéndices onde se encontram tdpicos gue auxiliam o
entendimento de algumas passagens. Destacamos o apéndice A onde se encontram detalhados varios

topicos da teoria das equacgdes diferenciais parciais elipticas.



CAPITULO 2

A FORMA CANONICA DA EQUACAO DE HELMHOLTZ E
0 METODO ALTERNANTE DE SCHWARZ

Neste capitulo mostramos como os operadores diferenciais parciais elipticos, lineares, de
segunda ordem, com coeficientes constantes, podem ser colocadoes na forma candnica da equacio de
Helmholiz—esta possibilidade aumenta a abrangéncia do método proposto nesta Tese. Alem disso
formulamos as hipdteses H1, H2 e H3, necessarias ao desenvolvimento do método numeérico gue
estamos propondo. Na segunda parte deste Capitulo fazemos a exposigio do Método Alternante de
Schwarz para o caso particular onde o dominio de defini¢do do problema é a unido de dois dominios

sobrepostos.

2.1. PROBLEMAS ELIPTICOS LINEARES COM COEFICIENTES CONSTANTES

Seja §2 uma superficie aberta no R?, limitada pelo contorno 9Q e, 0 = QU IQ o fecho de Q.
Seja (z,y)—u uma funclo real, cujo dominio de definicio ¢ § e suponha que u(z,y) € cHONCHQ)

satisfaca o problema de valor de contorno de Dirichlet:

Lu(z,y) =10 (z,y)EQ (2.1)
u(z,y) = ¥z,y) (z,y) €082 (2.2)

onde o operador L é definido de forma geral por:

e Loy O L g0 D
_9;_aaxz+2bax8y+cay2+daz+eay+g (2.3)

Vamos admitir as seguintes hipéteses:

H1) Todos os coeficientes do operador £ sio constantes e além disso ¢ < 0.

H2) Para todo ponto p= (z,y) € 30 temos uma fungado Fp(p) € C(852) com VFp(p) # 0 tal que 80
possa ser descrito numa vizinhanga de p por Fplp)=0.

H3) O operador L & estritamente eliptico em £2, ou seja ac b2 >0
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As hipdteses H1, H2 e H3 garantem que o problema de Dirichlel, Su=0em Qe u=W¥ em Q
com ¥ € C(L1 ), possui uma Gnica solugho u(x,y) € C>(0) [Gilbarg e Trudinger — 1983] .

99 FORMAS CANONICAS PARA EQUACOES ELIPTICAS

O operador {2.3) pode ser colocado na forma canbnica dos operadores elipticos atraves da
escolha adequada de uma transformagio de coordenadas [Garabedian-1964]. Para encontrar esta
transformagdo vamos supor, sem perda de generalidade, quea=1e completar o quadrado em (2.3) de

forma que possamos reescrevé-la como:

Gu  Ou, oo (2.4)

d\2 2
x«{«b )u+(c—b) +d§ By

(a

No caso de equagoes elipticas temos que & = (ac _52)1/2 > 0. Introduzindo as novas variaveis £ e 7

relacionadas ds variaveis z e y porn

r=§ T = b€ + bn
. 8 1.9 ;48
Entéo: 5= 1 T b By (2.5)
d 9.0 159
6?}—-0 a +§ay {2.6)

Substituindo (2.5) e (2.6) em (2.4), encontramos a seguinte equagao:

3u 8u d@u 3u

onde p = {¢—bd}/6. Uma simplificagdo maior pode ser introduzida na equagdo (2.7) quando d,e e g
sio constantes. Neste caso, eliminamos os termos diferenciais de primeira ordem através da seguinte

transformacio:

wlen) = e, m)esp( LEH2 ) (2:8)

Usando a regra da cadeia em (2.8) para calcular du/8¢, Bufdn, PujoE? e 8*u/0n® em termos de
Bw /8¢, w/on, 82w /0% e &w/0n® e substituindo os termos encontrados na equagdo {2.73, podemos

reescrevé-la na seguinte forma:
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2 2 2.
g;%‘g; (——g+d 12 )w:ﬂ (2.9)

Devido & hipdtese H1 podemos definir uma constante nio negativa A? dada por:

d2+p2

M= g+ 3 (2.10)

Exemplo : Consideremos aqui a fungao u(x,y )2 — R que satisfaz a seguinte equagho:

5u 8%y & Hu , Hu .
622+ 8$8y+5§ +da +ea 4 gu==§

Desde que ac — 2 =5-1=4>0, estamos lidando com uma equagdo eliptica e portanio a forma

candnica pode ser obtida através da transformagio de coordenadas adequada:
z=§ e y= &4+ 2y

Isto acarreta a seguinte transformagdo de variaveis:

£ 1 0 z
7 -1/2 1/2 Yy

Logo, a forma canénica para equagio original do problema é:

3 9
£g+8g'+ E 2(6— ) +gum{}

Quando d, € e g sio constantes, os termos diferenciais de primeira ordem podem ser eliminados pela

transformagdo:

w(én) = (€, m ezn( 5 22)

onde p = %(,8 — o). Aplicando a regra da cadeia temos:
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G - ST 5

= S Gpaean (52 (4

o152

Oy, (o, () (0,

Introduzindo as expressdes na equagao diferencial, temos:

2w | d* + p* L%, 0u d€ + pn
PR (g+ 5 )w 652 62+d €+pa +gu f;r:p( )

ou de forma equivalente:

8211) 8 w 2
— A
ae? +

9.3. METODO ALTERNANTE DE SCHWARZ

O Método Alternanie de Schwarz foi proposto em 1870 por H. A. Schwarz [apud Mathew-1993]
como uma técnica para provar a existéncia de solugdes para certos problemas elipticos definidos em
dominios com geometria complicada. Este método & um procedimento iterativo que permite resolver
problemas de valor de contorno para um dominie €, decompondo este dominic em sub-regides
[Courant e Hilbert-1962]. Vamos supor que o dominio Q é decomposto em dois dominios entrelagados
B, e B, (ou em um niimero finite de tais dominios) nos quais podemos resolver o problema de valor de
contorno atribuindo um valor arbitrario a4 solugdo no contorno de cada dominio. Desde que os
problemas de valor de contorno possam ser resolvidos, por exemplo, para um circulo atraves da integral
de Poisson, o método alternante imediatamente permite solucionar o problema para dominios que s40 a
unido de um niimero finito de circulos entrelacados. A Figura 2.1 mostra a representacio da regido de
definicio do problema, 2 = QU 85, pela unido de duas bolas entrelagadas B,(z,)UB,(z;), centradas

nos pontos z; ¢ z, respectivamente e tais que z; € OB, e z, € 0B,.
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Figura 2.1 — Representagéo dos conjuntos 2 = B, (21} UB,(z,) e 00 = 0(B, {2, ) UB,(z2,))

Vamos considerar agora o problema de valor de contorno {2.1)(2.2) com o operador eliptico

(2.3) j4 colocado em sua forma canénica:

Au(x,y)— }\gu(:z,y) =0 (a,y)e (2.11)
w(z,y) = ¥z, y) (z,y) € 5Q (2.12)

A fronteira 0B, mostrada na Figura 2.1 é constituida por duas partes OB} e Bﬂi’, onde
3@%‘ C Bye Da mesma forma, 88, ¢ constituida pelas partes 6B3 e 383, onde 833 C Bys Assumimos que
a fungdo ¥(z,y) que define o valor de contorno na fronteira 92 é continua e limitada em valor

absoluto.

O Método Alternante consiste nos seguintes passos: estendemos arbitraritamente o valor de
contorno em OB para 6@;’ de forma continua e limitada. Denotando o valor de contorno assim

definido por vg, resolvemos o seguinte problema de valor de contorno:

Avi(z,y) — Moj(z,y) =0 (z,y) € B;

Problema ¥, =
v%(a:,y) = {z,y) € OB,

A solugao ] de ¥, juntamente com ¥ nos permite definir a funcio v'(z,y) come se segue:

1
vy em B,
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A funcio v'(z,y) atribui valores ac contorno @g da bola B, que junte com os valores definidos em

oB2, fornecem condicdes de contorno continuas para o seguinte problema:

Avd(z,y) — Alvl(z,y) =0 (z,y) €B,

Problema P, =
U%(-”-'ay) = ‘Ul (rsy) = 5E2

Podemos entio definir a fungdo v2(x,y) por:

v% em B,

A funcio vz(x,y) por sua vez, atribui valores a fronteira 83’1’ que junto com os valores definidos em
dB% resulta em novas condigbes de contorno continuas para o problema 9. Assim podemos calcular a
fungao vg(z, y). Isto nos permite definir uma fungao v3(z,y), que por sua vez sera usada como condigao
de contorno para o problema P,, permitindo calcular a fungdo v%(:r:,y) e assim por diante. Procedendo

desta forma sucessivamente, podemos definir uma sequéncia de fungoes v, m=1,2,--+ como:

vm‘”‘ em B.
mb1 % i

o em S\B i
cnde 'v?H“i satisfaz o problema de valor de contorno P; com a condigao de contorno dada por:

P g = ™) (z) € 5B,

Para o momento podemos assegurar gue a sequéncia v'™, m = 1,2,.-- converge quando m—oo
para uma fungdio v™° que esta relacionada as solugdes dos problemas P, i = 1,2 as quais sao idénticas
na regifio de intersecio (B; NB,). Podemos relacionar esia funcdo a solucdo u{z,y) do problema

inicialmente proposto (2.11)-(2.12).
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Note-se que o Método Allernanie de Schwarz nio exige que © dominio §) seja recoberto por
figuras geométricas regulares tais como bolas, retangulos, etc. O método também nado exige que o
problema original seja colocado na forma candnica ou qualquer outra forma. No entanto, o Método de
Schwarz pressupde que € possivel resolver os problemas P, ¢ = 1,2 de alguma forma. Porém, para
condigbes de contorno gerais, tais problemas nao possuem solugio analiiica conhecida. Assim, para
imaginar o uso deste procedimento iterativo dentro do contexio de avaliacdo niimerica da solugio de
problemas de valor de contorno mais gerais, ¢ necessario que se saiba solucionar numericamente o
problema em dominiog regulares. b dentro deste contexto que mostramos ser vantajoso colocar o
problema original na forma candnica, assim como adotar a utilizagdo de bolas entrelagadas como

eobertura do dominio £2.



CAPITULO 3
PRINCIP AIS RESULTADOS

Neste capitulo apresentamos nossos principais resultados bem como a comparago com 08
métodos tradicionals a diferengas finitas. Para isto vamos considerar o problema de valor de contorno
na forma candnica desenvolvida no Capitulo 2. As provas destes resultados serfio apresentadas em
capitulos subsequentes, com a intencio de permitir uma visfo geral da potencialidade do método que

estamos propondo, sem nos determos agora et demonstragdes mateméaticas prolongadas.

3.1. A FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja §2 C ®? uma superficie aberta e limitada pelo contorno 0% de classe C™® e, I = (QUIN) o

fecho de §2. Consideremos a fungio u(z,y) satisfazendo o seguinte problema de Dirichlet:

Aulz,y)— Au=0 (z,y) €82
Problema (X} :
ulx,y) = ¥(r,y) {z,y) € 6Q

Supondo ¥(x,v) € €8] ) e considerando as hipdteses HI, H2 e H3 feitas no Capitulo 2, este problema

admite uma finica solugfo tal que u(z,y) € C>(0).

Para resolver este problema numericamente se faz necessario introduzir uma rede discreta sobre
o dominio de definicac {} e avaliar a solugéo em cada ponto desta rede (n6). Abordaremos dois tipos de

rede: a rede triangular e a rede retangular uniforme ou rede quadrada, 2 mais comum.



22 Cap. 3 - Principais Resuliados

Definigio 3.1
Denotamos por G, uma rede uniforme triangular com passo h cobrindo a regifio & como

ilustra a Figura 3.1. Para algum N e M temos:
Gp={zpy;) |z, =25 + ik + PhC‘?-‘?(“g‘)s ¥; =Ygt jhscn(%)}

onde i =0,1,2, - N+1,7=012-- M+1ep={jmod2)—1}. Um nd desta rede & denotado por

2 5= (z;y j) e podemos associar 2 toda fungio ¢: O—R uma funcio discreta o G ~R chamada fungao
1

de rede tal que éz’,j = gﬁ(zz.,j). Um né Z4, 5 de G, € interno se a distancia de Z;, ;8 J%t & malor que h. O

numero total de pontos interiores € denotado por MN.

VAVAVAYAY
AV A/

Figura 3.1. Rede Triangular

4
L.

Definigic 3.2

Denotamos por S, uma rede uniforme retangular (rede quadrada) com passo h cobrindo a

regiao ¢ como ilustra a Figura 3.2. Para algum N e M temos:
Sp={lzpy) 2, =2ytih, y; = yo+ jh }

onde i =012---N+1e 7j=01,2,--,A -+1 Um né desta rede & denotado por 7= (mi,yj) e
*

podemos associar a toda fungdo ¢: 2--R uma fun¢lio discreta #:8 R chamada fungio de rede tal que

431.’3. = 45(::{1}-). Um nd z; j de 5y ¢ interno se a distdncia de Z, 58 90 & maior que k. O numero total

de pontos interiores & denotado por MN.
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NV

e
l

Figura 3.2. Rede Quadrads

Neste capitulo denotamos por 1,(Ah)} a funcBo modificada de Bessel de ordem zero,

representada por uma serie infinita dada por:

o 2k
I(AR) = Y MBS (3.1)

K=o 2°K(kY?
3.2. RESULTADOS PARA A REDE TRIANGULAR
Teorema 3.1 Seja u{z,y) € C(Q) a solugio do problema de valor de contorno ¥ e seja G, a rede dada

na Definigdo3.1. Seja {U; j} uma fungdo de rede, definida em G, satisfazendo a seguinte equagio a
b

diferengasparai=1 2, .--, Nej=1, 2, ..., M.

1
Ui = g0 (Vi-ti-1tVisnioa Ui+ Viga i+ Vig a1 Vi) (3.2)
R
Entéo: lu—Ul, < a{h,)«){ 8 6;”6 +0(h,8)} (3.3)
NG /(61o(Mh) +8send{ T )~ 64,) ifd =2
Com: a(h,A) = 2
1/ (Ip(Ah) ~ 1) if d = oo

onde g € um escalar e positivo e gg < 1.
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Substituindo-se no denominador de (3.3) a série (3.1) que representa a fungdo de Bessel T5(Ah),

enconiramos a seguinte relacdo:

43252 oo 6(AR)FF
5A2h+z (Ah)

k=2 225 (k1)

61( M) + Bsen*(BT) — 611 > Bsen®(BT) +

5 ~ O(h?) (3.4)

Assim, podemos enuneiar o seguinte corolario:

Corolario 3.1  Seja u(z,y) € C¥(0) a solugdo do problema de valor de contorno T e seja G, a rede
dada na Definicio3.1. Seja {U, j} uma fungdo de rede, definida em G, satisfazendo a equagio a
¥

diferengas (3.2) parai=1, 2, ..., Ne j=1, 2, ---, M. Entao:

| u—U |l o = O(K") (3.5)

Nota: O resultado do Teorema 1.1 come extensio do mélodo de diferengas finitas

A avaliagio feita pelo Teorermna 3.1, pode ser comparada 4 equagio a diferencas encontrada em
[Collatz-1966, pp.389] e [Kantorovich e Krylov-1964, pp.188, eq.{35)] quando se adota a rede triangular
(este resultado esté reproduzido no Capitulo 1 desta Tese, ver eq. (1.19}). Neste caso, a equacdo obtida

se assemelha a (3.2).

1 . .
Ui,jﬁg—’i‘mm(b"‘l?f’*iHJ*“J—l+Ui~2,z'*U=‘+2,j+Ui—1,j+1"*"U:f+1,j+a) (3.6)

(n)? Oyt

onde: Ty(AR) =1+ T+ 5q

A principal diferenga entre (3.2) e (3.6) € a funcdo de Bessel, I;{AR), presente no denominador do lado
direito de (3.2). Esta fungioc representa uma série, enquanto do lado direito de (3.6) aparece um
polinomio com os trés primeiros termos desta série. A comparagdo enire as equagbes (3.2) e (3.6)
também pode ser feita através da avaliagio do erro de precisio proveniente do use destas equagdes.
Para o caso da equagio (3.6) calcula-se este errc desenvolvendo u(z,y) em série de Taylor para os
pontos da rede G, e substituindo Au= Wu e Ay = A{Au) = My, como feito no Capitulo 1, equagio
(1.17). Assim procedendo tem-se:

ui—l,_‘i—l +“:’+1,j—i +ui——2,j'§“"i+2,j+“£—-l,j+1+“é+i,j+1”6T1{}‘h)“i,j2T{uﬁ,j}
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A expressio do erro de truncamento 'r{u,-’j} foi calculado no Capitulo 1, equaciio 1.18. Obtem-se um
limitante superior para este erro substituindo-se as derivadas de sexta ordem por M, conforme notagio
introduzida no Capitule 1, resultande em:

& 4] 6 6

_ B (50 oy, Ouyy 0 1540
rlu, = (38 : 216 461’2%133@ 2517y Jrowt < By ropd @)

Para avaliar o erro de precisdo neste caso podemos proceder da mesma forma como feito no
Capitule 1, aproximando a solugio u pela fungdo de rede [/, Neste casc o limitante para o erro de

precisao & dado por:

fu—=Ul, < HAG L, I r{ud

MN [ 151M ¢

GhS] 3.8
2 6 Ty (M) — 6pig + Bsen’(LT) GERC E

- Deve-se notar que o termo T,{Ah}, que aparece no denominador de {3.8) corresponde exatamente aos
trés primeiros termos de Io{Ah). Desta forma podemos interpretar a avaliagio feita em (3.3) como uma
extensdo da expressdo (3.8) obtida por diferencas finitas. Além disso, considerando-se somente o termo
de quarta ordem nas equages (3.3) e (3.8), podemos concluir que este termo é menor em {3.3) que em
{3.8). Uma das razdes para isso € o fato de que I,(Ah} € uma série. A razdo entre estes dois coeficientes

em (3.3) e (3.8) resulta na seguinte expressao:

h
1 BI5(Ah) — byt + Bsen (%) [, ) ( & (An)2F )
1o/ T3 6 6Ty (AR) ~ 6yt + 8sen®BE) | 61 T, (00) — pg + +hsen?BT) \#=s 92k (k1)

fazendo pg = 1, tem-se:

R

15 1 = (AR
/T, 2 6 1+ 42k ICT )
o/ Ty Ty(Ah) + Zsen?(3) — 1 \&'='3 224(K))

A Figura 3.3 mostra o termo que envolve a série na expressio de R para varios valores de e A —

/Ty
a série foi aproximada pela soma dos primeiros 500 termos. (O grafico utiliza uma escala Log-Log.
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1
a
0.01 A
0.0001 .
1. 10
-5
1. 10
1z 5 10. 20. 50. 100.

Figura 3.3 — Grafico para g: M (T {MR) -ivfl—sen?(f—&)— 1) N=508
. y s 22k 1 3502 U

—{a) h = 0.1; (b) b = 0.05; {c) h = 0.025; (d) h = 0.01
3.3. RESULTADOS PARA A REDE QUADRADA

Teorema 3.2 Seja u(z,y) € C(Q) a solugio do problema de valor de contorno ¥ e seja 5}, a rede dada

na Definigéio 3.2. Seja {U; j} uma funcio de rede, definida em 5, satisfazendo a seguinte equagio a
3

diferengas para i =1, 2, -+, Nej3j=1,2, -, M.

L1

Ui =qaomy (Vim1,s Vit Vajan+Ui5-0) (3-9)
N 4n'M, 6
Entéo: Hu-U},< alh, ) 7t O{h"} {3.10)
Com: of 7h )
() = G [(1o(Ah) + 2sen’{ B2 ) — 1) if p=2
’ 1/ (Ip(Ah) — 1) if p=oo

Corolario 3.2 Seja u(z,y) € C°(Q}) a solugio do problema de valor de contorno T e seja a rede 5,
dada na Definicio3.2. Seja {U i j} uma fungéo de rede, definida em S, satisfazendo a equagao a
diferengas (3.9) parai=1, 2, .--, Ne j=1, 2, ---, M. Entéo:

e —U [l = O(K?) (3.11)
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A mesma comparagao feita para o caso da rede triangular pode ser feita para a rede quadrada.

Neste caso, a equagdo (3.9} tem como correspondente, no método a diferengas finitas, a equagio:

— i
Uss = oy Wem 1+ Viwng+ Vigpa+ Vi) (3.12)
2

Para avaliar o erro de precisio proveniente do use da equagio (3.12) desenvolvemos u(z,y) em
série de Taylor para os pontos da rede S, e subsiifuimos Au= 3y, Entdo deduzimos o seguinte

resultado:

ué_1’j+ué+1,j+ui’j+1 +U!',j~1 —-4TQ{/\#‘E)Ui’j puad T{u",j}

A expressao do erro de truncamento 'r(rs,-’j} foi deduzida no Capitulo 1, equacdo 1.9. Um limitante
superior para este erro pode ser obtido substituindo-se as derivadas de quarta ordem por M, conforme

notacao introduzida no Capitulo 1, resuliando em:

Fu, . Ot Ap?
_.21{4( 4,7 33.7) 6 M, 6y
m{u; ;b= P + -—-——ayg_ +O(h%) < ==+ Ofh ) (3.13)
Para avaliar o erro de precisio neste caso, procedemos da mesma forma como no Capitulo 1,
aproximando a solu¢@o u pela fungdo de rede U. Neste caso o limitante superior para o erro de precisio

& dado por:

O fﬁ} 3.14
4To(Mh) — 4 + 8sen*(AE) O (8.19)

He—Ull, < HA7 L lir{u} <

Nota: O resaltado do Teorema 3.2 como extensiio do método de diferengas finitas

A diferenca basica entre as expressdes {3.9) e (3.12) € a série que representa a fungao de Bessel
presente no denominador de (3.9) enquanto no denominador de (3.12) temos um polinémio, Tg(Ah),
contendo os dois primeiros termos da série. Esta diferenga nos permite fazer uma avaliagao numerica do
erro de precis@io distinta para cada uma das expressbes, como pode ser visto nas equagdes (3.10) ¢
(3.14). Neste caso, o método proposio também apresenta vantagens com respeito a forma tradicional

dos métodos a diferencas finitas. Considerando somente o termo de quarta ordem nas equagoes (3.10) ¢
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(3.14) podemos constatar que este terimo ¢ menor em (3.10) do que em (3.14). A razdo entre estes dois

termos resulta na seguinte expressio:

" = 41 (Ah) —4 + BSenz(bij?fm) s 1 o0 (Ah)”‘
To/To ™ 4T (AR) — 4 4 8sen*(hT) To(AR) + 2sen?() ~ 1 \ k=2 2°8(k1)?

A Figura 3.4 mostra o termo que envolve a série na expressio de R para varios valotesde h e A —

I,/T
o/ 1o
a série fol aproximada pela soma dos primeiros 500 termos. O grafico utiliza uma escala Log-Log.

10& a
b
0.1 S
d
0.001
1 2 5 10, z0. 50. 100.

. ) Mo (amy . ,
Figura 3.4 — Grafico para Ic§2 W (Tﬁ(Ah) + 2$en2(T)— 1) , N=500

~ (@) h=0.1; (b) h = 0.05; (c) h = 0.025; (d) h=0.01

(s resultados contidos nos Teoremas 3.1 e 3.2 néo podem ser obiidos airavés das analises
usuais de diferengas finitas ou outras. O desenvolvimentc destas idélas & o resultado e o objetivo

principal desta Tese.
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A justificativa dos resultados apresentados nos Teoremas 3.1, 3.2 e Corolarios, toma por hase a
resolugio do problema (I) em um conjunto de bolas entrelagadas, com centro em cada n6 da rede. As
bolas devem ser dispostas de mode que ao se escolher uma bola qualguer, o contorno da mesma passe
pelo centro de todas as bolas vizinhas 4 ela. Comn esta forma de construgio obtemos uma sub-cobertura
regular do dominio de defini¢io do problema. Os resultados dos Teoremas 3.1 e 3.2 originam-se da
aplicagio do Teorema do Valor Médio para cada uma das bolas da sub-cobertura. A justificativa de

1ais resultados requer algumas definicdes ¢ resultados adicionais.
3.4. RESULTADOS SOBRE A CONVERGENCIA DO METODO

Definicio 3.3

Seja 2 C R? um conjunto compacto e B; = Bulz;), i=1,2,-0ym, bolas abertas de raio h e
centro no ponto z; = (z,y) € Q, tal que Ei C Q) paratodoi=1,2,---,n. Além disso, para todos indices
ie jtal que i # 4, se inBj £ 0=z, EBE};_e z; € 0B, Definimos assim uma cobertura parcial W
para {1, tal que W = U B; como mostra a Figura 3.5. Supondo que a fungdo ¥ definida em 8 seja
extendida de acordo con"i o problema T alé o contorno OW, de forma que o problema ¥’ definido a
seguir, tenha solugio idéntica ao problema X no dominio W:

Aulz,y) - XNu(z,y) =0 (z,y) e W
Problema () :
u(z, y) = ¥(z,y) (z,y) € OW

Observamos que a fronteira W nio coincide obrigatoriamente com () em todes os pontos, a
Figura 3.5 ilustra um exemplo deste tipo. Neste caso é necessario transferir de alguma forma as

condicdes de contorno de 8Q para W,

Figura 3.5. Cobertura regular de
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Definigio 3.4

Seja 1p(z, y) uma funcio de classe C™(T} definida como extensio continua arbitraria da fungio
¥(z,y) de classe C™(dW). Definimos os operadores T;:C¥W)—-C*(W), i=1,2,--.n, tal que
¢ = T;(¢) é definido come:

- em .

onde 1, satisfaz o seguinte problema de valor de contorne:

Aufzy) Azui(x,y) =0 (z,y) €8, (3.16)
u{z,y) = y(z.y) (z,y)€ 0B, (3.17)

Aplicando sucessivamente cada operador T, ,i=1,2,-n teremos definido ao final, quando
i=n, uma funcdo u' =TT, j0---0T,(¢) em W. Denotando por T:C¥(W ) C*(W) o operador
" definide pela composigio T =[T,6T,0-<T,], podemos gerar uma sequéncia de funcbes u™,

m=1,2,--, através da relagio recursiva «™ + 1 = T(«™), com u® = ¢.

Teorema 3.3

O operador T & uniformemente contrative em C™®(W), ou seja:
1 1
[T Y =T i 5 <alfe™H —u™| & (3.18)
para um certo o positivo e o < 1.

Corolario 3.3

Seja uP(#,y) € C*°(W) definida como extensio continua arbitriria da funcdo de contorno

¥(z,y) do problema original T e, u(z,y) a solugio deste problema. Se ™ = T™(u?), entéo:

| w(e,y) — v (=, ¥) || gw—0 gquando m—oo (3.19)
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Qutra informagio importante para a justificativa dos resullados que apresentamos € o Teorema
do Velor Médio para equagdes elipticas de Helmbholiz em um dominio definido por uma bola de raio h e

ceniro no ponto z = (z,y}, Bp(z) C Q.

3.5. AVALIACAO NUMERICA DO VALOR MEDIO PARA EQUACAO DE HELMHOLTZ

A base teorica para demonstracio dos Teoremas {3.1) € (3.2) é o Teorema do Valor Médio para
equagdo de Helmbholtz desenvolvida em [Courant e Hilbert-1962]. Este resultado pode ser interpretado
como uma generalizagio do Teorema do Valor Medio para fungdes harmoénicas satisfazendo a equagao

de Laplace em uma bola B, C R%.

Teorema 3.4

Seja B = B,(z) uma bola aberta de raio h e centro no ponto z e¢R? e, OB o contorno de B.
Definimos por B = BUAB o fecho de B. Sejam u{z, ), ¥(z,y) e C*°(B ) funcdes satisfazendo o seguinte

problema de valor de contorno:

Au(z,y) - Nulz,y) = 0 (z.y) €B (3.20)
u(z,y} - Tﬁ’(ray) (‘ZFy) € 0B (321)

Entdo a relaciio entre o valor que u assume no contorno 88 e o valor de u no centro de B é dada pela

seguinte equacao:
Irh J uds = “(Z)[ )3 (‘2‘) )7 (3.22)

6& k=0

Recophecendo a série do lado direito de (3.22) como a fungfo medificada de Bessel de ordem

zero ¢ denotando-a por Ip( Ah), podemos escrever u(z) como:

ot

1,(Ak) € uma fungdo estritamente crescente e positiva na reta positiva e I{0) = 1.
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A aplicagho deste resultado a bola B = B, (z) eom centro ne ponto z = (z;,y;) e contorno 9B

permite definir a fungdo de rede u; j mo ponto z, associada a solugdo do problema de valor de contorno
b

{3.20)-(3.21), come:

1 .
U5 T TrR1(R) I u(z,y)ds (3.24)
oB

Conhecendo a fungio u(z,y) em alguns pontos sobre o contorno da bola 8B, podemos utilizar esses
valores para resolver a integral (3.24) numericamente. Para tanto, utilizamos as coordenadas polares
em B definidas por z=u;+hcosl e y=y,+ hsenf, onde podemos considerar sem perda de

generalidade que z = (0,0} e escrever a integral de contorno (3.24) como:

2w

R S .
i = ST, (VR f u(h,6)do (3.25)
0

onde u(h,0) = u{hcost, hsenf) e df = h~ lds.

Para ponios regularmente espagados, como definido nas redes triangulares e quadradas, é
possivel fazer uma avaliagdo da integral (3.25), através do método dos trapézios com grande precisio,

justamente por termos f—u(h,#) como uma fungao periodica [Davis e Rabinowitz-1975].

Teorema 3.5

Seja u(h,0) uma fun¢io de classe C°°, conhecida em uma vizinhanca de 0B, e consideremos a

integral (3.25) em OB,. Entdo a seguinte avaliagio é valida:

1 o 1N 2k
L | wrorio -5 3w 2Ty |< 17 4u) (3.26)
0 k=1
-
onde |7 {u}| < o %4 O(k"*?) & o limitante superior para o erro de integragio e M, como

definido no Capitulo 1. O pardmetro n representa o nimerc de pontos igualmente espacados no
contorne 0B;. Quando n =4 significa que estamos considerando uma rede quadrada, quando n =6,

estamos considerando a rede triangular.



CAPITULO 4
0 OPERADOR CONTRATIVO

Neste capitulo apresentamos a prova da convergéncia do método proposto, Teorema 3.3. Esta
prova basea-se no Principic do Maximo para equagbes elipticas [Gilbrag e Trundinger-1983] e no
Método Alternante de Schwarz. Para esta prova devemos ter em mente a cobertura do dominio de
definicio Q! por bolas entrelacadas, conforme Definicio 3.3 feita no Capitulo 3. Na sequéncia

demnostramos o Corelario 3.3 relacionado a unicidade da sclucio.

4.1, RESULTADOS AUXILIARES:

Seja €1 uma superficie aberta no R?, limitada pelo contorno 81 e = QU N, o fecho de O
Seja (z,y)-u uma fungo real, cujo dominio de definigio ¢ . Supondo que u(z,y) € CHMNCHR)
satisfaz a equacglo:

Lufz,yy =0 (z.y) €2 : (4.1)
onde £ & um operador estritamente eliptico definido por:

o0 52 ik 8 ,. 8

Supondo que sd3o validas as hipotese H1, H2 ¢ H3, formuladas no Capitulo 2, podemos enunciar os

seguintes Teoremas:

Teoremna 4.1. Principie do Maximo

Seja £ um operador eliptico no dominio de definigio €. Supondo que Lu>0 e g=0 em Q,

com u € CHQ) N CYQ). entdo o maximo de 4 em Q encontra-se em 9%, isto &

Supu=Sup u 4.3
5 o (4.3)
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Prova: Mostrarernos inicialmente gue se £u > € em {2, entdo o principio esirito do maximo & vélido,
Isto é, u ndo pode assumir 0 maximo em uwm ponto z; interior de {2, pois para tal ponto o gradiente
seria nulo, Du(zg) =0, ¢ a matriz Hessiona [%u(z,) seria semidefinida negativa. Porém, sendo o
operador L estritamente eliptico, a matriz formada pelos coeficientes de L é positiva definida.
Consequenternente:

L 32u

— aPTu 8y &y
Y= a8r2 +2b~»~wm8$ay+cay2 <0

contradizendo a hipdtese de que Lu > 0. Denotando-se por Ay o minimo autovalor da matriz dos
coeficientes de £, existe uma constante A tal que 0 < A < A, Favendo a hipolese de que ldifA<cy e

tel/ A < ¢, entdo desde que a > A, existe uma constante y suficientemente grande para a qual:
2677 = (VPa + 4d)eTT 2 A2 —yep)e T > 0
Asstin para gualquer € >.O, temos £{u + ge'ﬁ) >0 em £, tal que:
Sup(u+ee’®) = Sup(u+ee’®)
Q 3%

no limite quando ¢-0, mostra-se que Supu = Sup u, como assegura o Teorema. £l

Q a0

Vamos supor o caso mais geral onde g <0 em €. Considerando o subconjunto @1 ¢ Q, no
qual u > 0, vernos que se Lu >0 em Q, entdo Lu > G em + . Assim podemos escrever que:
&y &y 8u d

—yOTu Fu S 0u, Ous +
i.ﬂu_aamz-}-ﬁbazay{—cayz+dazw§*eayz gu>b em §2

Logo o maxime de u em Q * deve ocorrer em 90 T e, por continuidade de u, o méaximo de u em Q
deve ocorrer também em 9. Definindo-se u+ = max (0, u} e u~ = min{u,0) podemos enunciar este

resultado na forma de corolario como se segue:
Corolazio 4.1.
Seja & eliptico em um dominio limitado €. Supondo-se que Lu>0 e g <0 em 0. entdo:

Supu < Suput.Se Lu=0em Q, entio Suplul< Supiul
Q 1718 Q a0
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Nola: O Principio do Méaxime para equacio de Helmboliz

Uma  observagdo importante que podemos fazer neste momento & que se
u(z,y) € Cz(Q)nCO(Q) e satisfaz a equagdo de Helmhollz Au—Au =0 em {, entac pelo Corolario

4.1 podemos assegurar que: Suplu| < Suplul.
Q a5

Lema A1

Seja i’ i=1,2,--,n o conjunto de bolas que compdem a cobertura W, dada na Definicdo 3.1,
e selecionemos uma bola B; tal que OB, NGW #0. Seja D; o subconjunto de W tal que
D, = {UBJ-: B, NB }-;é%}, e seja uma funcdo w suficientemente regular satisfazendo as seguintes

condiches:

(i) Aw~Xw=0emD,
(ii) w= 0 em 8B, NOW
(i) [ | 5, <1

Entio existe nma constante positiva ¢ < 1 dependendo somente de B;, tal que w satisfaz a desigualdade

fwll <qem B . Se dB,NIW = B entdo o resultado acima & valido com ¢ < 1.

Prova:

Selecionando-se uma bola B; tal que OB, NOW # ¢, como iHustra a Figura 4.1. Seja
8, = B,NID; e pela definicio de D, verifica-se que 85;# ¢. Como Aw—Xw =0 em f)z-, pelo
Principio do Maximo, podemos afirmar que w assume o valor maximo na fronteira 0D;. Desde que
w =0 em §S; entdo o méaximo valor de w ocorre em FD\JS; a uma certa distancia de 95, devido a

continuidade de w.

Uma vez que w=_0 em 0%, e desde que B,\JS5; tem apenas dois pontos em comum com

D\, onde w = 0, o maximo valor de w ocorre a uma certa distancia de B, externo a bola B_.

Podemos concluir, pelo Principio do Maximo, que existe um nitmero positive g <1 tal que

Hwil B, < ¢ < 1. 8¢ G5, = @, entdo da condigdo (iii) e do Principio do Maximo é 6bvio que ¢ < 1. |
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Figura 4.1 — Hustragdo para o Lema 4.1

4.2. PROVA DO TEOREMA 3.3

Consideremos aqui as bolas B, i = 1,2,---, n. Seja u%(z,y) uma extensdio continua arbitraria de
classe CX(W) da fun¢lo W(x,y)€C®(HQ) e os operadores T, e T =[T;0T,0-oT ] dados na
Definicdo 3.4. Seja a sequéncia de funcdes «™, m = 1,2,--- tal que 4™+ 1! = T(u™). Consideremos entio

m+1

a fungdo u; definida por:
u:‘”"'l =T, (u™ emB;, e u™*!'=u™ em W/B,

De acordo com a definicdo de T, esta funcdo satisfaz o seguinte problema de valor de contorno:

AP {zg) - NP+ (a,y) = 0 () € B, ()
uF Hzy) = u™(z,y) () € 9B (4.5)

Podemos escrever, de forma geral, para duas solugdes consecutivas u]" e u." tlem B, que:
wl = T (u™ e u™ T = (™) (4.6)
De acorde com o Lema 4.1 consideremos o conjunto D, = {UB;:B,NB, # 6,B, C W} e denotamos

poT:
MP = [ - g (4.7)



37 Cap. 4 - O Operador Gontrative

Note-se que a0 definirmos uma fungde w: J,—R por:

T i

R

W=
verificamos pela linearidade do operador Laplaciano que:

A= wm um)] = Ay

MLM{
M : '
Assim Aw— A%w =0 em D, e, pelo Principio do Maximo e (4.5), podemos escrever que:
e . 3 -1
”wﬂ?}i“ ““‘ﬁapiwj}";ﬁ”“m“”m op, <1

Além disto, se OB, NEW # 0 segue-se que w =0 em OB,NIW portanto w satisfaz as condigdes

(i) — (iii) do Lema 4.1, o que nos permite escrever:
fuPti—u? NBI_ <gM?* com G<g; <1
Substituindo as expressdes {4.6) e (4.7) na expressao acima, obtemos:
1T T4 Y) g, <gllam—wm Mg 0<g <l (48
Considerando agora a fungio u"y + 1 definida por:
ui_H V=T o (v™) em B, e ur = Wt em WAB; (4.9)

De acordo com a definicao de T, , essa fungfio satisfaz o seguinte problema de valor de contorno:

A‘”m+-§i(z?y) Xu :n++1}($’y) =0 (z.y)€B; ;4 (4.16)
u ) = uP T (2) (z,y) €68, , (4.11)

Entao podemos escrever para duas solugbes consecutivas uly ; € uf‘;ll que:

“ﬁi ET6+1°?£(“mm1) € =+1 “‘Ts"-!~3°T (™) (4.12)
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Procedendo da mesma forma como feito na primeira iteragio para a bola B, chegamos a seguinte

relagéo para todo ponto (r,y) no conjunto B,UB, |
| T; “+ 10’Ti(um)(s:,y) -T; + ol ™ 1)(313/) P <g; +1 I Ta‘(um) =T, (™™ }) i b. +1
2

ou ainda, ntilizando a relagao (4.8}, temos que :
. . m — -1
]Ti_s_loT,-(u"’)(z,y)—T,- +1°Tz‘(“ 1)(27731) | < 4 +1% o™ — ™77 ] D£+1 U B,

Esta expressdio € valida para todo ponto (z,y) no conjunto B, UB; . Desde que OB, NIOW # @ entdo,
pelo Lema 4.1, 0 < ¢g; < 1. Assim, podemos concluir que:

) Ty 1 " _ < . ﬁmmwl— =
T, 10T H{u™) =T, , 0T, (u }EIB{UBH}M%HE A pup,

Procedendo as sucessivas composigoes T,0T,0---0T 0--- que definem o operador T atingimos a
alguma bola B, com 0B, NOW #£9, para a qual ¢, <1. Neste caso, denotando-se por

o =maz{g, |9 <1, £ =1,2,---,n}, podemos escrever que:

N -TE™) | g <allv™ ! —u™[z; O<a<] (4.13)

e assimm a prova do teorema fica concluida. 0

4.3. PROVA DO COROLARIO 3.3

Considere CO(W) e seja a sequéncia {+™} satisfazendo a relagio v™ 1 T(+™). Uma vez que
T é um operador contrativo e Co(W) é um espago métrico completo com relagio a norma do sup, a
sequéncia {v"™} converge quando m—oc para uma funclo v € C%W), o {nico ponto fixo de T em
CYW), tal que T(v) = v. Assim, conforme a Definigio 3.4 do Capitulo 3. seja v; uma funcio definida
na bola B, satisfazendo v; = T;{v). Como v = T (v} também vale, temos, pelas hipéteses H1, H2 e H3,
a unicidade da solugio do problema de Dirichlet em B, Assim, v;=r em B, Sendo W = UB, e
B, !"%Bj--:;é @ para algam j, e desde que as solucdes v, e v; sdo idénticas na regido de intersegio B, N Rj-,
entio v = T 0Tg0 - T, (v} = T(v} satisfaz o problema de contorno de Dirichlei T':
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Aviz,y) -~ Moz, y) = 0 {r.y)eW
v(a,y) = ¥z, y) {#,y)e OW

Agora, visto que W CQ, e a solucao do problema I, u(z,y) € C(Q), coincide por hipotese com a
solugio do problema X°, visto ainda que v satisfaz também esse problema para Viz,y) e W e
cosiderando agora w = v~ u e usando a propriedade da unicidade da solugdo, garantida pelas hipoteses
Hi, H2 e H3, temos que u = v, portanto v € C*(W). Desde que v xﬂfgréo ™ na norma do sup,

podemos definir a sequéncia {w™ = v — u}, para concluir que:

Lim 7" —ull g =0 O



CAPITULO 5
AVALIACAO DO ERRO DA INTEGRACAO NUMERICA

Neste capitulo provamos o Teorema 3.5, cujo o resultado € a avaliagao do erro introduzido ao
fazer-se uma aproximagio numérica para a integral de contorno que aparece na expressao de Teorema
do Valor Médio. Antes porém apresentamos a demonstragdo do Teorema do Valor Médio, encontrada

em [Courant e Hilbert-1962], para a equagéo de Helmholtz,

5 1. O TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA EQUAGAQO DE HELMHOLTZ

Para maiores detalhes vide segio A.5.3 do Apéndice A. Em linhas gerais, pode-se desenvolver o
Teorema do Valor Médio para a equagio de Helmhollz, partindo-se da identidade de Green, como se

segue:

5%; J uds = uz) +-2«~1~%~ J in ?—Audm ' {5.1)
oB B

onde considera-se a funcio u € C*(B) e B uma bola de raio h. No entanto, é possivel encontrar uma
formula mais geral expandindo-se em série o termo do lado direito de (5.1). Para tanto, considera-se a
segunda identidade de Green (equagio (A.11) do apéndice A) ¢ uma fungio o{r) com uma

singularidade em r = 0, satisfazendo as seguintes condigbes de contorno:
v= 5 =1 em OB {5.2)

Apés se eliminar a singularidade em r =0, procedendo da mesma forma como feito na dedugao da

equagio {A.20) do Apéndice A, chega-se & seguinte identidade:

Cu(z) = j {(uldv ~ vAu)dz {5.3)
B



41 Cap. 5 - Avaliagho Numérica

onde O ¢ uma constante. Adotando-gse uma fungdo »(r) dada por:

o(r) = %27:% + g(r) re(0.R) (5.4)

i

sendo g{r) uma fungdo de classe C}B) que cresce menos rapidamente que v~ ' quando r—0 e

supondo-se que u € cEm+ 25, m > 0, entdo para todo inteiro k < m, tem-se a identidade:
CAFuz) = J (A*u Av— eAF+1y) de (5.5)

B

Denotandoe por A¥* o k- ésima aplicagio do operador Laplaciano, tal que A% = u. Seja agora uma

sequéncia de fungoes {v,} definidas pela equacao diferencial:
Avg =+ i0h g = (h=1,2-) (5.6)
e satisfazendo a condigio de conterno {5.2), onde a fungéo v, € dada por:
= o tnlt 6.7
Verifica-se ent@o que vy pode ser calculada recursivamente por:
h
V4= J,—- pridp) Ena;,‘edp (5.8)
A solugao geral da equagio {5.8) & dada por:
Vg = %En% +g{r) com Cp= 1, ({-})2& {5.9)
Substituindo-se v por v, em {5.5) tem-se:
CpAbu(z) = [(vk_lAku~vak+lu) dz {5.10)
B

Somando-se todas as sequéncias k = 1, 2, ---, m, chega-se 4 seguinte expressio:

Z (,?k.&ku{z) = '{(voAuwvam'Hu)dr {5.11)
k=1
B
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Substituindo v, em (5.11) e reagrupando seus termos tem-se a expressao:

n
2%, f tnl Audz = kz CpARu(z) + Jvma"=+1udx (5.12)
B =1

comparando {5.12) com (5.1) e substituindo os valores de Oy em (5.12), tem-se:

1 O R YE ARu) -
%[ “ds"kzg(i) wE " v, A" Flude (5.13)
oB = B

Considerando gue a fungdo u € C*"TYB) satisfaz a equagio de Helmhollz Au— Xu =0, podese

deduzir que A™wu = A*™y. Substituindo esta identidade em (5.13) encontra-se que:

1 _ (R VPE APz 2m 42
5o I uds = kzo(§> ()2 4 v A udz {5.14)
aB = _ B

O Gltimo termo de (5.14) tende a zero quando m--oo, (ver prova no Apéndice B). Tem-se entdo a

representagio da integral do lado esquerdo de (5.14) por uma série infinita como se segue:

o0 2k }‘2’5
%}I j uds = Z (%) (;)(22) (5.15)
k=0 -
o8
Reconhecendo a série em (5.15) como a funcio modificada de Bessel de ordem zero, que se denota por

I,(Ah), pode-se reescrever (5.15) como:

o | wds =u@10m) (5.16)
oB
A expressio (5.16) € conhecida como o Teorema do Valor Médio para a equagéo de Helmbholtz. ]

Utilizando a representacio em coordenadas polares na bola de raio h e centro ne ponto z,

podemos escrever a integral de contorno (5.16) como:

2n
u(z) = ﬁ—l_fﬁ_h) J u(h,6)dé {5.17)
0

onde u(h,8) = ulhcosb, hsend) e hdf = ds.
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5.2. PROVA DO TREOREMA 3.5

Seia B uma bola de raio h e centro em wm ponto 2= (:r,-.,yj) limitada pela circunferéncia 8.
Seja u(z,y) uma funcio de classe C™(B) ¢ consideremos os seis pontos, vizinhos a z, dados pelas
coordenadas cartesianas (ri:th,yj) e {(z;% h/2, y}-ik\/é/?) em OB. Denotemos por u = u{z}

Fazendo a expansio de u(z,y) em série de Taylor, encontramos que:

(z,+o,y;+8)=u, »«E«aaz+ﬁ (26 +2aﬁ ou +3232“z)+
u{z; + o, = / .
J dy; + a1 Oz, 8 ’ 39!_21-
o™y n-1 oty n-1 % Ty ™ty
1 -1 z n-2 z e -2 -1 z
B + 1 y P oei oy, ¢ +(n.z)“‘9 PR AN

onde R, representa o residuo da série a partir do termo (n+ 1) da expansio de Taylor. Usando a

notacao:

O N (. T B e

podemos escrever sinteticamente que:

n—1

u(z, + oy, + B)=u, +§:k‘ 3x+ﬁ8 }ku + R,

Adotando oo = = h, 3=0,0u a= :hf2, = :i:h,/ﬁ/z, faremos (a:,-+a,yj+ﬁ) representar os seis
pontos vizinhos de (z,,y,) localizados sobre OB e igualmente espagados. Denotamos por u, o valor de u

no ponto z = (x#-,yj} e por Buy, a soma dos valores de u nos seis pontos vizinhos de z, temos entao:

T, = g u(hEE) (5.18)
Sy = 6u, +§§Au |, 33% Ay o+ i} (5.19)

A expressio para o erro de truncamento 7{u,} & apresentada em [Kantorevich e Krylov-1964}:

6 &u 8%, u
R (33 445 433;2“35 5275 4*272:; Z4)+ o(h) (5.20)

.} =15 a1\ 3z%
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Cubstituinde as derivadas de sexta ordem de u por My, conforme definigio dada no Capitulo 1,

podemos escrever que:

- 16
| 7{u b <22Mg 0008 (5.21)
Por outro lado, avaliando u, pela equagao (5.1 7), deduzida a partir do Teorema do Valor Medio para a

equagéo de Helmholiz, temos:

2

Io(Ahyu, = 22%- J u(h,8)do (5.22)

0

Resolvendo a integral do lado direito de (5.22) pelo Método dos Trapeézios encontramos que:

2x

6
- J u(h,0)dg =1 LZ u(h,%ﬁ) + rg{u) (5.23)
0 ¢ =1

onde 74{u} representa o erro de inlegragdo introduzido pelo Método dos Trapezios. Substituindo {5.23)

em (5.22)., podernos reescrevé-la como:
BL (MM, = 3 u, -+ 67elu) (5.24)
usando o valor de Y u, deduzido em (5.19) e substituindo em (5.24), temos que:

2 4
6re{u} = GIO(Ah)uzw—ﬁuz-—%@t_ﬁu | z_%AzU 3

6 6
hG a u!:" 6 U I aﬁu -6611 E3
- 33—F 45— 55+ 135 2 + 2754 |+ Ok 5.25
16 x ﬁf( axf‘ 33;5631? axfaytj ay(;) ( ) ( )

Substituindo em (5.25), I,(Ak) por sua representa¢do na forma de série e levande em conta que para a
equagio de Helmhollz homogénea temos Au = Ay, A%u=A(Au) =2l e Ay = A(A%) = 2By,

obtemos a seguinte eXpressao:

6 6 6
_ 3K® _6 u, 8%, du, 8% 8
ora{u) = gingi( ot P atat O edeyt T ay‘})w{h ) ©-20)
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Substituindo as derivadas de sexta ordem de w por M, como definido ne Capitule 1, encontramos a

seguinte avaliacho em modulo:

6&46 8
[676{u} | < +O(4%) - (5.27)
E substituindo {(5.27) em (5.23), temos que:
27 s WM
1 1 5 -
| wnoyae-} 37 utn By |7t +0u) (5.28)
o =

Assim a primeira parte da prova fica concluida.

No intuito de demonstrar a segunda parte do Teorema, para n =4, vamos denotar por
(x,-i],y}-il) = (xi:}:h,yj:i:h) gquatro pontos vizinhos, a uma distancia h, do ponto z:(:ci,yj) e
denotar u, = u(z,,y;). Por expansio de u(z,y) em série de Taylor, temos que:

Bu, 1
z:i:lj 5

u, 1,50,
N 52 T3 g2t T e W azk

2. o0 k
Y . 1 28 2,1 333u 1 ka o,
6y5+2§h 5 F43rh By3-+2 (k)

Ui it
Somando as expressbes e denotando por Lu, a soma dos valores de u nos quatre pontos vizinhes de z,

ternos:

4 kx
Tup= 3 ulh i) (5.29)

. 621:,“2 821&:

O
— 2 2}12& U,
Youy=4u_+h°Auj z+ﬁ§:2 (2&:)!( o7 + fiyi-k )

(5.30)

A expressao para o erro de truncamento 7{u} & dada por:

oy 2ht P, Ol 6
r{u,} =24 (84+6%)+0m)



46 Cap. 5 - Avaliagdo Numerica

Substituindo Au = Ay, temos:

242 4, 0t
Ty = 4(14 ,z+%(gj+ ay;)+0(h‘5) (5.31)
i 3 _

Por outro lado, usando a avaliacio de u, feita na equagio (5.17), temos:

2

1I,(Ah)u, = :,3% J u(h, 6)df (5.32)

0

Resolvendo a integral do lado direito de (5.32) pelo Método dos Trapezios, encontramos que:

27
4
= j u(h,8)d0 =1 3" u(hEE)+ 7 4u) (5.33)
0 k=1 :

onde 7,{u} representa o erro de integragdo introduzido pelo Métode dos Trapézios. Assim, substituindo

(5.32) em (5-33), podemos reescreve-la como:
41,(Ah)yu, = Sy +4r,du} {5.34)

retirando o valor de Yy, de (5.31} e substituindo em (5.34}, temos que:

Hu. 8u :
z 42V O(R® 5.35
mt g ) O (5.35)

232 4
47 fu} = 41,(Ah)u, — 4(“‘%)% . g%(

substituindo I5{Ak) por sua representagdo em série, e usando o fato de que Aty = X, temos:

4hiaty apt 84u2 Béuz
rvl = Say” -4 521 +5§‘"‘7)+O(“‘6} (5-36)
: 3

expandindo A%u, podemos escrever que:

8ty 8 8ty

Aty = z z 42 : 5.37
e dx} * By§ * oy’ (5-37)
substituindo {5.37) em (5.36), temos:
ar () = A —E)(34“z+64“£)+2 it O o) (5.38)
AT G T4 Nt T oyt 2422 betayt :
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Tomando-se © modulo em (5.38) e substituindo as derivadas de guarta ordem por M, conforme

notagio dada no Capitulo 1, temos:

44 M |
l4ry{u}] €~ +0(%) (5.59)
Substituindo (5.37) em {5.33) temos
2w 4 .
“21?] u(h@)do 1 3™ u(n ALy 1< 2t 1 O(R%)
O =

e a prova do teorema esta concluida. 0



CAPITULO 6
PROVA DOS PRINCIPAIS RESULTADOS

Neste capitulo provamos os principais resultados dessa Tese apresentados nos Teoremas 3.1 e
3.2 e nos Corolarios 3.1 ¢ 3.2 do Capitulo 3. Estes resultados destacam um erro de precisio do tipo
O(h™), onde n =4 quando consideramos uma rede triangular ¢ n =2 quando adotamos uma rede
quadrada. Apesar do erro de precisio encontrado ser da mesma ordem dos que se encontram por
métodos a diferencas finitas, notamos que ¢ método aqui proposto resulta em um erro menor do que os

obtidos pelos métodos classicos a diferengas finitas.

6.1. AVALIACAO DO ERRO DE PRECISAO

Seja B uma bola de raio h, centrada no ponto (z,y;), limitada pelo contorno OB.
Consideremos o problema X definido no Capitulo 3. Aplicando-se o Teorema do Valor Médio para a

bola B C €, encontramos a equagio (3.25), que reescrevemos aqui:

27
PSS SR
1 2rh IG(AR)

1]

u

u(h,8)d0 (6.1)

Seja H, um hexagono inscrito na bola B. Denotamos os pontos de interseccio dos vértices desse
hexagono com © contorno JB através de suas coordenadas (z;, 4.y, 4 onde k=-2,-1,1,2 ¢
[=-1,0,1, tal que [k HI| = 2, e denotamos por Ui gk il © valor que a funcdo u(z,y) assume em

cada um desses pontos. Utilizando coordenadas polares podemos escrever:
b ey = u(h,2EX k=1,2
us+k,3-§-l_u( »5{-)  com = Llydyrrnyn (6.2)

onde n representa o numero de pontos no contorne 9B igualmente espagados. Quando n =4 significa
que estamos considerando uma rede guadrada, quando n = 6 estamos considerando a rede triangular.
Adotando-se uma ordenacio apropriada e wutilizando-se estes valores para fazer uma aproximacgio de

{6.1), temos:
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2r

i
lo(Ahu, ;=L J u(h,0)d6 = 1 k}: u(h 2Ty 4 7, (6.3)
0 =1

onde T, ; & o erro de aproximagio. Denotandoe por E"bk o somatério do lado direito de (6.3)

rescrevemos esta equagao como:

nIG(Ah)ut’ J = 2 ub '"+" nT",j

Utilizando o resultado do Teorema 3.5, podemos escrever que:

lnIO(Ah)u,-’jw Zubim tar, i1 =nir,{u}l| (6.4)

onde 7 _{u} é um erro de truncamento dado no Teorema 3.5, que transcrevemos aqui:

Iraful] < ln g Ok +2) (6.5)

n!

Consideremos agora o problema X, definido no Capitulo 3 e aproximemos a fungao u(z;,y J-), solugio de
%, por uma fungdo de rede U; j definida em cada ponto (z;,y,), de forma que U; ;=¥; ; nos pontos
da fronteira OW e nos pontos internos U, ; satisfaz a seguinte equagio:
1 ) —
n}io(,\h)(Uiml,j+Ui+1,5+Ui,g'— 1tV 41 » n=4
Uiy = (6.6)
1 -
W(le’”l Ui -1 Uit Uisn i+ Vi1t Uig540) 5 n=0

Considerando a rede triangular G}, dada na Defini¢io 3.1, podemos localizar NM pontos iateriores em
G}, ou equivalentemente o mesmo nimero de bolas centradas em pontos interiores de W. Definimos os
vetores u e U7, formados respectivamente pelos valores que as fungdes u; ;e U i,j Bssumem no centro de

cada bola B ou equivalentemente em cada ponto interior da rede (z;,y J-):

- - - T
“m[“i,v"'a“fv,p Yy o hUN 25 770 ul,M""’uN,M]

— . . . T
U—[Ul,l""’UN,l’ U1,2=""UN,2 ’ "'vyx,Ms =UN,MI
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Definimos ainda o vetor b formado pelos elementos do vetor I/ associados a pontos que localizados na

fronteira da rede, nestes pontos temos u = U, e o vetor de erros 7, {u} dado por:

Talu} =1y 1o s TN 18 T s TN, Tl,M"“vTN,M]T
De (6.3) e (6.6) podemos formar os seguintes sistema de equagdes:
A u=0b+n7 {u} (6.7)
AU=1 ' (6.8)
No caso da rede triangular (n = 6) a matriz A,, assume a seguinte forma:
B, -Jn 0 0 - 0
Jy By Sy 0 - 0
0 -Jn By -Jy -+ O
Ay = : Do . (6.9)
0 --- 0 Jy ByIn
0 b 0 ﬁ -J]V BM
onde as matrizes B sio definidas por:
B; =610y — Dy para j = 1,2,--- M (6.10)

e |y é a matriz identidade de dimensdo N x N. As matrizes Jy e Dy sdo definidas por:

1 1 0 1) 0 1 ¢
g 1 1 0 1 0 1 - g
I =} " : Dy =] :
0 0 1 1 0 --- 1 0 1
0 ¢ ¢ 1 0 --- 0 1 0
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Quando estamos considerando a rede quadrada, a matriz Ay, tem a seguinte estrutura:

onde as matrizes C; sio definidas por:

¢, 4y 0 0 |
by Cq Iy - 0
. : (6.11)
0 iy Capy In
0 0 -y Cy
C’jmflfe{.\h)EN—-—DN . para j=1,2,-- M (6.12)

Desde que a rede ndo tenha ambigitidade, a matriz A, é inversivel. Entéo, subtraindo-se (6.8)

de (6.7) podemos escrever que:

(u—U) = nd r {u}

Usando a norma. euclidiana para o vetor {(u — U'), temos:

fu-Tll,<nll A7 g Hra{udlls (6.13)

Denotando por A os autovalores da matriz A,,, podemos proceder a avaliagdo do lirnitante superior do

erro de precisdo:

Hu-Ull, <

1<k

(6.14)

71
min i Ak t H Tn{u’} EI 2
MN
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6.2. CALCULO DOS AUTOVALORES DA MATRIZ A,

{ema 6.1:

Seja Ay, k=1,2,---, NM os autovalores da matriz A,, dada por (6.9) para n =6 e (6.11} para
n = 4. Entao:

min N fALl = nlg(Ah) —np, + 8361&2(%K (6.15) ‘
onde p,, € um escalar positivo com p, <lsen =6 ep,=1sen=4

Prova:
Vamos considerar primeiramente o caso com n = 4. Seja A, a matriz bloco tridiagonal dada

em (6.11) e C'; a matriz de dimensio N x N definida em (6.12). Sendo C'; uma matriz tridiagonal, seus

autovalores, como demonstrado em [DuChateau e Zachmann-1986, pp.180], séo:
oy = 4l5(AR) — 2cos (khr) , k=12, N (6.16)

Seja v* um antovetor de C j» correspondente & um autovalor op. Para resolver o problema de autovalor

A= Av, vamos considerar o autovetor v na forma:

v = [8,(8) 78505 Bpg (0BT
onde ﬂj, j=1,2,---, M sio constantes ndo nulas. De A,v = Av temos:

B,C % — Byt = A8,
— B MNt* 4 BoC 0% — Bpt = A"

.............................................................................

Por definicio temos que C jvk = akvk para 3 =1,2,-.. M. Verifica-se neste caso que oF # 0. Entao,

podemos escrever que:
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op-1 0 .- O ﬁlﬂﬁ B4
1 oa 1 e 0] B By
. . cloal
0o -1 op -1 | Byod Paros
6o 0 -1 o) By Y

Agora, usando novamente o resultado de [DuChateau e Zachmann-1986, pp.180] deduzimos que os

autovalores de A, Aj,}k ,i=412,-- M, k=1,2,--- N, sio dados por:

A= oy 2 cos (jhw) (6.17)

Substituindo (6.16) em (6.17), temos:

Aj,k = 41,(AR) - 2cos (khn) — 2 cos (jhn) (6.18)

no intuito de achar o minimo autovalor de A,, vamos fazer k=j=1 em (6.18) e ulilizando a

identidade trigonométrica cos(hn) = cos*(hx /2) — sen’(hw /2), temos entdo:
MinAj g = Ay o = Alg(Ah) — 4 + 8sen” (4T
Tomando a ordenagao inicial A g £€=1,2,---, NM para os autovalores A ok podemos escrever:

. _ _ 2%
lg%{é%NIAE‘ = Ay ;= 4o(AR) — 4+ 8sen 59

Concluimos assim a primeira parte da prova.
A prova do Teorema para n =6, similarmente considera que os autovalores da matriz B;

definida em {6.10), sdo dados por:
a,, = Bly(Ah) — 2cos (khm) , k=12, N (6.19)

No entanto a matriz A em (6.9) possui uma estrutura diferente daquela da matriz A4 e, para que o

restante da prova anterior seja utilizada, vamos escrever Ag=A+E, onde A e F sdo matrizes

simeétricas definidas por:
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By -y 0 6 0 -F 0 0
Ay By -y 0 -FT 0 -FT 0

A= 0 4y By - 0 | E= 0 -F 0 - 0 (6.20)
0 - 0 -y By : g -~ 0 -F 98

onde Iy & urna matriz identidade com a mesmma dimensao da matriz J, sendo F = J — 1y uma matriz

que tem a seguinte estrutura:

01 0---0
0010
F=| i
0---0 81
0---0 00

Sejam A e A + F matrizes simétricas de dimensao NM x NM. Denotando-se por A,(E) os antovalores
da matriz F e adotando-se a seguinte ordenacio A,(F) < Ay(E)} <--- < Aypy(E), podemos utilizar o
resultado em [(Golub e Loan-1988, Cap. 8, p.p. 269, Corolario 8.1-3] para escrever:

Ag(A)+A(E) SAfA+E) < AfA)+Ayy(B) =12, NM (6.21)

A matriz A tern exatamente a mesma estrutura da matriz A, em (6.11), portanio procedendo da

mesma, forma como feito na primeira parte da prova, deduzimos que:
A fA)= 615(AR) — 2cos (khn) — 2cos (jhn) , j=1,2,- M e k=1,2,--- N (6.22)

Agora, analisando-se a estrutura da matriz £ notamos que ela é gimneéirica e real, portanto E & uma
matriz Hermitiana. Podemos verificar que £ ndo é definida positiva, consequentemente A(F) <0,
assim A;(E)= — |A(E}]. Por outro lado, usando o Teorema de Gerschgorin [Golub e Loan-1988],
temnos que | A;(E)} < 2. Desta forma podemos escrever a primeira desigualdade de (6.21} como:

AE(Aﬁ) > 61, (Ah) — 2cos (khn} — 2cos (jhm) — | A((E)]| , j=1,2,- M ek=12,-- N {6.23)
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Fazendo k= 7 = 1 em (6.23) ~
AAg) > 61g(M) = | A{(E)| ~ dcos (k) , j =12, M e k=1,2,+, N
Substituindo cos(hr) = cos?(hn[2) — sen®(hw /2) = 1 — 2sen®(hn f2), temos:

Denotando-se por ué um escalar positive tal que pg < 1, podemos escrever que:

2
1<£5”3M [Agl = 615(AR) — 6ﬂ6+Ssen( )

e portanto a prova do Lema fica concluida

6.3 PROVA DOS TEOREMAS 3.1, 3.2 E COROLARIOS

Prova do Teorema 3.1

(6.24)

A prova para p = 2 é resultado imediato do Lema 6.1; bastando fazer n =6 em (6.5) e (6.15),
além de usar a relagio [[7g{u} ||y < VNM | 7g{u} ]| . Substituindo estes resultados em (6.14),

femos:

41
I < VNM [ﬁh M,

fu-U], < +0(h8)]
27 lg(Ah) — 6pg + Bsen?(BT) 6!

A prova para p = oo segue-se da relagdo:

Agle ~U) | oo =6l it} I

sendo:

H Aglu —U) | oo = 5up; =1, ... Nl 6(ARY(u = U); — § a; {u—U)i}
J 3

onde: Aeﬁ{ai’j}eparaiqéj, a ;= ~loug ;=0 além disso Y, a;

iFi T

o R

> —6.

(6.25)

(6.26)
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Supondo que || u —U || o = (u—U); para algum iy, podemos escrever que:
(| Aglt ~ U Il o 2 | Blg(AR)(u — U - ;{Da.-, ilu=U);1
i Aglu~ U || o = (61g(AR) — 6)(u V),
Agora, supondo que |[u~U || = ~(u—U); podemos escrever que:
| Aglu =) |l o = -~ Blp(AR)(u = T); g i:’_oa,-, ju=U);
| At~ U) || o = — (61g(AR) — 6)(u~U);

substituindo (u U),-0 por flu~U|l ., ¢ levando em conta a relagio (6.26) temos:

- U W
a0l < gy =y 1 7e) oo (6.27)
e a prova para p = co esta completa. 0
Prova do Corolario 3.1
A prova é imediata a partir do Teorema 3.1; basta verificarmos que se h ~ 0, entdo:
1,(Ah) — 1 = O(h?) (6.28)
E portanto, substituindo (6.28) em (6.27), temos que:
fu-Ul, <=t [heMﬁ 0 hs)]-—() K
' oo—o(h’l) 6! + ( - ( )
0

Profa do Teorema 3.2

A prova para p = 2 & resultado direto do Lema 6.1; basta fazer n = 4 em (6.5) e (6.15), além
de usar a relagao || 7 {u} ||, < VNM | r{u} || - Substituindo estes resultados em (6.14), temos:

vVNM 4h*M
hu-Ull, < T 4 + 8 [ e o(hs)] (6.29)
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A prova para p = o0 segue-sc da relagao:

A - e =4l melu} ll

sendo:
I} Ag(w—=U) |l o = sup; = 1, N s IR = U); "j%iﬂi,j(ﬂ ~U);1}
onde: 7
Ay ={o; ;}eparai #ia, ;= —loua ;= 0, além dissojgiai,j > —4.

Supondo que | u—-Ull ,=(u-U ),-D para algum ij, podemos escrever que:
A= 0 oo 2 IR = V)= 52 a5 (w0,
| Ag(u—U) | oo 2 (41o(AR) — 4)(u = U);
Agora, supondo que |[ju—U o= —(u-U ),»O podemos escrever que:
| Agu=U) |l o = — Ap(AR)(u =) g%{oa.-,j(u ~U);

| Agu =) |l o 2 — (Alg(AR) — &)~ ),

substituindo (u — U ),—ﬂ por {|u—U ||, e levando em conta a relagdo (6.30) temos:

1
U T S
portanto a prova para p = oo esta concluida

Prova do Corolarie 3.2

A prova é imediata a partir do Teorema 3.2; bastando verificar que:

1(Ah) —1 = O(h?)
E substituindo (6.32) em (6.31}, temos:

M

1
1w—vnmsﬁag[ =

44 O(hs)] = 0(h?)

(6.30)

(6.31)

(6.32)



CAPITULO 7

ASPECTOS COMPUTACIONAIS,
EXEMPLOS E APLICACOES

Neste capitulo mostramos como se implementa computacionalmente o metodo proposto, e
analisamos as caracteristicas do sistema linear resultante da discretizagio do problema ¥. Em seguida,
comparamos © novo método com o de diferencas finitas. Esta comparagio se faz atraves da avaliagao
do erro de precisio encontrado ao se resolver numericamente alguns exemplos cuja solugao analitica é
conhecida. Resolvemos os exemplos empregando a rede quadrada e a rede triangular. Verificamos as
vantagens do método proposto, principalmente do ponto de vista da precisio, ao empregar a rede

triangular.

7.1. IMPLEMENTAGAO PARA A REDE TRIANGULAR.

Visando apresentar uma sistematica de implementagio computacional do métode que estamos
propondo, vamos considerar novamente o problema I e, por simplicidade, vamos supor que a regido Q
é um retingulo no R?, Considerando a rede triangular G, dada na Definicio 3.1, escrevemos a

expressio para um no desta rede, equagéo (3.2), como se segue:
1
Ui ; = §Ta0R) (Uiqjo1tUiga it Uio 4+ U0 ;40 g 500+ Uigg 540) (7.1)
onde U, j representa a fungdo de rede associada a fungdo u(z,y), solugio do problema ¥ .

Definicho 7.1:  Sejam o vetor U7 € R¥M ¢ a matriz Ag € RVM X NM gefinidos respectivamente como:

U=[Uy 0 Un i Uy Unas 3 U pse s U ml”
B, Jy 0 0 - 0
JY B, Y 0 - 0

0 -Jy By -Jy
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onde B, j= 1, 2,---, M sio matrizes de dimensfio N x N definidas por:
B = 61p(Ah)ly — Dy

sendo Iy a matriz identidade de dimensdo N x N e sendo Dy e J sdo matrizes de dimensdo N x N

definidas por:

11 0 0 o 1 0 - 0

0 1 1 0 1 6 1 0
J= . . DNW

g 0 1 1 0 1 6 1

0 6 & 1 8 g 1 0

79. IMPLEMENTACAQ PARA A REDE QUADRADA

Adotando-se desta feita a rede quadrada §,, dada na Definigio 3.2 e escrevendo a expressao

para um né desta rede, equagio (3.9), como se segue:

= (U ‘
i = oy Vi- 1

onde U, j representa a fungio de rede associada a fungdo u(x,y), solugdo do problema X..
b

Definigao 7.2:

Sejarn o vetor I/ € RVM ¢ a matriz A 4 € RYM XNM , definidos respectivamente como:

U= {Ui,l"“’UN,l; Uy, 207 Una5 s Ul,Mv"'sUN,M]T

Cy -y 0 0
Ay Cy Ay e 0
, A= )
) Ay Cppa Iv
.o 0 -y Cu
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onde €, j = 1,2,---, M sio matrizes de dimensho N x N definidas por:
C,=415(Ah)ly — Dy

sendo Iy a matriz identidade de dimensao N x NV e sendo Dj; uma matriz da mesma dimensao definida

por:
0 1 o - 0
1 0 1 0
DAT: ".
g i ¢ 1
0 0 1 0

A rede (5}, assim como a rede S, possui NM nés internos, escrevendo-se a equagao (7.1) ou
(7.2) para cada um destes nés encontra-se em sistema de de equagdes lineares colocados aqui na sua

forma matricial:
AU = b (para a rede G},) AU = b (para a rede Sp)

onde U ¢ RVM e Ag, As€ RNMXNM o5, dados na Definigio7.1e 7.2 ¢ b€ RVM_ ¢ um vetor que sé

depende dos valores que u{z,y) assume na fronteira 02

Proposigio 7.1
Cnosiderando as matrizes B e C j dadas nas Definiges 7.1 e 7.2 respectivamente. Se A > 0,

entdo as matrizes A,, para n =4 e n = 6, sio diagonais estritamente dominantes.

Prova:

Sendo Io(Ah) uma funcdo estritamente crescente, temos que |ay | > nly(Ah), onde n =6
quando estamos considerando a rede triangular G}, e, n =4 quando adotamos a rede guadrada 5.
Desde que Io(Ah) > 1 para todo h no eixo real positivo, podemos assegurar que |a;;| > n. Alem disto
analisando a estrutura da matriz A, observamos que:

NM

Ia:-j[ <n para todo ¢

I
i£j



61 Cap. 7 - Aspectos Computacionais e Exemplos

onde a igualdade ocorre para as linhas correspondente aos nos que nao envolvem os valores de

contorno. Sendo assim concluimos que:

[a”I>E [a para todo 1
i=1
ifJ

Em adigio, pode-se mostrar que para uma matriz A, diagonal estritamente dominante, os métodos

iterativos de Jacob e Gauss-Seidel tém convergéncia assegurada quando usados para obter a solugdo do

sistema A U = b [Ames-1977].

Vamos dedicar o restante deste capitulo a apresentagio de exemplos de problemas de valor de
contorno, para os quais conhecemos a solugdo analitica. O objetivo € resolvé-los numericamente pelo
método proposto e por diferencas finitas afim de poder comparar estes dois métodos. A comparagio
sera feita através do calculo da diferenca entre a solugdo analitica e a solugio numerica, obtida com

cada um dos metodos. Nestes exemplos a diferenga é denominada erre de aproximacio.

7.3. EXEMPLO COM SOLUCAO EXATA CONHECIDA

Consideremos o problema de valor de contorno para a equagdo eliptica abaixo, definido no
quadrado {8,0) < (#,y) <(1,1), com as seguintes condigbes de contorno: u(0,y) = sen(ry} para
(0<y<1) e u=0 nos outros lados do quadrado. Adotamos uma rede uniforme com passo de

discretizagio h = 1/30.

J+Q@_4ﬁ“w0 (k = 10) (7.3)

aa or

A solucio analitica de (7.3), sujeita as condigdes de contorno dadas acima, apresenta-se & dada em

[Mitchell e Griffiths-1987], onde:

(2,7) = ekzhsenh g{l~z) sen ny _ (k? —§-47r2)1/2
Hy)= senh o oF Ty
—kx/2

Aplicando a tranformacio w = ue colocameos (7.3) na sua forma candnica, de acordo com o

procedimento geral apresentado no Capitulo 2:

3w 12w 2,9 (a2=k) (7.4)
3y 2
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As condighes de contorno ficam inalteradas com essa transformacdo. Apora denotando z;,=1h e
vj= jh (4,5 = 0,1,2,--,30) e W= w(zigyj) obtemos a equagdo a diferengas finita [ver Capitulo 1]
dada por :

2,2
(4 X8 w, 5 —wy g = Wi =W~ Wy = 0 (7.5)
Pela equagio (3.9) do Teorema 3.2, para esse problema, temos:
Ag(MhJwy j—wi g =W =W~ w5 =0 (7.6)

Apresentamos graficamente o resuliado da aplicacio desses dois métodos da seguinte forma: a Figura
7.1-(a) mostra a solu¢do analitica do exemplo proposto. As Figuras 7.1-(b) e 7.1-(c) trazem as solugdes
pelo Método a Diferencas Finitas e pelo Método do Valor Meédio respectivamente, e a Figara 7.1-(d)
evidencia o erro de aproximagio para cada um desses métodos. O erro maximo- obtido com Diferencas

Finitas ¢ 0.2465 enquanto o Método do Valor Médio apresenta um erro maximo de 0.0939.

Para o segundo exemplo adotamos uma rede triangular G com A= A e denotamos

36
zizih—}wphcos(g—) e yj“—“jhsen(—gw), para i=12,.-.36; j=0,1,--,30 com p=(jmod2)—1 e

w; ;= wz,y j)' A equagdo a diferencas finitas é expressa por [ver Capitule 1}:
?

2p2 Aéhd
60 +20 + i)y oy s -y g = Wi 41 =0
(7.7)
onde pela equacdo (3.2) do Teorema 3.1, temos:

610(Ah)1ﬂ',j"‘w:_l’:’__l"'lﬁ‘_*_l’}_l—w‘wz,JWw=+2’J—w’_1’J+1‘—w'+1’1+i ={ (7-8)

Na Figura 7.2, temos o resultado para estes dois metodos, juntamente com a solugio analitica.
Destacamos aqui que o uso da rede triangular leva a resultado mais preciso do que o da rede quadrada
neste caso, a solugdo pelo Método do Valor Médio é incomparavelmente melhor que aquela obtida pelo
Método a Diferencas Finitas. Observamos que, no caso da rede quadrada, a relagio enire o erro
maximo encontrado pelo metodo do Valor Médio e pelo método a Diferengas Finitas é de 1/2.5. Esta
mesma relagio, no caso da rede triangular, passa a ser de 1/5. Devemos nofar que a vantagem do

método proposto € superior a esperada pelos graficos dados nas Fiuras 3.3 e 3.4 no Capitulo 3.
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s~ XA

e{x,y)
0.25
0.2 =
(<) 0.15 |~
0.1}
u(x,y) 0.05 |
0
1.0
o X
L
vty
iy ‘-h,‘;‘;’:‘ i.\'q'“\‘h\‘.‘
_ YT o Lok L PO T,
0.5 7 AR OV
T

(b)

(d)

Figura 7.1. Resultado Numérico da solugio da equagio (7.3) com A = 20 — Rede quadrada.

{a) — Solugdo Exata

(b) — Solugdo por Diferencas Finitas

(¢) — Solugio pelo Teorema do Valor Médio
(d) — Erro: (a) — (c) e (a) ~ (b}
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u(x,y)

u(x,y) £ (b)

1.0

e(x,¥)
0.0025
0.002
0.0015
0.001 AT AANARRLYD
SRR
0.0005 O o g,

A VA
3%&“

Figure 7.2. Solu¢do numérica para a equagio (7.3) com 2= 20 — Rede triangular.

{a) - Solu¢io Exata

(b) - Solugdo por Diferenca Finita
(c) - Solugdo pelo Método Proposto
(d} - Erro: (a) —(c) e {a)—(b)

LA
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7.4. APLICACAO A UM PROBLEMA DE FISICA DOS SEMICONDUTORES

Denotamos por n(z,y) o nimero de elétrons livres em uma amostra plana de um semicondutor
nio homogéneo. Denominamos {2 a regido definida por esta placa semicondutora e representamos por
3Q a regiao definida pelas bordas desta placa. Supendo ainda que a amostra esta exposta & um campo
elétrico externo 8 e, que uma fonte de luz externa gera elétrons uniformemente por toda superficie da
amostra a urna taxa g. Denotamos por ¢, a carga e por 7, o tempo de vida de um elétron e seja J a
densidade de corrente no corpo do semicondutor, provocada pelo campo elétrico externo 8 e por difuséo
de elétrons devida as caracteristicas heterogéneas do material. Aplicando-se a equagéo de continuidade
na érea €), em estado de regime estacionario, temos:

n—n

~Ldiwr=g--52 (7.9)

Sendo a corrente de difusdo proporcional ao gradiente da concentragio de eletrons entio,
Jag =€ Dgrad(n), onde D & a constante de difusao e, usando a lei de Ohm para expressar a corrente
devido gerada pelo campo elétrico externo Jg. = enp8, podemos escrever J = eDgrad{n) + enp8.
Denotando a concentragio unitaria de elétrons excessivos na amostra por u(z,y) = (n(z,y) — ng)/N,
onde ny e N sdo constantes que dependem do tipo de impureza presente na amostra, de forma que

0 < u < 1, podemos reescrever (7.9) como:

. . ulz
— Ddiv{grad u(z,y)) — p8div ulz,y) = ?%,-——n—%;’»gl (7.10)
No intmitoc de encontrar as condigbes de contorno suponhamos que os elétrons excessivos, ao se
aproximarem das bordas da amostra, recornbinam-se de forma que a corrente nas bordas seja

proporcional & concentragiio de elétrons nesta regifo [Shalimova-1975]. Entéo podemos escrever:
J = sNulz,y) para (z,y)} € 0
onde s é a taxa de recombinacdo. Assim podemos formular o problema que visa determinar a

distribuicdo de elétrons excessivos em um plano semicondutor como um problema de valor de contorno

eliptico:

&7 dule, du(z,
Sute) + 520D OGN Loy = oy e

Problema (¥) :
wz,y) = §zd(2,9) (2,y) € 09
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Analisamos agora dois casos particulares do problema (7):

Caso 1:

Neste primeire case, desprezamos a incidéncia de luz externa fazendo g =0, ¢ vamos supor
uma condi¢io de contorno dada por ¢z, y) = exp(uB(z +y)/2D) senny. Usando a transformagao

indicada no Capitulo 2, podemos reescrever o problema (7} como:

Awl{x,y) — Azw(z:,y) =() (z,5) €Q
Problema (7') - &
w(z,y) = ¥z,y) (z,y) € 80

onde estamos fazendo:

¥(z,y) = senwy

w(z,y) = u(m,y)wp(g%(%ﬂ)

2 1 1{u8)?
A "TD+2(D)

Para fins de ilustragio do método proposto vamos considerar o dominio de defini¢io {2 como sendo o
quadrado 0 <z <1, 0<y<1, ¢ as condighes de fronteira sio dadas por: w(0,y)=senwy para

0 <y <1eu =0 para as aresta restantes. A solugao analitica ¢ dada, {ver Apendice D], por :

senh o(l —x) sen my

— _ i 2 2\1/2
w(z,y) = pgey e com am(l/rD+§(pS/D) + 7%
Adotando & rede quadrada S; com h= «3% e denotando por z,=ih, y;=jh (i,j=12,--, 30) e
w; = w(z;, ¥;)- A equacdo a diferengas finita [ver Capitulo 1] é dada por:

onde pela equacao (3.9) do Teorema 3.2, temos:

AgMBY w0y 5= Wi g 5= W, 1,5~ Wi i ~ Wi =0 (7.12)
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A Figura 7.3 apresenta as solugbes numéricas para esses dois métodos no caso de uma amostra padrao
de silicic & temperatura ambiente T = 300°K, onde temos? D =35 em?fs, =103,

p = 1350 em?/V's, [Condon e Odishaw-1964] e consideramos um campo elétrico 8 = 10mV /em.

v,y
(a)
ir
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Figura 7.3. Solugdo numérica para o Problema 9° com A2 = 5.352 — Rede Retangular.
(a) - Solugio Exata
(b) - Solugdo por Diferenga Finita
{c) - Solu¢do pelo Método Proposto
(d) - Erro: {a) —{¢) e {a)—(b)
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Para © segundo exemplo adolamos a rede tiriangular G, com hzg% e denolamos

z‘zih»lrphcos(%) e yj::jhsen(—g) , para 7 == 1,2,---30; j:{),l,-:,30 com p=(jmod2}—1 e

wy ;= w(z,;y ;). Por diferengas finitas {ver Capitulo 1] chegamos a seguinte expressao:

A2h? | Atnt
6(1 + = +—g;}“”) T R /T NEL P NREL PRl
(7.13)
pela equagido (3.2) do Teorema 3.1, temos:
61g(AR)w; =Wy g 1T Wi Wil Wi i Wi i1~ Wigr i1 =0 (7.14)

Os resultados para estes dois métodos sio apresentados na Figura 7.4 juntamente com a solugdo
analitica. Observamos as mesmas caracteristicas dos exemnplos anteriores, ou seja, a superioridade do
método proposto e as vantagens do uso da rede triangular frente a rede quadrada. Neste exemplo, em
virtude da baixa ordem de grandeza dos ntmeros envolvidos, foi necessario se trabalhar com dupla

precisio para assegurar que nao estamos lidando com o erro de arredondamento da maquina.

Caso 2:

Supondo agora que g = fal(l— R), independe de z e y, onde I & a intensidade da luz
incidente, B & o coeficiente de reflexdo da amostra, @ ¢ o fator de absor¢do do material e 7 & o
coeficiente de rendimento quintico. Considerando o efeito do campo elétrico § suficientemente pequenc,
podemos reescrever o problema (I) como:

AUJ(.’L‘, y)_)‘zw(m!y) =0 (a:,y)éfﬂ
Problema (7"} :

w(z,y) = ¥(z,y) + g/ 3 (z,y) € 60

onde definimnos w = u— g/A%. Vamos supor ainda que todos os elétrons excessivos recombinam-se nas
bordas da amostra, ou seja u(z,y) = 0 para (z,y) € 5Q. Neste caso a solugdo exata sd pode ser expressa
através de uma serie infinita [Crank-1975]. Adotando uma rede triangular G com h=1/30 e

aplicando es resultados dos Teoremas 3.1, temos:

6 (Mh)w; j—w; g 51" Wig 1T Wisg i Wiga i Wiy i1 Wit 41 =0 (7.15)

A Figura 7.5 apresenta a solu¢do numérica deste caso para g = 3.36 W fem?.
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Figura 7.4. Solucio Numérica para ¢ Problema 9 com A = 5.352 — Rede triangular.
(a) - Solucdo Exata
(b} - Solugdo por Diferenca Finita
{c} - Solugio pelo Método Proposto
(d) - Erro: (a)—~{(c} ¢ (a)—(b)
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Figure 7.5. Solucdo Numeérica para o Problema " com a Rede triangular.



CAPITULO 8
A PESPECTIVA DE CONTINUACAO DA TESE

Este capitulo discute as pespectivas de extensiio do método proposto nesta Tese para problemas
mais gerais do que os abordados no Capitulo 3. Consideramos aqui problemas de valor de contorno
envolvendo a equagio de Helmhollz ndo homogénea. A analise do erro de precisio para a solugao destes
problemas é feita por comparagdo entre as equagdes obtidas por métodos a diferengas finitas e aquelas

obtidas através do Teorema do Valor Médio.

8.1. O PROBLEMA DE DIRICHLET PARA A EQUACAO DE HELMHOLTZ NAO HOMOGENEA:

Seja §2 uma superficie aberta no R?, limitada pelo contorno 8f. Consideremos a fungéo

u(z, y) € CH) N CYQ) satisfazendo o seguinte problema de valor de contorno de Dirichlet:

Au(zay)mAzu(wvy) = f(zay) _ (zﬂy) e (81)
u(z,y) = ¥{z,y) (z,y) € I0 (8.2)

onde A é o operador Leplacienc ¢ A* é uma constante positiva. Quando 8Q € uma regiao suave e
£, € C=(€1), o problema (8.1)(8.2) possui uma Gnica solucdo u(z) de classe €*(1) [Gilbarg e
Trudinger-1983].

Redes Quadradas:

‘Vamos considerar o dominio § = QU 9%, representado por um retingulo no R?. Para resolver
este problema numericamente vamos assumir uma rede quadrada, com passo de discretizacdo h,
conforme a Defini¢do 3.1. Ao conjunto de pontos interiores a §) chamamos 1}, e ao conjunto de pontos
em 99, excluidos os quatro vértices de O), denominamos 3. A cada ponto da rede Q, U,
associamos um valor U(z,,y j-) com U =¥ em 9%, o qual deve ser uma aproximacao para a solugdo
u(z;,y;) no ponto correspondente. A funcio de rede U(z,,y;) deve satisfazer uma equacdo a diferencas
que aproxima o operador Laplaciano em cada ponto {z;,y j) € {;,, dada por:
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AU ._I’f+1,j‘2U:‘,J‘+Ui—1,:i Uije12U; 54U 54
wVi = ' n2 + h?

(8.3)

Usando o operador diferenga A, definido acima, podemos recolocar o problema (8.1)-(8.2) de forma
aproximada como:

AU (z,y) ~ WU (2,¥) = f(2,y) (2,y) € Qp (8.4)

Uz, y) = ¥(2,y) (x,y) € O, (8.5)

Denotando por u,, f, e U, os valores de u, f ¢ U respectivamente, em um ponto z da rede, e
denotando por XU, a soma dos valores de U em quatro poentos vizinhos de z, a uma distancia & do

ponto z, podemos reescrever a equagio (8.4) da seguinte forma:
> h2\? 2 )

Denotando-se por T5(AR) = 1 +2— b h podemos reescrever (8.6} como:

4f

AT AR, = DU, — —A—ZZ{I — Ty(Ah)] (8.7

No intuito de avaliar o erro de aproximagdo {|U,—u, || , vamos supor que u € CHQ), e que
suas derivadas de guarta ordem sejam limitadas em €. Usando o teorema de Taylor da mesma forma

como foi feito no Capitulo 1, temos o erro de truncamento dado por:

a”luz §lu
+

dz? Byj

‘r{u} = Yuy—4u, — h?Au|, ——h“( )+{)(h6) (8.8)

Substituindo Au = Xu + f em (8.8) e reagrupando os termos, temos que:

&, a“
6‘3 Ay}

r{u,} = ¥y~ 4To(Mr)u, — h*f, = 2 h‘*( )+ O(h%) (8.9)

Substituindo as derivadas de quarta ordem por M, conforme notagio introduzida no Capitulo 1, na

equagio (8.9), temos:

o,
ot

|7} | < %"( +ﬂ64

64

)+ O(r%) < h‘*M4 +O(r%) {8.10)
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Subtraindo {(8.7) de (8.9), deduzimos a seguinte equagao a diferencas:

8414. &u
4 |
az dy Y;

(S~ TU,) ~ ATy Ah)(u, wv)-q,h“( )+oa“) (8.11)

Vamos denotar por (u—U) e por 7{u} os vetores cujas componentes sio {u,—U.)) e 7{u}
respectivamente. Podemos determinar {|u—U || _, resolvendo o sistema de equagbes lineares obtido ao
se escrever a equagio a diferencas (8.11) para cada ponto de §2,. Os valores de (u, —U,) nos pontos de
8%, se anulam em virtude das condi¢des de contorno expressas em (8.2) e {8.5) serem idénticas.
Escrevendo este sistema de equagdes na forma matricial e denotando por A4, a matriz do sisterna cuja

estrutura esta dada no Capitulo 1, temos que:
Aglu U = 4 {u)
Procedendo da mesma forma como foi feito no Capitulo 6, podemos escrever:
| A(u =Tl oo =41l malu} |l
A avaliacio para o limitante superior do erro de precisdo é dada por:
fu-Ull < W rgdubll oo (8.12)
sendo:
Ty(AR) — 1 = O(h?) (8.13)

Substituindo (8.13) em (8.12), temos a seguinte avaliacdo para o erro de precisio:

WM

le-Ufl o < 0(52)( 4!

1+ 0(1)) (8.14)
Podemos concluir de (8.14) que a equagio (8.7) & uma equagdo a diferencas finitas, para uma
discretizagio de cinco pontos, que aproxima adequadamente a solucho do problema de valor de

contorno para a equagao de Helmhollz no homogénea, com um erro de aproximagao do tipo O(hz).
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Redes triangulares:

Ao adotar uma rede triangular, encontra-se uma discretiza¢io envolvendo sete pontos, como

mostrado em [Kantorovich e Krylov-1964, pp.188, eq.35], dada por:
(3 up+ du)—bu, — A | o~ A2u§ = r{u,} (8.16)

onde u, é o valor de u em um ponto z = (z,,7;} da rede, Xuy é a soma dos valores de u nos ponlos
vizinhos de z, com coordenadas (z;+h,y;) e Lu, € a soma dos valores de u nos outros quatro pontos
vizinhos de z, com coordenadas (xi:th/Q,yj:izh\/g/E). A equagio de Helmhollz ndo homogénea
satisfaz as seguintes igualdades: Au = Nutfe A2u=A(Au) = AN u+ f) = My + Af, substituindo

em (8.16) podemos reescreve-la como:

h’*’f h“A f
(L + 2oud) = —) = riu) (8.17)
4

onde T;{Ah} = (1 + —h + Mk ) A expressdo do erro de truncamento 7{u,} é dada em [Kantorovich e

Krylov-1964} por:
6 6
K f &°u, &°u % s
r{u,} = e 6”\336 ¢ et 1 gt ay§)+0(h) (8.18)

Substituindo as derivadas de sexta ordem por My em (8.18), conforme mnotacdo introduzida no

Capitulo 1, podemos escrever que:

Ir{u)l < 15" 188 Mg+ O(h®) (8.19)

A avaliacio do erro de precisio neste caso pode ser feita da mesma forma como no caso da rede
quadrada, aproximando a solugio u pela fungdo de rede U, satisfazendo uma equagéo a diferencas para
cada nd da rede, dada por:

2 4
6U T, (M) = (T U+ U ~ ﬁ(hz "éi"f) (8.20)

Obtemn-se esta equagio trocando-se u por U em (8.17) e fazendo 7{u,} = 0.
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Neste caso, calculamos o limitante do erro de precisio resolvendo o sistema de equacdes lineares
obtido ao se subtrair a equagio (8.17) da equagdo (8.19). Denotando por A, a matriz do sistema lincar
cuja estrutura esti dada no Capitulo 1, e por 74{u} o vetor cujos elementos sdo os r{u.}, da mesma

forma como feito para rede quadrada, a avaliacdo do erro sera dada por:

=Vl 0 < iy 1760 e (8.21)

sendo:
T,(Ah) — 1 = O(h?) (8.22)

Substituindo (8.22) em (8.21) temos a seguinte avaliagdo para o erro de precisao:

B 1 15h5M ¢ s
hu-Ull < 0(h2)( 5+ O(h%)) (8.23)
Podemos concluir de (8.23) que a equagio (8.20) é uma equagdo a diferengas finitas para uma

discretizacio de sete pontos, que aproxima a solugéo do problema de valor de contorno para a equagio

de Helmholtz nAo homogénea, com um erro de aproximagio do tipo O(h%)

As equaghes (8.7) e (8.20) serdo comparadas com as expressoes resultante da abordagem

numérica que estamos propondo neste capitulo para o problema ndo homogéneo.

8.2. ABORDAGFEM DO PROBLEMA PELO TEOREMA DO VALOR MEDIO:

Vameos considerar agora o problema (8.1)-(8.2) quando o dominio de definicio é representado

por uma bola de raio h, ou seja Q = B, e 3Q = GB. Podemos reescrevé-lo cotno se segue:

Au(z,y) ~ Nu(z,y) = f(=,) (z,y)€B ‘ (8.24)
u{z,y) = ¥(z,y) (x,y) € OB (8.25)

Adotande uma discretizagio de cinco pontos em B, onde By, = (x,, y;) represenia as coordenadas do
centro da bola B e 0B, = {(z; £ hy;), (#;y; £ h)} represenia quatro pontos no contorno B, como

mostra a Figura 8.1.
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o8,

Figura 8.1. Discretizacio de cinco pontos na bola B

Vamos denotar por f, o valor de f(z,y) no centro da bola B, e seja U uma fungio de rede
definida emn B, UJB,. Com esta notagRo podemos recolocar o problema (8.4)-(8.5) de forma

aproximada por:

AU (z,9)~ XU(z,y) = f, (z,y) € B, (8.26)
Uz,y) = ¥(z,y) (z,u) € B, (8.27)

Seja W uma funcao de rede definida em B, U 8B, por:

/.
W;Lr-f-'):-z—

onde temos que:
AW =W =AU -NU~f,=0
Sendo assim pedemos formular o seguinte problema de valor de contorno para W:

AW (z,y) ~ AZW(::,Vy) =0 (z,9) € B, (8.28)
W(z,y) = \I*(Z;‘, 3}) +,\_; (z,y) & aﬁh (8-29)

O problema discreto (8.28)-(8.29) inspira a formulagio do seguinte probienﬁa de valor de contorno:

Aw(z,y) — Now(z,y) =0 (z,y)eB (8.30)
w(z'n y) = ¥(z, y) + {“‘% (1‘, y) ] (8.31)
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Aplicando o Teorema do Valor Médio, ao problema (8.30)-(8.31), temos:

s I wds = w(z)Ig(Mh) (8.32)
o
onde estamos denotando por z = (z,, yj) o centro da bola B e 1,(Ah) ¢ a fungdo de Bessel. Utilizando a
rede quadrada e a fungio de rede W satisfazendo o problema (8.28)-(8.29), podemos aproximar (8.32)
por:

| ; ;
Wi = 410(”1)( Wi g v Wi it Wi 0+ Wi (8.33)

fs

Substituindo W = U +§§ e por XU/, a soma dos valores de U em quatro pontos vizinhos de z, a uma

distiancia h do ponto z, podemos reescrever {8.33) como:

AU, = XU, + % [1-1,(0m)] (8.34)

Comparando a equagio (8.34} com a equagdo (8.7) proveniente do método a diferengas finitas
para a rede quadrada, notamos que-estas equacdes tornam-se idénticas quando truncamos a sérte que
representa a fungdo de Bessel Iy(Ah) no segundo termo. Destacamos também que a avaliagio do erro de
precisdo entre u{z,y) satisfazendo o problema (8.24)-(8.25), e a funcio de rede U satisfazendo a
equagio (8.34), pode ser feita de mode similar ao do caso homogéneo, resultando em um erro da

mesma ordem de precisio, ou scja, um erro do tipo O(hz) para o caso das redes quadradas.

Redes triangulares:

Ao adotar uma rede triangular encontramos no lugar da equacgao (8.34), a seguinte equagéo:
6f,
6I(ARU, = 2 U, + ZUc'*"X'Z‘ [1 —I(AR)] (8.35)
Onde U, & o valor de u no ponto z = (z,,%,), XU, € a soma dos valores de U nos pontos vizinhos de z,

com coordenadas (z; £ h,y;} e TU _ € a soma dos valores de U/ nos outros quatro pontos vizinhos de z,
com coordenadas (z; £ h/2,y,+ hV/3/2).
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Neste caso a comparagao se faz com a equagdo (8.20), proveniente do meétodo a diferengas
finitas. Aqui notamos que ao iruncar a série que representa a fungio de Bessel no terceiro termo, a
equagdo {8.35) = apresenta um termo diferente da equagio (8.20). Portanio, ao contrario da rede
quadrada, o Teorema do Valor Médio aplicado a rede triangular para a equacio ndo homogénea, nio
pode ser visto c©Ino urna extensio do método de diferengas finitas. A analise do método proposto, neste
caso, precisa sex aprofundada afim de permitir uma estimativa do erro de precisio decorrenie do uso da
equagio (8.35). A avaliagho do erro de precisdo provavelmente sera feita a partir do erro de integragéo
numeérica, de mrodo similar ao do caso hornogéneo, no Capitulo 5. Por fim, devemos notar que se ndo
fizermos a substituigho de A%u= Au+Af em (8.16), encontraremos uma expressio semelhantie a
(8.35) quando X (AR} € truncado no segundo termo — porém esla expressio resulta em um erro de
precisio de ordesm O(h?), inferior & ordem do erro comumente obtido para o caso de redes triangulares,

que é O(hY).

8.3. ABORDAG EM AO PROBLEMA DE REFINAMENTO DA REDE:

O problema de refinamento da rede de discretizagio surge quando se deseja uma avaliacio
mais precisa da. solugdo em determinado subconjunto da regido onde o problema esta definido. Nestes
casos resolver © problema na integra com um pequeno passo de discretizagdo levaria a um esforgo
computacional ¥nuito grande e muitas vezes desnecessario. Porianto adota-se um procedimento de

refinamento da ¥ede somente na regifio onde se deseja uma avaliagio mais precisa.

Usando o método que estamos propondo este procedimento poderia ser implementado, para

uma rede quadrada, com os seguintes passos:

Passo 1: Resolve-se o problemna em toda regido Q! com um passo de rede h.
Passo 2: Resolve-se o problema para um subconjunto de §2 com um passo ﬂh/?.
Passo 3: Resolve-se o problema para um subconjunto de £ com um passo h/2.

Pass© 4: Repete-se os passos 1 — 3 com h' = h/2.

Estes passos est.&o ilustrados na Figura 8.2, Obeserve que nido é necessario fazer interpolagao. Quando a
rede triangular esta sendo adotada o refinamento s6 pode ser feito passando-se diretamente de um
passo de discretizaciio h para um passo h/2. No entanto, algum critério deve ser adotado para avaliar
pontos .interiorﬁs que fardo parte da rede triangular refinada. Isto constituird uma das maiores

dificuldades na avaliagio do erro de precisio do método. Este caso estd ilusirado na Figura 8.3.
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O método alternante de Schwarz deve desemnpenhar um papel fundamental na implementacio
dos algoritmos de refinamente de rede, assim como na implementacio de algoritmos que usam
processamento em paralelo. A jungiio destas duas abordagens (refinamento de rede e processamento em
paralelo} pode resultar em uma excelente abordagem para problemas que exigem refinamento de rede,

em subconjuntos disjuntos, na regido de defini¢io do problema.

Figura 8.2 — Refinamento da rede quadrada

AVAVAN

Figura 8.3 — Refinarnento da rede triangular



CONCLUSAO

Nesta Tesec apresentamos um método de solugdo numérica para problemas de valor de contorno
de Dirichlet envolvendo a equagiio de Helmholtz homogénea. O método proposto adota uma cobertura
do dominio de defini¢io do problema formada por bolas entrelagadas. Aplicando o Teorema do Valor
Médio em cada uma destas bolas calculamos a solugio do problema no centro de cada bola como uma
integral do valor que esta solugio assume na fronteira da bola. O método proposto assume carater
numérico quanclo se resolve de forma aproximada a integral de contorno proveniente do Teorema do
Valor Médio. Com este objetivo, adotamos ¢ método numérico de integragio conhecido como método
dos trapézios, que apesar de muito simples, mostra-se bastante preciso gquando o integrando & ama
funcdo periédica. Visando aplicar este procedimento sistematicamente em toda a cobertura do dominio
de definigio do problema adetamos duas redes regulares: a rede triangular, que resulfon em um erro de

integragio de ordem O(#®), e a rede quadrada que resultou em um erro de integragao O(rY).

Para avaliar o erro de precisio do método proposto nesta Tese, escrevemos um sistema de
equagio linear do tipo Au = b+ 7, resultante da aplicagio numérica do Teorema do Valor Médie, onde
7 é o vetor de erro de integragio em cada bola. Comparamos a solu¢io deste sistema com uma fungéo
de rede U, satisfazendo o mesmo sistema limear com 7 = 0. Avaliamos o erro de precisio através de um
limitante superior para a diferenca (u—U), encontrando um limitante do tipo O(h*) quando a rede era

triangular e um limitante do tipo O(h?) para o caso da rede quadrada.

Fizemos a comparagio do método proposte com o método a diferengas finitas envolvendo os
mesmos tipos de redes. Concluimos apds a analise que o método proposto possui um limitante para o
erro de precisio inferior ao limitante do erro proveniente do método a diferencas finitas em ambas as
redes, triangular e quadrada. As figuras 3.3 e 3.4 no Capitulo 3 mostram que esta vantagem do método
proposto aumenta quando o parametire X da equacdo de Helmholiz cresce, para o mesmo passo de
discretizagio. Outro resultado importante a ressaltar ¢ que nas equagdes provenientes do método
proposto esta presente a funcdo de Bessel 1,(AR), a qual corresponde uma série infinita — quando esta
série  truncada no segundo ou terceiro termo, as expressbes propostas se reduzem as ja conhecidas
expresstes do método a diferencas finitas para as redes triangular ¢ quadrada, respectivamente. Isto
gugere a interpretacdo das expressdes propostas como sendo uma extensio daquelas obtidas por
diferencas finitas. Os exemplos resolvidos no Capitnlo 7 servem de ilustragio para estes resultados

teoricamente deduzidos.
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"APENDICE - A

TOPICOS DA TEORIA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS ELIPTICAS LINEARES DE 2* ORDEM

O objetivo deste apéndice & apresentar alguns topicos da teoria de equagdes diferencials parciais
elipticas lineares de segunda ordem, empregados nesta Tese, tais como: o Teorema do Valor Médio, o
Principio do Maéximo e o conceito de Fungio de Green. Iniciamos pela apresentacio de algumas

definicoes basicas necessarias ao desenvolvimento desta teoria.

A.1 DEFINICOES BASICAS:

Seja € uma superficie aberta no R?, limitada pelo contorno dQ. Denotamos por §§ = QUIQ o
fecho de . Seja u{zx, y) uma fungio real cujo dominio de definicio é ©. Se u(zr,y) é continua e possui
derivadas continuas até a ordem k em €, ent3o essa fungiio é dita de classe C¥(Q) e denotamos essa
propriedade por u(z,y)€ Ck(Q) —essa notagBo continuard valida mesmo quando k=ooc. O caso
particular em que u(z,y) & apenas uma fungdo continua [ e limitada | serd denotado por u(z,y) € C(Q)
[u(z,y) € CYQ)]. Agora, consideremos a funcio u(z,y)€ CHNCYQ) satisfazendo o seguinte

problema de valor de contorno:

Lu(z,y) = f(z,y) (2, y) €0 (A.1)
u(z,y) = ¥z, y) (z,y) € 00 {A.2)

onde o operador L é definido de forma geral por:
- i & ik i 8
L = a(z,y) 527 + 2b(z,y) 320y +e(z,y) -5:;7 +d(z, y)S—E +e(z,y) 3y + g(z,y) (A.3)

A elipticidade do operador L se traduz através de propriedades da matriz formada pelos coeficientes dos

termos de segunda ordem, como mostramos a seguir.
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Definigio: £ é eliptico em um ponio {z,y) € © se a matriz 4 dos coeficientes ¢ definida positiva.

a(z,y) blx,y)
blz,y) e(x,y)

Isto €, se A e A 580 o minimo e o maximo autovalores de A respectivamente, e A ¢ definida positiva

para o operador eliptico, temos que:
0< NP <€A < Al vE € R - {0) (A4)

Definicio: £ & eliptico em € se A >0, e L é estritamente eliptico em 1 se A> Ay > 0 para alguma

constante A,

Definigio:  Se A /) é limitado em §, chamamos £ de uniformemente eliptico em 2.

Muitos resultados relacionados a operadores elipticos exigem hipéteses adicionais, limitando a

importancia relativa dos termos de ordem inferior d(a: y) vl ez, y) e g{z,y) com respeito aos

2
termeos principals a(x,y)éa—2 y 2b(z, y) we 8 8 e c(:t:,y) . Aqui assumimos as seguintes condicdes:
z
d(z,y e(z,
!-(—):ll < constanie < 0o e I (Ay) I < constante < 00 {A.5)

Considerando £’ = AL, podemos reduzir a analise ao caso onde A=1 e, como consequéncia, a
condigio (A.B) se reduz a exigéncia de que d(z,y) e e(z,y) sejam limitados. Note-se que se os
coeficientes a(z,y), ¥z,y), c(z,y), d(z,y) e e(z,y) sdo continuos em 2, entdo L ¢ uniformemente

eliptico em qualquer subdominio limitado Q' C €2 e, portanto, (A.5) e valida.

2
Além do operador £ usaremos também os simbolos A — 66 3 +§—- para representar o operador
y
Laplaciano, o simbolo V = (‘f pa:a o operador gradiente de u. Usaremos também a notagao div

para representar o operador dwergenie Eventualmente, uma fungdo u € C}(Q), que ¢ solugdo da

equacdo de Laplace Au = 0 em (), sera chamada de fungdo harmbdnica.
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A2 O TEOREM A DO VALOR MEDIO:

Aqui, nosso ponto de partida é o teorema da divergéncia de Gauss [Courant e John - 1974}

Seja 2 C R?, um dominio limitado e compacto, com contorno §Q suficientemente regular, e, seja fi um

vetor normal apontando para fora do contorno &1 — para qualquer campo vetorial # em Q. Entio
podemos escrever:
Jd:‘mﬁds: J - de (A.6)
Q aQ

onde ds é‘um elemento da superficie Q ¢ d€ € umn elemento do contorne 8. No caso particular de
u € CY{), podemos definir o campo vetorial @ = Vu de forma que div © = Au, entdo reescrever (A.6)
como:
JAudst J Vu-ridé (A.T)
Q 80 |
Temos duas identidades associadas ac teorerna da divergéncia conhecidas como primeira e segunda

identidade de Green.

Primeira Identidade de Green:

Sejam u e v funcdes de classe C*(1). Podemos entdo aplicar o teorema da divergéncia ao

campo vetorial @ = u(Vv), tal que div % = uAv + Vu-Vu

J(uAv-«}-Vu-Vv) ds = j uVy- i dl (A.8)
Q a0

Outra forma de escrever essa equagio € adotar Vv = %ﬁ , neste caso temos:
I(u&v 4 Vu-Vo)ds = J udL e (A.9)
2 a0

Segunda ldentidade de Green:

Considerando o campo vetorial i = v(Vu) e aplicando a primeira identidade de Green temos:

d
2 o0

Subtraindo (A.10) de (A.9), temos a segunda identidade de Green:

(vAw + Vo -Vu)ds = | v22de (A.10)
H)

I(vAumuAv)dg = J(v%ﬁ—u%}ds (A.11)
%
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O Teorema do Valor Médio € uma consequéncia direta do Teorema da Divergéncia de Gauss e
das identidades de Green. Demonstraremos este teorema primeiramente para a equagio de Laplace; em

seguida generalizaremos esses resultados para as equagdes de Poisson e Helmholl:z.

Teorema A.1 { Teorema do Valor Medio )

Seja u € CHN) satisfazendo Au = 0 em . Entdo, para qualquer bola B=B r(2) C 8, temos:

u(z) = Q—ﬂ}_‘—é J‘ uds . (A.12)
as

Prova: Seja p € (0, R) e aplicando a equagao (A.7) para a bola Bpxﬁp(z)g termnos:

| B8u 45
J./.f&'u,a?sw J mdﬂ—ﬂ

B, o,

Considerando as coordenadas do centro z = (z,,) e um ponto qualquer p = (z,y)}, na superficie da

bola B p(z), podemos definir as coordenadas radial e angular como:

pr=ip—z| e w={cosl,senf) onde: cosﬂ:m_pza e sengzg_.%gg
Entdo, podemos escrever que:
Bu g, | Oulzt+pw) Gu(z +pw)
J 6nd€mj — 5, dé = o pdw =0
P p . fw] =1
pertanto:
M) o oo 2] wat]-
J' Tpdw__pg’a— I u(z«kpw)dw_.p% P udf =0
fw] =1 | =1

BP
Consequentermnente, para qualquer p € (0, R), temos:

p‘lj udé:—.R“IJ' udl
a8, a8,
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e desde gue:

: -1 __.l —_ -1
lim, ¢ j wdt = 97u(z) = R I udt (A.13)
o8, a8,

a relacio (A.12) é imediata.
Outra forma de apresentar o Teorema do Valor Médio é escrevendo (A.13) como:

2mpu(z) = J udi

B,

E integrando, com relagio a p, de 0 a R, a equagio (A.13) torna-se:

__1
U(Z) = m I uds (A.}f})
Br
representando um valor meédio sobre a drea da bola Bg(z). O

A.3 REPRESENTACAO DE GREEN:

Seja u uma funcio de classe CY(1) satisfazendo a equagdo de Poisson Au=f em Q.

Utilizando as coordenadas polares r e #, podemos escrever:

o

o)+ (1) =1 om0 a9

Define-se uma solugio fundamental para esse problema como uma fungdo T(r) que satisfaz as seguintes

condiches:

i} T(r) é uma fungho de classe C%$1) e satisfaz a equagio AT(r) = 0 para toda regido {2, exceto no

ponto caracterizado por r = 8§, onde I'(r} apresenta uma sigularidade.

ii) Para {} C R?, I(r) ¢ dada por:

I(r) = o-tn} (A.16)
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Claramente, I'(r) & harménica quando r > 0. No entanto, a singularidade em r = 0 exige algumas
consideragdes para o uso dessa fungio no lugar da funcdo v, na segunda identidade de Green (A.11).
Uma forma de contornar esta dificuldade € substituir Q por Q——Bp(z) [Gilbrag e Trundinger-1983],
onde Bp(z) é& uma bola com centro no ponto z e raio p suficientemente pequeno. Podemos entao

concluir de {(A.11) gue:

~ | plu_,0T Qu_ Iy 4¢
FAuds = j (r%—udhyde 4 J (rge—ulhyae (A.17)
Q-8B a0 B,
Observe-se que o segundo termo de (A.1T) permite escrever:
rde = 1(p) j %de < 27pT(p) Sup| Vu[—0 quando p—0 (A.18)
F B
B, o8, P
[ wlde = p) | udt =31 wdl— —u(z) quando p—0 (A.19)
J on Qwp a ’ )
a8, aB, aB,,

Substituindo as equagdes (A.18) e (A.19) em {A.17), temos a Formula de Representagio de Green:

u(z) + JF(P)A“JS = J (I‘(p)g% . ugg—gf—))dﬁ para (z € £) (A.20)
Q a9

QOutra forma de obter uma representagio integral, semelbante a (A.20) da solugio u, € definir uma

fun¢do G(r) = I'(r)+ w(r), onde a fun¢do w(r) é uma funcdo de classe CH{{I YN C(Q) satisfazendo

Aw =0 em §. Com o propdsito de verificar que G(r) satisfaz todos os requisitos de uma solugdo

fundamental, tomemos novamente a segunda identidade de Green para a fungio w(r):

Iw(p) Auds = J (w(p) G- ua‘gff’ ))dE (A.21)
a9

Somando {A.20) e (A.21), chegamos a uma generalizacio da Formula de Representagdo de Green:

u(z)+ J G(p) Auds = J (G(p)%— u—‘?%%ﬂ)di para (z € Q) (A.22)
80

£ vantajoso usar a solugio fundamental G(r) em lugar de I'(r) em (A.22), dado que a presenga do
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termo regular w(r) na definigio de G(r) nos permite escolher as condigées de contorno para G(r). Por
exernplo, considerando o problema de Dirichlet: Au=f em @ u=W¥ em Q. Nao podemos usar
imediatamente (A.2() porque nao conhecemos —g—g em J¢. No entanto, optando por G(r} = I'(r) + w(r)
com uma func¢do w(r) tal que: Aw(r) =0 em Q e w(r)= - ¥ em 99, vemos que G(r) =0 em .
Assim, podemios escrever a representagio (A.22) para este problema como:
ulz) + [ Glp) Auds = — j uagfj’) de para (z € Q) (A.23)
a0 :

A funcdo G(r) é chamada funcio de Green para o dominio 2, e o Teorema (A.3) garante a
unicidade de G{r). A equagio {A.23) proporciona uma representagio para nma funcio harménica de

classe C1{f1) N C%(§2) em termos de seus valores de contorno.

Outras representagdes importantes podem ser obtidas diretamente da equgdo (A.22) tais como:
1. Se u tem suporte compacto em R? e u = 0 em 89, entdo:

w(z)= ~ IG(r}Auds {A.24)
Q .
Nota: Para uma fungio inlegravel f{z,y) ¢ integral _fﬂG(z, y)f(z,y)ds é chamada polencial
newtoniano [Courant e Hilbert-1962], e u setisfaz a equagio de Poisson Au = f.

2 Se ¢ é wmpa fungdo harmonica entio Au =0, e temos:

ulz) = I (Gg-% - ug—f)ds para (z € Q) (A.25)
80

Nota: A primeira integral em {A.25) € conhecida como a lei de polencial simples. A segunde iniegral
em (A.25) é conhecida como a lei de potencial dupla (ou potencial de um dipolo)

Os resultados expostos acima, denominados representagio de Greem para a solucfo de
problemas de valor de contorno do primeiro tipo (Problema de Dirichlet), foram desenvolvidos para o
operador diferencial de Laplace A. No entanto, & possivel estender estes resultados aos problemas
envolvende os operadores elipticos auto-adjuntos do tipo £ = A — Az(r,ﬂ). Além disto, podemos definir
a fungiio de Green G(r) de forma a satisfazer o problema de valor de contorno: LG(r) =&é(r} em Q e

G(r) = 0 em 0f2. Assim como em [Roach-1970], a solugdo do problema de Dirichlet Lu(r,8) = f(r,8)
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para (r,#) € 2 e u(r,f) = ¥ para (r,8) € 812, & dada por:

u{z) + J Gip) f{g,?)ds = - I u(r,ﬁ)?m%g)-dé para (z € )

Q o2

A.4 A FUNCAO DE GREEN PARA CIRCULOS E ESFERAS:

Apesar desta Tese tratar somente de problemas no R?, com carater ilustrative, vamos abrir
uma excecio apresentando a fungdo de Green para esferas n-dimensionais. Seja T'(r) a solugdo

fundamental da equagdo de Laplace Au = 0, dada por:

() =g-tnl (n=2) (A.26)
o) = Gy " (n>2) (A.27)

[euiti

R
r(3)

onde w,, representa a érea da esfera de raio unitario n-dimensional [Courant e Hilbert-1962] e T* ¢ a

fungdo Gama.

A funcdo de Green para a esfera de raio R pode ser determinada pelo método da imagem
refletida. Denotando por Bg(z) uma esfera de raio H e centrada no ponto z € R"™. Seja um ponto
p €BR(0) com p# 0, entio P representa o ponto inverso {ou imagem refletida de p) com relagdo a

B(0) e podemos escrever:
= _ R?

= (A.28)

se p =19, entio T = o<

Tomando dois pontos, p e g, na esfera Bp(0) —sendo p na superficie da esfera ¢ um ponte

interior ¢ # 0. Definindo esses pontos por suas coordenadas cartesianas temos:

p=(zy,25 - 2,) g= (¥ ¥z, ¥n)

A funcio de Green pode entdo ser escrita como:
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Glrg) =1(r) =) (A.29)

n n i n P4
onde: k= Z y? r? = E (-"f.'“y;')z: ilp—qli§ pt= Z (-”’.‘“E“‘yi)z
1 i=1 ]

p denota a disténcia do ponto p ao ponto § (imagem refletida do ponto g) e r € a distancia do ponto p

ao ponto ¢. No caso do circulo {n = 2), temos a segninte expressio para G(p.ox:
G =L ke
(p,q) = Ty 7= {A.30)
Propriedade-PA.1: A fungio de Green G(p,g) tem a propriedade de simetria, ou seja:

G(psQ)mG(q’ p) VP-;QEER
Prova: Surge imediatamente da equagio (A.29} ).

Tomando o ponto p=0, centro de Bg(0), e usando a Propriedade PA.1 que estabelece
G(0,9) = G(g,0), temos a equacio (A.29) reduzida’a seguinte expressio:

G(g,0) = I'(r) — T(R) (A.31)
substituindo {A.26) e (A.27) em (A.31), temos:
I(r)— T(R) = o tnft (n=2) {A.32)

I(r)-T(R) = R S (n>2) (A.33)

S S
=D,
Devemos notar que G =0 em Bg , e que a derivada de G na direcio normal pode ser obtida
diretamente das equacdes {A.32) e (A.33). Apés algumas simplificaces, chega-se ao seguinte resultado
para p,q € OB p:

%—g— = F’(r)%ﬁz paran=2 {A.34)

G R’ -k -n

fn T nw,R para n > 2 (A-35)
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Usando novarnente a propriedade de simetria e fazendo p = 0 ¢ ¢ € 9By, ou seja, fazendo k=0 e r = R

podemos reescrever {A.34) como:

%.g = 5k | (n=2) (A.36)
aG ___ 1

Bn W {(n> 2) (A.37)
ta)

A5 APLICACAO DO TEOREMA DO VALOR MEDIO A PROBLEMAS DE DIRICHLET:

Vamos retomar o problema de contorno originalmente definido pelas equagdes (A.1)-(A.2)
— porém, colocando o operador diferencial L em sua forma candnica e sendo o dominio Q uma bola

B,(0), de raio R e centro no ponto z = (0,0). Denotando por B = B(0), temos:

Au(z,y)— Mz, y)u(z,y) = flz,y) (e, B (A.38)
w(z,y) = ¥z, y) (z,9) € 08 (A.39)

Abordaremos em seguida alguns casos particulares do problema (A.38)-(A.39), e nosso interesse sera
estabelecer a solucdo destes problemas no centro da bola B. Isto se fara atraves da formula de

representagio de Green (A.22) e da fun¢io de Green em (A.32).

A.5.1 Problema de Laplace:

Seja a fungio u € CHB) N CY(9B), satisfazendo o seguinte problema de contorno:

Aufz,y) =0 (z,y) €B (A.40)
u(z,y) = ¥(=,y) (z,y) € OB (A.41)

Aqui o nosso objetivo é determinar uma expressio para o valor de % no centro da bola B. Sendo # uma
fungdo harménica podemos utilizar a representacio (A.25) e por substituicdo direta das equagdes {A.36)

e (A.41), chegamos ao resultado ja apresentado como Teorema do Valor Médio ( TeoremaA.1)

w0) =g | weas (A-42)
o
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A.5.2 Problerna de Poisson :

Este problema difere do anterior por considerar a eguagfo de Poisson. Desta forma, seja a

fungio u € CZ(B) N CO(IB) satisfazendo o .seguinte problema de contorno:

Au(x,y) = f(x,y) (z.p)€B (A.43)
u(z,y) = ¥(z,y) (z,y) € OB (A.44)

Substituindo G (r) dada em (A.32), na féormula de representagio de Green (A.22), obtemos a solugdo no
centro da bola B, dada por:

u(0) = 2—73? I Y(z,y)de “EIE JEn%f(x,y)ds (A.45)
oB B
A equagdo {(A.45) € uma versdo do teorema do valor médio para a equagdo de Poisson, Tem-se um caso

particular desse problema quando ¥(z,y) = 0; e ai a equacdo (A.45) ¢ reescrita como:

u(0) = “?%r” Jﬂn %f(:é, y)ds (A.46)
B

Neste caso particular a integral {A.46) recebe o nome de Pofencial Newtoniano com densidade f(zx,y).

A.5.3 O Teorema do Valor Médio Para Equacio de Helmholiz

A generalizagio do Teorema do Valor Médio para problemas de contorno mais complexos,
como o problema descrito por (A.38) e (A.39), também pode ser obtida utilizando a formula de
representagio de Green (A.22). Para tanto vamos substituir (A.32) e (A.36) em (A.22) e sendo G =0

em OB, podemos escrever:

ois J udl = u(0) + - fﬂn%Auds (A.47)
on B :
Considerando agora a segunda identidade de Green, com o cuidado de evitar a singularidade da fungdo

v no centro da bola B, temos:

(vAu— uAv)ds = J(v—g-%—ug—:)d€+J (vg—:—ug—s—)dﬁ (A.48)

B-B, o8 Bﬂp
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Adotando uma fungo v{r) que tem a singularidade em um ponto z:
v(r) = Cgnl 4 w(r) ref0,R) (A.49)
7= bny 0, .

¢ supondo que w(r) € CX(B) ¢ uma funcio que cresce menos rapidamente que r~1 quando #— 0.

Semelhante as equagbes (A.18) e (A.19), temos:

57? , :( ) J an ' '-w< [ !‘(’)’S‘u?jl :u' ’ﬁ quaﬂdo p—-‘i’{)
L. 3 E

P B, g

| wguae=v(p) j udt = (5 +w(p) j udt— ~Cu(z) quando p—0

B, aB p oB p
portanto, no limite p — 0, temos:
Cu(0) -+ J.(vAu—uAv)dz— j(v@—-ugﬁ)ds (A.50)
. on  On ’
B B
Adotando para v, as seguintes condi¢des de contorno:
p=3=g em OB (A.51)
on :
chegamos a seguinte identidade:
Cu(0) = | (uAv —vAu)dx (A.52)

B

Supondo que u € C(2m+ 2)(5_2 ), onde m > 8, e aplicando a identidade (A.52) a fungdo A¥u para todo

k < m, temos a identidade:

Ccaku(0) = I (A*uAv —vA* gy dr (A.53)
B

Estamos denotamos por AF a k-ésima iteragio do Laplaciane, tal que A% = u. Seja agora uma

sequéncia de fungdes do tipo (A.49), satisfazendo a equagdo diferencial:

gy 1., _ _
Avg 1 = 1 HFY = Y% {(k=0,1,2,.--) (A.54)
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e a condi¢io de contorno (A.51). A primeira funcio da sequéncia é:
vg(r) = o tn 2 (A.55)
Para k > 0 as funcBes v, satisfazem a seguinte equagéo recursiva:

R
_— j pog(p) tnbdp (k=0,1,2,---) (A.56)

que nos leva a uma solugio geral do tipo:
C 2k
G S| __1 (R
Vg =y én &+ w(r) com Ok = (k!}2(“§) (A.57)

Substituindo v por v, em (A.53) temos:

CkAku((}) = J (v, _ IAku - vak+1u) dz (A.58)
B

Somando todas as sequéncias k = 1,2,-.-,m, chegamos a seguinte expressio:

m
> CkAku({)) - I(vo Au— v Ay dz (A.59)
k=1 i)

comparando (A.59) com (A.47) temos:

m 2% &k 0
1 _ §: R u(0) m+1

onde estamos denotando A%u(0) = u(0). Essa identidade é valida para toda fungdo u € C2m+2(B). Se u
¢ arbitrariamente diferenciivel e o ultimo termo de (A.60) tende a zero quando m-oc, entdo {A.60)

resulta em uma série infinita dada por:

X o2k AFugo
T J uds = ;(% (s:!)g) (A.61)
oB =0
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A.5.4 O Problema de Helmhollz

Nesta abordagem vamos supor que u € COO(B)NC%8B) ¢ u satislaz o seguinte problema de
contorne:

Au(z,y) - Nu(z,y) =0 (2.y) € By(0) (A.62)

u{e,y) = ¥(z,y) (z.y) € 6By (A.63)

Além disso vamos considerar que ) seja constante em B. Neste caso podemos deduzir que:
AMu = XMy (A.64)

Substituindo (A.64) em (A.61) temos:

1 - S~ RY* A% |
ma-[ﬂu ds = u{0) { &gﬂ(j) W:l (A.65)

Usando agora a defini¢io da fungio de Bessel modificada de ordem n [Courant e John-1974], dada por:

& @t
Inf®) = go (kT (et k+1) (A.66)

Onde T*{-) & a fungdo Gama, fazendo n = 0 em (A.66), temos:

I(z) = ic’: 22k
0 =0 22?:(&!)2

note que I (x) é uma funcdo estritamente crescente para z>0 e que I5{0) = 1. Reconhecendo a

expressio de I,(x) em (A.65), temos:

_%I_R J uds = u(0) 1, ( BA) (A6
oB

Gubstituindo u no integrando de (A.67) pelo seu valor de contorno (A.63) podemos afirmar que a

solucio do problema (A.62)-(A.63) satisfaz a relagdo de valor médio dada por:

u(D) = m I ¥(z,y)ds {A.68)
on
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A4 O PRINCIPIO DO MAXIMO PARA EQU ACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS ELIPTICAS:

Teorema A.2: (Principio do Maximo) [Gilbrag e Trundinger-1983]

Seja a fungdo harménica u € CH(Q) N C%(892), entdo seu maximo (ou minimo) estdo sempre
localizados na fronteira. O maximo (ou minimo) estardo localizados no interior, s¢ e somente se, u for

constante.
Prova: Definindose: M= Sguzpu e Qp ={z€Q |u=M}

por suposi¢io S & nfio vazio e desde que u & continua, Q) é fechado com relaggo a (2. Agora se (1y,
contém um ponto interior z de £, deve existir uma familia de bolas {circulos ou esferas) com centro em
2, todas contidas em { e aplicando o teorema do valor médio para cada uma dessas bolas B r(2)cQ,

temnos que :

u(z)mﬁl—g J- uds = M
o5
Desde que v < M, isso sb & possivel se u == M para todas as bolas de centro z contidas inteiramente em
0. Assim Qpy contém pelo menos todos os pontos pertencentes a maior esfera com centro em z e
contida inteiramente em €. O mesmo argumento pode agora ser repetide para qualquer outro ponto
interior de €2,,, entdo Qy, pode coincidir com © - mas isso significaria que u é constante (u = M).
Assim para qualquer u que ndo seja constante, Q,, deve coincidir somente com os pontos da fronteira

89. Um argumento semelhante pode ser usado para o minimo. 0
Corolario A.1: Se u € C3(Q) N CYJQ) é constante em JQ, entdo u & constante em toda regido 2.

Prova: { Consequéncia direta do Teorema A.2 ver [Gilbrag e Trundinger-1983] ).

Teorema A.3: (Unicidade da Solucio)

Sejam u,v C CH2) NCYdQ) satisfazendo Vu = Vv em 2 e u = v em #Q. Entdo u = v em (.

Prova: Seja w =u—v, como Aw=0em e w =0 em 80 entdo pelo principio do maximo w = 0 em

Q. n
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Estendemos agora o principio do méaximo, demonstrado no Teorema (A.2} para o operador

Laplaciano, aos operadores diferencial elipticos mais gerais como os dados em (A.3).

Teorema A.4 { Principio do Maximo no Sentido Fraco) [Gilbrag e Trundinger-1983]

Seja £ um operador eliptico no dominio de defini¢do Q. Supondo que Lu >0 ¢ ¢(z,y) =0 em

€, com u € C4(Q) NCYQ), entdo o maximo de u em { encontra-se em 09, isto é:

Sup v = Sup u (A.69)
Q o9

Vamos fazer a hipotese de que Id(m,y)lf)t <ep € le(m,y) [/A <cy. No entanto, a conclusio desse
Teorema perrnanece valida mesmo que ]d(a:, y) I/.l\ e Ie(a:, ¥) V.X sejam somente localmente limitados, por
exemplo: se A = {ai]-(:c,y)}, d{z,y) e e(z,y) € C¥Q). Além disto se nio for feita a hipdtese de que u

seja continua em {2, o teorema continua vilido desde que a equagiio (A.69) seja recolocada como:
Supu= lim Supule AT0
pu= D Sup (z) (A.70)

0

Prova:

Mostraremos inicialmente que se Lu > 0 em {. entdo o principio estrito do maximo ¢ valido —

isto &, u nio pode assumir o maximo em um ponto interior de £, pois para tal ponto z, teriamos:
Du(zg) =0 e D’ulzy)= {D,‘j u(zg)} <0

Mas a matriz dos coeficientes A = {a;;} & definida positiva desde que L ¢ eliptico. Conseguentemente:
Lu(zg) = a;; D, ulzy) <0

o que contradiz a hipitese de que Lu > 0. Fazendo a hipdtese de que |d(:z:,y) V). <cge ie(r,y) VA < cq

Entao desde que a{z,y) > A, existe uma constante v suficientemente grande para a quai:
£67F = (Ya(z, y) + vd(z,¥))e"" 2 M2* — veg)eT > 0

Assim para qualquer ¢ > 0, temos £(u + ge’F} > 0 em §, tal que:
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Sup(u+ee’ ™) = Sup (u+ ge' ™)
Q a0

Fazendo agora £—9, segue que Supu = Supu, como assegura o Teorema. O
Q

193
Vamos supor o caso mais geral onde g(z,y) <0 em {2 Considerando o subconjunto ot cq,

no qual u > 0, vemos que se Lu > 0 em Q entdo Lu > 0em Q + . Definindo u™ = maz (0, u), temos:

2+ 2+ 2, + + +
L0u+:aaa";2 +ze,%:6y+c66;2 +d‘9§r +e33y = —g(z,y)ut >0

portanto 0 maximo de u em otusn™ deve ocorrer em 827, por continuidade de u entdo, o
méaximo de 1 em § deve ocorrer também em 8. Esse resultado pode ser enunciado no seguinte

Corolario.

Corolarie A.2:
Seja & eliptico em um dominio limitado ©. Supondo que Lu >0 e g(z,y) <0 em Q, entdo:

Supu < Supu+
0 a0
Se Lu = 0 em ) e definindo ¥~ = min (u,0), entdo: Supiui< Suplul
, Q

Do Corolario A.2 segue-se imediatamente o resultado que garante a unicidade do problema de Dirichlet

para o operador £, ou seja:

Teorema A.5:. (Unicidade da Solugio)

Scja £ eliptico em © com g{z,y) < 0 supondo que u ¢ v sio fungdes em C2(Q)ﬂCO(§_2 ),

satisfazendo Lu = Lv em § e u = v em JQ. Entéo v = v em Q.

Prova: Seja w =1u—1v, se Lw> 0 em e w= 0 em & entio pelo Principio do Maximo w=0em 2.0

Vamos considerar agora o Principic do Méximo para problemas de valores de contorno do tipo

Dirichlet, envolvendo o operador diferencial eliptico nio homegéneo de acordo com (A.1) e (A.2):

Lu(z,y) = f(z,y) (z,9) € (A.T1)
u(z,y) = ¥(z,y) (2,9) €90 (A.72)

onde f, ¥ sio fungdes de contorno dadas. O operador diferencial £ é dado por (A.3)
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Teorema A.6 (Principio do Maximo para Problema de Dirichlef ndo Homogéneo)

Se g(x,y) <0 entio a solugio u{z,y) do problema de Dirichlet (A.71)-(A.72) satisfaz a
desigualdade | u | < maz}¢|+ Mmaz| |, onde M > 0 é uma constante que depende somente do dominio
QU on.

Prova. Para provar o teorema, vamos assumir sem perda de generalidade, que €2 & a faixa 0 <z < D.
Seia wiz) = @D _ (2% Na faixa considerada, temos que (eO"D —DN>w>0,sejali< A< minla(r,y) | e
B = min!d(x,y) V)«, e seja o > 3+ 1, entao:

2uw(z) = —(a(z,y)a® + d(z,1)0)e™® + gz,y)w(z) € — Mo+ fa) < -2

A seguir seja h{x) = maz|¢|+ w(z)maz|f|. Entao Lh = g(z,y)maz]é|+ maz|flLw(z) < — Amaz|f|
e h>mazlg}l Assim, v=u—h<0 em IQ e Lv=f-Lh>f+Amaz|f|{>0 em Q. Mas, pelo
Principic do Maximo, se g(z,y) <0, Lv(z,y) > 0, e v(z,y) atinge sen maximo em um ponto interior e,
pelo Corolario A.2, o maximo é positivo, portanto v(z,y) é uma constante. Entdo, v < 0 em €.

Similarmente, u(z,y) > —h. Assim |u(z,9)! < maz| ¢ ]+ w(z) - maz| f| A prova esta completa.

Devernos notar que esta designaldade ndo depende de g(z,y), mem das propriedades de
continuidade dos coeficientes ou tio pouco da forma geométrica do dominio. Um corolario imediato
deste resultado é a unicidade da solugio do Problema de Diricklet. Se f = ¢ =0, g(z,y) <0, e (A.71)-
(A.72) & valido, entdo u(z,y) = 0. Evidentemente, este resultado também pode ser obtido diretamente

do Principio do Maximo.



APENDICE - B

PROVA DA CONVERGENCIA DO TEOREMA
DO VALOR MEDIO PARA A EQUACAO DE HELMHOLTZ

O objetivo deste apéndice € apresentar a prova da convergéncia da série que representa o
Teorema do Valor Médio, desenvolvida no Capitulo 5. Destacamos que apesar do desenvolvimento em
forma de série ter sido apresentado em [Courant e Hilbert-1962], nesta referéncia nio se discute a prova
da convergéncia desta série. Neste apéndice provamos a convergéncia especificamente para fungdes gue
satisfazem a equagdo de Helmholtz. Esta prova esta dividida em dois lemas: o Lema B.1 que se refere &
prova da convergéncia para problemas no R?, ¢ o Lema B.2 que apresenta a prova para problemas no

R", com n > 3.

Lema B.1

Seja € um subconjunto aberto compacto do RZ, limitado pelo contorno 09 e denotamos o fecho
de © por @ = QUON Seja v (Q)-R, k=10,1,---, uma sequéncia de funcdes satisfazendo a seguinte

forma recorrente:

R
tmer B = [ poRop)K (o) (B.1)
r
com: vy(R,r) = %Iﬂig

K{p,v) = .’n—g—

Entdo existe uma constante C > 0 tal que: mleOO o 41 (f7)] < mli:;noo W -
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Prova: Escrevendo (B.1) para m = 0}, temos:

. R
k)= [ puRp)K(p,r

r

Tomando ¢ médulo ao quadrado e aplicando a desigualdade de Schwarz podemos escrever que:

R 2 R R
[o (R, )| 2= ] pro(R, p)K(p,r)dp| < f pug(R,p)dp / pK*(p,r)dp
sendo: B B
| wkroasl | [ pilrore| < 4%R) (B.2)
r g
R R
[ ok nian| <| [ oK¥omp| < B%0) (B.3)
r 0
Portanto:
Joy(Ror) | % < AAR)BA(r) (B.4)

Escrevendo (B.1) para m = 1, tomando o médulo ao quadrado e aplicando a desigualdade de Schwarz

podemos escrever que:

R 2 R B

lug(R,r) | 2= j pri{ R, p)K(p,r)dp| < / pvi(R, p)dp f pK*(p,r)dp

substituindo (B.3) e (B.4), temos:

B
|w(Ro) 12 < B) [ p AR 0)is

R
|oa(Br) 12 < AREYD) [ B o) (B.5)
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Definindo-se agora a funcdo F,(R,r) por:

R
Frn= [ pBe)dp <M <o (B.6)
T
Substituindo (B.6) em (B.5}, temos:
| vp(R.7) |2 < AX(R)BX(r)F (R, 7) (B.7)

Escrevendo (B.1) para m = 2 e repetindo o procedimento, temos:

2 IR
< ] pvs(R, p)dp
r

R

R
(R 2=| [ puRop)Kpr)dp

/ pK*(p,7)dp

r

Substituindo (B.3) e (B.7), temos:

R |
(o) |2 < AXRVBHG) [ pB%0) Py(Rop) do (B3)
' r
Definindo-se agora a funcio F,(R,r) por:
R
Fokr)= [ pB¥p) Fy(Rp)ip (B.9)
T

Substituindo (B.9) em (B.8), temos:

| ug(R,7) |2 < AX(R)BP(r)F,(R,v) (B.10)

Procedendo desta forma sucessivamente, chegamos por indugio que:
|y 41 (Ro7) | 2 < AX(R)BY(r)F ,(R,T) (B.11)
COI: R

FulRr)= [ pBp) Fr_1(R,p)ip (B.12)
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Retomando agora a definigio de F,(R,r), e diferenciando sobre o sinal de integragao em relagdo a r,

podemos escrever:

R
Fy(Rr)= j pBYp)dp -

r

ar (R, r)

5 rBz(r)

Substituindo {B.13)} em (B.9), temos:

R
'FQ(R,:-)&/ F (R, )ﬂld

Integrando (B.14 ) por partes, chega-se em:

FyRir) = LF3R,p)| 2T = LFiR)
Procedendo assim para m = 3,4,---, chegamos por indugio que:

Fo(Br) = LFT(R) < oM™

Substituindo (B.15) em (B.11), temos:

A(R)B(r)M™

{Um-i-I(R!r) I < (m!)llz

T
Desde que: _lim | (%T) — 0, para qualquer a > 0, a prova fica concluida.

n,

. ‘ n . 0
Nota: SejanoeN,ea>0,ta,lquea<—ig,esegakz%ﬁ-.Entéoparaaigumn)»notemos:
. o

=% 1)(55%“2)(%)< "(n?f} (n’;"fz)“-(”%”) 2% g

n
portanto _lim | (C:u_') — 0, para qua.iquer a>0.

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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Ampliaremos agora a prova da convergéncia do Lema B.1 para problema definidos no R". A
prova neste caso difere da anterior proque ndo podemos fazer a hipotese de que a fun¢do v, seja

quadrado integravel.

Lema B.2

Seja €2 um subconjunto aberto compacto do R", limitado pelo contorno 80 e seja o fecho de 0
denotado por & =QUN. Seja vy 0)-R, k =0,1,---, uma sequéncia de funcdes satisfazendo a

seguinte forma recorrente:

R
b 1(Bor) = gl [ pvaln)Kiorip (B.17)
T
£om:
N 1 1 1
vO(R’r)_(n——Q)wn{r"'z—R"“z) y n23

K(p,ry=p""2—-9""2 | a>3

Onde w,, é a area da esfera n - dimensional de raio unitirio. Entdo existe uma constante C > 0 tal que:

. . (5
m’frnoo[vm‘*‘l(R’r)l < ml_zinoo W -

Prova:
Fscrevendo (B.17) para m = 0, temos:

R
B = s ] pro(R, YK (p,)dp (B.18)

sendo r < R e r < p < R, podemos concluir que:

1 (.1 (B.19)

_ 1 11
UO(R’r)_(n—2)wn(r"—2 R"'2)<(“*2)wn\r"”2

K(pr)=p" 21" "2 <p" 2 (B.20)
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Substituinde {B.19) e {B.20) em (B.18) temos:

R
_ Fy(R,r)
¥ R,T‘ < 1 -/ 1 n 2d — 1
il )""'(n——?)zu,rm'r“”2 ;. pp"_zp r= {(n— 2)2w P2 (B.21)
onde estamos definindo:
R
F{R,r)= f pdp (B.22)
r

Escrevendo agora (B.17) para m = 2 e substituindo (B.21), temos:

! (R.p)

o 1 ' 1 1 ¢ n--2
Ryr)=—3—" , <
U‘Z( 1”) (ﬂ _2)1;;72.’[ pvl(R p)K(p, r)dp ( )Su)i ’,n_Z_r[ ( )p d

R
R,r)
R} < 1 j F.(R,p)dp = Fy
vy( r)“(nwz):’wir""zr pFi(R,p)dp = (n 2)32 n— 2

onde estamos definindo:

R
Frr)= [ pFi(Rop)p (B.23)

Escrevendo (B.17) para m = 3 e repetindo o procedimento, temos:

R R
_ 1 j 1 ]
Rryz=—r—s R, pYK{p,r)dp < F.(R,p)Md
93_( ) (ﬂ~2)rn_2 / P%( ?) (P r)dp < ( 2)4111?27'“"”2 / P 2( p)dp
va(R, 7} < Fy(R,1)

(n 2)421;?l P2

onde estamos definindo:

R
)= [ pFyRp)p (B.24)
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Procedendo desta forma sucessivamente, chegamos por inducio que:

F_(R,r)
v 1 Br} < (ﬂmz)mm+ T m =2 (B.25)
com: _ R
F (R7)= / pF, (R, p)p , (B.26)
r

Retomando agora a definigio de F,(R,7), e diferenciando sobre o sinal de inlegracio em relagho a r

podermos escrever:

R
aF (R,
FI(R,r):/ pdp =3 ~—%—;——Q: -7 . (B.27)
T
Substituindo (B.27) em (B.22), temos:
R 8F (R, p)
Fy(R,r) = f Fy(R,p) _J{%-Lﬂdp | (B.28)

r

Integrando (B.28 ) por partes, chega-se em:
1 p= R
FyRr) = LFR.0)| " = $Fi(RT)
Procedendo assim para m = 3,4,---, chegamos por indugio que:
F_(R,r) = %%F;’“(R,r) (B.29)

Substituindo (B.29) em (B.25), temos:

M™(R,r)

(B.gé)

Br)<
vm»{»]( r) el {n—2)r”“2( ‘)
onde estamos definindo aqui:
_ Fy(R,r)
M(R, 1‘) = W (B.31)

n
Desde que: ﬂ{_ggo (‘:1—,) —+ 0, para qualquer a > 0, a prova fica concluida 3]
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SOLUCAO ANALITICA DO EXEMPLO
RESOLVIDO NO CAPiTULO 7

Apresentamos aqui a solugdo analitica exata para o problema de valor de contorno de Dirichlet

dado por:

Au(z,y) — )\2'“(.’8, y)=0 (213}) €0 (D.1)
u(z,y) = ¥(z,y) (z,y) € 0Q (D.2}

Como exemplo ilustrativo, vamos considerar o dominio de definiciio (2, representado por um quadrado
Q={{z,1)]0<z<L0<y< 1}, e a condigio de fronteira dada por «(0,y) = senwy para0 <y <1, e
u(+,-) = 0 para as arestas restantes. Neste céso, a solucdo analitica exata pode ser obtida escrevendo-se
u com o produto de duas fungdes: u(z,y) = X(2)Y(y). O método de separagao de varidveis pode ser
empregado substituindo-se # em (D.1):

5 ulz, ulz, 2X(z
6(2:2y) 6(:521;) Nou(z y}maX()

Y(y)+—=—

VW) ¢ 2y XX (¥ (y) =
ay*

Reagrupaﬁdo os termos, e supondo que u(z,y) # 0 em €2, temos:

X (z
( 33:() VX ()Y (o Hm(y)X() 0
ou
62,X(z) 02};
X%-’C)(W_AZX(I))E _?%375_—5;%2 = g2
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onde k2 & uma constante positiva qualquer. Desta forma, resolver o problema original é equivalente a

resolver as duas equagdes diferenciais ordinarias com as condigdes de contorno adequadas:

d?;(;) ~(2 4 KX (2) = 0 with X(0)=1; X(1) =0 (D.3)

As solugdes gerais de (D.3) e (D.4) sao:
X(z) =ae ™~ " + 5T ; Y(y) = senky {D.5)
onde estamos denotando por ol = (Az + kz). Agora, intreduzindo as condigoes de contorno, temos:

a+b=1

ae " Y4 b =90

que tesulta nos seguintes valores para a e b:

e S—
1 W e2a (1 - 620)
Substituindo a e b na expressdo (D.5), temos:

ee‘(—ea(1 ) «}«e“a(l mx)) _ senh ol —z}

X(z) = (1 — &%) senh o

A condigio de contorno para Y(y} implica que ¥ = «, assim Y(y) = sen ry. Finalmente, podemos obter

a expressao para u(z,y) = X(z}Y(y). E a solugdo analitica para (D.1)-(D.2) € dada por:

senh ol — z) sen 7y

2 2y1/2
povay e com «={A+7x7)

u(z,y) =
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