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© RESUMO

Este trabalho estuda sistemas dinamicos chamados in-
tarconoctados sobre dois aspectos: controle descentralizado, ou
ssia, local que mantém o sistema global estavel 8 ptimizegao des

tas controles.

Em relagac ao primeirc aspecto, sdo sugeridos metodo-
logias simples para determinar controles descentralizados esta-
vaeis, tanto para sistemas continuos como para discretos, consi-
derando sistemas lineares e tembém ndo lineares. Para sste ultd-

mo sae sugeridos metodos para gstimsr dominios de gstabilidade.

ffuantp aoc segundao aspecto, sA0 abordados problemas de
otimizacado de fungbes matriciais com restricoes matricials, ssta-
helscendo condigdes de otimalidade e dualidade. Sao sugeridos me
todos numerices, tanto primais como duais e gxemple de aplica~-
cbes sao comentados.

Como ilustracdes numéricas dos resultados nbtidos,

sap analisados o problema de carga~frequéncia considerando made-

ip linearizadg 8 ¢ modelo nag~linear e o problema de um sistema

de pendules acoeplados.
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INTRODUGCAO BERAL




Neste trabalho abordames o estudo de sistemas dinami-
cos interconsctades, constituidos por sub-sistemas interligados
entre si atravées de uma estrutura bem definida. Neste estudo,
sao considerados dois aspectos referentes & determinacdo dae con-
trolss para sstes sistemas, considerandg gus estgs devem gstar
sujeitas as restrigdess do tipo estruturais, devendo, no caso, 2g

ram descentralizados:

- Estabilizqgéo daescentralizada, onde ss progura de-

terminar controles que utilizam apenas os estados
locais, mas gue garantam a estabilidads global do
sistema,

- Utimizagao descentralizada, quando sac feitas consi
deragoes sobre indices ds desempenho do sistema,

procurande centroles dtimos descentralizados.

Evidentamente restringimos a nessa abordagem a uma
classe de sistamas dinamicos, uma vez gue a abordagem global,
além de ser altamente complexa, nao fornece resultados de inte-
resse do ponto de vista pratico. A classe de gsistemas dinamicos
gus agul tratamos no entanto, nao & muite restritiva, uma vez
nua & largaments encontrada na literatura, tanto como gxamplos

de aplicacdDes numerices, CoMO aplicagodes & problemas reasis.

Propomos metodos para rescolvermos os dois problaemas
avima citados, gue permitam decomposigdes nos cdlculos, de tal
forma gue somente os sub-sistemas isolados de relativamente pe-
gquenas dimensoes sao manipulados. Isto represente diminuigao con
sideravel no volums de calculos necessarios pars & obtengao
das solugdes dos problemas propostos em relacg8c as metodologiss
gue manipulam o sistema globael. normalmenie de grande dimensao,
alam da consideravel diminuicdo tambem, na necessidade ds memd-

rias para tratamaento de dados em computadareaes.

O0s aspectos acims apontados possibiliftam processamen-
tos de alta velogidade, gquande aliados ao esvento micro-processa-

dores gue podem ser acionados sm paralelo.

Subdividimos o trabalho em cinco capitulos, ondse, em

cada um deles, sao estudados com profundidade difsrentes aspec-



. tos do problema. No primeiro capitule de?iﬁimns 0 contaxto do
nosap trabalho, comp também colocamos deflnigoes, tsoremas e
nrincipios gue serac largaemente utilizados nos aapitulms subsg-
quentes 8 que, portanto, facilitardc a compresensado destes Glti-

mp3 .

0 capitulo II & dedicade ao estudo de sistemas dinami
cos invariantes mo tempo s continues para os quals, apds definir-
mos completamente, sugerimos metodologias bara determinar contro
iegs descgentralizados globalmente estebilizentes a partir ds um
teorema basico de estabilidede. Sao estabelecides condigOes sufi
cientes gue os controles descentralizados devem satisfazer pa-
ra gar=ntir a sstabilidade glebal, tanto para sistemas lingares
oomn para sistemas nap linsarss, sendp que para ssts Gltime @ sy
gerido metodologias de estimagdo do dominio de estabilidade. Us

resultados sao estendidos a observadores deﬁestada.

0 capitulo seguinte é semelhante an capitulo II no
seu conteddo, sendo gue aqui sao tratados sisiamas dinamicos in-
variantes no tempo discretos. Esta divisao entre sistsmas conti-
nuos e discretos em capitulos distintos foi feita em fungao de o
comportamento dos dols serem sensivelmente diferentes, o segundo
caso trazendo inovagdes bastante atraentes em relagado aso primei-

o,

No capftule IV estudamos o segundo problema relaciong
de no infcio desta introdugao: otimizagao descentralizade de fup
cBGes matriclais. A introdugde de Indices de desempenho a ser oti
mizado no problema de estabilizagao descentralizada nos fornecs
problemas de otimizagaéo do tipo acima refarido, Estes ﬁroblemas
ah0 estudados neste capitulo e sao estebelecidas as condigoes das
ntimalidade, como tamhém og aspectos da duaslidade 880 analisa-
dos. Além disso, sap sugeridos métodes numsrices para resolver
astes problemas, além de enumerarmos possiveis aplicagfes em con

trole.

Finalmente, para avaliarmos as propriedadas numericas
dos metodos apresentados 8 para fazermos algumas comparagoes, con
sideramps o chamado "problema de repulagao descentralizada car-
ga-freguencia” num sistama mylti-areas interiigadas por linhas

de interconaxan, tanto gom modele linearizado como tambam ocom



modelo ndop linsar cléseicos. Como um sggunde exemplo de aplica-
5an, consideramos o problema de determinar controles descentrali

zados para um sistema de penduleos interconectados.




capftulo I

CONSIDERACOES PRELIMINARES SOBRE ESTABILIDADE

E OTIMIZACAD DE SISTEMAS DINAMICOS




1.1 INTRODUGAQ

Naste capitulo apressntamos definigoes, principiocs e
resultades de estudos sncontradoes na literatura sobre cantrole
de sistemas dinamicos, que serao utilizedos nos capitulos subse-
guentes. A naturseza dos sistemas gue astudampos neste trabalho
san do tipo interconectados., que consistem am diverscs sub-~sistae
mas interligados entre si atravées de uma estrutura de interconsg

gac, que ganericamente podem ser apresentados da seguinte manei-

T
N
S = U Si{xi.yi,ui,zi]
i=1
i=1Q IQN
z, = Hifxl
. Ry .
onde Si representa o 1-ssimo sub-sistoema, Xy E R a variavel de
ry . i
estado da Si’ vy € R a variavel de saida de Sg0 0y € R a va
: n
riavel de controle e zi € R . reprasenta a variavel de interco-~
1 N
neccan com Hiinlz g" o+ R 1 sendo opsrador linear ou nao 1i~
N
near, msstacionario, onde z ng = n. 0 centrals que proguramos
i=1

dove satisfazer restricdes ditas estrutureis qus teem como caso
particular, o chamado controle desecantralizado, significando de-

penderem somente das variaveis locais. Podamos sscraver:

U, = Fi[yi) , 1=1...N

ende F,: R + R ¥ & um gperador linear.

Dois aspectos sao considerados: estabilizagcao descen-

tralizada, onde a preccupagio & determinar uy tal que S seja eg
tavel e otimizacas descentralizada, guandc procuramos um Compor

tamento Otime de S em relacéc a um criteric de desempasnho  esco-

lhido.

Fm relacan ac primeiro aspecto, muttos trabalhes Ffo-
ram publicadns e, ssgundo Sandell e ouiros £1978}, podem se1r

classificados ewm duas grandes linhas: analise via metodo de



Lyapunov & analise via "input-output”, Gé_tfébalhas pertencentes
& nrimeira linhs fazem usoc das chamadas “?Qng&as vetoriais de
Lyapunov” (Bellman, 19821 e podemos evidenciar a de Bailey {1888)
como ploneiro e gue deu origem & muiltos ocutros tals como Siliak
[1878), Araki (1978}, Gercmel (1978), Kaszkurewics @ Hsu (1979},
ateo, Como pertencentess a sepgunda linha podemcs citar os traba-
Ihos de Lasley g Michel {1978}, Areki {18786}, Michel e HMiller
{1877), ete. Neste trabalho seguimos a primeira linha de analiss
¢, assim sendo, nas ssgees seguintes apressntamos os soncelitos

hasicos de estabilidade segundo Lyapunov de uma maneira sucin-

ta.

Guanto ac segundo aspecto, o trabalho de Levine e
Athans {1970) estabslece condigOes necessarias algshricas para
controle Gtimo de sistemas lineares invariantes no tempo, com

respeito a eritério guadratico e com rastriQéQ de gue seje fun-

ghAo linear invariante no tempo da salda.

Kasut (1970) considercu o problema de controle d&timo
como de otimizagao de paremetre, sugerindo metodologias heuris-
ticaes para obter soluctes aproximadas e, recantemente Milani
{19807) especializou o preocediments para sistemas infterconsctados
com caracteristicas de acoplamente fraco entre sub-sistemas, utl
lizando meétodo de Newion aproximado. Geromel (1973) apresantou
uma maneira de determinar gradiente de fungoes matriclais numa
farma compacta e propos a determinagdc de controlas octimos des-
centralizados utilizando proje¢ac de gradientes matricilals. Abor
damos neste trabalho problemas de otimizacdc de fungdes matri-
ciais com restrigoes matriciais, estabelecendo condigoes de oti-
malidade e sugerimos metodos numéricos de resclugao. Nas secgoes
gue segusm apresentamos resumidamente aspsctos de gradientes ma-

triciars aplicados a problemas lineares-quadraticos (FLQL.

0 capitulo aborda os dois assuntos acima referidos, ini
cialmente definindo os conceitos necessarios para as se;08s sg-
guintes. Os conteldos das duss segoes gue seguem podem ser encon
trados amplamente na literaturae (Hahn, 1967; Castrucci 8 Curti,

1981; etc.).



T.2 DEFINICOES

Restringimos & nossa abordagem ao caso de sistemas 1in

variantes no tempo, descritos por:

x(t) = Fix(t)) + x(0) = xg » %t 30 (1)
nara caso continuc &, para o caso discreto:
x{tel} = Fix{gl} ; x{0} = Xg 8 t=20:1,2,004 {2}

anda Fi+}: BR® + R & uma fungaoc continua satisfazendo as condi-

gées de Lipschitz (Kalman e Bertran, 1860) e x € R .

Nefinigdo 1: Chama-se ponto de squilibrio do sistema dinamico

£1} ou (2}, aos valorss de x tais qus Flx) = 0.

Definicao 2: Definimeos Norma Euclidiana dae um vetor x € Rn Comeo

n

1/2 -
31/2 ) xi} . Assumimos também ao longo
i=}1

{x'x

i

5endn[[;H

mHEn
deste trabalho que a norma de uma matriz A € R 2 dada por

all = 222

nanp Ber gue S gapecifique diferentemente.

{A'A), ande kméil dennota o autovalor maximo de ()}, a

Definigéo 3: Seja ¢lx_.t) € R" splugho dnica de (1} ou (21. g
nonto de eguilibrio x = 0 & estével se, ¥ & > 0, existe §({g) > @
tal gue:

lix s 8te) — Holx )] < e vtz 0 (3)

DefinichAn 4: O ponto de equilibriec x = 0 de (1] ou {2} & massinto

ticamente estavel se sle & estavel e alem dissc satisfaz:

Hx il € 8te) — fim [Joix )} = O {4}

i e
Definicgde 5: 0 ponto de equilibrie x = 0 de {1} ou {2) & dito
ser exponencialmente estavel, sg existes o > 0 tal gue Ye > 0,

existe &{g) > 0 tal gue




“0t

Ix s 6ter — llotx el s e e vt 3 0 (5)
Exemplo: Seja o sistems {2} com Fix(t1) = A x{t), com A sendo ma
triz reel gom autovalores distintos. Entac, fazendo

transformacgac de similaridade em A, ou seja, ﬁ==Tw1‘h?,

cbhtemos:

t 2 t
Hotx e ]l = A% x b« e%era|f x|l Haldl

2 .
€ 8707y x|l [N?x | A A ]
2 -1

pnde 67071 = |l || {ITH, Defininde:
§(e) = e/8°(T)

temos gue:

1:18

- Sa Max lkiiﬁ)I = 1, entdo x = O
1ibrio estavel de (2).

um pento des equi-

- S Max {Riiﬁ}l < 1, gntac x = 0 @-um ponto de sgui-

t{bric assintdticamente estavel de (2],

Definicao 6: Dada uma fungas escalar vix): R" + R continua ela &

dita ser definida positiva em uma vizinhanga £ R" da origaem se
sla & definida nesta vizinhanga f, se vix) > 0 Vx £ @ g se

yix) = 0D s & somente =z » = 0.

Befinican 7: vix) € dita semi-definida positiva numa viziohangs

Qc rR" da origem, se é definida nesta vizinhenga 8 e wvix} > 0§
Yy € 8.

4

Definicdc B: Uma fungas Vix)l: R - RT & dita definida positiva

(semi-definida positival nume vigzinhanga & & R” da origem se
yo € R, o, > D, i = 1,2,v¢..m, a fungdo escalar vi{x) = a' Vix)

8 definida positiva (semi-definida positival.-

- — + -
Definicao 8: Uma fungao continua Y [U,m] + R o dita de cg¢lasse




k., & denotamos Y € k., sa $(0) = 0 e é estritamente crescents no

Cintervaln em gue € definida,

1.3 SEGUNDO METODO DE LYAPUNOV

A anélise de estabillidade de sistemas dinamicos via
segundo matodo de Lyapunov tem recebido atengéo muito significa~
tiva devido sua caractgristica bastante geral e de nao ser neces
sario resclver as eguacgtes diferenciais, 0 procedimento requsr a
escolha de uma fungao escalar vixl: gD+ R que € tegstada para as
sondicoses gue indicam estabilidade. Cabe lembrar gue sste método
fornsce condigoes apenas suficientes, significando que a falha

na procura de vix) nao implica na sua inexisténcia.

A seguir, definimos as condigdes gque vix) deve satis-
fazer para ser considerada uma fungaoc de Lyapunov 8, 3 partir
dissp, apresentamos tecorsmas sobre condigoes parsa ocorrencla de
certos tipos de estabillidade (Hahn, 1867), inicialmente para ca-

sa continun:

n

Dofinigan 10: vix): R -+ R com x = R" & considerada uma fungao

de Lyapunov se satisfaz &8s seguilintes propriededes:

al ¥y (Ixlh & vix) ¢ wziilxnl

{83
bl vix)} € O
! L3
ondea ¥, € kK a wz £ k
Teorema 1: 0 sistema (1} tem ponto de equilfbrio x = O estavel
se gxiste uma fungao de Lyapunov associada ao sistema.
Teorema 2: 0 ponto de equilibrio x = 0 de (1) & assintoticaments

gstavel se existe ume funcao de Lyapunov esscciasda aa sistema e

gue satisfaz

Vix) ¢ - kD (713



com ws £ K.

Teorama 3: Se existem tres constantes positivés tais que

a) uy lix{l € vixd €, i}
{81

b) VIx} < - uy fxl|

entdo o ponto de equilibric x = 0 de (1} € sxponencialments esta

vel,

As provas dos teoremas acima podem ser snocontrades em
Geromes? [(1978). Para o caso discreto, a definigao 10 & os teore-
mas 1, 2 e 3 continuam vélidas na mesma forma, substituindo vix}
sor Avix) = v({x{t+1)] - vix{t) gue representa a derivada tampo-

ral da fungdo de Lyapunov, para sistemas continuos dade por:
vix} = Vvix}’® . F(x) (8)

ondes Vv(x) rapresenta gradiente de vix} e, para slstamas dls-

cratos:

Av{x]) yinft+11l, £t+1) - wix(t), t1}

IH

{101}

#

A principal dificuldade na splicagdo deste metodo es-
t4 na determinacao da fungdo de Lyapunov correts e a literatura
& bastante extensa nessa area (Hahn, 1867; Castruceci e Curti,
1881). Uma preacupagae que devemos considerar, guando tratamos
sistemas nac linsares ¢ sobre a magnitude das perturbagoes possi
vels nos seus estados sem gue perca a estabilidade. Essa guestao
loeva ao concaito de dominio de establlidade (La 3alle e Lafschetz,

1896810

Definigdo 11: Dado um sistema dinamico do tipo (1) ou (2] & wuma
n

fungag vix}l: R = R asgsociads, define-se um dominio de estabili-

de como a regiac dos pontos x € g" tal que vIix] satisfaz as con



digtes de fungée de Lyapunov.

As definigoes e os teoremas acima permitem estabels-

cer o principio de comparagaoc, na secao saguinte.

1.4 PRINCIPIO DE COMPARACAD

Na anélise de estabilidade de sistemas dinamicos do
tipe (1) ou (2}, a ideia basica do principic de comparagéo 8

const. ..o um outro sistema dinamico com as seguintes caracteris-

ticas:
al 0 estudo da estabilidede do sistema de comparacao
deve implicar no do sistema original,
b) [ estude de estabilidade do sistema de comparacan
deve ser de natureza simples.
c} 0 sistema de comparacdo deve conter a estrutura do
sistema glohal.
Alguns autores {Bellman, 1962; Matrosov, 1862} propu-
saram considerar uma fungao vetorial de Lyapunov V(x)w-[vlixll
vz(xzi.., unixnlj’ onde ocada Vi[xi] & uma fungdo de Lyapunov

gscalar associade a cada sub-sistema. 0 teorema de Matrosav es-
tabelece o principio de comparagdo & é uma generalizagao dos

teoremas de Cordurneanu o Wazewski (Siljak, 1878}.

Teorema 4 (Teorema de Wazewski): Seja a desigualdade diferencial

{das diferencaes):

it
b4

x(t) € Gi{x(t)) ; x {0}
{11)

i}
o
[

fxl(t+1) € 6ix(%)1} p x{0)

onde G(*): R” » R" & uma fungao monotdnica que satisfaz as con

digoes de Lipschitz e seja tamhém & equacdo difersncisl {(das di

ferengasnl:



ylt) = Gly(t)) s y(o) =y,
(12)
{ylt+l} = Gly{tl) y{(0} = yn)

Entao, x, € ¥, implica x{t) & y{t] vt > 0 (4=0,1,2,00x)-

Teoprema 5 {(Teorema de Corduneanul: Seja vix): R™ + R uma Fungaoc
definida positiva tal gue sua derilvadas temperal em relagdo & uma
trajetéria de (1) {(ou (2]} satisfaz:

vix) € hivix))  (ou Avix} ¢ hivix}]} (13)
Seja um sistema dindmice sscalar chamado "aistema de comparagac”
@ = hiw) {ou Aw = hiwl)) (14)

para o gual supoe-ae existencia e unicidade da solugao
vw(0] =@ » 0 e vamos supor que w = 0 & um ponto de equilibrio
isolado de (14}. Entao:

a) Se gxiste wl 8 $2€ k tais que $ {HxH) vixigy ﬂlxm
e ss {141 & estavel, entdo o ponto de aquilibrim
de (1} (ou(2)},6 também estavel.

h]l Se existe wlg'w £ k tals que ¥ (Hx“) g v g ¥, (i xih
a se (14} €& assintoticaments estaval, gntdo o pon-
to de eguilibrio de (1) (ou (2]} yambem & assinto-

ticamente estavel.

c)l Se existe u1> 0, #,>0 tal qus uIHxh vix) £ uziixﬂ
o se £14) & exponencialmente pstavel, entadc o pon-
to de equilibrio de (1) (ou {2} & igualmente 8xXpo

nancialmente estavel.

Teorema 6 (Teorsma de Matrosov - Sistema de qcmpara@éo linearl:
Seis o sistsma (1] ou {23 onde F{+) & uma fungao nac linear gue

podg ser escrito Comos
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Xy = fi[xi} + giix} s 1m1l,...N
) ¥ ou | (153

x, (t+1]) = {iixi{til + gi(x(t)l I R TR
E;onde gy %) 6 uma fungAo aditivaments separavel que satisfaz:

g . (x} = Z O O
i 1#1 13773
’ (181}

e, Coll < j;iﬁgijixjilis 351 By Ikl |

f ande By, & um nhimero real ndc negativo. Seja o i-ésimo sub-sis

f tema isolado:

Xy *® ?itxii

(5,3 ol (171
Xi[t*.}.} = "Fi(xi]

n y . .
onde  fi+}: R 1 4R > & uma fungdc tal gue Xg0® g0 & um ponto de
aguilibrio isclado. Associado a (17} definimos uma fungéao de

Lyapunov tal que:
LF lixin £ Vifxi3 < 1112 HxiH

U 080 € = uyg lixgll ey Av, (5,0 € - gy lixgll (38

H?vin € Wyq4 OV v, (2,3 - vi(xillié uig %y - xiH

«om > D, izlglﬂiNB kzljglalq'l

Hik
Considerando a variagao temporal de vi(x} saobre uma

trajetdria de (5,}, temos:

v, (5,1 = ;i{§ 1 o+ Vu; 3 gi.{xj}

i 74 i 171 !
< - ugg gl uyg LooByy sl
By z Bi11 -
€ - fi3 v, (8. + 1 v,(8,} (18)
Uy 171 i4 jgi Wi 3773



Para o caso digscreto temos:

i

&vi[SiJ vi{?(xii * gi{x}, t+rl)} ~ viﬁxi, t}
= viifiixil + gi[x], L+3) - viifi[xi}, £+1) o+
+ vit?i{xi}. t+l) - vifxi, t3 ) _ (20}

Lembrando {103, (I8} = (18] tamos:

Av,(8,) € g, jgi Hgij[len + Av (8))

cuyg T B, Il - uyg lxgl
14 b, Pag 1 i
uig - ’ﬁij n
€ - == v (8,) g, L S22 v (8 )) (21)
Y2 371 H31
Definindo o vetor V' = [Vl’ PR vﬁ], (18) ou (21}
58 BRECTrBVE:!:
V< LY
ou {221
AV & L 0¥
onde ns elementos da matriz L saoc:
f’
'u -
S X se i=j
i
- - {231
L {Rij}
8.
i}
Vg T se i#3
Hil
\

Fntan, se o sistema de comparagao dado comos

{24}
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satisfaz as definigdes 3, 4 ou 5, entac o ponio da eqﬁilihric

¥« = {1 dn sistema dinamico [1) ou {2} satisfaz as mesmas defini-~

O0s teoremas 4, 5 e & sintetizaem o método de analise

de estabilidade através do chamado sistema de compargao. As pro-
vas dos {soremas podem ser sncontradas por exemplo em Bitsoris
{1978) e Geromel (18781},

1.5 OTIMIZAGCADQ COn RESTRICHES DE ESTRUTURA

Ngeta sessap vamos considerar gquestdes referentes a
ctimizagdo de fungoes ditas matriclals, inicialmente aguela com
restrigdes sstruturais gue, de uma mangira geral podem ser reprs

sentados por:

min F{Q}
8] (25)

s,a LI} €Y

2 rxXm

orde 0 ¢ R, v e RMF, fred: R + R e G(H) < Y & una res-
Mxm kxl

trican de natureza matriclal mas entatica: G{.J: R + R . 0

m

gradients df(Q)/dl e definido como:

dffel . ¢ 2F08) s - 3, 0.0, 3 = 1...m} (28)
4@ quj

e Kleinman (Geromel, 1979) apresentou uma maneirae simples &8 com-
pacts de determinar este gradlente, astabelecide pelo segulnte
lema:

Lems 1: Seja €(0}: R " » R  tal que FIO « €68 B) = F(O) +

-

e Ty {M{D)}.80} gquando € - 0. Entao:

d¥iRY . wmo(ny (29}
I8 :

1 lema acima permite enunciar o lema gue SBEUE, lem-
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mrande que a fungao Lagrangeana de (25) se escreve:

LEg,Y,A) = £(0)  + Tr [ A'.(e(g) - vy ] (30}

tema 2: (Geromal, 1878) A matriz grediente da fungén'-_campesta'

. flG. G(Q)) onde ¥ & uma fungado escalar, e dada por:

2org, otmy = 2 L1Q,v*,A%) A (31)
d 1+ |

f onde Y & A® satisfazem as condigdes de sstacionariedade:

2oLV = < LiRLYL A = O {321
ay oA
fonsiderando agora uma restrigao do tipo dinamica,
temos:
-
J(K) = J FUXCE), Kide + g{X(T))
a ' (33)
Xx{t) = Fix{t}, K} , X(0}) = X4
nxm . . mxn .
nnde X & R & matriz das variaveils de estado e K g R )

matriz dos parametros de controle. Entado o seguinte teorema pode

sey enunciado {Geromel & Bernussou, 1882} :

Tearaema 7: A derivada matricial ds J{K] em relagao a K se ex-

prime como:

-
RN j 2 H(X,A,K)dt {34)
di K
g
ande HIX,A,K) = FIX,K1 + Tr{A', F{X,kK)}, X e A sendo solugoes

fornecidas pelas condigoes de gstacionariedade:



o |
gﬁ s A= og . A(T) = et

A ax {1}
o (35)
TE K = 0 . X(0) = X,

0 maesmo teorems pode ser extendida para sistemas dis-

eratos (Gersmel, 19781

Teorema 8: Dads o fungao

T-1
JIRI = §  FIX(t}, KI + giX(T})
t=0
(38)
Xx(t+1] = F{X{t}, K} , X(0} = X,
com X € Rnxﬂ g K € Rmxn' temos
T-1
dIiR) o7 BH iy, Ated, k) (37)
dK tog ok .

onde HIX{t), AL£). K) = #{X{(t), K} + Tr(A'(et} B f(X(t), K} com

¥t} & A{t) sendo solugdes de condigdes de estacionariedads:

M o Alt-1) = 0 4 t=(T-13,....1 ; A(T-1) = -9E
3X{t} dX{T}
{38}
aH .
e = K { - 1) = 0 ; t=0,...,0T-11 x(g) = X
BALL) ‘ °
0 lema 2, teorema 7 g B8 psrmitem resocliver problema

de otimizacgao matricial do tipo:

min JOKl {a3g)}
Ked{s]

com J(K) dado am (33) ou {36} e &¢{s) sendo restricao do tipo es-

trutural seohre o controle K, gue, de uma mansgira geral pode ser




gscrito como:

(5] = {Kk g RT*\

[ ClKY = €4} . (403
onde C(K)} &€ uma fungaoc linear de K, com C(G) = 0. Geromsl 8
Barnussou {1982) sugeriram resclver o problema {39) utilizando ©
metodo das diregdes factivels desenvolvido em Gercmel e Baptis-
tella (1981}, que basicemente consiste am utilizar como direcéao
de otimizaglc a matriz de projegdo do gradiente D, dada pela so-

lugar o6tima do problema:

2
min Mim ;|§£ - BH
0 2 K
(41}
ceoy = ¢

fefininde A como matriz das varidveis duais associadas a restri-

gan €{0R) = 0, temos:

2
max  min f— HEL _ ol « < A, Cto) >} (a2}
A 0 Z dK

e as condigoes de otimalidede fornecems

dlJ 3

o - Fra ) Tr {A .CI(DY} =D
{431}
£y = 0

Ne proxima secgao, vamos analisar os sistemas linearss

@ os prablemas lineares guadraticos (PLR} dentro deste contexto.

T.6 PROBLEMAS LINFARES QUADRATICOS COM HORIZONTE INFINITO

Segie (8} um sistema linear invariante descrifoc por:

(5] x = Ax s x(0) = xg - (44)

nx
onds X € Rn, A g R " g com estrutura interconectads que permi

te re-escreveyr como sendo!




3|
x, = A, x, + ) A, x
i i i
i 144 3 73 .
ZSi} i#1.,..N (45}
xiED) = Xy
Ry N -
com X, € R, X n, = n. Vamos supor {Si], o i-gsimo subsistema
i=1

isolado, obtido ds {Si} fazsndo A = 0, 1#3j=1...N, assintdtics

13

mante sstavel:

ISi? i=1,..N (48)
xiiGE = Xy
Azsociando a iéi] uma fungdo de iyapunav do tipo [(Ge~

romegl e Bernussou, 1978}:

/2

c1a 1
viixi] = {HPi lei Py %3} (47}

ande P; e solugdc da equagac algeébrica de Lyapunov:

com @; > 0 e simetrico, obtemos a derivada temporsl de v, {x;]) ao

longe da trajetoria de {§i] como sendo:

» - x 3 [3 >{
I B R P (48)
2 Xy Py oxg
g portanto:
* - [ N
v (850 = $,08,) + (Vv )" Ayy %y (49}
jAL
Definindo:
%, §, X
a, = min 1 % 13 e Sij“ ”Aijil (50)
X 2 P. x



e como:
“Ki“ § vilx, ) g 6,(P,) ”Xi“
n o
wx, & R (51)
Hovdl < e P
onde 8°(p,} = 1A HP”1|[ chtemos:
it 1 i i )
. . ' N ;
vi S - ooy vy ¢ B (PY ) Byy vy i=1...N (523
J#i
gug, com Y = [Vl P VN]" rnas forngce:
VelLv R (53}

ande L e R

(R {ﬁij = - ooy 513 8,(P,) sij i,3=1...N} {54)

sendo 6H simbolo de Kronecker, L & ume matfiz‘de slamentos fora
da diagonal nac-negatives que satisfaz as condigoes do teorama
4, & portanto, a estabilidade de {S) pode ser estudada a partir

do sistema de comparagao:

W LW (55)

utilizando por exemplo a condigao conhecida como de Sevastyanov

Rotelyanski:

. - k
"L & estavel se & somente se {~1) AK(L] = 0, k=1l,..N,

ﬁk[L} sendo menor principal de ordem k da matriz L".

Ao sistema {51 em {44}, vamps asspooclar o problems de

determinar um controle descentralizado estavel otimo do tipo,

A . i=1l...N - {56)
N
m Miq Xn
onde u, € R :, K, € R S Imy = m, Definindo:
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1t

AA) = {X € €| det {A - AI) = O} (57)

e um oritério guadratice, podemos definir o problema acima da seg

guinte maneira:

min JIKY = j (x'Dx + u'Ruldt

Kel(s
g g
. (58)
¥ = Ax + Bu
o= -kx 3 x{0} = 0
snde Q@ = Q' 0, R =R >0, B = bloc-diag (By...By) a
mx Mmyxhy
6ls) = {K ¢ R | K = bloc-diag (K «.. Ky) , Ky €R g
AfA ~-BK) £ €7}, £ sendo o sub-conjunto dos numeros complaxos

com parte real negativa. Fazendo X{t} = x(t}. x (¢}, podemos re-

gsocrever {587 na seguinte forma:

min J{KY = J Tr {(D « K'RK) X{t}l}dt
Re{s} 5
{59}
XEr)l = {A - BK) X(t) + X{tl{A - BK)’
X(oy = X,

B problema acima sem a restrigac K g Ui(S5})e com hipote
ses de controlabiiidade e observabilidade fornece uma unica soly
cao, dada pela gguagan de Ricuatl e duas importantes caracteris-
ticas: estaebilidade assintdética do sistema de malha fechada e 19
dependéncia da solugao Stima da condigao inicial. A introdugao
da restricas de cenirole ser descentralizado, faz com que 88 pear
cam estas caracteristicas. 0 lsme gue segue, no entanto, NOos per
mite escrever um algoritmo para resolver (59}, utilizando o meto
do das direcdes factiveis descrito na segao anterior.

Lema 3: Sejs JI{K): Rmxn + R uma fungdo matricial definida por:

i

JERY = Tr {F{K} X !}
(80}

FIK) =

® -BKy " , (A-BKIt
J E{A »t (g + K RKI &

a
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diferencidvel em relagdo a K ts8l que A(A - BK} o C7. Entaon:

al 5 K g (S8}, sxiste um passo o > 0 tal gue

J0K - D} < J(K), D = bloc-diag (33), DFO

b} Se o par [A,C}, @ = C'C & observavel e X4 > 0, en-
tdo para todo o tal gue JIK - ab) < J(K) < =, terg
mos (K - o) e Q(3).

0 lsma 3 garante que, inicializando com K° & Q(s}). no
- - 2
matode das diregoss factfiveis tel gue J(KT) < J{KI] com K, =

2
= Ky - ab nos fornecs controles estaveis a cada iteraegac. Assim,
o algoritmo pode ser do tipo:
1) Fazer j = 0 e achear k% & nesl,
2} Achar definido no teorema /7 com as condigoes
dk

de estacionariedade (35),

3) Achar a matriz de projsgas do gradiente D, solugdo
de 143) para $(5)} = {K € R"", K = bloc-diag (Ky..

mixni : .
g R } o que nos forngece D = bloc-

nuIKN} ] Ki
diag {jﬁif.
dX
3} Testar se HDjH £ €, £ > 0 e pequeno., Se verdadei
ro, fipal de otimizacgdo = caso contrario dr para
51.

51 Resplver:

min  J(k3 - and) (61)
o=

8} Fazer KJ41 = Kj - ab? e j=1+1 e wvoltar para 21.

- . e

Mo passo 13}, @ necessario determinar K~ £ Q{(S), o que
muitas vezes nao & uma tarefa facil mesmo porgue Q{5) pode ser
vazio. Além dissc, diferentemente dos problemas lineares quadra-

ticns classicos, No NOoSso caso a solugdo otima depende das condi
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goeas iniciais do sistema. 0 primeiroc problema & de dificil solu-
can, & nao ser gue se faga algumas hipdteses adicionails, como
feito - Geromel e Bernussou (1982). A segunda dificuldads foi
abordada tembém pelos mesmos autores no meamo trabalho, eatabe-
lecendna um Jogo entre o homem procurando K gue minimiza um crité
rio e a natureza procurando K gue maximize o mesmoe criteric{plor

cesnl. Matematicamente o problama 6 epscriio como segue:

min WK} - {823
KeR{S)
ande W(K}: R™" » R & uma fungdo matricial definida paor:
2
WK} = max {J(K,X,7, Ixgll < 11 (83)
Xo

Com }ﬁK,XD) definide am {58}, 0 tesorema gue segue forhsce oon-

digoes para resolver (621,

Teorema 9: Sg a matriz das varidveis duyals P & independente da
matriz das condigdes inlclais Xy, a fungdn WIK) em (82) & dife-

rencidvel e o seu gradiente & dado por:

dW LK}
dk

= 2{RK ~ B'PlV (641}

com F g V dados por:

(A - BK) P + PIA ~ BK)Y + ¢ + K'RK = D
(65

(A - BKIV + V(A - BK)' + " = O

iigt

s procedimentos de otimizagao apresentados acima fo-
ram estabelecidos para problemas de natureza mails geral palaos
aytoras relacionados, gstando particularizados agqui para pruble-
mas lineares quadréticos [PLEY. Recentemsnte GCeromel e Perss
[1984) desenvolveram uma metodologia alternativa easpecifica pa-
ra determinar K & 2(8), sem no entanta provar a convergencia

que podemos sintetizar no seguinte teorema:
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Teorema 10: Dado um sistema lineaer dinamico:

x(t) = A x(t) + 8 ult) ;  x(0) = x_
yitl = € x{t} (BB}
u o= -Kylt] |
o : 1/2 p
g § =0 » 0, R=R >0, (A.B )} completamente observavel, &

matriz (A -BK) & asssintpticamente estavel para gualquer § € gM*n

el

K+ G =R ‘B'P
(571
A'P + PA-PBR B'®S+9+GRG=0
e K 6 descentralizado se G = FEleﬁiP} onde:

F{K)] » KX -~ bloc-dlag {Kl . e KNE

Na resultados colocados nesta segém para sistemas con
tinuos podem ser estendidos para sistemas discretes sem grandes
dificuldades, comp feito em Geromel (1878). A segulr, vamos ex-
nlorar o PLO classico, sem restrigdes estruturais de controle,

para sistemas invariantes e de hoerizonte infinito.

Seia o problema:

=]
min Jix,ul = —%w J [}'Qx + u'Ru]dt
y 0
{68}
w = Ax + Bu " x{0) = x,
Yo o= Dx
com © =D0" % 0, R =R » 0, [A,C] completamente observdvel e
[A,8] completamente ceontrelavel., O Hamiltonianoc associado &
[Athans s Falb, 18881}
Hix,p,ul = w%w (x'Ox + u Ru) + p'(ﬁx + Bul (697

Para resolvermas o problema (8B], wvamos utilizar 5|
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conhecide Principloc de Otimalidade, como em Geromel {(1883}):

Principioc de UOtimalidade: Sela x{t}, t ¢ [D,f] uma tfajetéria

dtima qualguer da funglo:

T .
& :
viE,T) = min J Fix,uldt + gix{T)}

. T
(70)

x = Flx,ul 5 x(1) = §

com (£,1) = {x{0), 0}. Entdc, para gqualguer T € [0,T] com [&,T)

{(x{t), T}, a trajetdris ”restante”, ou seja, x{(t}, t e [T,T]

1

otima para o problems gue define v{f,t).

T

Para dsterminar o comportamento de v{§,-] no tempo,

vamps considerar um incremento 8t infinitesimal:

vix(t), t3 = min {v(x(t+8%), t+dt) + Flx,uldt} £71)

u
A grimeira parcela na minimizagao gorresponds ag valor otimo do
eritéric em relagae a u entre (t + 8t e T, lembrando quse a condl
cdo inicial modificou para € = x{t + 8t} = & segunda parcele cor

responde ao criterio entre t e t *4&t.

Considerando vie,*) de classse Cl em relagaoc as varia-

velis envolvidas e fazendo &t - 0 temos:

vix(te8t), tedtye MOXED o BV 0GB by g vix,t)
gt ax
(723
que substitufda em (71} e dividida por 8%t resulta:
Svixotl 4 win {Fix,u) + dv_(x,t) Fix,ul} = 0O {733
3t u dx
Esta & & eguacgdo de Hamilton - Jacabi - Bellman que node ss8r rs-

solvide numericaments utilizando tacnicas de prugramagéo dinami-

ca com a condigao de contorna:

vix, T} = glx(T3}) {741}
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A eguagac {73}, por outro lado, pode ser colocada em
fungao do Hamiltonlano (69):

M + Min Blx,u. M 1 = 0 ) {758)

3t u %

No nosso caeso especifico, temos gix) = 0 e dado gue o

critéric & da forma guadratica, vamos por hipotese assumir gues

vix,t) = x'Px . _ (761

onde P g Rnxn & simétrica. A partir de (869), (75) e (78], obte-

muss

min {w%~ (x"0x + u'Rul + x P(Ax + Bu)} = 0 (773
¥

nue nos fornesce como solugao:

gy = -R "B Px {781

subhstituinde em (773, vem:

1

H

5 L—%~ (0 - PBR B'P) + P Alx = O (79}

fembrande que P.A pode ssr escrits® comod

PA = b (PAs A'P) + 1 (PA- A'P) (80)
2

2

@ portanto, substituindo em (78}, obtemos finalmente:
A'p s pA-PBRIP g =0 (61}

que € a eguagag algebrica de Riescati., Cabe colocar que a fungao
vi«,«) para t = 0, ou sseja, vI(x[(0}, 0) representa de fatc o va-
lor minimo da fungdo cbjetivo do problems em guestao e gue pode
ser escrita na forma v(x{0), 0) = xP x,.

Lema 4: A sclugéo P da eguagdo algeébrice de Riccati (81) g sime-



trica.

Prova: Basta transpor a eguagaon {81) s lembrar gque Q & R sdo si-

métricas.

-

Lema S5: O controls dado por (78) onde P & solugdo de (81}, & oti

me global sm relacdo ao critério definide em (687,

Prova: Definindo z = [x q]’, como 9H/Bz satisfaz as  condigdes
de estacionariedade, u em {78} & minimo se Bzﬁfazz for semi-defi

nida positiva. De (868}, temos:

I
3% v 9%y
2 F
R RGN Nl
2 I
3z 8% 1 3%H
L Judx | Bu® |
& X i
Bopo e e - % 0 (82)
0 k R
Vamps explorar em seguids aspectos de sxistencia 2

unicidade de solugdo da equacdo de Riccati. Para isso, vamos de-
finir detectabilidade e enunciar cinco lemas auxiliares (Honham,
19781,

Definicas 123 0 par [A,C] & detectavel se A e estavel (ou seja

A{A) © £7} no sub-espago naco-observavel de [&.C].

Lema 7: Dado o par |[A,C| detectdvel, A é estavel se s somente se

T '
Huitif] = IIJ P et &P aell < u {83)
0
U sen m escalar positivo findito.

- / - ' - "
Lema B: Dado M > 0 a [A, Ml 2} nhservavel {ou detsctavel), entan,
122]

para todo § » 0, R >» 0 e B e K, o par [A + BK, (M « g + K RK)

& observavel {(ou detsctavell.



Ltema 9: Se § » 0 s A{A) & L~ sntdo, a equagdo iinear:
A'P + P A+ 0Q = D (84}
tem uma unice solucgao P > 0.

Prova: Se P & solugas de (84) entdo:

£A’ MU
. (e A P atﬁ} m - atﬂ (B8P + P A}atﬂ :
dt
, (85}
= atﬂ iy etA . ¥tz 0
Integrando, scbtesmos:
K ¥
P J etA i etA dt = 0 {88}
f1
2 como a integral existe e & dnica, o lema esta provado.
1/2 . -
Lema 10: Dades P 2 0, § 2 0, [A.Q detsctivel e a aquagan
{84), entdo A € estavel.
Prova: Ues [84) e (85}, temos:
EAT . tA Eoea' 1A
p = g P e + J =S g s dt s, ¥t =0 {871

2z - .
Como [ﬁ,mij ] ¢ detectavel, do lema 7 temoe que a in

tegral em (B87) & 1limitada se e 80 se8 A & estavel. Comno

£ .
0 < I B?A W eTA dtr £ P, a prova esta concluida.
a

-1

Lema 11: Seja P = P 2 0, R> 0 e K¥ = R "B'P & seja a fungao:

YK

(A -~ BK}'P + P(A - BK) + K'R K + 0 (88)



CEntao:

YK -~ TIK*) = (K - K*)'R (K - k™1 2 O {89)

oy seja, K* minimiza ¥{K).

Prova: Lembrando que RK® = B'P, de (88) ohbtemos:

#

YIK) - Y{KR*) (A - BKI'P +» PLA - BK) + K'R K + Q

3

[(A - BR*)'P + PLA - BK*) + k*'RK* + 0]

s ~K'B'P - P B K+ KF'B'P +pPBKE s

K'R K - K*'m K*

+

4]

(K - K*¥I1'R (K ~ K%} (a0}

o
ot
L

e, portanto o lema e provada.

Tesreme 11: Para o sistema (68), sela [A,B] cantrmléval,[ﬁ,ml/%]

detectével, § = §' 2 0 e R = R’

> 0., Entadc, a eguagac de Ricoati

(613 admite uma unica solugdo P = P' » 0, Alem disso a matriz
(A - B R YB'P)] & estavel.

Prova: Re-escravendo (B1l)} em vista de (78) pare o sistama (58]
obtemoss

(A - BKI'P + P{A - BK} + 0 + K'R K = O

{911}
K = R *a'p
0 sistema acima sugere construir uma sequencia {Kk'
Pes & = 1,2,...) da seguinte forma:
al egscolher Kl tal gque A - B Kl seja estavel & fazer

kK o= 1.

b} Calcular P, tel qgue:

(A - B KI'P, + PrlA =~ B K + 0+ KR Ky =0
{32)
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cl Testar se pk-l - P g e > . Caso positive, parar

g casgo negstive, ir para di
d} Calcular:

“‘1 ¥
Koy = B "B'P (83}

fazer Kk = k + 1 e ir pare bl.

Mo processo acima ) garado umag sequencia {Pl. PE,...,
Pk} unicamante determinads e com F’i >0, 1 =1 ...k, do lema 9.

fle Lema 11, temns gue:

¥

(A - B K 1P, e Ph[ﬁ Sl ~ Kk+l} + G o+ K R K =

k+1 K R+l kel
= {A - B Khj Pk + PK{A - B Kk3 +
+KER Ky IR - Ky g0 RO - k)
= - (Kt KRR = K y)
= - Qk {841}
oom Qk = 0, o guse nos fornsce:
(A - B K, )P+ P(A - BEK )+ 0@~
+ Kk*l 2 KK+1 = { (8513
Op lema 8, o par EA - B K (0 + 9, + K. R K }1/2] & detsp
f ! k+1" K, k+ 1 o+ 1 e
tdvel 2, portanto do lema 10, (A - B Kk+l} g estaval. Fazando

ko= k + 1 em [92) & subtraindo de {85]), obtamos:

{a - B Kk@1} iPk - Pk+1} + EPK - Ph+1JER - B Kk+1] + Qk = §
48]

que, novamente lsmbrando lems 4, podemos ascrever:
P - PR+} » 0 (873
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i seje, a sequancia P ¢ decrescente monotonicamente com Kk e &

semi~definida positiva. Entac o limite da seguencia existe:

P* = Rim P (98}
§ etz
g portante K¥ = Zim Kk+1 = R_la’P* exliste e satisfazem (81}). Do

[
lema B, o par A - B K¥, (B + K*¥'R K¥)

to, do leme 10, [A - B K*) & estavel.

i/2
]

detectavel e portan

Para provar a unicidade, seja P 208 K satisfazendo

{813, Do lema 1l:

YIKT - YIK*) = (K - K¥*)' R(K = K*) 2 0 (89)

g, portanto:

(A - B K¥)'B » BLA - B K¥) + @ »

+ K*¥'R K* - (K - K*)' R(K ~ K*} = 0

(100}

Comno também de (92} temos:
(A - B K¥J'P* + P*(A - B K*1 « g + kK* R K* = 0 (101)
subtrainde (100) de (101}, obtemos:

(A - B K*¥1' [p* - B) + (P* - P)(A - B K*) +

o (K ~ K*¥1" R{K - k*) = 0 ({102}

g (A - B K*) & estavel, o lema 8 implica que P* 3 P, Fazendo ago
ra Y(K*)} - w{K}, conciuimos que P 2 P*., Partanto P¥ = P e o teo
rema esta provado,

Hesultados semelihantes aos ohtidos pars sistemas con-

tinuos (BB} podem ser conseguidos para problemas discretos:
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min  J(x{ti,uft] =« = § (' (t) § x0(t) + o' (t) R uit))
uftl t=0 '

{1033

x{t+13 = A x{(£} + B ult) 3 »(0} = X

y{tl = € x{t])

nom &5 mesmas hipdteses feaitas para {(B8), 0 Hemiltoniano associg
dn & da forma:

Hix,p,ul = -35 2 (L) 0 x(t) + _é__ G CE) R ult) #

¢ p'lt+1) (A x{t) + B ult)) (104)
Novamente, vamas definir a fungao vi{f,k): R™ =+ R que

assume o valor 6timo da funcao objetivo de (183) considerando o

pstade inicial x{k} = E:

v{E,k} 4 minlj; z Ix () Q x{t} + a (k) R ult)}
P

[1o51

wi{it+l) = A x{t} + B ultl 7 x(k) = &

Do principio de otimelidade, podemos sscrever:

vixlk}, ki = Min ﬂ%? [x"(Kk) @ x(k) + u (k) R uf{k)] +
u
+ vix{k+1), k+1)} (108)

Came no caso continuo, vamos assumlr por hipotese vix,k]l do ti-

B

_;} « (KIP x (k) {107]

1

vix, k]

Com isso, a esquagan (106} fica:

vixik], k) = Min {} {x (k) O x{k} + u (K} R ui{k) =
u 7

v ox {k+11P x{k+11} {1608



levando em conta a equagas dindmica, temos:

yix{k}, K} = Min %%'{x’tk3 0 x{k) + u'(k) R ulk} +
[#]

« TA xtk) + B utk)]'P [A x(k} + B outk)]}

{109}
Achando o minimo, obtemos:
Ulk) = -(R + B’P B) YB'P A x(Kk) {110]
Substituindo a expressaoc acima em [(108], lambrando
que vix{k), Kk} = .1 x {kIP x{k), podemos re-escrever {108} como
Z
segue:
3 t ¢ =1
P = APA -~ AP BIR+BPB] BPAS+Q {111)

gue é a conhecida equagac de Ricvati discreta. A exprassaoc {111}

tambem pode ser escrita como:

N . - + "‘1 ’
P e A'(P P s BR ') A+ D €112)

o gue pode ser conseguldo a partir do seguinte laema:

Lema 12: Se as matrizes P, P =8 R nao-singulares e B de rank ma-

ximo satisfazem a relacgaoc:

P = p - P BI(R + B'P BIB'P {1137
entado, a seguinte identidade matricisl e valida:
p = P + B R B (114)

A prova deste lgma pode ser encontrado em Sage e wWhite {(1877).

A existencia ¢ unicidade de solugac de {111) pode ser
nrovado a semelhanca do casoc continue com o auxilio das lemas
gue enunciamos & gue delxamos de provar por sarem identicos aos

4 &
respectivos do caso continuo,.
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Lema 13: Se § » 0 & A(AY S C™, entap a eguagao linsar
A'P A - P+ G =0 {115)

tem uma unica splugas P 2 O.

1/2
]

Lema 14: Se P » 0, § > 0, e par [ﬁ, 3 & detectdvel e satisfa
a

zem {(115), entac A & estavel.

1

L]

P' % 0, R>0 e K*¥ = (R + B'P B] "B'P A g seja

H

Lbama 153 BSeja P

a fungao:

YiK) = (A - B K)'P {A - BK) - P + K'RK {118)
Entao:
YIK] - $(K*) = (K - K¥I'(R + B'P B)(k - K*) 3 O
(117}
Teopema 12: Para o sistema (103), seje [A,B] controlavel, {r,

Qlf?]datactével, 0 =g »0 eR =R >0, Entdo a equagép algé-

brica de Riccati (111) admite uma Unica solugade P = P » 0. Além

disso, a matriz (A - B(R + B'P B}—IB'P Al @ estavel.

Com o teorema acima 8 o teorema 11 concluimes & exis-
ténpia e unicidade da solucgdo semi-definida positive da equagan
de Ricecati e gue fornece solugdo Otima para problemas lineares
guadraticos (B8} e (103), guando ndoc estac sujeitas a restrigoes

da tipo sstruturais.

1.7 PROBLEMA LINEAR QUADRATRICD - METODO DE NEWTON APROXIMADD

0 problema de encontrar um controle Otime com restri-
cbes de sstrutura para sistemas lineares com indice quadratico
de desempenho foi abordado por alguns autores e dentre eles pode

mas svidenciar os trabalhos de Milani {1880) e Geromel g

Bernussou (19821%), Fm particular o primeiro sugariy metodo
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Quasi - Newton utilizando matriz Hessiana aproximads obtida atra
ves da sclucas de treés sguagdes de Lyapunov da erdem do sistema
giobal. Em contraste, o segundo utilizou metodo de diregoss fac-
tiveis utilizande projecap do gradiente matricial obtide na soly
cdo de duas eguaches de Lyapunov da ordem deo sistema. Propomos
um método Newton aproximado & semsihancga de Milani (1880}, mas
mais mimples na dedugdc 2 nos calculos, sem necessidade de se ma

nipular diretamente a Hessiana da fungao objetivo.

Para facilitar o desenvelvimento, vamos introduzir o

aperador ¥{+} comp definido em Geromsl (18789]):

11 1z "t Im 13

i = Ao u b 7 x®

x = |t E7 zm > WK) = 12 (118}
] X1 Xaz ttr Xam | ] X |
com as proprisdades:
P1 : ¥(+1 & uma aplicacac linear
P2 s ¥(«) @& inversivel
1 =

P3 s € Y(A), ¥(B) > = Tr{A'B) = < A,B > , A,B & R

fall = JJvcad |}
Seia entac o problema:

min FILQ) {114}
Q .

0 metode de Newten consiste em minimizar a aproxima-

cap da funcan em estudo por uma gquadratices em cada "ponto” consi
f130n - .

gderado. Seja fl-1: R + R uma funcgao escalar & a sua aproxima-

cap sm torno de um ponto Qk por uma serie de Taylor truncada:



£LO + & AD) = FLO) + € *y't-z-;éj Y(AQ) -
2 w(-g-f-}
+ &y ag) 9. weagy (1207
2 3V (Y
g a sua minimizagao fornece:
3 af '
m o e M Y {— 121
Y{AQ] = {BQ] { ]
grde:
~avedy
u & (1227
a¥{nl
Fara melhorar a convergéncia, introduz-se normalmantie
um fator ¢, para modificar o passo de otimizagao (Luembarger,

1873}, onde k representa a ltersgao:

yr 2 (122}

¥OAQ, ) = - o M T

K M

gue substituinde em (120}, fornece:

¢, oF af
TG ) o= F{0,.) -~ ¢ a, ¥ {—} M, V¥Yig— {124}

k+ 1 K k 30, K 80,
Da expressao acima, podemos notar gue para a fungao
dacrescar,ﬁk deve ser definida-positiva. Alem disso, fazendo
M. = I (matriz identidade) teremos o metodo de gradlente e por-

K
tanto Y{AQ) nos dé a diregac de minimizagao. A segulr, vamos uti

1izar este fato para ressclver o problema definido em (58] pelo
método de Newton aproximade, modificando a terceire eguagac para

u = ~ K yf{ty, yit) = C x(t1}.

Lema 1B6: Seja A uma matriz estavel. Entac & solugao a BOUALA0

de Lyapunov {84) & dada por (88},
Com isso, como u = - K y{t}, sntao:

g = -~ K € x{t} {(125]
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0 critério de desempenho J pode ser goorito como segue, em  visg-

ta do lema 16, considerando x, uma variavel alesstdria tal que
Elx s xp] = x5 > O
£ 5
3 = I_ x*{g + C'K'R K Clx dt
0 {1261}
= X, P ox, = T?{P XG]

onde P & solugao dot

(A - BKCI'P+PlA-BKC)*Q+»CKRKC®=D0

{1271
Vamos supor uma perturbagac no yalur de Kl = K para
Ky = kK + £ AK, £ > 0, acarretando perturbaqém na solugan da
2
(127) de P, = P para P, = P + € AP+ £ AP?. Isto implice gue:

z
Ik + £ AK) = J(K} + & TrlaP X)) + & Tr(AP? X))
(128)

Por outro lada:

{A - B KZC} Po * PZ{A - B KZC] « ) + C Kzﬂ KEC = 1
(1293

gqug pods sar re-escrita como:!

+

[tA - B K ,CIAP + APLA - B K0

- (AKC)'(B'P - R K,C) - (B'P - R k,C) Ak C]

FS

{% [ta - B ch}'apz « APS(A - B KiC) o+ c'AK'R AK C
- (AP B AK C) - (AP B AKX C3]

2 .
€2 rap? poak o'+ (ap7 B AR C)] = 0 (1303

+

2
L embrando lema 16 e desprezando termos em g“ de {130},
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gbhtemos:
£53
AP = J exp [(A - B K,0)t] [-(Ak CYT(B'P - R Ky ©)

0
- (B'P - R x,£3°(AKk ©)] exp [(A -~ B K,Clt]at

(131}
2 ® .
APT = J exp [(A - B K,CIt] [C'AK R AK © - (4P B AK ey’
0
- (AP B AK C)] exp [(A - B K,C)t]dt (132}
Purtanto:

20
Teiap x,} = 2 7r { J exp[(A-B chltjii}(B'P-R K,C3 8K €]
| ! .

exp [{A - B K, Clt]dt X}
= - 2 Tr {V(B'P - R K1c1‘aK C} (133)

onde ¥V & solucgaoc de:

(A - B Klzz'v + VIA - B K, £) + X, =0 (134}
Lembrando lema 1 & das expressées {(128) e (133) cobtemos:

3.l

- 2{c vir kyC - 8'PY]

H

[}

2(R K,C -~ B'PIV C’ (135)

Além dissgo, de (132}:

Treap? x ) = Tr {AKTCR AK C - 2 B'aPIv ¢’} (136)

Coensiderando gue estamos analisando perriurhacoes de
segunda ordem em P devida a perturbagas AK em torno de K, pode-

mos Ffazer AP = 0 e de (136) obtemos:



Te{n Vv CTAKTR AK) {137]

—i
¥
iy
Ea
g
By

>

i

Tomando agora somente tgrme de segunda ordem ca axpensés de

Jig + g AKY, temos:

33 € ,
s RARCVEC {138)

1§

{ ambrando (135}, (138} fornscs:

5 . -
A = e gt 2 cv e !
3K

i

w-_,.,&,.... “"1 L 1 ] ”1. ’
gk, - R B'RVCI(EVC') ] (138)

gy seja, numa iteragac k e com o, > O:

-1 * ? -1
Kioq = K™ @By = KT a, [k, - R TBIPVE (c v’y ]
{140)

x

Note que para G, 7 1 obtemos:

. “’li + s"l
Keop = R B PVCIC VE ) (141)

= I, obtemps o© procadimento aprassntado am Kleinman

g gue ss U
{136} coryresponds a

(19G681. Cabe notar também que @ eXpressao
Hi) obtide por Milani {19801, sendo (137] sguivalente a Hzta].

Podemps sugerir finalimante o© algoritmo gue Segue:

Passs 1: Determinar K, tal que {A - B KoL) seja estavel e fTazer

k = 0.
Passo 2: Calcular P, & V. solugoes de:

(A - B RCI'P ¥ P A - B K, C} o+ Q_+ TR KL E o= 1]
' f142)

{A - B KRC3 Uk + VK{A N KKC} + XO



o ! R E ' » - .
Pasap 3: Determinar 3K " 2{R K, C - B'P IV, C" -8 ~ testar S8

Haasawll ¢ €. caso afirmative, Ky & solugas B.EnTr[kaQ]
Caso contrarieo ir para Passo 4.

. - N ~1_1 [ [ -1
Paaso 4: Calcular ﬁKk = Kk R "B kakc (C VKC 3 - definir
D, = bloc-diag AKk'
Passgo 5: Oeterminar:
min  JOK, - a0 = Tr[P(K - a D) X o1 | (143)
a, 20

tal que (K, - aKDki e §(8), definide em (58)}. Ssja a:
a solugao de (1431,

#* )
Fasso B: Fazer Kk+1 = KK akUk, k = k! & ir para Passo 2.

1.8 CONCLUSOES

Procuramos nestes capitulo abranger ds uma maneira sus
cinta os conceitos, taorsmas e definigdes gue Seran largamente

gtilizados no decorrer dos capitulos subseguentes.

Em primeirco lugar, abordamos os conceitos e defini-
cHes sobre esteabilidade de sistemas dinamicos na ptica do sagun-
do metoda de Lyapunov s, em seguilda, extendemos para funnoes ve-
tariais de Lyepunov g principio de comparagac. Na sggao 5 procu-
ramos enumerar os resultades mais significativos gncontrados na
literatura nos Gltimeos tempos, sobre a guestac referents a otimi
zacao em sistemas de controle com restricoes de natureza estruty
ral. Em seguida, analisamos com particular atengac o problema 11
near guadratico com horizonte infinito, onde doduzimos & egua-
Ao de Ricecatil, continua e discreta, = apresentamos as respaecki-

vas propriedades.

Ns secao 7 desenvolvemos o metodo de Newton sproxima-

dp para problemas deg controle Gtimo com restrigoes estruturals.
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II.1  INTRODUGAD

Este capitulo & inteiramente dedicado ao estudo de eg
tanilidade de sistemas dinamicos continuos de grande porte, usan
do a metodologia proposts por Lyapunov {Siljak, 1878, Geromal,
1878}, Mails espacificamsnte, propomos estabelecer a estabilidade
glohal do sistema dinamico, sproveitando a estrutura particular
da sistemas interconectados, caracterizados por um conjunto de
sub-sistemas e uma detsrminsda estruturs de intercongxasc. Par-
tente, procuramos daferminar um conjunte de controles descentrg
1izados suficimntes para garantir a estabilidade do sistema glo-
nal o gue sstejam sujeltos a restrigoes do tipo gatruturails (GE

romel e Yamakami, 18823},

cuhdividimos o estudo em trés partes. Em primeiro lu-
var, estabelescemps as vondigoes de estabilidéda para sistemas 1%
neares continuns com controladores descentralizados {Yamakaml e
Geromel, 1881 a,b). Encontramos na literatura, varios pstudos
sohre este assunto e dentre eles podemos citar o8 de Davisaon
t1g741, Ikeda & Siljak {1878), Sezer e Hugeyin [1878) e Seberi
o Knalil (1982). No final, fazemos algumas cbmparaqﬁes de ordem
numerica gnvolvendn og métodos aqui desenvolvidos e 08 axisten-

tes na literatura.

Numa segundas etapa. fazemos uma aplicagao dos resul-
tados anteriores aos observadores de estado. Nesta area, podemos
citar os trabalhes pioneiros de Sanders & outros {1878} e Siljak
g Vukcevic {1878]) como raferencias que, entretanto apressntam
resultadns de diffcil aplivagao pratica, como evidenciamos em
alguns exemplos. Neste caso as proprisdades sao sstabelenidas X
plorando os aspectos de dualidade e de separaqéo entre estimacgao

e ppntrole.

Finalmente., consideramos og sistemas dinadmicos nao 1%
neares, invariantes no tempo. CDomo sub-produto deste astudo, de-
dyzimos uma metodologia de estimacaoc da repgiac de pstabilidads
(vamakami = Geromel, 1381 b). Fazemos comparagoes do nNosso meto-

g com os de Siliak e Vukoevie (18771 e saheri e #®halil (19827,

As aplicagdes numericas @ comparagoes envolvendo as

diversas metodolingias encontradas na literatura e as que arjui
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sroponmos sac feitas no item seguinte e os resultados 830 analisa

das,

.2 CONSIDERACOES PRELIMINARES

Arntesn de inlciarmos o estudp de estabillidade, fazemos
nesta sspac, & completa caracteriza;éo da_classa de sistemas gue

estudamos neste capitulo.

Como comentado na introdugdo, os objetives de NOSES
analise sao sistemas dinamicos interconectados sujeitoa a restri
pées do tipo estruturais, ou ssja, sdp sistemas dinamicos forma-
dos por um numero de sub-sistemas interligados entre si atraveés

de uma determineda estruturas de interconexao.

Aoki (1872) e mais tarde 5andell = outros (1878} iden
tificaram alguns sistemas deste tipo, referindo-se especificamen
tg & sistemas de grande porte. Certamente, para o sistema ssr In
teroonactade néo @ necsssério gue seja de grande porte,Entretanto
as estudes nesta area se multiplicaram por ter camo ohietivo

analise e determinagae de controles descentralizados.

Seja $ um tal sistema dinamico composto de N sub-sis-

temas Si’ 1 = 1,2,..,.s08, dintearconsntados:

LI=1,x40.N £213

¥y F C. X%

£i4 - .
ande Xy o€ R * representam os sstados do 1-esimo sub-~sistems,
g r{ -

us € R representam o0s amntrolas,yi £ R sao as saidaes e tais
] N N

gue z ny =R, E myEm @ ’E ry = r. As matrizes Ai’ Bi’ ﬁi @
i=1 i=1 i=1

Aijix3 tém dimensbes apropriadas. Aleém disso, por hipotese assu-

mimos gue todos 0s pares [Ai,ﬁij sAdn complstamente gbservavels e

todos os paras [ﬁi'aij sip campletamente controlaveis.

Npsso propésite @ determinar um controle local para



cads sub-sistema Si {chamedo controle descentralizadol) do tipo;

121,000 0 12}

de tal forma gue o sistema global $ seja assintoticamente ‘esté-

val.

Apesar das hipotesss de controlabilidede e de ohserva
bilidade feitas, geralmenite nado é possivel determinar sstes ga-

nhos descentralizados Ki‘ i =1,,..,N com esta propriedads, como

mostrade om Acki [1972) & mais tarde em Geromel [(1979). Em vista

disto, consideramps a seguinte hipotese adicional;

- a@s matrizes de interconexan snitre quaisguer dois
sub-asistemas 1 e J devem ser fatoraveis na forma:

{x} = B {x1C iAd=1,....N (33

Aij i Lij 3
Portanto, Lij{x} deve satisfazer a igualdaede: Lij(x)w

eyt + + + Lz R
Bi Aijix}tj, onde Bi e Cj sa0 matrizes pssudo-inversas de

Moore-Penrose {(Ben Mgoble, 1877} Isto gers uma classe de sistemas
lineares invaerisntes no tempo, gue podemos reprasentar por:
£* = {5 =

5 {(x}) - B, B* {x)CY C,=0, 1#j=1,...0}

A 1 Py Py 3 &y

=l
(4]

A partir de (1] 8 (3}, podemos escrever:
x(t3 = A x{t} + B ult)+ B LI{x)C x(&) {5}
oy, altarnativamente, conslderando (21}:

x{t} = (A « B L{x)C - B KIix(t)
(5} (8
y{t) = £ x[t)

onde ass matrizes A, B, C g K sao bloco-dliagonails compostas de N
blocos cada uma: A = blooc-diag [Alﬁ Az.a...AN], B = bloc-diag(B;

3] ..,BN], C = blog~diag (EI§ G

P LEERE CN) g K = bloc-diag {Kl,

2"



KZ,.S,SKN}, Lix] & a matriz de intarconexao

gdos gub-siataemas, de
dimensao (mxrl =2 definida como:

L11{x3 letxl woaw Lo 0xl

Li{x} = 22 {7

Grafticamante.,

podemos esguematizar o sistema {8} como
na Filgura 1:

FIBURA 1 ~

Sistema Interconectado

A seguir vamos estabelecer as condigbes gue um siste-

ma do tipo (8) deve satisfazer para gque seja estabilizavel

atra
vés de controles locals,

IT.3 CONTROLE DESCENTRALIZADD ESTABILIZANTE PARA SISTEMAS

MEARES

LI~

Nesta secdc e na seguinte analisamos sistemas dinaml~

cos lineares. Portanto, a matriz de interconexas € indepaendents




de estade, ou seja Lix) = L {indspende de xl.

Devide a hipotese de controlabilidade e ubservabilida
de de cada sub-sistema disolado, us pares [ﬁ,g] e [&,C] sao  com-

pletamente conitrolaveis e completamente observavels, rsspectiva-

manta. Com isso, podemos dizer gque os paras [A + BLC, B] a
{ﬁ + BLC, ﬁ] sag completaments controlaveis e compistamente
mxr

pheprvavels para todo L € R {Woenhan, 18974)., Igsto nos parmitae

gnunaiar o seguinte taorama:

Tgorema 1: Sejam as matrizes §§ 8 R simétricas e dafinidas posi-

tivas (0 = g’ >0 e R = R > 0)}. Entéo:

K = R iB'p
{83

Ipvp w £’ € = 0

A'F + P A -PBR
fornece o sistema (6} assintoticamente estavel sg ff @ R satisfa-

zam a seguinte restrigac matricial:
g - L'RL >Q ' £38)

Prava: Como [A;B] e controlavel e [ﬂ.cj & observavel a solugan
definida positiva da enuacio de Riceati (B8} e tnice 8 nos forne-
ce uma fungao da Lyapunov vix) = x ' Px, Ogsenvolvendo sua deriva-

da em relagasc ao tempo s em vista de (B) e {8), obtemos:

dvix{tdl | =rn L 'py =
dt
= x'[(A+BLC - B R™YB'P1'P + P(A + BLC - B R”la‘mjx

(103

Adipionando o subtraindo C'L'RLE e tendo em vista {8}, ocbtemos:

dv(x(t)) _ -1 3

dt

' [8°QC - C'LTRLE + {LC -R "B'PI'RILE -R *B’PY|x

{111}

Fazendo G = LC - R B'P & lembrando gque vy = Ox:

S P S PR P N O R PR Y EEL L LS



el ¥ s . PR
vIXEEI) L ytig - U'RLIy ~ x'G'RGx
gt
€ - yig -~ L'RLJy {123
Finaelmente, levando em considéragas [(89), temos gus

vix{t)) g ©. Istp prova & estabilidade do sistema glicbal. A esta
bilidade assintotica pode ser provada, lembrando que a sglugas
de {(6) & x{t)} = exn {(A + BG]t}xU & qQue um xﬂ# 0 g BRY tal LB
vix{tl) = 0 ¥t 2 0 nado existe. Isto porgue, c©aso acorra, teria-

mosi

' i T ;
eiﬁ*EG] S RE e[A+BG}t

X = 0
0 o

X' Q{F\“‘BG} £

c'(g - 'RLIC B{A+B§Jt = 0 Yt 2 0
o : o
{13}
o gue implica:
c etk -0 Vi 2 0 (14}
aque £ impossivel poils o par [},C] 6 observavel. Isto conclui a

prova do teprema.

Este teorema prova a sxisteéncia de um conjunto de ga-
nhos que estaebilizem o sistema global [8). Este conjunte & forma
do pelos ganhos K gue satisfazem {8), determinados a partir de
I & R que satisfazem {8)}. Portanto. podemos seglecionar estas ma-
trizes satisfazendo [9) tal gue o ganho fornecido por (81 tenha
uma estrutura pre-especificada. Fornecemps, a segulr uma maneirs

de obter controle descentralizedes, através do seguinte teorema:

nnde B 2 um pscalar positivo tal gue:



AT g 1 ta e+ ¢ AR s L s s

]
L 2 .
B > max LR I | | (16)
X w R
Damonstracan: No teorsma anteficr, fazrendo § = gI e R = pl,
abtemos s
2
=g el (17)
4]
.+, P
2 de {B) temos que K & B (7;} onde:
PO OO0 S Y O i O R O o -5 TR (18)
P 14 P 1Y P .

Come em (18} todas as matrizes sdo bleco-diagonais, €

-~

£4cil de ver gue. Ffazends P o= {Jil, ohtemos {1%}. Portanto o i{go
. P -
rema ssta provado.

A expressac [18) define a condigao necessaria e sufi-
ciente para que se tenha § - L'RL > 0 com § = g 8 R = pI. Mo
sntantn, para determinar o valor de B & preciso manipular a ma-
triz L de dimensao (mxr},., o gue dependendo da dimensac do siste-
ma glehal pode ser ume tarefa bastante diffcil, Relaxando & con-
digdc necessaris, podemos obier uma maneira mais facil para de-
terminar controles que estebilizam o sistema global, 0 seguinte

tporema estabelece o procedimento.

iacrema 3: 0 sistema (6 & assintoticamentea estavel com o contrt

e descentralilizado:

i“l;.u-.N . {lg)

P+ T

3 T g Ay 7 Py By Ry By by g By Ly =80

ande O, » B, I, e B, sao escalarss tals gue & matrilz

Fo= {#,, = - B, 6§,

gy * lILRL

i ‘jH I3 i_;-'l’sat:Na j"“"}»a»ﬁnpN}

{203

onde 6, & o simbole de Kronscker, satisfaz a condigan de

3



Sevastyanov -~ Kotelyanski (Siljak, 1878),

Demonstragdo: Assumindo em (8) R = hleoc-diag {ﬂl. Rz,...RNJ @

§ = bloo-diag £Dl....,QN3 obtemos (18}, Com isso, a condigaa
{8} impiica qgue o sistema linear 7 = {-Q + L'RL)YZ deva ser assin
toticamante astéval. Alternativamente pode-se ssorever:

N

* o . ¥ - .
z, E}izi + jgl LiR szj i=1,..N {21)

de L R sip tai L= [ L L. ¢ 54
onde g £ sao tals qus = Ll‘ greaesbyle omeo Qi san ma
trizes simétrices definidas positivas, podemos considerar Vi[zi):

= “Zi]|£warma Fuclidianal como fungao de Lyapunov, para todos os

»

sub-~sistemas desacoplados Zgy = - aizi, Lembrando guea “Zi” =
= Ezgziil/z, darivando vifziE em relacan ao tempo. obtemos:
. 2i9.7 N
1¥i=4 ] ¥
v (Z0) = - e v (20 ¢ Vg }; LiR L,Z,
2.7 i=l
i*1
N \
€ “Apgp (053 v (2,3 0+ ][v\;illjél{lt_in lei sz“
{221
Como HVvi” = 1, podemos re-escrever (22} como:
. N .
vilZ,) € mh, (00) v (2] - jgl i Lj“ v
N
$ -Bvy ot E I lel v i=l...N [23)
i=1
Definindo V' = EVI’”“”N] g consideranda {20}, a desigualdade
{23} pode ser re~escrita como:
¥V & F W {2473
£ sabido nus a estabilidade sssintdtica do chamado
sistema de comparagan W= F W, implica o mesmo para (21} {Gero-

NxN
mel, 19791, A matriz FER tem seus elemantng fora da diago-
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nal néno negativos e & assintoticamente estdvel se & 806 se F  sa-

tisfaz a condigao de Sevastyvanov - Kotelyanski:
K
{~13 ﬁk£F3 > { £251)
e &RfF} 8 o menor de ordem k de F. Isto prova o tsorema.

Corelario 4: O sistema global (8) é assintoticamente estével com

o controle dascentralilizade (19}, se Bi > N|19”1[Li“2, onds
Qi @ ﬁili‘

- N . .
Oemonstracaoc: Como o vetoer V € R e nao-negativo, oom {24) obte-

men s

¥

v g F Vg FV " (28)

ande

T
it

,....\,.\

~hi

1y " *gisij + Hog ! HLj” , 1,3=1...N} (271

Nesta forma, a sstabilidade assintdtica do sistema de comparagao

@ = F & 1implica o mesmo para (21) e serd assintoticamente esta~
vel se e somente se existir um vetor positive W = [Ql.,;ﬁwj tal
que F W < 0, o qua 8 equivalente 3 condigdo de  Sevasityanov -

Kptelyvanski {(25) (Fiedlar e Ptak, 18827,

Escolhendo ﬁi = 1/ HLjI|, 3=1,....8, obtemocs:

By > M HR|IHLiH2 $el...N (28)

¢ que prova o corolédrio.

Apesar do resultado acima fornecor uma condigan S
naas = “teoisnte, wle 8 animador uma ver guse caloular 81 em (28} e

ham mais facil do que caleular B em (18] poils., enguanto HLll en-

volve uma matriz (rxril, Htill envolve o calculo de apsnas um au-
to-valor de uma matriz de dimensao {rixri], 0 calculo de ||R”
tambem & Ffacil pois B = bloo-~diep [ﬁl, R?,o..,ﬁml & |]R[] = Max

R, 1 = 1...HY,

i



o teorema 2., verificamos gque aoxiste um compromisso
entre o ganho e o grag de estabilidade. pois Py em (15) & funcao

srespente de B e a condigan de estabilidade & dada por:

v € - yiBI - L L)y
2 2
g - 8 - Huellm o iivl (239
Ou seja, guanto menor o B8, "menor” Ki mas por outro

lado, iste deteriora o grau de gstablilidade. O teorema ssguints

fornece uma maneira de eliminar esta singularidade:

Teorema 4: O sistema glohal {61 sera assintoticamente gstavel

com um grau de estabilidade a4 > 0, se fizermos:

¥
i:}-auﬁm gaa}
EAi + aIii Py o+ PilAy + aly) - Piﬂigipi * gcici = 0
2
com B “IlL” .
Prova: Derivando a fungdo de Lyapunov v{x] = x Px em relagda ao

tempo, onde P & dado por (30}, temos:

vix) = x [(A + BLC - BB'PIP + P(A + BLC - BB'P)]x

(311
Somando e subtrainde 2ZoP + C'L'LC, obtemos:
v = x'[-8C'c + c'L'Le - (LC - B8'P)'ILC - B'P) - 20F])x
= -y (BI- L' Lly - x'G'6x - Zox Px {32}
snde § = LT - B'F. Portanto:
v £ -2avix) ' (333

0 gue prova o teorama.
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Alguns exemplos de aplicagadc numérica séoc feitas no
final dests cepitulo paera compararmos 08 rasultadeos obtidos com

os enconirados nas literatura.

A seguir estendemos os resultados anteriores para 08

ohservadores de ssiado.

TT.4 OBSERVADDRES DE ESTADC E A PROPRIEDADE DE SEPARALAD

Npate item, mostramos gue os resultados obiidos i
item amterior, podem ser aplicades psara a determinagan de obssar-
vadores de estadp descentralizades, para um sistema continuo &

tinear, dado em {1},

Suponhamos qus desejamos determinar os gstados de ca-
da sub-sistema locgal Si’ 1 = 1,...,4, através de um ghservador

local {S5iljak e Vukocevic, 18781%:

w, (bt} = A A

i iﬁitt}+aiui£t3+ {thﬁi[yi[t}»cixitt})

133

W, 03 2

3=1
jri
iSil iwl...N £34)

A implementagio da um observador local num sistems in

tarconectads, podse ser esguematizado graficamente comg na Figu-

ra 2.

i

L Ri3%y

=1

AL ?i

el

Y g e B

§‘ e -
A, L% xi

PRl |

344

FIGURA 2 - A estruitura do observador local relativo

an syb-gistema 1.



Defininde errec de observagdo como sendo s, (t) =
= xi[tE - iiit], de {1} & (341, obtemos:

M

eiit} = iAi - Hiﬂi]ei[ti * jzz Aijejit}
j#i iﬂlﬁﬂlm {35}

ei[G} = xi{D3 - xi{03

: N
Supondo que S = U 8, pertence a C* dado sm (4}, po-
i=1
demps sntao gscrever ¢ errc global como:
a(t) = (A + BLC - HCle{t)
e{0) = x{0} - x{0} (36

g o problema € determinar o ganho H, bloco-diagonal {Hl,..,, HNJ
tal que {(36) seja assintoticamentie gstavel, Para isso, pelos mes
mos mutsivos indicados no inicio do item anterior, podemos enun-

ciar o segulnte teorama:

Teorema 5: Sejam § e R matrizes simetrices e definidas positi-

vas. Entao:

{371

1

AW+ WA ~-We'RCH+BOB =0

fornece um ohservador assintpticamente estavel se § e R guardam

sntre si a relagao:
D -LRL >0 (38}

Prova: O sistema dado em {3B8) serd assintoticamente estavel se o

seu dual:

E

att) = (A" + Cc'L'B’ - .'H"Ialt) (393



cambénm for. Assim, como na prove do teorema 1, vialt}) = a'Wa
& funpgéo de Lyspunov, onde W & a dnica splugdo definlda pesitiva

do {37}, Tomands a derivada em relagdo ao tempo de vi{altl), te-

mas
via) = -z°'{Q - LRL')z - a G'RGa € -z (G ~ LRL Iz
{401
gnde z = B'a e § = L'8° - Rﬂlﬁ W. Para provar 8 estabilidade as-
sintdtica basta lembrar que altl = exp {{(A'+ c'sit)al{nd e que
ndo pode existir t > 0 tal gue vial = 0 pois casoc isto OCRTYra,
teriamos:
[} o ! ft . 13 ?
ar(g) o RFCBY T Gep o JUATREIEIT Ligy oo
¥t = O (411
fa'+C'Bl'L \ (A*+C'GIt
a*f0] e B{Q - L RLIB @ ) aldl = 0
g gueg implica gue:
Bt o ATTEIEIT 4ig) = g Yt % O (42)
o que 6 impossivel pois [A,B] & completamente controlavel. Isto

conclui 2 prova do teorsems.

£ interessante notar queg o teorema e a sua prova aci-
ma sao bastante semalhantes ac teorema 1 & & prove dests. Todos
cs tooremas apresentados pare o controle descentralizado podem
ser generalizados para 0 nhsaervador descentralizado usando a

jdéia de correspondencia dual de matrizes:

Primal Dual
A A’
B c’
o B’
L LY
K B’
controle absarvador

desventralizado descentralizado
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Com esta tahela, todos os teoremas & as SUAsS PIroVas,
duais aos fornecidos para o controle descentralizado, segusm 1ime

diatamente.

Com isto, dispomos de uma metodologia - ralativamants

simples para estimagéo dos sstados locals. No item II.3 desenvol

vemos uma manegira de implemwentar cantroles descentralizados u; °

wKix , 1 0= 1,..0N de tal forma gque mantenha o sistema global es
tavel. Em situacgpes onde os estados nao sap disponiveis, tornam-
se nocessaric a adaptaééo de ohservadores locais que fornegam 03

estadps para o controladores lpocais. Neste casoc temos:
A = e }‘2 i""’1¢-lm £43}

B o ssousma pude ser colocado comeo nae Figurae 3. Para gue © siste
ma conjunto,. shservadores e gontroles locais, seja viavel e pre-
ciso garantir a estabilidade do sistema global. Isto é possivel
gragas a propriedade de separagao verificada pale cvonjunto obser
vador e controle locals. Podemos mostrar isto, a partir das equa

coes dindmicas. De (5) e (43} temos:
Yie)] = (A + BLCIx({t) - BK X(%) (443

a de (87 e (341 temos:

"

S0t1 = [A + BLC - BK =~ HCIXx(t) ¢ HC % {45)
i §oe
L
Ui e
e Bi Wi

FIGURA 3 - Controle local utilizando um observador local.



- B7 -

Tamands a dinamica do sistema @& do obssrvaedor simulta

naamants obteamos

" ;?.Et}"i A+ BLC ~BK s it}
i: {48)
L:?e;(t}_}l t HE A+ BLC - BK - HT ®{t)
Aplicando a . transformagao:
I s'] [ oxit) | x(t) 1 [ %0t}
| = - (47}
¥ ~1‘J i{t}J x{t) ~ x{t) et}
om (481, Ficamos com:
f%(t} A+ BLC - BK BY ”xEt3_1
o (48)
eft) 0 A + BLC - HC - e{t}j

Partanto, se garant{rmos e estabilidade do controle e

dn abservador, temos o sistema conjunto gsstavel.

Na mesma forma como no caso de pontroles descentrailza
dos na secdo I1.3, nesta segac deduzimos as condigdes para obte-
mos ohservadoress descentralizadas, numericamente facil de serem
gsatisfeitas. Mostramos gue & implementagan de um controle descen
tralizado utilizando observadores descentralizados & perfsitamen

te possivel.

I1.5% EXTENSAD A0S SISTENMAL DINAMICOS NAO LINEARES F ESTIMACAD
ng pominIo DE ESTABILIDADE

Nesta secan sstudamos a pstabilizacao descentraliza-
da de uma classe de sistemas dinamines nao-lineares & invarien-
tes no tempo. A classe de sistemas agui tratada & aguela defini-

da na secao 11.2, com a nao linegaridade localizada na matriz de
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interconexso Lix)., Portanto, esta segao pode ser consideradas
com uma extensac dos resultadeos anteriores. pbtidos para siste-
mas dinamicos lineares. Como sub-produto do procedimento para
datorminar controle descentralizado que estabiliza o sistems glo
bhal, propomos uma metodolegla pares patimar & regldo de sstabiili-

dade destes sistemas.

Neste caso, @ sguagac dinamics do estado g da forma
camn dado em (B} e a matriz de interconsxas Lix) € g™*Y 5 dada
em (7). Cabe lembrer gue as matrizes A, B, L e K  sao bhiocoo-

diasgonals come No Casd iinsar & estudamos siatemas pertencentes

5% plasase 0% definida sm (4],

Assim sendo, devemos considerar dois problemas:

al determinacaoc do controle linear descentralizado
by @ “Ky Ky $ = 1...N, tal gue x, = 0 sajs assin-
toticamente estavel.

h] estimacao da regido de sstabilidade x* g v* = R

para o controle determinado em al.

Vamps assumir gue a matriz de interconexag L{x] &
val que, para £ € R, tal que £ >||L(U]“ ., 0 conjuntos
" 2
arey = {x e RT ] llLixdy i) < g} (48)

nao 6 vazio o define uma vizinhanga fechada da xg = 0. Entao, pg

demos enunciesr o seguinte teorema:

tsorema B: D asstade xg = 0 do sistema global (3) & assintolica-

mente sstavel 8 tem uma regiac de estabilidade V, & V, s a &a-
- '}. t - -

triz de ganho K @ escolhida tal gue K = R "B P, onde P & a unica

solugan simétrica e definida positiva da pequagac de Riccati:

A'P s P A - P B R ipntp + 'R C o5 O (503

o > L IxIR Lix) ¥x £ Vg (511}
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Frova: Como na prova da teorema 1, escolhende vix] = x'Px s deri
vandp em relacss sc tempo obtemos:

L]

vix) = ~y*{Q - LT{xIR Lixi]y - %' G [xIR Glxlx

#

-yt - LTOOR LIx)y (52)

-1 ¥ Kl -
onde Gix} = Lix1C - R "B'P. Portanto vw(x) & 0, V¥x € Vi, A solu-
cap da {(B) & dada por:

t
x{xl = @it}xa - J Pt ~ )8 Glx{T)) xitldT {531

Q

nnde ${t] = sxp [ﬁ{], Segus-se, portanto, que um X # 0 tal gus
gixft1l = 0, ¥t » 0 nao pode sxistir, pois, Caso sontrario, de

{82] teriamos gue Gix{t))=0 implicando gue:

A
- E X = 0 Ve 2 0 [{54)
o que & possivel desde que o par [A,C} & ohservavel.
A partir dos resultedos deste teporema podemos fazar

duag consideractes. A primeira € sobre @ pstimagao da regiao de.
sntabilidade, ou seja, & preclso determinar uma regiac  limitasda
tal gue a establlidade do sistema giobal ssja pnossivel de ser es
tabelecida., Isto porgus a restrigac (511 & fungho do estado e @
necessario gue seja satisfelta para tnda trajetoria, Podsmos cofn
sgguir isto fazendo cof que o repido de establilidade V, seja a8~

timada por V, onde:

wano Vo um aascalar positive & ser determinadno tal oL

U, & R{E,] onde I, pode ser definido coma:

ni . e
s e > IO {56
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pars um dado par (@, R) escolhide, tal que a restricac {511 seja
satisfeita. Istp 6 possivel uma vez gue {51} define uma vizinhan
ca nap vazia de x, = 0, Gom istp, assegurames que para um dado

A € V., teda trajétéria xf{t}, t » 0 esta contida em Vs

Podemps melhor visualizar estes aspectos, analisando
ss dominios de O » L {xIR Lix) e de D{Eg4l. Ue ({58} temps  que
" [ ] - -
Aminiaz > HM{R]” Amaxiﬁg 2|1L (xR L(x)” e pcrtaftc R(E,) esta
contido no dominio da restrigds (51). Como R{Ey) e independente
da fungas de Lyapunov, o dominio resl de establlidads g dado por

Ve OfEg) definide em (53}, Ilustramos na Flgura 4 ps dominios

FIGURA 4 - Interpretagfo geométrica do tesrema B,

& segunda consideracac 8 sobre & sstrutura do  ganho.
Como gueremos um controle descentralizado, podemos sscolher § 8
8 tal que isto acontegs,. 0 tsorema gque sggue nos fornegce gstas

condigdes:

Teorema 7: 0 estade x, = 0 do sistema global S g assintoticamen-

te estavel, se & matriz de ganho descentralizado K = blioc-diag
(£, Ky,....Ky) & escolnida coms Ky < B;Pi onde P, é a dnica so-

lugdo simetrica e definida positiva da sauagan de Ricecatl:

Ai Pi + Pi Ai«‘pieiﬂipi + SCi Ly = g i=1.a.N {571




g uma estimegén do seu dominic de estabilidade ¢ dado por Vi, em

{58} com v, tal gue:
a
v, T max fv | vetty & (R} (581
Y
2 n N
para gualguer § > Hecoy §f e Veltd = {x e R | ] X Pax, & T}
i=1

Prova: Fazendo Q = BI ‘& R = I, (501 nos FTornsce P bloco diago-
nal {e portanto, K serd tamhém) obtendo facilmente {571, Aleéem
disso, a restrigdo (51) & satisfeita para gualquer x ¢ R(8] 8

nortante (58) nos fornece a melhor estimacado da regiac de establ

lidade de x,. com a fungao de Lyapunov dada por:

D s
vix) = 3 v, () = ,2 x! P, x {59}
ial i=

g o teorsma estad provado.

0 teorema a seguir estabelece as condigdes para esta-

bilddade expongncial do sistema global.

Teorema B8: 0 sistema global (B) sera exponencialmente estavel

vom um gray de gstabilidade o se fizermos:

5. B, P, +B8C, C, = 0 (60)

(Ai+ ali} Pi4vP1€&i *mIi} _Pi 5 By Py

8 o dominio de estabilidadse ainde £ dado como no tecrema 7

Ermva: A prova deste teorema segue Imediataments do teorema 06, fa
rendo como no teorema 7, B = A1 8 R = I, Alem disto a regiac de

estabilidade ainda é ¥, dado em (58], como no teorema 7.

A megulr, & interessante fazermos andlises de dois coa
sos particulares: o caso linesar gue € um caso particular nom

i {x} constante e o casc bilinear, onde LIx) & uma fungao linear



da ®.
a) Cazso linear: neste nasg L independe de x s porian-
te (871 da o controle desceniralizado gue sstablliza o sintema
2
glabal, desde gue se tome B8 > {{L]| . o que implica QIB) = R" e

portentno Vg T implicando gus Q* # QIBY = Rn.

b} Caso bilinear: auuil, um sub-sistema pode ser escri

o pa formad

. N
) e = AL g (R By oug o 321 Agylxd %, 08)
hE (813
yiit] = Dy xiiﬁ}
s = =
& om %ijtx} decomponivel na forma Aij(X] B, Lijixlﬂi, com
t.. {x} =0 & L,,.lx} sendo uma fungao linear de x & R%.
ii _ i}
Como no caso anterior, o tsorema 7 fornece controls

2

dascantralizado vy o= "ﬁi Pi Xy 2 0% 1,....MN, com Pi ghitido gm
(87} e Q* é dado por (58}, A detarminagao de v, segundo (58], as
vezes, pode aspr bastante di¥{eil. Uma maneira alternativa de es-

fimar V., pode ser como solocado a segulr:

Z "
Heeoll” =2 [L'oo toa] ¢ 1e [L700 Lix)]  vx e R"
{623
pndemos definir uma nova estimagao:
» " i
Ve = {x € R | Z xg Py oxy € Vol (83}
i=1
com v dade pela splugao des
v, ® min {qu xg Pyoxy [ore [L70x) LixY] = B} {684}
Com isto obtemos §* e UV, © GBI, Escreveando Lixy = {d£3x°

d . e rT, v

13 3 j} a expressaéo TriL () L{x)] fica:



K

| N
Te [L7ix) Lix)] = § w'od,, d) % (65)
451 3§1 13 7L

o gue permite reeascraver (64} como:

-~ T

v, ® min {x' Px | »x Wx - B} (68)
P
i M
ende P = bloo disg (P, Poae.auPy) e ¥ = ] dyy dyq > 0, B
i=1 j=1
equagdo (68} é um problema de otimizegdo que podamos resoclver

ysande o Lagrangeang!

¥

Lix, A} = x Px + R[S - x' wxl {67)

Portanto:

ZPw -~ 22X Wx = O
{6581
T bw = B

o gue implice [P - AWIx = 0, ou seja A tal gue dat [P - AN] = 0,
Par ocutro ladeo, como Px = AWx, podsmps esorever:

% Px = Ax' Wx = AR (89}
ou seja, o problema agora a:

v_ o= f omin {32 | det (P - AW) = 0} (70}

o
A
Cam isto, sstabelecemos uma manpira de encontrar con-
troles descentralizados para um sistema dinamico nao linsar, tal
que gstabilize o sistema plobal {S5). Como neste caso nao podemos
n
garantir » estabilidade global para todo x € R . estimamos tam-

mem ume regiac fFinita de sstabilidade Vs

Ne secgao nue segues, aplicames os resultados tecricos
obtidos s sxaemplos numerices s fazemos analises e CompAracoes
frente a resultados ubtidos por outros metodos encontrados na 11

teratura.



I1.58 EXEMPLDS E COMPARACDES

Apiicames os resultados tgoricos obtidos nas SagoBs
antericres an exemployg para mostrarmos as caracteristicas numeri
cas dos motodos propostos e também para fazermos algumas compara

shes. Tratemos guatro exemplos.

fwemplo 1: £ o exemplo fornecide em Sezer e Huseyin (1878}, cons

rituide de 2 sub-sistemas linearas intercansctados:

]
ok
e
O
]

[Ly,] b 3 1j><2

[
H
[
i
H
| IO
ot
Fa
+
[
=
P
-
H

(5]

- 0 1 0 [ g
>:2 = D0 1 |%,*) O ju, * o [E'_le {1 1]}(1
g 1 O 1 1
{‘523
Vo & [1 1 13:(2
N
com HL12|] < 1 e HL21|E < 1. Seja a matriz de interconecgao
Log sz? dada por:
) le 0 G.9
L = =
Loy 0 _ ».,g’gm, \__.H.O_.
Ly b2

Calculando os panhos descentralizados atraves de § mé

todaos obtaemos:

- Métoda 1: proposto por Sezer e Huseyin (18781,



4,00) K, = [32,00 45,00 13,00}
proposte por Ikeda & Siljak {19781 . Usando ¢ = 0,
u} w= 2,82, Ug = 7,41 e, portanto, garsntindo apenas & gestabilide
de do sistema global (e nio o estshilidade assintotieal, obta-
mos:
k, = [0.,98 4,08] kK, = [1.88 5,40 3,96]

H

Método 3: pelo método proposto por Saberdl e Khalil {1982}

kK, = [3.89 3.69] kK, = [B,93 5,93 6,93]
- Método 4: pslo teorema Z propasto neste capitulo, usando
4
g = 1> L™= 0,81
k, = [0.41 5,68] kK, = 1,00 3,38 2,78]
- Métondo 5: pelo corolario 42pr0postu neste capitulo, usando
By =3 e By =1 pois HL1H = HLzll = 0,81, obtemos a mesma

solugan do caso anterdor:
Ky = [0.41 0.68] k, = [1.00 3.38 2,78}
Exemplo 2: Tambeém & um sxemplc fornecido por Sezer e Husesyin

{1a78), desta vez constitufde de 3 sub-sistemas iingares intercg

nectados.

—

= Xy % by * [lej [1 0

Ix,




i‘“‘v—i oo ¥ -3
R P N O
{1 1 o o 1
0 -1 3 \ ;
* 1 2 [L21:1 Y Xl * D“zg-] [1 G:}xg H
fa 1
= {1 0o 1lx,
i o 1 1 0 1 1 1
= KB& L23+ [:LSI] .‘s(l
-1 -2 0 1 0 1 o 1

- ® 4 :
cnm a matriz de interconexao L € R dada por:

g 9 1 0O |
10 1
f 0 by o 1
- 1 1 0 1
Loy 0 Ly,
1 1 0 D
Ly; O "
i1 0 o]
. Lo
L L. L.
1 2 b3

Caloculando os ganhos descentralizados segundo os 5 métodos usa-

dos no exemplio 1, temos:

- Métodp 1: proposto poar Sezer e Huseyin {1878):

0,82 i86 74 15 1

o

kK, = [bo &

~4 0 D -1 3



867

- Métpde Z: proposto por Ikeda s Siljak {18781, assumindo o = 0,
iy JNC I Uy 13 e Ug 7 11, parantindc apenas a estabilidade glo-
bail
Ce2,76 2,50 2,33 8,78 1,121
=3 i“-". ey 2=
k, = {0,897 0,59] &, K
-0,81 4,568 8,54 1,12 3,83
- Métode 3: Saberi e Khalil (1982}, néc é aplicavel.
- 2
Método 4: caloulando a partir do teorema 2. Como J{L]} = 9,3,
T —— -
ysando 8 = 10 > HLWw
1,23 0,26 1,231 2.84 0,53
k,o= [1.74 3,18] x, = Ky =
2,46 0,52 2,45 0,83 G,149
- _ e ' ; 2
- Métodn 5: calculando a partir do corolaric 4. Como |;L1H = 8,
2 2 -
§|_L2H = 1 e |]%~3|| = 2z, assumimos B, = 25, B, = 4 @ By = 7, En-
tao:
0,71 0,18 0,71 2,40 0,48
k, = [3.20 §,48] K, = Ky =
1,43 10,32 1,43 n,48 0,17
Fazemos, & seguilr, uma andlise comparativa dos resul-

tadoyg obtidos

nos dois exemplios gue acabamos de Ver, apontands

saracteristicas numéricas de cada metodo.

ohtidos atraves

i . 172
norma trago: |Jkf] = { } TriK, K, Y
1=1

Em primsire lugar, g intersssante comparar as ganhos

de & matodos acima. FPara 1isso vamos considerar a

fid

E=

chtemos



1ESY
METODD
EXEMPLDO 1 EXEMRLO 2
T 57,21 113,3
TI 8,06 15,1
TIY 12,00 e
1Y 4,54 6,1
Y 4,54 7,3

PFodemos verificar gue o8 matodos agul propostos resul
tam sm valoren de HKI| sensivelmente menores gque 085 metodos &n-
contrados na literatura. B matodo proposto por Sazar 8 Husayin
{1878 alem de fornecer ganhos grandes, € um procadimento bastan
te trabalhoso e heuristiceo. O metode proposto por ITkheda & Siljak

{1578) pode ser resumido por:

o by
Ki ol oy ﬁi Pi
i=3.. N
Ai Pi * Pi ﬁi - Pi Bi Bi Pi + Nii =
onde Wy g tal que:
o 2
u, » 1o¢ E ey lel $=1...N

Notamos que os genhos obtidos por este método cresce
a2 medida gue o nimero de sub-sistemas aumgnta, mesmo quae 2 Nnorma

da matriz de interconexao seja pegueana,

0 métoado proposto peor Saberi e Khalil {1982} tambemn
fornecem resultados mails conservadores. U0s autoraes justificam
isto, apaiando-se no fTato dus seus motodos seraem apropriados pa-
ra aistamas naao lineargs. Estendemps 0s NOS308 resuitados para

sistemas nao lingares B8 entao, na examplio 4 fazemos nova compar



rAGAD .

mmmmmm 121 *
p B R 0 J ( 10 0
X & 0 -2 Xq * 0 3 Xy + g 1 0 Uy
(5.9 g 1 -1 i { g 0 1
y, = B 1 1x,
1N
i -3 0 y 2 1 0
N ¥y ¥ Xy * Yo
{523 i -2 g 1 1 0 1

H

[ﬁ lj Xy

A squagaoc dinamica do ebservador de estado descanira-

iizado é:

feo o -2 148 5
- H
1 8 2 g & chl z 5]
S« 0 1 -1 .0 0 g -~ | mme=e- R 8
“““““““““““““ b e e e e e e \
4
oz 2 0 -3 0 M2tz
O 1 S -2 ]
Btilizandc a metodologia epressntada em Siljak £

Yukpavic {1878}, cbtemos as saeguintes valoret para observadores

descentralizados que mantém o sistema S estavel:

= {25152 -52685 53771




P ?Q -

1y auto-valores do pbservador realimentado com o8 ga-

nhog acima $a40:1

1 .
1 Ri

31 w ~78,41 12 = 3,0 5 " ~3,03
2 - 2
A = -16,77 + } 15,82 Ry = -18,77 - 3 15,82
Aplicands o meétods agul proposto, com:
s -
bip = | B @ boy ™
1
22 2
HLii = B1l, Usando B = BL > |{L|l . Obtemos:
W, = [10,0 13.0 0,0}
H2 = [“#8 ?»G]
¢ os suto-valorss ralatives ac observader ficam:
1 1
13 s -12,03 kz = 2,82 XB 1,04
2 wn - 1 un -
AI = -f,52 kz = ~0,7%8
i . 1/2
Calculands [[H]l = { § Trin; H,} . sbtemos & ssguin
te tabela: i=1
METODO He il
4i1jak & Yukeevic = 26,000
{1978}

nosan 18,69




A

A tabels acima mostra gue 0% nossos resultados 540
nam msihores gue os do B5iljsk e Vukcevio {1978). Além disso, i
nosso metods & bem simples de se dmplementar numericaments, 2if
contrasie com o motedn de Siljak & Vukoevic {1873) gue & bastan-

te trabaslhoso,

Exgmplo 4: Analisamos agui um problema sncontrado em Siljak g
Yukeevio (1877 para exemplificarmos o metods que propomos no
jtem TI.5, ende sstudamos a estabilizacgao de slstemas nao~1i-

nomarss o a sstimagido do respective dominio de gstabilidade., Mes-
te problema ¢ sbordade o controle de um telsscéplo de grande por

te {LST - Large Scale Telescopel.

A dinamica do LST & representada como segues

% = Ax + Bu ¢+ B Lixlx

cam x° % [Xyy X35 Xg1 Xpp X3y ¥gnl B u' o= fuy, ou, u,l. onde:
"o 1 o 8 0 0] oo 0 o]
g a 0 0 8] 8 85,82 G g
0 0 0 L 0 0 0 0 0
A = B =
) 0 7 a 1} 8] g 13,68 U
0 o 0 0 a 1 D { 0
' o o o a o] 0 o 23,21
g & 3 g o “Q.GUESXZE
Lix} = | 0 0,0B4x,, O o 0 0

g D 0 -0,081x,, O 0

[ A—

obtamns imediatamentea



i 1
2 i”’ia?aS
0 0
{ i 4] 0
al gz = 8 53 =
B5, 67 t__lE,fSB 13,21
Considerandes § = bloo-diag 18111, SZKZ’ Bgisi oom
G.8 =g 83 = §,81 =8 Ci = Ei’ { = 1, 2, 3, do taorema
© o, 81038 6,01045 ] 0,88288 06,06533 ]
Py o= B2 =
| 0,01048 01,010588 | 0,06533 0,07047
" 0,01588 0,00757 |
Py =
| 0,00757 0,01200
o gue implica:
K, = [0.8944 5.9060] K, = [0.8844 0.9646 ]
Ky % [0.2000 0.1586]}

Saberi & Khalil (19821 abordou este Mesmo problaema,
asaim wome Siliek s Vukgevice {1g77), Para fazermos uyma campara-
cao, pracisamos tombhrar que gxiste um compromisso entre as magné
todes dos controles s os respectivos dominios de estabilidade.
Asaim, inicialments comparamos 0S8 controles para, posteriorman-
ke, compararmas os dominios de estabilidade para ps controles

considerados.

0s valores obtides por S5iliak e Vukcevie {19771 fa-

rTam:



k., = (2,82 ©,3388] &, = [17,84 2,5 K,

8 Gabsrl e Khalil, (1882) obitiveram:

Ky = [8.0949 0,0848] K, = [0,8923 0,8923]
Ky = [p,8580 0,8550]
Fortsnto, usando norma irago, ficamos com a8 sgguints
tabela:
.
Metodo Siljak Saberi Nosso
el 25,81 1,75 1,84
Como L {x} Li{x) & bloco-diagonal. & simples calcular-
s G* gomoe sm {58}, do tsorema 7: §* = {x e R" I vix) < vm},

onde:

<
i

min {vi) | v, ¢ (81}
k4

|

min {Vﬂ}, Voo UQB}

SOm oV, dn or:
ai da M

Voi = {min x, P, x4 i ]x12| = 61}
Xy
U wvalpres des ei san shcontrados fazendo Com guse

2 2 ,
HLix)[{ $ B, bu seja, ”Li{xi)” < Bi’ i= 1, 2, 3. Com isso

ahitemos:

an w PR Voo = 9,92 Y43 = 1,64

o gue nos fornace:




3
- : 8 b ?
= 1,
Ve = {xe R | ] xg Ppoxy € 1,64}
i=1 . :
drilizando a expressac dada em (83} e (70), dervemos
ter V. = {x ¢ R vix) g Qg} ande:
s . 3 ¥
¥, = min {«’Px | x Wx Smin}
X
= Bogn min ¥, Vo, Vot
e - I - E2 o -
pom V. miﬂ {% | det ey Ay ) 0} & We=>blpc-diag {ml, W, .

m3} ¢ tal gue:

e 0 fon o L I 7
¥ 1
o LOB1° 1 D 0 p o 0
____________ L
1 i
1) 1] PO 4] t0 &
W= H P
y a S .0028° Y o
mmmmmmmmmmm B o o ol e W e - W md mr o Ml mm e R me R am ome me e me
o ¥ Lo 0 Lo 0
; : )
0 o i 0 s L084°
Ansim, obtsmos:
v g 9 e GH LS v o
Yoy 2.8 7 o 46,93 V.4 Y

Como # . = min {&l, B - Byl = 0,01, v = 8,02 e por-

. 3
tanto: Ve = fx e R} Y x! P, ox, € 0,02}
s5y i 71 74

Giidek & Vukeoevic [1877) oncontraram o valor:

- ﬁ 3
X = {x e r | 4,80 {|x < 1,34}

all

e 1a,7s Ikl » 4,30 |ix

& Saberi 2 Khalil (12827 determinaram:




Lo = Dxoe RY | oxyy v gy v oxgy v DXy # Xl
1 2 . 1 2
Ll E PP PSR (x5 * %gp! € 1}

g

£ fAcil de perceber gue X © Ly © ¥,. Estes rssultados
foram obtidos utllizande ganhos ﬁeanentreiizadds queE cumparamnes
neste axemplo. Portanto. com ganhos da ordem da grandesza dos
obtidaos em Saberl =& Khﬁiil £3198%2) g hem manoraes gue obtldos am
Sitiak @ Vukcevie (18771, obiemos a melhor astimacds do dominio
de sstabilidade. Para fezermos uma comparagac numérica, incluin-
g ﬁﬁ, definimos o conjunto:

0 B 3 = # = .9’;3
g = 10 ] %y =0 v, #1) i=1,2

e obtemos a tabela abaixo:

Araa de Area de Area de
0, D, G
X, 0,245 0,030 0,305
Ly 9,43 3,43 9,43
Vy 55,9 21,8 446,3
Ve 0,88 0,28 5,44

Parcehe~se da tabela gue V, fornece dominio varias ve
zos maior gue de Ly, com ganhos descentralizados da mesma ordeamn

da prondeza.

A estimacdo utilizando as expressdes (63} e (70), for

necam & estimacgac dada sm YV, gue e bem mals conservador que Vo



Tete s8¢  Just
Tr [170x) Lix)

Fioa uma wez gue neoste cass  uwitilizamos

1.7 poncLusfies

Nuzts pepitulo foram sugeridas novas manesiras da
obxfter controles descentralizados gue sstabilizam o sistema glo-
Bal, para ums classs de sistemas invearisntss no tempoe, tanto 3di-
neares como psao-linesres. Para o caso nao-linsar @ proposto dois
provedimentos gimples de gstimar a regiée ds estabilidads. Tam-
bém, os resultados sao pastendidos eos observadores descentraliza

Hon.

Analisande os resultados numericos obtidos a8 partir
do elguns sxemplios, parsce-nes gua 08 métodos agul propostos a-~
prasentam algumas vanitagsens am relacao aos metodos existentes na
literatura. Centre slas podemos piter a facilidads de caloculo
{aimples de serem implementados em computaderess g com metodolio-
giss simplas de determinagac de ganhos), resultados mais praci-
ans (ganhos menores) e a independencia dao ndmers de sub-sistemas
gue constlituem o gsistema global, U processo de'astimagén do domé
nio de sstabilidade ftembem produziu resultados bem menos conssr-
vativos gue os de Siliask e Vukcevie {31877}, onde foil utilizadso o

metode de "fungao vetorial de Lyapunov e sisteme de comparagao”.

A vlasse de sistemss gue tratamos @ razgavelmantes ge-

rel & foram traetados por Sezer 8 Huseyin (1978) para o casa  1i-

near inveriante, por ITheds e S4iliak {19783} para o caso linsar
variante no  tempo e por Davison {1874 & Khalill 2 Saberi
{1982) para o caso nao-linear variante no  fampo. Certamente £

tditicil dizermos exatamente gquao geral & msta classse, mas para
gt siztemas periencentss & ela, as metodologias agul propostas
mostram ser as mals adeguadaes. Naturalmente, mesmo gus nac per-
tenga a esta classe, pode-se utilizar os metndes agul propostos,
sando ., neste caso, nado @ pessivel saber Ya-pricri® se os ga-
rhos descentralizados garados estabilizam o sistema global. Este
fato deve ser testado "a-posteriori® como em alguns meitpdos  en-

contrados na literaturs ilosut, 187073,

Uma alternsativa para svitarmos epste Gltimo aspecto =



- FF -

uiilizermos & satodologia sncontrada sm Geromel e Peres (1884}
que apressntamns no cepitulo I, pois nela ndc existe restrigac
de pertencer a classe C°. Nels resclve-se uma sguagadc de Riccati

de oredem do sistoma, difarentsemente dog metodos agui propostos,

quando resclvemos varias sguagotess de Ricoati de peguena srodem,
uma para cada sub-sistema. Em vista do impulsc que os metodos

numeéricoes do rssolugso de egusgoss de Riccati de ordens elevadass

amtave nos Ultimos anogs, esta metodolopia € atraente. No  entan-
te, pars sistemas periencentes 3 classs C¥, as teécnicas aguil pro
nostas san mals adequsdas pela facilidade de obter controles das
centralizados e por indupender praticamente do numera de sub-sig

tamas.



cAPITULD 11X

ESTABILIZACAD DESCENTRALIZADA DE SISTEMAS

MINAMICOS DISCRETOS




I11.1 INTRODUCAD

Neste cepituleo, sstendemos 0s vesultados obtidos 2k
capitulo anterior para sistemas linesares discretos peritencentes

- LY . I -
# classe L. Portento, estabelscemwos condigoss para gxistancla

e um controle descentralizado gue estabiliza o sistema glotal

disoreto.
Contrariaments at caso anntinuo, onde muitos traba-
foram desenvolvidos, este & um dog primeivos na litgratursa,

=
esta maneira, nao sas feitas comparagdes. Este capitulo 8 ne-

senzario na medida que o5 estudos mostrarvram gue para 6 ©aso dig~
resultades séan sensivelmsnte diferentes aos 4o Casn

dande raemificapbes interessantes [Yamakami e Geromel,

158

%]

. 138BOY.

A olasse de sistemasn gue tratamos aqul g 8 mesma do

capitule anterior. Portanto, sendo § um sistema lingar dinamico

¢ ipnvarisnte no tempo formado pela interconexac de N sub-siste-

mas do higo:

- t 1 ' g 1 t
Ay xg o+ By ug ¢ ,Z Aij{x } %5
J=1
RES
(5,1} i=1...N 11
i
t
Ci xi
s 0y i
f ALF TR - L. - M3 - : : o
ande X; E R 7, y; € R 7, uy € R com .E ny T R ‘Z r, =t a
i i=1 i=sl ‘
z My =, assumimos oues a matriz de interconexaos Rijix V. 1,
i=1
i= 1,... N em (1} & tal gue $ € ¥ como no cass continuo, o
seia:
= B R P {2}
Aijfx} ; Lij(xﬁ Cj i#y=1

Ainda, por hipotese. todes os pares Eﬁj,C4] sap obsgr-
vaveis & todom 0B pares Lﬁi,ﬂi] san controlaveis. Nossa proposi-

o
to ® determinar um controle local para cada sub-sistema:

i

e i

t
o - - T T3
K Hy i#1s..N {33




que estabilize o sistema glebal. Uom {2}, podemos =asorever!

t

t.l n
T o ta+ B Lixt) © -8 rIx

jH

ES

{4

11 = " . i E] " i E P .
zendo A hion diag {ﬁl, Az,n,.,AN}, B tBloo diag {al,sau,mma 3

#

O o= binc diag £G13ws.,CN3; K hlne diag iKI,.tu,KNI & a matriz

. - r . .
de interconsxaen L £ gTXT deorinida como no sapitulo anterior.

A meguir subdividimos o estudo em duas parkte. MNa pri-
meira sstabelscemos as condigoes para a existencia de controles
despentralizedns pars sistemas lineares discrefos e propemos um
sigoritmo para calcular numericamente gstes ganhos descentraliza
dos. N segunda parie, generallzamos 05 reasultados para obhsarva-
doares descentrealizados discretos,. assim como para sistemas dis-

cretas nan lingaresn,

N Finsl, resclvemns um exemplo numérico para mostrer

5 converecanpia do algoritmo proposto e concluimes fazendoa anali

ap dos resditedos obtidos.,

TTT.7 CONTROLE DESCENTRALIZADD ESTABILIZANTE LIMEAR

Papra © sistema dinamico discreto linear pertancente A

*
rissse € , pnodemecs gpuncier o teorema a cegulr.

Teorama t: Sejam as matrizes § e R simetricaes e definidas positi

¥ '"1
K = (R + 0P BY B'P A

{5}

Po= AP oA - AR BIR + R'PBY B'P A+ QT

nes fornece um sistema gplobal discreto (4] assintoticementae esta
vael se O & R satisfazem a restrigan matriclal:

(5

£
;
—
5
+
o
i
faal
-
&
]




Frovar Com a hipbtess de controlabilidade 8 de  observabllidads

dus sub-sistemas s, portanto., do sistema global, & solugac da
puusgas de Rissati (%) nos fornece uma fungao da Lyvapunov
vf = (x¥17p %%, Definindo 5 = (R +B'PB) e G =L C -5 'BPAG

de £4Y 2 (5] phitemos:

ﬁ . ﬁ . E I # i
Tt s T - vd®Y = M) [th + B G6) PlA+B GBI~ éjxﬁ
(7)
g owom (B) vem:
£+l £, ‘o oe ' 'y s’ T x©
Ay s (x"1'[-c'oCc e APBLC+ G'BPAY GEPBGX
(8}

1

Comp L C =0+ 8 "B'P A e B P A=5(L LT ~ G}, ohte-

HEERE I

v Tt e By cte o e Lo~ sYTsL - B) s

) ¥ # L t
s g'S(L C-6) + [LC~-G1'S G+6'B'P B 6)x

e (x5 - c'R ceE’L'S L C-G'S 6+G'B'P B G)x
{9}
. ~ t
Levaen .. =m consideragan gus ¥ = C x 't
) * ] e ’ ¥ ¥
évt*“ = wiytj [Q - L3 Ljyt - (xtj G R G xt
< ~tyB1n - L's Lyt (10)

. L .
e (81 temos gue Av £ 0. Isto prova s gstabilidade do sistema
global discreto. Para provar @ estabilidede assintctica, hasts
. - . t t o
levar am consideracio o equagdo (10} 8 gue x = (A + O Gl =, o

gqus nos leBva a:

v
i
[

—

C A x o= D ¥t o2 0

a t - - r . P b
sara wm x &£ R, o gue nao & possivel devido @ hinotemae te obser

wabilidade do ar Fﬁ,c‘, Iatn conclul o orove do Lteorama.
H £ i .

1 tgonrema saguinte apresanta uma candigao de establli



dade sob s vestrigfo de descentralizagao.

Jeorems Z: O sistoma global (43} & assintoticamente estaval com o

contyrole descentralizado.

»1 &
" ’
Kl w £Ei * By Pi Bii By Py Ay
i=la...N {123
¥ "'1 3
Pf 2 Ai Pi Ai A Pi Biiﬁi + B Pi Biﬁ Bi Pi A, = Sﬂiﬁ
s o ascalar £ satlisfaz
BT - L'(I + B'F BIL » O (13)
som P o= ploo-diag {?1,,.,¢PM§.
Frova: Ho teorsma antarior, fazendo § = gl e R = QI; abtemos,
a partir de (8]
- P
gr - L [1+8 EME—HEZIL > 0 (14}
g {58] fornece:
Eg Pl f:; # gfz' " H .P“ “M}‘ ] E ¥
() & A'{e—JA ~ A [=-)B[I + B (~~JB] B'(-—JA + BCC = O
ol &) & o p
{15}

L emhrando gue em (151 todas as matrizes sao bloco-diagonais e fa

-

zgndo P o= ({;3, gbtamos {12} & [13) o gue prova 0 teoremd.

Cahe colosar squi duas observagbes. A primeira e gue
podemos obter facilmente uma condigdo suficiente para (133 am

tprmos do parametro B:

s 2
B> oiB) = [L” 1o+ fisl” IPlD (18)
4 segunda observagdo 6 guw, ac contraric do caso continuo, nag 2
possivel ver imediatamente se a cendicas (1B}, &, portanto, a
condigae {13} pode ser satisfeita para algum g > 0, uma vez qgue

{16} & fungao de P e Pi# i = 1,..M em [12) variam nao linearmen-



te pom B, Portanto, pers ssiabelscermos um algeritmo que determi
ne ns centroles descentralizades, precisamos estudar o comporta-

mento da sondigaw (133 em relagae & variagdo de B,

w(f3 = L'(T + B'P BIL, onde P = bloc diag (P, ..

am (121, tem as segulntes propriedadss, para to

8'0°0 B L Y8 > O

) oxiste, entdo & igual a L B P.BL, ande P, =

dl % fLim -

Beaow

Lim (i),

Bae B

Prova: Pera provarmos as pertes a) e b), basta derivarmos a ax-

pressao em (5) em relagac a f:

3 s «1 ] 2 o ¥
dP L 9P 4 C aBP a s he'p A - AP 22— 8P A
& df 48 dg
-atpomos e84 s oic (17}
df
[ "'l 3
Como & = R + B PB3 g 5 B PA = K, obtemos:
H = [
(a - st 92 A -0 - 20 4 cre e 0 (18)
4 48

Nerivando a expressao (18) em relagac a B temos:

2 2
hen) P a9tz 92 g s8R (a Bk = o0

2
£l o
df df ) f (19)




. dP
Bs {18) taemos que E§ > 0 @ de (19} concluimos Gue
2, :
gmg £ 0 pois (& ~ BE] 2 assintoticamente sstével. Portanto:
ghid ™
J A e L ST (20)
d# dp
2 2
d ﬁigi R Z 8Lg 0 (21)
afi df

@ os itens sl s b) estdo provados. Para provarmos o item cl bas-

ta tomar a8 expressan {18} e (20):

dn (&) ke t t
s 078" { F tA - BKY'C c'cea - BK) lEL
ds tow ()
) ¥ S

LB c B L {223
Ba (12}, pudemos concluir gue:
¥ f] 3 ~1 # '
Pe = AP A - AP BB P,B] B P A+ T C {23}

onde Pe = Lim (%;}, Como:

B |
w8 kL L atPam (24)
A g £

para # suficientemente grands, podemos escraver:

“igf = L'a'PLn L (76}

o gus implica & condicao o) do lema propostc.

 lema gue acabamos de provar estabelece gque a fungao
matricial #(R} & bem comportada (monotopicamente crescentel, po%
sibilitando determinar um 8, tal gue pare todo B » B8,, a condi-
can {13 do teorema 2 & satisfeite, desde que satisfecae & condi-

Ao de existéncis de 84. Fsse foto estd ssquematizado na Filigu-



- B -

ra 1 abaixe, para o caso unidimensional.

o
i 8
FIGURA 1 - Comportamsnito de vi8)
Fara gue #, pxista & precliss qus a condigan
Tow LB’ CceL aegls sabtisfeita necessariamsnta, 0 qus equivale
2 w .
dizpr gue deve ocorrsr 1 >|ELBHC3CQ A sandigas sufigiente 2
3 H - 2
I > L B P.BL, o que 2 eqguivalenta a 1 > HLB!% .
*

Um progedimento simples 2 numericamentae faoil de de-
taerminar B, & através de um processo iterativo, injcializando
com 89 ﬁllL”z gug pode ser sintetizado como:

. ¥ a "'1 ¥ H
PQ = A Pgﬁ A PQB{I + B P£a) B P A+ Bgﬁ c
{28}
8 = X [7(g,)] s = Il
g+ ma A o B

rame (B} & bhem comportada, desde gue as condigoes de
gxistancia de B, sejam satistelitas, o algoritmo converge. Tiuas-

tramos este fTato num sxemple numerics no Ffinal deste capitulo.

A ssgulr exploramns a possibilidade de determinarmos
ﬁi descantralizade, em fungdo de caracteristicas leocals, tal gue
a estabilizacho global do sistema discreto seja ainda garantida,

come foi feite ne paesso continun (teorema 3 e coreolario 8 no  ca-




feorems Jr O cistema oiscreto global (4) € assinmtoticaments ssta

wal opm o controle desussniralizado:

7] " ¥ '“'3( ¥
R, = (R, + By P, B3 By PyoAy
i=1...M {2721
- 7 ., ”:E. Ed
Qi A ?$ A, - Ai pi Bi{ﬁl * Bi Pi Bi) Bl Pi Ai * Ci Qi Cl

se 3, 2 EjI 2 ﬁi aho mscalares tails gue a matriz

3 i
Foe {7y, = ~Bysyy * Hoi(r B’Pajhjﬂ 1,3 = 1...N} 128)
angeg " 3 6 snimboie de Kronechksy, satistaz 8 condigan da
Sgvastyanov -~ Kotelyanakl,

Prova: Us {5}, como R, B, A, § & € sao hloco-diagonais, P tambam

5. Partanto obtemos (27) facilimente. A restrigas {8} implica
gque o sistema linear 7 = g+ LR = 5'PEILIZ deve ser assinto-
tivamente sstavel. Com L = [tl,ga,,LN] onde Li > Rmxri, podamos
BECrRVer:

v N

7, = -0,2, ¢ jél Ly (R + B'PBILLZ, £21...N (291

Como § & simetrica e definida positiva, podemos escd

iher viizi} =iiZiH como fungaos de Lyapunov para cada sub-siste
ma I, = ~Q.7,. desacoplado, Temos antac guse:
. 70,7, N ‘
v, (2,) = - v, (Z,1 + Vv, § L,(R « B PBIL.Z,
i 74 i 71 i
4%y j=1 7 3
o ;
€ - (00 v (24 » [ov, |l j%lliti(ﬁ + B PE]LjH ilsz
{3073
Com I]VviH = 1, opbtemos!:
® A ¥ ] 1
vylZ,1 € ~Bv (7] « ) ek o+ B PE}L31|vj£Zj} (31)

j=1



5 m 4 i 4 -
Hafinindoe ¥ [&E;,su,vmj, lembrando-se de {28},

{313 .puﬁa ppyr veasorita como:
Vg F Yy (321}

Foptantn, & estabilidade assintotice do sistema de COMParacan
* ) , - MNxh
W o= F Y dimpiics @ estabilidedes assintstica de (28).Come Fe R

tom sismentos Tora de diagonal nio negatives, deve satisfazer a

condicdn de Sevastyanov - Kotelyanski:
{(FY » § {333

grnde ég{F} 6 o mennr de ordsm 4 de F, pare nue W = F W sejs as-

aintoticaments sstavel. Portanto o teorema pstd provado.

Corplério 1: 0 sistema discrete {4) & assintoticaments sstavel

som o0 controle descentrelizado dado am (27}, com Qi = 8121’ 54
’ 2

g, » N {r + BPBY He e

Prova: Como V € rY & um vetor ndo negativo, de (32) podemos es-

Grever:
Vg F Vg FV {34)
ande
Foe {fy = -By8y, He b e« mieefl Moyl s.5=1. 000
{3%]
Assim, & sstabilidade assintotica do sistema de comparagan W=

Fou implica © mesmo pava (28], o gue ¢ nossivel ue & somente sa
axiste um wvetor positivo W' o= [Ql’""’gwj tal gue Q < 0, 0 gue

& sqguivalagnte & condigao de Sevastyanov - Kotelyanski (3331,

il

},;iau;Na

Escolhendo Qj = 1/ HLjH iR = s'pPB] 3, 3

gbhtemos:

* 2
B, » v IR+ Bieeil it i 121,400 ,0 (385)

o gue prova o oorolario.



0 pesultads & intsressante, come o fol no caso conti-

BUD, UES VRE gue da%ﬁrmina?{iﬁ * B’Pﬁli & aimples pois R, B o P

sa biocos disgonais:

Hr o+ w'eei] = mex { iR, » By Py B il 1= 1...n} 1373
i ﬁLJ%E spuivals o determinar apenas um augto-valor ds uma e~

[

triz de dimensén érixri}a

Mo mnitantn, o expresssc [35) nos moatra que detsoeml-

nar f,. 1 = 1,....H nao & imediato, uma vez gue & fungdo des P,

Mas, lembrande o lema 1 deste capitulo, podemos determinarmos
" \ 2

By > W ifr o+ w'pell L ll”s 1 = 1,....N fezendo uso de uma recor-

reneia como em L[28), utillzando [(27]:

Lo % bR ) ~1.0 4 g
Pi = A P ﬁi - ﬁi Pi Biiﬂ + Bi pi 513 81 Pi Ri * Bi Li Ei
(38)
£+1 ) 2 2
By wilr » a'esll ol Y = m IR L T, t=te..n

Note que 8§@1 & fungdo de P e portanto o algaritmo

itterage da seguinte maneira:

2
0
8% = w iRl il
AR N S LY LTI I8
1 1 i il
i
£+1 2
By F
g T2 2 T A ~1_ . 2 £ s
PyoE Ay Pi Ay o Ay Py aifﬁi + By Pi Bii Bi Py Ay * Bi £y Ci
i = 13:103;1\1
Cabe notar ainda gue podemps tirar um procedimanta

mais geral quae a do sorniario 1., a partir do teorems 3:



o &)
FYom {%ij “Bybyg * liL, ® Ljﬁ 1
N
tin poesrth?
B§%1>G 1w

v >80 yoeg R
’ T
L+ £
Ei P
4
%
., B , & 3 -1 g 3 i
3 = [l : - ¢ g ?
?j Ai ii ﬁi Ai Wi Eifﬁi % Bi Pi Ei; Bi Pi ﬁi * Bi Ci Ci

i 0% loserafl

T S

0 coordenader & o problema de determiner B,. 1= 1...N
tal que as condigoss (38) sejam satisfeltas, Para resolvé-lec, po
cemos resorrer ao algoritmo proposto por Belloni {18821, onde ¥

. N
L+1 L+1.2 -
) = ) (B 1T 8
i=1
uma funcho sstritamente convexa. Assim, na k-6sima iteragas do

corresponds & varidveis “complicantes” e (8

processo de doecomposigao de Benders, para um Yi dado, & determi-

negan de Siéi ¢ analitica e y, . & calculado & partir de
EY gl Q& -~ -
Fuly} = F {3i¢1}1k+1’ onde kk+1 sas multiplicadores dueis olimos

£+1

associados a restrigoes F[ﬁk

by, € 0, e viyl é:

2 g
viyl = min Fep Yy tal que FUBY My, € 0 4y, > 0
g£&1>0
"k ' (39
Este nrocadimento e possivel, uma vez gue para um Y
Ffixo, o problema restante & estritamente Convaxo om 8 e, alam

dissog ¥¥(01 = O,

Cabe ressaltar gue, tanto para os sistemas discretos
como npara os continues, nao @ dificil estander a5 resultados

nohtidos se tivermos sistemas variantes no tempo e, dentre o con-



iunto de ganhou descentralizados que setabllizam o sistema glo~
bal sbtidos, podemos selecionar aguele oo anguelas gue satisfarem
cnterminados oritérios. Este ultimo sspecto & explorado no capi-

tulo seguinte.

TYT.a ORESERVADORES DESCENTRALIZADUS

Como no caso continuo, ndo & dificll estendsr os  re-

cultadns do 1itam antserior aos chservadores discreios descentrall

Zados .
fada chservador igcal pode ser ganriito como:
AN T §- L S T L
i i % I 173 i %4
§#4
{401
-t -
Mo = oM,
i io
" t
ODopfinindao o errvo de obsarvagas Como sandp @y
e w~ ’ -
Koo KE, 1 = 1,..0.x0M & assumlndo gue o sistema (4] pertence a
classe O, obhemos facilmente:
o5 . (A« Bl - HOYE' (413

Assim podemos propor o tsorema a sagUir.

fasrema 4: Sejam as matrizes § e R simatricas e definidas positi

vas, Entac:

We AWwEC'(R+Cwcr' ) *
£47)

13 ’““}, [}
W= AWA -AWCIR+>CwWC'Y CHA + B a8

nes fornecs um ohservador assintonticamente gstavel se O 2 R guar

dam a seguinte relagao:

g~ LIR » 0w ot >0 {43)



Branyar O sistems {41) & masintoticamsnte estavel sa o seu dual:

AU SR L TR A ﬁﬁH'EEt {44}
s for, A solugado da (421 nes fornecs a fungao de Lyapunov
vﬁigt} 2 i€t§$%£t, Portante, podemoes escrever:

At e T eat ¢ cte 1w (a0 » cle') - WlEE (45D
prde G = LB - M. Lembrando {41}, ficamos com:
avt™t s gty e g B c AW C'L'E ¢ B ¢ wa'+gccweosle

{48}

o ogue nes forneoe:

41 o 3
s o gy o +BLsL'B -656 +6cweaE

< -tz e - L s Lzt (47
onds S = R + 0 W L = Zt # Bnﬁt, Ponrtanta, temos Aut+1 % 0 sa
g somente ae WO~ L3 £’ 0, o gque prova a estabillidade do siste

ma global. Para prover s estabilidade assintdtica basta lgmbrar
L s . -
gue £ = (A" + € 5°1%%% g levar sm consideragdoc & EXprassdo

{471 & a hipctess de cobservebilidade do par [A's Bije

£ Fapil notar gue, COMmo Ne caso continuog, podemos ge-
neralizar ps teoremas sstabelecidos para o controle descenirali-
zsda discretn, paras obssrvadores descentralizados discretos

usando a dualidade:

Primal Dual
A A’
B 8
o ol
L L
K HE

Alem dgisto & propriedade de sgparacan mostrada no ca-



8% -

situlo IT para sistemas sontinuos, pode s8r ipualmente gstabele-

oida.

TYT .4 EXTENSAED A SISTEMAS NAO LINEARES

Mesta secdo estendemos 08 rgsultades antericres a ais

tomas diseretes invariantes no tempo e nao linsares, do tipo:s
Bl LA s B Lixtic - B Kix® (48]

mxr
com A, B, T 2 K blooco diasgonals @ L[xt} £ R . Novamants deve-

mos considerar dois problamas:?

#] determinagdo do vontrele linear descentralizado uE = wKy X

T = 1,...,0, tal gue xg = 0 =zaje assintoticaments estavel.

1 estimagao da roagian de estabilidads Ve © RN para o oontrnle

gnpontrado em al.

Para ssbudarmos estes dols problemas, vamos consdide-

rar inicialimente que a matriz de intercongxas Lixti & tal gue,

sara tods E > O, B > HLEG)?]Z o conjunto:
2
ater = {xF e R [ HlLex®il)® ¢ €} (49)
5 nan vazio e define uma vizinhanga fachada de x, = 0, para to-
do .
Toorema 51 Xg ¥ 4] asaintoticamente gstavel g tem uma regiao

é
de estabilidade Ve © Vi

in

e:

tq o+ B'PB) ‘8'pA

=
it

a'Pa - APBIR + B’PBJ*EB’PA « £7FC £501

]
#

com o= f} = 1, B = R > 0 &

A LT Cx (R » S PEILIxC) ¥xo e Vg Lol



- BB -

seevar Como e caso linear, definindo vt{xti %.ixtlaP{xtB & de-

mmmmmmm "
5 vﬁ i gt, ghtoamos:

B

)

terminandn Av

TR 3 : %
xfa%}‘ﬁé‘-‘i@f «{5;};}\}{{;3 w {xt}{ﬁ « BOPBE] fot}]yt

N A N AT W T LS P

¢ -tyE1 - Utxbrr » mieey Lix®i]y" (52
anda ﬁngE z L{xﬁ?ﬁ - R e ﬁ’?ﬁﬁplﬁyPA, Portanto &vt¢1 £ 80 e o

siantenma & sstavel. A solugdo de [48) & dade por:

% s . t? i3
wo v G{t,0)x o+ 3 dlt, JeLIB Gix"lx
j=0
{531}
wiz.0) = A°7H
e+l . - . o ,
Portento, v = 0 ¥E 2 U nso pode existlirs para um X £ O.pois

assim teriamos G{xtjxt = {1, o gue contraria & hipdtese dag obhser-

vahilidade do par [As w].

¥ preclso, 2 segulyr, estimar um dominiao tal gue a ss-
+rahilidade do sistems glebal sseja garantida. Este dominio & guta
nelecide pela vestrigan (51) gue deve ser satisfgita em tods tra
jotdr... Isto pode ser conseguids, fazendo:

¢ A E I

Yy = ix" £ 8 vixt) < v ) Yt 3 0 (543

onde v & um voecalar a sar escolhido tal gue V& LB{E,] onde B,

& dado pov

Ao (0} -
By, © mai : “ HL(Q}“ {5%1]
X (R + B PB
i
nara um dadeo par (., R} satlisfazendo ({51). Iste & possivel LRE

vez oue supomos uma vizinhanga nas vazie de %, = O,

Poy cutro lade, podemos sscolher § e R tal gque tenha-

mos uma estruture descsentralizadas de contrale.



w Td -

Teorsma G: O eatado %, » 0 do sistema global (48) g assintotioca-

mente satavel. se temps:

# o e * “‘”1“9
Ry o= tx, + B, Py B,3 "B, Py Ay
i=3...N (56)
* ¥ # ~1 s &
Pi = ﬁi P.oAR, - Ai Pi Biizl * ﬁi Pi Bij Ei Pi Ai * ﬁﬁi Li
¢ @ estimachs du seu dominio de sstablilidade & dada por g@ gm
1541, com v, tal gues
v, = max {1 [ Telt) @ RIBIY “ (571
Xt
ande:
- 3 2
R = § ; > Hutoi (58]
1 + o'rsl]
3
\?i)*{t“ﬁnir‘;[xtl’fﬂ{t]‘:?} (59)
LY = Ax E L 5 3 Exg &
1=1
BProva: Dom O =82 e R = I, obtemos (56) facilmente @ partir de

P ————

(50). Além disso (57) fornece uma bos estimacao do dominic de es

tabilidade pois, para gualguer xt ¢ OIR) a restricédo (51) & sa-
tisfeita:
[+ 2 ] -3
8 5 heextslS e gresll 2 LGB« BTRBILG |

o

£601]

desde gue (581 nos fornecs Q{81 nan vaezio. Portanto o teoarema
asta provado.

Evidentemente, no tesrema asima, B deve ser tel L

B > B, obtidn na recorréncia {Z6), devendo portanto satisfazer

as condicdes de existencia.

Fetabolecamos deasta forma procedimentos parae determi-
nar controles descentralizados estabilizantes para sistemas dis-

cretos £ com nao linearidades localizadas nas interconexoes .,




A oszepulr, apressnbames uma aplicagae dos resultados

tadricos num sxemplo,

Tomango o sxemplo 1 apresentado na secao IX.B, fazen-

8 aproximagio xitl = (xt+l - xﬁ]/D,l g assumindo IlL12H = 5 og
= G, obiemos: '
4 ? 1 0,1 o To
t+l 1 t : t
1x1 = % * T Lyl [ 1fx,
{81} % "B;l G,@Q »{3&1 3.31
¥y i:;. “i’]xl
iN
E"" - ™
P I‘l 0,1 0“5% 0 g
tel 4 L 3 -t
x,"t o= {p 8 0.1 :=c2+f 0 juy t) O [0 [voilxy
(553 g 0,1 1] 6,1] 0,1
7t
X vo = 201 1),

A wxpressao (23} nos fornece:

Mzste caso particular, comg Py = £'C, as condigfes ne

cgssaria & suficiente dos existanclas de By coincidem



(1 » L'p'p,B L = L'H'CTCBLY e séo satisfeitas. Na tabela & sa-
aiir relacionamns 08 valores de B enconitrades duvante a racar?éﬁ

pia (261 ate atingir B,.

teragio ﬁg PFalons do sistemns gm

2 malha +schada para B =By
0 25,840

i 40,85

y: 45,52 40,1186

3 48,586 0,9468 + 3 0,0828

4 49,25 00,8488 - 3 0,0828

5 49,49 n,68897 + 4 0,0268
6 49,56 0,8987 ~ 1 0,0268

7 45,58

B 45, B0

g 48,680 (8,3

Usando sste valor de B, & o teoreme 2, obismos o5 &~

guintes ganhos descentralizados:

Ky = (4,05 4,92] Ky = (4,73 5,93 5,86 ]

TII.6 CONCLUSOES

A semelbhanga do capituls anterior, estobhelecemos 8
condictes de sstebilidade de sistemas disoraetos, tanto  linearss
como nen lineares, utilizando controles deascentralizados e esten
demos os resultados tamhém pare ohservadores discretos. Além dis

sn, para o case nae linear propomos um metodo para sstimar o do-
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minio de estabilidade.

Apesar dests trabalho para casos discretos, S8TC L
dos pioneiros, acreditamos gue gs algoritmos zagul propostos Sao0
mastante satisfatories pols son simples e faceis dg serem imple-

mantados s

Cane lemhrar gue nem todos os elementos de o podam
ser wvatabllizado atreves das téeninas agui propostas. ceeda  QuUe
gloumas condiobes sdicionals devem ser satisfeltas para gevantir

s ponvergencis dos algoritmes. Eosas condiches, necgsseria @ su-

fipionte, simples de ssrem testadas sag fornecldes.

Ne mesma mansglirs guas no Caso continun, as considsra-
cons feites subre & generalidade da classe de sistemas que trats
meaa  continuem validas. Recentemante pudemos obter alguns TESuL-
cados para sistemas discretos que permitem, a partir das idéias
anul descritas, eliiinar s necessidade do sistema am considera -

cao ser de classe U (Geromel,Yamakami g Melo, 18851,



capitTULO TV

NTIMIZACAD BE FUNCOES MATRICIAIS




THTRODUL AL

e fosremss sstabelecidos nos capitulos II e III mos-
Trarom U4 R0 proosssae de putabilizacgap ds sistemas dinamicos
cortencuntes & classe £%  ahtemps uma femilis de duplas simetri
san 10, R} gue satisfezen ou oxigénclas de estabilidade, PForvtan-
ve  definindo-se em criteéric de otimslidade, & posaivel abter-
ap sioum (ou elgunsl par (G, 71 muits bem definido, perfencenta
hguela familio o satlsfazendo este eritéric. Obtemos assim L
srobiems de otimlzagdo, sujnito As restrigies de estabilidade.

i minda, verends © = bloo diag {Ql’ st««»sﬁwi a ® o= blog

o

ot

diag [Rys Rysa:sRy ) reoaimos num problems de ctimizagéo dascen-

tralizada, permitindo-nos abordsar o problema utilizando tgonicas

]

de otimizagie voltadas aos sistemas de grande partea.

Um muepecito importants gque dsvemos notar nestes proble

mas & gus as restrigoes sho do tipo matricial: § € 0, significan

do a nho definida positividade da matriz § suposta simetrica.

Do uma manesivs geral podamos escrever gatrs problemas

da saguinte forma:

min  FLQ]
5
3, @ {1l
Bigr € ¢
g 6o pnn
7 . w -
ongda  FIQI: R + R, 5{0) € 0 & uma restricac associads 2 esta

wilidade, significando a nao definids positividads de G{G}, sen-~
do do tipo 6(a1: R o R™™ yma matriz simétrica e, finalments
$ & um sub-conjunto de g ohyrtanto temos um problema matri-
pial para resoliver. btal coemo O anordado em Gevomsel {19793, anda
& utilizado o metodo de gradiente projetado para problemas estri
tamente convexos. Polak e Mayne (1978] tambem abordou um pruoble-
ma semalhante, otimizando fungoss sujeitas o restrigoes tipo

&
funcionais, usando métods das diregoes factivels.

Neste cepitulo vemps estabelacer condiches NeCcRsss -

rias o suficientes de ntimalidade para problemas do tipo (1} &
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deasenvolvamos ura teorias da duelidade para gle. A ssgulir, propo-

mos metedns suméricoss pars resoclver £13, beaseado nos sstudos das

sonbrs anteriores. Na segdo segulnte apresantamas alguns proble-
man de deisrminagso de controles gstabilizantes gue rscaam =15
problenas de primizacae do tipn (1), como ax@mplifiaagéa ties

apiicapfes das teorias desenvelvidas naste capitule.

rvL 7 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

la

e

vamos sstabalscer nesta segal algumas definigdss 2]
congaitos indispensaveis ao dasenvolvimento das segbes postario-

ros. Em primeiro luger. explorsmos as gquestBes referentss 3 con-

yowddade.

fefinichAn 13 Um conjunto @ de matrizes & dito ser convexo sg ds-

dos ﬂ} g 9 o Q? g &, implice gue § = a&z + {1~ &}in:¢, gl

nxn l 0 o=

3° ¢238%Y pois noste oaso, dados Ql e % e 82 ¢ $ temos, para todo

Um examplo de um conjunto convexso ¢ ¢~ {QeR

% E ﬁn, x’ﬁzx @ 0w x’@zx £ 0, Multiplicando a primsira Talagdo

por 0 € o £ 1 e a segunda por {1 -2} = andictionando ocbltamos:
' 4]
x"lon, ¢ (1 - @@, fx € 0 ¥x € R (2}

5 portanto 0§ = £aQ1 + {1 - &}Q?} ¢ &. Cabe considerar gue pode-

mos substituir uma restricdo do tipoe Q € O por Amax(ﬁ) £ G.

i . . . ..nwn »
Detinicgap 2: f{43, B € RHXﬂ # convexa am & = R g :

2
(L - &3@2} & a Fiﬁll + {1 - wl ?iQ?), g og 9, 0% a < 1.

A muxpressas 0 £ 0 entd associada uma funcao kmaxfgjég

e & convexa poisg, dadas £ 0, < 0, ara
q s pois, dados A (03] € 0, A (05) S p

0 & ¢ = 1 temos:

A x(aﬁl + {1 wm}QZE £ o

M

{Qli w {1 -3k g, € @

M B & K 4

{3}
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s nosse caso, temos um problema do tipo [1) gue BEra

{0} satisfizer a definicdo 2 pois a restrigao GG} =

nog D dafine um sonjunto convexo: dados 0, €0 e G, € O
bad gua BI0.1 = £ORL - = £ 0 8 Qiﬁzl s LTRL -~ 9, % 0, temops:

A

x*{u'Re - oydx s 0

, ¥x £ R (4)
wfLRL - g% € O
o gque implica, pare 0 & o ¢ 13
%ol "RLYIx - xs£a$33x £ 0
P r" {53

T - et 'RUx - 1 [01 - edey]x € 0
oo selas
x[L'RL = faDy + (1 - al@,)]x € 0 (6]

g gue guer dizer S{aﬁl + {1 - a]ag} & 0.

HE -
Lema 1: Saja ¥: Q“ "o R uma fungan convaexa num canjuntoc CconNvexo
5. Entéo, ss 0 & & da o minimo local de F e ¥ ¢ & da o minimo

global de +, €(0) = £(0").

Prova: Suponha gue e minimo local de F, Entan F(QY & F{Q) para

todo @ £ Ngiﬁ} = g - yizinhanga de §. Suponha, por contradigao,

gue 9% & tal gue Fin™) < £(E). Comp § & convexa:

erag® « (1 - @) € o FL0%) « (1 - o) fUHY < a FLO) ¢
s (1 o= oa) £(0) = FLOD (73
Gom o [G,lj‘ Tymande um @ suficientemente peguenc tal que O 9

a® + {1 - all e Ngiﬁég taewmos fi0) < F{§3 que contradiz [71. Por

ranto £(0) = #(0%) & o lema esta provado.
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Definicée 3: Nests cepitulo, definimos produts ganalar de duas

: N R : rxm .
matrizes A € R g B g R COmo

A, B > = Tria’8) = Tris'A) (81

£

A fungBo Lapgrangeana pare o problema do tipe (11 &

dara poma ne coso vetorials
LEA, Q) = F(8Q) « < 4, slay > {a)

cnde A 86 chamada “varidvel” dual do problema {13,

Lemas 2: Seie GLO), @ & &g R da forma A v B U Bfentdoc a fun-

st e A

cio < A, GIQ) » & convexs sobrs P .

Prova: Dados §., € & 8 e &, como $ & convexa, para 0 & o & 1,
o msannaso 2

3
+ (1 - a0, & &. Como < A, 8{g} » = TriA'.c{Q}}, temos:

Y1
< A, Blogy + (1 - al@y) > = < A, A w BE@QE ¢+ (1 - wn,je’>
e <« A, A+ aB g.8° + (1 - olB QZB’ > = < A, A > *

+ <« A, B Qla’ » &+ {1 ~a) ¢« A, B m?ﬁ’ > = m < A, A >

s g < A, BO, B >+ (L - al <A, A

+ [1 -~ ) < A, B B, ¥ £191

Portanito:

< A, BLRY » o= oa <A, Siﬁl} >+ {1 - o) < A, GiQ21 > {111

Lema 3: Sejam as fungoes F{01 e ={0) convexas em &, um canjunta

T % - .
convexno das matrizes & € g7 A fungae hiGY = FLQ) < (0! 8 can

vexa am §.
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Prova: Dados G, € % ¢ @, & ¢, temos Gue para 6 € o 1,
g o= oan, * {1 "'miﬁz £ 9. Entao: '
REEY o= FIOT o+ gl £ o ?(QZE + (1 9~ al F{Qzl *
©oaoginy) » (1 - o) gy, (123

Bortanto:

nlgl & o [Fl0y0 + glo, 7] » (1 - @) [f{0,) * glG,)]

]

% h£Q1} + {3 - al h£Q2§ {133

rertamente, este sstude pode ser desenvolvide wuitili-
zandn uma aplicacgdo ¥{e) que faz corresponder um vatnr ¥ € g
a toda matriz @ € Rnxmg somp feito em Geromel (18978). Cabs lem-
brar tambeém gue a norns induzida pelo produtn escalar {8} nao S8

tisfaz a desipuaidade: |JAB]] < [{All el .

T¢L.3  COnNDICOES OF OTIMALIDADE

Nests secho estudamos as condigfes de otimalidade pa-
ya problemas do tipe {1}, sstabelecendo as condicdas necessarias
s suficientes, conhscldas na teoria de otimizagdo classica  como
de Kuhn-Tucker. Pars facilitar o estudo, vamos regscrever o pro

nlema (1) como sepgus:

p
min  FILG]
] i
(3 f14)
5. @ o= &0
Bera gsts nroblema, o teorsmna 2 sogulr NeS Farnacse

uma condican suficiente de otimalidade.

Teosrema 1: Se 07 % U @ A® % 0 s8p matrizes cimatricaes tals gua
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0% = arg wmin {#(Q) « < K%, g »}

{da0
. {153
< AT, Q* wom )
satAn 0% & solugho de (P,
Frova: De £351 tomos:
pro®y o+ < A¥, 0¥ > g F(QY + < AY, Q¥ ¥R g 0 (16
oogue dmplice:
£{o%1 g £LRY s < AT, @ > Y0 g 0 {171}

R L 172, 4172
O & simétrica, podemos Tazer AFap® L

=
o
put
i3
e
W

El

n gue rgsulbtas

L3172 x1i/2

172 ﬁ§1f2 g A

« A%, o v = < A , 00> = < I, A

{181

Be (17) o (181, conciufmos gus F{8 ) € £{Q}, ¥Q £ 0.

o gue prova o Lesrama.

A seguir podomas estabelecer a condigao necegssaria de

ntimalidade para (Pl.

Teorema Z: Se g% £ 0 8 solugado de {P), entao existe A 20 tal
Hue s
. Al 3
i&éRLmLi = PMIN%*) o+ A¥ = 0
ag
{19}

gnda  LIg, AY = F{Q} + < A, T > =
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{P] pode ser reescritoc como:

x'0 % &0 yx ¢ R, =il = 1

N Lagrangeano associado a {P’) se escreve:

H

Lio, wigd)] = #1001 » j wiEIE"QE dE

Heli=1

plEY < X{E}, O > df

#

£(0y » }
i

13

FIRY ¢+ < J HIEY XLEIGE, § »

Helj=21

$LEY = & £’ E & %", Portanta., as condigoeas tda

] £ #

nrrdo

{201

kuhn-

Tunker sssoolados ap problems (P') se sscrevem (Lasdon, 18701:

w1 | '
MOy s J wigy X{gldf = O

Heli=1
uif} » i
veE e RO, HEll= 1
£'u¥E € 0
< wie) X(EYIdE , OF » = ©
el -1

Oetfinindo:

A

s !
AT % J pifl X{EMdE

igi) =

(221

(231
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i) 2 0 Y E g R, Hell= 1 e X(EY 2 0,  obtemos

A0 2 U, Com isso, ficamos ooms
{24]

2 o bteorema 23L8 provedo.

. % %
Terndn em wista gus < A, B > = U, podemus IessLrever

VICE I

AT s o W{E}dE | C o (25)
££ﬂ£Q*3
ande
wia¥) = (£ e r" | £'0% = 0, HEll = 1} (25}

Come ﬁ* £ 0. existe uma matriz T tel gue:

Tre¥r s greg D, @) L TTT = (273

. . i 4 ! -
ange T = [tll LR aﬁﬁ] ¢ a matriz deos auto-vetores normalii-
ﬁg ¥

i H
.ﬂ: wr
zados de # & Aiiﬁ 3 aBo os auto-valores corraspondentes. Por-
. o e o . \ '
tante. E'O%E = 8§ em (Z6) pode ser substitufdo por E'T  diag

f}i{Q*}jT§€ = 0 o gus impliice om:
B, e 0 ¥y | Aty # 0 (287

Considerandg ngue os guto-veiores gue compoem & matriz

- s = a i ! : "1 E1 =
T sao orto-normedis e definindo T, 0= [t1 =gg“gti tess) mnds 1€ I=
i = ¢ k
s # .
{3 | A IRT) s G, ohiemos:

L & Range ETIE = RETI§ {2a3

e
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feso nes permite redefinir {28} como segue:

(g1 = {E]l € ¢ rEvY, el = 13 (30)

[ Eo]
Lesbrands novamenits que < A¥, 0% > = 0 e com (25) po-

ws conoluly que piEl = 0 pars quelcuer £ ¢ w(8%) & que os ve-

tares %,, 1 £ I, pmbora nao Gnicos, definsm complstaments w(0™}

N o e e g o . . i
#, portants, deovem definir completamente A7 .

. . . - s A L. .
Lamas 41 Deda O g R uma matyriz simeitvica. Entao:

AL e g MDY = X I0) + £ b, AQt €+ @ (31}

priycie ti & o austo-vetnr normalirade essceiliade a kiiﬁ}; 1 0= 1...1%.

Prova: Como @k, = Riiﬁ}t%; Lamos :

Vo= AiEQ + g ﬁa%iti + g ﬁti}

i i
= £y % - 4
D10 = 8 & A, 0031 (o, » € At ]
{323
Dessnvolvendo o gxpressan acims s tomando apsnas 085
termos da primgirs ordem sm £, vam:
£ &ti * é@ti = Ai58§ éﬁi + A Riiﬁ}ti F33)

Multiplicendo (23} a peguerds por tiﬁ gbtemns:

b e K # - -i-. ¢ . 3 ks
vy 9 ﬁal + ti Aﬁtl Aifﬁ§»i Ati + A Aiiaitiﬁl {343
Cam Htilj = 1 g lembrande gue [ ¢ simaetrica, final-

BX QT = t) agE, _ Hes

Carniario 1: Sg kiiﬁﬁ tem multiplicidade 1, sntao:



g AL LD
. SRS
o3

Prova: Se A, {4 tem multiplicidade 1, entéc t, assocledo & este

auto-valor 8 dnico. Entaoc, do lama anterior:

AgU0 ¢ e AQ) = A 090 » et ADE, + B(e”) (37)
gus 8 "~uivelente a:

00 ¢ e ADY = A (03 ¢ & Tr[A0t, t)] + 8ie?) [38)

Come L4im 3{£2§!€ = 3, usanrdo 0 lgma ds Kleiman, fica-
FHYE DAL el

o Ri{QI .

e e I A {39

Ruando ki tem multiplicidade maior gueg um, ZiiQi per-
dg a diferenciabilidade. FPara contornar ests problema, gnunocia-

mos o corolaric que ssgue.,

Carciario Z: Se AiiQE tem multiplicidade p, sntaoc:

d § g % 5 ’
¥ R, (g) = Poatey = £t (40)
48 43y 7 40 40 gay 7

onde  ALQ) = Zliﬁi = k?{Q} N . I S A

Prava: Se Ai{Q§ tem multiplicidade p., entdn wvarios ti podam  ser

associados a este auto~valor e isss faz perder a diferenclabili-
&

dade de 2, (D) em relacio a §. No entanto,. a soma E titi & cong-
S i=]

tante, npois os t, representam os auto-valores generallzados o

Aiﬁai linsarmente independentes. Assim sendo, aplizando o corola-
i) o

ris 1 oara E A0 e E tgﬁ£= gste caroiarico & facilmente pro-
=1 7 i=1 "




mops 8 estruturs da matriz AY. @ prablems (P) pode ssr guiccado

o osus forms sguivalents:

{omin £00)
i
{PE] v [41)
L & a’ Aifﬁl £ 0 s A PR

nois B & 0 ss 2 somenle se RiZQ} £ 0. i=1l...1n. Suponde g diferaen
siahilidade dp %i(QE am relagaéc a §, as condigdes de otimalidade

dm Kyhn~Tuecker do problema (PE] se sscrsvem:

7
8.
wee L F(QY # AL = 0
agr ( .2 Hy oty R }
=1
Hy 2 0 121, . [42)
A 0%y € oo
‘1;
)
w, A,[8%) =D
151 ¥ 3
Utilizando o corclario 1 na primeira expressac de
{42}, obtemos:
. n
MIfTY TR B 1433
v RIS
Sade qua Ai{QﬁE = t;m*ti, podemos esoravar:
{2 rj o~ It ] i
i Ha Rj{@§3 ® l u} t. 4 t, = Tr L Z pj t1 0]
"j::}_ v j:zi ~ j:‘._l -
(443
Portanto, daefinindn:
f b
MY - . ) L 44
A= 1 ety By 2 0 (45)
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som (441 obtemos (243, 0w (25 s [45) vem:

£ no ,

} piE) RIEYHE = §  u, t,t, (457
‘ goy T3 T3

:?:f@:@ﬁtj "

Coma assuminoes que kjiﬁx} g ditegrenciavel, apenas um

#bwgn tﬁ“’

Snics muto-valor de 2% & nule. Pertanto, de < AY, B
s apsnas um siemento diferente de zers na zona 8m E481,. Alem

. 3 . ) #
dimse wE0°1 se resume & apenas um elamento § tal gue ETGYE = D

w, = uli } para algum i1 i

3 J

A
Gt
A

.o o= {0 Wi & {471

Omsn tamos lgiﬁﬁﬁ com multinlicidade o > 1. perdsmos
u
s difurenciabilidads. Apssar disto, mesmo neste ceso podemes co-
. . 4 . %
incap as condicghes de stimalidade na forma (24} com LAY dade como

. . . _ %
om (451, Pare mostrar isto, ssia o espectro de §° dado por:

i s = - oy &* % £ #
%1€$ ¥ mRQiQ Poeo, Kﬁf% 3 #lggli #lm*ziﬁ YA L. F Rniﬁ 3
[48)

Reescrsvendo o Lagrangeano assocclado so problema [(FE], para asta

oasn, obitemos:

5
Lig, ud = f(0) + 3 A toie,
1=1
%] I
= €003+ 3 AL (Qlug o+ ) A (@Yuy {49}
1=1 ’ i=p+]

¢ as condicdes de oifimalidede se egscrevem:

o 1
2. ¢
L {F(0) o+ 0§ A 0w, + ] ALiQiu.} = D
o gap 2L gt
& N
Pato®u, o 7wty =0
=1 1=p+1

By o2 0 3 A R%) g O 1=1...n (50}
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A primeira exprsssap do conjunto (501 pode ser cologa

do na Torma:

“iaTy s

I
T
(du
©F
Es

TE DI 0
e
(x4
[
i
o}
ey
[#3]
b

pois, do sorolario 2 podemos conclulr Tacilmente gue:

P p

[} }‘4 “A ‘ig}} o » -
.- i u,t. t {521
TR A 1%1 17571

Portanto, a expressac (51) geodincide com a {431, Isteo

ngs permite gguraver Jqus:s

M 121 Hifite
mi liéﬂi w  {} s 1=1l...n §531
mi = O . izl o0

4 enm issn. as condigfes de otimalidade de Kuhﬁw?uc%er nara o

sroblama

(] Fipam:

(543}

IV.4 DUALTDADE

Como colncadn na introdugas deste capitulo, pretende-

moz reasplver o problems do tipe (P1, gerande um controle descen-
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tralivado estabilizante. Isto nos sugere a utilizagao do glpo-
ritmos de decomposican bassado em dualidade, Fara lsso @ preclso
mostrar gque resclvendo um problema dual ds (P, sm certos e

“ns. wstaremos obtendo ume soluclo primael de (PY.

O Lagrangeans fol definido em (8} @ portanto a fungao
dual ac problema (P & dada por:

RIAT = min {F(Q) + < A, O > } {55
0go |

& o problema duasl a (P) &:

¢ max hiA)

|

L] (581

8. A =0

A gegulir vemaos estabelecer as rolagoes existentes sn~
bre o preblema primal {F] e o problema dusl {0}, Em primeiro nla
ne vamos explorar as caracteristicaes do problema (D) s da funcéo
nlAT & 2 sepuir vamus estudar as condigdes para gque a solucdo do

primal cuoinclida com a do dual.

uma splugao factivel de {F) 8 seja A uma so-

tugan factivel de (D). Entao:

FLG ) 2 nld 3} {573

Poeomin {F00) + < A, 0 >} g F(Q) » < A, @ >,
g

Partanto

hiA 1 & F(0 7T + < & , 9 > g £(§ 7 (58]
gois A 2 002 0 £ 0.
O teorems scima fornece o limite inferior para F{G}

2w (P} 2 na teorle classics de duslidade & conhecido come teare-

ma frace da duyalidaede (Bazaras g Shetty, 1979). Este teorems nos



parmite snunesiar trds oorolarlos.

Corplario 3r Se max {Al tende paras +=, entas ¢ primel é infoctivel.

Aag
£ N e . N . = . = -
Dorolavie 4r e siln F{0) tends para -®, sntao o dual @ intaoc-
%4
.

tfval,

e

o g B o ' .
Tarelaric 5y Se egxiste § factivel para o primal 8 axiste A* fac

fivel pera o tlual tal gue $(0%) = ni(A®) entdo 0¥ resclve o pri-

mal & A® resoive o dusl.

. - ® k-
Prgun: Yamas provar este corolario por absurdo. Se £{Q 1 = hiA)

P2t ) o - . N
¢ AT nin resoive o dual entac sxiste A AT tel gus hiAY > h{A%).

o

¢ nik) o gus contradiz o tsorama fra-

-

Mas ifsto implics gue £10%)
oo oda dualidade. Portanto ﬁﬁ resolive o dusl. O mesmna mansira,
sz 0F nae resolvs o primel, existe 8 # 0F tal gue £101 « ¥407) o
aue dmplica F§§3 < miA®1 o nue tambem contradiz o teorema 3. For

: #
tanto & resolve o primal.

Yporema 4: A Ffungho dual h(A} & corcawe sobrs um dominic convexo

o= (&g ®™ L A =2 a" > 0

Sejas A, &8 ¥ @ Ay € ¥. Se ¥ é convexo A = o A+ (1 ~&}ﬁ?,

&
£ ax § peritence a ¥,

h{AY = min LIA, D} = min {F6Q) + < A, & >}
4] &

e min {af(0)+o < A,.Q >+ (1-alfl@)« (1-a) < A,,0Q >}
14 -

2 omin a {FIQ)+ < Ay, @ >paemin (1-0){f(Q)« < A,, @ >}
G £

= h{ﬁ13 L S 4 hfﬁg} {549]
Cetp tparema nas oiz gue se o dominio de A 8 convexo,
antac n{A) & ndncava. Portanto, o dual & um problema bem compor-

tado e resclvends, ohtemos um mAximo global., Ressta estabelscer-
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mas as vondigoes tals gue min FLQ) = max h{A), Vamos provar gue
Bel AzD
puta igusidade o consagulde ze e somenie se existiy um ponte  de

seia de fungao Lagrangeans.

Definican 53 Um ponto (6%, A%) zom A 2 0 e 9% € 0 & dito ser um

ponto de sela para LIA, Q), zo:

LI, A®Y g onto, A , VO g 0
{650}

Lo, ATy »oLte®, A3 , YA » O

0 tesrema & segulir fornece ag condiglss nscessarias e
nEn
suficiente para um ponto de sela de L{G,AY. Sejs ¢ = {0 g R |

0= R @ O)e

Tearema 5: Seja Q° £ 0 e 4% » 0. Entéo tg*, A*) & ponto de sela

pare LI, Al, se 8 somente s§:

a} 0% minimiza L{O, A%} sobre §
5y BT g 0 161}
# w®

A, 0 > =10

A

el

Frova: Condicdo necessaria:

#

se (0¥, A%} 8 ponte de sele, entaoc LI(R¥ A*Bs LiR. AT L,
¢ pue imnplicas
Fia¥y o+ <« A%, 0% > g (O + < AF, Q> VO g &
{8521
8 pue prova o item al. Como LIGY, A¥3 » L™, A, temos gum:
PIO%) + < A%, 0% > 2 F(QF) e < A, Y > VA 20
{63]

s portanto < A, 0% » - <« A%, 0% » = « A - A*, 0% » & D para todo
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A x 0. A desigualdade ¢ sssegurada para gualguer A » O gsomenbe
0, = partante o Ltem b} & wvstabelecido. Para chegormos &

- # s
tomarmes A = 0 em {83}, chtendo < A, G » » 0. Mas conm

5 - N 5 4 Eod
A om0t g O, o= AT, Y » £ 6, Portanto < AT, 0 > = 0.

Uondigas suf

e oal, se U mipimiza L(GQ,AT) entlo LG AT 2 LI, A%

vy g &,

Ed & 5. ) . y

Por putro lado, como 0 € 0 ds bl e A 2 0, LERT ., A1 =
o s — « i # N 3 F: -
FLOT) o+ < A, 87 > & FI8%) = FL0%) » 2 AT, 97 » pois < &%, QF 5 =g

de nl. Portanto:

LEn¥, A% »outn®, A) , YA » O

(G, A}, entao g*

resolve o primal {P) em 0§ 2 0.

-

Prova: (¥, A™) sendo ponto de sela para LI{Q, A), da definigado 5

teamos:

FIO%Y « < A%, 0% > £ F(Q) + < A%, § = Y0 e & (84}

% %
> = 0, AT 2 U & para to

De tevrema anterior, < A%, @
de 9 oe $ tal gue o primal assis factivel, temos § € 0, o gue dim-

plica < A¥, 0 » £ 0. Purtanto
£L8%) & F() . Yigoe & (85)

ouw seja, 9% resolve o primal.

5 lems 3 deste capfitule pods ser modificado como  se-

- : PR
Lema 5: Seja & um conjunts convexn das matrizes § & R - Seilam

fiQ) uma fungao convexa em ¢ e gll) uma fungdo sstritamente con-

vexa am &, Entas hiQ) = F{g1 + glQ) & pstritaments convexa em B.



-~ 116 -

Teevema 7: Seja (P] um problems estritamente convexo ({Q) astri
tamsnts ponvexa em D}, Se QF £ 0 & soniugao de {PF}, entao existe
A¥ 2 0 tal gue (0%, A®*) & um pontd ds sels, para L{G., Al. Alter~
nativamente, se neste case, (R7, A¥) & nonto the sgls para

& - ‘3;
Lifg, A}, entio 07 resolve [P},

- & - - - . . -
Frova: Se 7 e solugan de (P), entaoc satisfaz as condigoss de

atimaellidade ds Runn-Tucksr. Portanto existe A% tal gque:

o Y {J { &5 ]

Coma LI, A®) & estritamente convexa {Lema 5), (851

- " %

impidon gue Q* € um ponto de atimo de LR, ﬁ*} am H. Portanto
mivtmiza LI{G, %)Y em 0, o gue implica quse, com as outras condi-

¢Bns deo otimalidade, (8%, A¥! é pounto de sels

Por vutre iladu, se (7, A%} & ponto de swola para

i, Al, eBntag, pelo tworema 5§, 0% resolve (P].

0 teorsma scima ncs fornece as condigdss de existen-

cia de nonto de ssla. Resta verificarmos se g possivel termos
um ponto tal oue max B{A] = min F{0), peis deata forma nodemnns
Fig-3n! ol

resolver o problema dusl s ochtermos a solugaoc do primal, O teors
ma sepuints prova gue asasa igualdads g consegulds se @ Soments

s exiabtir um ponto de sela para o Lagrangeana.

- , % ¥y o« .
Feorema 8: (07, AT} & um ponto de sela para LIG, A se e somsntisa

- P " *oo» o -
so 0¥ & uma solugac factivel pars o primal, A" & uma solugao fai

zivel ra o odual o FI0%T = RIA®T.

Provas Condipan Suficienite:

- #r - w
e (9%, A¥) & um ponto de sela, sntdo, pelo teorema 5,
& : . '3 & - . & e o
% @ primal faectivel, AT & dusl factivel s <« AT, §° » = 0, Por-

tanto:

nOAYY = pin*y o™, g% » = FL0¥) (67
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Condipda necessdris:

8% & primal factivel & sze 0¥ . ndo § solugao do Law

prangaans sobre o dominio § £ 0, entdc existe um © £ 0 tal cuE s

R{ATY = $E0Y + < A%, 0 > < £I0%1 +« < A%, g% » (58]

Come RIA®) = FLQ%), temos de (881 LU s

< A%, % » > n {89}
Mar AN 2 U 2 0¥ £ 0 & portante (89] & uma contradicaon. hopo

= arg min {FI0} + < A%, @ »} & porianto:
ag0

REATY = #0971 = £(0%Y « < A%, 0¥ > (70}

o gue impiica gue < AT, g% » = 0. coms g% & primal factivel,

ctiv
e : ; y * * b "
¥ « 0 ¢ portento, pele teorema 5, {07, A7) & ponto ds sals paras

Lig, Al

I¥.5 METODOS NUMERILOS

Como  descrito na intreducdo deste capitulo, existenm
Ffamilias de pares (3, R} gue getabilizam os sistamas des conitrols
do tipo £68) do capitulo I ou do tipo (41 do capituloe 1T, des-
de gue 9 8 R guardsm entre i ume velagén do tipo (8) do sapitu-
lo IT ou do tipo [B) do capitule III, respectivaments. Fortanto.
de umes mansiva geral, nosscs problemas de otimizacas com resiri-

sogs de estabilidede, podem ser sscritos na forma:

min TG

Comasiderandn F{G} aditivamente separavel asm N paries
B

{# subsistemasl, § g R bloco-glagonasis, (71) pode saser reescrito



na Formas:

i
min . p Falf.)
w, i=1
B i Qi w R ial, ..M
L'RL - @ £ 0 {723

A matriz L @ de Interconexfce dos N sub-sistemas e ¢
pan bloco-diagonei. O Lagrangeano sssocciado an problema {727 se

BEOTeEVEe ]

4
L, AL = 00« e (AT, (LURL - 0l
i=l 7

8
Potegd - <A, g, v e Te {47, UURLD
5 2 y - .

=1 123 *+
(733
e ﬁj o o i-6simo bloso-diagonal da maetriz A. 0 dltimo tarmn
o lagoe direlito de dgualdads (73! pode ser colocado na forma:
. % ré B
Fe f47, L'RLY = n; Te (L, A Lys Ry) {741
i=1
ande:
Ly
by
L= jm==-- (75)
o

Portanto, LI, A} g2 torns aditivamente separavel para cada suab-

giatamas
Lea, &) = § {ru) - < A, G, > v<l, A LR, >)

= L Eﬁiz S {781



Assim, # fungao dual fioa:

]
niAY = min LIG, AY = min } oL (9., A)
Gz Bed 1=1 -7
i
= 3 min Lo(0,, A) (773
=1 0,20 -

¢ o prohlems dual assocliade ao problema (71) ¢ da forma:

iy
(01 { max hiA) = max  } min L 18,. A) (78)
Az0 A i=1 QiZB

Como A tem sstruturs definida sm {48), podemps rseas-

wraver (78] de ssguinte maneira:

(13 4 max hiyd {791
ﬁiaﬁ
onde 1, sé&n os variaveis  duals asspoiadas 5% restricoes

,?%ifL'F?L -~ 0y o= .

Faseado no gue apresentamos ateée aqul propomos  alguns

T

A

goritmos para resolver o problema (7311,

METODOS DUAIS

0o teorema 4, hi{Al @ coneocava ¢ portanto bgm comporia-
fda. ¥Yamos explorar iniclalmente a difaerenclaebllidade dessa fun-
pac dual hifdl. A partir do tecrems de Deskin {Daskin,. 1898681, po-

demos snunciar o lema gque segues {(Belloni & Geromel, 19847:

3 rd . ]
tema B Ssjs F ouoms funocao gue admits derivadas de 1¥ ordem, 8 se
ja 7 um conjuntc compacto. Se:

&

YR min  Flz, 3} (84013
" :

g

v i . k4 : P
agmite apenas uma salugso primel 2z para um dado A, entao:



GUYIRT % el {a1:
CBA
Ho posso ocass, vamos supor FIQ] pstritamenta conve

[ - b
wa s, portants o problesma  min (F(0) + < A, L RL ~ § >} & astri-
n, g
NEcAE
tamants coavexns em § pars um dado A definido {(lema 4}, Asaim, o

%

tems 5 ose aplice neste caso,. Entac:

~ 5 {§igQ A "Ry, - 9 » .
GhiA) = S ATEG) ¢ < A L, LR e

ah

Asaim sendo, podemos utilizar metodos primais para re
soiver o preblema (781 pu (781, utilizands por exemplo, gradien-
te projetade {Seromel ¢ Baptistella, 1881). Esguematizamos ol

slgoritmo, a segalr.

PASSD 1+ Oafinir A = I & fazer % = 0.

PASSD 2: Resolwvar:

. - ' - ¥
Img_r:} {ﬁ“f@i} + < 5..1 A L‘i’g‘i > s Jﬁui, Q: »}
&iaﬁ
PASSD 33 Verifiecar se [(L'R L - Q£2 £0 . Ba pasn for verdads ir

para PASS0 5. Caso contrarioc ir para PASSD 4,

PASSO 4 Caleular:

onde v * pacalar 2 0 & % = praj. V h(ﬁg}, A » 0. Fazar

£ =« 2 + 3} w woltar ao PASS0 2.

# 2

BPASSO S: Splugan Gtima: 00 = 17,
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ttar No PASEO 4, a determinacéds de § & um  problama complexo,

¥

Fortante o algoeritmo sd faz sentido desds gue este proble-

ma smia reaclvido.

ao velaxarmoes a convexidade estrita de  F(0) &  fun-

pzo P apntinue clnoava, mas perde a sua diferenciabilidade pas
[ . - R

ra todo A e B . A 2 U, Pare contornar ssta difisuldade nodsmon

vtiitzar o metode dual generalizado, onds, ne lugar de rasoliver

(793, rosolvs-se:

e 7

T 2 a
i Bk g K k
ST STR B Ay L'rR L -5 ]igi - ) P83}
i=3 *

numa iteragdo & {Lasdon, 18701. No procedimento gue sSegus, apra-

santamos este metedologia.

PASSH 1 Definlr A% = I 8 fazer ko= 0,

PASSD 2: Regsclver o problemas

min {F{H.)1 - <« ﬁi
0,50 * *

b, s
3 < -2
Oy * L, AT L Ry }

PASS 3: Determinar:

i,

ALIL'RL - ofys 2l . $e1, 0N
i i

¥,
2 gulta-vetnrss ti associadas.

PASSO 4: Resoalwvoer:




4 "hi‘;};kﬁé < g . S I ¢
Caso sim. ir pare PASS0 7 & caso nap ir para PASSO B,

!

. , 4 ; ' :
PABSED B Auhar: AT = Z Hy t;t? z G, Fazer kK + k+ 1 8 wvoltar
i=] -
para FASS0 F.
3

m, - &
Solugao otima: §, = G

A convaxidads estrita de FI{8] garante & convergencis

dog algeoritmos propostos.

AETORG PRIMAL

Froposmos agora um matodo primal para resoiver (72} ba
. o T [ S
soads ne relaxagae da restrigac L RL - § £ .6, Isto = poassivel
desde gue o conjunto:

g = {g ] L'RL ~ g g 0} [84)

¢ tonvexo. Assim, o problema (723 fica:

min F.00,1]
i i
8, 1i=1
Q,i 2’8 El i*l;;.N {85}
- ? ’ H - N . » E:.; Ezr’ = .1 wlwu«?—r
ELILTRL - 0)E, € 0 .j];quH 3

que pode Fecilimante ssr respolvido por o um metodo dual pois:



el

5
Riul = min 1 E figis - 3§ ujééaL’ﬁL T 0Eg,d

9w0 iwl 1
H 3
< min { J o F0000 ¢ Jo7e [oU'RL - are wE,E ]
ST ©5 S j=1 473
N
= ¥ on FoLR.) -~ < T, « :
boomin br e Foo @y > ¢ < LT LR, >} (88)
i=1 Q20
ands 4y sao varidvals duais sssocladas 8% restrigfes
£ ALRL - 01E, £ O e
ﬁ)
P, o= t £ ;
i, ﬁgl ;jgj 3 | {87}

0 tests de otimalidsde do problema (851 @ feito sobres

Rmax [L'RL - 3 gue. no AOtimo deve ser tol gue:
kmﬁx {L RL - B} &0 {88

Daso contrdric uma nova restrigdo deove ser gerada para (851, pa-
ra sliminar & Ultime solugdo. Isto & felto atraeves de:

H

:j - ju]
g (L RL - IE, €O (89)

£ " . o I ¥
gnde © 2 0 auto-vehor assooiasdo a A (L RBRL - #1.,
$+1 Mmax

Abaixo, =msguamatizamos de uma forma geral o procedi-
manta do algoritmo, gquse tem @ convergaenclia assegurads pela convs

widade de § ¢ pela estrita convexidade de FI013.

PASSD 1: Dedinir n? mara § = 1, 2,....% e fazer k = 0,

5 i ‘ TR L B




PASBH 41

ritmos mue desenvolvemas nesta segau.

V.8

PABEN 3:

&
% P 4 b
o & h{ukj < FoE tL'RL - E, (u, - 1w}
J J 3
=1
uhtends selucao otima u @ o, -

higﬁmliu

Varificar sa Gk e Se for verdsadeliro, ir DaEITdE
PASSD 5. Uase contraric, fazer:

kel R

i R

a4 iy pars PASS0 Z.

4 E' . 2'
e (LRL -~ @) = X7 e varificar se A~ & 0. Ca

. E+1
BASSTH B m caso nan, calcocular £ , fazarp

Caleouwlar A

s0 sim ir pars

£ +~ B + 1 & 1r para PRS0 1.

£ A . . .
Qi’ i o= 1...0% resolvem o problems proposto.

Yamos explorar algumss possivels aplicagoes dos algo-

## segdir.

APLICACOES

gasenvolvida nas

Nesta sescgas aprasantamos slgumas aplicagdes da teoria

soefes antoriores deste capitulo. As aplicagdes

sap estabelenidas a partir da definicao de algum critério a ser
stimizadn, ohservads 2 restrigén de sstebilidade do sistema. Vo~

i3 s

descantralizado

ahordar inicislmente, o problema de determinar o cantrole
de norma minima, e, 2 meguir, comentamos o pro-
bisma de determinagao de sclugoss diagonals da equacan de
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Lyapunov,

Teorema 9@ [(Yemskami ¢ Geromel, 18581-al O ganho K dade como:

K o= R 'ple

(50)
A'F « P A~ PBRTBPsCQC =0
¢ =0 >0, R =R >, satisfaz s relagdn:
Hell < oty sl Pl (91)

ande O(RY = liril [|R "1 & “congiticn number” de R e P & & solu-

pao definida positiva da souagap de Ricsati:
A'P + P A - P BBR'P+Y'C =0 ' (52)

onde v = [{@l] / {IR}]

L1 . LI -
Prova: Para todo x € R, ¥ = Ox & v € R, a relagaoc

J {y'ay - wiRulde < f Clall v’y » IRl u'udee
0 $;
<rlb L {y v’y o+ u'ulas (93]

e verdadeira. Iste implice que:

res . [ . .
Mmin J {y'ny + u'Retdt ¢ |IR]] min } fv vy + u uldt
{ G
fa4s
5., a x = Ax ¢ fu 5. @ ® = Ax +» iy
»w{G) = X, 101 = X
g ogue aguivale a:
' Hel o' p n :
x . Pu g fiR ixg P, vx, € R (25}
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Masn, como K € |IR

L tell Pl . obtemos:

el

£

oy sl HPH (85)

g9ogque arova o tearama.

De {821, temos gua:

T RS [ -
(A o- poR ey 82 8 (a - 8 R« c'C = 0
iy g
{97}l
, et , 4P '

o guse implice gue - 3 0 g, portante Ty Yy nos forneos

&y -
e il » [IP,ll . Escolnends R = I = matriz  identidade, nara
achar o minime do limitants superior de HKEI gavemos resolver o

sgpuinte problama:

2
min e §§Q”
gxr 2 (98)

5, a L L ~ 8 &0

Lambrando gue § & simétrica, podemos rsescrever (88]

COmD SeEUR!

)
e =i

Tr zg§1

mip e

i 2 L
y20 Sk (99)

. a L'L - blog-diag (§,...047 € O

Pondemos utilizar gualgquer dos métodos propostos Fd
pouco, mas aguele baseads na linecarizacao extarna (relaxascac da
restrigan) parsce-nos mais adeguado, como mostramos & seguir.

r

Sajsm p vebtores gj e R° de norma unitaris, tal gue

5&}, Eé £ R * & seja o seguinte problema:

= F:\’l gz;nﬂﬁﬁ‘i« :
E.; L_ivj * gj ;}

4
min o= ) Tr (00
g,20 2 i=1 *

s.a £ LouLE hloc-diag (Ql,ﬁgQN3£j5 B, 3=l...p

{1oal




- 127 -

Dhamando de % oo Qp as variavels duais assocciadag &3 p restrd-

shog de {10031, obtemes o prablema sgulvalsnbe:

Max wmin LIG, #i F1013
el i i&; )

srde L{«31 & a fungau Lagrangesnsa definids como:

i
Llg, m) o= 30 A te 19 - Te {g,. MY 4 Tro (LRL')
) '3wl 2 i i i
(102}
i
i, sando o i-esimo bloco da matriz ¥ o= E w‘g,i’, 0 minimo o
i TN I R

N
Lagrangeano e § ¢ obtldo para G, = M, o, portanto, {101) fica:

i i

i ;

Max = e W 5 ol {1633
T30 2 (¥ B
5 - p pxp o
mun o um problems guadratice concavo,. sendo SD & K e Cp E B
daofinidos como:
3] :
i 1,
{s = < ., B » L.3 % 1u..
ol igi P 3 p
{1047
{c } = < LE,, LE, » T laae
no g J 3 . a

A partir dos rasultados acima, podemos gstabelecer o

zegulinte algoritmo:

PASSH 1: Definir p vetorss Ej tats que (& §1= 1.

FASSD 2y Celcoculsy Sg 2] CD dados em {104} & resolver (1033, obten

#
g 0w

B .
e .3, . :
PASSO 3: Caloular 0F = § wYETEC', 1= 1...N
R SR 9 L 3 j ki
J=1
- * & oy . B =
FASSD 4: Verificar se kmax fl. L - 31 & 0. %e nao, achar gp+1

8 %
auto-vetor assonlade a3 3 Lo~ 0y, Fazer p+ p + 1

A=
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g ir para PASSQO 2. Laso sim, ir para PASSO §.

FAGSO &: Hesolver:

¥ - o . . . )
Ry By v Py Ay m Py By ByPy w00, Ty = 0 iwl, .. H
ondn Gi = gg v gL, e % 0
PASED #r Caloulaey
: F B ’-Im L B
4 B, Py ’ 1=l N

g fim do alpgeritmo.

Uma outra aplicegao encontramos sm Khalil(1982) & Ge-
romel {1984), onde & analisadp o sepuinte problema: dada uma ma-
triz guadrada A g &"*" r@ail, encontrar a solugho, se axistir,

da mouacao de Lyapunow:

i

AP+ P A+ 0 =0 , N nt o> 0 {105)

wal gue:d
e} P saja diasgonasl ou

bl P ¢ O ssiasm disgonals

L

v

. . ' .
Daefinindn P diag [xi, XE”‘“*XnE’ x g R, 0 probla-

ma acima pode ser formulado como:

n-1 g .
. 2 v
min Fix] & y ) 95 = K B x
* 13 i#d
(1as61}
5. A AP e POA WO

X s
onde Q@ = {qiﬁ}” 1,3 = 1...0 & B £ R e tal gua:



» 2
4 E = para i=3
k¥d .
) @ o m s ey
72 {zig} {107
ﬁijaji para 143

Mo seu trabelihoe, GCeromel {(18984) utilizouw meétode pri-
mal para resolver o problems (1061, relaxando & restrigan

PR ‘-
AP &+ 2 A 2 0 o obtando:

ELIA P s P OAIEL <D . k=loop

’ (1081
£ e g

K
Atravas de um metodo dual, podemos resolver a parta

al do problema em questso, baseado no Fato de guz a sclucan exis

te se g somente se & ., solugés otima do problema

min O
o XEA (108}
5. a AP+ P AK al
ande X = {x | 0 ¢ X, € 1.1 s 1...n}, for negstiva. 0 Lagrangea-

no de {108 sg escrevs como:

tit,m, A = 1o + < A, AP + P A ~ al » {1103

s portante a fungao dual €

hipd = min { o+ < A, AP + P A - al >} f1113
G, HmeX
0 minimo ds {1113 em relagas a & devs satisfazar
dL/%g = 2, o gue forneoe:
Tr {4) = 1 (1123

# portanto o problems dual pode ser definido comso zendo:
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man
hza
TelAl=1

min L {x. Al

B i

For cutro lado, & relacao {112) pode ser

$113)

Traduzids

auvta~vetares

{114}

ser substituido por:

[y

¥ (11581

gsquematizar o prao-

0 o
TE P i I
como sende W, * 1 uma vez que A = } u.t.t. com
& M ki i = i 1 i
N i=1
criv-normaiizados. Assim sendo, podsmoes resscrever {(113) ns for-
s
max min Tr {A', A'P + P A}
PR REX
;
Wy =1
L ¥y
i=d
Ma mwxpressanc (114), trago pods
Tr {A7, A'P + P a} = Tr {[AL + AR"]P} = ¢
onde o, = { AL ¢ ApY }ii . Portanto podemos
cadimento comn segune?
- s s .
PASS0 1 Definir A7 = I e Fazer k = 0

EABE0 Z

PASSO 31

ODeterminar:

h{gkj = min o x
Bﬁxiél
j«mlaavn
Cajloular:
ALEA'P + B A = kk . IR PR
1, i "
K
= t aszgnclados
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max O
0Lzl
. n .
) K K K
£ by ) o+ z Actey - uii
d=3
ﬁ
o
LA PR
::1 L
rifigar gwn:
- hip] <o
a¥tirmative, ir para PASSO 7 e casp contrario ir

nare PASSO B

PRESH 6: Fazer AR = uitiitiiw, ko k+ 1 8 voltar ao PASSED Z.

§ g

i=1

Pﬁ%ﬁﬁ*i: Verificar o sinal de 9.

Se o % 0 antas & solugdo e P o= diag {xl, I APRPING [5 J¢

Se o » 0, o problema nac tem solugeo factivel,

IV.7 CONCLUSOES

Abordaemos neste capitule preoblemas com restrigoess  da
natureza matrlclal gus oodosm ser colocados ne Forms garal {13.

taedicamo-nos inioialmenta ac estebelocimento de cunceitos e dafi

nigOes basicas necessariaes para secies sspuintes. Deduzimes a G8
gulir as condigoes de otimalidade do problema propostoe, definindon
an mesmo tempo a sstruture de matriz dual. Apos snallisarmos  as-
pnectos de duslidade, propompos alpguns alporitmos pera resolvermos

gpates probliemas, tanto utillizando o procsdimento primsl como Lam

nem uytilizande o concelis de dualidaede. Analisamos 8 seguir algu

mas aplicactes noselvaeis das metodologlas propostas com sUgEs -

toes de sigoritmos para solupaa,



Certamsnte nao spggotemos a analise do problema 217
guasstan, principalments no gue se refere a méitodes numsricos b

aplicagteos, Ko entante, o capitule cumpre o ahiistlivo de trazer
uma nova metoedologlie para sbordar problemas do tipo {13, sugerin
do slgoritmos ¢ analisando procedimentos adeguades para aplica-

goas em problamas sspeoificos,




CAPTITULD ¥

APLICACOES
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Vil IMTRODUCAD.

Heste capitulo aplicamos os resultados tedricos obti-

dos anteriormente sm exsmplos numerices pars avellarmos ag o g
ravtaristicss dos métodos de controle descentralizado propos -
tos, Duoolhemos dols problemas: o problema de controls Larga-Frg
nuencia [conhecido come controle p.f.) num sistema de Energila

Flétrice multidrea & o problema de determinar controles descen-
1

tralizados pavra um slstems de pendulos interconectados.
A macolha do primeiro problema bassou-se no fato g
gque o3 sistemas de geragan e distribuigas de energia elétrica,

duvida as suas caracteristicaes de distribulcgas gevprafica, apra-

sentan atrativos pars o controle descentralizado. A sscolihs e

gunde exempio Daseosy~-se na sua semelhsnga com ¢ primeirs, alia

de an Fato de ser de natureze nao-linear.

Varins trabelibos na linha de controle p.f. descsntra-

zado Foram publicadns e dentre eles podemoas ocliar como rslevan
tez, o5 de Digerd e Foscha (189700, Geromel (13783 2 Geromel &

Pergs (189841, 0 primelre estudou o controle p.f. para sistema ds

duss areas apsnes, usandeo téecnica ds simulacgas. Geromel {19791
utilizey um metode bassads em gradiente mairicial {Garomsl &

Haptlstella, 18801 e estudou este problema pare sistemas lingari
zados. Hecentomente Geromel ¢ Peres [1984) propuseram uma nova

7

metodologia onde os controles descentralizades estavels para sis

temas linsarirzados sag obtideos ressclvende itsrativamenis U &

equagéo de Ricoati da ordem do sistema:

= e - 3 i . Y =i
Gouy = R B Pg - biloo diag (Kl”Ki"“”’KN} 3 by 0
{3l
: . ,.”“l ' ¢ .
A Pg * Pﬁﬁ - PR&& B Pg + 0% Ggﬁsg 8]
i} procedimentn apresenta spu interesse em vista das

recnicas eficisntes de gue dispomos atualmente para resolver e~

e

~ati ds ordens plevadas.

1
s
o

3
e
s}
1}
[
)
3
S
by
T3

Fm oconstraaste, abhordamos agul, o problsma de uma ma-
neirs descentrelizadae, sy seja, resolvemos varias sguagues da

Rigoati de ordem de cada sub-sistema isolado como proposto nos



capitulios IT 2 IIl. Além disso, tratamos tambdm de sistemas pao

iinaares,

3 sapltulo estd subdividido em guatro parites. Na pri
maEires, caractarizamos e enaligamos o problems p.¥f. na sus  Fformsg
nan lingar pare, a segulir, sstudarmos na forms linsarizada. Ma
sogunds parte utilizamos epstes resultados paras anaslisar um sxem-
plo numérien grnocontrado am Eilgard » Foscha {(1970). Dedicemos &
teroeira parts na ¥Grmu1aqém, simulagan @ analiss do problemas
e pendulos inisrligedoes encontvado sm {efevre e outros [1883) e

finalmente na guarts pearie colocamos as conclusoes obitidas.

V.2 PROBLEMA CARDA-FREQUENTIA EM SISTEMAS DE POTENCIA

Go pistemas de geracas o distribuican de energias sle-
trica podem ser ceranterizedns come compostos da N arsas interco
nectades entre sil, oede ares contendo i, gsradores. 5ob condi -~
ohes normais de Ffuncienamento, cadse ares deve seguir ume politi-
ca de gperacan visandso atender 2 demands local, sxcetusndo aH
suentidades & serem intercambiades conforme programagas previa,
Esta progremonss 2 ohhida atraves de controladores de daspnacho

goonamicn, bascado sm astimativas da demanda.

Uma variagao ﬁP de carga demandads na arsa i em tor
g do o valor nominal Pﬁ , como a freguencia ssta intimamente rela
i =

i
cionada cem o bBalango  de poténcia ative da rade inteira, wal
agarratar aumna variagao ﬁéi} na defasegem zntre as tensdes nas

barras 1 e 31, #m torno do valor nominal 5ijs 0 controle dessa va

riagan Af que & A integral da variacao ds frequencia é impor-

13
tante, porque @ ula esta relacionada a establlidede do sistema
global, além ds esnvolver guestoss de ordem scanamica

0 problema dg controle p.f. descentralizado procura
gnoontrar um controls de malha Ffechada em cada sub-sistama, tal
que pars umae variapao &Pd de domanda, leve o0 sistema a um ssta-

do de eguilibrio setisfszendo (Elgerd, 18701:

al A uma QPTMUT}dQﬁD do tipo degrau de carge, em vregime estacio-

nario, o desvio de fTrequencia deve ser nulo para cada area:
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A i) = Q) 5 121 ..M {21

& astacionarig, o intercamblio de snhergisa entre Eroaes
¥
para um vaelor F

i
2 deseidados
i sai

121, ..H £33

Esto valor Pii pode ser, por exemplo, a solugas do dtimeo des-

pachs considerands o incremento da demanta &Pd P N3 T I @
i
1] *‘ [ '&
torng da demanda neminal Pd . Se sscolhermns Pti = Ptifﬂ],
i e

i=1l...M, entaremos assuminde gue cada area & capaz de suprir
sozinho o sxocesso de demanda local, raecabsndo suxilio da

araas adiscentess soments durante o transitérios

©3 A malha de contrele deve ter um grau de estabillidade suficien
ta.

dl A dntegral do erro de freguéncis ndo deve ulirapasser um va-

ior maxime pre-estabelecido,

s geradores individuals de cads area de controle devem divi-
dir @ sarga btotal de modo 8 obter sconomis otima. Este regul-
sito ¢ de ordem ssoundaris o com esguama de controle mais len

to.

Vamns, & seguir, estudar com detalhes o problema de
controle p.f. na sua forms nao linear, procurando satisfazer as
hipoteses soima citadas, Nessa analise vamos desprefZar o acopla-
manto gntre os canais de controle carga-frequencia B de carga-
tensan [eontrols §-V),considerando gue esta wiltima tem tempo de

resposts multo menor gue o primeliro,

Para uma vavriascas &Pd de demanda num sistema com M
aress interligadas, podemos psorever as eguagtes dinamicas En
perturbagoes como segus [(Elgerd, 1970, Xisto, 18843, se desprasar

moz as pardas locais e e transmiscAan:
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gl gi 7l g
¥ . E‘
Mttf..;. éxi * ﬁxi & &Pﬂi - *fg:; *ﬁ?i izlwssl‘j i’%}
O AU A i
Fo, o= E wmi‘ d {sen Liﬁi + &ﬁﬁ} -
j#4 A1

sndes s
Hi = gonstante e inércia da arse §
% = ¥freguancia nominal
QPgi
Di “ variagso no consumo de carga F e . paranetro empirsi-
aF

camaents determinado

&@i = yvariagao de angulo de ¥ess ds érza 1

ap .= variacas na geracdoc na ares 1
g1
AP, ., = variagao no intercémbio de energia
Tgi = gonstante de tempn oda turbina da area i
A, = variacao nae posicao do governadar {valvulal
?ti = vonstants de tempno do povernador
ﬁpsi = variagan do controlador de velocidade
Ry = constante de regulacéo das maguinas da area 1
v, = tensan na barra i
xij = impedancia reativa na linha {1, i}
ﬁf = angulno de fase nominal da area i {em regime permanente)

A primeirs sgusgau do conjunte (4} descreve o balango

de onergia na ares 1. Em ragimg permansnte,. deve opcorreaer:




e 135 -

= oy S .
h &pﬁi * ﬁpti * 1= 3o N (5

e
0
-

T

& zagunda eguagace descreve a dindmica da turbine @ a tercaira, o
dinamicse do governadar. Finalmente, o ultima saguacgas déa & rela-
gas de intercambio de ensrgle entre &Sreaes, sm fungae das varia-

shas AS .
3

"

Antes da perturbagao, pars cada area 1, desve ocorrer;

s i=3...N (&3

42

o
[
[EN

srde o osuper-escrito 07 significa valores inlcisis. A partir de

{431, lembrands gue:

t
AG, = 21 j A dr . $=1...N (7]
o

@ gus nae pratica temos:

2,
e TTi g T, ., (&3
“Fic%i & ti -
. . . &% " o .
e defininde 8, = Qi - ﬁj’ onde o super-gsorits ¢ significa valo
res da regime apes o btransiitdric, pbtemos:

ZH, .
i y
[ET— E . A ¥ = AP - > - l
e AFy v 1Oy v Ri)& g 7 ORPL T APy m AP
AR, , = ; T, i (AS, - A8, + 8% ) - gx .}
Poy jé% 1 {men 1 3 1 s@n iy
i=3. ..M {87
vl lv |
nde T, T el e
,i.j Mo
E
Gefinindn vetor de estado doi-gsimo sub-sistamaz
-k . . .
P L. 1
; 2301\_; 'Ki
|
Ky @ A8, x5 (107
L BFy R __Xi
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pademos gscraver {9) ocomo:

Hy = Ay %y v B 2,
: 2 2
7= -y 3 - : i - *
Z, = oy ‘}; Ty, fsenlxy = xi » 874 en 87,} (11
343
x, (0) = x§ 1=1...N
com U, o= ﬁpﬂ{y x? as condigses inicisis repressntando as  dife-
rangas dos estados entre o Final e o inicial {Pzi - Ptiiﬂl,
?; - §i£§§, sto.l, =
o1 o] 0]
- ; - o
)ﬁ‘i 1 0 2% i Bi
"
6 0 -hy L.
aty (121}
* E
A, = o (13, & we)
iooang Tt Ry
Escrevendo [seﬁixz - xg + 8% 1 - sen 8% 1 na forma:
i - i 3 i3 134
2 Z # &
Espﬁixl T Xyt eij} BEn izj
2 2
[EEﬁ{x ~ %% %+ 67,1 - men 623] o
. i 3 1 (2 - xzi
2z .2 ¢ 3
*1 3
.4 2
" { - {13)
minXE ny xj}
a3 sguacoes (11} podem ser reescritas como:

.

{14}

i
fribe
i
£
o
o
[
[N
Lda
=
I
et
*
[




ento aijiﬁxﬁ 3 Lijiaﬁ'§§§ momn ﬁj = {O i Gg &t
@ )
) E - j%i ?ij wij%xé sa  d1=j
bygtxd = 4 [1%)
E Tij &ijixi @ iﬁ;

Dunta ?armaf definimos um sistema dinamico gue, desde
pue garantimos sua estebilidsde assintotice, am raglime estania-
nario sleangs as condigfes dasejadas &ﬁi = 01 g ﬁ?i = i, pera
sntrada degrau. Portanto podemos utilizer resuliados dos capltu-
ins anteriores para propoar controle descentralizado estavel. Pa-

ge v silstems como um todo seja estavel, 2 prscisno gue os sis

AR I

£

temas vapidos também garantam a estabilidade, o gue pode SR
vonseguldn coma Falto em Khelil s Koketowvie (1878) e mais rocen-

temanta gm Peres g Geromsl (186847,

Me nossa analise, wue tem come ghistivo testar mato-
don para determinsr controles estavels de sistemas com eshroty-
ras de interconeccac decomponivels na forma BLL, podemos consids
Far somente os modos lentos, desde gue os modos rapidos satlsfa-
e com rigor a hipoitese ascsumids em (8): que asijam suficiente~

sente rapidas.

A gstimagac do dominio de estabilidade pode ser faita
veando ng resultedos do teorema 7 do ecapfitulo 17. Cabe comentar
mue psta estimagan a importante uma vezr qgus, para um Qamtrﬁ
te dadeo, dafilneg a magnitude da perturbagas permitide para fman
ter o sistems estavel.

Pava perturbacies pegusnas em tornn de valaores nomi -
nats de operagac, a citima dgualdade do conjunto (4) pode ser 1%

%
nearivads em torno de P?i:

B
- - r >
AP, = g* Ky (86, = B8 ) (1e)
3#3
i ij & Tij S DO sza Isto nos forneca:



A ..,.“?‘;_.. . o - -
(3, = H.Bﬁ?i {ﬁ?ei épdij &Pﬁi

imlas o N {173

sue, lembrande (310 podg sear sscrito como:

RS T i~
121, .M {18)

ST ﬁﬁ w B, dados em P12 » by ﬁPci. Afamsdim, a matriz de inter-

sonecgans Lo tal gue Lij 52 Lij Cj

Y
(w Z W, s i=3

i .
Lo o= * {13}

s ge 1]

2, portanto, se ssssgurarmos a estabilidads assintatica, em regi

me permenente temos as hipdtese ﬁﬁi{mi = {1 = ﬁ%iimi = 0 satis-

faitas.

V.3 APLICACAD MUMERICA

Hosta segao fazemoes uma ilustragao numerica dos resul

tados obtidos nes ocapitulos anteriores. Analisamos tres =P = IHEY
nions, sendo dols coscs nac-linearess g um lingar. Para poder-
MOS DL 2rar os resulitados, tomamos o exsmplo apresentado gm
Elgerd 2 Foscha 119703}, orde g anslisado o comportemento e

duss arsas interconsctados sujeitas as perturbagose. Hs dados nu

mericos adotedos sao os ssguintes:



T T

¥ g &

& L mE - £ L - B
ﬁl? 621 51 ﬁz 34

Oy, = @, = B.33 x 1079 pu Mw/Hz

Ri = R, = 2,4 Hzdpuy Mo £203
r&w = ng = 0,08 seog
fg‘ = th = §,3 sag
645
Ko, %k, = 2222 o 0,08874 pu Mw/rad
o i ey .
0 sistemsa eostd asguematizado nes Figurs 1, & partir

dog dados acima, lembrandoe {12), obtemns:

AL s Ak, o= B(8.33 x 10° « —E.} = 2,58 (213
: £ 24

! _ \
[ f ;

FIgURA 1 - 2 areas interconsctadas




& as matyizes:
C 1 g §
|
A, = A, = | 0 05,2832
LE? & ~2,55 B
{22}
Mo
% R a2 ! E =
ﬂi hz C XG R 53
&
g Lo ?£§ L?] LOMm
2 ‘ ﬁeniéﬁl mﬁﬁz +8§2} 520 Giz
g ~¥12 i
&61 - &ﬁz
%"'"E
- B * -5 *
‘ 5aﬂfé52 &Gi @821} gn 621
i 1”21 ¥
] aaz - ﬁol |
{231
e e - "y = -fe = - * ) oy - A Ers bt -
3 L? LG Como 712 Tglx 612 @21 a{é@l &023 E&ﬁz &ﬁl],
. a1 . i . 5, e
Lys® iz,Eﬁ onds L, {ﬁiéj}n i=1, 2; Jj=1l. 2, 3.
Como @ijiﬁi £ ij, phtemos & partir de {203 @
(231
[ o -0,08674 oo 0,.08574 0o
L0 S_HMFM_MM U, mmummm_u“m__vwwi
| : |
Poa 0,08874 oo -0, 08674 a4
{241
. 2 .
&, purtanto, iéLEﬂ}l% = 0,03, Para obtermos sistvema estavel deve

mns fTazar B71

e,

?;1, o domi-

= @ > L'{x) L{xy. Dado gue L
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1 1

u x £ - 2
nio de estebilidade Tica definide pela relacas IEL1£X3H < BSZ,

Somn

aeniéﬁi_m_g& s g?q;_»_gan g* -32

2 12

.&é_ - ﬁﬁg

n
A

- 2
« 2 FT .] = 2 {k foos @igj £

ud
18}
ok

14

0,02

B

temando B on 0,04 geranlimos sstabilidade assintdtice do sistema

para gualouer Uy, 8 portanto para gualguer i&%i - &523u Em oy
e A

a0, noste oaso temos sstabilideade global do 3]

i
< 0,04, temos ums regiac de estabilidades definida

B {y g R x ' Px £ W} {28}
Gnoe

- . o P : ]

o= min {x Px | thix}li = B/2} 1271

pd

Pera abtermos {271, lembrando (281, devemos ter:

- f #
; san | (A - - n B
i? sen [ LAG, ﬁ&zﬁ v 8, ] sen 0,50 B .
[ - P
17 PO )
| i&ol Aﬁzi
~ . % .
Mp exprausas acima, com 91? = 307 = 712 = 0,1, esco-
-7 I
lhendo £ = 0,038 aohtemos comd solugsn {éﬁl - ﬂﬁgi = - 20,187, Co
me bemos 0 modulo da sxpressas (28] menor gue (FB772) Dard
Cad, ~ AG,) 2 U, pars assegurarmos astabilidade assintdtica oo
' R . ) P
sistems gloebel devemos Lar 2&61 - &62} > ~F0,187 . 8 dominio ches

estahilidade ¢ dade peiss ewprmssoss (261, (27) e (28],

UtZldzando o Teorama 7 do capituleo II, abtemos 05
sepuintes genhos descentralizados, para B = 0,035

K. = K_ = 10,16 i 0,491 {233
Ky, = K, = [0,18 0,3 |




Lom fsso, para x = 0, us podlos do sistema que em malha abarta

agram lapraximacae iinearl:

! 2 3
Eg ® o~3,235 « 3 2,217
{301
ks = =lLEPh -~ 5 2,217
foram cera:

A, o0® ~2,814 9 % 3,034 Aﬁ = ~2 188 - 3 1,283
Ao, = ~2,5%14 - 1 3,034 Rg = =1,113 1313
33 w2 ABH + § 1,283 kg s -0, 481

Com o gonho (28} obtide, o sistema glohal com contro

x = (A ~ BKIx + Biixlx + Bd _ {32]
T 1 o ; a 0 a0
3
1
0 0 v S a 0 0
H
| -1,14 ~1,80 ~5,45 n 0 n
= o e n m e e e e e e me e o on oo v 1o e an A me e wm o AL AN M e ma Ve e e AR e e A A e o e e a2
H
D 1 0 , £ 3 G
1
i
0 G 1 ! i G 25
3
0 0 o 1,14 ~1,80 -5 ,44

i i

g f
L rs:sn{,cg }'“:} * 93?} - ‘E_%Fji“iiﬁzﬁj ) dl

I T O 2 I
n
G H {3
%

senls. - . + B __ - genld_ . ] f .
] santxg X 6323 3 gl d.,
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Com dl = 0,1, ocu sajia s
= i obhtg-

SIB0 » BB 238 - wﬂqzu
il

“25 ‘
& da cargas sobhre a Arse 1,

Figuras 2 {variacgdas de
Figura 3 {ﬁél @

4

ﬁ 2 {é
; ?
5‘2"’&«’&2%3 Fr R ]

g TR
2 g 1IN

apresontadas nag

BE CUrvVas
&?1 @ &?2, nas dreas 1 og 7 fespectivamentel,
defesagens angulores na arsa 1 @ 72 respsoctive
g Filgu

variacdes nas
ﬂ #
valores de regime desejados 5} g A8

am Ltornn don

é@léf B J
{
A solucas ds equsgdo de Ricoati forneceu a matriz:

¥

ﬁéEﬁTEQ

~

L 0,058 4,027 0,031
{331

0,038 0.050

|
;3 1 %z i 2 = !
é .
{ 0,031 0,058 6,082 |
Po= blipo-diag (P PZE.

A I

FEE-E
“fif . ST -

]
:
was | L o e

Pr.éx: b8
[
)
@
-GS, 43 H
E3
s |
S
2 £
FEEE 123
[
L
z g
€ f
@FLAF T Y - .
:ﬁvgd =3 ;‘?g- W P ) :{‘i. g
Y

- ]
+32, £ T BT

o STERS BE | FESURER B2

-~ ¥Yaripchdes dp frogusnoiss nas areass 1
A¥., & AT pom LF
ELN“:,L g A .2} e a1

FIGURA 2
= 18% & AP,

[
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Fara obtsyr o dominioc de estabillidede, dasvemns resnl-

YR D promisma;

mi % Px o= g
) {34}
¥
B £ £ 0 H o= k
som P dado am {333, ' o= Tx % ¥ b ® %ol ® & =
-1 2 3 4 5 &

o108 -1 8}. 0 -Lagrangeano do problema (34) & dade pors

w Px -~ hia x - K} fas)

i

LA, w3

fig minimo dasvemps tor:

oL 7 Px - ka = 0O
s = Z Hoo- =
3 8
{381
7. :
~~~~~~ = g x - ko=
JA
o opoartantoe de (34) o (38):
Y .l -n-;;-» !1“15&
£
2Rk
R T (37}
P
a 1&
- 12
oo _mﬁiffm
asP“ia
Assim, o dominioc de estaebilidade fica definido COma

e (281, sando k solucao de [(28) parsa um dado B. Mo nossn  axom-
aplo, como adobtamos B = [,08%, o= L-20,190 wi/180% = ,3524,

. - . -5
De {33}, obtemos w = 2,75 x 10 7, o gue nos fornece:

oy g £ . -5
D= {x & B~ | x Px £ 2,75 x 10 "} {any
Pars efeitn de snalise., podemos definir um coniunta

dher tione

H, = {0 !« =0, i=1,2 ;& 3#R} (3973




snde L & o dindice correspondante a um estado que se deseje obssr

var. Pare £ = 2, significando as veriaveis éﬁi, obiamos:

P I - 5 ¥
., o= {x g /° | % Px < 2,7% % 10 ; xgwﬁ, i=1,2; j#2}

{403

2 ogue o Forngoces a rolagao:

2
&£-0,0265 {411

B P

ABZ + BB
B, significando as varlavels Af, . obtemos:

2 ’ 2
AT+ AFL < 0,0183 (42)

nes Fornpoom regices de estabilidade mostradas na Figura 5,

[ RRE:
TILEE

FIGURA 5 -~ Repiotes de sstabilidade estimadas

Introduzimns mails uwme aree no sistema acima, com a5

caracteristicas que sepusm, além das apresentadas sm [20]:

P 5
& s % #
@1 - 03 = @3 - §2 s =150 Ra = 1,2 Hz/lpa Me




hlﬁ w R31 # mw:g@ w0, 04338 pu Melrad
{43}
1,09
b = hye = SIRI e §,17348 wu Mw/rad
LA S e _ "

Da dados scime forneosm kg = 5,0% @ as matrizes sapre-

sentades sm {20! 2 mais as sgguintes:

fo 1 g Fo
A, o= H 3 & ., = 3 t.. =
5 g ‘ ! ; By 0 Ly = I
g o -5,0% ;
e = B {44)
f? - '}'

Com isso, a matriz de interconexan, ne origsem filca:

o -TL130100 00 0,08674 0 0 0,04336 0

1 U S
ciol al o n,O8874 0, 0 -0,26022 0 O 0.17348 0

Lo 0,043368 0 s O 0,17348 0 ¢ 0 -0,21584 0

{(45]

Z g ]2 i 2
s, portanto, L0} = 0,175, Como B > N max hLid = 3 hhzn

. i
= 3,318, escolhendo B » 0.5 e o deminic de estabilidade & dado

o]

IR

D= {x e ®B | x'Px g m}
(48]
- . f B .
gl min {x Pyng | Hki{xi‘” = 0,187}
Xy

Cam o valor de B adotado, foi obtido o sezuinte ocon-

trole:




1.4 0 o o o o o ]
o 5,71 0,93 1,2 ¥ B D [
f
§] & il 8] g,71% 4,98 ﬁyﬁﬁj
(577
o seguinte sistema para simulagaoc:
7 1 Y v i1 O : o 4 2]
I H
2 5 2w 0 U 3 PG o o
wh,uB w%,58  -8,75 0 0 G . G 0
o o iy Poo 1 l @ e o
- 5 0 g 10 o EE S o e x
4 ° G i-4,26 -%,58 -8,75 | O i 0
_—— . - [ U R A s -
g : g 6 0 g 9 1 0
o 3 o Lo o g , oo e 7
Lo 0 a0 g U -4.26 -§5.70 -10.75
[48]
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Fapras aplicer num ceso linesar,™vamos Urilizar ¢ mesmo

mplo ensentrado em Elgerd e Foscha (15701 para podermos com-

parar os vrezuitadoes. Para isso basta tomarmos o mssmos valoras
Forpusoides no orimeiro exaemplio nao-linear.
Moste casn, & matriz de interconscoan L. em vista ds
P37 & goms L o» L €, I = blaoc diag ECl Cg . CNif devemos tar:
‘o0 -0,08874 O 1 O D,086874 e}
i i T b e e e e H
L= {‘Li L’Q'E # i “““““ i l
" P - i
i G 0,08674 0 « 0 ~3,08B74 QJ
£50)
o norolaric ¢ do cepituls IT,. o controls descentrslizede ssta-
. : . 2 » 2
@ ohiide Yezendo 8, > N HRH HLiB . LComo |IL1H ® 55&2“ %
0,01505%, vamos gscolhsr 81 = fiy = 0,05, vom o gue abtemos:

gtilizando ﬁl = A? g . = 0, fornecidos no caso nap linegar, L =
a " P £
Ig ® 7o Ia. A matriz A = bloec diag {ﬁl, A,) + BL com asuto-valo-
T
A, o= A, = A, 0
Tl 2 3
A % TL,R275 « 1 2,217
' (523
Ao o= ~1,275 -~ § 2,217
A, o= ~2.55
&
nessou & ter o ssguintss asubto-valeres, guando uitilizempos o con-
trole acima determinada:
A, = "Z,EB ¢ 3 3,17 O S R B T
k? = 2,68 - § 3,14 ?5 = -1 ,08 {831
b w o =2,40 + 3 1,47 A, o= ~0,50



Cem abjetivo de vardficermps o comportamento do siste

ma guando o controle acima for implementado, resscravemos [(18)g

s:\’ 2 4 £ EN » a &
LRy P By
g , y
7,0 AP - Yok, xS - xS 5
R I S Y S I (54)
3L

¥ om (A& ¢ BL - BRIx + B d
£55

3

- : -
Assumingo x_ = [0 0O 0 O 0 U] 8 g = (0,01 o],

9 k - -
shtemos como resulitade da simulagac do sistema acima, utilizendo
o controle R odaterminade. es Figuraes § e 10. A primelra apresenta
o nomportamento dos desvios daos freguancias &?1 & &fz B8 @ ssgunda,

o8 comportamonios de desvio de fase ﬁél @ Aéz, Tambem apresenta
s 1
mos 8 trejetoria do sstado j€ﬁ61~ ﬁ&j?df , i=1,2 na Figura 11,

r

P
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o F g

~gif &4

T, A7

U,

~F, B » . 5 —

e S g, B wd ey
L e, fd £ soree
et € G 46,8 o FREES R
FIGURA 9 - modelo linsarizedo, Af, 8 AF, para AP = {0,401
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ENTRALTZADD PARA UM SISTEMA OF QOIS PENDULDS

nonsidorayr neasts segao o sisteme de dols pendu-

roion tratsdos am Lafosers 2 outros (18837, Dol -

....... S T L ¢ rmnonta —
: : EJ CHEE P LCE ﬁgi anda 31 raprazanta o deos
vig anpulor do pendulo an torno do ponto de eouilibrio fFigura

1E3. oo medsico pao-linear tewm ay sgguintes matrizes] ver iguslimern

o Baeromszl o Yomaskami, 19857

RISGROBITIVO LE

/ ACUPLAMENTO

L)

FIGURA 12 - Sistema de dois pendulos acoplados
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 nosso obhistiva & encontrar controles

o

LBV Eam 3

(qae £

Gam o Fare

Hecarff

wrnlns g sofrem periuvrbscosns, para origem.
B

Lizandn resultados do vapltulo IT obtemoss

&

iididade na ordigem, sscoolbhamos = >

O ey
L i -
Lom estes ganhos, o sistema reslimentado glob
senco:
8] 1 ; g 2
§
t
sgn O ¢
i i
I B ~242 i i3 -2, 1
5‘1 i
. H
£ = H
T, T
H
4] 8 t f 3
i
i
L
: sen 82
i
0 -3,1 N I ——— ~2.,7
1 82
As trajetdiriass dos sstados obiidos stravés da

cao e {(58) sstao colocadas nas Figuras 13 m 14, Inic

tragamos o5 gstados sem controle considerando condigoes
néo nulzgs em € = O, ate ¥ - 40 seg., guando ps controles
conaotados. Podemos notar gue guando os cantrole sao oo
s pendulos alcancam os pantos de equilibrio em menos de
tdos, sem apresantar erro de regime como sm Lefevre B
(1983}, nNa Figura 1% apresentamos as trajetdrias ce 6, e

1

mente nguanda controlss sao consolados.

G5

Fimalmente selientamos gus o valaor cdo £ gus

[l

mos para simulagao
. ) . 12 :
bal do sistems, considerandn gue [[LixI]l” g ﬂL[U]|F

. .
w8 2 R, o gue implize gue v, T .

o, Y

descentraliza-

etados oom comportamento sanoidal guande esstiao

garantir

ti

1

; -
Li

&

{571

al fica

p (58]

simula-
ialmante
iniciais

R

£
nagctados

H segun
outros
&

[O-

i

gurolba-

suficliente pera garantir a estabilidade glo

Vx £ R,
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Dentro deste capitulo snalisamcs o problems de contro
@ carga-frequeéncis,
~an de enargia sletriza

s

simulando sistemas de geragsoc e
@ oo
335

gistribugl-
oroblemsa de controele descentralizado
sara um sistems de pendulos interconectadeos guandn sso  utiliza-
3 contralss sugperidos neste trabalho.

Pars o problema de csrge » freguéncia as nossas simu-
imgoes mostram gue, no caso linear, os resultades agul ot ddos
sao melhores oue obtidoes am Elgerd o Foscha (18703 ocu esm Gero-

mel {18783, tanto do ponto de viste da duragéan do transitario, co
mo o ponto de wvists da magnitude de variacoes des estadog. B
casnp nao Lineasr, Dars uma Dﬁrturba@ém de carga de 10% Bm LT
g wvalor nomipal, o ftempo o 3stabiiizaqém conbtinuau DeguUBnG,
assim como Lambem as ﬁﬁrturh&gﬁes dos estados, guando Usamoes &
valar de B igual & 0,03%,
Para o primeirn gxsmpols ##o
minio ve sstabilidade
nog respeotivos

nlanos

om

linear, fol

gestimado o
Cartamenia,

4

O
¢ apresentamos a projegao dastes

: [ .
dominias
pste dominic pods ser aumen-



v

-
§

fod

a,

sumantande o valor de §, Neste casp, pare B > 0,04 garan-

{
r gichalmante asainitoticamenie astave

fard

&

gue, pay comodidade. simulamos situagnes

za. ou sele, supoends gue apos g bransi-
& perturbspgde de carge, o sistema volte &z condi -
iciais, » menos de gerageo ne arss gue foi perturbads. No

sutras situagbes podem ser consideradss tal qus os valo

ieis de &, @ ?i nas colineidam cowm 03 valores finmaeis {ou
(a1 = §.(0) - 67 # 01,
i i
A determinagés dos gpanhnos sao bastante rapidos s
consints am solugsds  de N eguagtes de Riccati de ardemn

tde cada sub-~sistema ilsclado, além de ser possi
wr um nrongessamenta paralslo Eﬁmlugéa simulianaa e N

da Riocatd doasacppladas).

Mo simulaegan do sistems de dois péndulos interiiga-

<2

daas, notames gus & nossa meiodologia forneoce resulteados melhores

nue snoontrados  am Lefavre e sutres (1983}, neo aprasentandg
srros de regime como no irabalho refasrenciado. Além disso. o con

trolae sugerido sm Letevre g putros (13831 & de natursza nao 1i-
nmar om contrasts oom o nosso gus e linear e, pertanto, de facil
imﬁlﬁmﬁﬂt&§5Q$ Dabg lambrar, fFinalmente, & simplicidade de aéimﬁ
ins na detsrminagas dos asontroles guendo utilizamos os  resulta-s
; ot

dos des capitoicos IT e 111 ¢ gue o sumento da dimensao do siste-

ma nan traz dificuldades na nossa metodologia.
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sha brahalbho Foi

doesenveivido ecom o obletive ds aaty

dayr dodis asgsuntos lacicnados ao proablems de controle descentrs
1iwads de sioteomasn dingmicos: sstabilideds do sistonn dinamion
p sontrnlis obimo descesntralizedo.

o oy subsidio s sptes sstudos,. cvelocambs no pri-

%(3(:::\. E

fig dolg

capitulos

rohelosamos um

] v ;:3 FITOC G
Inicl

pastan

an

de premplos numericos mosiramos a superioridade das nossas meto-
dnlppiss em relagas asocs encontrados ns litsraturs.

Entudamos com profundidade o problema ds otimizagao
de funcoss matriciats (o "variavel® independente & wuma matriz =
as restricees sao de naturezas matriciall no capitulo guatra,
cubrdividido  em guatro partes. Na primeiras san sobsbhelecldas a5
sondigies de ntimalidede para problemss desta naturaza, além e
carantarizor completamenie as *yariaveis® duais. HNa segunds par-
te sotudamos sspectos de duslidade 8 na tergelra superimos il
guns matodos pumaricos, primais e duais., Finsimenlas na nuarta
merte epresentamos aplicecoes possive das  matodologilas propos
T,

Mo witimo g prablema de carga-¥re
nuancia om sistemas de com madsios nao idneares
ppme cnm omodeiss linearizados e oo probleme de um sistema de pen -
ghisdas interiiag: an moetodologias desanvolvidas nos

Lenrama

metodas

0 gapftulo

siis

pe ooenoceitos o prinéipaiﬁ re %ultad&& gnocontrados
sobres a wsatablliidadse de sistemss dinamicous sagundo
stimize gém am siastemas de oontrole ocom restrl

Fw particuliar, deameos uma atengan malor Dars

sar guadraticn de horizontas infinito, para o qusl

wmn metodoingis de otimizagao viilizando o matoda de

sdn inteiraments dedicadne

dn antabhilidade de sistemas com ogontroles descentrall-
admiten decomposigae da matriz de LNtRronnexan . Para

hoesico de sstabilidade 8 a partir

g

para encontrar controlaes

almante sstudamos sistemas linearss
dermos ns resulitados a ohservadorass

gistemas eonti-

o
far)

subrﬁ

amas sistemas dliscrelos. Abroaves




ioves, detarminamas oontrolss descentralizados es

isis pave sistemass llnoarss e nao lineares. Dom estes, Fize~
IRV aimuéagéﬁﬁ em um torminal gratice (67-40) conectado as compu
tador PUP-10 fda DEC {(Olgiltsl Cguipamsnt Corporationd, os guais
renrnduzinns neste trabaihbo.
Considerands os conteldos dos cinco capitulos golme
menoionados, aoreditaomos gus Lrouxsmnosg ccntribuigéﬁa no gutudo

de sistemas dinamicoe Interceonectadoes, tante no aspecto de aszta-

nitideds oore no de obimlzascan,. Evidentemente, em vists ds dimen

sho oo problems abordado dedicamos ao gstudo de uma classs tig
siste . dindmicos internonectados. Como continuanao dests traba
tho, soodemos enumerar algumas possivels Iinhas de pesguisa, &

Ballar:

- gontreole linegar guadratico &timo com realimentacas

de salda ou com restrigoes de natursza ssirutural.

- matades de detsroiner controles descentralizados as

taveilis para classes mais gervais gue agul abordades,

- satudo dos problsmas de stimizscado de fungoes mairi
cimis, tanto no santido de generallzagao como de

nropasican de matodos numsericns.

~ snalise de probleme de controle carga-freguencia am
aistemas oe potencis interconsctados com damandas

aleatdriss e com apoplaments sntre modos rapidos =

iosntos [Perss & Geromel, 1984]).

-~ axtansan dos resuitados agui obtidos a sistemas ms-

tnpcasticos {(Melo & Baramel, 18847,

aralise tde robustes de rsguladores obtimos {Geromsl s

Yamuhami , 189858,
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