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Resumo

Esta tese apresenta métodos de andlise e sintese de modelos paramétricos ¢ néo-
paramétricos de redes neurais artificiais, utilizando resultados derivados da teoria de
aproximacdo de fungdes e andlise numérica. A flexibilidade destas estruturas conexionistas
nio-lineares é explorada com base em técnicas de regularizagdo e métodos de otimizacido ndo-
linear irrestrita. A rede neural ndo-paramétrica resultante realiza mapeamentos nio-lineares
estiticos via métodos construtivos caracterizados por reducdo de dimensionalidade ¢
propriedades de aproximagio bem-definidas. Estruturas genéricas de processamento dindmico
ndo-linear podem ser obtidas via redes neurais multicamadas recorrentes. que sio modelos
paramétricos tendo redes neurais muiticamadas ndo-recorrentes como caso particular. E
investigado um conjunto de problemas nao-lineares, cujas solugdes sdo formuladas de modo a

permitir a aplicacio direta dos modelos de redes neurais desenvolvidos.




Abstract

This thesis presents methods of analysis and synthesis of parametric and nonparametric
artificial neural network models, using results from approximation theory and numerical
analysis. The flexibility of these nonlinear connectionist structures is explored based on
regularization techniques and nonlinear unconstrained optimization methods. The resulting
nonparametric neural network performs arbitrary nonlinear and static mappings via
constructive methods characterized by dimensionality reduction and weil-defined
approximation properties. Generic nonlinear dynamic processing structures can be obtained via
recurrent multilayer neural networks, parametric models having nonrecurrent multilayer neural
networks as a particular case. A set of nonlinear problems is investigated, and solutions are

formulated so that the developed neural network models can be directly employed.




Capitulo 1

Introducao

O expressivo desenvolvimento observado ultimamente na formalizagdo e aplicacdo de
conceitos conexionistas representa uma tentativa de restabelecer associagoes entre campos de
atuacido cientifica que até entdo vinham se desenvolvendo de forma independente: inteligéneia
artificial, teoria de informacdo e teoria de controle. Apesar de esta imiciativa de tratar
unificadamente controle e informacdo nos organismos Vvives € nas maquinas ter sido
formalizada jd4 nos anos 40 por Norbert Wiener (WIENER, 1948), foi com o advento dos
computadores com alto poder de processamento e armazenagermn de informacdo que se
viabilizou o desenvolvimento da cibernética, sendo que redes neurais artificials vém
desempenhando um papel significativo neste processo.

O estimulo inicial que conduziu ao desenvolvimento de modelos matematicos de redes
neurais, denominados redes neurais artificiais, foi um esforco para entender mais
detalhadamente o funcionamento do cérebro. O objetivo era construir um mecanismo que
operasse de modo simiiar, ou seja, que calculasse, aprendesse, lembrasse e otimizasse da
mesma forma que o cérebro humano. Tomando como base os protétipos até aqui
desenvolvidos, ¢ de consenso geral que este objetivo ainda estd longe de ser atingido.

No entanto, diversas dreas de atuac@o cientifica vém adotando e aperfeigoando estes
protétipos no papel de ferramentas computacionais aplicadas a solugdo dos mais variados tipos

de problema, justificando o forte crescimento de atividades na drea de redes neurais artificiais.
1.1 Redes neurais artificiais

Redes neurais artificiais produzem classes particulares de modelos paramétricos e nao-
paramétricos, representadas pela interconexfio de unidades de processamento ndo-lineares
estaticas, com entrada vetorial ¢ saida escalar, denominadas neurbnios artificiais. Os

coeficientes que caracterizam a intensidade de conexdo entre os neur6nios sdo denominados




pesos. Quando algum tipo de comportamento dindmico deve estar presente. sdo incluidos
elementos de memoria em algumas etapas do processamento, como integradores no caso
continuo e atrasadores de tempo no caso discreto.

Os modelos mais simples de uma rede neural assumern neurdnios com funcdes de
ativacdo idénticas, quase sempre do tipo sigmoidal, representando um efeito de saturagao. No
entanto, para aumentar o poder de representaciio sem requerer um aumento proporcional da
quantidade de neurdnios e conexdes, ¢ fundamental permitir que diferentes neurénios possam
apresentar fungdes de ativacio distintas e especificas para cada aplicacdo.

Para uma introducdo mais detalhada ao tema desta secdo, inclusive evidenciando as
motivacdes bioldgicas da teoria conexionista, recomenda-se uma leitura preliminar dos textos
de HECHT-NIELSEN (1990} e HERTZ et al. {1991). Além disso, VON ZUBEN (1993) oferece um

texto introdutério particularmente adequado aos propésitos deste estudo.
1.2 Razao para a utilizac@o de redes neurais artificiais

Redes neurais artificiais de processamento numérico, arquitetura em camadas ¢ fluxo
de informaciio com e sem realimentacdo produzem estruturas de processamento de sinais com
grande poder de adaptacio e capacidade de representagdo nao-linear. A presenca de
realimentacdo cria a possibilidade de armazenar informagdes na forma de representacdes
internas, além de introduzir dindmica no processamento.

Sempre que métodos tradicionais. derivados da teoria de sistemas lineares, ndo
apresentarem um desempenho satisfat6rio no tratamento de problemas envolvendo. por
exemplo, aproximagio de funcdes multivariaveis ou identificaciio e controle de sistemnas
dinamicos, redes neurais artificiais do tipo descrito acima despontam como alternativas
bastante competitivas, devido principalmente & sua capacidade de representacio de
comportamentos ndo-lineares arbitrarios.

No entanto, para explorar adequadamente esta capacidade de representagdo, €
necessario desenvolver algoritmos de treinamento que permitarn tratar eficientemente o poder
de adaptacdo presente nessas estruturas. Para tanto, os mais eficientes métodos de otimizagdo
ndo-linear. bem como resultados derivados de teoria de sistemas nfio-lineares. $do comumente
empregados.

E possivel antecipar as seguintes caracteristicas de cardter consensual presentes em

redes neurais artificiais:



» capacidade de processamento paralelo;

¢ capacidade de representacdo distribuida, aumentando a tolerancia a falhas de componentes;
¢ possibilidade de implementacdo utilizando "hardware” analogico:

¢ crande capacidade de adaptagdo;

s flexibilidade no atendimento de critérios de generalizacio;

» possibilidade de incorporagiio de poderosas ferramentas algébricas, facilitando a andlise ¢

interpretagio dos resultados.

No entanto, estas caracteristicas ndo sdo exclusivas das redes neurais artificiais, ja que
estdo presentes, a0 menos em parte, em indmeros outros modelos aplicados aos mesmos
propdsitos, incluindo modelos lineares.

E certo que, quando comparado com os tradicionais modelos lineares, qualquer modelo
ndo-linear adequadamente projetado € potencialmente capaz de produzir um melthor
desempenho. Esta afirmacéo, apesar de verdadeira, ndo contempla nenhum critério de ordem
pratica, justificando o predominio histérico de abordagens lineares no tratamento de problemas
inerentemente nido-lineares.

Conclui-se, entfo, que qualquer iniciativa de reverter este quadro, ou seja, de explorar
a maior capacidade potencial das abordagens nao-lineares, incluindo aquelas baseadas em redes
neurais artificiais, deve invariavelmente estar associada a motivagdes de ordem prética. E por
esta razdo que o atual crescimento de interesse no estudo e implementacio de abordagens
conexionistas € justificado com base no aumento proporcional de poder de processamento

computacional a baixo custo.
1.3 Motivacao para o estudo de redes neurais artificiais

A crescente disponibilidade de recursos computacionais tem contribuido decisivamente
na viabilizacdo de problemas de sintese de modelos paramétricos e ndo-paramétricos de redes
neurais artificiais submetidas a processos de treinamento supervisionado. No entanto, apesar
de ser fundamental para a correta avaliacdo das potencialidades destes modelos conexionistas e
definicio das motivagGes que levam a aplicd-los em substituicdo a modelos tradicionails, a
capacidade de andlise ndo tem acompanhado a evolugdo verificada no desenvolvimento de
modelos de redes neurais artificiais passiveis de implementagio computacional.

Este desequilibrio verificado nas fases de andlise e sintese ¢ o responsdvel pela

caracterizacdo de redes neurais artificiais como modelos de processamento do tipo caixa preta,




ou seja, capazes de conduzir 4 solugdo de variados tipos de problemas ndo-lineares sem.
todavia, permitir interpretar adequadamente os resuitados ou verificar a evolugao do processo
adaptativo associado.

A andlise de redes neurais artificiais com base em resultados da teoria de aproximagio
de fungdes vem colaborar para reduzir este desequilibrio, ampliando, assim. a capacidade de
interpretagdo dos resultados. Uma conseqiiéncia imediata deste estudo ¢ a possibilidade de
desenvolver modelos ndo-paramétricos de redes neurais artificiais, viabtlizando a defini¢io
automatica dos recursos computacionais necessarios para a solugdo de cada problema de
aplicacio. Contudo, os modelos paramétricos de redes neurais artificiais continuam a
desempenhar um papel significativo, principalmente no tratamento de processamento dindmico
ndo-linear.

Em termos de aplicacdo, modelos paramétricos e ndo-paramétricos de redes neurats
artificiais podem ser empregados em processos de solucao de diversos tipos de problemas ndo-
lineares. desde que a solugio possa ser mapeada na forma de estruturas adaptativas
adequadamente projetadas para utilizar eficientemente o conjunto de informagdes disponiveis

associado a cada problema.
1.4 Organizacao da tese e problemas abordados

Os resultados principais da tese, geralmente apresentados na forma de definigdes e
teoremas, utilizam conceitos bésicos apresentados, por sua vez, nos apéndices. Portanto, para
evitar qualquer dificuldade de entendimento, principalmente com relagdo a notacdo.
recomenda-se uma leitura preiiminar do contetido dos apéndices. Referéncias & literatura sio
utilizadas indistintamente em substitui¢iio a detalhes e resultados ndo apresentados no texto.

Com o objetivo de posicionar adequadamente os métodos de aproximagdo a serem
desenvolvidos nos capitulos subsegiientes, o capitulo 2 se ocupa exclusivamente da
formalizacio matemdtica de conceitos de interpolacdio ¢ aproximagido de fungdes puramente
deterministicas a partir de amostras imunes a ruido. Utilizando o fato de que, neste contexto, a
interpolagdo € uma alternativa para o problema de aproximacdo, as limitaces presentes no
processo de aproximagio por interpolagdo sdo exploradas para evidenciar a necessidade de se
desenvolver a teoria de aproximagio como um ramo distinto da teoria de interpolagdo. Sdo

abordados os casos unidimensional e multidimensional.



No capitulo 3, é formalizado e analisado o problema de aproximacao, em uma regiao
compacta, de uma fungiio deterministica multivariavel desconhecida, a partir de um nimero
finito de dados amostrados. Além de o processo de amostragem estar sujeito a ruido, a
utilizagdo de um numero finito de dados requer a definigiio de processos de aproximagao
regularizados. capazes de encontrar a melhor aproximagdo com base em conjuntos de dados de
aproximagdo e teste. Resulta um problema de aproximagao bem-comportado ¢ capaz de
atender a critérios de generalizacfo. A formulagio apresentada se baseia no fato de que o tipo
de suavidade imposta & funcdo a ser aproximada vai determinar o tipo de modelo de
aproximacfio a ser utilizado, ji que o compromisso entre suavidade do processo de
aproximagdo e capacidade de aproximagdo ¢ completamente andlogo ao compromisso
existente entre dependéncia da dimensionalidade e flexibilidade do modelo de aproximagao.

O modelo de aproximagdo regularizado obtido no capitulo 3 €, entdo, melhor
explorado no capitulo 4, na forma de um modelo de projecio por composi¢ao aditiva, um caso
tipico de modelo de reducdo de dimensionalidade. Os termos da composi¢ido aditiva
correspondem a fungdes escalares de expanséio ortogonal a uma direcao de proiecdo a ser
determinada a partir dos dados disponiveis. Apés a apresentacdo de métodos para busca
automitica da direcio de projecdo inicial, procedimentos paramétricos e ndo-paramétricos de
determinacdo da fungdo de expansdo ortogonal sdo, entdo, discutidos, tendo como etapa
fundamental a aplicacdio de validacio cruzada. A interdependéncia entre a forma das fungoes
de expansdo ortogonal e a correspondente direcdo de proje¢do acaba conduzindo a processos
iterativos de aproximagcio, sendo que, a cada iteragdo, uma transformagfo deve ser aplicada ao
conjunto de dados para que a informagdo ja representada seja removida, permitindo o reinicio
do processo a partir de uma nova diregiio de projecio. O processo iterativo € também ciclico,
pois sempre que um novo termo € incluido junto & composicdo aditiva, os termos ja existentes
sdo reajustados em seqiiéncia até a convergéncia. Finalmente, extensoes para o tratamento de
expansdo ortogonal por composi¢io multiplicativa sdo abordadas.

Redes neurais artificiais passam a ser o tema central do estudo apenas a partir do
capitulo 5. Primeiramente s3o apresentadas as estruturas bdsicas que compdem uma rede
neural com uma camada intermedidria. A capacidade de aproximacdo e as propriedades de
convergéncia deste tipo de rede neural, quando empregada como modelo de aproximagio
paramétrico, sdo entdo discutidas. Em seguida, o modelo de aproximagdo de fungoes analisado
no capitulo 4 é representado na forma de uma rede neural com uma camada intermedidria. No

entanto, o modelo ndo-paramétrico resultante ndo corresponde simplesmente a uma nova
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representagdo de um procedimento de aproximagao de fungoes na forma de uma rede neural. A
nova forma de representacio do modelo de projegéio permite visualizar propriedades algébricas
fundamentais para a implementa¢do de um processo de aproximacdo alternativo, capaz de
explorar eficientemnente a geometria do problema de aproximacdo multidimensional e com
propriedades de convergéncia bem definidas. O processo de aproximacio resultante apresenta
etapas construtivas e de poda, sendo um método eficaz de determinagio do nimero minimo de
neurdnios na camada intermedidria necessario para resolver a tarefa de aproximagido. Um
estudo do problema de generalizagio junto ao processo de aproximacdo resultante e uma
comparagio entre os modelos paramétrico e ndo-paramétrico de redes neurais com uma
camada intermedidria concluem o capitulo.

Redes neurais recorrentes como modelos paramétricos de aproximagdo de
mapeamentos dindmicos de tempo discreto sdo, entao, apresentadas no capituio 6. O processo
de aproximacio para redes neurais recorrentes ¢ descrito com base emn conceitos de andiise de
sensibilidade. enquanto que a andlise da capacidade de processamento de informagdo ¢
fundamentada em conceitos da teoria de sistemas de fungdes iterativas. O processo de
treinamento supervisionado resultante ¢ vilido para redes neurais paramétricas tanto
recorrentes como nio-recorrentes, envolvendo processos iterativos de otimizagdo ndo-linear
irrestrita utilizando diferenciacdo até 2° ordem.

Resuitados da aplicagio dos modelos de redes neurais artificiais deterministicas para
aproximacdo de mapeamentos estdticos ¢ dindmicos sdo descritos no capitulo 7. Sao
abordados problemas de aproximagio de funcdes, classificagio de padrdes. identificacdo de
sistemas dindmicos, previsio de séries temporais e controle de processos. Apesar de exemplos
de simulac@o serem incluidos, o objetivo principal deste capitulo é formular cada problema no
sentido de permitir a aplicagdo direta dos modelos e respectivos processos de aproximagdo
desenvolvidos principalmente nos capitulos 5 ¢ 6.

O capitulo 8 conclui o estudo fazendo uma andlise geral dos resultados apresentados e
das principais contribui¢des deste trabalho. Sdo também sugeridas possiveis extensoes a serem

investigadas em trabalhos futuros.



Parte I

Analise e sintese de modelos

de aproximacao




Capitulo 2

Interpolacao e aproximacio polinomial

As fungdes constituem as ferramentas matemdticas basicas para descri¢do e analise de
processos fisicos. Enquanto em alguns casos estas fungdes sdo conhecidas explicitamente,
muitas vezes € necessario extrair um conjunto de informacdes acerca do processo e construir
aproximagdes baseadas neste conjunto. Portanto, a construcdo de modelos de aproximacio

para uma funcdo real desconhecida envolve duas etapas basicas:

e andlise: extracdo de informagio a respeito da fungao;

» sintese: reconstrucio da fungdo com base na informagéo disponivel.

O processo de analise ndo faz parte do escopo deste estudo. Em seu lugar é sempre
assumida a disponibilidade de um conjunto de informagdes amostradas da funcfio a ser
aproximada. Portanto, os resultados apresentados nesta tese correspondem ao problema de
sintese, ou seja, de como utilizar eficienternente este conjunto de informagdes. A abordagem

do problema de sintese pode ser:

» existencial: estudo da possibilidade de aproximagdo de uma fun¢iio com base apenas em
suas propriedades qualitativas;

s construtiva: reconstrucdo da funciio com base em suas propriedades quantitativas.

A abordagem existencial do problema de sintese independe do tipo de informacio
disponivel, enquanto que a abordagem construtiva se baseia em um conjunto especifico de
informacdes. Neste estudo, o conjunto de informagdes disponiveis é assumido restrito a
amostras do valor da fun¢do em pontos do espago de aproximacgdo, de tal forma que o

problema de aproximagdo a ser abordado possui invariavelmente o seguinte enunciado geral:

Problema: Aproximar uma fungdo vetorial e de argumento vetorial utilizando amostras do

valor da funciio em pontos do espago de aproximacio.



Dependendo da fun¢do a ser aproximada, da informagdo disponivel e do critério de
aproximacio especificado, este problema pode ter multiplas solugdes. uma tnica solucéo ou
nenhuma solugdo. Sempre que uma solugdo existir, ela é denominada a melhor aproximacéo.

Todo método de investigacio cientifica que converge para problemas deste tipo

geralmente estd procurando atender a objetivos genéricos do tipo:

e predi¢do do comportamento da fun¢lio em pontos nio-amostrados;
» extracdo de informacdes a respeito da fungdo original a partir da interpretacdo da fungdo

de aproximacdio.

Duas hip6teses restritivas motivadas por limitacdes de ordem computacional, como
capacidade de meméria e tempo de processamento, e por dificuldades analiticas e algébricas,
como inexisténcia ou ndc-unicidade de solugio de problemas de aproximacio definidos a partir
de um conjunto infinito de informagdes (DAVIS, 1975), sio consideradas junto ac problema de

aproximagdo proposto:

e o numero de amostras do valor da funcio em pontos do espaco de aproximagdo (conjunto
de informacdes disponiveis) € finito;
e 0 espago de aproximacio ¢ fechado e limitado, ou seja, a aproximagdo vai se dar em uma

regido compacta.

Com o objetivo de posicionar adequadamente os métodos de aproximagdo a serem
desenvolvidos neste estudo e fornecer subsidios para sua implementacio, este capitulo se
ocupa exclusivamente da formalizacdo matemdtica de conceitos de interpolagdo e aproximagdo
de funcdes puramente deterministicas a partir de amostras imunes a ruido. Utilizando o fato de
que, neste contexto, a interpolagio ¢ uma alternativa para o problema de aproximagéo, as
limitacdes presentes no processo de aproximagdo por interpolacdo sdo exploradas para
evidenciar a necessidade de se desenvolver a teoria de aproximac@o como um ramo distinto da

teoria de interpolacio. Sdo abordados os casos unidimensional e multidimensional.

2.1 Interpolacao polinomial unidimensional

2.1.1 A motivacao para o uso de funcdes polinomiais

Os polindmios t€m desempenhado um papel central em teoria de aproximagao e analise
numérica. Conforme definido no Apéndice B, o espaco de polindmios de ordem até M (M

finito) com coeficientes reais ¢ definido no intervalo [a,b] na forma:



M
PM[a,b}:{pM(x)ﬂzcix’. CorenCyy ER € xela,b]

=0
RALSTON (1965} procurou justificar a importincia dos polindmios salientando as

seguintes propriedades existentes em Pyla.b]:

o Pyla.b] é um espaco linear de dimensio finita;

» 0s polindmios sdo funcdes suaves, sendo infinitamente diferencidveis, analiticas e integras:

* 0s polindmios sao de f4cil avaliagio e armazenagem em computadores digitais:

¢ a derivada e a antiderivada de um polindmio sio também polindmios cujos coeficientes
podem ser determinados algebricamente, mesmo por um computador;

* ¢ possivel definir taxas de convergéncia precisas para aproximacio de funcdes suaves por

polindmios.

Estas propriedades parecem indicar que polindmios sdo fungdes de interpolacio e
aproximagdo ideais. No entanto, Pyla,b] possui um tipo de inflexibilidade que se manifesta na

forma da seguinte propriedade:

» processos de interpolagdo e aproximacdo utilizando polindmios produzem fungdes que
oscilam excessivamente, sendo que a oscilagdo fica necessariamente mais pronunciada com

o aumento da ordem do polinémio.

A contencdo desta oscilagdo ¢ fundamental para a garantia de convergéncia de
problemas gerais de aproximagdo (DAVIS, 1975). Faz-se necessdrio, entdio, a substituigio de
polinémios por outras fun¢des mais flexiveis. Dentre intimeras alternativas. encontram-se as
fungdes polinomiais por partes, as quais t€m a vantagem de preservar boa parte das
propriedades apresentadas acima para espagos polinomiais. Dentre as fungdes polinomiais por
partes, destacam-se¢ os splines polinomiais, a serem discutidos mais adiante e que serio

utilizados posteriormente na solugio de problemas de aproximacio unidimensional.
2.2 O principio da unisolvéncia

O teorema de interpolagdo polinomial apresentado na segiiéncia, vilido para o caso
unidimensional, permite concluir que sempre existe uma reta que passa por dois pontos
quaisquer no plano, uma pardbola que passa por trés pontos quaisquer no plano, uma ctbica

gue passa por quatro pontos quaisquer no plano, e assim por diante.




Teorema 2.1: Dados n+1 escalares reais distintos xg, Xy, .... X, ¢ #+l escalares reais arbitrarios

Yo, Vs weey Ya, €XIStE um tnico polindmio p,(x) de ordem até n tal que
px)y=v,., i=01..n

Prova: Tomando o polindmioc p, (x)=c¢q+cx+-—+c,x" com n+l coeficientes

indeterminados. resuita um sistema linear com n+1 equacdes em ¢; (i=0,1....1):
co topx o) =y, j=01....n,

j kl

que podem ser colocadas na forma matricial:

2 n
I x, xg’ e Xg || C Yo
Lox, xf x| |6 | -
! :1 1 - :1 A=Y = Vi, x,eLx, ) e=y
i 2 n C y
X, X, X, n S
Para calcular det(V(xO,x[,...,x,,)), conhecido como determinante de Vandermonde,

considere a fungio:

2 n
Loxg X o X

F(x)=det(V(xO,xE,...,xnwi,x))z E .

3 n
=l Kn—i "7 Ko
n

1 x x* - x
Note que F(x) é um polindmio de ordem 7. Além disso, F(x) se anula para x=x;
(j=0,1,...,n-1), pois resultam duas linhas idénticas no determinante. Logo,
F(x) = d(x— x)x—x 1+ (x =X, ).
onde d é o coeficiente de x". Expandindo F(x) com base nos menores associados a altima
linha do determinante obtém-se d = det(V(xO,x§ R )). Sendo assim,
F(x)= deE(V(xO,xi U ))(x —Xg WX =2y (X —x,4),
conduzindo a férmula recursiva
F(x,)=det(V(xg, Xy, X, ) KX, = X)X, =% 3 oo(x, = %)
Partindo de
F(x,) = det(V{xy) Xx; —xp) = x, — Xg,

resulta
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F(XZ) - deE(V(x(), I! )){xE - X() }{x:y_ - ,\:I ) - ()C! - A‘\f{} }{XQ - .(0 )(JCZ h .‘C! )
e, por recursao,
H
Fix,) =[] —x)
>
Como. por hipétese, os pontos xp, xi, .., X, sdo distintos, conclui-se que
Fix,)= det(V(xO,xl,...,xn ))ﬁ 0. Ha, portanto, uma dnica solucdio para o sistema linear com
n+1 equacgdes em ¢; (i=0,1,...,n), dada por
-1
c= [V(x(},xl,...,xﬂ)] ¥,

conduzindo ao polindmio p, (x) desejado. T

Sendo assim, € sempre possivel obter um polindmio de ordem até n que interpole n+1
pontos distintos arbitrarios no plano, resultando em uma mesma dimensio para o conjunto de
parimetros ¢ o conjunto de informacées disponiveis. Para a obtencio de ¢ (i=0,1.....7) com

valores elevados de n, em lugar de se recorrer & inversio direta da matriz V(x,,x,,...,x,), é

possivel empregar processos iterativos baseados na férmula de Lagrange ou na férmula de
Newton (DAVIS, 1975). Apesar de exigir uma maior quantidade de cdlculo que a férmula de
Lagrange, a formula de Newton tem a vantagem de ndo precisar refazer os cdlculos ja
realizados caso um ponto adicional seja incorporado ao problema de interpoiagéo.‘

A despeito da importincia deste resultado, ndo € possivel aplicd-lo a problemas de
interpolagdo envolvendo mais de uma varidvel, mesmo que o conjunto de pardmetros e o

conjunto de informagdes disponiveis permanecam com a mesma dimensio,

Exemplo (DAvVIS, 1975):

Considere as poténcias em duas varidveis gqolx, =1, ¢i(x))=x, g(x.y)=y, gs(x.y)=x",
ga(x,¥)=xV, qs(x,y):yz, qﬁ(x,y)mx3,... . Dados n+1 pontos distintos (x;,y;) (i=0,...,n), nem sempre
¢ possivel encontrar n+1 pardmetros tal que a combinagao linear de gq, ¢i,.... ¢, assuma valores

pré-definidos nestes n+1 pontos.

Tendo a interpolagdo polinomial como um caso particular, um resultado mais geral e
também restrito ao problema de interpola¢do unidimensional € denominado principio da

unisolvéncia e € derivado com base no seguinte teorema:
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Teorema 2.2: Sejam xo, Xi, ..., &, € [a.b] pontos distintos no intervalo finito {«,b}. Dados
valores arbitrarios vo.vi...). € R e fungdes fofi,....fu: {a.b] — R, & possivel resolver
unicamente o problema de interpolacdo

1

zCJfJ(X,—)Z}",W i=01,...n

=0
se e somente se

Jolxe) fl.(xo) e fa(xg)
f(){.xl) ’ :

: =|f;(x)| %0
folx,y - JFolx,)

Prova: Expressando o problema de interpolaciio na forma matricial tem-se

f{}(xo) fl_(xo) ﬁz(‘x{}) [_CG‘E ¥y

f()(.xi) . : I 9 s, [f,(;(‘)].c—_:v
: : : S ©

fo(xn) fn('xn) tcu i_ynJ

E bem conhecido que este sistema de equages lineares tem sempre uma dnica solugdo

¢ € R para um vetor arbitrdrio y € R™' se e somente se |f,(x,)|# 0, ou seja, se a matriz
P TR )

[f:, (x; )] for inversivel. ]

Definiciio 2.1 (Principio da unisolvéncia (DAVIS, 1975)): Um conjunto {fy, fi. ... fu} de n+l
fungoes definidas em um intervalo [a,b] é denominado unisolvente em [a.b] se ‘fj-(x!-)l #0
para toda escolha de n+1 pontos distintos em [a,b]. De forma equivalente, {fo, fi, ... fu} €

unisolvente em [a.b] se e somente se a dnica combinagio linear de {fo, f1, .... 1} que se anula

em n+] pontos distintos de [a,b] possui todos os coeficientes nulos.

No caso unidimensional, a obten¢io de conjuntos de funcdes unisolventes € simples.

Exemplos:

e O conjunto {Lx—d.(x ~d)*,...,(x—d)"} é unisolvente em qualquer intervalo [a,b] ¢ para
qualquer d € R (veja demonstragdo do teorema 2.1 para d = 0);

e Se uma funcio qualquer w(x) ndo se anula em [ab], entio o conjunto
{w(x),(x ~d)w(x),(x ~ d)2 w(x),....(x—d)*wix)} é unisolvente em qualquer intervalo

[a,b] e para qualquer d € R.
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2.3 A interpolacao como um processo de aproximacéao

Considere os pontos (x;,y;) (i=0,....,n) amostrados de uma funcio fe C'[a,b], ou seja,
uma fung¢do continua e com derivadas continuas até ordem » em [a.b]. Uma vez obtida a
solugdo p,(x) do processo de interpolagdo polinomial, o teorema a seguir estabelece uma

medida de proximidade entre f(x) e p,(x) para todo x & [a,b].

Teorema 2.3 (Teorema de Cauchy para interpolacdo polinomial): Seja f(x) € C'[a,b] e
suponha que f*''(x) exista para todo x € [a,b]. Se 4<x< X < ... <%, < b, entdo

(X —x {x—x))(x—x,)
in+1)!

FOY=p,(x) = FoE,

onde min(x,xy,x,....%, ) <& < max(x,xy,x;,....x, ). O valor de & depende de x, xo, x1, ..., x, € f.

Prova: Veja ATKINSON (1989). O

Como geralmente o valor de & ndo é conhecido. recorre-se a um processo de

maximizacdo. Para todo x € [a,b], considere o residuo
Rn(x) = f(x)”pn(x) .
Entdo, se f & C"'[a,b],

lRﬂ (x)' < |x - Xg l-l')(cn—_:fé l)-; -lx — x” i Eglf(nﬁ-l)(t)i )

Note que se f € P,[a.b], entdo R,(x) = 0 para todo x € [a,b]. O limitante superior para

o residuo € composto por dois termos:

IR N —
(n+1)!

depende apenas dos pontos de interpolacio xy, xi, ..., x,. Para um

dado conjunto de pontos de interpolagdo, este termo pode levar a uma estimativa muito

superior ao residuo efetivamente verificado.

e max f("’*”(r); depende apenas de f e € um limitante superior para f*""(£). Dependendo do

astsh
valor de &, este termo também pode levar a uma estimativa muito superior ao residuo

efetivamente verificado.

Contudo, utilizando-se os zeros do polindmio de Chebychev (DAVIS, 1975), é possivel

definir o menor limitante superior para o primeiro termo. Com a mudanca de varidvel
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b+a b-~a
x= +
2 2

convertendo o intervalo [a.b] em [-1,1], o menor limitante superior para o residuo € dado por:

R, (0] <

{n+i}
Eﬁ?;t;13;4s51f' Uﬂ’ re[-L1].

Esta medida de proximidade entre f{x) e p.(x) para todo x € [a,b] tem a desvantagem
de requerer o conhecimento de derivadas de f de ordem elevada. principalmente com o
aumento da ordem do polindmio de interpolacdo, a qual estd invariavelmente associada ao

mimero de pontos de interpolagao.

2.3.1 Condicoes de convergéncia

Considere uma funcio f € Cla,b] e um polindmio p.{x) que interpole f{x) exatamente
em n+1 pontos no intervalo [a.b]. Tomando uma segiiéncia de polindmios p,(x), com n — oo,

ndo & possivel garantir que p.(x) convirja para f(x) em [a,b], conforme enunciado a seguir:

Teorema 2.4: Seja [a,b] um intervalo fixo € x,0 < Xu1 < ... < X, UmMA cole¢do de pontos no

intervalo [a,b] para todo inteiro n = 0. Entao existe uma funcéo f € Cla.b] tal que

7 -»r.

R Rl quando n — oo,

onde p, é o tnico polinémio de ordem » que interpola f nos pontos x,0, Xai, s Xun-

Prova: Veja CHENEY (1966). [

A garantia de convergéncia de processos de aproximagdo por interpolacdo esta
necessariamente associada 2 imposicio de alguma restricdo adicional ao problema de

interpola¢@o como, por exemplo:

e Em 1922, Fejér provou que, controlando-se os valores das derivadas da funcao de
interpolacfio, esta converge para f(x) em [a,b] quando n — oo (FEJER, 1922). Como as
derivadas de p,(x) crescem intrinsecamente associadas a n, devem ser empregadas outras

funcdes de aproximagdo com derivadas que possam ser convenientemente controladas.
e Em 1916, Bernstein provou que, para fungdes continuas tais que lim {u[’; b]{S)logS]:: 0.
850 e

pa(x) converge para f(x) em [a.b] quando n — e (BERNSTEIN, 1916). Neste caso, ¢ custo

da manutencio de p.(x) como fungio de interpolagdo ¢ a exigéncia de uma maior
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suavidade para f{x). Veja Apéndice C para definicdo de u{“_bj(_-), denominado mdédulo de
continuidade de fem [a,b].
Os meétodos de aproximagao a serem apresentados neste estudo. mesmo quando nio

estruturados na forma de processos de interpolagio, adotam técnicas derivadas do resultado de

Fejér.
2.4 Interpolacao polinomial multidimensional
Pelo fato de o teorema 2.2 ndo ser extensivel a mais de uma dimensio, tem-se:

Teorema 2.5 (Teorema de Haar (BUCK, 1959)): Seja X < R™ (m 2 2) um conjunto que contém
um ponto interior X. Seja {fy, ..., fx} um conjunto de funcdes definidas em X e continuas em

uma vizinhanca de x. Entéo, este conjunto de fun¢des ndo pode ser unisolvente em X,

Prova: Seja U/ uma hiperesfera centrada em x e contida em X suficientemente pequena de
forma a garantir que as fun¢oes f; (7=0,...,1) sejam continuas em U. Tome n+1 pontos distintos
Xo,-.. X € U tal que I]ﬁ(xf-)i#() {(se lfj(x,-)l:(} o conunto de fungdes € certamente nio-
unisolvente). Mantenha os pontos x; (j > 1) fixos e mova 0s pontos X, e X, continuamente em

U de tal forma que os dois pontos troquem de posicdo (observe que as posicdes intermedidrias

de Xp e X; devem obedecer sempre Xy # X;). Com isso, é induzida uma troca de duas colunas do

determinante ! fj(x,-) ,» com a conseqiiente mudanca de sinal (veja apéndice A). Ji que as

fungdes f; (/=0.....1) sHo continuas em U, entdo existe uma posicdo intermedidria para x, e x,

tal que [fj (x,-){ =0, ou seja, {fy, ..., f/»} ndo é unisolvente em X,

Apesar de a obtengiio de solu¢do para o problema de interpolacdio multidimensional
ndo estar necessariamente vinculada a unisolvéncia do conjunto {fy, fi, .... [}, este resultado,
aliado ao problema de convergéncia de processos de aproximagdio por interpolacdo
evidenciados na se¢do anterior, acaba por justificar o tratamento de problemas de aproximacao
sem recorrer a técnicas de interpolacido.

Portanto, a partir deste ponto, o processo de reconstrugdo de uma funcio vai receber
um tratamento mais geral, que independe do tipo de informagdo disponivel. Basicamente,
investiga-se a possibilidade de aproximagio de uma funcio conhecendo-se apenas suas

propriedades qualitativas.
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2.5 Aproximacao polinomiai unidimensional

O teorema de Weierstrass, datado de 1885 e enunciado a seguir. apresenta uma
alternativa ao processo de reconstrucdo completa da fungdo f, sem recorrer a técnicas de
aproximacdo por interpolagdo. Em linhas gerais, o teorema garante a existéncia de solugdo
para o problema de aproximacao polinomial unidimensional de fungdes continuas definidas em

um intervalo fechado, conforme ilustrado na figura 2.1.

Teorema 2.6 (Teorema de Weierstrass): Seja /i [a.b] <@ R — R uma fungdo continua
(fe Cla,p]). Dado um € > 0, para todo x & [a,b] existe um polindmio p.(x) de ordem n

suficientemente elevada e dependente de f e € tal que
[FCIRNEY MY

Prova: Veja RUDIN (1976). U

/’__—/ fo+e

; f0)
P,
D flx)e

a b
Figura 2.1: Para e dado, as condi¢des do Teorema de Weierstrass sdo atendidas por Pn(x)

Como continuidade e continuidade uniforme se confundem em intervaios compactos, o

teorema de Welerstrass conduz ao seguinte resultado:

Coroldrio 2.1: Qualquer funcio f & Cla,b] pode ser aproximada uniformemente em [a,b] por

um seqiiéncia de polindmios {p.(0)}.

2.5.1 Comparacé@o com a expansao de Taylor

E conveniente contrastar o resultado do teorema de Weierstrass com a expansdo de
Taylor (veja apéndice C), explicitando as diferencas entre 0s dois tipos de aproximagdo

(DAVIS, 1975). Suponha que f{x) seja analitica no intervalo —¢ < x € ¢. Entdo a expansao em

k

séric de poténcia f(x)= Zk=odkx converge uniformemente para |x| < ¢. Logo, € evidente
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que, dado € > O, € possivel tomar um namero »n suficiente de termos da expansido de f{x) que
produza um polindmio p,(x) = Z:=O d,x* para o qual ()= p(x)se para |u <e.

Mas néo ha expansdo em série de poténcia para fungdes niZo-analiticas. Mesmo assim,
o teorema de Weierstrass garante que € possivel aproximar uniformemente fun¢bes continuas,

inclusive as ndo-analiticas. Dada uma seqiiéncia {€;} - 0 para k — oo, existem polindmios

P (X) = dyg + dyxteeidy, 1"

-

png {x) = dz(} + dlix+' ’ .+d2’13 Xﬂh

para os quais |f(x)—p,, (x)' <g,, 1l <c, k=12,....

Conseqtientemente, lim p, (x} = f(x) uniformemente para |x] <c. Com isso, é

ko

possivel expressar f(x) em uma série de polindmios na forma:
F() = p, () +(p,, ()= p, (D) +(p,, (1) = p,, ()

que converge uniformemente para f(x), com |x| <c.

Conclusdo: Por expansdo de Taylor, uma funcido analitica pode ser expandida em uma série de
poténcia uniforrmemente convergente e, pelo teorema de Weierstrass, uma func¢fo continua,
analitica ou ndo-analitica, pode ser expandida em uma série de polindémios uniformemente
convergente, cujos termos ndo podem ser rearranjados. ao menos no caso nio-analitico, de

forma a produzir uma série de poténcia uniformemente convergente.

2.5.2 Aproximagoes compostas

2.5.2.1 Aproximacé&o simultdnea da funcao e suas derivadas

Existemn métodos de aproximacdo polinomial que realizam a aproximacdo simultinea
da fungio e suas derivadas (DAvIS, 1975). Estes métodos geralmente tém uma taxa de
convergéncia bem menor, mas permitem identificar propriedades qualitativas da fun¢io jd nas
fases iniciais do processo de aproximacio. Nio se deve confundir aproximacfo simultinea da

fungdo e suas derivadas com aproximagdo uniforme, jd que esta ndo implica aquela.
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2.5.2.2 Interpolacao e aproximac¢ao simultaneas

Se f € Cla,b], o teorema de Weierstrass garante a aproximagdo uniforme de f por um
polindmio. Um resultado que pode ser il em vdrias aplicacdes ¢ a possibilidade de

interpolagdo simultinea de um nimero finito de pontos, conforme tlustrado na figura 2.2.

Teorema 2.7 (Teorema de Walsh): Seja /@ [a.b] © R — R uma funcio definida em [a,b] e
uniformemente aproximdvel por polindmios neste intervalo. Sejam n pontos distintos
X1, X, ..., Xa € [a,b]. Entdo f é uniformemente aproximével por polindmios p que satisfazem as

condi¢des auxiliares

plx)=f(x;), i=1..,n (nfinito).

Prova: Veja DAVIS (1975). O

Figura 2.2: O polindmio p(x) realiza interpolacio e aproximago simultaneas

2.5.3 Taxas de convergéncia de processos de aproximag¢ao polinomial

Apesar de o teorema de Weierstrass estabelecer que toda fungdo continua em um
intervalo fechado pode ser aproximada uniformemente com precisio arbitrdria utilizando-se
um polindmio, a ordem deste polindmio ndo é determinada. De fato, quanto menos suave for a
funcdo f, maior deve ser a ordem do polindmio de aproximacdo, o que conduz a seguinte

questio:

¢ dependendo do grau de suavidade da fungiio f, quio bem esta fun¢iio pode ser aproximada

por um polindmio de ordem fixa?
O estudo deste problema conduz a uma outra questao fundamental:

» com que taxa o erro de aproximacio decresce com o aumento da ordem do polinémio?
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t:ste € um problema que vem sendo investigado ha muito tempo, sendo que alguns dos

resultados ja obtidos sdo enunciados a seguir.

Defini¢do 2.2: Seja £ um espago linear normado com norma || .. Dado um subespago linear

M-dimensional Ey C E. adistinciade f e FE para £y ¢ definida na forma:
dist(f,Ey ), = inf |f-g],.
gEEy

Em processos de aproximacgido de funcdes suaves f: [a.b] — R por polindmios, €&
possivel determinar, em funcéo de M, o menor limitante superior para a distincia em norma de

Lebesgue entre a fungdo a ser aproximada e o espaco de polindmios de ordem até M, dada por

dist(f, P, [a,b])LP[“‘b] . Para todo x € [a,b] tem-se:

e Sefe L,lab] entdo dist(f, Rw[a,b])L ; SC(L) d J:i , COM ¢ uma constante
plet! M7, s
s
real positiva dependente de p e [a,b].
Teorema 2.8: Com UL‘;,[a, b] dado por
UL;{a,b}m fife L;{a,b] e d !f <1},
L lab]

para o problema de aproximacdo de f € UL, [a,b] com norma L,[a,b}, nenhum outro espago

funcional de dimensao finita pode apresentar taxas de convergéncia de ordem superior & obtida

para o espago dos polindmios.

Prova: Veja SCHUMAKER (1981). C

Este resultado permite concluir que a seqiiéncia de espagos polinomiais Py, P;, ... é

uma seqii€éncia de espacos de aproximacfo assintoticamente Gtima para f € UL, {a.b] com

norma L,[a.b], produzindo

dist{UL, [a,b), Py(a.b]), < c(-A-;-) .
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2.5.4 Aproximacao unidimensional utilizando splines polinomiais

Como discutido anteriormente, a principal desvantagem do uso de polindmios em
processos de aproximagdo unidimensional em intervalos fechados a,b] € a producio de
fungdes de aproximagdo que oscilam excessivamente, principalmente com o aumento da ordem
dos polinémios e do intervalo de aproximacdo considerado.

Portanto. para aumentar a flexibilidade de processos de aproximagdo utilizando
polindmios, € interessante trabalhar com polindmios de ordem reduzida e dividir o intervalo de
aproximagio em subintervalos menores. Apesar de permitir um ganho natural de flexibilidade.
a aproximacio polinomial por partes ndo mais assegura a suavidade. nem mesmo a
continuidade da aproximacdo. Esta foi a razdo da participac@o inexpressiva destes métodos no
conjunto de procedimentos da teoria de aproximagio e andlise numérica anterior aos anos 60

(SCHUMAKER, 1981).

e

Definiciio 2.3: Considere ¢ = xp < X < ... <X < Xy = b e seja A={x,};" . O conjunto A divide

o intervalo [a,b] em k+1 subintervalos na forma:

{1;, =[x,x,) para i=0l,...,k-1
fo=xg, X ] '

Dado um inteiro positivo M, o espago

PPM(A):{

£ existem polindmios py, p ..., € Py |
comf(x)=p(x)paraxel,, i= O‘L...,kf

¢ denominado espaco de fungdes polinomiais por partes de ordem M.

A terminologia empregada nesta defini¢@o ¢ puramente descritiva, de forma que um
elemento f € PPu(A) consiste de k+1 partes, para cada qual estd definida um polindmio de
ordem M. Como aplicagiio cldssica de funcbes pertencentes a PPy(A) t€m-se o tradicional
método de Euler para solugdo de equacdes diferenciais ordindrias.

Com base na defini¢do 2.3, para manter a flexibilidade da aproximagiio e garantir um
certo grau de suavidade global para f, foi definido um espago de fungdes polinomiais cuja
aplicagdo teve um avanco rapido a partir dos anos 60, principalmente devido a sua reconhecida

praticidade, tornando-se um tépico definitivo em teoria de aproximagdo ¢ andlise numérica.
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Fungdes pertencentes a este espaco sido denominadas splines polinomiais, sendo que a
atribuicdo do termo splines & fungdes de aproximacio por partes é devida a SCHOENBERG
(1946a, 1946b).

Este espago de fungdes polinomiais € definido na forma (SCHUMAKER. 1981):

Definicao 2.4: Seja A uma parti¢do do intervalo [a,b] e seja M um inteiro positivo. O espaco

definido na forma
Sy(A)= PP, (MY C"[a,b)

¢ denominado espago de splines polinomiais de ordem M com nds nos pontos x,....x. Ao
conjunto C M=214,b) pertencem todas as fung¢des definidas no intervalo [a,b] com derivadas

continuas até ordem M-2.

Os splines polinomiais herdam boa parte das propriedades atribuidas aos polindmios,

produzindo os seguintes resultados gerais (SCHUMAKER, 1981):

* toda fungdo continua no intervaio [a,b] pode ser aproximada arbitrariamente bem por
splines polinomiais de ordem M (M fixo), desde que um nimero suficiente de nds sejam
fornecidos;

» taxas de convergéncia podem ser fornecidas precisamente para aproximacio simultinea de

fungoes suaves e suas derivadas utilizando splines polinomiais.

Para um estudo abrangente de métodos de implementacdo e aplicagio de splines
polinomiais, veja DE BOOR (1978). O procedimento de contrugdo de splines polinomiais de
ordem M envolve duas etapas bdsicas: a particio do espaco de varidveis de entrada em regides
disjuntas e a aproximagdo por um polindmio de ordem até M em cada uma destas particdes. O
processo de aproximagdo € restrito de forma que a fungio de aproximacio global resultante
tenha derivadas continuas até ordem M-1 na fronteira entre as particdes. Tanto a ordem dos
splines polinomiais como a politica de particdo do espago de varidveis de entrada devem ser
determinados adequadamente para conduzir a bons resultados de aproximagio, sendo que a
politica de particao tende a exercer uma maior influéncia no resultado final (FRIEDMAN,

1991a).
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2.6 Aproximacao muitidimensional

O teorema de Weierstrass tem sido generalizado de vdrias formas. Uma das mais
importantes generalizagdes corresponde a sua aplicagdo a fungtes multivaridveis. Basicamente.
o que se quer provar ¢ a possibilidade de aproximagdo uniforme de uma fun¢do continua
multivariavel em uma regifio compacta. Para tanto, ¢ apresentado o teorema de Stone-

Weierstrass e a versio mulitivariavel do teorema de Weierstrass ¢, entdo, obtida.
2 6.1 O Teorema de Stone-Weierstrass

Baseado nos resultados de Weierstrass, STONE (1948) procurou encontrar as
propriedades gerais de funcdes de aproximacdo ndo restritas a polindmios. Para tanto, fol
utilizada uma formalizacdo matemdtica que passamos a descrever sucintamente na forma de
algumas definigdes e teoremas auxiliares, que precedem A apresentacio do teorema de Stone-

Weilersirass.

Definicio 2.5: Uma regifio compacta X < R” € definida na forma:
X: {a, b 1x1ay.b, 1% X[a,,,b, ], com —ee<a, Sx;, b <eo, i=1..m,

onde x; representa a i-ésima coordenada do ™.

Definicio 2.6: Uma familia & de fungdes f; X — R € dita ser uma algebra de fungdes se. para

todo fi, f> € & e ¢ uma constante real, tem-se:
Wfi+rfre & (i)Y fif2 € A (iit) ¢fi e A

ou seja, & € fechada para adicdo, mulitiplicagao e multiplicacdo por escalar.

Definigdo 2.7: Seja & uma familia de fungdes f: X — R. Entdo & separa pontos em X se, para

cada par de pontos distintos x;, X, € X, corresponde uma funcdo fe A tal que f{x)) # f(x2).

Definiciio 2.8: Se para todo x € X corresponde uma funcio f € & tal que f{x) =0, ¢ dito que

% ndo se anula em nenhum ponto de X.

Definicio 2.9: Seja B o conjunto de todas as fungdes obtidas como limite das seqiiéncias de
membros de & que convergem uniformemente. Entdo B ¢ dito ser o fecho uniforme de &, com

A& CB.
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Exemplo: O conjunto de todos os polindmios em [a.b] é uma dlgebra. ¢ o teorema de
Weierstrass (teorema 2.6) permite afirmar que o conjunto de fungées continuas em [a.b] é o

fecho uniforme do conjunto dos polinémios em [a,b].

Teorema 2.9 (Teorema de Stone-Weierstrass): Seja & uma digebra de funcdes £ X — K. Se &
separa pontos em X ¢ & nado se anula em nenhum ponto de X, entdo o fecho uniforme de &

consiste de todas as fungdes reais continuas em X, ou seja 8 = C[X].
Prova: Veja RUDIN (1976) e STONE (1948). G
Este teorema fornece critérios que uma dada fung¢do de aproximacio deve satisfazer

para ser capaz de aproximar uniformemente funcdes continuas arbitrarias definidas em regides

compactas.

Lema 2.1: Seja & uma dlgebra de fungdes f: X — R tal que & separa pontos em X e & nio se
anula em nenhum ponto de X. O fecho uniforme de &, denominado B, apresenta as seguintes
propriedades:

e sefe &, entdo |f] € B;

» sefi.fre & entdo max{f,f;} € B e min{f,,f,} € B, onde

max{f £, 1= [0 + )+ - 4]
]

Além disso, para qualquer fungdo g € C[X], quaisquer dois pontos x;,x; € X e qualquer £ > 0,

T ] : .
mln{fpfz}:i‘[(f; th)=lfi-f

existe f € B tal que
fx)—gx)|se i=12.

Prova: Veja DAVIS (1975). O

Teorera 2.10: Seja & uma dlgebra de fungdes f: X — R tal que & separa pontos em X e &
ndo se anula em nenhum ponto de X. Para que uma fungdo g € C[X] seja uniformemente
aproximdvel em X por elementos de & € necessdrio e suficiente que, dados quaisquer dois

pontos X;,X; € X ¢ qualquer € > 0, existaf € & tal que

lf(x)—g(x)<e, i=12.
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Prova: Se g ¢ uniformemente aproximdvel em X por elementos de &, entdo a condigio do
teorema € certamente atendida. Por outro lado, assumindo que a condicdo do teorema ¢
atendida. pelo lema 2.1 tem-se que g pode ser uniformemente aproximavel por elementos de B.
Sendo assim, pelo teorema 2.9 tem-se que g pode ser uniformemente aproximdvel por

elementos de &. [

Teorema 2.11 (Generalizagdo do teorema de Weierstrass para o caso multidimensional): Seja
g(x1,%3,-...%) uma fungdo continua tal que g: X — R. A funcdo g pode ser aproximada

uniformemente em X por polindmios em xi, X2, ... X

Prova: Por definicdo, o conjunto de polindmios em X, xa, ..., X, € uma dlgebra de fungoes.

denominada &. Sejam x, =[x x{" .. x¥717. i = 1,2, pontos distintos em X e considere o

polindmio

p(xl’r') """ X m) g(x ) E’(x ) Z(’C H))()»t . ;1}).

i§( - V)i

Como p(x;) = g(x), { = 1,2, as condi¢cdes do teorema 2.10 sdo atendidas, concluindo a
demonstracdo. U

2.7 Aproximacao linear em espacos normados

Considere X um espaco funcional normado, com norma [f,. Sejam fo,fi.... [

elementos de X linearmente independentes.

Definicio 2.10: Dados f, g € X, a medida de proximidade entre f e g ¢ dada por:

“g““fnx'

Considere o problema de aproximagdo de uma funcdo qualquer g € X por uma

combinagio linear de fo, fi.... f,- Neste caso, o objetivo € resolver o problema de minimizacdo

min o= (dofo +difivduf, ) -

.....
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2.7.1 O conceito de melhor aproximacao linear

Definicdo 2.11: A methor aproximagdo de uma fun¢iio qualquer g € X por uma combinacio

Imear de fo, f1..., fa € um elemento ¢, f; + ¢, f +...+c, f, para o qual

lg = (cofy +erfi+. e, £

 Slg-(dofy +d,f; +.+d, f,)

X

para toda escolha de constantes do,d,, ..., d,.

Logo, a melhor aproximagdo resolve o problema de minimizacio da norma

le—(dofy +d fi+..+d, [,

, com do=co,di=cy,....d,=c,

Teorema 2.12: Dado ¢ € X e sendo fq, fi.... f» elementos de X linearmente independentes, o

problema de minimizacio

min ¢ — (do fy +d fi+.. +d, £, )

iy aouss X

tem uma solucao.

Prova: Veja DAVIS (1975). O

Coroldrio 2.2: Sejam g € Cla,b] e n um inteiro fixo. Tomando a norma como sendo

Herem = }2%;“’

e adotando fo = L, fi = x, ..., fu = x", 0 problema de aproximacio polinomial

min max

g(x)— (do +dyx+. +d x" X
d(l """ df: )CE[CI,b]

tem uma solucio.

Coroldrio 2.3: Sejam g € Cla,b] e xq, x;, ..., x, pontos distintos em [a,b]. Assumindo que k 2 n,

o problema de aproximacio polinomial

min max
dyndl,, OSISk

glx;)— (do +dyx;+.. .%d,le)*

tern uma solugio.

Coroldrio 2.4: Sejam g € C[a,b] e xg, xy, ..., x; pontos distintos em [a,b]. Assumindo quek=n

e tomando {[{y,,; como sendo a norma euclidiana, o problema de aproximagio polinomial
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d’f}fﬁj]g(x,} - (dﬂ +dyx; . d X )‘;a.b} = ;fmf} i [g(xi ) — (dﬂ +dyx,+. . +d, x! )]2

=0

tem uma solugdo. Este € o bem conhecido problema de ajuste polinomial de dados pelo critério

dos quadrados minimos.
2.7.2 A unicidade da melhor aproximacgao linear

Teorema 2.13: Assumindo as condicdes do teorema 2.12, o conjunto dos melhores

aproximantes para g € X € convexo, 0 que implica que este conjunto ¢ composto por um unico

elemento ou por um nimero infinito de elementos. O conjunto é unitdrio se a norma [, for

estritamente convexa.
Prova: Veja DAVIS (1975).C
Apesar da importancia deste resultado, ele ndo se aplica ao caso de melhor

aproximagdo uniforme. No entanto, com base nos resultados do coroldrio 2.2 ¢ teorema 2.13 €

levando-se em conta que a norma |, = n;m;;l] ¢ estritamente convexa, conclui-se que o
XELd,
problema
min max][g(x) - p(x)|

pel, xefab

tern uma tinica solucio p,(x). Esta solugdo € denominada a aproximagio de Chebishev de grau

menor ou igual a n.
Teorema 2.14: Seja £, (g) = rrga:z}lg(x) - pn(x)| .Se ge Clabl, entio Ex(g) 2 L(g)=...¢
XEid,
fim£E, (g)=0.

Prova: Veja DAVIS (1975). ©

2.8 Aproximacéo linear em espacos com produto interno

O processo de aproximagdo linear mais empregado € o método dos quadrados
minimos, cuja formalizagio se dd em espagcos com produto interno, definidos no Apéndice B.
Em outras palavras, a solu¢io do problema de quadrados minimos representa a melhor

aproximagdo em espacgos dotados de produto interno.
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Teorema 2.15: Se X € um espaco com produto interne, a equacdo

7l = (/. f) comfe X,

define uma norma em X. Neste caso, X torna-se um espago linear normado.

Prova: Veja DAVIS (1975). C

2.8.1 A operacao de projecgao realizada pelo produto interno

O produto interno pode ser interpretado geometricamente como sendo uma operagio

de projecdio em espagos multidimensionais, conforme sugerido na figura 2.3, representando o

caso bidimensional.

Figura 2.3 - A projecio realizada pelo produto interno no R’

N 2 - .
Sejam v, v; € R° elementos ndo-nulos. Considere um escalar a tal que av,

corresponda a projecdo de v, na direc3o de v,. Entdo, pode-se afirmar que

av, Lv, —av,,
conduzindo a
(av,,v,—av,}=0.

Logo,

permitindo obter a na forma

Isto significa que a projecdo de vy na direcio de vz (v, # 0) assume a forma:

proj,. (v,) = é—v—?’T‘”%vz -
2272
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2 8.2 Sistemas ortonormais

Definicio 2.12: Um conjunto § de elementos de um espago X com produto interno €

denominado ortogonal se

<f1=fz>={g ::J{;‘z?; fi.fr€S e aeR.

Definicio 2.13: Um conjunto S de elementos de um espage X com preduto interno €

denominado ortonormal se
10 sefi#h - .
(.f;sz) {1 Seﬁ:fz f],fz ES,

Teorema 2.16: Qualquer conjunto finito de elementos ortonormais ndo-nulos fi, fa, ... fa €

linearmente independente.

Prova: Veja DAVIS (1975). &

O teorema 2.16 tem uma reciproca parcial muito importante. Qualquer conjunto de
clementos linearmente independentes ndo ¢ necessariamente ortonormal, mas pode ser
ortonormalizado, por exemplo, via processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt,

apresentado no apéndice A.

Lema 2.2: Dados fi, f> € Cla,b]}. se w(x) € uma funcio integrivel em [a,b], entdo d integral
b .
(o), = [ W) Fi () fo (e

define um produto interno em Cla.b]. A fungdo w(x) € denominada funcio de ponderacio,
sendo geralmente assumida positiva em {a,b}].
Prova: Veja DAVIS (1975). T
Como as poténeias |, x, x°, ... sdo linearmente independentes em Cla,b], elas podem
ser ortonormalizadas com relagio a este produto interno, produzindo um conjunto de
polindmios
paxy=cx" + .., n=0,1.2,....¢,>0

que siio ortonormais com base na seguinte relagio

b —
[ W@ P ()P, (0 = {}) M=l mn=0l..

Neste caso, diz-se que as fungdes f,(x) =/ w(x)p,(x} (n =0,1,...) séo ortonormais em {a,b].
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2.8.3 Funcoes ortonormais baseadas em polinémios de Hermite

De acordo com a escolha do intervalo {a,b] e da funcido de ponderacdo w(x), intimeras
funcdes ortonormais podem ser obtidas em Cla,b] com base no processo de ortonormalizacdo
das poténcias 1, x, x°, ... . Neste estudo sio consideradas apenas as fungdes ortonormais
geradas a partir de polindmios de Hermite, que sdo obtidos tomando-se a = —co, b= 400 e
w(x) = et

Os polindmios de Hermite sdo definidos recursivamente como segue:

o polx)=1;
o pix)=2x:
o pin(x) = 2xpilx) — 2ipiadx), 1> 0.
Estes polinémios sdo ortogenais com base no seguinte produto interno (MAGNUS et

al., 1966):

w2 _ |0 se [ #J
de tal forma que as funcoes
_xl
() =
X)) = p(x), I=0,1,.. (2.2)
Jam2'it
$d0 ortonormais em (—ee,e) por produzirem
> _J0 seiwj |
[~ hom(xdx = {1 e io (2.3)

2.8.4 Expansao ortonormal: série de Fourier generalizada

Seja {ho, ki, ...} a seqliéncia infinita das fungdes ortonormais definidas de acordo com
as equagdes (2.2) e (2.3) da seg@o anterior. A expansio ortonormali (também denominada série

de Fourier generalizada) de uma funcio arbitrdria g: ® — R € dada na forma:
g(x) =Y ch(x), (2.4)
=0

onde ¢, {i=0,1,...) s@0 os coeficientes de Fourier generalizados. Definindo o produto escalar

como sendo
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(hoto) =] fnfinds.

estes coeficientes podem ser obtidos cormno segue:

e Para j=0,1,..., multiplique a equacdo (2.4) por hfx) e integre em todo o intervalo
produzindo:
[™ gtomwde=Ye, [ o (odr.
i={)

e Utilizando o resultado da equacdo (2.3), resulta:
¢; = j:g(x)hj(x)dx z<g,hj> )

Portanto, a equacgio (2.4) pode entdo ser reescrita na forma:

=1

g(x) =" (g.h Y, (x) (2.5)

i=(
Uma outra forma de interpretar esta expansio ortonormal € relacionar a equagio (2.5}

com a equacio (2.1), produzindo:

)

g(x) = zprojh,- (g) b

=0
ou seja, a expansdo ortonormal de uma fungdo g, € simplesmente a somatoria da proje¢do

desta funcfio em cada elemento do sistema ortonormal.

Exemplo: Tomando g€ Cl-n,x7] ou ge Lyl-ntm], O sistema ortonormal

1 sen(x) cos{x) sen(Zx)

NS N ¢ o produto escalar <f[,f2>:Lnfi{x)fz(x)dx, resuilta a

série de Fourier:

o g(x)= %9——?- zak cos(kx) + b, sen(kx) ;

k=1

* a, :%Jjﬁg(x)cos(kx)dx e b, :%fng(x)sen(kx)dx,

2.8.5 Expanséao ortonormal truncada: a aproximagao de quadrados minimos

A expansdo ortonormal truncada tem a seguinte propriedade:
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Teorema 2.17: Dado um conjunto de fungdes ortonormais #; (i=0.1....) e uma funcio arbitrdria

g: R — R, entdo

P
g—chhi!

=0

P
g <g= hi >hz
=0

{

<1
|

para qualquer escolha de constantes ¢y, ¢y, ..., ¢p (P finito).

Prova: Veja DAVIS (1975). O

Particularmente, todo problema de quadrados minimos pode ser resolvido por uma
expansdo ortonormal truncada. isto €, a expansdo ortonormal truncada é a melhor

aproximagio em um espaco com produto interno.
Dado um conjunto {(x,,5,)}r, de dados amostrados da funcio g: R — R tal que

s = g(x;), o problema da melhor aproximagio de g por uma série ortonormal truncada pode ser

colocado na forma de um problema de quadrados minimos como segue:

N P 2
min Z(S,—Zcihi(x‘,)] . (2.6)

Corenlp poy i=0

Tomando a norma euclidiana {{}, , e construindo a matriz H ¢ os vetores ¢ e s na forma:

hy (%)) hz.(xz) hp(_xz) Co )
H= h{)(:xz) ‘ : Ce= €l e oo 5:2 !
hoCxy) - hp(xy) Cp Sy

a equacdo (2.6) pode ser reescrita como segue:

min|js — He|; = min(s - He)" (s~ He) =s"s + min(-s"He—c H's + CTHTHC).
[ C [

Fazendo J{c¢)=-s'He—c¢"H's+c¢"H He, a seguinte condicdo necessdria deve ser

atendida no ponto de minimo:

dJ(c)

5 =0=-2H"s+2H He=0=H"Hc=H"s.
C

Assumindo P < N e tal que H tenha posto completo, a solucio dtima, no sentido dos

quadrados minimos, € denominada ¢* e pode ser expressa na forma:

¢ =(HTH) H's. 2.7)
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2.9 Aproximacéao nao-linear: Teorema de Kolmogorov

Em 1900. Hilbert (HILBERT, 1935) propds uma lista de problemas matematicos até
entdo sem solucio e classificou-os como os maiores desafios para o8 matemiticos do século
20. O 13° problema de Hilbert questionava a existéncia de fungoes multivariavels genuinas. Por

logx+iogy

exempio, para x,y € R, tanto fi{x,y) = x+v como fr{x,y) = xy = ¢ sdo superposicoes de

funcdes monovaridveis e a operacdo de adigdo.

Seja X, o hipercubo unitdrio [0,17" do espago R™ e considere C[X,] o conjunto de
todas as funcdes escalares reais e continuas de m varidveis definidas em X,,. Seja C[R] o
conjunto das fungdes escalares reais e continuas definidas em R. Como conseqtiéncia de
esforcos visando resolver o 13° problema de Hilbert. KoLMOGOROV (1957) publicou um
teorema referente i representacio exata de qualquer funcio ¢ € CIX,} (m=2) por uma
superposicdo finita de funcdes f; C[R], utilizando apenas a opera¢do de adigio. O teorema €

apenas existencial e pode ser formulado como segue:

Teorema 2.18 (Teorema de Kolmogorov): Para toda fun¢io g € C[X,,], comm 2 2. existe uma

representacdo exata dada na forma:

2m+l m
BXp X X)) = D f,-(ch,}-(x,-)J, (2.8)
=

onde fi() € CIR], 9,) € C[R] e x; € [0.1] (i=1...m: j=1.....2m+1). Além disso, as funcdes

®,{-) sio monotdnicas ¢ independentes de g.

Prova: Veja KOLMOGOROV (1957). Ui

A este teorema seguiram-se os resultados de SPRECHER (1965) e LORENTZ (1966), que

conduzem a uma nova representacio para g € C[X,,] (m 2 2) na forma:

Teorema 2.19 (Generalizagio do Teorema de Kolmogorov): Para toda funcio g € C[X,n], com

m = 2, existe uma representacio exata dada na forma:

2m+] i
g(‘xl’x'Z""’xm): 2 f(z,}\':@j(x,)]a (29)
j=I i=]

onde f(-) € CIR] @) e CRL A € R e x e [0,1] (i=1,..m). As constantes A; s@o

independentes de g e as fungdes ¢f-) s@o monotdnicas e independentes de g.
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Prova: Veja SPRECHER (19653) e LORENTZ (1966). :_

E possivel estender este resultado para o caso de funcdes continuas definidas em outras

regides compactas que ndo um hipercubo ou em hipercubos {a,,b 1X[a,.b, IX-+x{a,,b,]
através de transformacdes lineares

x.—a, .
y; = Loi=l.,m.
b, —a,

KAHANE (1975) mostrou que a representacdo exata € possivel para quase todo
conjunto de constantes A, racionalmente independentes e quase todo conjunto de fungdes
monotdnicas continuas @¢,(-). As fung¢des ©,(-) podem ser tomadas como fungdes que satisfazemn
uma condic3o de Lipschitz de ordem [ (veja Apéndice B). Mas, apesar de monotdnicas e

continuas, devem ser essencialmente ndo-suaves, como mostra o seguinte lema:

Lema 2.3: Existem fungdes suaves de m varidveis (m22) que ndo sdo representdveis pela
superposicdo linear de fungdes suaves de um nidmero menor de vandveis. Particularmente,
existem fungdes analiticas que ndo sdo representdveis pela superposiciio linear de funcgdes

suaves de uma variavel.

£

Prova: Veja VITUSHKIN (1977).
Na mesma dire¢do, segue um resultado mais especifico:

Lema 2.4: Nem todo polindmio g: X,, — R pode ser representado exatamente na forma:

8(Xy, Xg s X)) = fo(z x&.xi],
j=i i=]

onde fi() € CIR], Ay € Rex € R (i=1,..my=1,..,n) e n é um nimero natural arbitrdrio e

finito.
Prova: Veja SPRECHER (1966). {J

Mesmo quando a representacdo exata € possivel, ou seja, com fungdes ndo-suaves
¢,(-) € C[R] nas equacdes (2.8) e (2.9), os resultados ndo sdo construtivos, pois ndo auxiliam

na determinacio das fun¢des e pardmetros que conduzem & aproximacio exata, principalmente

porque as funcdes f; (j=1,....2m+1) da equaciio (2.8) e f da equacdo (2.9) dependem de g.
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No capitulo 4 sdo abordados procedimentos alternativos que ndo se baseiam em
aproximacdio exata, mas em aproximacdo com convergéncia assintética, onde ainda assim os
resultados do teorema de Kolmogorov e suas generalizagdes sdo fundamentais. por
justificarem o emprego de modelos formados por composi¢dio aditiva de funcbes de uma

varidvel na aproximacio de mapeamentos suaves.
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Capitulo 3

Conceitos adicionais da teoria de aproximacio de funcoes

Como um ramo da analise funcional, a teoria de aproximacio de fungdes tornou-se
uma ferramenta tedrica fundamental na implementagio de métodos de aproximacio capazes de
aplicarem eficientemente os poderosos recursos computacionais atualmente disponiveis. Mas
independente de motivagdes de ordem computacional, a teoria de aproximacio de fungées tem
sido desenvolvida hd vdrios séculos. A quantidade de informagdo disponivel é extraordindria.
Tomando como exemplo apenas tépicos envolvendo fungdes polinomiais ortogonais, foi
preparada ainda no final dos anos 30 uma bibliografia contendo vérias centenas de paginas com
referéncias, sendo que este tépico continuou a evoluir substancialmente desde entio.

Dentre as vdrias categorias de problemas de aproximagio, destaca-se a aproximacio de
fun¢des multivaridveis desconhecidas com base em um conjunto finito de dados amostrados,
sendo que 0 processo de amostragem estd geralmente sujeito a algum tipo de ruido.

Dependendo do contexto, este problema de matemitica aplicada recebe denominacdes
diferentes:

* em estatistica: regressdo muiltipla

* ecm engenharia: aprendizado supervisionado em redes neurais artificiais.
3.1 Regressao, aproximacéo e interpolacéo

Em estatistica, se (x,5) é um par de vetores de varidveis aleatérias (xe R"ese R,
diz-se que existe uma distribui¢do conjunta P** de (x.s) 2 qual corresponde uma distribuicio
condicional P°(-/x) de s dado x. Caso a distribuicio conjunta P** de (x,s} seja uma distribuicdo
gaussiana multivaridvel G(1l,Z), com média conhecida i e matriz de covarifincia X, existem
férmulas simples para expressar as associacdes lineares entre as varidveis vinculadas 2
distribui¢fio condicional P*(-/x). No entanto, a identificacdo de associacdes ndo-lineares e sua

representacao em espagos muitidimensionais envolvem a aplicac@o de modelos de regressio
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nio-linear (paramétricos ou ndo-paramétricos) ajustados com base em dados amostrados da
distribuicio condicional P(+/x).

No desenvolvimento que se segue. as varidveis sio consideradas deterministicas e,
portanto, ndo ¢ utilizado o conceito de distribuigio condicional, mas o de mapeamento
representado por uma funciio vetorial e de argumento vetorial. Neste caso. € mais adequado
referir-se a métodos de aproximagdio em lugar de métodos de regressdo. No entanto, &
importante observar que 0s métodos de aproximagio a serem apresentados neste estudo foram
originalmente projetados para problemas de regressio multivaridvel. sendo gue o tratamento
de varidveis determinfsticas representa um caso particular.

Apesar de as varidveis serem deterministicas, ¢ assumido que elas estdo sujeitas a ruido.
Como interpolacdo pode ser considerada como o limite da aproximagdo quando os dados ndo
estdo sujeltos a ruido’. a possibilidade de ruido no processo de amostragem representa mais
uma razdo. além daquelas j& discutidas no capitulo 2, para descartar estratégias de

aproximagiio baseadas em interpolagio.
3.2 O problema geral de aproximacao

Seja X uma regido compacta do R"™ e seja g2 X C R™ — R uma funcdo desconhecida
que associa a cada vetor de varidveis de entrada X € X um vetor de varidveis de saidas € R
Se g ¢ uma fungdo limitada, entdo a imagem de X sob g ¢ também uma regido compacta

g[X] = R definida na forma:
g[X1={g(x): xeX}.

Elementos de um conjunto multidimensional de pares de vetores de entrada-saida
(X,80), I=1,....N, sdo gerados considerando-se gue 0s vetores de entrada x; estdo distribuidos na
regiio compacta X ¢ R” de acordo com uma funcio de densidade de probabilidade fixa
dp: X © R™ — [0,1] e que os vetores de saida s; assumem valores finitos produzidos pelo

mapeamento definido pela funcao g na forma:

s, =gx,)+g,, [=1L.,N.

' Atendendo a niveis de aproximagdo arbitrariamente especificados, solugbes para problemas de aproximacgio
podem ser obtidas sem que se recorra & interpolagio de um tnico ponto pertencente ao conjunto de dados. No
entanto, para dados imunes a ruido, a aproximagdo exata (limite do processo de aproximagio) implica a
interpolago de todos os pontos perfencentes ao conjunto de dados.
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onde & € R" & um vetor de erro aditivo. composto por varidveis aleatérias de média zero e
varidincia fixa, geraimente refletindo a dependéncia de s, /=1....N. com relacdo a quantidades
ndo-controldveis (por exemplo, ruido no processo de amostragem) e ndo-observiveis (por
exemplo, varidveis ndo-mensurdveis).

Dado o conjunto de dados amostrados {(x,,8)}1, definidos na regio compacta

X % g[X] do R"x R, o problema de aproximagio envolve a determinacio de um modelo de

aproximag@o ¢ que corresponda i melhor aproximagio para o mapeamento realizado pela

fun¢io g em X x g[X]. Dentre os motivos que justificam a obtencdo de um modelo de

aproximac@o ¢ para uma fungdo desconhecida g, ¢ possivel destacar (SILVERMAN, 1985):

* ¢ constitui uma forma de apresentacdo (para futuras investigacdes) das associacdes
existentes entre as varidveis de entrada que contribuem para produzir as varidveis de saida;

* com g € possivel obter estimativas de dados ainda ndo-observados:

* gpode explicitar propriedades importantes presentes na funcdo g.

A abordagem inicial do problema de aproximacio ¢ geralmente de natureza
exploratéria, procurando identificar alguma informagdo preliminar acerca do fendmeno ou
processo que produziu os dados, sem a imposi¢io de nenhum tipo de restricio. A analise
multivaridvel cldssica fomece ferramentas poderosas na obtencio de associagdes lineares
(estrutura de correlacio) entre as varidveis, Se todas as informacgdes relevantes puderem ser
extraidas com base nestas ferramentas classicas, nenhum passo adicional se faz necessario,

J& nos casos em que associagbes ndo-lineares arbitrdrias estdo presentes, a
determinacdo do tipo de nio-linearidade & fundamental para a obtengio do melhor modelo de
aproximagdo a partir dos dados de entrada-saida. Quando a forma da ndo-linearidade &
conhecida e passivel de descricio matematica, modelos parameétricos sd3o normalmente
empregados, com os parimetros podendo ser determinados com base em técnicas de regressio
ndo-linear tradicionais (RATKOWSKY, 1989).

Apesar de simplificar o problema de aproximacdo, a imposicio de restricdes
paramétricas pode dificultar ou até impossibilitar a representacdo adequada da estrutura
presente nos dados de entrada-saida, principalmente quando a funcdo g apresenta nio-
linearidades que nio se restringem a nenhuma familia de fungdes paramétricas. Mesmo no caso
de problemas de aproximagdo passiveis de tratamento paramétrico, ¢ recomendada uma

abordagem inicial utilizando modelos nio-paramétricos para auxiliar na determinagdo do tipo
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de parametrizagfio que pode ser utilizado. STONE { 1977) faz um estudo mais aprofundado
desta e outras motivacdes para o emprego de modelos nido-paramétricos.

No entanto., o uso de modelos nio-paramétricos provoca uma significativa acentuacdo
de uma caracteristica ja presenie em alguns problemas de aproximacdo que utilizam
abordagens paramétricas (STONE, 1982): a maldicdo da dimensionalidade. Esta expressdo fol
empregada originalmente por BELLMAN (1961) e se refere basicamente A existéncia de uma
relacdo direta entre a dimensionalidade dos dados ¢ a quantidade de dados necessaria para
possibilitar 0 sucesso da tarefa de aproximagiio. A conseqiiéncia pritica da maldicio da
dimensionaiidade é a reducdo do poder de aproximagdo com a redugio da densidade de dados
amostrados. Portanto, a manutencio do poder de aproximacdo com um aumento da dimensao
do espaco de aproximacdo estd associada a um aumento exponencial no nimero de dados
(TIKHONOV & ARSENIN, 1977).

Apesar de estar invariavelmente associada a uma reducio da capacidade de
aproximagiio, a imposi¢do de um conjunto de restrigdes (inciusive, restricdes paramétricas) aos
modelos ndo-paramétricos pode conduzir  independéncia da dimensionalidade (CHEN, 1991).
Dai, conclui-se que os melhores modelos de aproximagdio sdo aqueles capazes de conciliar o
nivel de dependéncia da dimensionalidade com a flexibilidade do modelo de aproximagio.

Antes de um estudo mais detalhado de modelos de aproximagfio que procuram atender
a este compromisso, impde-se uma discussdo sobre o comportamento de problemas de

aproximagio baseados em dados de entrada-saida.
3.3 A suavidade da funcao a ser aproximada

Certos tipos de problemas de valores de contorno envolvendo equacoes diferenciats
parciais parecem ter sido os primeiros a motivar uma classifica¢do utilizando os termos mai-
comportado e bem-comportade. Um problema é bem-comportado quando sua solucdio € tinica
e depende continuamente dos dados disponiveis. Neste sentido, problemas de aproximagéo
baseados em pares de vetores de entrada-saida gerados a partir do mapeamento definido pela
fungdo a ser aproximada sdo problemas mal-comportados (TIKHONOV & ARSENIN, 1977), pois
a informacdo contida nos dados de entrada-saida ndo sdo suficientes para reconstruir
unicamente © mapeamento em regides onde os dados nlo estdo disponiveis e, em principio,

niio h4 como assegurar que a solugio étima dependa continuamente dos dados disponiveis.
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Portanto. algum tipo de restricdo deve ser imposta & funcio a ser aproximada de forma
a produzir um problema de aproximagdo bem-comportado. Uma das restricdes mais gerais e
fracas (¢ atendida pela maior parte dos mapeamentos, especialmente aqueles originados de
fendmenos fisicos) € assumir que o mapeamento ¢ suave. Como serd visto mais adiante, esta
restricdo ja faz com que a aproximacio seja possivel, pois impde automaticamente aos dados
um nivel de redundancia, ou seja, pequenas perturbacdes nas varidveis de entrada determinam
pequenas perturbacOes nas varidveis de saida. Deste modo, a suavidade de uma fun¢io reflete
o efeito da ndo-localidade, isto €, o valor da fungiio em um ponto depende do valor da funcdo
em uma regidao que envolve este ponto.

O poder do processo de aproximacio é tanto maior quanto maior for o grau de
suavidade da fung¢fo que gera o mapeamento. Como exemplo, as funcdes a seguir sio
apresentadas em ordem crescente de suavidade (veja definicbes no apéndice B): funcdes
mensurdveis em norma de Lebesgue, funcdes limitadas, funcbes continuas, fungdes que
satisfazem uma condicfio de Lipschitz, funcdes diferencidveis, fungbes analiticas, funcoes
polinomiais de ordem finita, funcdes constantes.

Em face da impossibilidade de se estimar o grau de suavidade de uma funcio
multidimensional a ser aproximada, STONE (1982) sugere que a udnica opgio € impor um grau
apropriado de suavidade. Este procedimento contribui para amenizar o efeito da maldi¢do da
dimensionalidade, ou seja, permite manter em niveis aceitdveis o nimero de dados de entrada-
safda necessdrio para realizar a aproximacio. No entanto, restricdes de suavidade muito
acentuadas, como assumir que o mapeamento € linear ou invariante sobre algum tipo de
transformagio, apesar de simplificarem decisivamente o problema de aproximagio, podem
acarretar uma redugdo dristica na capacidade de aproximagdo quando aplicadas a
mapeamentos que nao atendem a estas restrigdes.

Este compromisso entre suavidade do processo de aproximagio e capacidade de
aproximacdo € completamente andlogo ao compromisso existente entre dependéncia da
dimensionalidade e flexibilidade do modelo de aproximacio, discutido na se¢do anterior. Pode-
se entdo antecipar que o tipo de suavidade imposta & func¢do a ser aproximada vai determinar o
tipo de modelo de aproximagio a ser utilizado.

Devido a necessidade de processamento em tempo finito, os modelos de aproximacao a
serem implementados devem apresentar um nimero limitado de componentes e operadores.
No entanto, para efeito de consisténcia do processo de aproximacdo, ¢ desejdvel que estes

modelos de aproximagido possuam capacidade de aproximagdo universal. A capacidade de
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representar exatamente qualquer tipo de mapeamento ¢ certamente uma propriedade
assintdtica, pois geralmente s6 € atendida para modelos de aproximacdo com um ndmero
ilimitado de componentes e operadores.

Dentre todos os modelos que apresentam capacidade de aproximacdo universal. o
melhor modelo de aproximacdo pode finalmente ser caracterizado como aquele que apresenta
restricdes de suavidade compativeis com o mapeamento a ser aproximado, de forma a atingir
um nivel de aproximagdo adequado com base no menor nimero de componentes e operadores.

O nivel de suavidade do mapeamento a ser aproximado geralmente ndo € conhecido a
priori, mas certamente deve poder ser obtido a partir dos dados amostrados. Caso contrario, a
tarefa de aproximagdo continua mal-condicionada. Neste estudo, o nivel de suavidade ¢
determinado a partir dos dados amostrados utilizando-se validacfio cruzada, como serd visto

no préximo capitulo.
3.4 A classe de funcoes de aproximacgao
Problemas de aproximacdo sdo geralmente abordados como segue:

e determina-se uma classe de fungdes F a serem utilizadas no processo de aproximacio;

e define-se um processo de aproximacdo que selecione elementos de F com base na

informacio disponivel.

O sucesso do processo de aproximacdo depende da existéncia de fungdes em [
compativeis com o problema de aproximagdo. Assumindo que a fungao g a ser aproximada €
suave (hipdtese razodvel tendo em vista o vinculo com processos fisicos), a garantia de
factibilidade e consisténcia do processo de aproximacdo estd diretamente {mas ndo unica-

mente) associada a presenca das seguintes propriedades bdsicas junto & classe de fungdes F:

e as funcOes em F devem ser suaves;

e como a implementagdo € geralmente realizada utilizando-se computadores digitais, as
funcoes em F devem ser de fécil armazenagem e manipulacio, incluindo neste contexto a
avaliac@o da funcdo e de suas derivadas e antiderivadas;

e a classe de funcdes F deve ser suficientemente abrangente de forma que fungdes suaves

arbitrarias possam ser aproximadas utilizando-se elementos de F.
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O estudo de classes de funcdes de aproximacdo F € o tema central da teoria de
aproximacdo, enquanto que o projeto e andlise de algoritmos de implementagdo do processo
de aproximacdo utilizando elementos de F sio procedimentos derivados da teoria de andlise

numeérica.

3.5 O pré-processamento dos dados de entrada-saida

Uma caracteristica importante dos métodos de aproximacdo a serem considerados é a
invaridncia com relagdo & escolha da origem (translagdo) e dos eixos de coordenadas
ortonormais {rotacdo) do espaco de entrada. Portanto, ¢ possivel padronizar os vetores de

entrada x; na forma:
- —1
%, =C2(x, %), =1V, 3.1

onde

éamédiadexe

A transformacdo afim dada pela equacio (3.1) permite fixar a andlise dos dados em
associagOes entre varidveis que ndo sejam apenas de natureza elipsoidal (TUKEY & TUKEY,
1981), além de fazer com que toda operacdo de projecio junto aos dados padronizados
também produza dados padronizados.

A aplicacdo deste processo de padronizacdo a dados Jja centrados, ou seja, com X =0,
€ equivalente a utiliza¢do dos resultados da andlise de componentes principais para escalonar
os eixos principais de forma que assumam norma unitdria. Neste processo € geralmente pre-
ferivel operar com a matriz de correlaciio em lugar da matriz de covariincia (JOLLIFFE, 1986).

No caso dos métodos de aproximacio a serem adotados, a invarifincia com relacdo a
transformagdo afim de padronizagiio descrita acima se aplica apenas aos conceitos derivados
da teoria de aproximagfo, j4 que, em termos de andlise numeérica, ¢ sabido que os algoritmos

de otimizacdo a serem empregados ndo sdo necessariamente invariantes afins (HUBER, 1985).
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3.6 Avaliacao do nivel de aproximacao

Para uma avaliacio do nivel de aproximagdo & necessdrio introduzir o conceito de

distdncia entre a fungio a ser aproximada e sua aproximagao:
J(8) = dist{g(x),g(x)],

que ¢ geralmente induzida por uma norma {veja apéndice C).

Como, por hipdtese, na geracio dos pares de vetores de entrada-saida
{(x;,8,) € R” xRV, os vetores de entrada x; estdo distribuidos na regido compacta
¥ — ®™ de acordo com uma fun¢io de densidade de probabilidade dp: X C R" = [01], a

distincia entre g € ¢ pode ser calculada na forma:

1@ = ()= g(0)) dp(x)dx. (3.2)

Esta medida de aproximagio é denominada erro quadritico médio (EQM) e € bem-
definida sempre que a expressdo (g(x)— g'(x))2 dp(x) for integravel em X, fazendo com que
J( ) assuma valores finitos (note que J(8)= 0,V 2). Apesar de ndo ser a inica medida de

distancia, o EQM é sem divida a medida mais utilizada. principalmente por duas razges

(HECHT-NIELSEN, 1990):

¢ por ponderar uniformemente o quadrado da magnitude do erro em toda a regido compacta
X, esta medida assegura que erros majores tenham uma maior participagio:
e por levar em consideracdo a freqiiéncia de ocorréncia de um determinado vetor de entrada,

esta medida é mais sensivel a erros provenientes de entradas mais freqgiientes.

No entanto, sempre que para uma determinada aplicagdo estas caracteristicas pao
forem desejadas, outras medidas de distAncia (normas) devem ser utilizadas, como erro
absoluto maximo e erro absoluto médio. No entanto, métodos de solucd@o para o problema
geral de aproximagdo baseados em outras medidas que ndio o EQM apresentam uma das
seguintes particularidades (WIDROW & STEARNS, 1985):

e nido foram ainda implementados ou sdo pouco eficientes;

» foram desenvolvidos para a soluc@o de problemas especificos.

Uma forma alternativa de calculo do EQM dado pela equagdo (3.2) € a partir de um

numero infinito de dados de entrada saida:
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- . I & . 2
J(g)= lim N;(sf—g(x,)) : (3.3)

Observe que, se os vetores de entrada x, forem gerados de acordo com a distribuicdo de
probabilidade dp(x), o limite da expressdo (3.3) converge sempre para o mesmo vaior.
independente dos pares de vetores (x,s;) utilizados (HECHT-NIELSEN. 1990). Certamente
existem conjuntos de pares (X,§;) para 0s quais a série ndo converge, mas a probabilidade de
ocorréncia de tais conjuntos € zero. O comportamento de convergéncia pode ser observado ja
para valores de N finitos, mas suficientemente elevados.

Como, na pratica, deve-se operar com valores de N finitos, um procedimento para se
decidir um valor adequado para N € avaltar J(g) para pares de vetores (X.s), /=1....,N,
aumentando N progressivamente, até que se verifique a tendéncia de convergéncia para um
valor fixo, dado pela equagéo (3.3).

No entanto, nem sempre ¢ possivel tomar tantos pares de vetores de entrada-saida
quanto desejado, jd que geralmente existe um nimero fixo N de pares (x;,8;) a serem utilizados
em um determinado problema de aproximagdo. Além disso, é recomendado que se utilize
conjuntos de pares diferentes nas fases de aproximagao (conjunto de aproximagiio) e avaliagio
do nivel de aproximagdo (conjunto de teste ou validacio), pois o objetivo da aproximacdo ndo
€ determinar uma fungiio g capaz de aproximar g apenas para os vetores x;, I=I,...N,
pertencentes ao conjunto de aproximagdo, mas em toda a regido de aproximacio, ou seja, para

todox e X.

3.7 Aproximacao suave: regularizacdo

Nesta se¢do € analisado como o tipo de suavidade imposta & fungio a ser aproximada
vai determinar o tipo de modelo de aproximagdo a ser utilizado. Técnicas que exploram
restricGes de suavidade em problemas de aproximagdo com base em dados de entrada-saida
sdo conhecidas como regularizacdo, tendo sido introduzidas por TIKHONOV (1963) para o
tratamento de problemas de reconstrugdo de superficies. Regularizacio é o procedimento de
obtengdo de um problema de aproximagdo bem-comportado a partir de um problema de
aproximacao mal-comportado pela imposicio de restricdes de suavidade ao modelo de

aproximacao.
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A regularizacdo conduz a problemas de aproximacdo bem-comportados por permitir a
definiciic de um processo continuo, mas ndo necessariamente Unico. que produza a melhor
aproximagcdo com base nos dados de entrada-saida. Este processo converge para um problema
de otimizacao que deve minimizar uma funcdo objetivo apresentando dois termos bdsicos: um
expressando o erro de aproximagio e o outro o nivel de distanciamento da condigiio de
suavidade.

Se as amostras da funcdo a ser aproximada (superficie a ser reconsiruida) forem
totalmente aleatdrias, nido € possivel estimar o valor da funcéo (altura da superficie) em pontos
nac-amostrados, ou seja, ndo € possivel realizar o processo de generalizagc@io. Ao impedir que
o comportamento da fungio seja estritamente local. a existéncia de regularidade na fungio a

ser aproximada acaba por viabilizar o processo de generalizacio (POGGIO & GIROSL, 1990b).
3.7.1 O problema de aproximacgao regularizado

Como ja apresentado, o problema geral de aproximacdo € a defini¢do de um modelo de
aproximacdo ¢ para uma fungdo g@ X < R™ — R a partir de um conjunto de dados
[(x;.8,) € R” xR}, amostrados na presenca de ruido com base no mapeamento definido
pela fungdio em uma regido compacta do espago de aproximagio®,

Como este problema é mal-condicionado, a escoiha de uma solugdo particular dentre as
infinitas solugdes possiveis estd vinculada & atribuicdo de um grau apropriado de suavidade a
funcio g. O problema geral de aproximacio passa entlio a ser um problema de aproximagio
regularizado, que deve encontrar uma soiucfio utilizando técnicas variacionais definidas com
base no conjunto de dados e no tipo de suavidade imposta.

O grau de suavidade pode ser definido por um funcional ¢(g) que assume valores
tanto menores quanto mais suave for a funcio g. Um procedimento comumente utilizado €
medir o grau de suavidade com base no comportamento oscilatério da fungio ¢ (GIROSI et

al., 1995). Deste modo, uma andlise da fun¢do no dominio da fregiiéncia, permite afirmar que
uma funcfio é mais suave que outras quando apresenta menor quantidade de energia em altas
fregiiéncias. O contetido de alta freqiiéncia de uma fungo pode ser medido adotando-se dois

procedimentos bdsicos em seqiiéncia:

% Nesta secdo ¢ assumido 7 = |, ou seja, s = 5 € R, sendo que a extensio dos resultados desta se¢io para r > 1 é
apresentada no capitulo 5, jd no contexto de redes neurais artificiais.
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» realizar uma filtragem da funcdo por meio de um fiitro passa-alta:

* medir a quantidade de energia ainda presente na fungfo filtrada.

Sendo assim, a funcdo de regularizacdo ¢ pode ser dada na forma (GIROSI ez al., 1995):

(-\; 2
0@ =] @)

¥ Fo) dz., (3.4)

onde G e F sdo as transformadas de Fourier de £ e f, respectivamente. F é uma funcio
definida positiva (MICCHELLI, 1986) previamente especificada que se aproxima de 0 quando
2] = <=, de tal forma que 1/F corresponda a um filtro passa-alta. A funcio F é assumida ser
simétrica (fungdo par) e definida de forma a garantir a existéncia de g tal que a integral na
equacio (3.4) exista.

Neste caso, para N finito, o problema de aproximacgiio regularizado é encontrar o

modelo de aproximagio ¢ que minimize o seguinte funcional:
~ 1 & n 2 N
J(g) = 52 (8 = &(x)) +r(@), (3.5)
f=t

onde A € um mimero positivo denominado pardmetro de regularizagdo. O primeiro termo,
como discutido anteriormente, representa uma medida de distancia entre g e 2, enquanto o
segundo termo representa o grau de suavidade da fungdo ¢. O compromisso entre suavidade
do processo de aproximacado e fidelidade aos dados pertencentes ao conjunto de aproximacio
€. portanto, controlado pelo pardmetro de regularizacio A. Certamente vai existir um valor
otimo A* para o pardmetro de regularizacio que conduza a um melhor desempenho em termos

de generalizag3o.
3.7.2 Formula geral de solucao

Uma formulacdo detalhada e matematicamente rigorosa da solugio do problema de
minimizacdo do funcional dado pela equacio (3.5) pode ser encontrado em WAHBA (1990),
Uma derivagdo simplificada € apresentada em (GIROSI et al., 1995) e parcialmente reproduzida
a seguir.

Considere a transformada de Fourier de g dada por

8(x) = cjx G(z)e™ dz. (3.6)
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Substituindo na equacio (3.5) as expressoes para ¢ ¢ ¢ dadas respectivamente pelas equagoes

(3.4)e (3.6) tem-se:

N oA e ¥ G(-G(2)
J(G)——ﬁ;(sfchxG(z)gf dz) +7&_{X———F—(Zs~m-—dz. (3.7)

onde também se aplicou a igualdade G*(z) = é(~z) . derivada do fato de ¢ ser real.
O minimo de J( G) ¢ dado por G tal que

AJ(G)

—-=0,Vte X. (3.8)
JdG(t)

Para cada termo no lado direito da expressdo (3.7) tem-se:

0 [ L ( ol eme™an) | 06(E) g |
. A__{m—;(s,mcjxg(l)ej dz :l g{ - & !))L’BG(U g j

AG(t)| N©

= ";C > I:(SI - 2(x, )j’ oz — t)el"pzdz]m%g{(si 2(x;) ei‘&;t}

.0 (” G(—z)é(z)dz =2}j G(-2) 9G(2) e 2Kj G~ 2)6( -t)dzmsz(“”
G| F(z) X F(z) 0G(t) X F(z) F(t)

Com isso, a equacio (3.8) pode ser reescrita na forma:

- Y et ¢ —
WCZ[(& —§(x1))€”‘"]+li§(t§) =0.Vte X (3.9)
=31

Mudando a varidvel t para -f, € possivel expressar G(t) como segue:

M o 3 . T
é(t)miﬁ(t)z[we"ﬂ“], Yte X. (3.10)
NOUEL

A anti-transformada de Fourier de G ¢, entdo, dada por:

. Nos —8(x,) A
g(x)=%g—*-§5—’—6<xg —x)*f(xw—;—éfim;‘{(i’—)f(xwx,). 3.1

Se f ¢ uma funcdo definida positiva, a fungio de regularizacdo ¢ ¢ uma norma. No
entanto, se f for apenas condicionalmente definida positiva, ¢ € uma semi-norma (veja apéndice

A) que apresenta um espago nulo ¢ de dimensao finita & (MADYCH & NELSON, 1988§;
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MADYCH & NELSON, 1990). Portanto. para f condicionalmente definida positiva, existe uma
classe de fungdes que nio sdo detectdveis por ¢. Neste caso, todas as fungdes ¢ que diferem

apenas em um {ermo que pertenga ao espaco nulo de ¢ sdo consideradas equivalentes. Desta

forma, a solug@o mais geral da minimizacdo do funcional dado pela equaciao (3.5) é:

N
§x)=" a,f(x=%,)+ p(x), (3.12)

=
onde

_ ¢ s —glx)

“TN T
e
0 s¢ f for definida positiva

. k
px)= zbjpj(x) se f for condicionalmente definida positiva
=

k
O conjunto {pj }M € uma base de @.

Os coeficientes a; (I=1...,N) e b; (j=1,....k) satisfazem o seguinte sistema de equacdes

lineares:

(F+ADa+P'b=y

Pa=0 (3.13)

onde

» ¢ amatriz identidade de ordem N:
o y=ls s ]

e a={a a, --- aN]T;

. b:[bi bz ""bk]T;

FO) Fxi=x) -+ f(%, —xy)
S =%  f0) :

| fxy—x) e f(0)

Mpl(xg) P(x,) - Pi(?‘N)
e p=|P2X) P(X5) :

_pk(.xi) .Pk(XN)
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Observe que, para P =90, se a funciio f ¢ definida positiva. ou seja, se det(F) > 0 para
todo conjunto {x,};\il , sempre existe solugdo para o sistema linear (3.13). O caso A = 0

corresponde a interpolacido simples
3.8 Extensdes do problema de aproximacéao regularizado

Ainda assumindo um conjunto de dados amostrados do tipo {(x,,s;) € R" xE}{r}ff__i,

com r= |, esta secio apresenta trés extensdes do problema de aproximacdo regularizado,
seguindo ainda os resultados de GIROSI et al. (1995). Estas extensdes, apesar de poderem
ocorrer isoladamente, sfo introduzidas em seqiiéncia junto ao problema de aproximagao

original, convergindo para uma solugio a ser melhor explorada no proximo capitulo
3.8.1 O problema de aproximacao regularizado aditivo

Justificada pelos resultados apresentados no capitulo anterior, uma extenso importante
do problema de aproximagio regularizado € assumir que o modelo de aproximagdo € formado

por uma composi¢ao aditiva de fungdes monovaridveis na forma:
Bx) = 8,(x,), (3.14)
=

onde x; é o j-ésimo componente do vetor de entrada x. Sendo assim, € possivel impor

condicdes de suavidade para cada componente aditivo g; (j=1,...m) ao invés de aplicar o
critério de regularizacio diretamente sobre a fun¢io de aproximagdo g. Neste caso, ©

problema de minimizagio da expressdo apresentada na equacdo (3.5) pode ser reformulado

como segue:

-
i‘.

£ (2)

mmJ(g) mm—h—rz, g(x,)) +7\¢(8)—§m ! 28, j’) i_jx dz, (3.15)
._1 i

P - N = o ;
onde, para j=1,....m:

» G, ¢éatransformada de Fourier de £, ;

e d, sio constantes positivas dadas, que permitem a imposicdo de graus de suavidade

distintos para cada componente aditivo de ¢(g) ;
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* X, sdo intervalos fechados onde a varidvel x, assume valores. de tal forma que

X x . . xX,=X.

Seguindo os mesmos passos adotados na secio anterior, a solucio deste problema de
aproximacdo regularizado, desconsiderando os termos pertencentes ao espaco nulo de 0

]

assume a forma:

§(x) = ﬁ;a;ﬁm{x—-xf) , (3.16)
onde
ﬁm(x—x,):idjf(xj—xﬂ) (3.17)
J=
Substituindo a equagdo (3.17) na equagio (3.16) e comparando com a equagio (3.14),
os componentes aditivos g ; U=l...,m) assumem a forma:

N
gj(xj) =Zcﬂf(xj =Xy}, com ¢y = day.
I=i

Observe que, com as constantes d; fixas, os componentes aditivos nio sio
independentes. Por outro lado, assumindo d; (j=1,...,m) como parimetros livres, a fun¢do de

aproximagdo g pode ser expressa na forma:

N m
g0 =N, flx;—x,), (3.18)

[=} j=|

onde agora os coeficientes ¢y sdo independentes.
3.8.2 A reducéo no nimero de parametros

Ainda desconsiderando os termos referentes ao espago nulo de ¢, tem-se que, na
solucdo do problema de regularizagdo original, dada pela equacdo (3.12), o nimero N de
pardmetros a determinar ¢ igual ao mimero de dados. Por outro lado, ao assumir uma funcéio
de aproximagao aditiva na forma da equagdo (3.14), resulta uma solugiio com N.m pardmetros,
dada pela equagdo (3.18). Este ndmero de pardmetros, além de exceder o nimero de dados
para d > 1, ainda depende da dimensdo do vetor de entrada.

Embora ainda seja possivel encontrar uma solucio minimizante, Vrnodelos de

aproximacio com tal propor¢do de pardmetros frente aos dados disponiveis perdem a

49




capacidade de generalizacdo e sfio diretamente atingidos pela maldi¢do da dimensionalidade
(STONE, 1982). E recomendada, portanto, uma redugio do mimero de fungdes bdsicas.
mantendo a forma do modelo de aproximacdo. Com isso. a nova funcdo de aproximacdo,

obtida a partir da equacdo (3.18), assume a forma:

N om

c‘:’(X)ZZZCﬂf(xj“fﬂ) (3.19)

iml =l

onde N < N e r; (j=1,....mil=1,...,n) s50 nOVOS pardmetros a serem determinados. Logicamente,

N deve ser escolhido tal que 2N'm < Nm.
Observe que os componentes aditivos de g continuam a ser independentes,

correspondendo a fungdes unidimensionais descritas como segue:

N
g, =2 cpfx; =1y)
IES|

3.8.3 O pré-processamento das varidveis de entrada

Em problemas de aproximacdo de fungdes multivariaveis, uma etapa fundamental € a
escolha adequada do conjunto de varidveis de entrada. E importante considerar a possibilidade

de ocorréncia dos seguintes fatores (GIROSI et al., 1995):

¢ algumas varidveis podem ser mais relevantes que outras;
e algumas varidveis podem ser totalmente irrelevantes:
» dentre as varidveis relevantes, existem aquelas que podem ser expressas pela combinagéo

linear de um conjunto de varidveis originais.

Neste caso. a solucio do problema de aproximagdo pode ser melhor representada ndo a
partir de X, o vetor original de varidveis de entrada, mas a partir de VX, uma transformagao
linear deste vetor, onde V é uma matriz retangular de dimensio axm. A transformagio x — Vx
pode ser inserida diretamente no problema de aproximagdo regularizado, produzindo uma
solucdio equivalente a equagio (3.19). Novamente desconsiderando os termos pertencentes ao

espago nulo de 0, esta solugdo assume a forma:

N n
XY= ¢ fvix—1,). (3.20)

I=l j=1
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onde v; (j=1.....n} € o vetor coluna formado pelos componentes da j-ésima linha da matriz V.

Definindo as seguintes fun¢des unidimensionais
N
5= fy—1,), com j=1,..n, (3.21)
=]
a equagao (3.20) pode entdo ser reescrita como segue:
8.(X) =3 f(vix), (3.22)
=l

Portanto, a fungdo de aproximacio resuita em uma composigdo aditiva de fungdes
monovaridveis a determinar, com argumento representado por uma projecdo das varidveis de
entrada em uma diregdo também a determinar. A escolha da fun¢io de base f na equacio

(3.21) estd associada ao tipo de suavidade imposta ao problema de regularizacio.
3.9 Generalizacao e sobreajuste

Como ja discutido anteriormente, ¢ deve aproximar g em todo o espago compacto X,

ou seja, o problema de aproximacdo original assume a forma:
min J(§) = min | (g(x)~ 2(x)) dp(x)dx,
£ I

onde dp(x) € a densidade de probabilidade da distribui¢ao de x em X. Tomando amostras de

x € X de acordo com a distribui¢cdo dp(xX), este problema pode ser descrito de forma totalmente

aniloga como segue:

) ,\ N , 2
minJ(g)=min im — » (s, — 6(x .
p 8 ! Nﬁng(  —8(x)))

Por limitacGes de ordem prética, toma-se N finito, levando a um problema de
aproximacdo mal-comportado. Neste caso, introduz-se um termo adicional que penaliza a
auséncia de suavidade na funcdo de aproximagio g, convergindo para um problema
vartacional bem-comportado na forma:

U .4 . .
minJ(§) =min——3 (5 ~8(x,))° +20(2).
i=l

g
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Como serd visto no proximo capitulo para um caso especifico, aplicando-se um
procedimento denominado validagdo cruzada generalizada, € possivel obter um valor otimo
para A que garanta um bom desempenho em termos de generalizacdo.

No entanto, foi também incorporado ao problema de aproximacido. dentre outras
modificacbes, a caracteristica aditiva da funcio de aproximacio. conduzindo a um problema de

aproximacio regularizado aditivo da forma:
Ca 1 &
minJf(g,) = fmm E fj(v X,) +2?L 0,0
&

Neste caso, existe um pardmetro de regularizacdo e uma funciio de penalizagdo para

auséncia de suavidade para cada componente aditivo da funcdo de aproximagdo g,, que

assume a forma:
i .
g,(0=3 f,(v]x).
=1

Com relagio ao desempenho na generalizagdo, o mesmo procedimento de validagdo
cruzada generalizada mencionado acima pode ser aplicado para determinar os valores 6timos
de ; (j=1,....n). No entanto, isto ¢ insuficiente para garantir uma boa capacidade de
generalizago, pois, com a adogdo de um modelo aditivo, criou-se mais um pardmetro livre: o
nimero n de fungdes bdsicas f; (j=1.....n).

Valores de n muito elevados conduzem ao fendmeno de sobreajuste do processo de
aproximagc#o, ou seja, a fungfio de aproximacdio passa a incorporar o ruide como informacéo
relevante para o modelo de aproximacdo. Por outro lado, valores de n muito pequenos
impedem que o modelo de aproximacdo tenha flexibilidade suficiente para representar
adequadamente todas as associacBes ndo-lineares presentes nos dados de aproximacao.
Portanto, deve existir um valor intermedidrio otimo para n, que conduza ao melhor
desempenho na generalizagao.

Novamente, um método de validagiio cruzada vem fornecer uma alternativa para a

obtencdo deste valor 6timo para n. Para tanto, € necessdrio que exista nao apenas o conjunto
- 4 - .
de aproximagao ((x,,5,)}1,, mas também um conjunto de teste {(x},s; )}, obtido a partir do

mesmo processo de amostragem. Por exemplo, é possivel dividir aleatoriamente o conjunto de

dados disponiveis para formar estes dois conjuntos, assumidos independentes.
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Sendo assim, cria-se um problema de aproximacdo implicita e explicitamente

regularizado na forma:

i
| i 2
SN . ¢~ ot
HEBJ (8,)= L ey 2 ,(S/ &% ))
i t=l

2

o . . R . 1 N 7 } i )
sujelto a g, margn}mf(gn):argf:m} X’E 5= E fj(vfx,) 4«2%%(}3)
B i =i J=

------- =t

-

Este problema de aproximacgdo resultante € coerente no sentido de requerer que a
aproximagdo seja medida ndo apenas em relacglio ao conjunto de aproximacdo, mas também em
relacio a outros dados igualmente representativos do comportamento da funciio a ser

aproximada, mas que ndo participam na definicdao do modelo de aproximacio.
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Capitulo 4

Aproximacao de funcoes utilizando modelos de projecao

Considerando problemas de aproximacio de funcdes multidimensionais definidas em
uma regido compacta de um espago vetorial de dimensao finita, modelos ndo-paramétricos de
aproximacfo sdo aqueles que nido impdem gqualquer tipo de restricio com relag@o ao modelo
de aproximacdo, garantindo a flexibilidade necessaria para aproximar quaiquer tipo de fungio.

Para evitar uma degradacdo de desempenho com o aumento da dimensdo do espaco
compacto de aproximacao, esta total flexibilidade do processo de aproximagdo requer um
aumento exponencial no ndmero de amostras da fung@io, 0 que acarreta um aumento
proporcional na carga computacional. Diz-se entdo que o problema de aproximagdo ndo-
paramétrica estd sujeito & maldicio da dimensionalidade.

De fato, existe um compromisso entre flexibilidade do modelo de aproximacio e
imunidade & maldicdo da dimensionalidade (STONE, 1982), e esse compromisso pode ser
representado na forma de um critério de aproximacio que contemple a fidelidade aos dados e a
imposicio de um certo nivel de suavidade junto a funcdo de aproximacéo. Tendo que atender a
restricdes de suavidade, a fungdo de aproximagio passa a ser menos flexivel, podendo ser
considerada um caso intermedidrio entre modelos totalmente paramétricos e modelos
totalmente ndo-paramétricos. Estes modelos intermedidrios geralmente continuam a ser
denominados nio-paramétricos, pois a estrutura final do processo de aproximacio ndo pode
ser antecipada, passando a depender fundamentalmente do conjunto de amostras da fungiio na
regido de aproximacio e do tipo de restri¢do de suavidade imposta ao modelo.

Conforme discutido no capitulo 3, as restri¢des impostas ao modelo de aproximacio
geralmente confiam na existéncia de um certo nivel de redundéncia no conjunto de amostras.
Neste sentido, modelos ndao-paramétricos de aproximacio baseados em técnicas de reducdo de
dimensionalidade tém sido empregados com sucesso na aproximacdo de vérias classes de

funcdes multidimensionais definidas em uma regiio compacta de espacos de dimensdo finita
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(DONOHO & JOHNSTONE, 1989). Nio estd descartada, no entanto. a possibilidade de se realizar
também uma reduciio de dimensionalidade prévia, empregando, por exemplo, andlise de
componentes principais para descartar componentes pouco significativos (JOLLIFFE. 1986).

Modelos de redugdo de dimensionalidade que utilizam uma composicdo aditiva de
funcdes de expansdo ortogonal a uma direcdo adequadamente fixada podem ser prontamente
obtidos a partir da imposicao de restricdes de suavidade especificas. Tendo sido deduzidos no
capitulo anterior e a serem melhor investigados neste capitulo, estes modelos de aproximagio
também recebem a denominagio de modelos de projecdo e assumem a forma:

n
P — T
2,(0=> fi(vIx), (4.1
I
onde x € K™ é o vetor de varidveis de entrada, v; & R"” € a direcdo de projecido (j=1.....n) e 0
produto escalar vjx pode ser tomado, a menos de uma constante, como uma projecdo de X na

direcio v,. Observe que o j-€simo termo f(-} do somatdrio € constante para valores de x em

hiperplanos do R™ definidos na forma v?x = ¢, para ¢ € R constante.

A utilizacio de modelos na forma da equagdo (4.1) conduz a processos de
aproximagio por expansdo ortogonal que apresentam indmeras vantagens gstatisticas e
computacionais, como insensibilidade a fatores de escala ¢ a estrutura de correlagao dos dados
(FRIEDMAN, 1987). Além disso, é sabido que modelos de projegdo sio menos afetados pela
presenca de dados nado-informativos, isto €, corrompidos por ruidos espirios (HUBER, 1985;

CHENTOUF & JUTTEN, [995).

4.1 Aproximacao por expansao ortogonal aditiva

Com base no conjunto de dados de aproximacdo, ou seja, pontos no espago de
aproximacdo, um bem-sucedido modelo de aproximac@io utilizando fungGes aditivas foi
proposto por FRIEDMAN & STUETZLE (1981), assumindo exatamente a forma da equagdo
(4.1). Neste modelo, os termos da composi¢do aditiva correspondem a fungOes escalares de
expansio ortogonal a projegdes unidirecionais, sendo denominado modelo de aproximagio por
busca de projecio.

Técnicas de busca de projecdo para andlise exploratéria de dados foram originalmente
propostas por KRUSKAL (1969) e SWITZER (1970). No entanto, foram FRIEDMAN & TUKEY
(1974) que primeiramente apresentaram uma implementacio eficiente, que s6 entdo passou a

receber a denominacio de busca de projecio (projection pursuit).
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A projecdo consiste de operagdes lineares em que um mapeamento de uma determinada
dimensdo tem suprimidas algumas de suas estruturas de modo a tornar possivel sua
representagdo em espacos de menor dimensdo. Neste caso. a estrutura projetada pode ser
considerada como uma sombra da estrutura original, fazendo com que as projecdes mais
interessantes sejam aquelas que preservam parcelas representativas da estrutura original,

A busca destas dire¢Ges de projeciio envolve uma série de manipulacdes do conjunto de
dados de aproximacdo disponivel. E importante que as projecdes, ao contrdrio daquelas
obtidas via analise de componentes principais, sejam invariantes afins (HUBER, 1985), isto é,
sgjam insensiveis a estrutura de correlagdo dos dados, a qual € capaz de representar todas as
associagOes lineares, mas geralmente tem pouco a ver com as associacdes ndo-lineares
existentes. Portanto, baseadas nos dados de entrada-saida, as diregdes de projecdo devem
enfatizar as relacdes ndo-iineares existentes entre as variaveis do probiema de aproximacao.

A questdo que surge € como obter de forma automdtica estas diregdes de projecio.
Uma alternativa foi apresentada por FRIEDMAN & TUKEY (1974), em que a direcio de
projecio corresponde a solugao que maximiza um determinado indice numérico de projecio. A
partir de entdio, umna série de indices foram apresentados na literatura, cada qual evidenciando
um conjunto particular de caracteristicas a serem atendidas pelos dados projetados.

Em virtude da inexisténcia de umn indice de projegdo que se aplique a todos 0s casos. ¢
como geralmente nio existe um conhecimento prévio a respeito das caracteristicas presentes
no conjunto de dados de aproximagdo, a utilizagio de um indice de desempenho na
determinacdo da direcdo de projeciio, ao invés de determind-la arbitrariamente, perrnite
assegurar apenas um aumento da probabilidade de se encontrar direcdes de projegdo
interessantes. Na grande matoria dos problemas de aproximacdo, este aumento da
probabilidade € bastante significativo (HUBER, 1985).

Uma vez definida a direcio de projecio, funcdes monovaridveis sdo entdo
determinadas de tal forma que sua expansio em diregdes ortogonais a dire¢fo de projecio
forneca a melhor aproximacgdo possivel com base nos dados disponiveis. No caso de projectes
unidirecionais, a expansio ortogonal ocorre em hiperplanos do espago de aproximaggo.

A interdependéncia entre as funcdes de expansdo ortogonal ¢ a correspondente direcéo
de proje¢do acaba conduzindo a processos iterativos de aproximagdo. Para que estes processos

sejam computacionalmente eficientes, € geralmente necessario que:
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e cada passo do processo iterativo demande a menor quantidade de cdlculo possivel. o que
geralmente conduz & necessidade de se recorrer a informagGes variacionais de 1* e 2°
ordem (LUENBERGER, 1989);

s propriedades tedricas que garantam reduciio de dimensionalidade estejam presentes,
fazendo com que a aproximacdo em espacos multidimensionais apresentem taxas de
convergéncia tipicas de problemas de aproximacio de menor dimensdo (HARDLE &

STOKER, 1989; STONE, 1982).

Dentre as vantagens de se utilizarem proje¢des unidirecionais t€ém-se a manutencao de
ama maior simplicidade do processo de aproximagio e a possibilidade de visualizar
graficamente o comportamento da fun¢do de aproximacio na direcdo de projecdo. Além disso,
& possivel explicitar o tipo de associagdo nio-linear existente entre as varidveis (associacOes
lineares entre as varidveis sfio extrafdas diretamente da matriz de covaridncia) € uma série de
outras informacdes que ndo estdo diretamente disponiveis considerando-se a dimensao
completa do espago de aproximagdo.

No entanto, apesar de ndo ser o objetive deste estudo, € importante salientar que a
interpretaciio dos dados projetados geralmente ndo se apresenta COmMo uma tarefa simpies.
Estruturas interessantes presentes na projegiio dos dados ndo necessariamente correspondem a
projeciio de estruturas interessantes, da mesmo forma que estruturas interessantes presentes
nos dados podem conduzir a nenhuma projecao interessante (GOVER. 1987).

Além disso, é improvivel que exista apenas uma tinica dire¢do de projecio capaz de
explicitar todo tipe de informagdo a respeito do conjunto multidimensional de dados de
entrada-safda, o que seria equivalente a assumir que o problema de aproximagdo ¢
monovaridvel. Mesmo que este seja o caso, nem sempre € possivel garantir a determinacao
exata desta direcio de projegdo. Portanto, justifica-se o estabelecimento de uma seqiiéncia de
dire¢des de projecio, cada qual explicitando a maior parcela possivel de informagdo necessdria
para o sucesso da tarefa de aproximagio.

Com isso, ap6s a defini¢io de uma diregdo de projecio e da correspondente funcio de
expansio ortogonal, uma transformacdo deve ser aplicada ao conjunto de dados para que a
informagdo ja representada seja removida, permitindo o reinicio do processo a partir de uma
nova direcio de projecio. Logo, a busca seqilencial de dire¢bes de projecdo pode ser
implementada na forma (FRIEDMAN ef al., 1984): encontra-se um diregdo de projegdo otimua,

remove-se do conjunto de dados a estrutura resultante da projegio dos dados nesta direcao e

58



reinicia-se o processo até que nenhuma outra projecdo revele qualquer estrutura. ou seja, até
gue o modelo de aproximacdo concorde com os dados amostrados em todas as proje¢des. Ao
invés de operar com subtracio de vetores (remocdo junto ao conjunto de dados das estruturas
ja representadas), FUIITA (1992) resolve um problema semelhante (no contexto de redes
neurais artificiais) utilizando um método aiternativo, baseado em complementacio ortogonal
de vetores, sendo, no entanto, mais Custoso e ermos computacionais e numericamente mal-
condicionado.

Este procedimento iterativo e construtivo, em que cada novo sub-problema de
aproximagio deve representar apenas informagdes ndo representadas pelos sub-problemas de
aproximacgdo anteriores, produz funcdes de aproximacgio multivanidvel utilizando composico
aditiva de fungdes monovariaveis, na forma da equagio (4.1).

Como as fungdes f{-) (y=1,....n) sdo constantes para valores de x em hiperplanos do
R", elas sdo denominadas funcdes de expansdo ortogonal a uma determinada dire¢iio — ridge
function (DAHMEN & MICCHELLL, 1987). Tomando m = 2 e fi(*) arbitrdrio, as figuras 1(a) e
1(b) permitem verificar esta propriedade. Observe que a expansio € ortogonal a direcio de

projecio v = [1 01"

0.8

4.6

f:],-(x)
0.4 /
0.2 /

- 2
4).5{[1 o} * EJ
Ll

(@) f(x)=e3 b £, (v x)=e

Figura 4.1 - Fun¢o de expansdo ortogonal em que v =1 O}T eX z[x, X, ]T

4.2 O problema de aproximacao resultante

O problema de aproximacio por expansio ortogonal aditiva pode ser completamente

descrito na forma (FRIEDMAN & STUETZLE, 1981, HUBER, 1985):

» Seja X uma regido compacta do R™ e seja g: X © R™ — R a funcio a ser aproximada;
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e O conjunto de dados de aproximagdo {(x,,s,) € R" xR}, ¢ gerado considerando-se

que os vetores de entrada x; estdo distribuidos na regido compacta X < R"™ de acordo com
uma fungio de densidade de probabilidade fixa dp: X < R™ — [0,1] e que os vetores de

saida s; sfio produzidos pelo mapeamento definido peia fungdo g na forma:

s =g(x,)+e, I=1....N,

onde £, € R é uma varidvel aleatéria de média zero e varidncia fixa.
e A funcfio g que associa a cada vetor de entrada x € X uma saida escalar s € R pode ser
aproximada com base no conjunto de dados de aproximagdo {(x,.5,) € R” xR}y, por

uma composi¢io aditiva de fungdes de expansiio ortogonal na forma:
g(x) = g,(x)= > f,(v]x),
jul

sendo que as fungdes de expansdo ortogonal f(-), por serem constantes em hiperplanos do
espaco de aproximagiio, sdo consideradas como uma generalizagiio de fungdes lineares. Por

motivacdes de ordem numérica e por analogia com operadores de projegio, € interessante,

. . - N e T -
sempre que possivel, tomar dire¢des de projecio de norma unitdria tal que v,v; =1

(j=1.....n).
e Assuma que os primeiros n-1 termos jd foram determinados, ou seja, 0s vetores v, € as

funcdes fi(-) (j=1,...,n-1). Sejam
n-—|
dy=s~ Y [i(VX), =LA,
J=i

os residuos do processo de aproximacdo. Obtenha a dire¢do de projec¢do v, e a funcéo f.(-),

solucdes do seguinte problema variacional com restricio de suavidade (veja capitulo 3):

.1
5{11;1 ~ Z(a’, - fn(vixz))z +A,0(f) (4.2)
medn IV

e Facan = n+l e repita o processo a partir do cilculo dos novos residuos enquanto o nivel

de aproximacio desejado ainda néo foi atingido.
Este processo de aproximacdo tem algumas propriedades importantes:

s a aproximagfio por expansio ortogonal aditiva apresenta robustez a dados ndo-

informativos (HUBER, 1985; CHENTOUF & JUTTEN, 19935);
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« assumindo que a funcfio g a ser aproximada ¢ quadraticamente integrivel. uma condi¢do

quase sempre satisfeita em regides compactas de espagos multidimensionais, HUBER
(1985) conjeturou a convergéncia absofuta da aproximacio dada pela equagdo (4.1), o que
mais tarde foi demonstrado por JONES (1987). Além disso, HALL (1989b) demonstrou que
a taxa de convergéncia do processo € Jn -consistente e independente da dimensio m do
espago de entrada;

s ainda tomando g quadraticamente integravel, DONOHO & JOHNSTONE (1989)
demonstraram, para o caso bidimensional (m=2), que a taxa de convergéncia deste
processo € igual ou superior aquela fornecida por métodos tradicionais de aproximacfo. A
convergéncia é tanto mais rapida quanto mais estruturalmente aditiva for a ndo-linearidade
presente nas associagdes entre as varidveis do problema de aproximagdo. Os resultados de
DONOHO & JOHNSTONE (1989) foram estendidos para m > 2 por ZHAO & ATKESON
(1992).

4.3 CondicOes para aproximacao exata

A partir de resultados apresentados no capitulo 2, especialmente aqueles vinculados ao
teorema de Stone-Weierstrass, é sempre possivel obter uma aproximacio para g na forma dada

pela equaciio (4.1). Por exemplo, seja X = [0,1]™

T 7
. - VX - . -~ V. X
e Para escalares reais a;, a fungio Za i€’ € densaem C[X], ou seja, a fungiio X a e’
i i

tem C[X] como seu fecho uniforme;

¢ Paraescalares complexos a;.b;, a fungio Z[aj- cos(v?X)Jr bjsen(v?x)] ¢ densa em L,[X].
i

Apesar da possibilidade de aproximar arbitrariamente bem determinadas familias de
funcdes em intervalos compactos, para efeito de avaliagdo de algoritmos de aproximagao ¢
interessante determinar sob que condigdes a aproximagio pode vir a ser exata. Sendo possivel
a aproximacfo exata, ou seja, g{x)=g(x) V x € X, outro aspecto importante € verificar se a
representacio de g(x) € dnica.

DIACONIS & SHAHSHAHANI (1984) apresentaram resultados que estabelecemn condictes
necessdrias e suficientes para que uma fungfio g: X < R" — R possa ser representada

exatamente como uma composi¢io aditiva de » fungdes monovaridveis na forma da equagao

(4.1). Como conseqiiéncia desses resultados tm-se:
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¢ Todo funcional polinomial pode ser representado exatamente por uma aproximacdo dada
pela equacdo (4.1), com » finito.

e Qs vetores v; devemn ser determinados em funcdo do conjunto de dados de aproximacgdo,
pois a utilizacao de vetores v; arbitrarios pode inviabilizar a obtencdo da representacio
exata, se esta for possivel.

e De todos os funcionais que podem ser representados exatamente por uma aproximacio
dada pela equaglo (4.1), com r finito, os funcionais polinomiais sio os Unicos que nio

possuem representacdo Utnica. Por exemplo, para x = [x x], com gX)=xx e

N 1 I n

g, (x) = ——{ax, +bx3)2 ———{ax, ~ bx, )2, tem-se que g(x)=g,(x) para todo abe RN
4ab 4ab :

tal que ab # 0 e a’+b" = 2.

5

T . . x ~
e Para x = [x; x;]", funcionais como g(x)=e¢""? e g(X)=sen(xx;) nio podem ser

representados exatamente por uma aproximacgdo dada pela equagdo (4.1), com n finito.

Na verdade, o numero de funcionais que ndo podem ser representados exatamente por
uma aproximacio dada pela equagdo (4.1), com » finito, € bem malor que o nimero de
funcionais que podem assumir exatamente tal representacdo. Como discutido no capitulo 3, na
prética ndo existe a preocupacdo de resolver o problema de aproximacio exatamente, mas sim
a de obter a melhor aproximacdo que atenda a uma restricdo de suavidade previamente
definida. Sendo assim, o capitulo 2 apresenta as motivacdes para a aplicacao de modelos
aditivos no tratamento do problema de aproximacio em discussdo. Resultados especificos para
modelos aditivos de expansdo ortogonal na forma da equacio (4.1) podem ser encontrados em

LOGAN (1975) e LOGAN & SHEPP (1975), restritos ao caso m = 2.

4.4 Busca da direcao inicial de projecao (projection pursuit)

Conforme descrito na se¢io 4.2, o problema de aproximacdo multidimensional por
composicdo aditiva de funcbes monovaridveis de expansio ortogonal pode ser formulado
como uma composicio de problemas mais simples na forma da equagio (4.2), em que devem
ser definidas fun¢des monovaridveis de forma a aproximar projecdes de g em planos do espago
de aproximagio.

Uma projegdo linear do R™ para o R* (¢ < m) pode ser definida como uma

transformac@o linear realizada por qualquer matriz V de dimensdo m X k e posto & na forma:

z=V'x, xe R e ze R~
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A projecio é ortogonal se as colunas da matriz V forem ortogonais e de norma unitdria.
Para uma tnica diregiio de projecdo, a matriz V se reduz a um vetor v e R™'. Neste
caso. 0 método de aproximacio por busca de projeciio tem por objetivo encontrar a diregdo de

projecio v que resolva o seguinte problema:

max [,(v,X.,8), {4.3)

P

onde Ip(v,X.S) € um indice de projecio, X € R™ ¢ a matriz de dados de entradae S € RY ¢

a matriz de dados de saida. Com r = 1, X e S séio dados respectivamente por:
T
XI[X, X’_j_ e XN] [ S:[Si Sz "'SN] .

Trés peculiaridades do processo de otimizagio de /x(v,X.S) contribuem para aumentar

sua eficiéncia em termos de implementacdo:

e pelo fato de a operagdo de projecdo realizar um tipo de suavizacdo dos dados (HUBER.
1985), o resultado do processo de projecdo ndo vai sofrer modificagdes acentuadas em
face de pequenos ajustes na dire¢do de projecdo. Conclui-se entdo que ndo € fundamental a
determinacdo precisa da diregdo de projecdo Stima, embora continue a ser interessante a
rapidez no processo de busca, ou seja, o indice 7p(v.X,S) deve ser uma fun¢do de faci
avaliacdo;

e apesar de geralmente o problema de otimizacdo apresentado na equagio (4.3) ndo ser
convexo, ¢ possivel definir indices de projecio e suas derivadas que variem continuamente
com a direcdo de projecdo v, permitindo a aplicacdo dos mais eficientes algoritmos de
otimizagio disponiveis com a garantia de bom comportamento numeérico e convergéncia
para Gtimos locais. A caracteristica local dos algoritmos de otimizacdo a serem empregados
ndo se manifesta forcosamente como uma limitacdo, pois existe a necessidade de se
explorar boa parte dos Otimos locais, principalmente aqueles que nio se encontram tao
distantes da otimalidade global (JONES, 1987);

e por operar com diregdes de projecio, o indice deve ser tal que /p(v,X.8) = I5(—v.X,8).

E importante salientar que, neste estudo, as direcdes fornecidas por indices de proje¢do
sdo tomadas como condicdes iniciais para algoritmos iterativos de constru¢io de modelos de
aproximacdo por busca de projecdo, a serem apresentados mais adiante. Portanto, o0s
resultados apresentados neste se¢do se referem a busca da dire¢do inicial de projecao.
I(v,X,8) pode também ser empregado como critério de parada, pois ele é capaz de indicar

quando todas as estruturas presentes nos dados ja foram identificadas.
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4.4.1 A motivacao para a definicdo de um indice de projecao

O método original de aproximagdo por busca de proje¢do proposto por FRIEDMAN &
TUKEY (1974) tinha um objetivo modesto. Seu desenvolvimento foi motivado pela necessidade
de automatizacdo de um dispositive até entdo de ajuste manual que apresentava o grifico da
projecio de um conjunto de dados multivaridveis em uma determinada direcfo. A dire¢do de
projecio era ajustada manualmente ¢ de forma continua. A apresentacdo grafica dos pontos
projetados permitia simular o deslocamento destes pontos em conformidade com a variagao
imposta & dire¢do de proje¢do. Desta forma, por inspe¢do visual, o usudrio poderia determinar
qual a diregdo de projecdo que fornecia o grafico mais interessante, um critério de natureza
predominantemente subjetiva.

DIACONIS (1985) apresentou estimativas de nimero de proje¢bes em fungao da
dimensdo do espaco de aproximagdo, demonstrando a impraticabilidade de se explorar
exaustivamente, na forma descrita acima. as projecdes em espacos de dimensdo maior ou igual
a trés, Justifica-se, portanto, a implementacdo de um procedimento automatizado de busca da
direcio de projecdo capaz de emular a estratégia utilizada pelo usudrio e substitui-io
principalmente no caso de problemas de aproximagcéo de dimensio elevada.

No entanto, nio existe um consenso com relagdo as conseqiiéncias da aplicagdo de
mdices numéricos e das transformag@es necessdrias para permitir sua aplicacdo a
procedimentos automdticos de busca de diregoes de projecdo (HUBER, 1985). Além disso, €
dificil evitar que diferentes conceitos do que venha a ser uma diregdo de projecio interessante
sejam confundidos na definiciio de um determinado indice (JONES & SIBSON. 1987). Em vista
disto, é muitas vezes preferivel definir o indice de projegdo dual, ou seja, expressando 0 que
vem a ser uma direciio ndo-interessante e otimizar no sentido da divergéncia deste conceito.
Logicamente, este procedimento ndo garante que se obtenha necessariamente uma dire¢do de
projecdo interessante, mas estas certamente nao estao descartadas.

Em vista da dificuldade de modelagem de um tnico indice de projegio que satisfaca
todas as expectativas, recorre-se a diversos indices de projecdo, cada qual fornecendo uma
solucdo especifica. Em seguida, as solugGes obtidas sdo comparadas e € selecionada aquela que

conduz ao methor resultado.



4.4.2 indices de projecdo baseados apenas nos dados de entrada

Os primeiros indices de projecdo foram desenvolvidos com base em conceitos
puramente heuristicos e considerando apenas os dados de entrada representados pela matriz

X e R™ ou seja,
In(v.X.8) = Ip{(v.X).

Desde o primeiro tratamento formal, apresentado por HUBER (1985), os indices fp(v,X)

mais difundidos sdo aqueles que apresentam a propriedade de invaridncia afim, ou seja,

Ilav+h,X) = Ip(v,X), paraa.b € R.

4.4.2.1 indices derivados de analise multivariada

Inicialmente, € importante mencionar que, com base em métodos cldssicos de andlise
multivariada, dire¢bes de projecdo mteressantes podem ser determinadas diretamente a partir
dos dados de entrada, sem recorrer a processos de otimizacdo de indices de projecio
(ANDREWS et al., 1971, ANDREWS, 1972). A desvantagem de métodos deste tipo é a inclusdo
de direcGes espirias no conjunto de diregOes interessantes, principalmente com o aumento da
dimensdo m do espaco de entrada. Além disso, o pré-processamento adequado dos dados de
entrada pode ser crucial para o desempenho deste método.

Outros indices de projeciio baseados apenas nos dados de entrada também podem ser
considerados como casos particulares de métodos cldssicos de andlise multivariada. Por
exemplo, € possivel tomar o componente principal da matriz de entrada como a diregio de

projecdo. Para tanto, basta adotar (JOLLIFFE, 1986):

Ip(v,X)= ivT(—]%XXT —ﬁfjv,

N
-1 .
onde X = — E X, e resolver o seguinte problema:
1=l

max I,(v,X)

sa. V] =1

Este indice de projegdo expressa a proporcdo da varidncia total presente nos dados projetados

na direcao v.
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Neste contexto, pode-se detectar duas possiveis desvantagens do usc da analise de

componentes principais na determinagdo da dire¢io de projecio:

s o indice de projecio [»(v,X) resultante ndo € invariante afim. ou seja, a solugdo depende do
escalonamento das varidveis de entrada:

e ¢ estabelecido um vinculo direto entre a diregido que fornece a maxima varidncia e a direcéo
que fornece o méximo possivel de informagio a respeito das associagGes existentes entre as
varidveis de entrada. Este vinculo ndo é necessdrio e freqlientemente nio € verificado na

prética (JONES & SIBSON, 1987).

4.4.2.2 indices para busca exploratéria

Apesar de nfio ser o objetivo deste estudo, a busca de projecio ¢ também utilizada para
detectar estruturas especificas presentes na associagio entre as varidveis de entrada. O objetivo
deste procedimento de busca exploratéria ndo € propriamente o de aproximacdo, mas o de
exploraciio do espago de amostragem para deteccdo de comportamentos especificos na
distribuicio dos dados amostrados (FRIEDMAN, 1987).

Neste sentido, sdo requeridos indices de proje¢dio que, além de serem fungdes
continuas e diferencidveis da dire¢do de projecdo, expressem o nivel de nio-normalidade dos
dados projetados. Com isso, maximizar este indice de projecéio significa encontrar a diregao de
projeciio que apresenta o maior grau de estruturago (ndo-normalidade) possivel para os dados
projetados. Uma solugdo para este problema foi apresentada por HALL (1989a), utilizando
polindmios de Hermite.

A justificativa para a escolha deste tipo de indice de projeciio para propésitos de busca
exploratéria € baseada no seguinte argumento heuristico: um conjunto de dados mulitivaridveis
apresenta distribui¢do normal se e somente se todas as proje¢Oes unidimensionais destes dados
apresentarem distribuicio normal. Portanto, se a proje¢@o unidimensional que produz a
distribuigiio menos normal resulta em uma distribuigdo normal, entéio todas as outras projecdes
também resultardo em distribui¢des normais (HUBER, 1985).

No caso de problemas de busca de proje¢io em que os dados sé podem assumir
valores discretos, é geralmente mais adequado considerar indices de proje¢io que megam nao-
uniformidade (DIACONIS, 1985). Neste sentido, certamente vao existir casos em que indices de

projegiio que megam outros tipos de ndo-unimodalidade sejam mais adequados.
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4.4.3 indices de projecao completos

Os indices de projec@o a serem apresentados nesta se¢do sio denominados completos
no sentido de utilizarem também a matriz de saida como informagdo necessdria para obter a
direcdo de projecdo mais interessante, ou seja, sdo funcdes do tipo Ip(v.X.8).

Além disso, é assumido que os dados projetados estdo distribuidos normalmente ao
longo da dire¢do de projecio. Esta hipdtese de distribuicdo normal € justificada com base nos
resultados de DIACONIS & FRIEDMAN (1984), estabelecendo que as projecdes unidirecionais de
dados multidimensionais tendem a assumir uma distribuicdo normal. Esta tendéncia se acentua
com o aumento da dimensionalidade dos dados, conforme demonstrado por HALL & LI (1993).

Com isso, indices que assumem distribuicio normal dos dados projetados #ém uma
maior eficiéncia com o aumento da dimensionalidade dos dados, justamente quando é mais

necessario automatizar a busca de projecao.

4.4.3.1 Regressao inversa (HSING & CARROLL, 1992; LI, 1991)

Indices de projecio baseados em regressdo inversa realizam a inversio de papéis entre
XeS (XeR™ e SeR™). Um beneficio imediato desta inversio de papéis é a
possibilidade de resolver, em lugar de um problema de aproximacgio muliivaridvel, m
problemas de aproximac¢do monovaridveis, com dados (s,x;) (i=1,....m:0=1,....N), onde m é a
dimensio do vetor de entrada. Com isso, resulta um método de ficil implementacio, em que a
estimativa da curva de regressdo inversa ndo requer nenhum procedimento de aproximagio
mais sofisticado, embora splines suavizantes ou outros métodos de regularizagdo possam vir a
ser aplicados.

O método de regressdo inversa opera junto aos dados (s;,xi) (i=1,...mi=1....N) da
seguinte forma (LI, 1991):

1. ordene os dados em S, de tal forma que 5; £5, € ... < sp3

2. em seguida, agrupe os dados em conjuntos de dois;

3. facauma estimativa X damatriz de covaridncia £, dentro de cada conjunto;
4. extraia a média X, padronize em relagdo a £, e tome o autovetor d correspondente ao
autovalor méaximo (em valor absoluto) de X, ;

5. adirecdo de projecio € dada por v = (Exx)mmd.
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Portanto, o indice de proje¢do assume a forma:

XX XX

I{v.X.8) = (Z”zv)T (igxx )(2 Iz V)

Os passos 2 ¢ 3 fornecem uma estimativa simplificada da curva de regressao inversa,
enquanto que a dire¢do d é denominada a diregdo mais efetiva para reducio de dimensio, ou
seja, € a direcfio mais interessante para a proje¢do dos dados (HSING & CARROLL, 1992). O
passo 5 promove a reversio do processo de padronizagdo.

No entanto, indices definidos a partir de regressio inversa nio sdo capazes de fornecer
nenhuma direcdio interessante para fungdes g simétricas em relagdo a média de x (LI, 1991).
Neste caso, LI (1992) propde como alternativa o método de decomposicdo espectral da média

da hessiana, apresentado a seguir.

4.4.3.2 Decomposicao espectral da meédia da hessiana (LI, 1992)

Dada a funcdo g(x) a ser aproximada, a matriz hessiana H(x) correspondente varia

com x sempre que a fungio g ndo for quadritica. Seja Eg a médiade H (x) e

1< - - o 1
szﬁé(xf—x)(x,mx)r, com meZx,,

I=]

a matriz de covariincia de x. Os autovetores d,, ..., d,, da matriz _ﬁq):x tais que
— B r L
HId=id, K dXd =1, i=l..m,

sdo denominados as direcdes principais da hessiana com relaco a distribuigio de x. Estas sdo
as direcbes ao longo das quais a curvatura média da fungfio g(x) ¢ maior em termos de
derivada de segunda ordem. Neste caso, a dire¢do correspondente ao maior autovalor em valor
absoluto € aquela de maior curvatura média.

Neste caso,
Ip(v.X,8) = v (+H,Z, v

é um indice de projecio que expressa a curvatura média da fungéio g(x) em termos de derivada
de segunda ordem. Este indice ¢ invariante afim e a direcdo de proje¢dio mais interessante =

entdo dada por:
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max v ! (_Mf-fg X, )v

v o=argd v
s.a. fv =1

Note que outras matrizes poderiam ser utilizadas em lugar de Z, para incorporar outros

critérios de importédncia relativa entre as varidveis de entrada.

Utilizando um resultado derivado do lema de Stein (STEIN, 1981), L1 (1992) provou

que a matriz H , estd relacionada com a matriz de covaridncia ponderada

Lo = }—i{wi(s, ~5)x; -%)(x, -%)", com ¥ :izs, .
£=1 N
na forma:
H, =Xz x;.
Entdo, os autovetores di, ..., d,, da matriz WI:IWIQZX sao obtidos a partir de:
Zad, =02 d., i=l...m
Logo, a direcdo de projegdo v* que maximiza I»(v,X,S) é dada por:
v =d., onde i = argmflxllil.
4.4.3.3 Derivadas médias (HARDLE & STOKER, 1989; SAMAROV, 1993)

Em sua forma mais geral. o método das derivadas médias realiza estimativas da direcio
de projegdo sem assurnir nenhum tipo de distribuicdo para x. No entanto, isto acarreta um
custo computacional elevado e a sujeicdo & maldicio da dimensionalidade (LI, 1992).

Por outro lado, a0 assumir distribuigio normal, o processo ¢ bastante simplificado.

Considere as seguintes definicdes:

¢ 1y é a matriz identidade de ordem N;

* 1yw € amatriz NxN com todos os elementos iguais a 1;

e X=[x; X, --- x| é amatriz de dados de entrada;

T . ¢
e S=[s; 5, - sy] €o0 vetor de dados de saida;

I R .
o 3= WZ s, é amédia dos dados de saida;
=1
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1 , .
o H=I, ~ ElNXN ¢ a matriz de centralizagdo (MARDIA et al.. 1979).

Entiio, a matriz de covarilncia de x pode ser expressa na forma matricial como:

s =LXHX'.
N

Tomando os elementos da diagonal de Z,, é possivel construir uma matriz diagonal na
forma:

B =diag(X,).
permitindo produzir a seguinte matriz:
D=HX'B"*

Se d, é o vetor-coluna formado pelos elementos da [-ésima linha de D, entéo:
1 i .
N5
Finalmente, tomando
C =Ry B2
X ¥

a direcdo de projecio dada pelo critério das derivadas médias ¢ o autovetor correspondente ao

auntovalor maximo em valor absoluto da matriz
T=C'EC"-C7F,
sendo que o correspondente indice de projegio pode ser obtido prontamente.

Em termos de simulaciio computacional e assumindo distribuicio normal, o indice
obtido a partir de derivadas médias produz resultados muito proximos daqueles fornecidos
pelo indice obtido a partir da decomposicao espectral da média da hessiana.
4.4.3.4 indice de projecao para associagdes lineares

Assumindo associaces lineares entre as varidveis de entrada, a direciio de projegdo

6tima v é aquela que resolve o seguinte problema de otimizagao:

mvin%(XTV - S)T (XTV - S) .

Portanto, tomando como indice de projecio [p(v,X,S) = —%(XTV - S)T (XTV - S), a solucgédo

P *
o6tima v assume a forma:
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v = (XX7)7XS.

A inversdo de XX’ sempre vai existir se a matriz de dados de entrada X tiver posto
completo, uma condi¢do que deve ser naturalmente atendida para que os dados sejam

realmente representativos (WAHBA, 1990).
4.4.4 Casos particulares

Contrastando com a busca de uma tinica dire¢ao de projecao a cada iteragdo, em alguns
casos ndo € necessario realizar esta busca, enquanto que em outros casos é preciso realizar

buscas de multiplas direcdes em particOes do espaco de aproximacio.

4.4.4.1 Tomografia Computadorizada

Uma das ramificacdes do método de busca de projecio de FRIEDMAN & TUKEY (1974)
é a tomografia computadorizada (SHEPP & KRUSKAL, 1978). O objetivo continua sendo a
reconstrugdo de estruturas de dimensoes elevadas a partir de projegdes em espagos de menor

dimenséo. As principais diferencgas séo:

e 0 conjunto de informacOes para aproximacio se restrigem as projecdes unidirecionais, ou
seja, ndo se tem acesso a informacdo na forma de amostras no espago de dimensdo
completa;

e auséncia de busca das dire¢des de projecio: as diregdes sdo obtidas por convolugéo entre
direcOes igualmente espacadas e filtros lineares;

e aplicagdo restrita a estruturas tridimensionais.

4.4.4.2 Particao do vetor de entrada

Além da possibilidade de utilizar-se proje¢des multidimensionais, uma alternativa ao
uso de uma unica direcdo de projecdo para cada iteragdo ¢ realizar a particdo do vetor de
entrada em ¢ vetores na forma:

x:[xi E Xz E e ; Xq].

Com uma parti¢do andloga para a dire¢do de projecdo, o processo de aproximacdo

assume a forma:

T
~ - 7T T T
g,(x)= E FiViX v, Xg, . VX, )
j=1
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Este procedimento foi proposto por BOOKSTEIN (1985) e € apropriado para o caso de
mualtiplas associa¢®es disjuntas entre as varidveis de entrada, as quais podem ser encontradas

por técnicas de regressio alternada (LYTTKENS, 1972).

4.5 Determinacao da funcao de expansao ortogonal

Uma vez definida a direcio de projecio v, € R™, o problema de aproximacdo
regularizado apresentado na equago (4.2) tem por objetivo aproximar uma versdo suave da
projeciio dos residuos da fungio desconhecida g: R™ — R na dire¢do v,.. O fator fundamental
que continua caracterizando todo o processo de implementagio € a tentativa de aproximar a
fun¢io em regides onde nio se dispde de informacio suficiente para implementar um processo
totalmente ndo-parameétrico.

Para v, (n = 1) fixo, € possivel renomear as projecoes unidirecionais dos dados de

entrada na forma:

7, =vix,, [=1,...N. (4.4)

Com isso, a funcido monovarndvel f.(-) deve resoiver o seguinte problema de aproximacgio

regularizado:

Ll
mmWﬁZ[d; ~ £ ) #1005, 4.5)
I=l

"

onde 4, sdo os residuos do processo de aproximacio dados por:

-1

dy=5,—- 3 f,(vIx), I=1..N.
J=1

Mesmo que o tipo de suavidade da funcdo g seja compativel com aquele imposto pela

funcio de regularizacdo ¢(-) as funcdes f(-) (j=1....n-1), o comportamento dos pontos

N . : i -1,
{(z;,d, )}zm pode ser bastante errdtico devido a variag@io de g(x)—Zjﬂl fj(vj-ﬁx) em outras

direcdes que ndo v,. Com isso, o valor étimo do pardmetro de regularizagdo A, nfio pode ser
. y N . ) N
determinado a priori, sendo funcdo do conjunto de dados projetados {(z,,d . )};=l )

Embora outras técnicas de determinagido da funcio de expansfo ortogonal tenham sido
apresentadas na literatura, como, por exemplo, fungbes lineares por partes (FRIEDMAN &
STUETZLE, 1981) e método da vizinhangca mais proxima (HALL, [989b), este estudo vai se
restringir ao emprego de bases de funcdes ortonormais (solucdo paramétrica) e splines

polinomiais suavizantes (solu¢do nio-paramétrica).
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4.5.1 Solucao paramétrica

Como uma solu¢do paramétrica para o problema de aproximagdo dos dados
N . . . ) . - . .
{(z,,a'{,)};:} , € possivel utilizar uma base de funcdes ortonormais de dimensao P+1 (P finito),

dada por {hs, ....,hp}. Tomando {hs, ....,sr} como as funcoes de Hermite apresentadas no
capitulo 2, o problema de aproximagio paramétrica se restringe a encontrar um vetor de

coeficientes ¢ = [co ... cpl’ tal que f; seja dado pela seguinte combinagio linear:

filz)= gc,-hf(zf)-

Definindo
hy(z)) kl_(zl) hp(.z[) Co {yi
| 0@ S R
ho(zy) - hp(zy) Cp L’N

a solugdo 6tima ¢" no sentido dos quadrados minimos para o problema de otimizacio
| T
mmz(y— He) (y—Hc)
[
produz, assumindo P <N,
. wl
¢ =(HH) Hy.

Observe que sempre € possivel encontrar P = 0, ou seja, um nimero de colunas de H
que forneca um nuimero de condigdo (BRONSON, 1989) para H'H que garanta sua inversdo
sem a ocorréncia de dificuldades em termos numéricos. Problemas numéricos poderiam surgir
para valores elevados de P, pois sendo N finito e z; (/=1,...,N) restrito a um intervalo limitado,
a ortonormalidade entre as colunas de H deixa de ser satisfeita. Neste caso, pode-se considerar
{hg, ...,hp} como um subconjunto de fungdes ortonormais com componentes extraidos de um
conjunto de maior dimensdo, onde as P+1 funcoes escolhidas sdo aquelas que conduzem a
melhor solu¢do para o problema de aproximacio paramétrico.

Dado o procedimento de geragio da base de fungdes ortonormais, procedimentos para
a definicdo de umn valor étimo para P podem estar baseados em validacdo cruzada (CRAVEN &

WAHBA, 1979) ou em procedimentos andlogos, como apresentado por LAY et al. (1994).
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4.5.2 Solugdo nao-paramétrica

Conforme observado no capitulo 3, pelo fato de N ser finito. os melhores modelos de
aproximagcdo sdo aqueles capazes de conciliar o nivel de dependéncia da dimensionalidade com
a4 flexibilidade de aproximagdo, resultando modelos que devem atender a restrigdes de
suavidade. ndo sendo, portanto, totalmente ndo-paramétricos.

Definindo

N
ROV =3 (6t20 = ) (4.6)
{=]

onde f,; ()€ asoluciodo problema (4.5) para um dado A, o valor 6timo A étal que:
A, =argmin R(X,). (4.7
A’H

O problema (4.7) ndo pode ser diretamente resolvido, pois é apresentado em fungdo de
g, a fungiio a ser aproximada e, portanto, desconhecida. No entanto, boas estimativas para x,

podem ser obtidas utilizando métodos de validagao cruzada (CRAVEN & WAHBA, 1979),
conforme descrito mais adiante.
4.5.2.1 Splines polinomiais suavizantes

Sejam z (I=1.....N) as projecdes da varidvel da entrada definidas na equacdo (4.4).
Assumindo

ze [a,bl, =1,...N,

e tomando f. € Lé[a,b], o espago de Sobolev de ordem 2 associado ao espaco de Lebesgue

L,{a.b] (veja apéndice B), entdo, a0 definir a funcio de regularizagio na forma:

3 2
q)(fn) = J.:(a ﬁl(u)] du ’

ou’

a funcdio f,, (), definida paraum dado A, e tal que:

1 AN

foa, = argmin——Z[d, —fn(zl)]2 +7\.n‘[ —t du, (4.8)
n N al - du®

é composta por splines polinomiais suavizantes de ordem 3 (veja capitulo 2 ¢ REINSCH (19673,

REINSCH (1971), SCHOENBERG (1964) e WAHBA (1973)).
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Os splines polinomiais suavizantes podem ser considerados generalizacGes de filtros
. . . N .. -
passa-baixa, tendo os dados de aproximacio {(z,i,a.',)}f=l como entrada, ja que a funcio de

regularizac@o ¢(f,) penaliza componentes de alta fregiiéncia em 1, (WAHBA, 1975).

4.5.2.2 Validacao cruzada ordinaria

Um método pritico ¢ efetivo de estimar o pardmetro de regularizagiio X, , solugdo do

problema (4.7), é a validacfo cruzada generalizada. Nesta secio, € apresentado o método de
validacdo cruzada ordindria, ponto de partida para se chegar ao método de validacdo cruzada
generalizada, a ser discutido na préxima secdo.

Como ja evidenciado na capitulo 3, o pardmetro de regularizacdo A, representa um
compromisso entre a fidelidade aos dados, medida pela expressio

| & 2
”ﬁz[d.' ”“fn(zr)] )

{==]

e o nivel de suavidade de f, em {a,b], avaliado na forma:

2
_{b Ihw)
« ou’ '
A estimativa do valor 6timo A, tem solucdes mais simples nos seguintes casos:

e quando a variincia dos dados de aproximacio {(z,,d ; )}:il ¢ conhecida (REINSCH, 1967);
¢ quando os pontos z; (I=1,....N) sio ignalmente espagcados (WAHBA, 1975).

Como o problema (4.7) em estudo € assumido corresponder a casos mais gerais, &

necessdrio buscar solugdes mais elaboradas.

Para um dado A,, seja f,° ) () a fungdo composta por splines polinomiais suavizantes

.,

que resolvem o seguinte problema:
2
1 & 2 of O f,(w)
min— » |d, — + A, | —5— | du,
b Né[ ! fn(zl)] nL[ EYE i
Ik

onde sio considerados todos os pontos do conjunto {(zl,d | )} exceto (Zx.dy), para | Sk < N.

=1’

Observe que f (k] (-) = f A, () quando d, ¢ substituido por Fon %] (zk

Considere, entiio, a funcdo de validac@o cruzada ordindria
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lN

Vo= 2 fd- £ G |- (4.9)
k=i

O método de validacio cruzada ordindria, desenvolvido por WAHBA & WOLD {1975a, 1975b),
permite encontrar }1*,1 que resolve o problema

min V,(A,). (4.10)
A’H

Em WAHBA & WOLD (1975a), ?t;l foi mostrado ser uma boa estimativa para &, solucio do

problema (4.7). No entanto, com V, dado pela equacao (4.9), a obtengéo de 71; sem assumir

periodicidade de g e equidistincia dos dados fica bastante dificuitada (WAHBA, 1990).

4.5.2.3 Validacéao cruzada generalizada

Considere a matriz A(A,) tal que

f;i‘?\.,, (zl) dl
L |=A0y) G (4.11)
fn,kn(ZN) dy

Como A(A,) ¢ uma matriz simétrica (CRAVEN & WAHBA, 1979), ela sempre pode ser

transformada em uma matriz circulante A (A,) (BRONSON, 1989) por rota¢do do sistema de
coordenadas (CRAVEN & WAHBA, 1979), conduzindo & funcdo de validagio cruzada
generalizada

2
4

[i-s0 b

|
Y(Lnfi-aan)f

V(L) = (4.12)

onded=1[d, ... dN]T.

O método de validagio cruzada generalizada, desenvolvido por CRAVEN & WAHBA
(1979}, permite encontrar 5\'.1 gue resolve o problema

niin V(A,). (4.13)

Em CRAVEN & WAHBA (1979), ?T; foi mostrado ser uma boa estimativa para A, , solugio do

problema (4.7). Além disso, X; ao contrario de 7\?; (solugio do problema (4.10)), pode ser

obtido de forma bastante eficiente, como demonstrado a seguir.
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4.5.2.4 Obtencao do parametro de regularizacao

Dos resultados de REINSCH (1967) é sabido que a matriz A (A,) pode ser expressa na

forma:

Ak =T-Q(Q"Q+,T) Q.

» Q¢ a matriz tridiagonal de dimensdo N x (N-2) com elementos g;;, i=1,...N, j=1,... (N-2),

dados por:

I 1 l |

Giisl = vy =T v i T
! Azi+l AZ!- AZ»H% " AZ:‘H
onde Az = Zivi—Zis
e T é a matriz tridiagonal de dimensdo (N-2) x (N-2) com elementos z;, i,j=1,....(N-2), dados
por:
2 Az,
L =§(AZ,- +Azi+i)’ Ly =lhin = ;l )

onde Az; = z;1—2;.

Para Az; >0, a matriz T € estritamente definida positiva, de tal forma que sempre ¢

possivel obter
F= QT-U?_

E possivel definir matrizes ortogonais B, de dimensio N x (N-23, e D, de dimensdo (V-
2) X (N-2}, de modo a produzir a decomposicio de F em valores singulares na forma (GOLUB
& REINSCH, 1970):
F=BCD',

onde C ¢é uma matriz diagonal contendo os valores singulares de F, denominados
Cls €2, .oy Cvz. Observe que todos os valores singulares de F sfo ndo-nulos (CRAVEN &

WAHBA, 1979).

Com isso, € possivel expressar A (A,) na forma:

77




o2 1
Gy 0
AL,)=1-B BY.
0 jclifm?,
L Cn-z TP

Fazendo

€ '
l‘ : 1=B'd
€n_z |

onded ={d, ... dyl T V(\,) dado pela equacdo (4.12) pode ser FEescrito como segue:

(P)=— e s (4.14)
1 ‘Z“‘z c;
N 3 cf- +p
permitindo aplicar os mais eficientes métodos de otimizacdo para resolver
min V{(p), (4.15)
P
cuja solucdo p* permite obter X*n na forma:
g 1
A, =—. (4.16)

4.6 O processo de ajuste retroativo

O processo de aproximagio por expansio ortogonal aditiva segue, entdo, os seguintes

passos basicos:

e dado o conjunto de dados de aproximacdo {(x,.5;) € Xx‘ﬁ}}i,, com X < R”, ¢ seja

g: X « R™ — R a funglo a ser aproximada;

e partindo de r = I, e construindo o vetor d =[d; ... dy]" na forma:
n—1 r
dy=s,— 3 f;(v;x)), I=1,..N,
j=1
resolva o seguinte problema de otimizagio:
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1 N 3
min— " (d, = £,(v]x))) +X,0(f,).
Voodn N =1

pela obtencao sucessiva de valores étimos para f, e v, na forma:

1.
2.

defina um valor inicial para v, (empregando os resultados da se¢do 4.4);

para v, fixo, resolva o seguinte problema de otimizacéo (empregando os resultados
da secdo 4.5):

| & .
min—3'(d, — £,(vIx)) +1,00£,);
N3

A

para f, fixo, partindo do valor atual de v,, resolva iterativamente o seguinte
problema de otimizagdo (este € um problema de otimizagdo paramétrica que pode
ser resolvido empregando-se o algoritmo de Newton modificado, apresentado no
Apéndice D):

2 .

N
min%[—Z(d, -1 {VIXI ))
¥ [

enquanto ndo houver convergéncia (medida por algum critério de parada), retorne

ao item 2.

Faca n = n+1 e repita o processo a partir do calculo dos novos valores para o vetor de

residuos d enquanto o nivel de aproximacgio desejado ainda ndo foi atingido (medido por

algum critério de parada).

Deste processo de aproximacdo resulta. entdo, um modelo de aproximacdo por

composicio aditiva de fungdes de expansdo ortogonal, na forma:

gx)=§,(x)= f,(vix).

s=t

No entanto, o processo de construcio deste modelo de aproximacio — descrito actma —

apresenta uma limitacdo advinda da estratégia de aproximacdo empregada, a qual é descrita a

seguir:

1)
2)

3)
4)

com base nos dados de aproximacio referentes ao problema de aproximacio original;

encontre uma Unica direcio de projecfio e uma tnica fungio de expansio ortogonal a esta

direcfo (sujeita a restricdes de suavidade) que melhor aproxime os dados:

remova do conjunto de dados a informacdo representada no item 2);

enquanto o nivel de aproximacao desejado ainda néo foi atingido, retorne ao item 2).
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Observe que cada um dos » termos da composicdo aditiva resultou de um processo de
aproximagdo que tinha por objetivo representar toda a informacdo presente nos dados de
aproximacdo e que ainda ndo tinham sido representadas pelos termos antertores. Isto implica
que cada novo termo da composicdo aditiva ndo leva em conta a possibilidade de que,
posteriormente, 720vos (EIINOs POssam Vir a Compor 0 Processo de aproximagio.

Tomando qualquer termo da composi¢do aditiva, com excec¢do do n-¢simo termo, ¢
denominado-o k (1 < k < n), surge a seguinte questio: o que ocorreria com f; € v; se, na
solugio do problema:

S - 2 X
mm"&—Z(d,~fk(V}ZX;)) + A 001,
=1

Viofi

em lugar de d = [ ... dy] tal que

se tomasse

n
. vl
di=s,—3 f;(vixg), [=1..N?

j=1

J#k
Se as duas escolhas para o vetor de residuos d produzirem dados distintos, entfio fi e Vi
podem ser (e geralmente sfio) diferentes em cada caso. Conclui-se, portanto, que a solucio
produzida pelo processo de aproximagao descrito acima pode deixar de ser Otima para os

termos ja calculados sempre que um termo adicional for incorporado. Sendo assim, €

recomendével a aplicac@o de um processo de ajuste retroativo (backfirting):

e para cada j (I £j<€n), omite-se fr(v?fx) do somatdrio e determina-se novos valores
P AN

6timos para f; e v;. Repita este processo de ajuste retroativo até convergéncia, medida por

algum critério de parada.

A demonstracio de convergéncia do processo de ajuste retroativo foi apresentada por
BREIMAN & FRIEDMAN (1985). Vale salientar também que o processo de ajuste retroativo foi
originalmente proposto para reajustar apenas a funcio f, mantendo-se fixa a diregio v,
(FRIEDMAN & STUETZLE, 1981), sendo que a estratégia iterativa do método € totalmente
andloga Aquela empregada por métodos numéricos de solucdo de sistemas de equagdes
lineares, como o método de Gauss-Seidel (BusA & STUETZLE, 19835). Além disso, o processo

de ajuste retroativo € indispensdvel na implementagio de métodos de poda.
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4.7 Extensoes da aproximacao por expansao ortogonal

4.7.1 Expansao ortogonal por composicao multiplicativa

Em termos de reducdo de dimensionalidade. DONOHO & JOHNSTONE (1989)
demonstraram, para espagos de aproximacdo bidimensionais, que as fungdes de expansio
ortogonal aditivas nem sempre sdo as mais eficazes, sendo em alguns casos superadas pelas
funcdes de expansdo ortogonal multiplicativas. Além disso, métodos de aproxifnagéo
utilizando fungdes de expansio ortogonal aditivas e multiplicativas sdo complementares no
sentido de que quando o uso de um tipo de fungZo permite uma reducio de dimensdo, o uso
do outro tipo ndo a permite. ZHAO & ATKESON (1992) estenderam estes resultados para
espacos de aproximagao multidimensionais.

A adaptagiio dos resultados obtidos neste capitulo para o caso de expansdo ortogonai

multiplicativa vai requerer as seguintes modificacdes basicas (FRIEDMAN, 1987):
» 0 modelo de aproximacdo vai assumir a forma: g(x) =g, (x)= I1/; (vfx)
jel

e por ocasifio do ajuste do k-ésimo termo da composicdo, o cdlculo do vetor de residuos
d = [d; ... dy]" é dado por (/=1,...N):
oli

B A e
Hifj("jxf)
jﬂ.—«.

, para a adig@o de novos termos & composicio;
S

f{lf:f(vjxf)
=

k

- 4, , para o processo de ajuste retroativo.

Motivado pelos resultados de DONOHO & JOHNSTONE (1989), processos de
aproximagdo que procurem conciliar composicio aditiva e multiplicativa podem conduzir a
resultados bastante promissores. No entanto, este processo de conciliagdo ainda carece de
embasamento tedrico e certamente deve considerar uma séric de fatores vinculados aos

problemas de implementagao, ndo discutidos neste estudo.
4.7.2 Expansao ortogonal a miitiplas direcoes

As funcdes de expansdo ortogonal a uma determinada dire¢io, tanto para o caso

aditivo como multiplicativo, podem ser generalizadas para operarem com expansdes
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ortogonais a maltiplas diregGes. ou seja, ao invés de a expansao se dar em um hiperplano do
espaco de aproximagcdo, ela ocorre em espagos de menor dimensdo. O tratamento de muiltiplas

direcdes de expansdo ortogonal ndo serd detalhado neste estudo pelos seguintes motivos:

e inerente aumento de complexidade do processo de aproximagdo e de carga computacional
com a utilizagdo simultidnea de multiplas diregdes. Por exemplo, se forem k as dire¢des de
projecdo, o ntimero de parimetros aumenta & vezes em relagdo ao caso unidirecional;

e impossibilidade de garantir um aumento correspondente do poder de aproximagao
(FRIEDMAN, 1987);

e sendo k as direcdes de projeciio, o método fornece apenas um subespaco de dimensdo &,
quando é geralmente interessante que as k direcGes estivessem ordenadas de acordo com
sua contribuiciio no processo de aproximacdo neste espaco (HUBER, 1985). Note que este
item perde significado no caso de diregdes ortogonais. mas as direcoes Otimas geralmente

nido atendern a este critério.

Apesar de funcdes descontinuas nfio serem consideradas neste estudo, deve-se salientar
que, no caso de aproximagdo de funcoes descontinuas, projecées multidirectonais podem
revelar estruturas que nfo sdo observdveis em proje¢des unidirecionais. Por exemplo, € muito
dificil perceber a presenga de "buracos” (regides fechadas onde os dados estdo ausentes)

utilizando-se projecdes unidirecionais.
4.7.3 O tratamento de problemas mais complexos

Uma conseqiiéncia do tipo de implementagio do processo de aproximaciio por busca
de projegio € a possibilidade de inserg@io do algoritmo desenvolvido neste estudo como parte
de algoritmos iterativos mais complexos, como o caso de aproximagdo envolvendo multiplas
varidveis de saida. a ser tratado no capitulo 5, e o caso de aproximagdo hibrida, onde ¢
assumido que parte do modelo é adequadamente representado por estruturas inerentemente
paramétricas (WAHBA, 1985).

Métodos de aproximacgdo por busca de proje¢io apresentam-se, portanto, Como
ferramentas apropriadas para estimular o surgimento de novas idéias e para propiciar novas

perpectivas de andlise de outros métodos ja existentes.
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Parte 11

Modelos de aproximacao
baseados em redes neurais

artificiais




Capitulo 5

Redes Neurais como modelos de aproximacio de funcoes

Redes neurais artificiais multicamadas sao consideradas poderosas estruturas de
aproximacdo de fun¢des, produzindo modelos de aproximacio paramétricos, equivalentes aos
tradicionais modelos de regressio em estatistica, ou ndo-paramétricos, produtos de processos
de aproximagao construtivos ou de poda. Na verdade, quase todos os modelos paramétricos e
nio-paramétricos presentes na literatura sdo passiveis de implementagdo na forma de uma rede
neural artificial (CHENG & TITTERINGTON, [994), conduzindo, muitas vezes, a novas
perpectivas de analise e sintese.

A rede neural representa um modelo paramétrico sempre que sua arquitetura (estrutura
de conexdo e namero de neurdnios) for definida previamente, independente do problema de
aproximacao. Por outro lado, se a arquitetura da rede neural puder ser definida em funcio do
problema de aproximacdo, ela representa um modelo ndo-paramétrico. Sendo assim, ¢
possivel, apesar de ser pouco provavel, que o resultado da aplicaciio de dois processos de
aproximagdo, um paramétrico € o outro nao-paramétrico, produza uma mesma rede neural.

Mesmo no caso de definig@o prévia da arquitetura da rede neural, existem casos em que
nio se pode prever a forma final da solucdo produzida pelo modelo de aproximagio
paramétrico. Esta flexibilidade do modelo esta mvariavelmente associada a presenca de um
grande nimero de pardmetros € nunca a uma suposta natureza ndo-paramétrica do modelo.
Apesar de muitos autores insistirern em classificar erroneamente redes neurais deste tipo como
modelos ndo-paramétricos, nao se pode confundir estruturas ricamente parametrizadas com
estruturas ndo-paramétricas.

Este capitulo se ocupa especificamente do estudo de dois tipos de redes neurais com
uma camada intermedidria: uma paramétrica e outra nio-paramétrica. E mostrado que ambas
apresentam capacidade de aproximacfo universal, ou seja, ¢ sempre possivel obter uma boa

aproximacao utilizando qualquer um dos dois tipos de redes neurais. No entanto, apenas a rede
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neural ndo-paramétrica pode se adaptar no sentido de produzir modelos que representam a
melhor aproximacdo, também denominada de arquitetura Otima para o problema de
aproximacio considerado.

Além de nao corresponderem ao caso de melhor aproximacio, existe ainda o agravante
de que a obtengéio de boas aproximagdes no caso de redes neurais paramétricas geralmente
exige a implementacio de processos exaustivos de busca das arquiteturas mais adequadas, ou
entdo a aplicacao de métodos mais eficientes baseados em procedimentos de computagio
evolutiva (BALAKRISHNAN & HONAVAR, 1995; MILLER et al., 1989). Como serd visto mais
adiante, computacdo evolutiva também pode ser utilizada na implementacio de modelos ndo-
parameétricos.

J& no caso de redes neurais ndo-paramétricas, dois procedimentos sdo utilizados:
métodos construtivos e métodos de poda. Comparando-se estes dois métodos aplicados a
estruturas nao-paramétricas, verifica-se que os métodos puramente construtivos apresentam
inimeras vantagens sobre os métodos puramente de poda, mas ambos siio superados por
métodos hibridos predominantemente construtivos, envolvendo etapas de construcio e poda
intercaladas.

E discutida também a relaciio entre as redes neurais paramétricas e os resultados do
teorema de Stone-Weierstrass, ¢ também entre as redes neurais nao-paramétricas € uma
combinacio dos resultados do teorema de Stone-Weierstrass e do teorema de Kolmogorov e

suas generalizagdes (veja capitulo 2).
5.1 Capacidade de aproximacao e propriedades de convergéncia

A importéncia e flexibilidade de classes de modelos de aproximacgdo podem ser medidas
pela sua capacidade de aproximacio e pelas propriedades de convergéncia que estes modelos
apresentam quando empregados na aproximagdo de fungdes pertencentes a subespacgos
funcionais especificos. Dada a funcio g: X < R" — R a ser aproximada, surgem duas

questdes fundamentais:

1. a familia de funcdes de aproximacio € consistente, ou seja, € suficientemente ampla para
conter g ou, pelo menos, uma boa aproximacio de g?
2. o processo de aproximagdo € capaz de produzir uma seqiiéncia de funcdes de aproximacio

que, no limite, aproxime g t3o bem quanto desejado?
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Familias de modelos de aproximacio que permitem uma resposta afirmativa para a
primeira questdo, com g sendo qualquer funcdo em um subespago funcional especifico,
possuem capacidade de aproximaciio universal neste subespago. A capacidade de aproximacio
universal €, na verdade, um pré-requisito para as classes de fungdes que permitem uma
resposta afirmativa para a segunda questdo,

Com relagéo a segunda questio, modelos de aproximagio podem aproximar g tdo bem
quanto desejado sempre que for possivel definir uma taxa de convergéncia (Jimitante inferior
para a velocidade de decaimento do erro de aproximagfo) para o processo de aproximagio.

Neste capitulo, no decorrer da apresentacdo de redes neurais paramétricas e nio-
paramétricas a serem utilizadas como modelos de aproximacio, resultados da teoria de anéilise
funcional sdo utilizados para mostrar que estas redes neurais produzem familias de fungdes que
respondem afirmativamente as duas questdes enunciadas acima, pelo menos para g € C[X],

onde C[X] € o subespaco das fun¢des continuas em X.
5.2 Redes neurais artificiais paramétricas

Considere um neurdnio artificial (veja se¢do 1.1) com funcdo de ativacio f R — R e

um vetor de parametros p={p, p, - pm]T. Este neurdnio recebe como sinal de entrada um

vetor x& R”, com x=[x, ---x, 1", e produz um sinal de ativacio ve R, conforme

apresentado na figura 5.1 e de acordo com a equacio:

m
y=F@x)=f| D pixi +pg |- | (5.1)
i=|

A entrada adicional x; = 1 € denominada entrada de polarizacio do neurdnio. Esta
entrada € particularmente importante em redes neurais paramétricas, podendo ser
desconsiderada no caso de redes neurais ndo-paramétricas. Uma simples inspecio da equagdo
(5.1) permite verificar que a atribuicdo pratica da entrada de polarizagio é permitir uma
translagfio da fungio f, operacio dispensdvel no caso ndo-paramétrico por ji ser parte inerente

do processo de aproximagéo associado.
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Figura 5.1 - Neurdnio artificial com entrada de polarizaciio

Considere, agora, a rede neural paramétrica apresentada na figura 5.2, com trés

camadas de neurdnios descritas na forma:

« camada de entrada: composta por m neurdnios sensoriais, responsaveis pela recepcio dos

sinais de entrada e sua propagacdo, sem qualquer modificacdo, para a camada seguinte da
rede neural;

s camada intermedidria: composta por » neurdnios andlogos aos da figura 5.1;

e camada de saida: composta por r neurdnios andlogos aos da figura 5.1, mas com f fixo ¢

igual & funcio identidade;

Os pardmetros da rede neural sdo matrizes definidas na forma:

Vie Vin " Vi Wig Wiy = Wy,
volVn : e Wo|%o & :
Voo = Yom W *r Wy
Esta rede neural recebe como sinal de entrada um vetor x € R”, com x =[x, --- x,, 1",

e produz na saida um vetor § € ®",com §={5, ---5,1".

Neste caso, o sinal de ativacio do k-ésimo neurdnio de saida (k=1,...,r) é dado por:

I 1 m
5 [#] - = -
5, = RNy (V,wk,x)—Zwkjyj%—wko—Zwkjjj zvﬁxi-i—vjo + Wi
i=1

j=t j= N
, Wi (5.2)
= T _ T T 1 Wu
= Zwkjfj(vj x+vj0)+ww = [1 fl(v! x+vm) fh(v”x+vno) /
=l 1
_Wkn

onde w; € R" é o vetor-coluna formado pelos elementos da &-ésima linha da matriz W e
v;e R” € o vetor-coluna formado pelos elementos da j-ésima linha da matriz V, com excecéo

dos elementos da primeira coluna de V.

36



=

X1 O ¥t e
(Y
N

by
3
—

Figura 5.2 - Rede neural artificial com uma camada intermediaria

Neste estudo de redes neurais paramétricas, consideram-se funcdes de ativagio

idénticas, tais que
Sy =f0), j=1,...n, (5.3)

onde f{-) assume uma forma especifica. A razdo para ndo se utilizar funcdes de ativacio
distintas em redes neurais paramétricas esta associada a maior dificuldade de andlise do poder
de aproximacao e a mnfluéncia exercida por métodos cldssicos de expansdo em funcdes bdsicas,
como no caso da série de Fourier. Simplificacdes junto a modelos de natureza bioldgica
também conduzem a redes neurais com neurdnios dotados de funcdes de ativacio idénticas
(HECHT-NIELSEN, 1990).

Por outro lado, em problemas de aproximacio em que € possivel antecipar algum tipo
de associacdo existente entre as varidveis de entrada, este conhecimento inicial pode ser
introduzido na rede neural na forma de neurdnios com diferentes fungdes de ativacio

previamente especificadas.
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5.2.1 O problema de aproximacao paramétrico

Conforme apresentado no capitulo 3, o problema de aproximagio de uma funcio
desconhecida g: X € R" —» R’ estd baseado em um conjunto finito de dados amostrados

{(xf,s,)}j\f,:l gerados na forma:
S.’ mg(x{)+€(1 Z::Iy-‘-sNa

onde x, € X, s5; &€ R eg e R € um vetor de varidveis aleatdrias expressando o ruido, de média
zero e variincia fixa, do processo de amostragem. Tomando uma rede neural paramétrica com

uma camada intermedidria como o modelo de aproximacio g: X < R” — R, resulta:

RNI™(V,w,,x)

3(x) = RN"(V, W x) = (5.4)

RNYNV, w  x)

conduzindo ao seguinte problema de minimizacio:

r N

. -
min— 3 3" (5, — s, ) . (5.5)

W N k=l f=]

onde §,, = RNUV(V,w,,x,) (k=1,..r;l=1,...,N) sdo fornecidos pela equacio (5.2).
Para o caso de as fungdes f; {(j=1,...,n) serem diferencidveis ao menos até 2* ordem, os
mais eficientes métodos de otimizagdo podem ser aplicados na determinagdo de V¥ ¢ WH*,

solugdes do problema paramétrico de aproximacio (5.5), conforme apresentado no apéndice

D.
5.2.2 A capacidade de aproximacao universal

Com funcdes de ativagdo idénticas dadas pela equacio (5.3), em que f{-):R — R é uma

funcéo sigmoidal mensurével tal que

2 )__{a se 7 —> too

=1b 56 25 —oo’ com 4> b, (5.6)

7

a teoria de analise funcional € utilizada a seguir para demonstrar que uma fun¢do

g X R™ = R, com g € C[X], pode ser aproximada uniformemente por uma rede neural do

tipo apresentado na figura 5.2, com # finito.
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CYBENKO (1989) provou que, se f{-) for continua, g pode ser aproximada
uniformemente por uma rede neural do tipo apresentado na figura 5.2. Os resultados de
CYBENKO (1989) foram posteriormente estendidos para f{(} limitada e possivelmente
descontinua (JONES, 1990). Utlizando outros procedimentos matematicos, resultados
semelhantes foram obtidos assumindo que f{-} é uma fun¢iio ndo-decrescente (FUNAHASHI,
1989, HORNIK et al., 1989). O teorema de Stone-Weierstrass (veja capitulo 2), base das
demonstragoes de HORNIK e7 al. (1989), foi aplicado de forma mais ampla por COTTER (1990),
que apresentou uma série de configuracOes para redes neurais com uma camada intermedidria
atendendo as condic¢des do teorema,

No entanto, estes resultados ndo sio construtivos no sentido de ndo informarem o
nimero n de neurdnios na camada intermedidria necessdrio para garantir um determinado nivel
de aproximagdo, ou seja, ndo permitem relacionar o erro de aproximagio com o nimero de
neurdnios na camada intermedidria. Basicamente, se um operador dist(-,-) (especifico para cada
tipo de norma definida junto ao espaco de aproximagiio) mede a distincia entre a funcio g a
ser aproximada e a fungio RN'(V,W,x) produzida pela rede neural, entio os resultados
enunciados acima podem ser reunidos no teorema existencial a seguir, onde a fungio sigmoidal

f(-) € assumida respeitar as restri¢des impostas a cada caso.

Teorema 5.1: Se g: X < R" - R ¢ tal que g € C[X], com X uma regido compacta, entdo,

para qualquer € > 0, existe n, Ve W tal que

dist(g(x). RNV (V,W.x))<e.

Conclui-se, portanto, que a funcio RN"(V, W, x) é densaem CiX1.

Como um resultado mats especifico, HORNIK er al. (1990) e HORNIK (1991)
demonstraram que RN(V,W,x) é densa em C'[X] (g =20), o espago das fungdes

continuamente diferencidveis até ordem g, sendo capazes de aproximar simultaneamente uma

classe de funcBes mensurdveis em espacos de Sobolev (ADAMS, 1975) e suas derivadas.
5.2.3 Propriedades de convergéncia

No sentido de estimar n, BARRON (1993) utilizou um resultado atribuido a B. Maurey
(PISIER, 1981) para provar que, utilizando a representagio RNY(V,W.x)., a melhor

aproximagdo de uma func¢iio g, que atende a uma condicdo de suavidade obtida a partir de sua
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propria representacdo de Fourier, apresenta um erro de aproximagdo que decresce com o
inverso da raiz quadrada de n. Esta taxa de convergéncia € independente da dimensdo m do
espago de entrada, desde que a matriz de parimetros V seja ajustavel.

Os resultados apresentados a seguir sdo obtidos tomando r= 1, sendo diretamente
extensiveis ao caso r > 1, conforme demonstrado por CHEN et al. (1995).

Considere as seguintes defini¢des:

» A rede peural RN"(V,w,x) tem uma unica saida e fun¢Bes de ativacio sigmoidais
idénticas a f{-), definida na equacio (5.6);
e As fungdes g: X < R”™ — R a serem aproximadas sfo tais que existe sua transformada de

Fourier na forma:
gx)=[ e Fade,

onde zf (z) € integrdvel;
¢ Seja ¢, o primeiro momento da distribuigdo de magnitude de Fourier da funcédo g a ser
aproximada, ou seja,

c, = j.X |zi.f(z)$dz ,com |7 = Vi'z.

Se ¢, € finito, entdo a fun¢do g € continuamente diferencidvel em X.

Com base nestas defini¢des e utilizando aproximacio por combinagdo convexa de

familias de fungOes (PISIER, 1981; BARRON, 1993), chega-se ao seguinte teorema:

Teorema 5.2: Para toda funcio g: X « R™ — R tal que ¢, é finito e para todo n = 1, existe

uma representacio RN (V,w,x) tal que

, ) he,)
dtst(g(x),RN[ }(V,w,x))S 1/;16 s

onde A(-) € uma funcdo continua e monotonicamente crescente ¢ dist(-,-) ¢ a norma L, do erro

de aproximacao.
Prova: Veja BARRON (1993).

HORNIK er al. (1994) estenderam o resultado deste teorema para aproximacio

sirnultanea da funcao e suas derivadas.
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5.2.4 O caso de fungoes de ativacao nao-sigmoidais

Ainda considerando funcdes de ativacfio idénticas, € possivel adotar f{-) como uma
fungdo ndo-sigmoidal. Neste caso, vale ressaltar que os resultados de HORNIK ef al. (1994),
mencionados na se¢fio anterior, também se aplicam a classes de fungbes de ativacio ndo-
sigmoidais, como fungoes senoidais e gaussianas.

Por exemplo, redes neurais com funcio de ativagfio senoidal podem ser diretamente
comparadas com a aproximagdo por expansdo em série de Fourier. Em termos de taxa de
convergéncia, se SF ["](a,x) € a expansdo em série de Fourier contendo » termos, onde a é o
vetor de coeficientes da série, entio (BARRON, 1993):

dist(g(x), byae (a,x)) oc ——:—— ,
i

onde m € a dimensio do vetor de entrada.

Verifica-se, portanto, que, para m =2, a aproximacado utilizando a rede neural
paramétrica da figura 5.2, com n neurdnios com fungio de ativacdo senoidal, € pelo menos tio
eficiente quanto a aproximagdo utilizando n termos de uma série de Fourier. De fato, enquanto
os termos da expansido por série de Fourier tém freqiiéncia fixa, a rede neural com funciio de
ativacd@o senoidal pode ser considerada uma expansio em série de Fourier em que a fregiiéncia

é um pardmetro ajustdvel (LAPEDES & FARBER, 1987).

5.3 Redes neurais artificiais nado-paramétricas via métodos

construtivos

As redes neurais artificiais nfio-paramétricas a serem abordadas neste estudo, podem
ser derivadas a partir dos modelos de projecdo amplamente analisados no capitulo 4, sendo que
BARRON & BARRON (1988) foram os primeiros a introduzir modelos de projecio no contexto
de estruturas com aprendizado.

No entanto, os resultados a seguir ndo correspondem simplesmente a uma nova
representacdo de um procedimento de aproximagdo de fungdes na forma de uma rede neural.
A nova forma de representagdo do modelo de projecio permite visualizar propriedades
algébricas fundamentais para a implementacdo de um processo de aproximacdo alternativo,

capaz de explorar eficientemente a geometria do problema de aproximagdo. Este processo
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alternativo val promover a otimizagio da condi¢io de solvabilidade do problema de
aproximacdo, a ser definida mais adiante, transformando o problema de obtencio de modelos
de proje¢do em um problema de aprendizado construtivo para redes neurais com uma camada
intermediaria.

O fato de tanto modelos conexionistas como modelos de projecio terem evoluido
simultaneamente e de forma exponencial a partir do inicio dos anos 80 ndo decorre de uma
mera coincidéncia. A aplicagdo destes métodos ganhou interesse e factibilidade pela mesma e
Unica razdo: a crescente disponibilidade de recursos computacionais a baixo custo. A
conjugacdo desses dois tipos de modelo de aproximagio, evidenciando os seus aspectos
complementares, produz um modelo de aproximacfo ndo-paramétrico multivaridvel bastante
flexivel.

Enquanto que o processo de aproximagfo para uma rede neural paramétrica envolve
apenas ajuste de parimetros, mantendo a estrutura de aproximagfio fixa, o processo de
aproximagdo para uma rede neural ndo-paramétrica é predominantemente construtivo, pois
parte de uma rede neural com apenas um neurbnio na camada intermedidria e promove a
adic@o de novos neurdnios e subtracdo de neurdnios ji existentes, até que uma estrutura de
aproximacao suficientemente flexivel seja obtida. Neste caso, o processo de aproximagio pode
ser interpretado como um método de otimizacio do ndmero de neurdnios na camada

intermedidria da rede neural,
5.3.1 A motivacio para o uso de métodos construtivos

A motivagao para o uso de métodos construtivos pode ser apresentada levando-se em
conta o fato de eles operarem no sentido contrério dos métodos de poda. |

Conforme descrito por KARNIN (1990), LE CUN er al. (1990), HASSIBI & STORK
(1993) e REED (1993), os métodos de poda assumem que a arquitetura inicial da rede neural
contém pelo menos tanta estrutura quanto a necessdria para realizar a tarefa de aproximagio.
Por exemplo, € comum estabelecer que a arquitetura inicial apresenta uma dimenséo elevada e
conexdes entre todos os neurdnios ou, pelo menos, entre todos os neurdnios de camadas
adjacentes. Neste caso, os recursos considerados em excesso por ndo estarem sendo utilizados
ativamente no processo de aproximacdo podem ser gradativamente desativados ou

simplesmente eliminados. Os recursos em excesso devem ser adequadamente identificados,
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podendo corresponder a conexdes, neurbnios ou até camadas de neurénios. A todo
procedimento de poda deve seguir-se um processo de reajuste da estrutura ainda ativa.
No entanto, os métodos de poda apresentam invariavelmente os seguintes problemas

(GHOSH & TUMER, 1994; KwOK & YEUNG, 1995):

¢ nio existe um método pratico de se determinar diretamente uma arquitetura inicial para a
rede neural que contenha garantidamente tanta estrutura quanto a necessdria para realizar a
tarefa de aproximacdo. Com isso, para aumentar a probabilidade de se escolher uma
arquitetura com tal caracteristica, geralmente adotam-se arquiteturas iniciais fortemente
sobredimensionadas;

¢ jique a maior parte do processo de aproximacio ¢ realizado considerando-se redes neurais
sobredimensionadas, a demanda por recursos computacionais é grande e parte dos recursos
computacionais utilizados acaba sendo desperdi¢ada toda vez que a poda elimina estruturas
que ja passaram por algama fase de processamento;,

s como geralmente mumeras redes neurais de diferentes dimensdes sdo capazes de
representar solucgdes aceitdveis para o problema de aproximacdo, a aplicagdo de métodos
de poda ndo favorece a escolha da solucio de menor dimenséo, ou seja, aguela com menor
ntiimero de componentes ¢ operadores;

s para que métodos de poda sejam computacionalmente factiveis, eles devem estimar o efeito
da eliminacdo de cada recurso individualmente, mas devem eliminar maltiplos recursos
simultaneamente. Com isso, ndo € possivel obter uma estimativa confidvel do efeito que

cada operacdo de poda possa vir a causar junto ao erro de aproximacio.

O tratamento de parte destes problemas tem conduzido a solucGes especificas, como
em WEIGEND et al. (1991), embora os métodos utilizados sejam mal-condicionados e ainda
pouco eficientes computacionalmente, conforme observado por KWOK & YEUNG (1995).

Por operarem no sentido contréario dos métodos de poda, os métodos construtivos
podem evitar a ocorréncia de problemas como os mencionados acima. No entanto, pelo fato de
néo ser possivel garantir que toda inclus3o de estrutura por parte do algoritmo construtivo
venha contribuir para a solugdo do problema de aproximagio, métodos de poda representam
um procedimento complementar importante no sentido de promover a eliminacdo de estruturas
desnecessariamente incluidas.

Conclui-se, portanto, que um método hibrido de aproximacio € o mais adequado,

contendo etapas construtivas seguidas de etapas de poda. Em razdo de procedimentos de poda
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s¢ entrarem em operacio caso o método construtivo falhe na definicdo de estruturas adicionats
junto ao modelo de aproximagdo, o método hibrido de aproximacio é predominantemente
construtivo. Sendo assim, no decorrer da apresentacéio é preservada a denominagdo de método

construtivo de aproximacéo.
5.3.2 O tratamento de multipias saidas

O modelo de proje¢io apresentado no capitulo anterior foi desenvolvido considerando-
se que a fungdo a ser aproximada € do tipo g1 X c R” — R’, com r= 1. Duas possiveis
extensdes para o tratamento do caso r> | sdo discutidas a seguir: miiltiplas aproximacdes
monovaridveis e aproximacio multivaridvel.

A forma mais simples de se obter a aproximacio considerando multiplas varidveis de
safda ¢ utilizar modelos de aproximagio independentes, cada um desenvolvido para tratar uma
tinica varidvel de saida. Sendo r o niimero de varidveis de saida, determinam-se r modelos de

aproximacio como segue:

g

2 k()= fu(Vix) k=1...r, (5.7
j=1

um para cada variavel de saida, produzindo um modelo de aproximacfo na forma:

g'ni,l(x)
2(x) = : : (5.8)
£, .+ (X)

Por outro lado, a possivel existéncia de associagdes entre as variaveis de saida pode ser
explorada na obten¢do de modelos de aproximacdo que demandem menos recursos
computacionais ao aproximarem mualtiplas varidveis de saida simultaneamente. Além disso, esta
possibilidade de se utilizar um menor nimero de pardmetros e operadores pode auxiliar na
obtencdo de melhores resultados em termos de generalizacdo ¢ também conduzir a modelos
mais facilmente interpretiveis (FRIEDMAN, 1985). Sendo assim, cada varidvel de saida é

aproximada como segue:
g’n,k(x)mzwkj.ﬁ(vjx)? km}-s”’s": ' (5.9)
j=t

produzindo um modelo de aproximagéio na forma:
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gnl(x)
gy, (X)
Observe que o modelo representado pela equacio (5.8) corresponde a um caso

particuiar do modelo representado pela equagio (5.10), bastando assumir:

y
» n:zi’;k ;
k=1

k- k
. wkj:(),paraj$2ni ej>2n,;

=i i=]

k-1
* fy=wuf, coml=3n+j.

=]

BREIMAN & FRIEDMAN (1996) apresentam um estudo mais aprofundado das vantagens
e desvantagens destes dois modelos de aproximacdo multivaridvel, mostrando que modelos na
forma da equacdo (5.10) geralmente produzem melhores resultados. Utilizando exemplos de
simulacdo computacional, MALTHOUSE (1995) compara o desempenho dos dois modelos,
chegando a resultados que concordam com aqueles obtidos por BREIMAN & FRIEDMAN
(1996). Outros modelos de aproximacdo multivaridvel sdo apresentados por FRIEDMAN

(1994).
5.3.3 O algoritmo de aproximacao construtivo

Reproduzindo o modelo de aproximacido de uma rede neural com uma camada

intermedidria (veja equagio (5.2)) na forma:

n
RNPIV, W x) = 3wy f; (VX +v,0 )+ wy, k=1, (5.11)

=1
uma comparagio com a equagdo (5.9) permite verificar que a Unica diferenca entre os dois
modelos € a presenga de termos adicionais na equacio (5.11), representando a polarizacio dos

neuronios.

Com 1isso, conclui-s¢ que uma rede neural ndo-polarizada com uma camada
intermedidria pode ser considerada o resultado da implementacdo de um método estatistico
especialmente desenvolvido para a geracfio de modelos de aproximagdo na forma da equacdo

(5.10), denominado SMART ('Smooth Multiple Additive Regression Technique") (FRIEDMAN,
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1984). Quando necessdrio, a polarizacdo pode ser prontamente adicionada, produzindo um

modelo de aproximacio 7 formado por uma composi¢io aditiva de funcdes f; (j=1....,n)
adequadamente transladadas (por vy), rotacionadas (por v} e escalonadas (por Hv JH)' Para

cada saida k, as avaliagdes de f; em projecdes de x na dire¢do v; sdo, por sua vez,
adequadamente transladadas (por wig) e escalonadas (por wy).

Tomando como ponto de partida o algoritmo de retroajuste apresentado no capitulo
anterior, secdo 4.6, o processo de aprendizade construtivo para uma rede neural com uma

camada intermedidria, m entradas e r saidas, pode ser apresentado na forma:

Algoritmo de aproximacio construtive para muiltiplas saidas (HWANG er al., 1994)

1. DadosXe R™%eSe R™ tomej=0,D=§; |
2. Fagaj= j+1 e atribua um valor inicial para v;e R", uma forma inicial para f; e um valor
inicial para w; € R";
3. Utlizando X e D, resolva os seguintes problemas em sequéncia até convergéncia
(medida por algum critério de parada):
3.1. fixef e w,; e obtenha um valor 6timo para v;;
3.2. fixe v; e w; e obtenha um f; 8timo;
3.3.  fixe v; e f;, obtenha um valor 6timo para w; e retorne ao passo 3.1;
4. Paracada b tal que [ €5 <, calcule
J
D=8§- Zwkﬂ (sz),
b
¢ repita 0 passo 3, comj = b;

5. Por avaliacio da participagdo de cada neurbnio w, f}((sz), k=1, .., j, na

representagdo da matriz S, aplique um procedimento de poda de neurénios que néo
apresentem um nivel de participa¢ao minima;
6. Enquanto um determinado nivel de aproximacido nio for atingido (medido por aigum

critério de parada), retorne ao passo 2.

Observe que, no passo 2, HWANG et al. (1994) ndo utilizam os dados disponiveis X ¢ S
para definir um valor inicial para os pardmetros e uma forma inicial para a funcdo de ativagdo,

recorrendo a uma definic@o arbitraria. O passo 3 € a etapa fundamental do processo de ajuste,
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sendo que HWANG et al. (1994) aplicam o método de minimizacdo de Gauss-Newton para
resolver o item 3.1, uma fungdo paramétrica de suavizacdo dos dados unidimensionais como
solugio do item 3.2 (veja capitulo 4) e pseudo-inversio para resolver o item 3.3. O passo 4 é o
responsdvel pelo processo de retroajuste, enquanto que o passo 3 executa, quando necessario,
a poda de neurdnios ja introduzidos.

A mmplicagdo pritica do método de retroajuste € promover algum tipo de adaptacio
por partes de toda a rede neural sempre que um novo neurdnio for acrescentado. Com isso,
enquanto no caso da rede neural paramétrica o ajuste era mais custoso (se aplicava a todos 0s
neurdnios a0 mesmo tempo) mas feito uma dnica vez, aqui o ajuste € menos custoso (se aplica
a um neurdnio de cada vez) mas deve ser aplicado vdrias vezes e de forma ciclica. Outra
caracteristica importante € o fato de que o ajuste de cada neurbnio, mantendo os outros fixos,

¢ feito por camada e também de forma ciclica:

e ajusta-se a direcdo de projegiio (v));
e ajusta-se a funcio de ativagio ou funcio de expansio ortogonal (f));
e ajustam-se os parametros correspondentes da camada de saida (w;);

e repete-se O processo até convergéncia.

Apesar de ndo apresentarem resultados compardveis a este processo de retroajuste,
principalmente por demandarem excessivos recursos computacionais, ASH (1989) e HIROSE et
al. (1991) apresentam métodos construtivos que realizam um ajuste simultineo de todos os
neurdnios sempre que um novo neurdnio € acrescentado a estrutura da rede neural. MoOODY
(1994) propde, por sua vez, um processo hibrido, ou seja, a aplicacdo do processo de

retroajuste seguido de um ajuste simultineo de todos os neurdnios.
5.3.4 Procedimentos de aperfeicoamento do algoritmo

O algoritmo de aproximagiio construtivo descrito acima pode ainda ser
substancialmente aperfeicoado, produzindo um processo mais eficiente e menos custoso
computacionalmente (VON ZUBEN & NETTO, 1995a; VON ZUBEN & NETTO, 1995¢). A versdo
final do algoritmo de aproximagio construtivo & apresentada ao final da se¢io 5.3.5., contendo

trés importantes modificacGes discutidas a seguir.
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5.3.4.1 Definicdo das condicoes iniciais do algoritmo a partir dos dados

Primeiramente, utilizando os resultados do capitulo 4, € possivel empregar as matrizes
de dados disponiveis X e S para definir um valor inicial para o vetor de pardmetros v;
representando a dire¢io de projegdo mais interessante. Com isso, utilizando um resultado a ser
apresentado na secfio 5.3.5, apenas com o conhecimento de v; inicial pode-se determinar uma
fungdo f; inicial também a partir de X e S. Dadas condigdes iniciais para v; ¢ fj, viabiliza-se a
definicdo, em forma fechada e utilizando X e 8, de um valor nicial 6timo para w;,

Pelo fato de o problema de aproximagio como um todo ndo ser convexo, a definigio
de condicdes iniciais mais proximas do 6timo global ou de 6timos locais proximos da
otimalidade global (levando-se em conta os dados disponiveis, X € §) € importante para
reduzir a influéncia de otimos locais distantes da otimalidade global e proporcionar uma

convergéncia mais rdpida (LUENBERGER, 1989).

5.3.4.2 A iteracao em dois grupos de variaveis e solucio fechada para o terceiro

grupo

Com base no mesmo resultado a ser apresentade na se¢do 5.3.5, a solucio iterativa
para o passo 3 do algoritmo de HWANG ef al. (1994) pode ser construida sem a necessidade de
iteracdo em trés grupos de varidveis. Basta iteragir em v; e f; (sem utilizar qualquer valor para
w;) e, apds convergéncia, obter w; otimamente e de forma fechada.

Além de reguerer um menor custo computacional, este procedimento de solugdo
iterativa em dois grupos de varidveis tem propriedades de convergéncia andlogas aquelas
apresentadas no capitulo 4 para o caso de uma dnica saida. Por outro lado, ndo existem
resultados que garantam convergéncia para o caso de solugdo iterativa em trés grupos de
variaveis.
5.3.4.3 Aproximacéio e critérios de parada baseados em validacao cruzada

Tanto na determinacao da fungdo de ativac@o f; para cada neurdnio j, como também na
defini¢do do numero n de neurbnios na camada intermedidria, procedimentos de validacio
cruzada ordindria e validacdo cruzada generalizada (derivada a partir de conceitos de

regularizacio, conforme apresentados no capitulo 4) podem ser aplicados para aumentar a

capacidade de generalizacdo da rede neural resultante.
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5.3.5 Otimizacao da condicao de solvabilidade

O processo de retroajuste descrito na secdo 5.3.3 pode ainda ser substancialmente
melhorado. Tirando proveito de sua representacdo na forma de uma rede neural com uma
camada intermediaria, € possivel visualizar propriedades algébricas fundamentais para a
implementac@o de um processo capaz de explorar eficientemente a geometria do problema de
aproximacio { VON ZUBEN & NETTO, 1995a; VON ZUBEN & NETTO, 1995¢).

Com base na equac@o (5.11), representando o modelo de aproximacdo de uma rede

neural com uma camada intermedidria, € no conjunto de dados de aproximagdo {(x,.s,)}j,

gerado na forma:

s, =g(x,)+g,, I=1,...N,

onde x; € X < M”, s,,g, € R, o sistema de equagdes

n
~ T o Jo
5y = RN,i”J(V,wk,x,):Zwkjf}(vj X, +vj.0)+wk0, k=1,...rI=1,..,N,

i=l

pode ser colocado na forma matrictal (BARMANN & BIEGLER-KONIG, 1992)

W’ =87, (5.12)
onde
Vio Vi Yim
s V= V?O - : , com v, € R™ o vetor-coluna formado pelos elementos da j-ésima
LT Vam

linha da matriz V, com excecio dos elementos da primeira coluna de V;

16y +- Oy
lo,, -. :
_ 21 - _ T .

1l Gy - O py
Wio Wit 0 Wi,
w .. :

¢ Wi 20 :
er wrn
Sy Syt Siv

~ S “ -

s S=|"2

Srt SrN
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Definindo a matriz. S na forma:

Sy St Sy

T S

e o vetor de fungdes de ativagdo f :[ hH foo fn]T, o problema de aproximagdo pode ser

EXPresso como scguce!

min HST MST”HLQ)(V,WI), (5.13)

nV.W.I

onde 0() é a funcio de regularizacio adotada e A é o pardmetro de regularizagiio (veja

capitulos 3 e 4). Definindo a norma matricial na forma:

ar_orf L P v
SR EED WYY (5.14)

k=l F=i

¢ possivel estabelecer uma comparacdo entre a equacio (5.5), representando o problema de
aproximacao paramétrico, € a equaciio (5.13), representando o problema de aproximacdo nio-
paramétrico regularizado. Apesar de os dois tipos de problemas utilizarem uma rede neural
com uma camada intermedidria, fica claro que o processo ndo-paramétrico promove ajustes
estruturais na rede neural, além do ajuste paramétrico, tinica etapa do processo paramétrico.

Sem considerar restri¢cdes de suavidade, o problema de aproximacao (5.13) pode ser
colocado na forma:

Bl |- g e -]
com a norma matricial dada pela equacdo (5.14) e ja substituindo S” dado pela equacio
(5.12). Portanto, a condi¢io para solucdo exata do problema de aproximacio irrestrito (5.15),
denominada condicio de solvabilidade, requer que cada coluna de S” pertenca ao subespago
linear gerado pelas colunas da matriz 2 de dimensio N X (n+1) (SKELTON, 1988). Observe que
a matriz de parametros W ndo contribui para a defini¢do da condigdo de solvabilidade.

Para qualquer problema de aproximagfio, ou seja, para qualquer escolha de S, um
requisito necessério para se atender a condigdo de solvabilidade em (5.15) € tomar (n+1) 2N
(veja apéndice A). Isto implica em adotar redes neurais com um nGmero de neurdnios na

camada intermedidria igual ou maior que o nimero de dados de aproximagdo. Além da
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inviabilidade pratica, o atendimento desta condicio necessdria acarretaria problemas em termos
de generalizacao, ja abordados no capitulo 3 e a serem ainda discutidos neste capitulo.

Portanto, a motivagio para a utilizagdo de s+l <N estd vinculada & imposi¢do de
restricdes de suavidade junto ao modelo de aproximacio, diretamente associada ao termo de
regularizacdo presente no problema (5.13). Com isso, o atendimento da condi¢do de
solvabilidade ndo € o objetivo do processo de aproximacio que busca resolver o problema
(5.13). O objetivo, na verdade, € ofimizar a condicio de solvabilidade sem violar restri¢des de
suavidade impostas pelo termo de regularizacio.

Utilizando resultados de geometria analitica, o método de otimizagdo da condigio de
solvabilidade para o processo de aproximagdo construtivo apresentado em se¢Bes anteriores é
descrito a seguir.

Denominando a j-€sima coluna de X por o; ¢ a j-ésima coluna de W por w;, tem-se:
QT r_ X T
S"=2W' =0, wl, (5.16)
j=0

onde o; (j=1,....,n) € funcio de v, e f..
Com n = 0, resolve-se 0 seguinte problema de minimizagio
1

min”tz‘f0 W —ST“ = min 1 ‘[wm Wop * wm]~—ST . (5.17)

Wi Wy

Para um dado n > 0, seja D a matriz contendo os dados ainda ndo representados pela

rede neural com n-1 neurbnios na camada intermediaria, ou seja,

a-1
D=S-Yo0, w]. (5.18)
=0

Sendo assim, resolve-se o seguinte problema de minimizagio

éngllcn wh = D7+ A,00%,). (5.19)

nr

O primeiro termo da fun¢do objetivo do problema (5.19) forca ©, a se alinhar
otimamente com as colunas de D, sendo que a direcdo que atende a este objetivo no sentido
dos quadrados minimos ¢ a fornecida pelo componente principal da matriz D'D (MARDIA et

al., 1979).
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Se a; Za, =--2ay 20 sio os autovalores de DD, com autovetores respectivamente
Ntk n . B
dados por u;,u,,---uy (e R *. I=1,...,), entdo o componente principal de DD é u, {ou

equivalentemente —u,). Assim, o, ¢ 6timo para algum v, € R” e f;: ® — R que maximize o

produto escalar normalizado (BARMANN & BIEGLER-KONIG, 1992):

(o,u,)’
G, = arg max ~—i——. (5.20)
S GHGII
A solucdo deste problema envolve uma iteracio em v, e f, at€ convergéncia, dada na

forma (VON ZUBEN & NETTO, 1995a; VON ZUBEN & NETTO, 1995c¢):

1) comf, fixo, encontre v, tal que v, = arg max—%——:
Va Gn Gaz

£l

N o
2) Com v, fixo, encontre f: tal que f: =arg m_inZ(u,ﬂ - fn(vfx[))“ +h,00f,).
In =l

O problema de maximizacdo do item 1) pode ser resolvido aplicando-se o método de
Newton modificado, apresentado no apéndice D, enguanto que o problema de minimizagdo do
item 2) pode ser resolvido aplicando-se diretamente os resultados do capitulo 4, seja com f,
uma funcio paramétrica ou ndo-paramétrica. A condicfio inicial para o problema do item 1) é
obtida a partir do conjunto de indices de projecio apresentados na capitulo 4. Mesmo nao
sendo empregados neste estudo, vale mencionar que ja existem indices de projecgio
especificamente projetados para operarem no contexto de redes neurais artificiais, utilizando

técnicas de treinamento ndo-supervisionado (INTRATOR, 1993a; 1993b; 1993c¢).

Ed

. * . * - Y vt ) .
Uma vez obtido ¢, ou seja, v, € f, apds convergéncia, o valor 6timo de w, ¢ dado

n?

por:
w,=(c,"0,)"c,D". (5.21)

E3 *T .
Observe que a norma “()'”-Wn »«»DT” sé se anula se as colunas de D' forem
linearmente dependentes.
. - E Lk E .
Conclui-se, entdo, que pode-se obter v,, f, e w, iteragindo apenas em v, € f,, ¢

calculando wz posteriormente e de forma fechada. A introducio deste resultado no algoritmo

de aproximacio retroativo para multiplas saidas, apresentado na se¢do 5.3.3, permite melhorar

consideravelmente sua eficiéncia, ao evitar a iteracio em v, f, € w,, produzindo:
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Algoritmo de aproximacio construtivo para multiplas saidas (Versao Final)

1. DadosXe R™eSe R tomej=0,D=8;

2.  Utilizando X e D, fagaj = j+1 e atribua:
— um valor inicial para v;e R” , empregando os indices de proje¢do apresentados
no capitulo 4 (tomar a melhor soluc#o);
— uma forma inicial para f;, empregando os resultados apresentados no capitulo 4 (f;
pode ser uma funcio parameétrica ou nio-parametrica);

— um valor inicial para w; € R’, j4 empregando a equagao (5.21);

3. Utilizando X e D, resolva os seguintes problemas em seqiiéncia até convergéncia
(medida por algum critério de parada):
3.1. fixe f; e obtenha um valor 6timo para v,

3.2. fixe v;, obtenha um f; timo via técnicas de regularizagio e retorne ao passo 3.1;
4.  Obtenha um valor 6timo para w; empregando a equacgao (5.21);

5. Paracadabtalque | £b <}, calcule

4
D=5~ w./i(viX).
o

e repita os passos 3 e 4, comj = b;

6. Por avaliagdo da participagdo de cada neurdnio w,.f, (VIX) k=1, .., j, na

representaczo da matriz S, aplique um procedimento de poda de neurdnios que ndo

apresentem um nivel de participagiio minima;

7.  Enquanto um determinado nfvel de aproximagdo nado for atingido (medido por algum

critério de parada, por exemplo, utilizando validagfio cruzada), retorne ao passo 2.

5.3.6 A convergéncia do processo de aproximacao construtivo

O processo de aproximacio de g: X < R" — R’ descrito nas se¢des anteriores parte de

um modelo inicial g,,(x)=0 e implementa a aproximacao na forma:

Bux(X) =8 (X +w,, f(VIX), k=1,.r,n >0, (5.22)
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T - e . . - v .
onde w,, f,(v,x) ¢ definido de tal forma a produzir uma solu¢do minimizante para o

problema:

min dist(g,(x) ~ 8,y ) wf (V1 X)) k=1....r,

onde o operador dist(-,) mede a distdncia entre as funcdes em todo o espagco X. Como

g,.1,(x) € mantido constante durante este processo de minimizagdo, diz-se que o ajuste é

realizado neurdnio a neurdnio, procedimento também adotado em outros contextos por
FAHLMAN & LEBIERE (1990), SETIONO & HUI (1995) e ZHANG (1994), cujos resultados
experimentais atestam que o ajuste neurdnio a neurbnio produz processos de aproximagio
mais eficazes computacionalmente. De fato, torna-se mais facil representar informagdes menos
significativas apos a representacao das informagdes mais significativas. Além disso, como cada
neur6nio da camada intermedidria € otimizado de forma a representar o maximo possivel de
estrutura ainda ndo representada pelos outros neurdnios, a correlacio entre as informagdes
representadas por diferentes neurdnios tende a ser a menor possivel.

No entanto, a convergéncia do ajuste neurdnio a neurdnio ndo pode ser demonstrada
diretamente a partir da capacidade de aproximagfo universal da rede neural resultante. A
demonstracio de convergéncia foi obtida por JONES (1987). Como mostrado por CHEN ef al.
(1995), toda a dedugio pode ser realizada tomando-se r = 1.

Neste caso, um resultado bem conhecido em teoria de aproximacgio é a capacidade
apresentada por séries de Fourier com termos na forma cos(@?x +8,,), x,0;e R”, j=1...,em
aproximar uniformemente funcgdes g: X ¢ " — R continuas {DAVIS, 1975). Basicamente,

aproxima-se g por uma funcéo g, tal que

aZm ~

2 2 2
ox; 0x5 - -0x),
é continua. Sendo assim, g_ tem uma série cosenoidal
g.(x)= Z cos(@fx +8,,)
J=l

uniformemente convergente em X, a qual pode ser truncada para aproximar g. Observe que, se
ny for o ndmero de termos da série truncada, sempre existe um modelo de projecio tal que

(JONES, 1990):
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8,()=" cos(Blx+8y,)= f(vix). (5.23)
7=l

I
com f; (j=1,....n) fungdes continuas, v; € R” (j=1,...,n) e x finito.

A aproximacdo usando uma série cosenoidal finita ¢ adequada apenas para funcgOes g
com uma banda de freqiiéncia limitada. Se o espectro de freqiiéncia de g apresentar
componentes de alta freqii€ncia, ou seja, se g tem energia em altas freqii€ncias, o nimero n de
termos da série truncada pode ser muito elevado. Esta explosdo de n pode ser evitada
utilizando-se modelos de projecdo, como os apresentados na equacio (5.23), em que v; e f;
(j=1,...,n) sdo escolhidos seqliencialmente de maneira a incluir o maximo de energia possivel
para um dado s, tomando um nimero finito de amostras de g. Neste caso, JONES (1992)
mostra que o erro de aproximacio de g € da ordem O(1/ Nn).

Associados a estes resultados formais, resultados heuristicos atestam que procedimen-
tos construtivos que acrescentam um neurdnio de cada vez conduzem a processos de
aproximagdo com taxas de convergéncia maiores, principalmente por evitarem o problema de
ndo-estacionariedade da funcdo de minimizagdo, comum em processos de aproximagio
paramétricos, ou seja, com estrutura de aproximacio estética previamente definida (KWOK &
YEUNG, 1995). A ndo-estacionariedade da func¢io de minimizago estd associada a processos
de ajuste simultdneo em que todos os parimetros estdo sujeitos a modificagdo. Neste caso, a
fungdo de minimizacfo associada a um determinado par@metro pode ser influenciada por
outros parametros e, se todos os pardmetros estdo sujeitos a modificacdo, esta funcio de
minimizacio acaba sofrendo modificagBes mesmo que o pardmetro com que estd diretamente
associada permaneca fixo. Com isso, levando-se em conta apenas o erro na fase de
treinamento, conclui-se que, enquanto os procedimentos construtivos vao produzir um erro de
aproximacio certamente menor com um nimero maior de neurdnios na camada intermedidria
(a menos que o erro ja tenha se anulado), o mesmo ndo se pode afirmar com relagdo a
processos de ajuste simultineo de pardmetros em procedimentos nao-construtivos ( BIEGLER-

KONIG & BARMANN, 1993).
5.3.7 Comparacao com outros métodos construtivos

Imimeros outros métodos construtivos podem ser utilizados para definir a arquitetura
6tima de uma rede neural para um determinado problema de aproximacio. Neste estudo, o

método construtivo se baseia no procedimento sistematico de obtengio do modelo de projegéo
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apresentado no capitulo anterior, que constroi o modelo de aproximagio com base na equagio
(5.22), definida acima.

Quando aplicado a redes neurais artificiais, este método parte de uma rede neural com
uma camada intermedidria, do tipo apresentado na figura 5.2, com n=0. A partir desta
estrutura inicial, o algorntmo construtivo passa a introduzir novos neurdnios na camada
intermediaria, um a um, até que a rede neural seja capaz de realizar a tarefa de aproximacio.
Caso neurénios ji introduzidos nio estejam contribuindo significativamente para aumentar o
poder de representac@io da rede neural, um procedimento de poda € acionado para suprimi-los
da estrutura da rede neural. lLogo, este método construtivo (com fases de poda) € um

procedimento de geracio e teste na forma:

1. incrementa-se a estrutura de representagao;

2. gera-se uma soluc¢do para o problema de aproximagdo com base nesta estrutura;

3. verifica-se se a solucio € aceitavel;

4. Se for aceitdvel, fim. Caso contrdrio, verifica-se a viabilidade da supressio de estruturas

pouco representativas, executa-se o procedimento de poda e retorna-se ao passo 1.

Deduz-se, portanto, que este método construtivo s6 pode produzir um tipo de
arquitetura, como a maior parte dos métodos construtivos (ASH, 1989; HANSON, 1990;
HIROSE ef al., 1991; LEE & K1, 1991; SHIN & GHOSH, 1995). No caso em estudo, resuita
sempre uma rede neural com uma camada intermediaria, do tipo apresentado na figura 5.2.

Certamente, procedimentos construtivos mais complexos podem realizar uma busca
mais ampla considerando outras arquiteturas de redes neurais, por exemplo, redes neurais com
miiltiplas camadas intermedidrias e até redes neurais em que todos os neurdnios possam se
conectar entre si. No entanto, estes procedimentos construtivos mais complexos requerem
custos computacionais elevados e t8m propriedades de convergéncia desconhecidas ou muito
inferiores as apresentadas na secdo anterior (KWOK & YEUNG, 1995). Isto ndo impede, no
entanto, estudos envolvendo métodos construtivos alternativos, como os realizados por
FAHLMAN & LEBIERE (1990), NABHAN & ZOMAYA (1994), SANGER (1991), TENG & WAH
(1994) e TENORIO & LEE (1990).

Os fatores que contribuem para a complexidade do processo de busca da melhor

arquitetura da rede neural podem ser enunciados na forma (MILLER et al., 1989):

e o espaco de busca € infinito € 0 nimero de neurdnios e conexdes entre neurdnios €

ilimitado;
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* o espaco de busca ndo € diferencidvel, pois as mudancas no ndmero de neurdnios e
conexdes sao discretas, além de promoverem um efeito descontinuo no comportamento da
rede neural;

» redes neurais com estruturas similares podem apresentar comportamento muito diferentes,
enquanto que comportamentos similares podem ser produzidos por redes neurais
estruturalmente muito diferentes;

e o resultado do processo de busca depende da condicdo inicial.

Métodos de computagio evolutiva sdo bastante apropriados para tratarem problemas
com estas caracteristicas (BALAKRISHNAN & HONAVAR, 1995; WEISS, 1994; Yao, 1993),
permitindo a geragido de redes neurais com arquiteturas bastante variadas. Observe, no entanto,
que a aplicagdo eficaz de algoritmos genéticos a métodos construtivos requer um processo
complexo de codificagiio, conduzindo a necessidade de utilizacio de operadores genéticos

especificos (KWOK & YEUNG, 1995).
5.3.7.1 Algoritmos construtivos para problemas de classificacao

Apesar de um problema de classificacio de padres poder ser visto como um problema
de aproximagdo de fungbes, onde a funcfo a ser aproximada € a hipersuperficie que separa as
diferentes classes de padrbes, para efeito de implementacio de métodos de classificacio
construtivos € mais adequado considerar a seguinte distingdo: enquanto problemas de
aproximacao de fun¢Ges mapeiam um espago discreto ou continuo em um espago continuo,
problemas de classificagio de padres mapeiam um espaco discreto ou continuo em um espaco
discreto.

Neste sentido, algoritmos construtivos especificamente projetados para resolver

problemas de classificacdo podem ser encontrados em FREAN (1990), MARCHAND et al.

(1990) e PAREKH et al. (1995).
5.4 Processo de aproximacéo e treinamento supervisionado

A aproximagdo de fung¢des utilizando modelos ajustdveis a partir de um conjunto de
dados amostrados pode ser considerada um problema de reconstrugio de hipersuperficies
(PoGGIO & GIROSI, 1990b). Neste sentido, a generalizagio € a estimativa da altura desta
hipersuperficie em pontos ndo-pertencentes ao conjunto de dados de aproximagao. Utilizando

redes neurais com uma camada intermedidria como modelos de aproximacfo, processos de

107




aproximagao deste tipo correspondem exatamente ao processo de freinamento supervisionado
(POGGIO & GIROSI, 1990a).

Empregando entdo a nomenclatura associada a treinamento supervisionado, a mesma
no¢io de generalizacdo pode ser vista como a habilidade de prever a ocorréacia de um
determinado evento baseado na experiéncia adquirida na fase de treinamento (HECHT-NIELSEN,
1990). Esta experiéncia decorre da apresentacao repetida do conjunto de dados para
treinamento, ou seja, o conjunto de dados amostrados da funcdo a ser aproximada,
denominados exemplos. GIROSI ef al. (1991) fazem inclusive a distincio entre exemplos
positivos e negativos.

A capacidade de generalizacdo € medida tomando-se como base o desempenho da rede
neural treinada na predicdo de dados pertencentes a um conjunto de teste, dissociado do
conjunto de treinamento. Por tras deste processo estd logicamente a hipdtese de que o
conjunto de treinamento € representativo do conjunto de teste, ou seja, que ambos sio gerados
a partir de uma mesma distribui¢io, produzida pela funcio a ser aproximada.

Conclui-se, portanto, que o processo de aproximacio promove ajustes junto ac modelo
de aproximagao com o objetivo de aumentar sua capacidade de generalizagdo. Conforme
discutido em capitulos anteriores, estes ajustes do modelo de aproximacgio estfio sujeitos a
critérios de regularizagdo. Como exemplo, observe na figura 5.3 o efeito da regularizacdo no
desempenho do processo de aproximagdo em termos de generalizagfio, onde ' representa
dados pertencentes ao conjunto de treinamento e ‘o’ representa dados pertencentes ao conjunto

de teste.

»x O

(b) ()

Figura 5.3 - Aproximagdo para dados sujeitos a ruido, com modelo de aproximacio

(a) sobre-regularizado; (b) otimamente regularizado; {c) sub-regularizado
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5.5 Generalizacao e o efeito bias-variancia

A capacidade de generalizacdo pode ser tratada sob um ponto de vista
predominantemente estatistico, principalmente levando-se em conta que o processo de
amostragem esta sujeito a ruido e que os dados sdo gerados a partir de uma funcdo de

densidade de probabilidade definida em X (veja capitulo 3). Tomando g: X ©« R" — R como a

_ . , _ .
funcdo a ser aproximada, considere o conjunto de dados amostrados {x 158 }le na forma:
s = g(X;)+g;, =100,

onde g ¢ uma varidvel aleatéria de média zero e varifincia fixa. Observe gque novamente é
assurnida uma unica saida (r = 1).

Se E[-] € o operador de esperanga matematica considerando as N amostras, entio
E{s/x] é a melhor aproximacgdo de g em X, o que implica que, para qualquer fungio de

aproximacio g, vale a seguinte relagiio (GEMAN et al., 1992):
E[(s —8Y/ x}z E[(s - Els/x1)? /%]
Com iss0, um procedimento vilido é minimizar a funcéo
n ~ 2
erro(g) = E{(g —Els/ X]) ]
A funcgio erro(g) pode ser dividida em duas partes na forma (GEMAN et al., 1992):

erro(8) = (E[]~ Els / x])’ + E[(g — B3 ] , (5.24)

onde E[g]— E[s/x] é denominado bias e E[@—E{g])z} é denominado varidncia da fungio
de aproximacfio £ .

Portanto, a minimizacio de erro(g) representa um compromisso entre 0s niveis de bias
e varidncia associados i funcio de aproximagfio g, de tal forma que uma funcio g muito

flexivel geralmente vai apresentar um bias muito baixo, mas uma variincia elevada. Por outro

lado, uma fungdo ¢ pouco flexivel geralmente conduz a bias elevado e varidncia baixa. Desse

modo, surgem as seguintes questdes: como reduzir o bias sem aumentar proporcionalmente a

variincia e como reduzir a varidncia sem aumentar proporcionalmente o bias?
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Considerando apenas a informacdo representada pelo conjunto de dados de
. . N . . . L. Yy
aproximagao {X-"S"}.’:i’ ¢ possivel definir o erro quadritico médio do problema de

aproximacao na forma (veja capitulo 3):
- 1 & R 2
EQM(8)= =2 (5= &(x)) - (5.25)
1=t

Um comportamento tipico de erro(g), dado pela equagiio (5.24), e EQM(g), dado
pela equacgdo (5.25), € apresentado no grafico da figura 5.4.

A

bias elevado ! varidncia elevada

S erre

EQM
> o
nivel 6timo de flexibilidade
generalizagio de g

Figura 5.4 - Curvas tipicas para erro(g) e EOM(g)

Tomando g como sendo uma rede neural artificial com uma camada intermedidria, sua

flexibilidade no caso paramétrico é proporcional ao nimero de ciclos de treinamento’,
enquanto que no caso nio-paramétrico € proporcional ao nimero n de neurdnios, tomando
funcdes de ativagao fixas, ou ao numero n de neurdnios e aos correspondentes parametros de
regularizacdo de cada funcdo de ativacdo, tomando funcGes de ativacdo ajustdveis (veja

capitulo 4).
5.5.1 A estimativa do nivel de generalizacao

O dilema entre bias ¢ varidncia ndo provém da natureza do problema, mas sim do fato
de que o ndmero N de amostras ¢ finito e o modelo de aproximagéo nio ¢ totalmente flexivel,
mesmo no caso nido-paramétrico em estudo.

Certamente, a capacidade de generalizacdo tende a aumentar com o aumento de N

(BARRON, 1993). Na verdade, o nivel de confian¢ga no modelo de aproximagdo pode ser

' Interromper o processo de treinamento mais cedo pode realmente melhorar a capacidade de generalizacfio em
redes neurais sobreparametrizadas, mas n@o elimina o problema associado ac desperdicio de recursos
computacionais (MORGAN & BOURLARD, 1990).
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baseado na estimativa da diferenca de comportamento da funcdo de aproximagdo com relacio
aos conjuntos de treinamento e teste, independente do conjunto de teste escolhido.
Para modelos de aproximacao lineares, é sabido que os erros de aproximacio relativos

aos conjuntos de treinamento (g,) e teste (€.) estio relacionados por (EUBANK, 1988):
Efe, 1= Ele, ]+20° jf?

onde ¢ é a variéncia do erro de amostragem, p € o niimero de parimetros e N é o nimero de
dados amostrados que compdem o conjunto de treinamento.
Para modelos de aproximacio ndo-lineares, MOODY (1992; 1994) mostrou que uma

relac@o semelhante pode ser obtida utilizando aproximagio de segunda ordem:

(h
Efe,, (M) = Elg, (M) +20% ff%—-—z (5.26)

onde aif ¢ a varidncia efetiva do erro de amostragem, p,{A} € o nimero efetivo de parimetros

e A € o parAmetro de regularizacdo do modelo de aproximacio.

A equacdo (5.26) permite uma interpretagio transparente do comportamento das
curvas na figura 5.4 (tome erro ¢ Ele.] ¢ EQM <> E[g,]): no inicio do processo de
aproximacido, um aumento em pA) é capaz de reduzir E[g.], pois E[e,] tem um
decrescimento mais acentuado que o crescimento do segundo termo da equagdo (5.26).
Quando o descréscimo de E[g,] com um aumento de p.(A) comega a diminuir conforme o
processo vai evoluindo, o segundo termo da equacfio (5.26) passa a prevalecer, provocando
um aumento cada vez mais acentuado de E[g.].

A equagédo (5.26) sugere que uma medida de complexidade do modelo de aproximacio
pode ser utilizada para estimar o nivel de generalizacio. A dimensdo de Vapnik-Chervonenkis
(VAPNIK & CHERVONENKIS, 1971) € um indice que mede a capacidade computacional do
modelo de aproximagdo, podendo também ser utilizada para avaliar a capacidade de
generalizacdo do modelo de aproximacao (VAPNIK, 1992), embora a obtencio da dimensdo de
Vapnik-Chervonenkis seja ainda uma tarefa nao-trivial (GHOSH & TUMER, 1994). Para um
estudo mais aprofundado a respeito de capacidade de generalizacgdo, veja BAUM & HAUSSLER
(1989) e COHN & TESAURO (1992).
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5.6 Comparacao entre a rede neural paramétrica e a nao-

parameétrica

Os modelos paramétricos e ndo-paramétricos de redes neurais com uma camada
intermedidria apresentados neste capitulo podem produzir estruturas do tipo apresentado na
figura 5.5. Uma inspecdo nos processos de aproximacdo paramétrico e ndo-paramétrico

permite constatar o seguinte:

¢ processo de aproximacdo paramétrico: para n ¢ fi(*) (j=1....,n) predeterminados, determinar

os parametros v; (i=1,..m; j=1....,n) e wy (j=1,...n; k=1,...,r) que resolvam o problema de

aproximacao;

e processo de aproximacfo nio-paramétrico: determinar n, f{-) (j=1,....,n) e pardmetros vy

(i=1.....m; j=1,....,n) e wy (j=1,...n; k=1,...,r) que resolvam o problema de aproximacdo.

Portanto, € possivel concluir que, no caso de modelos paramétricos, existem duas

etapas bem definidas e independentes:

e representaciio paramétrica: imposicdo de uma forma especifica para a fun¢do paramétrica a

ser ajustada aos dados;

» otimizacdo paramétrica: ajuste dos pardmetros (definidos na fase de representacio) a partir

dos dados disponiveis e no sentido de minimizar uma medida do erro de aproximagao.

Figura 5.5 - Rede neural genérica com uma camada intermediaria
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Enquanto isso, no caso de modelos ndo-paramétricos, estas duas fases também podem
ser detectadas, apesar de estarem totalmente interligadas, ou seja, o processo de aproximacio

promove uma interacdo de duas fases:

e construcdo do modelo de aproximacio: definicdo de uma estrutura de representacio a
partir dos dados;

e otimizacdo do modelo: ajuste paramétrico ou nfo da estrutura de representagdo (definida

na fase de construgdo do modelo de representacdo) também a partir dos dados disponiveis

e no sentido de minimizar uma medida do erro de aproximacéo.

Uma comparacio destes métodos com resultados apresentados no capitulo 2, permite

concluir que:

e 0 processo de aproximagio paramétrico ¢ a aplicagio direta dos resultados do teoremas de
Stone-Weierstrass;

* o processo de aproximacgdo ndo-paramétrico é um procedimento intermedidrio entre os
resultados do teorema de Stone-Weierstrass e do teorema de Kolmogorov ¢ suas

generalizacOes.

Para uma discussio mais aprofundada das conseqiiéncias da aplica¢do do teorema de
Kolmogorov no contexto de redes neurais artificiais, encontram-se na literatura uma série de
artigos, dentre os quais € possivel destacar: HECHT-NIELSEN (1987), GIROSI & POGGIO (1989),
KURKOVA (1991), KURKOVA (1992), LIN & UNBEHAUEN (1993) ¢ SPRECHER (1993). Com
base nos resultados destes artigos, é possivel concluir que, restringindo-se a funcdes de
ativacio sigmoidais, o teorema de Kolmogorov conduz a redes neurais com duas camadas
intermedidrias, que, no entanto, podem ser representadas na forma de uma rede neural com
uma camada intermedidria, desde que os neur6nios da camada de entrada tenham também
fun¢do de ativacdo sigmoidal e existam multiplos neurdnios associados a cada elemento do
vetor de entrada. ITO (1994) demonstrou a capacidade de aproximacfo universal deste tipo de
rede neural, empregando métodos construtivos elementares. Por outro lado, permitindo a
adocao de fungdes de ativagio arbitrdrias, os resultados do teorema de Kolmogorov conduzem

a um problema sem solugéo conhecida, expresso na forma:

o dado n, determinar f(-) (j=1....n) e pardmetros v; (i=1,...m; j=1,..,n) e wy (=1,...,n;

k=1,....,r) que resolvam o problema de aproximacio.
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Portanto, € possivel concluir que o processo de aproximacdo ndo-paramétrico
apresentado neste estudo, utilizando fungbes de ativagdo arbitrdrias, representa a versdo
Jactivel do teorema de Kolmogorov para redes neurais ndo-paramétricas.

E importante mencionar também que tanto a rede neural paramétrica como a nfo-
paramétrica produzem modelos de aproximacdo que ndo apenas apresentam um
comportamento ndo-linear de entrada-saida, mas também conduzem a processos de
aproximagdo nao-lineares, em contraste com os bem-desenvolvidos métodos de regressio
linear, como andlise de Fourier e aproximacio polinomial. Portanto, os métodos de
aproximacio de funcgoes utilizando redes neurais artificiais vdo além das técnicas de regressio
cldssicas, representando uma tendéncia ja evidenciada em outro contexto por WERBOS (1974).

Uma conseqiiéncia imediata € a menor sensibilidade a dados ndo-informativos ou
espurios apresentada por redes neurajs paramétricas ou ndo-paramétricas, quando comparadas
com técnicas de regressdo classicas. Entre os dois tipos de redes neurais, o modelo ndo-

paramétrico € sabido ser menos sensivel a dados ndo-informativos ou espdrios que o modelo

paramétrico (HWANG et al., 1992; CHENTOUF & JUTTEN, 1995).
5.7 Extensoes

O algoritmo construtivo de aproximacio apresentado neste capitulo produz uma rede
neural ndo-paramétrica com uma camada intermedidria, um modelo multivaridvel de reducio
de dimensionalidade.

O problema de aproximagio €, portanto, um problema de otimizag¢do em um espaco
tuncional, onde o estado inicial e a estratégia de busca dependem do procedimento construtivo
adotado. Como a busca exaustiva em todo o espaco funcional € computacionalmente
proibitiva, 0 espaco de busca € tomado como um subespaco do espago funcional, isto é, o
subespago formado pelas redes neurais artificiais com wma camada intermedidria. Sendo assim,
alguns tipos de problemas de aproximagao sdo favorecidos em detrimento de outros, pois se o
procedimento construtivo de aproximacio & especialmente projetado para buscar solugdes em
um subespago do espago funcional, ele ndo pode ser considerado o mais eficiente em todo o

espago funcional (FRIEDMAN, 1694).
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5.7.1 Funcéao de ativacdo de expansao radial

Redes neurais artificiais com uma camada intermedidria composta por neurdnios
dotados de fungdes de ativacdo de expansio radial sio denominadas de redes neurais de base
radial e também sdo utilizadas como modelos de aproximacgdo. Este modelo de rede neural
também pode ser prontamente deduzido a partir de resultados da teoria de regularizacio
(POGGIO & GIROSI, 19904a).

Quando o argumento da fungfo de expansio radial é deduzido com base em uma
norma ponderada, uma funcdo de expansdo ortogonal pode ser considerada come o limite de
uma fungdo radial quando um dos eixos da hiperelipse de expansio radial tende a infinito e
todos os outros tendem a zero. Mesmo que a expansio radial se dé com base em uma norma
ponderada, como esta pondera¢do ndo € ajustavel, ndo € possivel selecionar de forma
automatica o melhor conjunto de varidveis de entrada que contribuem efetivamente para a
aproximag¢do em cada passo, ou seja, a rede neural com fungdes de ativacio de expansdo radial
nio ¢ um modelo de reduciio de dimensionalidade, sendo geralmente aplicada a problemas de
aproximacao de baixa dimensionalidade (GIROSI, 1992).

Mesmo estando fortemente susceptiveis & maldicio da dimensionalidade, é possivel
demonstrar a capacidade de aproximacao universal de redes neurais de base radial (HARTMAN
et al., 1990; PARK & SANDBERG, 1991), desenvolver métodos construtivos de aproximacao

(DINGANKAR, 1995; LEE & KIL, 1991) e obter taxas de convergéncia (DINGANKAR, 19953).
5.7.2 O uso de mais de uma camada intermediaria

O fato de terem sido estudados neste capitulo apenas modelos de redes neurais com

uma camada intermedidria merece dois comentarios adicionais:

e a restrico a uma camada intermedidria se justifica pela existéncia de propriedades de
consisténcia (capacidade de aproximacgdo universal) e pela possibilidade de estimar a taxa
de convergéncia do processo de aproximacdo em funcdo do nimero de neurdnios na
camada intermediéria. Estes resultados ndo estfo disponiveis considerando-se multiplas
camadas intermediarias;

* um modelo ndo-paramétrico de rede neural com uma camada intermedidria, que utiliza
fungdes de ativagdo suavizantes determinadas a partir do conjunto de dados de

aproximacgdo e, portanto, ndo restritas a forma sigmoidal, pode 'ser teoricamente
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representado por uma rede neural completamente equivalente com duas camadas
intermedidrias que utiliza funcdes de ativacio sigmoidal. Esta afirmacio € imediatamente
verificada observando-se que cada uma das fun¢des de ativagdo suavizantes pode ser
representada por uma rede neural com uma camada intermedidria que utilizam fungdes de
ativacio sigmoidal (VERKOODEN & DANIELS, 1994). O mesmo resultado pode ser
deduzido utilizando-se fungSes de ativagio de expansdo radial em lugar de funcdes

sigmoidais (SAHA et al., 1993).
5.7.3 Modelos multiplicativos com multiplas saidas

Conforme ji discutido no capitulo anterior por ocasido da apresentacio de modelos de
projecdio aditivos, o processo de aproximagio para modelos aditivos pode sér facilmente
adaptado para produzir modelos de projecao multiplicativos. Como as redes neurais estudadas
neste capitulo correspondem a modelos aditivos, as mesmas adaptacdes continuam a ser
vilidas. Novamente, analogias com modelos desenvolvidos com base em conceitos estatisticos,
tais como PPDS ("Projection Pursuit Density eStimation”} (FRIEDMAN ef al., 1984), MARS
("Multivariate Adaptive Regression Splines") (FRIEDMAN, 1991b) e CART ("Classification and
Regression Tree") (BREIMAN er al., 1984) podem ser exploradas. Conforme descrito por
FRIEDMAN (1991a), modelos baseados em composicio multiplicativa sdo mais eficientes na

aproximacio de mapeamentos caracterizados por complexidades locais.

116



Capitulo 6

Redes Neurais Recorrentes

Redes neurais recorrentes sio estruturas de processamento capazes de representar uma
grande variedade de comportamentos dindmicos. A presenca de realimentagiio de informacio
permite a criacdo de representacdes internas ¢ dispositivos de meméria capazes de processar e
armazenar informagdes temporais e sinais seqiienciais. Por exemplo, vérios tipos de redes
recorrentes sdo capazes de inferir gramdticas regulares a partir de exemplos (CLEEREMANS et
al., 1989; GILES et al., 1992).

Como um resultado bem conhecido da teoria de processamento de sinais, a presenca de
conexdes recorrentes ou realimentagio de informagéo em sistemas de processamento pode
conduzir a comportamentos complexos, mesmo com um ndmero reduzido de parimetros
(LJUNG, 1987; OPPENHEIM & SCHAFER, 1989). Como estruturas de processamento de sinais,
redes neurais recorrentes se assemelham a filtros ndo-lineares com resposta ao impulso infinita
{NERRAND et al., 1993).

Em contrapartida a possibilidade de representacio de comportamento dinimico de
ternpo discreto ou continuo, o processo de adaptagio e a andlise da capacidade de
processamento de informac@o presente em redes neurais recorrentes sio geralmente mais
complexos que no caso ndo-recorrente {WILLIAMS & ZIPSER, 1989b).

Este estudo se restringe ao tratamento da dindmica discreta, utilizando o operador de
atraso de tempo. Neste caso, redes neurais paramétricas parcialmente recorrentes sio
apresentadas como modelos capazes de representar dindmicas discretas nio-lineares genéricas
(VON ZUBEN & NETTO, 1994a), o processo de adaptagiio de pardmetros é desenvolvido com
base em conceitos de andlise de sensibilidade (CRUZ JR. & PERKINS, 1964), ¢ a anilise da
capacidade de processamento de informacdo € fundamentada em conceitos de teoria de

funcdes iterativas (BARNSLEY, 1988).
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6.1 Arquiteturas basicas

As redes neurais recorrentes podem ser classificadas como totalmente ou parcialmente
recorrentes. Redes totalmente recorrentes possuem todo tipo de conexio recorrente, todas
ajustaveis. Quando apenas uma parte das possiveis conexdes recorrentes € admitida, ou entéo
quando as conexdes recorrentes ndo sao ajustdveis, resultam redes parcialmente recorrentes.

Dentre as arquiteturas de redes neurais recorrentes, a rede de Elman € a mais simples
(ELMAN, 1990). Um diagrama de blocos da rede de Elman € apresentado na figura 6.1.

Observando-se a figura 6.1, pode-se constatar que a rede de Elman, além das camadas
de entrada, intermedidria e de saida, possui uma camada de contexto. Os neurdnios perten-
centes as camadas de entrada e saida interagem com o ambiente externo, enquanto que os

neurdnios das camadas intermedidria e de contexto ndo o fazem. Além disso, é possivel definir:

camada de entrada: composta por neurdnios sensoriais que recebem um sinal externo ¢ o

propagam sem altera-lo;

e camada de saida: composta por neurénios lineares cujas saidas sdo somas ponderadas de

seus respectivos sinais de entrada;

e camada intermedidria: composta por neurdnios que apresentam funcdes de ativagido

lineares ou nao-lineares, dependendo do tipo de aplicagao;
e« camada de contexto: composta por neurdnios que apenas memorizam as ativagdes dos

neurdnios da camada intermedidria, operando como atrasadores de um instante de tempo.

A intensidade de cada conexio ¢ indicada por um valor numérico denominado peso. As
conexdes ndo-recorrentes sdo ajustdveis, enguanto que as conexdes recorrentes sdo fixas,

fazendo com que a rede de Elman seja uma rede neural parcialmente recorrente.

Camada
de Saida

Camada
Intermediana

N

Camada Camada
de Contexto de Entrada
A

|

Figura 6.1 - Diagrama de blocos da rede de Elman
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Em um instante de tempo especifico 7, os sinais de ativa¢do dos neurdnios da camada
de contexto, juntamente com os sinais de ativagdo dos neurdnios sensoriais da camada de
entrada, formam o vetor de entrada para a camada intermedidria. Neste estigio de
processamento, a rede € puramente ndo-recorrente, sendo que estes sinais sio propagados de
forma a produzir o vetor de saida no instante f. Apds a propagacio dos sinais até a saida, a
ativagdo atual dos neur6nios da camada intermedidria é armazenada pelos neurénios da camada
de contexto através das conexdes recorrentes, permitindo a repeticio do ciclo de
processamento, agora para o instante #+1.

No inicio da operaciio, a ativagdo dos neurdnios da camada intermedidria ndo &
conhecida. Com isso, um procedimento usual € tomar o intervalo em que a fun¢io de ativacio
de cada um destes neurdnios assume valores e adotar como ativagido inicial o valor médio do
respectivo intervalo.

A arquitetura detalhada da rede de Elman é apresentada na figura 6.2.

Ay by L0

camada de saida

Xa{t

camada intermediaria

camada de entrada

camada de contexto Fugle) all)

Figura 6.2 - Estrutura detalhada da rede de Elman
6.1.1 Modelagem de sistemas dinamicos lineares

A rede de Elman linear mostra-se adequada para a representagiio de sistemas dindmicos
lineares invariantes no tempo (PHAM & 11U, 1992), conforme apresentado a seguir.

Analisando-se o processamento de sinais na rede da figura 6.2, pode-se concluir que:

x(t) = f(W_ x(t— 1), W_u())

(6.1)
y) =W, x(1)

onde

119




e W, e R™ W, e R"™e W, ¢ R™ sido matrizes de pesos;
* p é o namero de neurdnios nas camadas intermedidria e de contexto, m é 0 mimero de
entradas e r € o niimero de saidas;

o R R'%K" — R" é uma funcio vetorial e de argumento vetorial.

Em particular, se as funcgdes de ativacio dos neurdnios da camada intermedidria sfio

lincares, a equacio (6.1) assume a forma:

{x(r) =W_x(t-1H+W_u(r)
(6.2)

¥ = W, x(1)

Quando o vetor de entrada u(f) ¢ defasado um instante de tempo na camada de entrada,

resulta:

¥ = W, x(1) (6.3)

{x(t) =W_ x(t—-D+W_u(r-1

A equagdo (6.3) corresponde a representacdo geral de tempo discreto de sistemas
dindmicos lineares por espaco de estados, assumindo que o vetor de entrada u(f) nfio participa
diretamente na definicio do vetor de saida y(¢).

A ordem do modelo vai depender, portanto, do niimero de neurbnios na camada
intermedidria da rede de Elman. Assim, uma rede de Elman linear pode ser capaz de modelar
um sistema dindmico linear de qualquer ordem, desde que as matrizes de pesos possam ser
adequadamente ajustadas. Exemplos de simulacfio ilustrando esta propriedade sdo

apresentados por VON ZUBEN (1993).
6.1.2 Extensao para o caso nao-linear

Permitindo a defini¢do de fungdes de ativaglo ndo-lineares para os neurdnios da
camada intermedidria, a rede de Elman apresentada na figura 6.2 também pode aproximar
mapeamentos nao-lineares. Se estas func¢des de ativagio forem lineares, os resultados da secio
anterior mostram que existe uma analogia perfeita com representagdes de sistemnas dindmicos
lineares por espaco de estados. No entanto, esta analogia nao se estende ao caso ndo-linear.

Apesar da capacidade de aproximar alguns tipos de mapeamentos nio-lineares, redes
de Elman cujos neurbnios da camada intermedidria apresentam fungdes de ativagio nio-
lineares arbitrarias ndo podem ser descritas na forma geral de representacio por espago de

estados de sistemas dindmicos ndo-lineares (veja equacio (6.4) a seguir). Isto ocorre devido &

120



impossibilidade de aumentar a flexibilidade da rede de Elman pela adicio de mais neurdnios na
camada intermediaria sem aumentar simultaneamente o nimero de estados. Com isso, é sempre
possivel encontrar um sistema dindmico nao-linear cujo comportamento dindmico nio possa
ser identificado por uma rede de Elman ndo-linear de mesma ordem (KOLEN, 1994). Esta
limitagdo & compreensivel, ji que a rede de Elman representa uma das arquiteturas mais
simples de rede neural recorrente. A alternativa apresentada na proxima secio estd baseada na

desvinculagdo da flexibilidade do modelo de representacio em relacio ao nimero de estados.
6.1.3 Modelagem de sistemas dindmicos nao-lineares

Nesta secio ¢ desenvolvida uma nova arquitetura de rede recorrente capaz de realizar a
modelagem de sistemas dindmicos ndo-lineares de tempo discreto, Para tanto, é suficiente a
obtengdo de um modelo de rede neural cujo comportamento dindmico possa ser descrito na
forma geral de representagdo por espaco de estados de sistemas dinimicos ndo-lineares,
conforme apresentado por VON ZUBEN & NETTO (1994a, 1994b).

A representagiio por espago de estados mais geral de sistemas dinimicos ndo-lineares

de tempo discreto € dada por:

{x(rﬂ) = f(x(t), (D)) (6.4)

¥(0) = g(x(®),u(n)
ondeu(r) e R”, x(Ne R, y(H e R, LR >R e g R 5 R".

Expressando a equagio (6.4) na forma de um diagrama de fluxo de sinais, resulta o
esquema da figura 6.3. Em principio, os modelos de redes neurais desenvolvidos no capitulo
anterior podem entdo ser utilizados para aproximar as funcdes f e g. No entanto, conforme
apresentado por VON ZUBEN (1993), a presenca de conexdes recorrentes requer a adocio de

modificagdes com relago ao processo de aproximagio, ao menos com relacio i funcdo f.

71

x(#)

— & = ¥y
Z‘i /
u(r) |

Figura 6.3 - Representagio por espago de estados de um sistema dindmico ndo-linear
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6.2 O efeito da recorréncia no processo de adaptacao

Redes neurais nio-recorrentes podem ser interpretadas como poderosos operadores de
transformacio de representacgfio, mas ndo sdo capazes de reutilizar a informagdo transformada,
produzindo apenas mapeamentos estaticos. Esta € a razio de este tipo de rede neural encontrar
dificuldade em representar comportamento dindmico, j4 que o vetor de saida da rede neural,

denominado §(z), depende apenas do vetor de entrada definido no mesmo instante,

denominado x(7). Isto conduz a mapeamentos do tipo:
s(t) = RN(x(1).8(1)), (6.5)

onde 0(7) denota o vetor de parimetros no instante ¢, sendo de dimensdo fixa no caso de redes
neurais paramétricas e de dimensdo varidavel no caso de redes neurais ndo-paramétricas. Como
serd visto no capitulo 7, a representacdo de comportamento dindmico utilizando a estrutura da
equacdo (0.5) se dd por representagio espacial do tempo, ou seja, pela adigiio de componentes,
junto ao vetor de entrada x(f), que expressem comportamento temporal.

Por outro lado, em redes neurais recorrentes o tempe € representado pelo seu efeito
real no processamento. Assumindo apenas a existéncia de recorréncia externa, ou seja,

realimentacdo apenas da informacio de saida da rede neural, resultam modelos do tipo:

8(r) = RN, (x(1),8(t — 1),6(r)). (6.6)

rege

Com isso, por substitui¢do recursiva da equacio (6.6) nela mesma, fica claro que o vetor de
saida da rede neural depende da historia do vetor de entrada e do vetor de pardmetros.

A motivacgio para restringir a andlise ao caso de redes neurais com recorréncia externa
¢ a analogia com as redes nfo-recorrentes paramétricas com uma camada intermedidria
apresentadas no capitulo 5 (veja figura 5.2) e a constatacdio, por simples inspec¢do da figura
6.3, que recorréncias externas sdo suficientes para possibilitar a representagio de qualquer
comportamento dindmico de tempo discreto (veja também SIEGELMANN & SONTAG (1992} e
NERRAND et al. (1993)). Resulta, entdo, uma rede neural paramétrica com recorréncia externa,
apresentada na figura 6.4.

Uma conseqiiéncia pritica deste processo de realimentagao externa ¢ a maior
dificuldade de aplicac3o de métodos construtivos para redes neurais recorrentes. N&o existe,
por exemplo, uma formulag#o pratica aceitdvel para a definicdo de que tipo de estrutura ainda
ndo foi representada pelo modelo, passo fundamental para a aplicagdo do método construtivo

desenvolvido no capitulo anterior.
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Logo, métodos construtivos que conduzam a uma arquitetura dtima para redes neurais
recorrentes sO poderdo ser viabilizados a partir do momento em que for possivel avaliar a real
influéncia que a introdugio de determinado tipo de estrutura vai exercer junto ao
comportamento dindmico global do modelo, um resultado andlogo ao principio da
superposicio de efeitos.

O processo construtivo para redes neurais recorrentes apresentado por FAHLMAN
(1991) e suas generalizacGes (LEE GILES et al., 1995) ndo atendem a estas condigdes. Por
exemnplo, um problema crucial do algoritmo de LEE GILES ef al. (1995) € a auséncia da etapa
de retroajuste (veja capitulos 4 e 5). 4

Esta € a razdo de se utilizar neste estudo apenas redes neurais recorrentes paramétricas

como modelos de representagio de comportamento dindmico.
6.3 Treinamento supervisionado para redes neurais recorrentes

A disponibilidade de redes neurais recorrentes paramétricas de importincia prética esta
associada a existéncia de algoritmos de otimizagio eficientes para o ajuste de parimetros do
processo de aproximacdo resultante, denominado treinamento supervisionado.

Como o modelo de rede neural nio-recorrente paramétrica apresentado no capitulo 5
(veja figura 5.2) € um caso particular do modelo de rede neural recorrente paramétrica com
recorréncia externa (veja figura 6.4), justifica-se a iniciativa de deixar para este capitulo a
descricdo do processo de treinamento supervisionado para redes neurajs paramétricas, tanto
recorrentes como ndo-recorrentes.

Para o caso paramétrico, € possivel substituir 8(¢) por 6 nas equacdes (6.3) ¢ (6.6).
Com isso, fica claro que, ao contrdrio do modelo de rede neural nio-recorrente, o modelo de
rede neural recorrente € uma fun¢do composta em 6. Logo, a andlise variacional dos dois

modelos produz os seguintes resultados:

s rede neural ndo-recorrente: 8(1) = RN(x(1),9)
as(r) B ORN
d0 00
¢ rede neural recorrente: s(t) = RN, (x(£),8(t~1),8)

B§(I) — éR‘NreC — aR‘NreE + aRNrec aé(f— 1)
06  Jd8 06  A(-1) 9

termo adicional
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Baseado nas hipoteses levantadas no capitulo 3 com rela¢io a problemas de
aproximacdo a partir de dados amostrados da fung@o a ser aproximada, o problema de
modelagem de sistemas dindmicos de tempo discreto utilizando redes neurais recorrentes

paramétricas pode ser colocado na forma:

e Seja {(x(r),s(t))}i1 € X xR, onde X < R”, um conjunto de dados amostrados de um

sisterna  dindmico de tempo discreto a ser identificado (o capitulo 7 apresenta a
formalizac@o necessaria para se chegar a este conjunto de dados);

s Seja RN, (X(),8( 1,0 XX R xR >R o mapeamento realizado pela rede neural
recorrente, onde 8 € RY é um vetor contendo todos os P parametros da rede neural,
ordenados de forma arbitraria, mas fixa;

* Resolva o seguinte problema de otimizacao:
. e . 2
min J(8) = mgn»»iZHRNm(x(t),s(tw— 1.8)-s(0)]" . (6.7
1=

onde ||| é a norma euclidiana. Vale ressaltar que critérios de regularizacdo (especificos

para o caso paramétrico) podem ser prontamente empregados.

A solugdo do problema de otimizagfio ndo-linear (6.7) s6 pode ser obtida via processos
numéricos iterativos, Ja que solugdes analiticas ndo estdo disponiveis, principalmente devido a

natureza ndo-linear do modelo de aproximagio RN, (x(1),8(t—1),0). A idéia basica deste

rec
processo nimerico € realizar ajustes iterativos no vetor de parAmetros 6 € R” sempre em
direcdes em que a funcio objetivo J(6) decresca. Observe que J(0) define uma superficie no
espaco de pardmetros R®, ou seja, a dimensdo do espago de busca é igual ao ndmero de

parimetros a serem ajustados.

O processo iterativo obedece a uma lei de adaptacio definida na forma:
00 =9, +aid;, (6.8)
onde & é o vetor de parAmetros, o; € um escalar que define o passo de ajuste e d; € a direcio
de ajuste, todos definidos na iteracio i. Processos iterativos deste tipo vém ganhando cada vez

mais importincia pratica devido a crescente disponibilidade de recursos computacionais.

E importante distinguir dois tipos de situacdes:

» ajuste em batelada: para a i-ésima iteracio, a direciio de ajuste d; € definida com base em

todo o conjunto de dados {(x(t), S(I))}j\; ;
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* ajuste recursivo ou seqgiiencial: para a i-ésima iteracfio, a dire¢do de ajuste d; é definida

com base no dado (x(¢),s(t)}, com ¢ = i mod N.

Uma andlise das vantagens e desvantagens destes dois modos de implementacio do
ajuste iterativo, incluindo exemplos de simulacdo, é feita por VON ZUBEN (1993). Vale
salientar ainda que o método de ajuste recursivo ou seqiiencial ¢ uma forma de aproximacio
aniloga ao método de Robbins-Monro (ROBBINS & MONRO, 1951; WHITE, 1989).

Neste estudo, € sempre utilizado o ajuste em batelada, sendo gue algoritmos iterativos
para a determinacao de o, ¢ d; sdo desenvolvidos no apéndice DD, assumindo que a funcio

RN _,.(x(1),8(t — 1),0) € diferencidvel pelo menos até 2* ordem.

Os resultados apresentados no apéndice D sugerem que a solugio iterativa do problema
de otimizagdo (6.7) seja obtida pelo método do gradiente conjugado, devidamente adaptado
para tratar a otimizagdo de fungbes ndo-quadriticas. Além de estar entre os mais eficientes
métodos de otimizagio utilizando diferenciagfio, o custo computacional associado a aplicagio
do método do gradiente conjugado € mostrado ser apenas duas vezes maior que o custo
associado aos métodos de 1* ordem, comprovadamente menos eficientes. Exemplos e
comparagdes entre métodos de otimizagdo para solucdo de problemas envoivendd treinamento
de redes neurais paramétricas, restritos ao caso ndo-recorrente, podem ser encontrados em
BATTITI (1992) e VAN DER SMAGT (1994).

Um aspecto fundamental da formulagio apresentada acima € a flexibilidade de notagio,
permitindo aplicar o algoritmo, sem modificagdes, tanto para redes neurais recorrentes como
nio-recorrentes. A andlise no contexto de fungdes compostas dispensa a aplicacdo do
algoritmo de retropropagaco no tempo (WERBOS, 1990), que exige o uso do conceito de
derivada ordenada ou entdo, em uma forma aproximada, requer a criacdo de réplicas da rede

neural a cada itera¢do (MCCLELLAND & RUMELHART, 1986).
6.3.1 As propriedades da funcao objetivo

Como as aplicagdes de redes neurais paramétricas geralmente envolvem um nimero
elevado de parmetros, a fungdo objetivo (ou superficie de erro) J: R” — R, por estar definida
em um espaco de dimensio igual ao ntimero de pardmetros, é de dificil andlise. CHEN et al.
(1993) ¢ COETZEE & STONICK (1995) apresentam um estudo abrangente desta superficie de

erro, donde se destacam as seguintes propriedades bdsicas:

* sec as fungOes de ativacio forem ndo-lineares, a funcao J pode apresentar minimos locais.
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s se as funcdes de ativagdo dos neurbnios siio continuas e diferencidveis até ordem 7, entdo J
também o sera;

Como os métodos de otimizagdo de importdncia pratica se restringem ao uso de
informacdes locais a respetto da funcio J, entfo, sempre que J ndo for uma fungio convexa, a
solucdo do problema de otimizagao (6.7) pode depender da condigdo inicial 8, (LUENBERGER,
1969). Iniciativas voltadas para aumentar a probabilidade de se atingir o minimo global que
atenda inclusive a critérios de regularizacdo sio importantes para a obtencdo do melhor
modelo de rede neural. Neste sentido, € recomendada a aplicagdo do algoritmo de otimizagio

complementado pelos seguintes procedimentos:

e determinacio de melhores candidatos para condicio inicial (BABA et al, 1994);
e utilizacdo de vdrias condicdes iniciais distintas (BALAKRISHNAN & HONAVAR, 1995);

¢ utilizacio da técnica de recozimento simulado (simulated annealing) (KIRKPATRICK et al.,

1983; STYBLINSKI & TANG, 1990).
6.3.2 A geracao da informacéao de 1 e 2% ordem

Os resultados desta secdo, assim como as aplicagbes apresentadas no capitulo 7,
embora se concentrem em redes neurais com uma camada intermedidria, sdo diretamente
extensiveis a multiplas camadas intermedidrias. Além disso, os algoritmos de geracio da
informagdo de 1* e 2° ordem, a serem apresentados a seguir, sdo vilidos tanto para redes
neurais multicamadas recorrentes como nado-recorrentes, ja que a rede ndo-recorrente € um
caso particular da rede recorrente em estudo.

Considere a rede neural com uma camada intermedidria € com recorréncia externa
apresentada na figura 6.4, onde o indice 7 denota instante discreto de tempo. O vetor de

entrada desta rede neural € dado por
x(t)=[uf - u,] (6.9)
o vetor de saida por
80y =[x - 5] (6.10)

e o processamento da rede neural assume a forma:

m-tr

r+l Zw,q)’,v Z[ka ]+wmmz wy f Zw” 1+W;0+ zwﬂ o Wy, - (6.11)

=1 Fut i=rm+i

termo adicional
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Figura 6.4 - Rede neural recorrente com uma camada intermedidria

A presenca de fluxo de informagdo recorrente provocou apenas a introducio do termo
adicional indicado, responsavel direto pela representagio de comportamento dinamico.
Observe também que a rede neural da figura 6.4 tem todos os neurbnios da camada

intermedidria com a mesma fungdo de ativagdo f.

Os pardmetros wj; (j=1,...1n; i=0,.._m+r) e wy (k=1,....r; j=0,...,n) s@io arranjados em

um vetor de parametros 8 € R”, com P = n(m+r+ 1 )+r(n+1), na forma:
e — & e e 4 2] o [ [ ro- 6.12
=fWig e Wl{m+r} W wn{m+r) Wig =" Wy = Wiy W |, ( . )

sendo que a politica de ordenamento adotada pode ser arbitraria, desde que seja preservada em
toda a implementacdo. O mapeamento multidimensional realizado pela rede neural da figura
6.4 pode, entdo, ser expresso por:

$(n)= RN, (x(),8(t—1),0), (6.13)
com RNpe(-, )t XX R x RP = R, onde X < R” Observe que, como em todo sistema
0

. A . - P . e . e T
dindimico, € necessdrio definir uma condi¢#o inicial CI = [xl x?] para o processamento da

rede neural.
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6.3.2.1 O calculo do vetor gradiente via algoritmo de retropropagac¢ao dinamica

Com base no conjunto de dados {(x(t)ﬁs(t))}:\;] e na equacdo (6.13), a fungio objetivo

J(8), definida na equacio (6.7), pode ser reescrita na forma:

J@) =~ Zi]sm s 22( A (6.14)

2E
Com isso, o vetor gradiente de J(0) é dado por:
A(O) o~ (o ax,”
e X, —s8.(r \ 6.15
06 E},m( o) o8 (6.15)
onde
axt+l axm-l axwi atwl axwl ax:+l a I+l axz-H a +1 r
L
= - .. .. — — - . (6.16)
a@ aw‘)l() an'(”H“” awnO awrl(t11+r) awl(} aWln awr() a rit
Para w}&, k=1,..r, J=0,.
axr-H
+Z v ik : (6.17)
aw a=1 Il_,'
r+l
o Paraki k=1,..r ——Z Wh, =i (6.18)
u= ko
avt aV aS“ ety , "
— 0 _f ( {z) Z W{” P (619)
awkj aSu al’ Iq j=m+| a A‘j
Para w§, j=1....n, =0, an+r:
axk i ayr
= Ul £ 6.20
dws; ; ke oW’ ( )
i+t . ax.;-m '
Z W S¢ a#J
b=t awjr‘
ay( av aé , 4r axb
. < L= M EES/HES ‘ = ge a=je 0Li<m 6.21
aw;} a aw AR bgm b 8 ¢ / ( )
n+r
Xt D we, 2 = “;”’ se a=je (m+)<i<(m+r)
bz
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Fazendo as substitui¢ges, em seqiiéncia, das equagdes (6.16) a (6.21) na equacdo

aJ(8)

(6.15), resulta o vetor gradiente , avaliado exatamente. Este € conhecido algoritmo de

retropropagacao (RUMELHART er al., 1986), baseado na aplicagido sucessiva da regra da
cadeia. Por estar adaptado, no caso em estudo, para tratar fungdes de tempo discreto,
originadas a partir de redes neurais com recorréncia externa, é mais conveniente denomins-lo
algoritmo  de  retropropagacfio dinimica, seguindo a notacio de NARENDRA &
PARTHASARATHY (1990; 1991).

Note que o vetor gradiente também poderia ser obtido por algoritmos de propagacio
direta (WILLIAMS & ZIPSER, 1989a), de forma andloga aos algoritmos empregados em
filtragem adaptativa. No entanto, como demonstrado por PINEDA (1989), a retropropagagio é
menos custosa computacionalmente que a propagagio direta, sendo que os dois procedimentos

conduzem exatamente aos mesmos resultados numéricos.
6.3.2.2 O calculo do produto da matriz hessiana por um vetor

De acordo com os resultados do apéndice D, uma propriedade fundamental do método
do gradiente conjugado € a auséncia de necessidade de se determinar e armazenar a matriz
hessiana elemento a elemento (procedimentos para o cdlculo exato da matriz hessiana,
elemento a elemento, sdo apresentados por BISHOP (1992)). E suficiente determinar e
armazenar o0 produto da matriz hessiana por um vetor conhecido. Portanto, dado um vetor
arbitririo v € R”, o calculo de V3 J(0)v requer a aplicacdo do operador diferencial W,{-} a
toda operagdo realizada para obter VJ(8), pois W,{VJ(8)} = VJ(B)v (veja apéndice D). Por
conveniéncia notacional, como W.{6} = v, & possivel expressar v de forma equivalente

expressdo para © apresentada na equagdo (6.12), ou seja,
v = e e " € e o £ o £ T 6 22
=110 vi(nﬁ-r) Vg ot vn(m+r_) Vig *** Vip " Vg " Vi | - ( . )

Aplicando o operador ¥, {-} a4 equacio (6.11), resulta:

n

o W o{x, H—] Zwkiyj mZ(LP {wkj}y1+wﬁjw {}J}) Z(y&,yj+wkf‘{‘ {yf})’ (6.23)

i=0 =0

I AIAES SO EFAEA RS (6:24)
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m A
LF { } kP {zwi'uf %mio%ﬂ Zwﬂ .'um}

1=l

:i(vﬂuf +w; S, {u })—l—vm + WZH( VX, Fwi, {x, m}) (6.25)

=+t

Agora, aplicando o operador . {-} & equagdo (6.15), resulta:

e

1=} k=]
N r axr+1
-3 [ e s, 0) (x}:*i_sk(t))qlv{ ag H (6.26)
=} k=1
WA s o=t (6.27)

Para wy; , k=1,....r, j=0....n

FE ] t
¥, a‘x" =¥ |y }+ vm i W a—‘]f,} : (6.28)
a=l Wy awig'

axz-z-i n :
Para kio=1 oo (ki # ko) Wi o b= Y1 w7 a”;f +wi WP, a"o ; (6.29)
dw ow fczl ow Wi,

.'{.'}_,’ a=]

ay; A a im’n " nitr , m
‘Pv{aw,,} {f (2w } f (sarf'{a}z[ i3 5]

ki eSS f==pr1

mAr axrmi ax
it ( 1{; I3t 630
+f (Sﬂ) Z [ CH a !:;; m { aw }) ( )

i=m+i

Para wi, j=1,...n, =0, .o4r

a i“ H ) 8 i n ., a t , a i
\Pv{a::'r; }ﬁ ‘i’v{z Wi, —BZ—-(E’ }“ E [Vm avl' +wk“‘{l"{f}€%’}} (6.31)
i =| i -

i u=l Ji

A " asi |
‘Pv{aw} {fm } £l P, {s} +f( )T{a } (6.32)

Jf

it ¢ !
Sea#j ¥, a"’t =3 v, x”;" W, axbj" ; (6.33)
a b=m+| a awjl
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]
) i aS{ Hit+ axt ) axr
e Sea=je0=i<n ‘P‘,{—%— = Z Ve, et g€ b (6.34)
La 'ji [— ji i

ast Htr axt xi
. . . a 1o ! ¢ b 4 b
o Sea=je (mt])<i<(mtr) '{{{& ek REN S Y RN S, BT (6.35)
| OWy F— wy a“’ji

Fazendo as substituicOes, em seqiiéncia, das equagdes (6.23) a (6.25) e (6.27) a (6.35)

dJ(0)

na equacio (6.26), resulta o vetor ‘{“,{ %

} = V* J(8)v , avaliado exatamente.

6.4 Analise da capacidade de processamento

Ao contrdrio das redes de Hopfield (HOPFIELD, 1982) ¢ maquinas de Boltzmann
(ACKLEY et al., 1985, HERTZ et al., 1991), o importante nas redes neurais recorrentes
apresentadas acima ndo ¢ apenas o seu estado estaciondrio, mas também, e principalmente, o
seu comportamento transitério, ou seja, a fase transitéria da resposta deve ser considerada
parte da especificacdo funcional. Sendo assim, o objetivo de se utilizar uma rede neural
recorrente nio estd associado necessariamente a processos de armazenagem e restauracio de
dados, podendo envolver processos de representagio de comportamentos possivelmente ndo-
estaciondrios. Logo, a dinimica das redes neurais recorrentes empregadas neste estudo niio
resulta simplesmente de sua dindmica interna a partir de um estado inicial, mas podem estar
sujeitas & influéncia continua de dados de entrada externa.

Neste caso, conforme sugerido por KOLEN (1994), a teoria de sistemas dindmicos
indica que as redes neurats recorrentes de tempo discreto estio mais intimamente relacionadas
com sistemas de fungdes iterativas (BARNSLEY, 1988) do que com miquinas de estado finito
deterministicas (CLEEREMANS et al., 1989). Dito de outra forma, o comportamento da rede
recorrente estd governado mais por mapeamentos iterativos do que por um conjunto finito de
regras discretas.

A andlise via teoria de sistemas de fungdes iterativas permite interpretar as estratégias e
esquemas de manipulacdo de informacio inerentes as redes neurais recorrentes de tempo
discreto, fornecendo a fundamentacdo tedrica necessdria para o entendimento de suas
propriedades dindmicas. Para o caso de redes neurais recorrentes de tempo continuo, veja

FUNAHASHI & NAKAMURA {1993).
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6.5 Tipos de comportamento dinamico em uma rede recorrente

Um sistema dindmico consiste de duas partes: um estado € uma dindmica. O estado
descreve a condigdo atual do sistema na forma de um vetor de varidveis parametrizadas em
relacio ao tempo, sendo que o conjunto de estados possiveis € denominado espago de estados
do sistema. A dindmica descreve como o estado do sistema evolui no tempo, sendo que a
seqiiéncia de estados exibida por um sistema dindmico durante sua evolugdo no tempo é
denominada trajetdria no espaco de estados.

Neste estudo € assumido que a dindmica é deterministica, ou seja, para cada estado do
sistema, a dinimica especifica unicamente o préximo estado (dindmica discreta) ou entdo a
dire¢do de variacio do estado (dindmica continua). A tabela 6.1 apresenta os tipos possiveis de
sistemas dindmicos, sendo que a rede neural recorrente descrita neste capitulo corresponde a

um sisterna de funcdes iterativas.

Tabela 6.1 - Taxionomia dos sistemas dindmicos {KOLEN, 1994)

ESPACO DE ESTADOS
continuo discreto
contfnua sisterna de vidros de
DINAMICA equagdes diferenciais spin’
discreta sistema de autdmata
funcdes iterativas

6.5.1 Comportamento de regime

A necessidade de se considerar a fase transitéria da dindmica da rede neural recorrente
como parte importante de seu comportamento para efeito de aplicacdo ndo reduz a
significdncia da fase de regime. Para um dado sistema dindmico, o comportamento
caracteristico da trajetoria em regime € uma regido do espago de estados denominada atrator.
Se toda trajetdria de um sistema dindmico ndo-perturbado, pertencente a um subconjunto do
espaco de estados, converge para um atrator, diz-se que este subconjunto € a base de atragio.
Tanto para dindmica discreta como continua, existem apenas quatro tipos qualitativamente
distintos de atratores (OTT, 1993):
s ponto fixo: € um estado invariante sob a dindmica do sistema, de forma que o sistema ndo-

perturbado permanece indefinidamente neste estado uma vez que o tenha atingido;

| Vidros de spin sio modelos desenvolvidos para descrever sistemas magnéticos, sendo extensivamerte
investigados em mecinica estatistica (BINDER & YOUNG, 1986).
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s ciclo limite: € uma trajetdria fechada invariante sob a dindmica do sistema, de forma que o
sistema ndo-perturbado permanece indefinidamente nesta trajetéria uma vez que a tenha
atingido em algum de seus pontos;

e atrator quase-periddico: € um ciclo-limite com peridiocidade multipla, de tal forma que a

trajetdria nunca retorna ao mesmo ponto;
e caos: ¢ um ciclo limite aperiddico, sé podendo ocorrer se a dindimica do sistema for nio-

linear, sendo o resultado da presenca de infinitos ciclos-limite periddicos instiveis.

Pontos fixos estaveis resultam da aplicac@o repetida de um operador de contracéio, de
tal forma que, no lunite, estas operagdes reduzem subespagos do espago de estados em um
tnico ponto. Ciclos-limite resultam da aplicagio repetida de compressio e rotagdo do espaco
de estados. Caos, por sua vez, resulta da aplicacdo repetida de operacdes sucessivas de
expansio e dobra do espago de estados. A dobra € um método de reorganizagio topoldgica do
espaco de estados capaz de criar novas vizinhangas (STEWART, 1989).

Em termos de espectro de freqiiéncia, enquanto trajetérias quase-periédicas apresentam
mditiplos picos nas fregiiéncias constituintes, trajetérias cadticas apresentam bandas de
freqiiéncia com distribui¢do de energia decrescente com o inverso da fregiiéncia, o que permite
diferencid-las do ruido branco, o qual tem distribuiciio uniforme de freqiiéncia através do
espectro (BARTLETT, 1990; CASDAGLI, 1989).

De forma equivalente aos atratores, € possivel definir os repelentes, ou seja, regides do

espago de estados que repelem as trajetdrias que por |4 atravessam.
6.5.2 Sistemas de funcdes iterativas nao-contrativas

BARNSLEY (1988) propds os fundamentos da teoria de sistemas de fung@es iterativas
na forma de um método de descrigiio do comportamento limite de sistemas de transformacdes.
Estes sistemas sao responsdvels por uma série de estruturas fractais e sio definidos como um
conjunto finito de mapeamentos contrativos sobre um espago métrico. Embora o comporta-
mento limite de uma tnica transformagdo contrativa seja apenas um ponto, o conjunto de pon-
tos resultantes do comportamento limite da unido de tranformagdes pode ser muito complexo.

Restritos a arquiteturas particulares de redes neurais recorrentes (incluindo a rede de
Elman) e exigindo que os parAmetros da rede neural assumam sempre valores que garantam o
mapeamento contrativo dos sinais realimentados, resultados de convergéncia para treinamento

de redes recorrentes sao encontrados em KUAN et al. (1994).
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STARK (1991) e KOLEN (1994) estudaram a relagdo entre redes neurais recorrentes e
sistemas de funcdes iterativas contrativas, concluindo que redes neurais recorrentes genéricas
sdo sistemas de funcdes iterativas hibridos, apresentando fungdes contrativas e expansivas. A
principal diferenca estd na natureza dos atratores, pois, enquanto sistemas de fungdes iterativas
contrativas apresentam um Unico atrator em todo o espaco de estados, sistemas de funcoes
iterativas nio-contrativas podem apresentar nimero e variedade ilimitados de atratores. Por
exemplo, a possibilidade de existirem multiplas bases de atragdo cria condigbes para a
implementacdo de memédrias endere¢dveis por conteido, como no caso da rede de Hopfield
(HOPFIELD, 1982).

Talvez o resultado mais expressivo associado a redes neurais recorrentes tenha sido
obtido por SIEGELMANN & SONTAG (1992) (veja também KOLEN, 1994), demonstrando que
redes neurais recorrentes apresentam capacidade de computacfio universal, sendo totalmente
equivalentes a urna maquina de Turing (TURING, 1936).

Motivado pelos resultados de KOLEN & POLLACK (1991), & possivel afirmar que o
proprio processo iterativo de ajuste de parmetros, seja para redes neurais recorrentes como
ndo-recorrentes (veja equacio (6.8)), €, por si sO, um sistema de funcdes iterativas hibrido que

pode apresentar comportamentos dindmicos muito complexos.

6.5.3 Propriedades de estabilidade

A determinacdo de propriedades de estabilidade para sistemas dindmicos lineares ¢ uma
tarefa simples, existindo vasta bibliografia associada ao tema (ASTROM & WITTENMARK, 1990;
CHEN, 1984; KAILATH, 1980). Por outro lado, o mesmo ndo pode ser dito com relagdo ao caso
nio-linear, que engloba também os sistemas dindmicos representados pelas redes neuras
recorrentes descritas neste capitulo. VIDYASAGAR (1993) apresenta um tratamento geral de
estabilidade para o caso de sistemas dindmicos ndo-lineares, evidenciando as principais

caracterisitcas responsaveis pela dificuldade de andlise:

e o sistema é estidvel para alguns tipos de entradas e instdvel para outros tipos;

e g estabilidade é geralmente uma propriedade local, ou seja, pequenas perturbagdes podem
nio ser capazes de retirar o sistema de uma regifio de estacionariedade, enquanto que
grandes perturbagdes geralmente conduzem o sistema para fora da regido de
estacionariedade;

e o sistemna pode ter varios pontos de estacionariedade, que podem ser estdveis ou instaveis.
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Capitulo 7

Aplicacoes de Redes Neurais

Este capitulo apresenta resultados referentes & aplicacdo dos modelos de redes neurais
desenvolvidos nos capitulos anteriores a problemas de aproximagdo de fungdes, classificacdo
de padrbes, identificaciio de sistemas dinmicos, previsdo de séries temporais e controle de
processos. Em todos os casos, os modelos sao obtidos pela aphicacdo de métodos de
treinamento supervisionado, a partir de um conjunto de dados de treinamento ¢ teste.

A utilizacao de redes neurais ndo-recorrentes envolve os casos paramétrico e nfio-
paramétrico, enquanto que apenas redes neurais recorrentes paramétricas sio empregadas. Os
problemas propostos a seguir exigem solucgdes dotadas invariavelmente de estruturas nfo-
lineares. Isto ndo significa, no entanto, que redes neurais puramente lineares ndo tenham
importancia pratica, ji que estas vém sendo empregadas com sucesso em intmeras aplicagdes
(BALDI & HORNIK, 1995).

Apesar de alguns exemplos de simulagao serem incluidos, o objetivo principal deste
capitulo € sugerir uma formulacdo adequada para cada tipo de problema, de modo a

possibilitar a aplicacfo direta dos resultados obtidos em capitulos anteriores.
7.1 Aproximacao de funcoes

Problemas de aproximacio de fun¢des utilizando modelos de aproximacio baseados em
redes neurais paramétricas € ndo-paramétricas sujeitas a trelnamento supervisionado ndo
requerem aqui nenhum tipo de formulacao especial, pois foram alvo de intenso estudo em
praticamente todos os capitulos anteriores. Justifica-se, portanto, a passagem direta para a
apresentagdo de resultados de simulagio.

Os resultados a seguir se referem apenas a métodos de aproximacao de fungdes, sendo
que métodos de aproximacdo simultinea de uma funcdo e suas derivadas podem ser

encontrados em CARDALIAGUET & EUVRARD (1992) e GALLANT & WHITE (1992).
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7.1.1 Comparacao entre modelos paraméiricos e nao-paramétricos

O processo de aproximacdo utilizando as redes neurais parameétricas e ndo-paramétricas
descritas no capitulo 5 foi testado em cinco problemas de aproximacido com duas varidveis
independentes (m=2) ¢ uma variavel de saida (r= 1), dimensdes apropriadas para
apresentacdo de resultados graficos. Estes exemplos foram também utilizados por HWANG et
al. (1994) para comparar métodos utilizando redes neurais paramétricas e 0 método de busca
de projecio em sua forma original (veja secdo 5.3.3), sem explorar as propriedades
geométricas advindas do estudo da condigéo de solvabilidade e também a escolha criteriosa da
diregdio inicial de busca (veja secdo 5.3.5). Cada exemplo considera para o problema de
aproximacio uma das cinco fungdes ndo-lineares g 10017 — R, K=1,....5, apresentadas a

seguir e ilustradas graficamente na figura 7.1.

1) fungdo de interacio simples: g'"(x,x,)=10,391-[(x, ~0,4)-(x, —0,6)+0,36];

2) funcfio radial: g® (x,,x,)=24,234-[r*(0.75- )], com r* = (x, - 0.5)* +(x, —0.5)*;

3) funglio harménica: ¢ (x;,x,) =42.659[0,1+ %, (0.05+ %, — 1057 %] +5%;)], com

Xijg = Xi72 — 0,53

4y funcdo aditiva:

g (xy,2,) = 13356 [LS(1— x) + " sen (3, ~0.6)° )+ e+ sen(dn(x, — 0,97 )];

5) funcdo de interacdo complicada:

g% (e 2) = 19-[135+¢ " sen(13(x, ~0,6)* )-sen(7x,)].

As funcoes gK(X) = g"(x1,x2) (K=1,...,5) sdo assumidas desconhecidas, sendo possivel
apenas obter amostras do valor de cada funcdo para vetores de entrada x = [x, JCQ]T definidos
de forma a explorar adequadamente o espaco de aproximacio. Seguindé 0 mMesmo
procedimento adotado por HWANG er al. (1994), para produzir um conjunto de dados de
treinamento de dimensdo N, =225, foram gerados vetores de entrada x; =[xy sz]T

{I=1,...,225) com base em uma distribuicdo uniforme de valores aleatdrios no intervalo [0,1].
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Figura 7.1 - Funcdes a serem aproximadas

A matriz de varidveis de entrada X € R ¢ a mesma para os cinco exemplos, mas as
amostras de cada funcdo avaliada em x; = {x, ng}T (=1....,225) podem ou ndo estar sujeitas a
ruido de média zero e varidncia fixa. O nivel de aproximagcio € avaliado através da comparacio
dos valores preditos pelo modelo g com os valores de um conjunto de dados de entrada-saida
para teste (independente dos dados para treinamento), com dimensio N, = 10000. A

comparagdo € baseada na fragio de varifncia nzo-explicada (FVNE) dada por:

N, 2
of a{K) (K}
Zi:] (8 (xypax9) — 8 7 (x5 %y ))

FVNE, = , K=1,...,5, (7.1
Nie —_— 2’
Zg:l (g(x) (X1 %91} — 8 Uﬂ)
onde
K 1 Nre
g( ) :_'Zg(m(xu,xgz) . (7.2)
Nre =1
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A fracao de varidncia ndo-exphicada € um critério de avaliag@o do nivel de aproximagio

que também foi utilizado por FRIEDMAN & STUETZLE (1981), ROOSEN & HASTIE (1994) ¢

HWANG er al. (1994). Este critério fornece uma avaliagdo do erro quadritico médio

normalizado por uma estimativa da varidncia da funcio a ser aproximada.

Para cada um dos cinco exemplos, foram tomados seis tipos de modelos de

aproximacgio g

. R* 5 R, todos passiveis de representacio na forma de uma rede neural

com uma camada intermedidria (veja figura 5.2, capitulo 5) e descritos na forma:

1) RP5:

2) RP15:

3) RNPPI:

4) RNPP2:

5) RNPP3:

63 RNPNP:

rede neural paramétrica com uma camada intermediaria de 5 neurdnios com
funcoes de ativacido idénticas fi() = f{-) = tanh(-) (j=1,...,5) e pardmetros ajustados
via método do gradiente conjugado, descrito no apéndice D;

rede neural paramétrica com uma camada intermedidria de 15 neurdnios com
funcdes de ativagdo idénticas fi(-) =f(-) =tanh(-) (j=I1....,15) e parAmetros
ajustados via método do gradiente conjugado, descrito no apéndice D;

rede neural ndo-paramétrica submetida ao algoritmo de aproximacdo construtivo
apresentado na se¢io 5.3.5 (capitulo 5), mas com funcdes de ativacdo paramétricas
idénticas e definidas previamente, tais que fi{-) = f{-} = tanh(") (j=1....);

rede neural ndo-paramétrica submetida ao algoritmo de aproximagdo construtivo
apresentado na sec¢do 5.3.3 (capitulo 5), com fungdes de ativagfio paramétricas na
forma de expansdo ortonormal truncada, utilizando fungdes de Hermite como
fungdes bdsicas, conforme descrito na secdo 2.8 (capitulo 2) e secdo 4.5.1
(capitulo 4). A ordem miaxima das funcoes de Hermite utilizadas é P = 9, seguindo

o procedimento adotado por HWANG et al. (1994);

rede neural ndo-paramétrica submetida ao algoritmo de aproximagdo construtivo
apresentado na secdo 5.3.5 (capitulo 5), com fungdes de ativagdo paramétricas na
forma de expansdo ortonormal truncada, utilizando funcdes de Hermite como
funcOes basicas, conforme descrito na secdo 2.8 (capitulo 2) e secdo 4.5.1

(capitulo 4). A ordem maxtma das funcdes de Hermite utilizadas é P =9;

rede neural ndo-paramétrica submetida ao algoritmo de aproximacgido construtivo
apresentado na se¢do 5.3.5 (capitulo 5), com func¢des de ativaciio ndo-paramétricas
na forma de splines polinomiais suavizantes, conforme descrito na se¢do 2.5.4

(capitulo 2) e secdo 4.5.2 (capitulo 4).
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Os resultados de simulacio obtidos s@o apresentados nas tabelas 7.1 e 7.2, onde n
representa o numero de neurbnios na camada intermedidria ¢ o ruido no processo de
amostragem associado aos dados presentes na tabela 7.2 € 0,25¢, com £ uma varidvel aleatéria
de distribuicdo normal, média zero e varidncia unitdria. Detalhes a respeito da implementagio
computacional podem ser encontrados em VON ZUBEN & NETTO (1996), tendo sido utilizado o
ambiente de simulagdo computacional MATLAB® (MATLAB, 1992). Os dados referentes ao
modelo RNPP2 foram extraidos de HWANG et al. (1994).

Tabela 7.1 - Desempenho dos modelos de aproximagiio para processo de amostragem sem ruido

g( 1) g(E) g(3) g{4) g(S}
) FVNE ) FVNE n FVNE n FVNE 7 FVNE
RP5 5 0,00008 | 5 | 0,01921 5 | 0,48603 0,03593 §{ 5 | 0,18221
RP13 15| 0,00001 | 151 0,00938 | 15| 0,05771 | 15| 0,00169 | 15| 0,03223
RNPP1 §{ 15 | 0,02175 | 15} 0,07448 | 15 0,22898 | 15| 0,11239 t 15| 0,24627
RNPP2 | 3 | 0,00000 | 3 | 0,00860 | 5 | 0,00001 | 3 | 0,00076 | 5 | 0,01531
RNPP3 | 2 | 0,00000 | 3 | 0,00000 | 5 | 0,00002 { 3 | 0,00060 | 5 | 0,01102
RNPNP{ 2 1 000000 ¢ 3 | 0,00262 | 5 | 0,00259 | 2 | 0.00027 | 5 | 0,00745

Tabela 7.2 - Desempenho dos modelos de aproximagio para processo de amostragem com ruido

g g? @ P P
FVNE n FVNE n FVNE n FVNE n FVNE
RPS 51000798 | 5 { 001970 | 5 | 0,48891 | 5 | 0,04252 | 5 | 0,23827
RPIS 1 15| 0,00245 | 15| 0,01160 | 15| 0,07954 | 15| 0,01025 | 15| 0,08124
RNPPL | |51 0,03138 | 15| 0,14789 | 15| 046982 | 15| 0,12972 | 15} 0,21670
RNPP2 {3 | 0,00767 | 3 | 0,03072 | 5 | 0,01045 | 3 | 0,01841 | 5 | 0,04273
RNPP3 | 2 | (00384 | 3 | 0,00356 { 5 | 0,00723 | 2 | 001544 | 5 | 0,02439
RNPNP T 2 | 0,00341 | 3 | 0,01566 | 5 | 0,02581 | 2 | 0,00538 | 5 | 0,03194

Alguns resultados tedricos discutidos em capitulos anteriores podem ser constatados
por simples inspecio dos dados de simulagio apresentados nas tabelas 7.1 e 7.2., dentre os

quais € possivel destacar:

e os modelos RP5, RP15 e RNPP1 sio aqueles que t8m a tangente hiperbdlica como funcio

de ativacdo. Os resultados para o modelo RNPP1, quando comparado com os modelos
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RP5 e RP15, mostram que a tangente hiperbdlica nido apresenta flexibilidade suficiente para
permitir a aproximacio neurdnio-a-neurdnio (modelo RNPP1), jd que o ajuste de todos os
neurdnios simultaneamente produz resultados melhores em todos os exemplos, pelo menos
para o modelo RP15;

comparando-se os modelos RP5, RP15 e RNPP1 (fungdes de ativagdo previamente
definidas) com os modelos RNPP2, RNPP3 ¢ RNPNP (funcdes de ativagio definidas a
partir dos dados de aproximagcdo disponiveis), verifica-se que a fixagdo prévia da funcio de
ativagio acaba por exigir um namero bem superior de neurdnios para obter niveis de
aproximacao equivalentes, conduzindo a um custo computacional bem maior;

a diferenca bdasica entre os modelos RINPP2 e RNPP3 estd no fato de o algoritmo da secio
5.3.5 (VON ZUBEN & NETTO, 1995a; 1995¢), aplicado ao modelo RNPP3, ser mais
eficiente que o algoritmo da secdo 5.3.3 (HWANG er al., 1994), aplicado ao modelo
RNPP2. Além de utilizar indices de proje¢ao para definir as diregdes de proje¢io iniciais, o
algoritmo de VON ZUBEN & NETTO {1995a; 1995c) realiza uma iteracdo em dois grupos de
varidveis e calcula exatamente o terceiro grupo, contra iteracao em trés grupos de variaveis
no algoritmo de HWANG et al. (1994). Com isso, o algoritmo de VON ZUBEN & NETTO
(1995a; 1995c¢) vai fornecer uma solugiio mais precisa (por avaliar exatamente o terceiro
grupo de varidveis) e exigindo um ndmero inferior de iteracdes e de cdlculos
computacionais por iteragio;

comparando-se 0 modelo com fungdo de ativagdo paramétrica (RNPP3) e o modelo com
funcéo de ativaciio ndo-paramétrica (RNPNP), ambos submetidos a0 mesmo algoritmo de
aproximacgdo construtivo e apresentando os melhores desempenhos dentre todos os
modelos, € possivel concluir que RNPNP pode fornecer solugdes melhores (veja o caso da
funcdo g'*) ou piores (veja o caso das fungdes g% ¢ g”") que 0 modelo RNPP3. Como, por
defini¢fio, 0o modelo RNPNP ¢ mais flexivel que o modelo RNPP3, ele sempre tende a
produzir uma melhor solugdo, desde que o numero ¢ a distribuicdo de amostras seja
compativel com o nivel de suavidade da funcdo a ser aproximada. Com isso, nos casos em
que o desempenho do modelo RNPNP ¢é inferior aquele produzido pelo modelo RNPP3,
conclui-se que o procedimento de amostragem utilizado ndo foi adequado. De fato,
aumentando-se 0 nimero de amostras com a manutencdo da mesma densidade de
distribuicdo dos pontos, RNPNP ¢ capaz de superar RNPP3 em todos os exemplos (VON
ZUBEN & NETTO, 1996).
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Outro aspecto importante € a limitagio de poder de aproximacdo apresentada por
expansdo ortonormal truncada (modelo RNPP3) quando comparada com aproximagdo
polinomial por partes via splines suavizantes (modelo RNPNP). Considerando os exemplos de
simulacdo apresentados, estas limitagSes ndo devem ter sido evidenciadas, principalmente pela
baixa dimensionalidade dos dados e pela simplicidade da tarefa de aproximacio, nunca
exigindo mais que cinco neurdnios na camada intermedidria para fornecer solucdes adequadas
utilizando-se estes dois modelos. Além disso, procedimentos de validagdo cruzada podem ser
diretamente incorporados ao modelo RNPNP, conforme discutido no capitulo 4 e também em
BATES er al. (1987), POPE & GADH (1988) e ROOSEN & HASTIE (1994). Ou seja, a suavidade
do modelo RNPNP € definida automaticamente e continuamente a partir dos dados via
valida¢do cruzada, enquanto que o modelo RNPP3 (e também o RNPP2) s6 admite ajuste,
também via validacdo cruzada, no nimero P de fungGes bisicas a serem utilizadas, um

parametro que assume valores inteiros, portanto discretos.
7.1.2 Analise do método de aproximacao por busca de projecio

Para ilustrar a forma como o método de aproximacio por busca de projecdo realiza a
aproximagio de fungdes, considere o problema de aproximacio da funcdo ¢* utilizando o
modelo RNPP3, cujo desempenho € apresentado na tabela 7.1. As dire¢des de projegdo
escolhidas para cada um dos neurbnios da camada intermedidria, as respectivas funcdes de
ativagio ¢ a expansdo ortogonal de quatro das fungdes de ativacio sio apresentadas

respectivamente nas figuras 7.2, 7.3 e 7.4.

Xy

Figura 7.2 - As direg¢des de proje¢iio escolhidas
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Figura 7.3 - As functes de ativag@o dos neurdnios da camada intermedidria

Figura 7.4 - A expansao ortogonal de quatro das fungtes de ativagdo obtidas
7.1.3 Aproximacao de funcoes com multiplas saidas

A flexibilidade associada & possibilidade de escolha da melhor fungdo de ativacio para
cada neurdnio a partir dos dados de aproximagiio é fundamental para o bom desempenho do
método de aproximagdo construtivo, principalmente quando aplicado a problemas envolvendo
multiplas saidas. A seguir, os resultados de BARMANN & BIEGLER-KONIG (1992), utilizando
um modelo RNPP4, equivalente ao modelo RNPP1, mas com iteragdo em trés grupos de
varidveis e com definicio aleatéria das direcdes de projecdo iniciais, sdo comparados com o

RNPP3 em um problema de aproximagdo com g: R®* — R°, na forma:
0,25(}:@2 + XXyt XgXg x7x8)

s=g(x), com g=]0,125(x, +x, + X5+ X4+ X5+ X5 + X+ Xg )| (7.3)

[1 - 0,25(x§x2 +X3X, + XsXg + X7 Xg )}Uz
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Para o nivel de aproximacio fixado por BARMANN & BIEGLER-KONIG (1992), foram
necessdrios n = 12 neurdnios na camada intermedidria para o modelo RNPP4, n = 10 para o

RNPP! e n = 3 para RNPP3.
7.1.4 Robustez a dados nao-informativos

Como discutido no capitulo 3 por ocasido da apresentacdo de problemas de
aproximacgdo regularizados (veja também GIROSI ef al. (1995)), nem todas as varidveis de
entrada participam na definicio do mapeamento de entrada-saida a ser aproximado. Neste
caso, o método de aproximacdo por busca de projeciio deve ser capaz de detectar varidveis
ndo-informativas, posicionando as direcdes de projecio em espacos ortogonais aos eixos de
coordenadas associados a estas varidveis.

Como um exemplo de simulacfio, a fungdo de aproximacio
g(xy,x,,%5) = sen{x, +3x,) (7.4)
¢ assumida desconhecida e um conjunto de dados de aproximagao é gerado na forﬁla:
5= g(XinXonxay) + 08, I=1,...,100, (7.9

com xy (i=1,....3; I=1,...,100) varidveis aleatdrias com distribuicdo uniforme no intervalo [-m, 7]
e € uma varidvel aleatéria de distribui¢io normal, média zero e variincia unitdria,
Utilizando o modelo de aproximagio RNPNP, foram produzindos os resultados de

simulaciio apresentados na tabela 7.3.

Tabela 7.3 - Desempenho do modelo RNPNP para processo de amostragem com e sem ruido

n FVNE v (direcdo de projecdo)
8 = 0 (sem ruido) 1 0,00003 (0,316 0,949 0,000]"
6 = 0,05 (com ruido) 1 0,00048 [-0,317 —0,948 —0,000]"

Sem ruido ou mesme com rufdo no processo de amostragem, o método de
aproximag¢@o por busca de projecdo foi capaz de definir automaticamente um direcio de
projeciio ortogonal 2o eixo de coordenadas de x;, restando ajustar a linica fungio de ativagdo

utilizada (splines suavizantes) no sentido de aproximar a funco seno.
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7.2 Classificacao de padroes

A relacfio existente entre um problema de aproximacgédo de fun¢des € um problema de
classificacdo de padrdes jd foi discutida anteriormente, sendo que o primeiro € considerado um
mapeamento de um espago continuo para um outro espago continuo, enquanto que o segundo
pode ser visto como um mapeamento de um espago continuo para um espago discreto. Com
isso, todo problema de classificagdo de padrBes pode ser representado na forma de uma
composi¢do de um problema de aproximagao de fungdes com um mapeamento elementar de
um espago continuo para um espago discreto.

Assuma que todo padrio definido no espaco R” pertenga a uma dentre r classes. Neste

caso, o problema de classificacio pode ser definido na forma:

s dado o valor de y associado a um determinado padrao de entrada, defina um mapeamento
elementar /1 que associe y a classe a qual pertence o padrio de entrada;
¢ uma vez definido o mapeamento elementar £, encontre uma funcdo g tal que a composigao

goh associe o padriio & sua respectiva classe, conforme ilustrado na figura 7.5.

padrio y classe
— & h

Figura 7.5 - O problema de classificacdo de padroes

Por exemplo, considere o problema de classificacio de padrdes pertencentes ao R* em
uma de duas classes, denominadas A e B, conforme apresentado na figura 7.6. A fungdo f
desconhecida representa a fronteira que delimita as classes, de forma gue todo ponto (x,x;)
"abaixo" de f pertence & classe A e "acima" de f pertence a classe B. Dependendo do caso,
pontos exatamente na fronteira podem ser atribuidos a nenhuma das classes, a ambas ou a

apenas umna delas.

A2
B J

A

X

Figura 7.6 - Problema de classificacio de padrdes (x,.x;) nas classes A ou B
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Este problema de classificagdo de padrdes pode ser resolvido conforme indicado na
figura 7.7. Uma vez definido o mapeamento elementar A, resulta um problema de aproximagio
de uma funcao g tal que:

<0 se x, < f(x))
8(x1,x,) <=0 se x, = f(x)) (7.6)
>0 se x, > f(x))

Redes neurais nao-paramétricas podem, entdo, ser utilizadas na geragcdo do modelo de
aproximagdo g€ a partir de um conjunto de dados de aproximagfio. Uma comparago entre

redes neurais artificiais e outros métodos aplicados a classificacdo de padrdes € apresentada

por RIPLEY (1994).

.....................

th :

§ <07 A
X]—> v i gE
F2—> ¢ — >07

B

Figura 7.7 - Problema de classificago de padrdes {x;,x,) nas classes A ou B

7.3 ldentificacao de sistemas dinadmicos de tempo discreto

A teoria de identificacdo de sistemas engloba o estudo de modelos de aproximagio
para sistemas dinfmicos a partir de dados amostrados. A escolha da estrutura do modelo de
aproximacio ¢ guiada por conhecimentos preliminares acerca do sistema que gerou os dados,
conduzindo, por exemplo, a uma classe de modelos paramétricos. Na auséncia de
conhecimento preliminar, modelos ndo-paramétricos sdo geralmente empregados.

E sabido que, em aplicagdes préticas, é impossivel obter um modelo capaz de descrever
o sistema exatamente (SIOBERG, 1995). O que se busca, na verdade, € obter a melhor
aproximagdo do sistema real, baseada em algum critério. Apesar de quase nunca corresponder
a melhor aproximagdo, é comum assumir que o sistema a ser identificado € linear, viabilizando
a aplicagdo de resultados bem sedimentados e abrangentes da teoria de sisternas lineares.

Em muitos casos, no entanto, existe a necessidade de se utilizar modelos ndo-lineares
(paramétricos ou ndo), tornando a tarefa de identificagdo muito mais complexa, ja que a maior
parte dos resultados validos para o caso linear ndo mats se aplicam (VIDYASAGAR, 1993). Uma

razdo para a maior complexidade associada ao uso de modelos de aproximacio ndo-lineares €
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a existéncia de um numero infinitamente maior de alternativas para a estrutura do modelo, ji
que modelos ndo-lineares correspondem a todos os modelos que ndo sdo lineares, ou seja, a
nao-linearidade pode se manifestar de indmeras formas. |

Com 1sso, modelos de aproximacdo n3o-lineares precisam ser mais flexiveis, o que
requer um nitmero maior de pardmetros que o caso linear, de forma que classes abrangentes de
ndo-linearidades possam ser adequadamente representadas. Redes neurais artificiais como
modelos paramétricos e ndo-paramétricos submetidos a técnicas de regularizacfio, conforme
descrito em capitulos anteriores, representam alternativas mais flexiveis e confidveis quando
comparadas a modelos baseados na definicdo arbitrdria de estruturas paramétricas com ndo-
linearidades previamente defimidas. BILLINGS (1980) apresenta uma coletdnea de modelos de
identificac@o deste ultimo tipo, enquanto que NARENDRA & PARTHASARATHY (1990) ¢ CHEN
& BILLINGS (1992) descrevem alguns modelos de identificacdo utilizando redes neurais
artificiais.

A discussio acima € viélida tanto para sistemas dinfmicos de tempo continuo como de
tempo discreto, mas em fungiio do tipo de modelos de redes neurais a serem utilizados, os

resultados a seguir envolvem apenas sistemas dindmicos de tempo discreto.
7.3.1 O processo de identificacao

A partir de dados de entrada externa, u(r) € RY, e saida, y(r) € R’, amostrados de um

sistema dindmico de tempo discreto #2 na forma:
y(O) =ha'y" Y+ w(n), (1.7)
com y(0) dado e r um inteiro positivo, é possivel compor os seguintes conjuntos de dados

u’ = {u(h),u(2),....u(r)}
Y ={y(1,y2),....¥y(0)}

sendo que o ruido aditivo v(z) indica que a saida niio vai ser exatamente uma fun¢io dos dados
passados.

O processo de identificaciio associado ao sistema dindmico da equacio (7.7) pode
seguir os mesmos procedimentos desenvolvidos em capitulos anteriores para o caso de
aproximacdo de fungdes a partir de dados amostrados, desde que k seja tomada como uma
funcio multivaridvel. Para tanto, as seguintes hipdteses devem ser consideradas (SIOBERG,

1895):
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¢ a identificacdo de sistemas ndo-lineares pode ser vista como uma concatenagao entre um
pré-processamento dos dados amostrados, gerando um novo espaco de entrada, e um
mapeamento nao-linear do novo espago de entrada para o espaco de saida. A escolha do
pré-processamertto ¢ a aproximacio do mapeamento ndo-linear de entrada-saida podem ser
tratadas de forma independente (modelos de entrada-saida) ou conjunta (modelos por
espago de estados).

e O novo vetor de entrada x(¢) € R”, resultante do pré-processamento do vetor de entrada
original, é uma func¢io de entradas externas defasadas no tempo, u’’, de saidas defasadas
no tempo, ¥, € de ruidos aleatérios expressando os residuos do processo de identificacdo,

e, na forma:
x(1) = p(u,y' ). (7.8)
Com isso, o sistema dindmico da equacio (7.7) pode ser reescrito como segue:
¥() = g(x(£)) + v(1). (7.9)

SIOBERG (1995) apresenta estratégias de determinacio do vetor de entrada x(¢f), dado
pela equagdo (7.8), utilizando procedimentos originalmente desenvolvidas para o caso linear,
suplementados por técnicas de validacio (veja também LIUNG (1987) e SIGBERG et al. (1995)).
Uma vez determinado x(f), resulta um problema de aproximagfo de uma funcio multivaridvel
g: R™ — R a partir de dados amostrados {x(r),y(r)}fil . Este ¢ um problema de identifica¢do
de sisternas com formulacio bastante apropriada para aplicacdo dos modelos de redes neurais
apresentados nos capitulos 5 e 6 (veja também LEVIN & NARENDRA (1993)).

Sempre que o vetor de entrada x(¢) considerar informagdes realimentadas do proprio
modelo de identificagdo (por exemplo, estimativas do vetor de saida y(¢) fornecidas pelo
modelo de identificagio sdo geralmente empregadas na definicdo dos residuos do processo de
identificacdo), uma rede neural recorrente deve ser utilizada como modelo de identificagdo.
Caso contririo, o modelo de identificaciio pode ser adequadamente representado por uma rede

neural ndo-recorrente. Como de habito, o modelo de identificagiio é uma funciio g: R" — R".
7.3.2 Aplicacoes do modelo de identificacao
Existem quatro aplicagdes bdsicas para os modelos de identificacdo g: R™ — K"

e utilizacdio em tarefas de predigdo ou simulagéo;
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e auxilio no desenvolvimento de controladores para sistemas dindmicos (método de controle
indireto);

s participacdo na composicio de um controlador adaptativo para o sistema dinidmico
{controle adaptativo direto);

e utilizacdo em avaliacio de desempenho e diagndstico de comportamento anormal do

sistema dinimico.

Muitas aplicagdes de engenharia requerem a solucdo de problemas de controle e
otimizacdo que dependem fundamentalmente da obtencio de solugbes inversas para sistemas
nao-lineares, ou seja, identificacdo da dinimica inversa. Ao contririo do caso linear, para o
qual existemm métodos padrdes para solucdo de mapeamentos inversos, tais como inversio e
pseudo-inversdo de matrizes (RAO & MITRA, 1971), ndo existe um método geral ¢
padronizado de soluclio de problemas de identificacdo da dindmica ndo-linear inversa. Neste
caso, por motivos ji abordados anteriormente, o modelo de identificacio ¢ pode ser
prontamente aplicado a processos de identificacio de dindmica inversa (BARTO, 1[990;

HEERMANN, 1992),
7.3.3 Comparacao entre modelos de entrada-saida e por espaco de estados

No caso de modelos de entrada-saida, a escolha do conjunto de informacdes
disponiveis até o instante 7-1, que vai estar representado no vetor de entrada x(r) dado pela
equacio (7.8), ndo é uma tarefa simples, tendo influéncia direta no desempenho do processo de
identificacdo de g. Esta influéncia pode ser determinada com base na comparagdo entre a

identificacfo utilizando modelos lineares e ndo-lineares:

e utilizando-se modelos lineares de identificagdo, cada componente adicional do vetor de
entrada x(7) implica mais um pardmetro, ou conjunto de pardmetros, a ser estimado. Esta
interpretacdo também ¢ vdlida no caso de modelos nio-lineares, com o agravante de que
um componente adicional em X(f) representa uma dimensio a mais no espaco de entrada

R” a ser mapeado no espago de saida R pelo modelo de identificacio g ;

Os elementos do vetor de entrada x(r) sfo funcOes dos elementos dos seguintes

conjuntos:
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u’: valores do vetor de entrada externa até o instante ¢ (também denominadas varidveis
exdgenas);
y': valores do vetor de saida até o instante 7, medidos do sistema a ser identificado;

y': valores preditos do vetor de saida até o instante f, fornecidos pelo modelo de

identificagdo g,

O tipo de modelo de identificagdo estd associado a escolha dos conjuntos que vio

auxiliar na defini¢do dos elementos de x(¢), produzindo:

Modelo nio-linear de resposta ao impulso finita (NFIR)

utiliza apenas elementos do conjunto 1;

tem a vantagem de produzir um modelo sempre estivel;

pelo fato de assumir que a dindmica do sistema depende apenas de entradas extemas
passadas, tem a desvantagem de requerer uma dimensdo elevada para o vetor de entrada
x(¢) no caso de dindmicas com resposta lenta. Ou seja, se 0 tempo maximo de resposta a
qualguer mudanga na entrada externa € T e o periodo de amostragem € d, entdo a dimensdo

de x deve ser da ordem de 7/8, que pode ser um valor elevado (SIOBERG et al., 1995).

Modelo nao-linear autoresressivo com entrada externa (INARX)

-

utiliza elementos dos conjuntos 1 € 2;

gualquer sistema ndo-linear genérico pode ser identificado arbitrariamente bem utilizando
um modelo NARX (LEVIN & NARENDRA, 1995; SJIOBERG, 1995);

quando comparado com o modelo NFIR, tem a vantagem de admitir representagdes mais
adequadas para dindmicas com resposta lenta (SJIOBERG et al., 1995);

€ mais flexivel no tratamento do processo de modelagem do ruido (LIUNG, 1987; SIOBERG,
1995), apesar de ndo existir um modelo especifico para o ruido, o qual é modelado
juntamente com a dinimica do sistema. Com isso, modelos NARX geralmente requerem
dimensdes elevadas para o vetor de entrada x(f) como condic@o necessaria para uma boa
identificagfo das propriedades do ruido (SJOBERG, [995);

na impossibilidade de se gerar os elementos do conjunto 2, estes podem ser aproximados
pelas correspondentes estimativas presentes no conjunto 3. No entanto, a substitui¢io por
valores preditos em lugar dos efetivamente produzidos pelo sistema pode conduzir a

modelos instdveis, incapazes de filtrar o erro de estimacio (SIOBERG et al., 1995);
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Modelo ndo-linear de erro de saida (NOE)Y:

e utiliza elementos dos conjuntos | e 3;
e tem a vantagem de dispensar a identificagdo das propriedades do ruido, pois esta etapa
passa a estar inerentemente associada a identificac@io do sistema dindmico;

» tem a desvantagem de requerer processos de ajuste de parmetros mais complexos, pois
estes devem considerar também o efeito da recorréncia (realimentagio da informacio de

saida.

Modelo ndo-linear autoregressivo, de média mével e com entrada externa (NARMAX):

+ utiliza elementos dos conjuntos 1, 2 e 3;
e tem a vantagem de permitir uma maior flexibilidade no processo de modelagem do ruido, o
qual pode ser estimado tomando-se o residuo £(z) = y(1)-¥(z). A presenca de entradas

diretamente vinculadas ao ruido evita a necessidade de se utilizar um grande ntiimero de
elementos dos conjuntos [ e 2 para incorporar a descri¢do do ruido, como ocorre no caso
dos modelos NARX {SIOBERG, 1995);

+ tem a desvantagem de requerer processos de ajuste de pardmetros mais complexos, pois
estes devem considerar também o efeito da recorréncia (realimentacio da informagio de

saida.

Observe que a diferenga basica entre os modelos de identificagdo estd na forma de
modelagem do ruido. Além disso, enquanto no caso de identificacdo linear a escolha do vetor
de entrada x(f) (pré-processamento dos dados) define completamente a estrutura do modelo de
identificagdo (LJUNG, 1987), no caso nado-linear existe ainda a necessidade de se aproximar o
mapeamento ndo-linear g (veja equagdo 7.9). Isto significa que os modelos NFIR, NARX,
NOE e NARMAX correspondem a familias de modelos de entrada-saida para identificacdo de
sistemas.

Uma generalizagdo destas familias de modelos de entrada-saida pode ser obtida por

meio de modelos por espaco de estados, dados na forma:

{z(r+ 1) = iz(1),u(t),0(1)) (7.10)

y(£) = g(z(1),u(r)) + v(1)

onde z é o vetor de estados, u € o vetor de entrada e y € o vetor de safda. Observe que agora
existem duas fontes de ruido: o ruido associado a dinidmica, oxf), e o ruido associado ao

processo de medigio, V(7).
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A equagido de estado z(r +1) = h(z(r).u(r),w(r)) pode ser vista como uma forma de se
selecionar o vetor de entrada, e equivale a um pré-processamento dos dados para a equacio de

saida y(r) = g(z{t),u(zh)+ (). Com isso, enquanto os modelos de entrada-saida tém um vetor

de entrada x(1) pré-especificado, os modelos por espago de estados apresentam um vetor de
estados z(1), equivalente ao vetor de entrada x(r) e estimado a partir dos dados. Isto significa
que os modelos por espago de estados tém sua flexibilidade compartilhada entre a definicio do
vetor de entrada e 0 mapeamento nao-linear g, enquanto que a flexibilidade dos modelos de
entrada-saida estd concentrada no mapeamento ndo-linear g (veja equacio 7.9). Portanto, a
maior flexibilidade de modelos por espago de estados pode levar a descrigBes mais sucintas do
sistema dindmico. utilizando um menor nimero de pardmetros (SIOBERG, 1995).

A figura 7.8 ilustra os vdrios tipos de modelos de identificacdo apresentados,
assumindo a utilizacdo de redes neurais artificiais no processo de sintese. O mapeamento néo-

linear g corresponde a redes neurais paramétricas ou ndo-paramétricas, conforme discutido no

capitulo 5, e g,,. aredes neurais recorrentes, do tipo apresentado no capitulo 6.

>
W= & [>30 v & [0
(a) (b)
ul —=
llf —= A )
A Srec 0) Y2 8rec 0)
yt r iy\; |—9
a A
(c) (d)
u(z)—> z(1)
Brec A (0

2() [‘*

Figura 7.8 - Modelos ndo-lineares de identificagdo: (a) NFIR; (b) NARX: (¢) NOE;
(dy NARMAX; (e) espaco de estados

A

(e)
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Dependendo do problema de identificacdo a ser tratado, os modelos de identificacio
utilizando redes neurais artificiais apresentados na figura 7.8 podem ser adequadamente
simplificados para representar modelos mais especfficos. Além disso, as técnicas ndo-lineares
de identificag@o associadas a cada modelo podem ser utilizadas apenas como procedimentos
subsequientes e complementares & aplicacdo de modelos lineares. Neste caso, a estrutura nio
representada pelo modelo linear pode entdo ser adequadamente representada por um modelo
nio-linear baseado em redes neurais artificiais. Iniciativas deste tipo garantem de antemio a
obtencdo de um modelo final pelo menos tio eficaz quanto o modelo linear isolado (SJOBERG,
1995).

Como um exemplo de aplicagio, VON ZUBEN (1993) utilizou uma rede neural
recorrente parameétrica na identificagio da dindmica de uma mdquina de indugio, permitindo
desenvolver uma versdo ndo-linear de um observador de estados como parte de uma matha de
controle adaptativo direto. Veja sec@o 7.5.6 e também VON ZUBEN et al. (1994a), VON ZUBEN
et al. (1994b) ¢ VON ZUBEN & NETTO (1994c¢).

7.4 Previsao de séries temporais

Uma série temporal é uma seqiiéncia de valores medidos em unidades discretas de
tempo. Muitas técnicas disponiveis para andlise de séries temporais assumem associacdes
lineares entre as varidveis (BOX & JENKINS, 1970), mas, na priltica, as variacdes temporais nos
dados nifio exibem regularidades simples ¢ s3o de dificil andlise e predi¢io. TONG (1983) ¢
Tiao & TsAY (1989) apresentam algumas desvantagens de modelos lineares para andlise de
séries temporais, dentre as quais destaca-se a dificuldade de explicar mudancas bruscas a
intervalos de tempo irregulares. Por outro lado, CHAKRABORTY et al. (1992} mostram que
redes neurais artificiais constituem modelos ndo-lineares eficientes na predicio de séries
temporais, produzindo processos totalmente baseados nos dados amostrados que compdem a
série. o _

Considere o seguinte sistemna nao-linear auto-regressivo e de média mével NARMA):

2+ D) =Gl —(n=1),x(t —(n—2)),....x(2),&(t — (m~1)),e(r — (m — 2M,...e(1), (711

onde x(f) representa a saida do sistema no instante ¢ e £(f) é um ruido aleatério presente no
instante £. Associados respectivamente 4 saida e ao ruido, os inteiros 1 e m indicam os nimeros
de defasagens no tempo a serem considerados na composicio do argumento da fungdo G(-),

assumida ser nao-linear.
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A equacdo (7.11) pode ser colocada na forma:

X(2+1) = g(x(1), £(1)) (7.12)
desde que se tome:
X(f'*‘"(n—l}) e(t—(m=1)
. x(t)= X(I”“'(_n—z)) . £(t) = e(t—(m—2))
xét} 3(.5)
x(t=(n=2))
o g(x(0.8()= ()

G(x(t— (= 1), x(t = (n=2)),..., x(0), €(t — (m— 1)), &(t = (m—2)), ....&(1))

Com base nos resultados obtidos em capitulos anteriores para o sistema dado pela
equacdo (7.12), redes neurais recorrentes paramétricas podem ser utilizadas como
aproximadores universais para o sistema dado pela equacdo (7.11). Vale salientar que LAPEDES
& FARBER (1987) foram os primeiros a propor redes neurais recorrentes como modelos para
predi¢do de séries temporais. Para uma discussdo abrangente envolvendo outros modelos para
predicdo de séries temporais, veja PRIESTLEY (1988) e HARVEY (1990).

Logo, para uma série temporal gerada pelo sistema dindmico da equacdo (7.11), a
predi¢ido de maltiplos passos a frente utilizando uma rede neural recorrente pode ser obtida a
partir do modelo de aproximagdo apresentado na figura 7.9(a), por simples recursdo a partir de

uma condi¢io inicial em um instante f.

eif)
.
g(f} —= N N x(+k)
& roe X(r+1) g E—
) .

B
, Fl

Lz ]

x(++1)
(a) (b)

Figura 7.9 - Modelos para predigdo de séries temporais

(a) previsdo de miltiplos passos a frente (b) previsdo de k passos a frente (£ fixo, mas arbitrario)
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Este modelo de predicdo € estruturalmente distinto do modelo por linha de derivagdo

de atraso apresentado na figura 7.9(b). O modelo por linha de denivacio de atraso utiliza uma

rede neural ndo-recorrente e € geralmente empregado na literatura para predicao de & passos &

frente, com k arbitririo mas fixo (BAUER & GEISEL, 1990).

As desvantagens do modelo por linha de derivacio de atraso quando comparado com a

rede neural recorrente sdo enunciadas a seguir, com o auxilio da figura 7.10, em que os

modelos das figuras 7.9(a) e 7.9(b) sdo apfesentados numa mesma estrutura.

o processamento nio ¢ temporal, pois o tempo € mapeado espacialmente pela linha de
derivagdo de atraso, aumentando consideravelmente a dimensdo do espaco de
aproximagao;

o uso de redes nido-recorrentes requer treinamento supervisionado com “teacher forcing”
(JORDAN, 1985), feito com a chave em A (veja figura 7.10). Apds o treinamento, o
processo de predigdo € feito com a chave em B (veja figura 7.10), provocando uma
sensivel degradacio de desempenho do modelo, pois este ndo é ajustado para filtrar ruido
associado com a possivel ocorréncia de erro de predigio (VON ZUBEN & NETTO, 1995b).
Por outro lado, a rede neural recorrente deve se adaptar, ja na fase de treinamento, para
filtrar eficientemente o ruido proveniente da realimentacio de previsdes incorretas, de
forma que este ruido realimentado nao tenha efeito cumulativo (VON ZUBEN & NETTO,
1995b). Isto significa que, no caso da rede neural recorrente, a chave vai estar sempre
posicionada em B (veja figura 7.10), tanto na fase de treinamento como de operacio. E
importante mencionar que, na pratica, o processo de aproximacio nao vai fornecer um
solugdo exata, ou seja, o erro de predigo vai estar sempre presente, mesmo que este tenha
média zero;

enquanto a rede neural recorrente da figura 7.9(a) aproxima a dindmica que gera a série, a
rede neural da figura 7.9(b) aproxima a série (LAPEDES & FARBER, 1987), ou seja, s6 a
rede neural recorrente € capaz de operar o tempo com base em seu efeito real no
processamento. Aproximar a dindmica que gera a série € descobrir as leis fundamentais que
regem o comportamento da série, enquanto aproximar a série ¢ descobrir as regularidades
ou periodicidades dominantes na série (WEIGEND ef al., 1990). O principal problema
associado ac processo de aproximar a série € que as regularidades ou periodicidades
geralmente ndo sfo evidentes e, além disso, podem estar mascaradas por ruido

(CHAKRABORTY et al., 1992).

154



83

Xt g x!-i-l

z-1

Rede Rl
Neural

Figura 7.10 - Predi¢io de séries temporais utilizando uma rede neural:

ndo-recorrente — chave em A para treinamento e chave em B para operagio (ndo estd

tracada a linha de derivacgdo de atraso);

recorrente — chave em B tanto para treinamento como para operac¢io.

Portanto, no contexto de previsdo de séries temporais, as redes neurais recorrentes tém
vantagens sobre as redes ndo-recorrentes compardveis as vantagens de modelos lineares auto-
regressivos e de média movel sobre modelos lineares auto-regressivos (CONNOR ef al., 1992;
CONNOR er al., 1994).

O processo de treinamento para redes recorrentes adotado neste estudo (também
valido para identificacfio de sistemas dindmicos) € equivalente ao algoritmo semi-direto empre-
gado para ajuste de pardmetros em filtragem recursiva (WIDROW & STEARNS, 1985), assumin-
do conhecimento do estado inicial do processo que gera a série temporal (veja figura 7.11).
Caso o estado inicial n&o seja conhecido completamente ou seja totalmente desconhecido (situ-
agOes praticamente inexistentes em previsdo de séries temporais, mas maito comuns em iden-
tificacio de sistemas dindmicos), NERRAND et al. (1993) apresenta alternativas via algoritmo

de propagacio direta (WILLIAMS & ZIPSER, 1989a), que ndo serdo abordadas neste estudo.

1 T
. T
misgn - E €. ¢
T P
i=}|

-+ erro de predicdo @ valor predito

O valor desejado . condi¢do inicial

Figura 7.11 - Principio de operagio e problema de otimizacio a ser resolvido pelo algoritmo

de treinamento supervisionado para redes neurais recorrentes
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Como um exemplo de simulacdo, considere uma série temporal gerada a partir do

seguinte sistema dindmico nio-linear homogéneo:
x(t+1) = ox(D)[1 - x(0)]. (7.13)

Conforme apresentado na figura 7.12, para o =4, este sistema dinfdmico apresenta
dindmica cadtica, com a série temporal assumindo valores em todo o intervalo [0,1]. A mesma
rede neural paramétrica com 15 neurdnios na camada intermedidria foi treinada para aproximar
esta série temporal em duas situacOes: considerando recorréncia (figura 7.9(a)) e sem
considerar recorréncia, ou seja, empregando "teacher-forcing" (figura 7.9(b)). Nio foi utilizada
linha de derivacdo de atraso no caso ndo-recorrente para possibilitar a comparacdo entre os
dois modelos, que apresentam assim o mesmo namero de entradas. Também ndo foi
considerada a entrada correspondente ao ruido aleatério, ou seja, os modelos de predi¢do nao

sdo de média movel.

0.8
0.6
pentos
fixos
0.4
0.2 F
o i
Q 1 2 3 4

Figura 7.12 - Diagrama de bifurcac@o dos pontos fixos da dindmica da equagio (7.13)

O mapeamento a ser aproximado pela rede neural nas duas situagdes € apresentado na
figura 7.13. Por ser uma série temporal cadtica, qualquer modelo de predicdo que ndo realize a
identificagdo exata do mapeamento da figura 7.13 vai apresentar divergéncia exponencial a

partir de uma condicao inicial coincidente.

1

0.8
0.6}
x(H+1)

0.4F

0.2t

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x(f)

Figura 7.13 - Mapeamento entre estados subseqiientes produzido pela equacio (7.13)
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Figura 7.14 - Erro de aproximac&o referente ao mapeamento da figura 7.13 para a rede neural

recorrente (linha em negrito) e ndo-recorrente com "teacher forcing” (linha normal)

No entanto, embora a rede neural ndo-recorrente com "teacher forcing” apresentasse
um processo de treinamento menos custoso computacionalmente € um erro quadritico meédio
menor com relagio ao mapeamento da figura 7.13 quando comparada a rede neural recorrente
(veja figura 7.14), a figura 7.15 mostra o resultado da média do erro de predi¢io de miltipios
passos para diversas condigOes iniciais, utilizando os dois modelos de redes neurais, mostrando
que a rede recorrente € capaz de retardar o processo de divergéncia na predicio da série.

Isto significa que o processo de treinamento levando-se em conta a recorréncia ndo se
ocupa apenas da reducio do erro de aproximacdo, mas também da distribuicdo deste erro por
toda a regido de aproximagfio de forma a reduzir seu efeito cumulativo no processo de
recursfo. Com isso, mesmo com um erro de aproximacgdo maior (erro quadritico médio), seu
desempenho € superior (veja figura 7.15). Vale salientar que o ajuste de parimetros da rede
recorrente considerou exemplos de treinamento compostos apenas por dados até a oitava

iteracdo (T'= 8 na figura 7.11).
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Figura 7.15 - Erro médio de previsio de multiplos passos i frente
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7.5 Redes neurais e controle adaptativo

Foi discutido em capitulos anteriores a capacidade de aprendizado e de generalizacdo
presente em redes neurais artificiats. Na aplicac@o de redes neurais a processos de controle, o
aprendizado estd diretamente associado ao conceito de adaptacao em teoria de controle.

O aprendizado pode ser realizado anteriormente a fase de aplicagdo ("off-line") ou
durante a aplicag@do ("on-line”) da rede neural. Estes dois tipos de aprendizado sio
essencialmente idénticos do ponto de vista matematico, diferindo apenas do ponto de vista de
modelagem, j4 que a informacdo disponivel e o seu processamento em cada caso sdo
completamente distintos.

Nio € a intengio deste estudo fornecer uma descricdo detalhada de métodos de
aplicagdo de redes neurais a controle de processos, inclusive por haver uma vasta bibliografia
tratando deste tema (BARTO, 1990; HUNT et al., 1992; SONTAG, 1993; VON ZUBEN, [993;
ZBIKOWSKI, 1994; NARENDRA & MUKHOPADHYAY, 1994). No entanto, ¢ importante
mencionar uma distincdo comumente encontrada na literatura envolvendo controle adaptativo

e controle por aprendizado:

e controle adaptativo: tendo sido feita a disting@io entre varidveis e pardmetros do sistema a
ser controlado, o objetivo do processo adaptativo ¢ ajustar os pardmetros do controlador
de forma a compensar possiveis perturbagdes dindmicas no sistema causadas por variagdes
de parimetros, assumidas suaves. Sendo assim, na presenca de variagOes de pardmetros
bruscas, ¢ comum a ocorréncia de uma degradacio de desempenho até que o processo

adaptativo produza o efeito de compensacio desejado;

e controle por aprendizado: o objetivo do aprendizado € definir estratégias de controle

apropriadas para cada regido do espaco de parmetros, de forma a produzir, no limite, uma
acdo de controle especifica para cada ponto de operagdo do sistema a ser controlado.
Dessa forma, substitui-se a tarefa de adaptaciio pela de identificacdo do ponto de operacio,

um processo tipico de classificagio de padrdes.
7.5.1 O paradigma de controle

A aplicacfio de redes neurais a controle de processos requer a definigdio preliminar de
um paradigma bdsico de controle, sendo adotada neste estudo a formalizacdo utilizada por

SONTAG (1993) e apresentada na figura 7.16. No caso linear, este paradigma de controle €
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muito difundido na descricio de sistemas realimentados (DOYLE er al., 1989; IGLESIAS &

GLOVER, 1991).

Planta

Controlador

Figura 7.16 - O paradigma de controle

A planta representa o sistema a ser controlado. O sinal x contém todas as entradas que
nio podem ser diretamente afetadas pelo controlador, incluindo perturbacdes e sinais de
referéncia. O sinal y representa as varidveis de saida medidas, podendo conter também sinais de
entrada via conexdo direta. O sinal # corresponde & parte da entrada que pode ser manipulada,
enquanto que o sinal z engloba os objetivos de controle. Por exemplo, o sinal z pode
representar a diferenga entre uma certa funcdo dos estados do sistema ¢ uma funcio de
referéncia, sendo que o objetivo de controle € a anulagio deste sinal.

A introduc@o de redes neurais como componentes da estrutura de controle esta
associada a um maior detalhamento do bloco denominado controlador, conforme apresentado
na figura 7.17.

O controlador ¢ dividido em duas partes: o sintonizador e o sistema ajustivel. O
sistema ajustavel vai operar sobre a entrada y e representa um sistema dinamico ou um
mapearmento estatico com parimetros ajustdveis. Os parametros ajustiveis estdo agrupados em
um vetor w, atualizado pelo sintonizador. HA também um pardmetro discreto k& que determina
a flexibilidade do controlador, seja em termos da dimensiio do vetor w ou em termos do
nimero de varidveis de estado do controlador. O sintonizador ajusta os pardmetros de acordo

com uma lei de adaptagdo.

Sintonizador Sistema Ajustavel

Figura 7.17 - O controlador adaptativo
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Tipicamente, o sistema ajustivel inclui uma classe de sisternas suficientemente flexiveis
para permitir a representacio de uma grande variedade de comportamentos estaticos ou
dinAmicos. E neste caso que as redes neurais artificiais recorrentes e ndo-recorrentes descritas
em capitulos anteriores surgem como alternativas bastante competitivas, principalmente
quando associacOes ndo-lineares entre 08 pardmetros se mostram necessarias. Neste contexto,
k teria a funcdo de determinar o numero de neurdnios ou, de forma mais abrangente, a
arquitetura da rede neural, enquanto w incluiria todos os parimetros ajustaveis da rede neural
resultante.

Vale ressaltar, no entanto, que esta estratégia de controle nfo-linear adaptativo descrita
acima, embora permita a utilizacio de redes neurais em sua implementagio, ndo possui
nenhuma propriedade especificamente vinculada as particularidades presentes em redes neurais

artificiais.
7.5.2 O conceito de realimentacdo

A adocio de um paradigma de controle em malha fechada ou por realimentacio
permite a defini¢lo de estratégias de controle mais flexiveis, baseadas no uso apropriado da
informaciio realimentada. A teoria de realimentaciio passou a ser melhor fundamentada a partir
dos estudos realizados por James C. Maxwell. Importantes resultados foram obtidos a partir
dos trabalhos de Black, Nyquist e Bode no decorrer dos anos 20 {BLACK, 1977). Atualmente,
métodos de controle por realimentacdo tornam vidveis projetos de alto desempenho, inclusive

para sisternas originalmente instiveis ou sujeitos a perturbagdes nao-modeladas.
7.5.3 Controle moderno e controle adaptativo

A teoria de controle moderno engloba as técnicas de controle desenvolvidas a partir do
inicio dos anos 60, tendo como aspecto fundamental a andlise no dominio do tempo. Dentre os
conceitos que influenciaram substancialmente a pesquisa na drea de controle neste periedo,
pode-se citar o principio do minimo de Pontryagin, o principio da programacido dindmica de
Bellman ¢ os filtros de Kalman-Bucy e Wiener. Combinados com os conceitos de
realimentacio, sensibilidade e estabilidade dinimica, resultados abrangentes e de grande
importancia préitica foram obtidos, conduzindo 2 teoria de controle adaptativo (ASTROM, 1983;

ASTROM & WITTENMARK, 1989).
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Adaptacdo pode ser definida como uma mudanca de comportamento com o objetivo de
ajustar-se a novas circunstincias. Intuitivamente, um controlador adaptativo é um sistema que
pode modificar sua propria dindmica em resposta a mudancas na dindmica do processo a ser
controlado, denominado planta. e em resposta a perturbacdes externas. Este conceito é de
muito interesse para projetistas de sistemas de controle, ji que possibilita a um sistema
adaptativo ajustar-se a erros no projeto de engenharia e a possiveis falhas e incertezas
moderadas de componentes secundarios do sistema, aumentando portanto a confiabilidade do
projeto.

Em sistemas de controle adaptativo ocorre uma medi¢do continua ¢ automatica das
caracteristicas dindmicas do processo, uma comparacdo com as caracteristicas dindmicas
desejadas ou previamente definidas e a utiliza¢do dos resultados desta comparagio para ajuste
de pardmetros varidveis do controlador ou geragdo de um sinal atuante de forma que o
desempenho 6timo do processo de controle possa ser mantido. Tomando como base uma
estrutura de controle convencional em malha fechada, composta por um processo e um
controlador com parimetros ajustiveis, uma representagdo em diagrama de blocos de um
sistema geral de controle adaptativo € apresentada na figura 7.18. Neste sistema, 0 processo €
identificado e o indice de desempenho medido continua ou periodicamente. Tendo isto sido
feito, o indice de desempenho € comparado com o étimo e uma decisio é tomada. A adaptacio

do controlador €, portanto, uma operacio em malha fechada.

Malha de Adaptagio

- - - - = - — - — = = == = —
E - Identificagio !
; Decisfo on ,
: Medida do |
: Indice de |
I Modificagio Desempenho !
e L mm T .
| ,
Entrada{ g 3 Controlador Processo Saida
A § w
L | |
| 5 Perturbagdes
] L Extemss |
E o
. - - _ _ - _ 4

Malha de Controle Convencional

Figura 7.18 - Diagrama de blocos de um sistema de controle adaptativo
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A idéia central presente no desenvolvimento de controladores adaptativos € aperfeigoar
o desempenho do controle pela incorporagdo de mais conhecimento acerca do sistema fisico a
ser controlado. Dependendo da quantidade de conhecimento incorporada pelo controlador, ele
pode predizer ou se antecipar ao sistema fisico, habilidade importante no cumprimento de
determinadas tarefas de controle. Neste contexto, um controlador adaptativo € simplesmente
um controlador capaz de adquirir conhecimento acerca do sistema fisico em operacio.

Os projetistas de sistemas de controle defrontam-se atualmente com a necessidade de
expandir seus conceitos e métodos de modo a tornd-los apliciveis a sisternas cujos modelos
sdo incompletos ou inicialmente mal definidos, mas que podem ser aperfeigoados em fase de
operacio. Em outras palavras, estes projetistas buscam incorporar a capacidade de modelagem
como parte do projeto do sistema. Dessa forma, os modelos passam a ser considerados como

entidades em evolucio, a partir de uma estrutura inicial.
7.5.4 Controle adaptativo utilizando redes neurais

A teoria linear de controle adaptativo faz uso de resultados da teoria de controle de
sisternas lineares invariantes no tempo para definir estruturas de controle para sistemas lineares
ou fracamente nao-lineares que variam lentamente no tempo (LEVIS et al., 1987).

A principal dificuldade em estender estes resultados para o caso de sistemas nao-
lincares é a auséncia de uma metodologia de controle ndo-linear genérica (HABER &
UNBEHAUEN, 1990).

Conforme discutido no capitulo 6, baseado no modelo linear genérico:

{x(k +1) = Ax(k) +Bu(k) (7.14)

y(k) = Cx(k)+Duk)

x(k)

-1 /
() ——1

Figura 7.19 - Modelo de um sistema nido-linear utilizando redes neurais

RN ——= y(k)
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comxe R, ue R”, ye R e matrizes A, B, C ¢ D de dimensdes apropriadas, a rede neural
da figura 7.19 se apresenta como uma forte candidata a exercer a fung¢do de um modelo nio-

linear na forma:

{x(k +1)= RN, (x(k),u(k)) (7.15)

y(k) = RN(x(k), u(k))

Como sistemas de controle adaptativo sdo caracterizados pela monitoragdo da planta e
ajuste do controlador em resposta a mudancas de comportamento da planta, a caracteristica
adaptativa do modelo da figura 7.19 o coloca como um candidato natural para a
implementacao de estruturas de controle nio-linear adaptativo (VON ZUBEN, 1993; NARENDRA

& MUKHOPADHYAY, 1994).
7.5.5 Dificuldade de analise

Enquanto a teoria de controle linear estd bastante desenvolvida, apresentando
transparéncia e profundidade em suas formulagdes, o mesmo nio se pode afirmar com relacio
a teoria de controle ndo-linear, mesmo resolvendo o problema de representagfio genérica. Em
teoria de controle ndo-linear, deixam de valer propriedades analiticas importantes, como o
principio da superposicio de efeitos e a natureza global de propriedades do sistema detectadas
localmente.

Apesar de ser uma representacdo genérica de sistemas ndo-lineares, o modelo
apresentado na equacdo (7.15) € de dificil tratamento matemnatico. Casos particulares deste

modelo, na forma:

x(k+ 1= f(x()+ £, (x(0)) u(k)

(7.16)
y(k) = f3(x(k))

com fy, f» e f» fungdes analiticas, ja possibilitam a obtencdo de resultados de andlise mais
consistentes, envolvendo propriedades de linearizacdo exata via realimentacdo, observabilidade

e controlabilidade (ISTDORI, 1989; NIIMEIJER & VAN DER SCHAFT, 1990).
7.5.6 Resultados

O processo de adaptacdio, passo fundamental em teoria de controle adaptativo, pode
ser visto como um processo de controle 6timo, com o objetivo de otimizar um indice de

desempenho especifico para cada problema (ZBIKOWSKI, 1994). Portanto, o processo de
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adaptacdo deve estar baseado na aplicacdo de técnicas de otimizagdo, como programacio
dinfmica, programagcao linear e cdlculo variacional.

VON ZUBEN (1993) utilizou parte dos resultados apresentados acima para desenvolver,
em termos de simulacdo computacional, o controle adaptativo de um processo nio-linear e
nio-estaciondrio (planta) representado por uma maéquina de indug@o com rotor tipo gaiola de
esquilo, submetida ao método de controle vetorial de velocidade (veja também VON ZUBEN et
al., 1994a; VON ZUBEN et al., 1994b; VON ZUBEN & NETTO, 1994c). A nfo-estacionariedade
da dindmica da maquina de inducfio estd principalmente associada a variaciio da resisténcia de
rotor em fungfo da temperatura do material e freqiiéncia de operagéo.

Seja oo um pardmetro variante no tempo associado a varidveis de rotor. Sabendo-se que

o comando de referéncia (comando de torque eletromagnético T, ) s6 pode ser seguido com

precisdo caso se conheca o valor de ¢ a todo instante, a malha de controle deve detectar a
variacdo em o pela observacio do efeito desta variacdo sobre o comportamento da planta
(problema de identificagio de sisternas, tratado na secdo 7.3). A figura 7.20(a) mostra que, se a
variagdo em o ndo for acompanhada (a estimativa & assume que o permanece em seu valor
nominal), o desempenho do processo de controle ¢ inadequado para realizar controle de
velocidade (o erro na velocidade vai ser proporcional a integral do erro no torque). No entan-
to, conforme apresentado na figura 7.20(b), a atuagdo da malha de controle adaptativo na de-
tecciio da variag@o em ¢ garante o acompanhamento do comando de referéncia, viabilizando o

processo de controle de velocidade. A tabela 7.4 apresenta parAmetros da maquina de indugdo.

Tabela 7.4 - ParAmetros da maquina de indugio

Parimetro Valor
Namero de pdlos 8
Fregiiéncia 60 Hz
Momento de inércia 0,0016 kg.m’
Resisténcia do rotor por fase 3.0167 2
Resisténcia do estator por fase 4,9833 Q
Indutincia de dispersdo de rotor 15,7017 mH
Indutancia de dispersdo do estator 10,4678 mH
Indutincia de magnetizacio 138,4648 mH
Corrente nominal 4.1 A
Tensfo nominal 75V
Poténcia nominal 1/4 cv
Velocidade nominal de escorregamento 2,8275 rad/s
Torque nominal 2,0113 N.m
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Figura 7.20 - Desempenho do conirole de um sistema dindmico néo-estaciondrio

Para uma andlise da aplicagdo de redes neurais recorrentes de tempo continuo a

controle adaptativo de processos, veja FUNAHASHI & NAKAMURA (1993), SONTAG (1993) e

ZBIKOWSKI {1994).
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Capitulo 8

Conclusio

O estudo de redes neurais artificiais com base em conceitos de teoria de aproximacio
de fungdes e andlise numérica conduz a resultados de andlise e sintese fundamentais para a
aplicacao eficaz destas estruturas conexionistas a variados tipos de problemas ndo-lineares,
envolvendo basicamente aproximaciio de fun¢Ses e identificacdo de sisternas dindmicos. A
incorporagdo de resultados tedricos existenciais e construtivos com relagiio 4 capacidade de
aproximacio e propriedades de convergéncia de redes neurais artificiais permite aumentar a
eficiéncia e flexibilidade destas estruturas de processamento na solucio de problemas com alto
grau de complexidade.

Trés arquiteturas de rede neural para treinamento supervisionado foram investigadas

mais detalhadamente, resultando:

e um modelo paramétrico estitico;
» um modelo ndo-paramétrico estatico;

s um modelo paramétrico dindmico.

Estes modelos devem ser ajustados de forma a otimizar critérios de desempenho
adequadamente definidos para cada problema de aplicagio.

O modelo paramétrico estatico corresponde a uma rede neural ndo-recorrente com uma
camada intermedidria, estruturado na forma de combinacdes lineares de fungdes bdsicas
definidas previamente. O processo de construc@o desta estrutura paramétrica vai atuar na
translacgdo, rotacdo e escalamento destas fungdes bésicas, empregando técnicas ndo-lineares de
ajuste de pardmetros. Isto diferencia este modelo conexionista de outros métodos utilizando
fun¢des bésicas, como séries de Fourier e séries de polindmios ortogonais, gue requerem ajuste
linear de pardmetros na forma de solucdes fechadas, mas exigem nm ndmero maior de fungoes

basicas.
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O modelo ndo-paramétrico estatico também corresponde a uma rede neural nio-
recorrente com uma camada intermedidria, gerada a partir de um algoritmo iterativo
desenvolvido para resolver o problema de otimizagdo do referido critério de desempenho. A
partir de um conjunto inicial de informagoes disponiveis, este algoritmo fornece fungoes de
ativacdo para os neurdnios da camada intermedidria e uma politica de composicio das
ativacbes na produgdo de estruturas de processamento capazes de utilizar 0s recursos
computacionais disponiveis de forma étima.

Ji o modelo paramétrico dindmico corresponde a uma rede neural multicamada com
recorréncia externa. Apesar de nfo garantir a otimizagdo de recursos computacionais, €
demonstrado que este tipo de rede neural recorrente, quando adequadamente dimensionado,
representa uma solugdo eficaz para o problema de geracdo de modelos dindmicos ndo-lineares
genéricos. Contudo, a0 mesmo tempo em que as ndo-linearidades presentes e a realimentacao
de informac@o garantem capacidade de representacio universal para esta estrutura
conexionista, acabam também por dificultar sobremaneira a andlise e interpretacio dos
resultados. Por ser um modelo dindmico de tempo discreto, esta rede neural recorrente permite
tratar o tempo pelo seu efeito real no processamento, conduzindo a abordagens eficazes para
problemas de identificacio de sistemas dinimicos, etapa fundamental em problemas de
previsdo de séries temporais e controle de processos.

Enquanto as redes neurais nao-recorrentes produzem modelos na forma de equagdes
algébricas, as redes neurais recorrentes correspondem a um sistema de equagdes a diferencas,
denominado sistema de fungdes iterativas, No entanto, em termos de aplicacdo, tanto a rede
neural ndo-recorrente como a recorrente podem ser vistas como uma composicdo de um
sistema de processamento de sinais (arquitetura da rede neural) e um sistema de adaptacdo

(processo de treinamento supervisionado).
8.1 Contribuicoes

Em linhas gerais, as principais contribuicdes deste estudo sdo as seguintes:

e deducdo dos modelos de redes neurais artificiais a partir de teoria de aproximacdo de
fungdes. teoria de regularizacio e métodos de reducdo de dimensionalidade;

» aplicagio de conceitos de geometria analitica no aperfeicoamento de algoritmos
construtivos para modelos de projecdo, os quais apresentam propriedades de convergéncia

bem definidas ¢ tém redes neurais com uma camada intermedidria como caso particular;
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* comparacio de modelos paramétricos e ndo-paramétricos via resultados do teorema de
Stone-Weierstrass e teorema de Kolmogorov, |

e formalizacdo de redes neurais recorrentes de tempo discreto como modelos dindmicos nio-
lineares genéricos;

* uso de conceitos de andlise de sensibilidade no desenvolvimento de processos de ajuste
utilizando informac@o exata de 2 ordem para redes neurais multicamadas com recorréncia
externa, tendo redes neurais multicamnadas ndo-recorrentes como caso particular;

e formulagio bdsica de problemas de aproximagio de fungdes ¢ identificacio de sistemas
dindmicos com o objetivo de apresentar a solugfo via inclusdo direta dos modelos de redes

neurais artificials desenvolvidos.
8.2 Extensoes

Como t6picos relacionados ao tema deste trabalho, mas ndo abordados ou apenas

referenciados e, portanto, passiveis de um estudo mais aprofundado, é possivel citar:

e desenvolvimento de métodos construtivos por composicéo hibrida, ou seja, envolvendo

composic¢ido aditiva e multiplicativa;

¢ ampliacio do escopo do método construtivo para a geragio de outros tipos de
arquiteturas;

s verificacdo da influéncia representada pela presenca de erro também junto aos dados de
entrada;

¢ uso de resultados da teoria de sistemas ndo-lineares em um estudo mais aprofundado de
propriedades de estabilidade ¢ tipos de comportamento dinimico que podem ser
apresentados pelas redes neurais recorrentes em estudo;

* introducdo de técnicas de treinamento nio-supervisionado junto aos processos de definicdo
dos modelos de redes neurais, com o objetivo de ampliar o campo de aplicacdo, incluindo
problemas onde a informagio disponivel é, por si sé, insuficiente para permitir a aplicaciio
exclusiva de treinamento supervisionado.

e aplicacio a problemas originados a partir de dados reais;

s compara¢ao mais abrangente, em termos de desempenho computacional, entre os modelos

de redes neurais artificiais implementados,
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Apéndice A
Conceitos basicos de algebra linear e notacao

As definicdes e axiomas apresentados a seguir representam uma coletinea de conceitos
basicos de dlgebra linear, fundamentais para a formula¢do de boa parte dos resultados
apresentados neste estudo. A inclusfio destes conceitos na forma de apéndice se justifica pela
sua utilizagdo generalizada na apresentacio dos resultados principais deste trabalho. Sendo
assirm, no texto da tese, assume-se familiaridade com os tépicos aqui referenciados. Criam-se,
portanto, condigdes para que o texto se ocupe apenas de toépicos mais avangados.

Na apresentaglio que se segue, os resultados sfo apenas referenciados, sendo que
discussdes mais detathadas podem ser encontradas na literatura (CHEN, 1984; LLUENBERGER,
1969; STRANG, 1988).

A.1 Escalar

Uma varidvel que assume valores no eixo dos niimeros reais é¢ denominada escalar. Os
escalares sdo descritos por letras mindsculas do alfabeto romano expressas em itdlico. O
conjunto de todos os escalares reais € representado por 3.

x sex=20

s (O moddulo de um escalar real x é dado na forma; ]xl = {mx se x<0

A.2 Vetor

Um arranjo ordenado de n escalares x; € R (i=1,2,...,n) € denominado vetor de
dimensdo n. Os vetores sdo descritos por letras mindsculas do alfabeto romano expressas em

negrito, e assumem a forma de coluna ou linha:
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Para coeréncia de notagido, salvo mengéio contriria, o texto desta dissertacdo considera os
vetores na forma de coluna. O conjunto de todos os vetores de dimensdo n com elementos

reais € representado por R".

» Um escalar é um vetor de dimensio 1.

¢ Vetor 0,: € o vetor nulo de dimensdo », com todos os elementos iguais a zero. O subscrito
n € suprimido quando nido hd margem a ddvida.

e Vetor 1,: é o vetor de dimensfio n com todos os elementos iguais a 1.

e Vetor e; € o vetor normal unitirio de dimenséio n (a dimensdio deve ser indicada pelo
contexto) com todos os elementos iguais a 0, exceto o i-ésimo elemento que € igual a 1.

Neste caso, 1 £ <h.
A.3 Matriz

Um arranjo ordenado de m.r escalares x; (i=1.2,...,m; j=1.2,...,n) é denominado matriz
de dimensfio mxn. As matrizes sdo descritas por letras maitsculas do alfabeto romano

CXPressas ent negrito, e assumem a forma;

X Xt A
X=|% T2 7 F
Xml Xm2 "7 Xn

O conjunto de todas as matrizes mxn com elementos reais é representado por R™,

X
. ~ . Xy |
¢ As colunas da matriz X sdo vetores-coluna descritos por X, =| " # |, i=1,...,n.

X i

* As linhas da matriz X sao vetores-linha descritos por x;, = [x X ot X, }, J=1,...m.

¢ Um vetor é uma matriz com nimero unitarico de linhas e/ou colunas.
A.4 Conjuntos e operacdes com conjuntos

Um conjunto pode ser definido como uma agregacio de objetos. Os conjuntos sio
descritos por letras maitsculas do alfabeto romano expressas em itdlico. Por conveniéncia de

notacdo, alguns conjuntos especiais sao descritos por simbolos especificos. Exemplos:
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s N: conjunto dos numeros naturais
¢ . conjunto dos nimeros reais

o (. conjunto dos nimeros complexos

O estado l6gico ou associagdo de um elemento x a um conjunto X qualquer

representado por

x € X: x pertence a X

x ¢ X: x ndo pertence a X
Um conjunto pode ser especificado listando-se seus elementos entre colchetes
X=X, X5,...X,,}
ou evidenciando uma ou mais propriedades comuns aos seus elementos
X, = {xe X, tal que P(x) é verdade} ouX,= {xe X;: P(x)}

As principais operacgdes entre conjuntos sdo:
¢ Unido: XuX,={xxeX ouxeX,};
e Intersecdio: X, N X, ={x: xe X, e xe X}

X, N X, = (conjunto vazio) se X, e X, sdo conjuntos disjuntos.
O complemento de um conjunto X é representado por X e é definido na forma:

X={xxeX}.

[N

S € um subconjunto de X, se x € S implica x € X. Neste caso, diz-se que § estd contido

em X (S X)ouque Xcontdm S (X 2 §5). Se S < X e § ndio € igual a X, entdo § € um

subconjunto proprio de X.
A.5 Conjuntos especiais de nimeros reais

Se a e b sdo nimeros reais (a,b € R), define-se:

[a,b]={x: a<x<b}
(a,b]={x: a<x<b}
[a,b)={x: a<x<b}
(a,.b)={x: a<x<b}

Se X é um conjunto de nimeros reais, entdio o menor limitante superior de X, dado por
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¥=supx =sup{x: x € X},
xeX

¢ o supremo de X, e o maior limitante inferior de X, dado por

x=inf x =inf{x: xe X},
xeX

é o mfimo de X. Se X = +oo entdo X ndo ¢ limitado superiormente. De forma andloga, se

x = —oo entdo X ndo € limitado infertormente.
A.6 Espaco vetorial linear
Um espago vetorial linear (X,3) consiste de um conjunto X de vetores e de um campo

3, sobre os quais estdo definidas duas operagdes:

o Adicdo (+): mapeamento XXX — X tal que, Vx, y € X, (X,y) — (x+y) produz x+y € X.
e Multiplicacao por escalar (-): mapeamento RxX — X tal que, Vxe X ¢ Vae 3,

(a,x) = {(a-x) produz ax e X.

Uma série de axiomas podem ainda ser deduzidos para o espaco (X.3):

(1) x+y=y+x (comutatividade na adicdo)
(2) (x+y)+z = xHy+7Z) (associatividade na adic,‘ﬁé)
(3) a(x+y)=aXx+ay (distributividade na adicio)
4) x+0=x {elemento nuio)
(5) (abyx =a-(bx) (associatividade na multiplicacio)
(6) (a+b)x=ax+ bhXx (distributividade na multiplicdo)
(7 1'x=x {elemento neutro)

Exemplos: (R, R).(R"R), (R™",NR), onde n e m sio inteiros positivos.

A.7 Subespaco vetorial linear

Seja (X,3) um espago vetorial linear e § um subconjunto de X. Diz-se entdo que (5,3)
¢ um subespago linear de (X.3) se § forma um espaco linear sobre 8 através das mesmas

operagdes definidas sobre (X,3).
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A.8 Variedade linear

A translacdo de um subespaco € chamada de variedade linear. Uma variedade linear V
pode ser descrita na forma:

V=x+38,

onde (5,3) é um subespaco linear de (X,3) e x € qualquer elemento de X,
A.9 Conjunto convexo

Diz-se que um conjunto X em um espaco vetorial linear € convexo se dados quaisquer
elementos x;,%»; € X, todos os elementos da forma ax, + (1-a)x,, com 0 € a < 1 também estio
em X. Sfo conjuntos convexos:

s 0 conjunto vazio, por defini¢io; *  subespagos;

s variedades lineares; s intersecfo de conjuntos convexos.
A.10 Combinacao linear e combinagao convexa

Seja S = {x1, X2, ..., X,} um subconjunto de um espaco vetorial linear (X,3).
Combinacoes lineares de elementos de S séo formadas através de
X+ ayX,++a, X, ,
onde a;, dz, ..., dn € 3.
O conjunto de todas as combinacgtes lineares de elementos de § é chamado de
subespaco gerado e € representado por [S]. [S] ¢ um subespaco linear de (X,3).

i~ - > n -
Se os escalares a;, ay, ..., a, € 3 sdo tais que a; 2 ¢ (i=1,2,...n) e E &= 1, entido a
p==

combinacio linear € chamada combina¢io convexa dos elementos x;, Xo, ..., X, € X.
A.11 Dependéncia linear

Diz-se que um vetor x € linearmente dependente em relacdo a um conjunto de vetores S
se X pode ser expresso como uma combinacio linear de elementos de S, ou seja, se x € [S].
Caso contrdrio, diz-se que x € linearmente independente em relagdo ao conjunto §. Um

copjunto de vetores Xi, Xz, ..., X, € linearmente independente se e somente se a equacio

H - . i~ .
Z a;x; =0 tem como Unica solucdo g; = 0,i= 1,2,....n.

=l £
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A.12 Base e dimensao de um espaco vetorial linear

Um conjunto § de vetores linearmente independentes forma uma base para (X,3) se S
gera (X,3). Se S = {X,, X2, ..., X,} ¢ uma base para (X.,3), entdo diz-se que o espago vetorial
(X.3) é de dimensdo n (ou n-dimensional). Qualquer outra base para o mesmo espago (X,3)
possui 0 mesmo nimero # de elementos.

Qualquer y € X pode ser expresso na forma:

bi
yzblxl +b2x2+'“+bnxn :[Xl Xy e Xn]‘ b:2 b
b,
onde bm[bi by, -+ b, ]T ¢ a representacdo de y na base § (o superscrito T representa a

operagio de transposi¢do).
A representacdo de um vetor numa determinada base € tinica.
Se n é finito, diz-se que o espago vetorial {X,3) é de dimensio finita. Para n infinito,

(X.3) é dito ser de dimensfo infinita.
A.13 Produtos entre vetores

Produto interno
O produto interno é uma funcao fpz: R'™xR" — R que associa a cada par de vetores

X, ¥y € R" um escalar dado por:

(Xy) =Xy =x1y1 + X33 + - + XY,
onde x =[x x: - X ey=[y y2 - vl
Produto externo

O produto externo € uma fun¢do fre: R™<XR" — R™" que associa a cada par de vetores

x e R”, y € R" uma matriz de dimensdo mxn definida na forma:

X XYy o XY
xyExy’=| ‘

xmyl xmyn
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A.14 Norma, semi-norma e quase-norma

A norma é uma funcdo fy: R* —» R que associa a cada vetor x € R” um escalar

representado por [[x]|. A norma satisfaz os seguintes axiomas:
o x[20, VxeX; [x|=0x=0;
o Ix+yl<x||+ly]. Vx.yeX (desigualdade triangular);

, VxeX, Vae3.

o Jax|=lallx]

Dentre as fungdes fy que atendem a estes axiomas, € possivel destacar:

" ip
: M;{zmﬁJ<mmmx
i=f

-Pmm:Hmww%:ZMt

1/2 )
e Parap=2 tem-se x|, =(x,x)"* = (xTx)m = (ZPCJEJ (norma euclidiana);

i=]

e Parap = co tem-se ||x]_ =max|x,|.
?

A semi-norma é uma funcfo fyy: R” — R que satistaz todas as propriedades de norma,
com excegdo do primeiro axioma. O subespaco linear Xy « R” onde |[x| = 0 é denominado
espaco nulo da semi-norma.

A quase-norma ¢ uma fungio foy: R” — R que satisfaz todas as propriedades de

norma, com excecio do segundo axioma (desigualdade triangular), o qual assume a forma:

o |x+yl<b(x]|+]y]) Vx.yeX, com beR.

Os conceitos de norma, semi-norma e quase-norma sio fundamentais para a defini¢do

de propriedades topoldgicas.
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A.15 Vetores ortogonais e ortonormais

Dois vetores x, y € R" sdo ortogonais entre si, x Ly, se o seu produto interno se
anula:
xly=(xy)=0.
Além disso, se (x,x) = (y.¥) = 1, entdo os vetores x, y € R" sdo ortonormais entre si.

Um vetor x é ortogonal aum conjunto S (x L H se(x,s) =0, Vse §.
A.16 Relacao entre produto interno e norma euclidiana

A desigualdade de Cauchy-Schwartz-Buniakowsky

(xy) < (xx)y.y) =[xy} <, vl

estabelece uma importante relacfio entre produto interno ¢ norma euclidiana. A igualdade é

valida se e somente se 0s vetores X e y estiverem alinhados.
A.17 Projecao de um vetor em uma determinada direcao

Dado um espago vetorial linear X, seja y € X um vetor que fornece uma determinada

direcfio. A projecdo de qualquer vetor X € X na direciio de y € dada na forma:

X, T
(xy) ¥ _Xy

proj, (x) = =y
Yy <y5y>l!2 (y)y)l!Z yl"y

A.18 Vetores ortonormais gerados a partir de vetores linearmente

independentes

Apesar de todo conjunto de vetores ortonormais ndo-nulos ser linearmente
independente, nem todo conjunto de vetores linearmente independentes € ortonormal, mas
pode passar por um processo de ortonormalizagio, como segue,

Dado um conjunto de m vetores n-dimensionais (m < n) linearmente independentes
{X\, X2, ..., X}, € sempre possivel estabelecer uma combinacio linear adequada destes vetores
que produza m vetores n-dimensionais mutuamente ortogonais {uy, U, ..., U,} gue geram o
mesmo espago. Além disso, se os vetores w; (i=1, ..., m) apresentarem norma unitdria, eles sdo

mutuamente ortonormais.
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Um conjunto de vetores ortonormais {u,, ua, ..., u,} pode ser obtido a partir de um
conjunto de vetores linearmente independentes {xi, X, ..., X} através do processo de

ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, o qual pode ser dividido em duas etapas:

Etapa (1) ¥, =X,
i—| X”y,
yi:xr— ( J>yj’£;25 sm
}:[ <y_f’y]>
_ Yi L
Etapa (2) W =—""7, i=1,..m
{y.y;)
Com 1850 tem-se
Uy = X

Uy = dyX; + dXp

Uz = daX; + dXo + d33X3

com a; > 0 (i=1,....m). Certamente existem outros processos de ortonormalizacio mais gerais,

que nio impdem qualquer tipo de restricdo aos coeficientes a; (i 2 J; 1,j=1,....m).
A.19 Algumas propriedades de matrizes

Simetria

Uma matriz A = {a;} de dimensfo nxn ¢ dita ser simétrica se a; = a;, ij=1.2,...n.

Inversdo
Dada uma matriz A de dimensio axn, se existe uma matriz B de mesma dimensio tal

que AB = BA = I entdo B € tnica e € denominada a matriz inversa de A, ou seja, B = AL

Pseudo-inversdo
Dada uma matriz A de dimensdo mxn, sempre existe uma matriz B satisfazendo as

seguintes igualdades:

e ABA=A; e BAB=B; e (ABY = AB: e (BA)Y =BA;
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A matriz B, geralmente denominada A", é tnica e é conhecida como a inversa de
Moore-Penrose ou a pseudo-inversa da matriz A. A matriz A* pode ser diretamente
determinada através da decomposicio de A em valores singulares.

Se a matriz A € de posto completo, ou seja, se p(A) = min(m,n) (veja definicio mais
adiante), a pseudo-inversa € dada na forma:

o sem<n p(A)=meA"=ATAAD;
e sem>n p(A)=neAt=(ATA)'AT;
e sem=npA=m=neA"=A"
Portanto, se A € uma matriz inversivel (matriz quadrada e de posto completo), a

pseudo-inversa € igual a inversa.

Cofator
Dada uma matriz A de dimensdo nxn, o cofator do elemento «; (ij=1,2,...,n) é dado na

forma:
¢; = (-1)"™/ g,

onde my; ¢ o determinante da matriz formada eliminando-se a i-ésima linha ¢ a j-ésima coluna

da matriz A.

Determinante

Dada uma matriz A de dimensido nxn, o determinante de A é dado na forma:

n
a

o 4 Cyi» para qualquer i
|A] = det(A) = ou
oy %€y > paTa qualquer j

onde c; € o cofator do elemento ay.

Seja A=[a -~ a; -

; a,] (I <j<n). O determinante de A possui as seguintes

propriedades:

e Invaridncia: det([.ai RIE: FRREE aﬂ]) =det([al @ tay e an]),j;d:k, 1< 7,k <n;

» Homogeneidade: det([a, baj an}) mb.det([al e @, - 3n])

Com isso, se B €é uma matriz obtida de A pela troca de duas de suas colunas, entdo

det(B) = —det(A).
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Traco
Dada uma matriz A de dimensfio nxn, o traco de A, representado por tr{A), € a soma

dos elementos da diagonal de A, ou seja:
tr(A) = Z i
i=]

Adjunta
Dada uma matriz A de dimens3o nxn, a adjunta de A, representada por adj(A), é dada

na forma:
adj(A) = {a; }

onde a = ¢, 0 cofator do elemento aj.

A.adj(A)
adj(A). A

det(A).X o1 adi(A)

det(A)1 % 7 det(A)

It

Sdo validas as seguintes igualdades: {

Singularidade

Diz-se que uma matriz A de dimensio nxn é singular se det(A) = 0. Caso contrério,
diz-se que A é nio-singular. Como A~ =adj(A)/ det(A), A admite inversa se e somente se

det(A) # 0, ou seja, se A é ndo-singular.

Range e posto

O range de uma matriz A de dimensdo mXn é um subespaco do R” definido na forma:
R(A)= {y e R™: y=Ax, paraalgumx € 9‘{”}.

Portanto, R(A) € dado pelo conjunto de todas as possiveis combinagdes lineares das
colunas de A. A dimensdo de R(A) é denominada posto da matriz A e € representado por
p(A). O posto € o nimero de colunas linearmente independentes de A.

Como p(A) = p(A”), o posto pode ser também considerado como sendo o nimero de
finhas linearmente independentes de A. Se n = m e p(A) = m, entdo R(A) = R”, donde se

conclui que

dim{R(A)} = p(A) = p(AT) < min(m,n).
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Nulidade

O nulo de uma matriz A de dimensao mxn é um subespaco do R” definido na forma:
N(A)é{x eR": Ax = 0}
A dimensao de N(A) € denominada nulidade da matriz A e € representada por v(A). A
nulidade e o posto estdo relacionados por:
V(A) +p(A)=n
Sdo propriedades importantes:  MA) L RAADHno X" MNA" L R(A) no R”
Autovalor e autovetor

Seja uma matriz A de dimensdo nxa. Diz-se que um escalar A € € (conjunto dos

nimeros complexos) é um autovalor de A se existe um vetor ndo-nulo x € €", chamado de

autovetor associado a A, tal que
AX = AX.
s Ax = Ax pode ser reescrito como (Al — A)x = 0;
o dAxeC”, x#0tal que (Al-A)x =0 se e somente se det(Al -A)=0;
. A(?s.)é det(AI — A) € o polindmio caracteristico de A;
e Como o grau de A(A) é n, a matriz A possui n autovalores.
Positividade
Uma matriz A de dimensao nxn € dita ser definida positiva se e somente se
<X AX>=X'Ax>0,Vxe R, x=0,

ou, de forma equivalente, se todos os seus autovalores forem positivos.

Uma matriz A de dimensdo nxn € dita ser semi-definida positiva se e somente se
<X AX> =XAx >0,V xe R

ou, de forma equivalente, se todos os seus autovalores forem n3o-negativos.
Uma matriz A de dimensio nxn € dita ser definida negativa (semi-definida negativa) se

—A é definida positiva (semi-definida positiva).
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A.20 Teoremas envolvendo propriedades de matrizes

Teorema: Seja A uma matriz de dimensido mxn e considere o sisterna de equacdes lineares

Ax =y . E possivel afirmar que:

1) Dados A € R™ eye R” existe x e R" tal que Ax =y se e somente se y € R(A), ou seja,

se ¢ somente se y puder ser expresso como uma combinacdo linear das colunas de A.

Nota: ye R(A) = Q(A)zp([AEy]).

2)Dado A € R™", para todo y € R” existe x € R" tal que Ax = y se e somente se
R(A) =R".
Nota: R(A)=R" = p(A)=m

Teorema: Seja A uma matriz de dimensdo mxn tal que p(A) = m. Entio a matriz

Q = AA" € R™ & definida positiva.

Teorema: Seja A uma matriz de dimensio nxn. Entdo os autovetores associados a autovalores

distintos sio linearmente independentes.

Teorema: Seja A uma matriz simétrica de dimensao nxn. Ent@o os autovalores de A sio reais €

autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Teorema: Toda matriz A de dimens@o mxn que tenha posto unitirio pode ser fatorada na

forma A = uv’, paraalgumue R"eve R
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Apéndice B |

Espacos normados e espacos lineares de funcoes'

A definig@o de espacos vetoriais lineares apresentada no Apéndice A estabelece sete
propriedades algébricas de elementos do espago, enunciadas na forma de axiomas. Com base
apenas nestas propriedades algébricas de adi¢iio e multiplicagio por escalar, os espacos
vetoriais lineares ndo possuem estrutura suficiente para sua utilizaciio em andlise funcional.

Realizado por Fréchet, Hausdorff, Riesz, Hilbert e Banach no inicio deste século, o
desenvolvimento de conceitos de andlise funcional, particularmente o estudo de espacos
topolégicos, métricos e normados, forneceu subsidios valorosos para o estabelecimento da
teoria de aproximacdo. Estes espacos permitem medir o erro de aproximacio e conduzem a
operadores que podem ser utilizados diretamente em processos de aproximacio.

Este apéndice apresenta a definicio de uma série de espacos, menos pela importancia

de suas propriedades intrinsecas e mais pelo papel que exercem no texto principal desta tese.

B.1 Espaco meétrico

Um espago métrico X € um espaco linear constituido por uma coleciio de elementos e
uma medida de distincia d(x),X;) definida para todo par ordenado de elementos x;,x, € X. A

funcio d(-) satisfaz as seguintes propriedades:

e d(Xx,%)=20;
o  d(x,.x;) = 0 se e somente se X; = X,
*  d(X1,%) = d(X2,X1);

o d(Xi,X2) + d(X2,X3) 2 d(X,X3)

! Este apéndice contém uma reproducio parcial de conceitos apresentados por Davis (1975), LUENBERGER
(1969) e SCHUMAKER {1981), empregando a mesma notagio utilizada por SCHUMAKER (1981).
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B.2 Espaco linear normado

Um espago linear normado € um espago linear X em que estd definido um funcional |||

que mapeia cada elemento x € X em um escalar real |x

E, denominado norma de x. Conforme

descrito no apéndice A, a norma satisfaz os seguintes axiomas:

e |x|=0 paratodoxe X, x| =0 seesomente se x =0 (definibilidade positiva);
o Jax|=|a]x|| paratodo escalarae todo xe X (homogeneidade);
. ”xl + x2|| < sz” ~$~||x2” paratodo X;,x; € X (desigualdade triangular).

Observe que o conceito de espaco métrico € mais primitivo que o de espago normado,

pois um espago normado € um espago métrico com

c;l(xg,r)(z)xli:@{i —xgﬂ.

B.3 Espaco de Banach

Espacos normados em que toda seqiiéncia de Cauchy (veja apéndice C) € convergente
sao importantes em andlise funcional. Nestes espagos € possivel identificar seqiiéncias
convergentes sem identificar explicitamente seus himites.

Um espago linear normado X é completo se toda seqiiéncia de Cauchy em X tem um

limite em X. Espacos lineares normados completos sdo denominados espacos de Banach,

P

Teorema: Em um espaco de Banach, um subconjunto € completo se e somente se ele €
fechado. Além disso, em um espago linear normado, qualquer subespago de dimensdo finita é
completo.

Em problemas de otimizag@o que buscam um conjunto de valores 6timos para um vetor
de parametros que maximize (minimize) um dado critério, a principal vantagem de espacos de
Banach estd na garantia de convergéncia de processos iterativos de busca. Estes processos
fornecem, em seqiiéncia, valores para o vetor de parimetros que superam os valores anteriores

no atendimento do critério. O vetor 6timo desejado €, dessa forma, o limite da seqgiiéncia.

B.4 Espaco com produto interno

Um espacgo linear X ¢ denominado espaco com produto interno, ou espago pré-Hilbert
se, para todo par de elementos x,,X; € X, estd definido um nimero real denominado produto

interno (veja apéndice A) e representado por (x[,x2> , com as seguintes propriedades:
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o (X +X.X5) = (X, X5) +(X5,X5) (linearidade);

o (xpx)=(x2.%)) (simetria);

o {ax,.x,)=a{x,.x;), acR (homogeneidade);
e (x.x,)20, {x.x,)=0 seesomente sex, =0 (positividade);

B.5 Espaco de Hilbert
Se X € um espago com produto interno, ou seja, um espago pré-Hilbert, a equacio
] = y{x.%)

define uma norma em X, e X torna-se um espaco normado.

O espaco de Hilbert € um espago de Banach (espaco normado e completo) equipado
com um produto interno que induz a norma associada ao espaco. Em outras palavras, o espago
de Hilbert € um espaco pré-Hilbert completo.

Ortogonalidade, ortonormalidade, expansdo em funcdes ortonormais (série de Fourier
generalizada) e minimizacdo no sentido de quadrados minimos sdo conceitos que assummem

uma definicio natural em espacgos de Hilbert.

B.6 Espaco linear de fungoes

Uma funcgao real pode ser considerada como um elemento de um espaco linear. Seja X
um conjunto de pontos em um espago multidimensional. Seja F' o conjunto de todas as funcoes

reais com dominio X. Para todo f.g € F e a € R, definindo-se a soma
(f +g)x) = F()+g(x), xeX,
o produto escalar
(af Xx) = af(x), xe X,

¢ o vetor nulo como sendo a funcgio de F que se anula identicamente, F € um espaco linear. Se

X contém mais que um ndmero finito de pontos, entdo F tem dimensdo infinita.

Apesar de serem extensiveis ao caso multidimensional, os espacos lineares de fungdes

apresentados a seguir se restringem a func¢des reais monovariaveis f: [a,b] — R definidas em

um intervalo finito [a.b], com a,b € R.
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B.6.1 Espaco de funcoes mensuraveis
O espaco de fungdes mensurdveis em [a,b] € definido na forma:

Mla,bl={f: fé mensurdvel em [a.b] }.

B.6.2 Espaco de Lebesgue

Dado um escalar real p > 0, o espago de Lebesgue € definido como segue:
Llabl={f:reMiab) e |fl, i <=},

onde |, ., € anorma de Lebesgue definida na forma:
P

“f”L Tab] [_Hf(x)lp }p, p>0.

Note que “ f|| L, lab] =0 implica f = 0 em quase todo o intervalo [4,b]. Ou seja, é

possivel que exista um ndmero finito de valores de x € [a,b] para os quais fix) # 0. De forma

equivalente, dado f € Lya,b], se g € Ly[a,b] representa funcdes tais que
|§f—g"Lp[a,b] =0, p>0,
entdo, para p — oo, tem-se que

Iy =0 sup [g(x)

£ xelab]

Quando nio houver necessidade de disting@o entre fungdes que so idénticas em guase
todo o intervalo [a.b], o espaco de Lebesgue é um espaco linear normado. Neste caso, L,[a,b]

apresenta as seguintes propriedades:

(1) L,la.b] é um espaco de Banach;

(2) Sefe Lila,bl, entdo g(x) = j’ f(x)dx é continua;

(3) Sefe L,lap] comp = 1, € possivel encontrar uma funcao uniformemente continua g(x)
tal que jf! f(x)— g(x)I” dx <& para € > 0 arbitririo;

(4) Como [a.b] é um intervalo finito, entdo, para 1 £ g < p € vdlida a seguinte relacio:

L,la,b] < Lyla.b].
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B.6.3 Espaco de fun¢des limitadas
O espaco de funcdes limitadas em [a,b] é definido na forma:

Bla.bl= {f: Jm < oo tal que |f(x)| < m paratodo x € {a,b}}

Bla,b] é um espago linear normado quando associado 4 norma |[f]| = sup |f(x)|.
xefag bl

Paraf e Mla,b} e comp >0, ¢ vilida a seguinte relacio: Bla,b] < L,[a,b].

B.6.4 Espaco de funcoes continuas e uniformemente continuas
O espaco de fungdes continuas em [a,b] € definido na forma:
Cla,b]=1{f: dadoe>0, 35> 0 tal que, Vx, €[a,b), |f(x)— f(x,)| <& sempre que [x x| <8, x elabl},

onde § depende de £, xo ¢ £. Se € possivel encontrar um 8 que dependa somente de f ¢ €, entdo
o espago € dito ser uniformemente continuo. As noc¢des de continuidade e continuidade
uniforme coincidem em fungdes definidas em intervalos compactos.

Quando associado a norma | fi|= max|f(x)
xelu,b)

, 0 espago Cla,b] € um espaco de Banach.

Observe que se o intervalo fosse aberto, ndo seria possivel atilizar o conceito de maximo,
devendo-se recorrer ao conceito de supremo,

Considerando-se um outro tipo de norma como, por exemplo,
b
A= 1r ot

tem-se um espago linear normado diferente de Cla,b]. Esta norma se aplica somente se |f(x)|
é integravel em [a.b].

E vilida a seguinte relacdo: Cla,b] < Bla,b].

B.6.5 Espaco de funcoes absolutamente continuas

O espago de fungoes absolutamente continuas em [a,b] € definido como segue:

S para qualquer € > 0, existe & > 0 tal que Z\f(—r:)—f(ti){<a para
ACla,b)= = )
todonetodoas<t <t <t, <t, <--<1, <1, <bcom EE—QI<8
2 o g il

E validaa seguinte relacdo: AC[a, bl Cla,bl.
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B.6.6 Espaco de Lipschitz

O espaco de fungdes que satisfazem uma condigdo de Lipschitz de ordem o em [a.b] é

definido na forma:
Lip™[a,b]= {f: 3D < oo tal que | f(x)) - fe)| < Dlx, = x| ¥ xpx, € [a,b]} .

Quando for necessarto explicitar a constante D, € utilizada a notacdo Lip}la,b].
Sdo validas as seguintes relacoes:
e LipPla.blc Lip®[a,b), paraB= o ;

o Lip%la,blc L _[a,b];

o  Lip®la,blc ACla,blc Cla,b].

B.6.7 Espaco de funcoes continuamente diferenciaveis até ordem r

O espago de funcSes continuamente diferencidveis até ordem r (¥ > 0) em [a,b] é um
subespaco de Cla,b] definido na forma:
L d )

C’la,bl= {f. e C{a,b}} ,

Note que, se f ¢ apenas diferencidvel até ordem r (r > 0) em [a,b], entio f € ¢ '[a.b].

d’ f(x)
dx’

= max

Assoclado a este espago € possivel definir a semi-norma ” F
tein, bl

, & qual

tem como espaco nulo o conjunto de todos os polindmios com grau menor que r.

Uma norma associada a este espaco € dada na forma:

d’ f(x)
= max 4 max |——.
7 xe[a,bllf(x)i celabll dx”
Sao validas as seguintes relacOes: C'la,blc Lipl{a,b}, r>0:

o C*lablc Clla,blc ACa, bl Cla,b].
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B.6.8 Espaco de Sobolev

O espaco de Sobolev ¢ um subespago do espago de Lebesgue, formado por funcdes
mais suaves. Seja L,[a,b] o espago de Lebesgue. Dado qualquer inteiro positivo r = 1, o
correspondente espaco de Sobolev é definido na forma:
d™ f(x) d"f(x)
L labl= ———=c AC[a,b] ¢ ———=e L [a,b];.
[ }{f — [@b] & =< L,[ab]

,

L a,b] & um espaco linear normado quando assoclado a norma | fil ., =
P G q Lylab]
=0

d'f
dxj

L,lab}

Para todo escalar real 1 < p << e qualquer inteiro positivo r, sfio validas as seguintes
relacdes:

o Lilablc L,[ab], paragzr;

s C'lablc Lilablg Lylablc Li{a,b)c C™'[a,b].

B.6.9 Espaco de fungbes analiticas

Com f'e C7[a,b] e xy € [a,b] é possivel formar a expansio de Taylor de f(x) na forma:
— (k)(x k
f(x)y= Eu(xmxo) .
i k!

Para um dado x € [a,b], esta série pode ou ndo convergir. Se ela converge, ela pode ou

ndo convergir para f{x).
Se a série converge para f{x) no intervalo [a,b], diz-se que f(x) é uma func¢do analitica
em [a,b]. O espago de fungdes analiticas em [a,b] &, portanto, definido na forma:

Anla, b}m{f f(x)= Zf (0)()5 xn) ‘para todo x,x, € [a,b]}.
k=0

Fungdes analiticas podem ser completamente caracterizadas pelo crescimento de suas

<nlr’, m =O,i,..}.

derivadas, resultando em uma definigfo alternativa na forma:

d"f(x)
dxﬂ

Anfa,b]l= {f: paratodo x €fa.b], 1 r>0 tal que

E valida a seguinte relacdo: Anla,blc C7[a,b].
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B.6.10 Espaco de funcoes integras

O espaco de fungdes integras em [a,b] € definido na forma:

Jtgla,b] = {f: para todo x €[a,b], f(x)=) c,x* com Eimlcklm m()}.

=0 k3o
E valida a seguinte relacio: Itg[a.b] < An[ab].

B.6.11 Espaco de polinbmios de ordem até M

O espaco de polindmios de ordem até M (M finito) com coeficientes reais € definido no

intervalo [a,b] na forma:

M
PM[a,b]:{pM(x):Zcixi, Coreenlyy ER € xe[a,b}}.

=0

Dado qualquer niimero real d, uma base para Pyla.b] pode ser definida na forma:
[PM[a,b]]: {1,): —d.(x md)?",...,(x md)M}_

A derivada e a integral indefinida de um polindmio sio também polindmios. De fato, se

pulx)= ZZ@C*' (x—d)", entio

dpy(x) I it x & ¢ i+l
M {x—d Ndr= Y ——(x-dj" .
El ic{x—d) e LPM( ) i:z()i 1( )

Sejaa Sx; <x3< ... <xyua S b. Pyla.b] é um espago linear normado quando associado

anorma || = _max p(x,)

E vilida a seguinte relacio: Pyla.b] < Itgla,bl.

B.6.12 Espaco de funcdes constantes
O espaco de fungdes constantes em [a,b] ¢ definido na forma:

Cnt{a,b]={f: paratodox €[a,b], f(x)=c, comce R uma constante }.

Se fe Cntla,b], entdo f € Lip®[a.b] para todo o0 > 0.

E vilida a seguinte relacdo: Cnt{a,b] < Pula,bl.
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Apéndice C
Conceitos basicos de analise funcional e topolégica

Em 1930, Dunham Jackson concluiu um livro abordando conceitos de teoria de
aproximacg@o, com um capitulo dedicado ao estudo da geometria de espagos funcionais. A
partir de entdo, tem aumentado o interesse no estudo ¢ aplicacio da teoria de analise funcional
e topoldgica.

Os resultados apresentados a seguir tratam preferencialmente fungtes reais

multivaridveis, definidas em regides compactas (fechadas e finitas).

C.1 Conjunto aberto e conjunto fechado

Definicdo: Seja £ um subconjunto de um espaco vetorial linear. Um ponto p € P ¢ um ponto
interior de P se existe € > 0 tal que todos os vetores X que satisfazem ||x —p|| <¢£ sdo também
elementos de P. A colegdo de todos os pontos interiores de P é chamada de interior de P e é
representada por P . Introduzindo a notacdo de esfera aberta centrada em p na forma
S(x,e)= {y: []y - p[[ < e}, entdo p é um ponto interior de £ se para algum € > 0 existe uma

esfera S(x,€) contidaem P.

Definicdo: Diz-se que um conjunto P € aberto se P = P. O conjunto vazio é um conjunto

aberto, pois seu intertor € um conjunto vazio,

Definicdo: Seja £ um subconjunto de um espago vetorial linear X. Um ponto x € X € dito ser
um ponto de fecho do comjunto P se, dado £ > 0, existe um ponto p € P satisfazendo

|x—p|<e. O conjunto de todos os pontos de fecho de P é chamado de fecho de P e €

representado por P . Um ponto X € um ponto de fecho de P se toda esfera centrada em x

contém um ponto de P.
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Definicdo: Diz-se que um conjunto P é fechado se P = P . Em geral, se P nio for fechado,

Pc P.

Defini¢do: Seja £ um subconjunto de um espaco vetorial linear X. Um ponto x € X é dito ser
um ponto de fronteira do conjunto P se, dado £ > 0, a esfera S(x.€) contém ao menos um
elemento de P e um elemento fora de P. O conjunto de todos os pontos de fronteira de P é

chamado de fronteira de P e ¢ representado por dP.
Algumas relagdes envolvendo P, P eap:

P =PuUoP P=P 9P Pz P UIP
C.2 Distancia entre um ponto e um espaco vetorial linear normado

Constdere um espaco vetorial linear normado X < R" e um ponto x € R”*. A distancia
entre 0 ponto X e o espaco X é dada por

3

dist(x, X) = inﬁ[}x -y
ye

onde | € a norma definida no espago X. Observe que, se x € X, entdo dist(x,X)=0.

C.3 Distancia entre dois espacos vetoriais lineares normados

Considere espacos vetoriais lineares normados X, Y « R”. A distincia entre os espagos
X e Y ¢ dada por

dist(X.Y) = inf dist(x,Y) = inf|x -y
xeX xe}}f
ye

Ed

onde |{ € a norma definida nos dois espagos. Observe que, se os dois espacos se interceptam,

entdo dist(X,Y)=0.
C.4 Seqgliéncia de numeros reais

Uma seqiiéncia ay, @, -, an, -~ de ndmeros reais é representada como {a,}:o: ou

simplesmente {a;}.
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C.5 Seqliéncia de vetores

Uma seqiiéncia X,, X, ..., X, ... de vetores em X € representada como {X,}72, ou
simplesmente {X;}.
p

Um vetor x é um limite da seqiiéncia {x;} de vetores em X se
Ve>0, 3/ finito tal quelx, ~ x| <e, Viz;
Uma seqtiéncia {x;} de vetores em X converge para um vetor X (X, —> X) se a seqiiéncia
ﬂ]x,- - X"} de niimeros reais converge para 0. Neste caso, o limite x da segiiéncia {x;} é Gnico.

Além disso, x; ~> x implica |x,| — |x|. Note que a condigdo x € X pode ndo ser atendida.

O simbolo | denota uma norma (veja Apéndice A).

C.6 Seqiiéncia de Cauchy

Uma seqii€ncia {x;} de vetores em X ¢ uma seqiiéncia de Cauchy se {”x X J,”}w-} 0

quando i, j — eo, OU sgja,
Ve>0, 3k finito tal que x, x| <e, Vijzk

* Toda seqii€ncia convergente ¢ uma seqiiéncia de Cauchy.
+ Um espaco X em que toda seqiiéncia de Cauchy {x;} é convergente, isto &, tem um limite
x € X, € dito ser completo.

* FEspacos de dimensio finita sdo completos.

C.7 Transformacéo

Sejam (X.3) e (Y.3) espagos vetoriais lineares e § um subconjunto de X. A regra que
associa cada elemento X € § a um elemento y € Y é chamada de transformacio e €
representada como T: § © X — ¥, de forma que y= T(x).

Uma transformacdo T: S © X — Y € linear se

T(G;X;'i' CIQXQ) s a;T(Xl) -+ agT(Xg)
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para quaisquer a,a; € 3 ¢ X;, X3 € S. Neste caso, se dim(X) =n e dim(}¥) = m, entdo a
transformagdo linear T pode ser interpretada como uma matriz de dimensao mxn que mapeia
elementos do R” no R”, ou seja, y = Tx.

Uma transformacdo T: S ¢ X — Y é continuaem xp € § se
Ve>0, 3n>0 talque |x —x.|<n implica |T(x)-T(x,)|<e.

Se T € continua sobre S entdo diz-se simplesmente que T € continua,

C.8 Funcional

Uma transformacio de um espaco vetorial (X,3) para o espaco formado por escalares

reais (ou complexos) € chamada de funcional.

Exemplo: Jx =|x|, xe X < R,

Um funcional f: X < R" — R € linear se

f(a1x1+ QQXQ) = alf(x;) + agf(XQ)

para quaisquer a,az € I ex, X2 € X.

Um funcional f: X < R" — R é continuo em xp € X se
Ve>0, 3n>0 tal que |x —xof <n implica [f(x)~ f(x,)] <e.

Se f € continuo sobre X entdo diz-se simplesmente que f € continuo.

No (", R), todo funcional linear pode ser expresso na forma:

f(x)= (C,X> = Z; CiX; s

onde ¢; € R (i=1,...,n).
C.9 Hiperplano

Considere um vetor constante ndo-nulo a de um espago vetorial linear X. A equagio
(a,x)=0, x € X, define um subespaco H, de X dado por:

Hi={x:{ax)=0,xe X}.

Para qualquer escalar b, {a,x)+b define uma variedade linear. Dado qualquer vetor

constante ¢ € X tal que (a,c) = b, a variedade linear definida por
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Hy={x;{ax)y=b,xe X}

pode ser considerada como uma translac@o de H, por ¢. H, e H, sdo denominados hiperplanos.
Hiperplano € a maior variedade linear prépria contida em X, ou seja, se V é uma
variedade linear contendo um hiperplano /1 em um espacgo vetorial linear X, entio, ou V=X,

ouV=FH,

Dado que f(x) = (a,x) (a constante) é um funcional linear, o teorema a seguir relaciona

funcionais lineares com hiperplanos.

Teorema: H € um hiperplano de um espaco vetorial linear X se e somente se existe um

funcional linear f:X — R ¢ um escalar constante b € R tal que H pode ser expresso na forma:

H={xe X: f(x) = b}.

C.10 Diferencial
Sejaxp € X <« R", d e X um vetor arbitrdrio e f: X ¢ R" — K. Se o limite
.1 .
Df (xq,d) = lim—[ f(x + ad) — f(x)]
a0 g

existe, entdo Df(x,.d) € chamado de diferencial de f em X com incremento d. Se o limite
existe para todo d € X, diz-se que o funcional f € diferencidvel em X,. Note que Df(x,,d) é

uma generalizagio do conceito de derivada direcional.
C.11 Derivada parcial e derivada total

Sejam e; (i=1.....n) os vetores n-dimensionais normais definidos na forma:

e, =[0--010 - 0]
T
i~ésima posicio

entdo, se o funcional f: X ¢ R" — R for diferencidvel em X,

Df(xmei):‘ai = afa(;())

ox, _— ;

(i=1,...,n)

é denominada derivada parcial de f'em relago a x; no ponto x,.
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Se n=1 (X = x), a derivada parcial no ponto x; € também a derivada total dada na

forma:

df(xy) . fla-f
If (x) _ f’(xo) - lim Flx)y— fixg) _
dx X3 Xy X — xO
Sejam os funcionais f,g: X < R* — R diferencidveis até ordem p no ponto x € X.
Entdo a g-ésima derivada parcial (g < p) de (fg){(x) em relagdo a x; (i=1,...,n) é dada pela

férmula de Leibniz

o' (f-g)x) _ v g 9 fx) 9"g(x)

oxf ey Flig—r) o] axi™"

C.12 Convergéncia ponto-a-ponto

Suponha que {f.}, n = 1,2,..., ¢ uma seqiiéncia de funcionais definidos em X, e suponha
que a seqiiéncia de numeros {f,(x)} converge para todo x € X. Entao, é possivel definir um

funcional f na forma:

fx)y=limf,(x), xeX. (C.D

Neste caso, diz-se que {f,} converge ponto-a-ponto para f em X. De forma andloga, se

Yf.(x) converge para todo x € X, entdo € possivel definir o funcional

f0=3 £, xeX, 2)

=l

denominado a soma da série 2 f,(x).

A convergéncia ponto-a-ponto, no entanto, ndo é suficientemente rigorosa de forma a
servir como ponto de partida para a obtencdo de resultados matematicamente expressivos.
Propriedades importantes como continuidade, diferenciabilidade e integrabilidade dos
funcionais f., r=1,2,..., ndo sdo necessariamente preservadas em f. Por exemplo, se os

funcionais f, sdo continuos em X, ou seja,

limf, (O)=f(x), VtxeX, n=12,..,
t—x

o mesmo ndo se pode afirmar a respeito de f dado pelas operacgdes de limite (C.1)} e (C.2)

(RUDIN, 1976).
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C.13 Convergéncia uniforme

Uma seqiiéncia de funcionais {f.}, n = 1,2,..., converge uniformemente em X para um

funcional f se para cada € > 0 existe um inteiro positivo N tal que n 2 N implica
[0~ fx)|se VxeX. (C.3)

Convergéncia uniforme ¢ mais rigorosa que convergéncia ponto-a-ponto, pois toda

seqiiéncia que converge uniformemente € convergente ponto-a-ponto. De fato:

e sc {f,] converge ponto-a-ponto em X, entdo existe um funcional f tal que, para £ > 0
qualquer e para todo x € X, existe um inteiro positivo, dependente de € e x, tal que a

desigualdade (C.3) é vilidase n 2 N.
e se {f,} converge uniformemente em X, entdo existe um funcional f tal que, para € > 0

qualquer e para todo x € X, existe um inteiro positivo, dependente apenas de g, tal que a

desigualdade (C.3) é vilidase n > N.

De forma andloga, a série 2f,(x) converge uniformemente em X se a seqiiéncia {s,} de

somas parciais definidas por
Yo fx)=s,(%)

converge uniformemente em X.
C.14 Critério de Cauchy para convergéncia uniforme

Teorema: A seqti€ncia de funcionais {f,}, definida em X, converge uniformemente em X se e

somente se, para todo € >0 e x € X, existe um inteiro positivo N tal que
£.00 - f.(0|se,

onde m 2 N, n = N, com f,(X) e f,,(x) assumindo valores finitos.

Prova: Veja RUDIN (1976).
C.15 Convergéncia uniforme e continuidade

Teorema: Suponha que a seqiiéncia de funcionais {f,} converge uniformemente para f em X.

Seja x um ponto himite de X e suponha que
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limf,(ty=A4,, n=12,..
[—x

Entdo a seqiiéncia {A,} converge, ¢
lm f(t)=lim A,
t—-3% H—3o0

Sendo assim, a conclusio € que

lim lim £, (t) = lim lim £, ()
X fl—es Hyoo 3%

Prova: Veja RUDIN (1976).
Comeo um resultado imediato tem-se;

Coroldrio: Se {f,} ¢ uma seqiiéncia de funcionais continuos em X e {f,} converge
uniformemente para f em X, entdo f é continuo em X. O inverso ndo é necessariamente
verdadeiro, ou seja, uma seqiiéncia de funcionais continuos pode convergir para um funcional

continuo sem que a convergéncia seja uniforme.
C.16 Convergéncia uniforme e diferenciacao

A convergéncia uniforme da seqiiéncia {f,} nao permite extrair qualquer conclusio a
respeito da seqii€ncia { f}. Para poder afirmar que { f,'} converge uniformemente para f’

sempre que {f,} converge uniformemente para f, algumas hipdteses adicionais sdo necessarias.
p

Teorema: Seja {f.} uma seqiiéncia de funcionais diferencidveis em X (f, ¢ C[X]) e tal que, para
algum ponto Xp € X, {f.(Xo)} converge. Se { f/} converge uniformemente em X, entdo {f,}

converge uniformemente para um funcional fem X, e
F(x)=lim f/(x), xeX.
Prova: Veja RUDIN (1976).

C.17 Funcionais continuos e uniformemente continuos

Definicao: Uma familia F de funcionais f definidos em um conjunto X de um espaco métrico

Xu € dita ser continua em X, € X se dado € > 0 existe um & > O tal que

lf(x)= f(x)| <€,V fe F,Vxe Xcom [x~x,] <8,
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onde |} representa uma métrica de Xy Se f € F é continua para todo x; € X, entdo diz-se que
Je C[Xul

Observe que 6 depende de F, X, e €. Para 8 independente de x,, tem-se:

Definicdo: Uma familia F de funcionais f definidos em um conjunto X de um espaco métrico

X € dita ser uniformemente continua em X se dado £ > 0 existe um & > 0 tal que
f(x)~ f(y)i<e,Vfe F,¥xye Xcom Ix—y] <8,

onde || representa uma métrica de X,

Exemplo: O funcional f(x) = 1/ (1+x?) & uniformemente continuo em todo o eixo real pois

N o+ <ly—af.

N I R s
=S =|—— B vl

2y Ay

Assim,

[f(x)— f(y)| <€ sempre que |y—x/<e=8§.

Teorema: Se uma familia F de funcionais f é continua em um conjunto compacto X de um

espago métrico Xy, entdo F também € uniformemente continua em X.
C.18 Mddulo de continuidade

Determinar o grau de suavidade de uma fungio por diferenciabilidade resulta muitas
vezes em Critérios imprecisos para efeito de aproximagio. Por exemplo, no caso de funcionais
uniformemente continuos, € muitas vezes necessdrio saber qual o melhor € que atende is
condicbes da definigdo para um dado 8. Uma alternativa para estes casos ¢ o mddulo de

continuidade de f em [a.b], definido na forma:

Defini¢ao: Dada uma funcio f: [a,b] — R, para quaisquer x;,x; € [a,b] tal que Ix, -~x2| <8,0

mdédulo de continuidade de fem [a,b] € definido na forma:

uf{:,b](s} = sup If(xl}“““ Jix, )l .

Xy, xpelab]

Note que, parafe Lippla,b], tem-se u-{é,bg(ﬁ) < D&% . Parafe Cla,b] tem-se:
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Teorema: Para f € C(la,b], o médulo de continuidade de f em [a.b] tem as seguintes

propriedades:

F‘Lfil,b] (O) =0

Se 0 <8 < & entdo Wi, (8 S U, 41(85):

Wi, (8) + 82y S, (8) +uf, (8,0

ii‘[f;,bj(”s) S ”Hi};.m(& ,

1, (8 € C10,b —al.

Prova: Veja DAVIS (1975).

C.19 Série de Taylor

Considere /1 X © R" — R e xp € X. Se f¢€ continuamente diferencidvel até 2* ordem

(f € C’[X]), entdo a expansio em série de Taylor até 2* ordem de f(x) em torno de X,, para X €

X um vetor arbitrario, ¢ dada na forma:

FOO = F(xg) + 3D ¥ )5, = x0)] +

f==|

f(x)= f(xo)"’!“Z!:

Pxo) ., _ } 22[ af(w
i ox.dx

n H

aﬁi‘;l

X d'l}i Tj

zz{(x xO,)Df{Df(XG,y )y ](x ~—x0j)}+0(2)

(Xj _xoj') +0(2)

‘ I ,
F(x) =f(xg)+Vf(xo)T(x—xo)~é~5(x—xg)rF(xG)(x“onO@)

onde Vf(x,) € o vetor gradiente de f no ponto x = x,, F(x,) ¢ a matriz hessiana de f no ponto

X = Xp ¢ O(2) representa termos de ordem superior a 2. Sendo assim,

9f(xo)]
ox,

Jf (x,)

Vi(xo)=| ox,

I (xy)
ox

i

€ F(Xo)=| Ox,ax, ox,ox,
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C.20 Teorema diferencial do valor médio

Teorema: Seja f: X < R" — R um funcional continuamente diferenciavel em X (fe C'[X]).

Entdo existe ¢ € [0,1] tal que
. T
fxX)= f(xp)+ Vf]ax, + (I - a)x] (x—%,), VXX € X.
Se f ¢ continuamente diferencidvel até 2* ordem (f e C*[X]),

. . 1 :
FX) = f(x0)+ VF(xe) (x - X0)+w£(x—x0)rF[axo +(1~a)X](x~x,), ¥ x%0 € X.

C.21 Funcional convexo e quase-convexo

Seja X um conjunto convexo ndo-vazio. Um funcional £ X < R" — R é convexo se
Flaxy +(1-a)x)<af(xy)+(1—a)f(x), Yx.x, € X, VO<a<].

Se as desigualdades forem estritas, diz-se que f € estritamente convexo.
Um funcional f: X < R* — R definido sobre um subconjunto convexo é (estritamente)
concavo se —f for (estritamente) convexo.

Se f: X <@ R" — R for diferencidvel em X (fe C[X]), entdo fé convexo se ¢ somente se
FX) 2 Flxg)+ VA(x) (x~x,), Vx,x,€ X,

Se f: X < R" — R for duas vezes diferencidvel em X (fe C'[X]), entdio f & convexo se
e somente se a matriz hessiana F da fungdo f é semi-definida positiva sobre X. Se F é definida
positiva sobre X, entdo /¢ estritamente convexa.

Um funcional 1 X « R" — R € quase-convexo se

flax, +(1-a)x)< max{f(x,). f(X)}, Vx,x, € X, V O<a<l.
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Apéndice D

Métodos de otimizacao paramétrica nido-linear irrestrita

O problema de aproximacio de uma fungdo g(1): X € R™ — R" por uma funcgéo
paramétrica g(-,0): XxR” > R, onde 8 & R* (P finito) é um vetor de parametros, pode ser

dividido em dois sub-problemas basicos:

(1) Representacdo paraméirica: que classe de fungdes g(-) podem ser aproximadas por que

classes de funcdes de aproximacio g(-,0)7

(2) Otimizacdo paramétrica: a partir do conjunto de dados de aproximacio, e fixada a fungéio

de aproximacio g(,0), como encontrar um valor Gtimo para o vetor de parimetros

Be R°?

O problema geral de aproximac@o paramétrica pode, entdo, ser formalmente

apresentado como segue:

Problema geral de aproximacfio paramétrica: Considere a fungéo g: X < R™ -+ W', que mapeia

pontos de um subespago compacto X < ™ em pontos de um subespaco compacto g[X] < R'.
. N :
Com base nos pares de vetores de entrada-saida {(x 18 )}[,:1 amostrados a partir do

mapeamento deterministico definido pela fungio g na forma:

s, =g(x;)+g,, I[=1,.,N,
e dada a fungfio de aproximagio g: XxR” —» R’, determine o vetor de pardmetros 8* ¢ R’ tal
que

dist(g(-), & (-.8%)) < dist(g(-), § (-,8)), para todo § € R,

onde o operador disi(-,") mede a distancia entre as duas funcdes em todo o espaco X. O vetor
g; expressa 0 erro no processo de amostragem, sendo assumido ser de média zero e varidncia
fixa. A solucdio deste problema, se existir, ¢ denominada a melhor aproximacio e depende

diretamente da classe de fungdes para a qual ¢ pertence, conforme discutido no capitulo 3.
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D.1. Avaliacao do nivel de aproximacao paramétrica

Em aproximacéo paraméirica utilizando um ndmero finito de dados amostrados, a

distdncia entre a funcéo a ser aproximada e sua aproximacio é uma funcfio apenas do vetor de
n P . . . A N

pardmetros € R'. Tomando a norma euclidiana como a medida de distancia, produz-se a

seguinte expressao:
1 & . )
J(e):]—v»uE(stgm,,e)) : D.1)
I=l

O funcional J: X" — R & denominado superficie de erro do problema de aproximacéo,
pois pode ser interpretado como uma hipersuperficie localizada acima do espago de pardmetros
R*, sendo que para cada ponto 8 € R’ corresponde uma altura J(6).

Portanto, dada a superficie de erro, solucdo do problema de representagio paramétrica,
a solucdo do problema de otimizagdo paramétrica é o vetor 8% € R’ que minimiza J(8), ou
seja,

0* = arg (I}’nﬁi{l;l, J(8). (D.2)

Sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:

N

s dado o conjunto de aproximacio {(x,,sg) 1y

o vetor de paridmetros 8 = 8% fornece a

melhor fungéo de aproximacio possivel com base na representaciio paramétrica ¢ (-,0) e na
medida de distincia dada pela equagao (D.1);

e sc¢ a superficie de erro for continua e diferencidvel em relaco ao vetor de parimetros,
entdo os mais eficientes métodos de otimizacdo irrestrita (os pardmetros podem assumir

qualquer valor real) podem ser aplicados para minimizar J(6);
D.2. Modelos de aproximacao paramétrica

Dentre os modelos de aproximacdo paramétrica mais comuns € possivel citar:

e linear (ANDERSON, 1984):

2(x.0)=x'6

s parcialmente linear (HECKMAN, 1986):

é(x:e):xgei"’{“f(xz,ez)’ Xz oeae | 8:
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ndo-linear por partes (ROBINSON, 1988):

Xy 8,
GX.0)= fi(x.8)+ f,(x5,0,), x =[], B=] s
X2 6,
aditivo (HASTIE & TIBSHIRANI, 1986; STONE, 1985):
B,
.X'i P
gx,0)= fi(x,,8)++/,(x,.8,), x={ ! |, 0=}
xi‘ﬂ Tt
e?ﬂ
expansio unidirecional (HARDLE & STOKER, 1989):
el
2x,0) = F(x"6,,8,), 0= -
0,
reducio de dimensionalidade (L1, 1991):
8,
g(x.0)= f(x"6,,....x"0,,0,,,), 8= ! | jsm
em

expansdo untdirecional aditiva (FRIEDMAN & STUETZLE, 1981; HUBER, 1985):

81
§(%,0) = £,(x76,.0, )+ £,(x70,,_.0,,), 0=| ©
0.,
expansdo unidirecional multiplicativa (FRIEDMAN ef al., 1984):
9,
2(x,0) = fi(x70,.8,)%* £,(x70,,.,.8,,), 0=
6.,

Dado o problema de aproximacgfio, uma questdo natural que surge € como escolher a

fungao de aproximagio que melhor se adapta, ou seja, que tipo de restricdo paramétrica deve

ser imposta ao modelo de aproximagdo. SAMAROV (1993) apresenta algumas alternativas com

o N N . i .
base nos dados de aproximagio {(x{,s J,)}I,:l e em estimativas de derivadas médias (HARDLE &

STOKER, 1989).
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E evidente que as fungdes de aproximagiio mais simples sio casos particulares das
tungdes mais complexas. Particularmente, redes neurais artificiais sdo capazes de representar
todos os modelos apresentados acima. Observe também que boa parte dos modelos
apresentados realiza a aproximagdo com base em uma soma ponderada das varidveis de
entrada, importante passo no sentido de reduzir a dimensionalidade do problema de

aproximacio.
D.3. Algoritmos de otimizagao paramétrica utilizando diferenciacao

Para a maioria dos modelos de aproximaciio paramétrica g (-,8), o problema de
otimiza¢ao apresentado na equagdo (D.2) tem a desvantagem de ser ndo-linear e ndo-convexo,
mas as vantagens de ser irrestrito € permitir a aplicacao de conceitos de célculo variacional na
obtengdo da solugio 0*. Estas caracteristicas impedem a existéncia de uma solucdo analitica,
mas permitem obter processos iterativos de solugio, a partir de uma condigdo inicial 6y, na
forma:

0, =6,+o,d, i>0 (D3)

onde 6; € R” é o vetor de parimetros, o € R* é um escalar que define o passo de ajuste ¢
d; € R” é a direcio de ajuste, todos definidos na iteracio i. Na obtenciio do passo e da direcio
de ajuste do processo iterativo dado pela equagdo (D.3), pode-se empregar os mais eficientes

algoritmos de otimizag¢#o utilizando diferenciacao.

Uma vez definida a estrutura paramétrica g (-,0), o esquema bdsico dos algoritmos a
serem apresentados contém necessariamente as seguintes etapas (o operador ||| corresponde a

norma euclidiana):

e Defina uma condi¢io inicial 8y para o vetor de pardmetros;
e Defina um escalar € > 0 arbitrariamente préximo de zero;
e Facai=0;
s Enquanto IWJ(Q f)*z> g faca:
calcule o, e d; tal que J(8,,1) < J(6,) para 8,,, =0, +a,d,;
i=i+].
Procedimentos de validacio cruzada para garantia de bom desempenho em termos de

generalizacdo podem ser prontamente incorporados.
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D.3.1. O metodo do gradiente

Dentre os métodos que utilizam diferenciacio. o método do gradiente é o método mais
simples de obtengio da direciio d;, pois utiliza apenas informacoes de I* ordem. Na i-ésima

iteraciio, a dire¢iio d; € definida como a diregfio de maior decrescimento da funcio J.

VJ(©)

Teorema D.1: A direcio d = -
vi©)

€ a diregdio de maior decrescimento da funcéo J.

Prova: Para J: R — R e 0,d € R, com ||d]| < 1, a derivada de J na diregio d é dada por:

Aoz
vIie .. .
Logo, para provar o teorema basta mostrar que d = — Vo)l minimiza D(J,d).

Seja v o dngulo entre os vetores VJ(6) e d, entao

VI(O)" d=[VI@)-Jd-cosy = ~|VI@)-Id| = VIO

Para d = — VJ(©) , COMO
V7|
VI(©) d=-|VJ(©),
) VIi®ey .. .
conclui-seque d = — minimiza D{J,d).
! Vo

A lei de ajuste do método do gradiente é, entdo, dada por:

o —o V.J(,)

R . bl Sy D4
i+l i 051 ||V.](9i)“ ( )

Como a diregdo d; escolhida é a de maior decrescimento da fungdo J(8) no ponto
0 =0, poder-se-ia imaginar que qualquer valor positivo para o; fornece uma direcéo
minimizante. Isto s6 € verdade se J(0) ¢ uma fungfo linear, ou seja, com derivadas de ordem

maior que I nulas. Como este nfio € o caso em estudo, tem-se o seguinte problema de busca

unidirecional:

mig J(0,,;), com B, dado pela equagio (D.4). (D.5)
o>
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Como este problema deve ser resolvido a cada iteracio / e levando-se em conta o
elevado custo computacional vinculado a sua solucdo (J(6) deve ser avaliado em vérios
pontos), € adotado aqui um procedimento alternativo. Em lugar do problema (D.5), resolve-se

um outro problema de busca unidirecional mais simples:
Encontre o > 0 tal que J(8:.)) < J(6;).

Este problema pode ser resolvido adotando-se os seguintes passos a cada iteracio:

o; =1 se i=0
. . >
o, =20, se (>0

. 0. =0 -0, G

1

e Enquanto J(8;,) = J()) faca:

1
o= — O,
2

Vi@,

0,,=9,—
A T

4

Sempre que J(8) tiver pelo menos um minimo, o método do gradiente associado a este
procedimento de busca unidirecional vai seguramente fornecer uma solu¢ao 6*, minimo local
do problema (D.2). No entanto, um problema prético importante estd no nimero de iteracdes
necessario para atingir esta solucio. Utilizando apenas informacdes de 1* ordem, o método do
gradiente € sabido ser pouco eficiente, apresentando convergéncia lenta, principalmente nas
vizinhancas de 0% (BAZARAA & SHETTY, 1979; LUENBERGER, 1989). A introducgiio de um

termo de momento junto & equagio (D.4), na forma:

VJ(B )
8., =06 — - D.6

tem a vantagem de permitir acelerar a convergéncia e até superar minimos locais, mas a
desvantagem de criar mais um parmetro a ser arbitrado (§;). A defini¢fio de valores adequados
para o par {(0;,[3,) ndo é uma tarefa simples, pois agora a lei de ajuste passa a ser uma equacio a

diferencas de 2* ordem.
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D.3.2. O método de Newton

O método de Newton resolve iterativamente o problema de otimizagio (D.2)
aproximando a fungio J(0) por uma fungdo quadritica, a qual € minimizada exatamente. Sendo
assim, em uma vizinhanga de 8;, a funcdo J(0) pode ser aproximada pela sua expansio em série

de Taylor até 2* ordem, dada por:
g (0 =J(0,)+VJ(0,)" (0--6,)+(8-6,)" V*J(8,)(0-8,) (D.7)

onde VJ(8,) é o vetor gradiente e V2o ;) € a matriz hessiana de J(8), ambos calculados no
ponto O = 6;. Observe que a matriz V> J(8,) é sempre simétrica.

O vetor 0.4, €, entdo, a solugdo que minimiza exatamente J

sex

(8) dado pela equacio

(I>.7), ou seja,

EYRC
Vo Ori) _ (D.8)
aei+1
produzindo
0., =6, - [V218)] VIG®,). (D.9)

Utilizando o mesmo raciocinio empregado no caso do método do gradiente, como a
funcdo J(0) nao € necessariamente quadratica, a minimizagio de sua aproximagio quadritica

Je (0) pode ndo fornecer um solucdo 9,,, tal que J(8,.,) < J(8,). Por outro lado, é sabido que
Jxeg {(8) € tdo mais proximo de J(8) quanto mais préximos estiverem O de 6; (BAZARAA &

SHETTY, 1979; LUENBERGER, 1989). Sendo assim, a modificagio da lei de ajuste (D.9) para
2 ‘“"1
0.1 =8, —a,[V?J8)] VIE) (D.10)

garante a existéncia de O<o; <1 tal gue J(B41)<J(0). Um procedimento de busca

unidirecional pode, entdo, ser aplicado a cada iteracio, na forma:

o Definartalque0<r<l;

e 6, =8,-0,[V2I®)] VIO,
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e Enquanto J(8;.) = J(0,) faca:

a; = roG;
0, =0, —a,[V27(8)] VI0,).

Nesta forma, o método de Newton ainda nfo apresenta qualquer garantia de

convergéncia, pois nada pode ser afirmado sobre o sinal da matriz hessiana, que deve ser

definida positiva. Portanto, é necessdrio testar a positividade de V2J(8,) a cada iteracio, e na
eventualidade de se obter V>J(8,) <0, deve-se aplicar um procedimento de positivacdo da

matriz. Os dois resultados a seguir auxiliam nesta tarefa.
Teorema D.2: Uma matriz simétrica é definida positiva se seus autovalores forem todos
positivos,

Prova: Veja STRANG (1988).

Teorema D.3: Se os autovaleres da matriz simétrica A de dimensdo P x P sao {ll,...,k P},

entdo os autovalores da matriz A+yl sdo {A, +v,....,A, +v}.
Prova: Veja STRANG (1988).
Destes resultados segue o seguinte coroldrio:

Coroldrio D.1: Dado que se conhece o menor autovalor A, de uma matriz simétrica A, €

sempre possivel obter uma matriz definida positiva B a partir de A na forma:

* se A, >0 tomeB=A;

o se A, <0 tomeB=A+e~ A ), come >0 arbitrdrio.

A lei de ajuste do método de Newton assume, entdo, a forma:
0. =6, —o,M'VJ(®,), (D.11)
onde M, é dado por

M, = V27(8,) se Al >0

M, = V2J(8,) + (e — Al

i . (D.12)
min )I S¢ ?\‘:nin =0

com ALl o autovalor minimo de M.
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(O método de Newton modificado dado pela equacdo (D.11) vai convergir para um
minimo local sempre que a fungéo J(0) tiver minimos. Observe que todos os resultados obtidos
acima sio imediatamente aplicdveis a problemas de maximizacio, desde que se trogue o sinal
da matriz hessiana, que agora deve ser definida negativa.

A figura D.1 apresenta alguns exemplos da aplicacio do método de Newton

modificado na maximiza¢do de uma fungdo monovaridvel J(8), demonstrando que o ajuste do

método de Newton € sempre no sentido de atender o critério. Os pontos '®' correspondem a

(92

(0:,/(8,)), enquanto que os pontos 'o' correspondem a (8::,/(85:)). A fungio J(©)

(¢

representada pela curva de trago cheio, enquanto que J,, (8) (ou sua versio modificada)

seg

representada pela curva tracejada.

25

20} -emme

. 0
0.06 0.07 325 0.2 018 01 005 0

Figura D.1 - Exemplos da aplica¢do do método de Newton modificado

Observe que nos graficos da coluna central foi necessdrio negativar a hessiana,
enquanto que nos graficos da Gltima coluna houve a necessidade de se utilizar ; < 1. Situagdes
em que estes dois procedimentos sejam necessdrios simultaneamente também podem ocorrer.

E importante mencionar ainda que:

* em lugar de positivar M; na equacgdo (D.12) (negativar em problemas de maximizagio),
poder-se-ia, em principio, utilizar qualquer outra matriz definida positiva de dimensdes
apropriadas. A razao para optar pelo processo de positivacdo da hessiana € a analogia com

o tradicional método de Levenberg-Marquardt (DENNIS & SCHNABEL, 1983), que pode ser
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interpretado como uma combinacfio entre a lei de ajuste do método do gradiente e a lei de
ajuste do método de Newton.

* Apesar de apresentar uma taxa de convergéncia bem maior que o método do gradiente, o
método de Newton € excessivamente custoso e numericamente instavel do ponto de vista
computacional, pois exige a inversdo, a andlise espectral e armazenagem de uma matriz
que, apesar de simétrica, € da ordem do nimero de parimetros P a serem ajustados. Em se
tratando de redes neurais paramétricas, P pode ser da ordem de centenas a milhares de

unidades.
D.3.3. O método do gradiente conjungado

O método do gradiente conjungado € um procedimento intermedidrio entre 0 método
do gradiente e o método de Newton. Ele € projetado para exigir menos cilculos que o método
de Newton e apresentar taxas de convergéncia maiores que as do método do gradiente. Tal
como o método de Newton, este procedimento iterativo de otimizag&o ¢ projetado para obter

solugdes exatas para problemas quadriticos em um ndmero finito de iteragdes.
D.3.3.1. Motivacao para a origem do método

A lei de adaptacido dos processos iterativos em estudo assume a forma da equacio

D.3), sendo que, havendo convergéncia, a soluco 6tima 0* ¢ R’ pode ser expressa por:
P p p

e:k e 8{} + Oiodg +ald1'§‘..

Sendo um vetor no espago R, 6F pode sempre ser expresso na forma:
P}
0% = oo +ond o0l dp = > ogd;
i=0
desde que o conjunto {do, d, ..., dp;} forme uma base de R" e a=[0, -, 1" sejaa

representacio de 0* nesta base (CHEN, 1984). Isto implica que dois procedimentos alternativos

podem ser utilizados para obter 0% em até P iteracdes:

o tome vetores d; € R” (i=0,....P~1) linearmente independentes e encontre a representagdo
de 8* na base {dn. d,, ..., dp, };
e tome escalares o € R (i=0,....P—1) ndo todos nulos e encontre a base {do, d;, ..., dp_;}

que tenha oL = [0y -+ Op, 1" como a representacio de 0%*.

214



O primeiro procedimento € certamente mais adequado, principalmente para valores

elevados de P, sendo o principio de operacdo do método do gradiente conjungado.

D.3.3.2. Método das diregoes conjugadas

Esta se¢@o apresenta uma forma de obtengio de oy, 0t;,...,0._, tal que
P—| .
0% =3 ad,. (D.13)
=0

Para tanto, sdo utilizados os resultados a seguir.

Definicdo D.1: Dada uma matriz simétrica A de dimensio P x P, as direcdes d;, e R”,
i=0,...,P—1, sdo ditas serem A-conjugadas (ou A-ortogonais, ou entdo conjugadas em relacio a

matnz A) se
d/Ad, =0, parai=#jecomij=0,.,P-l.
Observe que o conceito de conjugacdo em relagdo a uma matriz A é uma generalizacio

do conceito de ortogonalidade entre vetores, o qual é definido tomando-se A =1 onde I é a

matriz identidade.

Teorema D.4: Para uma matriz A simétrica e definida positiva, diregdes A-conjugadas sio
necessariamente linearmente independentes.
Prova: Veja Hestenes (1980).

Coroldrio D.2: Se A € uma matriz simétrica, definida positiva e de dimensdo P X P, o conjunto

de P direcoes A-conjugadas forma uma base do R”.

Com isso, os coeficientes o, j=0.....,P-1, podem ser determinados adotando-se o

seguinte procedimento:

» dada uma matriz A simétrica, definida positiva e de dimensido P x P, multiplicando-se a

equacdo (ID.13) a esquerda por d?A ,com 0 <7< P-1, resulta:

Pl
’f *_ * T .
d’Ae —-2}‘051-de(££, j=0,..,P-1
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e escolhendo as diregdes d; € R’, i=0,...,P—1, como sendo A-conjugadas, é possivel aplicar

os resultados apresentados acima para obter:

. diAe

o; = ,J=0,.,P-1. D.
vk (D.14)

- ok - . ~ -~ .
Esta expressdo para o, j=0,....,P~1, ainda ndo representa uma solucio vidvel para se

obter 8%, pois 0s proprios coeficientes sao fornecidos em funcio de 6*. Para eliminar 6* da

expressio (ID.14) duas hipoteses adicionais devem ser consideradas:

e assuma que o problema de otimizagdo € quadritico, ou seja.
1
J(B):EGTQG“I)TB, (D.15)
entdo, no ponto de minimo 6%, deve valer:
VIO )=0=00"-b=0=0Q0" =b: (D.16)

e assuma que A = Q.

Com iss0, a equacio (D.14) pode ser reescrita na forma:

__db 0,...P-1 (D.17)
(1.:———-—-——, J: genes -1, .
J T
dfQd;
produzindo
=t d'b
Or=d —I—d.. (D.18)
~4d;Qd,

Logicamente, esta solugdo € vilida apenas no caso de a funcdo objetivo J(0) ser
quadritica, condigfo para que a matriz Q e o vetor b sejam constantes em todo o espago R’

Como esta soluciio vai ser obtida iterativamente a partir de uma condicdo inicial 6y, é
possivel obter um resultado mais interessante, do ponto de vista pratico, que a expressio
(D.18), por permitir a substituicao do vetor b. Para tanto, assumindo solucdo iterativa, a

solucéo 6tima 0% € expressa na forma
* * * *
6 =06, +a,d) +od+.. 4o dp. (D.19)

Com isso, os coeficientes o, j=0,...,P—1, sdo dados por:
i p
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oL -6y

e A (D.20)
J J

Na j-ésima iteracio (0 <j < P—1), 8; assume a forma:

8, =0, +ood,+.+or,_d (D.21)
permitindo obter

d;Q8, =d]Q8;. (D.22)
Substituindo a equacéo (D.22) na equagdo (D.20) resulta:

. dlQ® -8,
o :—iQ—j(,.—mwi»w)w,j.—.},...,P—l. (D.23)
d; Qd,
Com base na equagdo (D.16), e sabendo-se que

VI(®,)=Q8, - b,

a equacdo (D.23) pode ser colocada na forma:

. diVI®))
0 = =L ] P (D.24)
d;Qd;

ou seja, a lei de ajuste do método das direces conjugadas é dada por:

T
_AVIG) (D.25)

0. =6 .
+1 i drj'”QdI i

I

produzindo a solugido 6tima em P iteragdes, se o problema for quadritico.
D.3.3.3. Método do Gradiente Conjugado

Para a aplicacao da lei de ajuste dada pela equagio (D.25), € ainda necessario obter as
direcdes Q-conjugadas d; € R”, i=0,...,P~1. Para tanto, uma alternativa é tomd-las na forma

(BAZARAA & SHETTY, 1979; HESTENES, 1980; LUENBERGER, 1984):

d, =-VJ(8 T
{ 0 (8) VJ(0,)Qd, D.26)

d. =-VJ®,)+Bd paaiz0 ™ PT"a0a
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As equagoes (D.25) e (D.26) compdem o método do gradiente conjugado para a
obtengdo iterativa da solucéo do problema (D.2). Vale mais uma vez salientar que este método
€ especialmente desenvolvido para o caso de a fungfio J(8) ser quadritica, quando sio vilidas

as seguintes propriedades (BAZARAA & SHETTY, 1979; HESTENES, 1980; LUENBERGER, 1984):

* o nimero de iteracdes necessario para se obter 6* ¢ finito e limitado pelo nimero de

autovalores distintos da matriz hessiana Q,

e enquanto ainda nao se atingiu a solugio, o gradiente VJ(8;) tem médulo maior que zero e é

ortogonal a todas as direcdes d, tal que j < i;

» cada iteragdo do método do gradiente conjugado € pelo menos tdo eficiente quanto uma

iteragdo do método do gradiente a partir do mesmo ponto;
e cada ciclo de P iteragdes € equivalente a uma iteraciio do método de Newton;
* ndo existe a necessidade de se inverter a matriz hessiana;

* a0 contririo do método de Newton modificado e do método do gradiente, nio existe a

necessidade de se realizar qualquer tipo de busca unidirecional;

s 0 custo computacional de cada iteracio do método do gradiente conjugado é comparavel

ao custo de uma iteragcdo do método do gradiente;

. . P P . - -~
e a propriedade essencial dos vetores d; € R, i=0,... . P-1, estd em suas direcdes e ndo em

seu médulo;
» a vantagem de se calcular as dire¢Oes conjugadas com base no gradiente estd na producio
de um processo iterativo com convergéncia mais uniforme.

D.3.3.4. Aplicacao a problemas nao-quadraticos

Algumas modificacdes devem ser introduzidas junto ao método do gradiente conjugado
para possibilitar sua aplicacdo a problemas nao-quadriticos. A principal delas € a substituicdo
da matriz Q pela matriz hessiana calculada no ponto €;, V*J(8,). Com isso, o algoritmo do

gradiente conjugado para problemas ndo-quadraticos assume a forma:

Passo 0:  Atribua um valor inicial 0y e R” para o vetor de parimetros e um valor

arbitrariamente pequeno para a constante € > 0,
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Passo 1: Calcule VJ(8y) e faca dy = -V J(Bp);
Passo 2: Para i=0,...,P-1 faca:
(a) Calcule V2J(8)):

T
(b) Fa@a 9”1 = ef +uidf1 COIN {l,‘ - *M;
di V J(e,)d,

(¢) Calcule VJ(B,.));

VI(0,.) VI®)d;
d/Viie,d,

(d) Sei<P-l,facad,, =-VJ(B,)+Bd,, onde B, =

e

Passo 3: Se “‘7’](81-+J )]i > ¢, faca 8y = B e retorne ao Passo 1;

Dentre as vantagens do algoritmo do gradiente conjugado € possivel destacar:

e a0 contrario dos algoritmos desenvolvidos para os métodos do gradiente e de Newton, nio
¢ necessario qualquer tipo de busca unidirecional;

- . . . . . 3
e nio ¢ preciso inverter a matriz hessiana V°J(-) em nenhum momento.
Sao consideradas desvantagens do algoritmo do gradiente conjugado:

o devido & necessidade de se calcular V2J() a cada iteracdo, o algoritmo ndo pode ser
considerado globalmente convergente, pois ndo existe garantia de a matriz V2J(-) ser
definida positiva em todo o espaco R

e como o ajuste do vetor de pardmetros 0 toma infomacdes até 2* ordem de J(8), ndo existe
garantia de que o passo do algoritmo do gradiente conjugado seja minimizante.

o principalmente para valores elevados de P, calcular e armazenar a matriz hessiana V2J(+) a

cada iteragdo representa um custo computacional acentuado.

Estes trés problemas sdo solucionados nas proximas trés segoes.
D.3.3.5. A positivacao da hessiana

Problemas de otimizacio ndo-quadriticos ndo apresentam a propriedade de
convexidade. Sendo assim, a auséncia de convergéncia global para problemas nao-convexos é
uma caracteristica comum a todos os algoritmos iterativos que utilizam informac¢io local,

incluindo o algoritmo do gradiente conjugado.
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Dado um ponto 6 do espago de parametros, a informacdo local corresponde ao
conhecimento dos valores de derivadas de ordem finita da funcio objetivo J(1) no ponto 8, ou
seja, sO € possivel prever o comportamento global de J(-), a partir da informag¢io em um ponto
8, se fodas as derivadas de J(-) neste ponto forem conhecidas exatamente. Logo, os dnicos
métodos de otimizacdo passiveis de implementacio pritica sdo aqueles que utilizam
informaggo local.

A forma de garantir convergéncia para um minimo local de J(-), sempre que minimos
de J(-) existirern, € assegurar a positividade da matriz hessiana V°J(") a cada iteracdo. Com o
seu método do gradiente conjugado escalonado, MOLLER (1993) apresenta um procedimento
eficiente para garantir a positividade de V*J(-) sem precisar recorrer a procedimentos de analise
espectral ou métodos de busca. O ponto de partida é um resultado de FLETCHER (1987)

baseado no método de Levenberg-Marquardt,
D.3.3.6. A garantia de ajustes minimizantes

O procedimento para garantia de que o ajuste de pardmetros a cada iteragdo é sempre
no sentido de decrescimento da fungio J(-) pode seguir o procedimento de busca unidirecional
ja adotado para os métodos do gradiente e de Newton, ou entdo utilizar a funcio proposta por
MOLLER (1993), dada na forma:

__J®)~J®, +o,d;)
IO~ (8 +od)’

(D27

seg

que permite comparar a fungio original J(-) e sua aproximagdo de 2* ordem J,..(-). Quanto
mais proximas estiverem estas duas fungOes, mais confidvel é o passo do algoritmo do

gradiente conjugado.
D.3.3.7. Caélculo exato da informacéo de 22 ordem

O elevado custo computacional associado ao cdlculo e armazenagem da hessiana V2J()
a toda iteracio pode ser substancialmente reduzido aplicando-se os resultados de
PEARLMUTTER (1994). Além de permitir o cilculo exato da informacio de 2* ordem, o custo
computacional associado € da mesma ordem que o exigido para o cdlculo da informagio de 1*

ordem.
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Utilizando um operador diferencial, é possivel calcular exatamente o produto entre a
matriz V2J(-) e qualquer vetor desejado, sem a necessidade de se calcular e armazenar V2J().
Este resultado € de grande valia para o método do gradiente conjugado, em que a matriz
hessiana V2J(-) aparece invariavelmente multiplicada por um vetor.

Expandindo o vetor gradiente VJ(-) em torno de um ponto 8 € R” resulta:

VJ(0+A8)= VI (©)+V7(8)A0+0(|A6]’ ) (D.28)

onde ADO representa uma pequena perturbacdo. Escolhendo A = av, com a uma constante

.. . s P ... P .
positiva préxima de zero e ve R" um vetor arbitrdrio, é possivel calcular V2J(8)v como

segue:
V21O = - [V -+ av)-Vi(0)+ o(a? )| = LEOLMTO) o) (p2oy
a a
Tomando o limite quando a — 0,
v ~ :
V2J(0)v = lim J(©+av) VJ(e)m_w_a_VJ(mhavi _ (D.30)
a-30 a aa =0
Portanto, definindo o operador diferencial
d
¥, {f(e)}=—f(9~%~aV)' : (D31)
aa a=0

¢ possivel aplicd-lo a todas as operagdes realizadas para se obter o gradiente, produzindo
W AVI@)}=V2I@) e P, {8}=v. (D.32)

Por ser um operador diferencial, W,{-} obedece as regras usuais de diferenciacio
(RUDIN, 1976).

No capitulo 6, este operador é empregado na geracio da informacdo de 2* ordem a ser
utilizada para ajuste de parametros de redes neurais multicamadas recorrentes via método do
gradiente conjugado. Para tanto, é necessario aplicar W,{-} a toda operagdo realizada para

obter o vetor gradiente, isto €, a todos os passos do método de retropropagacao dindmica.
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