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Resumo

Neste trabalho, € proposta uma nova estratégia para a sintese de filtros robustos em norma
H, ou H.. O filtro em questdo é obtido a partir da solugido de equilibrio de um problema de
otimiza¢ao minimax, onde a norma do erro de estimagdo é maximizada em relacio ao dominio
de incertezas e minimizada em relacdo a todos os filtros causais e racionais. Como contribui¢ao
principal, é mostrado que, para a classe de incertezas considerada, a solu¢cdo de equilibrio do
problema minimax mencionado pode ser determinada de forma exata para o problema em norma

H,, isto €, sem a introducdo de restrigdes adicionais que levem a perda de otimalidade.

Abstract

In this work, a new design procedure for #5 or #, optimal robust filtering is presented. The
robust filter is determined from the equilibrium solution of a minimax programming problem
where the norm of the estimation error is maximized with respect to the feasible uncertainties
and minimized with respect to all rational and causal filters. As the main contribution, it is
shown that for the class of parameter uncertainty considered, the equilibrium solution to the
aforementioned minimax problem can be exactly determined for the #5 norm case. In contrast
to the design methods available in the literature to date, the one presented in this work does not

include any degree of conservatism.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, surgiu um grande interesse no estudo dos denominados métodos ro-
bustos para processamento de sinais. Tais métodos sdo aplicaveis em esquemas de detecc¢ao de
sinais, estimacao, filtragem e exemplos praticos podem ser vistos em processamento de sinais
em radares e sonares. Também ha aplicacdo em sistemas de comunicacio, reconhecimento de

padrdes e processamento de imagens e fala (Kassam e Poor 1985).

Os ultimos estudos em processamento de sinais dao uma énfase no desenvolvimento de es-
quemas 6timos para uso em meios precisamente conhecidos de sinal e de ruido. Como nas
aplicacdes de processamento de sinais o ruido e o sinal sdo geralmente modelados como proces-
sos estocdsticos, as medidas de desempenho envolvem, conseqlientemente, quantidades proba-
bilisticas como variancia do erro ou probabilidade de erro (Kassam e Poor 1985). Um exemplo

cléssico € o filtro casado, que € 6timo para minimizacao da relacdo sinal/ruido (Haykin 1994).

Suponha o seguinte problema em processamento de sinais: um receptor para um sinal num
meio com ruido aditivo deve ser projetado para oferecer um desempenho 6timo segundo um
determinado critério, considerando que o ruido e o sinal possuem uma descricao estatistica co-
nhecida. Eis uma pergunta importante: quao sensivel é o desempenho deste receptor 6timo
as variacOes das caracteristicas do sinal e do ruido? Essa pergunta é importante porque, na
pratica, raramente as caracteristicas dos sinais e ruidos sdo perfeitamente conhecidas. Infeliz-
mente, em muitos casos o esquema 6timo nominal pode sofrer uma degradacdo considerdvel
no desempenho, mesmo para variagdes aparentemente pequenas das caracteristicas nominais.
E esta observacdo que motiva o estudo de técnicas robustas de processamento de sinais. Sdo
técnicas que oferecem bons desempenhos para condi¢des nominais e desempenho aceitdvel para
as condi¢des de sinal e ruido diferentes das nominais, mas que se encontram dentro de uma classe

de possiveis variagdes. Assim, no estudo de métodos robustos € reconhecido que informacoes
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precisas a respeito das caracteristicas das grandezas envolvidas € irreal e que classes de variacoes
dessas caracteristicas devem ser formuladas e consideradas no desenvolvimento destes métodos
(Kassam e Poor 1985). Alguns modelos de recepg¢do e filtragem de sinais podem ser vistas em
Geromel e Palhares (2004).

Muito do que se discute em processamento de sinais pode ser encontrado de forma equiva-
lente em sistemas de controle. Algumas técnicas bem sucedidas em controle 6timo podem ser
uteis para resolver alguns problemas de processamento de sinais. Neste contexto, a otimizag¢ao
convexa com restricdes baseadas nas desigualdades lineares matriciais (LMIs') nos confere duas
grandes vantagens para tratar os problemas de controle 6timo. A primeira € que o conjunto das
restri¢cdes € convexo, ou seja, oferece solucdes Otimas globais para os problemas. A segunda é
a difus@o de métodos eficientes para a soluc¢do deste tipo de restri¢do (Boyd, Ghaoui, Feron e
Balakrishnan 1994).

Propomos, nesta dissertacdo, o estudo de esquemas robustos 6timos em processamento de
sinais, baseados em LMIs. Mais precisamente, estudamos o problema de filtragem robusta, num
contexto ainda ndo visto na literatura. Estudamos uma nova classe de variacdes, que confere para
o critério de minima varidncia, a otimalidade global do problema. Como um estudo particular,

resolvemos também o problema de aproximacao linear robusta.

1.1 Apresentacao da dissertacao

Esta dissertagao foi dividida em cinco capitulos e um apéndice. Em especial o primeiro
capitulo € a introdugdo do texto e a descricdo dos demais capitulos.

Os proximos capitulos estdo estruturados da seguinte forma:

Capitulo 2: Faz uma revisao nos fundamentos matematicos basicos para o desenvolvimento do
texto. Nele estdo os principios fundamentais em andlise de sistemas dinamicos, desde a
caracterizacao das condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade assintética de um
sistema dindmico, incluindo as defini¢des das normas #, e #L., as condi¢des estendidas de
estabilidade até a anélise de desempenho robusto. J4 € suposto que o leitor tenha conheci-
mentos em algebra linear, teoria de sistemas lineares, otimiza¢c@o nao linear € em processos

estocasticos.

Capitulo 3: Apresentamos o problema de filtragem robusta 6tima em norma #4. Inicialmente,
estudamos o problema de aproximacao linear robusta, caso particular do problema de filtra-

gem robusta, num contexto de otimiza¢do minimax. Em seguida resolvemos o problema

'Do termo em inglés: Linear Matrix Inequality
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de filtragem robusta para sistemas a tempo continuo e discreto. E mostrado que, para a

classe de incertezas estudada, a solucao deste problema é 6tima global.

Capitulo 4: Como um estudo complementar do capitulo 3, o problema de filtragem robusta em
norma #L, é abordado. Novamente, resolvemos o problema de aproximagao linear robusta
e o problema de filtragem robusta para sistemas a tempo continuo e discreto. Para este

critério conseguimos parametrizar filtros robustos subtimos.

Capitulo 5: Por fim, neste capitulo, fazemos as devidas conclusoes e as perspectivas futuras dos

problemas estudados nesta dissertacao.

Apéndice A: Neste tinico apéndice procuramos mostrar os fundamentos do estudo das desigual-
dades lineares matriciais, sua caracteriza¢iao, métodos de solucdo e exemplos. Mostramos
também neste apéndice dois teoremas utilizados ao longo do texto: o complemento de

Schur e o teorema de Parseval.



1.2. NOTACAO

1.2 Notacao

Ao longo do texto procuramos manter uma notagdo que € padrao na literatura.

N> X @

A|B
HO=1cTp
diag(A,B)
Amax ()

5(A)
|

Conjunto dos nimeros reais;

transposicao;

respectivo bloco simétrico;

espaco vetorial de fungdes complexas, racionais e analiticas no semi-
plano direito (sistemas continuos) ou na parte externa do circulo unitario

(sistemas discretos);
variavel complexa da transformada de Laplace;

varidvel complexa da transformada Z;
transformada de Laplace ou transformada Z do sinal continuo z(¢) ou

do sinal discreto z(k);
respostas ao impulso de sistemas a tempo continuo ou discreto, respec-

tivamente;
norma £ de uma fungdo continua z(¢). ||z(¢)||? = [ tr (z()'z(t)) dt;

norma £, de uma fungdo discreta z(k). ||z(k)||> = X tr (z(k)'z(k));
funcdo de transferéncia entre a entrada W e a saida Z. Genericamente

pode ser representada por H(C) ou H(s);
para sistemas a tempo continuo ¢ igual a H(s) calculado em s = jo.

Para sistemas a tempo discreto H(®) = H({) para { = ¢/®;
quando aplicados as matrizes significa positividade (negatividade) de

seus autovalores;
soma dos elementos da diagonal principal da matriz (.);

forma compacta para representar uma fungdo de transferéncia a partir
de uma possivel realizagdo no espago de estados, sendo H(s) = C(sI —

A)~!B+ D. Para sistema a tempo discreto a notago é equivalente;
constru¢do de uma matriz bloco diagonal, onde as submatrizes A e B

compdem sua diagonal principal;

autovalor maximo da matriz (.);

valor singular maximo da matriz A, G(A) = \/Amax(AA’);
fim de prova;

operador de convolucao.



Capitulo 2

Analise de sistemas dinamicos

Neste capitulo, apresentamos alguns fundamentos tedricos em anélise de sistemas dindmicos,
0s quais constituem a base para os capitulos seguintes. Visando tornar o trabalho mais claro
incluimos os conceitos fundamentais e algumas provas. Obviamente todo o conteido deste
capitulo encontra-se explicitado com mais detalhes na literatura, que serd apropriadamente ci-

tada ao longo do texto.

2.1 Definicoes preliminares

Para o modelo de um sistema dinamico a tempo discreto, linear e invariante no tempo

x(k+ 1) = Ax(k) + Bw(k); x(0) =0, 2.1)
z(k) = Cx(k) + Dw(k), (2.2)

no qual x(k) € R" é o estado, w(k) € R™ € a entrada, z(k) € R” ¢ a saida do sistema e todas as

matrizes sao de dimensodes apropriadas, definimos sua fungdo de transferéncia como sendo
H,. () =cll—-a) '8+ (2.3)
Do mesmo modo, para o modelo de um sistema dindmico a tempo continuo

x(t) = Ax(t) + Bw(r); x(0) = 0, 2.4)
z(t) = Cx(t) + Dw(t), (2.5)
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definimos sua funcao de transferéncia como sendo
H,.(s) = C(sl—A)"'B+D. (2.6)

Para ambos os modelos, denotamos como sendo estritamente proprios se suas matrizes D fo-
rem identicamente nulas e proprios caso contrario. O modelo € dito minimo quando o niimero de

autovalores da matriz A4 se iguala ao nimero de pdlos de sua respectiva fun¢do de transferéncia.

2.2 [Estabilidade

Para o sistema definido pelas equacdes (2.1-2.2) ou (2.4-2.5), definimos o conceito de es-
tabilidade assintética a partir do estudo de Lyapunov (Ogata 1990, Ogata 1995). Note que este
conceito de estabilidade é definido simplesmente a partir da matriz 4 do sistema, de acordo com

o seguinte lema

Lema 2.1 O sistema a tempo discreto (2.1-2.2) é assintoticamente estdvel se e somente se
existir uma matriz P = P’ tal que

P ar

Pa P

>0 2.7)

Esta condicao de estabilidade pode ser escrita em uma forma algébrica, aplicando o complemento

de Schur (A.1) na desigualdade (2.7) e completando-a com uma matriz definida positiva Q.

Lema 2.2 O sistema definido pelas equacdes (2.1-2.2) é assintoticamente estdvel se e somente

se

APA-P+Q=0, (2.8)
P=P >0, (2.9)

para qualquer Q = Q' > 0.
A condigdo “para qualquer Q = Q' > 0” implica num importante coroldrio que viabiliza uma

analise de sensibilidade das matrizes P e Q.

Corolario 2.1 Se o sistema (2.1-2.2) for estdvel, para duas escolhas da matriz Q tais que Q1 >

O, implica que Py > P».
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Prova: Subtraindo as duas respectivas equagdes algébricas de Lyapunov

A" (Py—P)A— (P —Py)+ (01— 02) =0,
;’Zl’APjZ[ —Ap+ AQ =0,

notamos que Q1 > Q> implica Ag = Q1 — Q2 > 0. Pelo Lema 2.2 temos que Ap > 0, portanto
P—P >0. m

Para sistemas a tempo continuo podemos estudar sua estabilidade pelo seguinte lema

Lema 2.3 Com relacdo a estabilidade do sistema (2.4-2.5) as seguintes afirmacdes sdo equi-

valentes:

i) O sistema é assintoticamente estdvel se e somente se todos os seus autovalores possuirem

parte real estritamente negativa,

ii) O sistema é assintoticamente estdvel se existir uma matriz P = P' > 0 tal que A'P+ P4 <

0;

iii) O sistema é assintoticamente estdvel se existir uma matriz P = P' > 0 tal que A'P+ P4 +

Q =0, para qualquer Q = Q' > 0.

2.3 Medidas de desempenho em sistemas dinamicos

Controle 6timo € o foco central deste trabalho e, no que se diz respeito a otimizacao, critérios
de desempenho devem ser estabelecidos conforme o interesse e aplicacdo de um determinado
problema. Nesta se¢dao estudamos os dois critérios de desempenho mais conhecidos. Maiores
detalhes sobre as defini¢des e o formalismo matematico podem ser encontrados em Colaneri,
Geromel e Locatelli (1997) ou em K. Zhou and J. C. Doyle (1998).
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2.3.1 Norma %,

Sistemas a tempo discreto

Dado um sistema assintoticamente estdvel, descrito pela funcao de transferéncia (2.3), per-

tencente ao espago #5, a norma 44 é definida como sendo

T

1 : :
2 —
1He(©IF = 5 [t (Huale ) Hyclel®)) do 210
—T
Em principio esta norma pode ser calculada por integragao simples.
A norma 45 pode ser interpretada como a soma dos custos quadraticos (norma £;) das res-
postas z;(k) de um experimento deterministico hipotético, que consiste em aplicar um impulso

wi(k) = e;8(k)!,i=1---m, em cada canal de entrada do sistema. Dado que no tempo a resposta

D k=0
h(k) = ’ ,
(k) { CA 1B, k=1

ao impulso é

anorma 44 pode ser computada mediante a soma desses m custos

m m -
Bl = 5 [0+ F oy coaia
i=1 =1 | =1

b

I
agE

b

@l{@i—{— @l/ (Z(,‘Z[/)kclcﬂk) B;
k=0

1

k=0

=1tr

b

(o)

=Yt (h(k)'h(k)) (2.11)

em que D; = De; e ‘B; = Be;. Esta equacio temporal equivale a equacao (2.10) gracas ao teorema
de Parseval (A.1), que € valido para sistemas assintoticamente estiveis.

Portanto, o calculo desta norma pode ser feito utilizando a equagdo temporal (2.11). O termo
em parénteses Y ;- (A’ )k C'ca* = P,, é a solugdo da seguinte equacio matricial, vide Kwaker-
naak e Sivan (1972):

A'P,A—P,+C'C=0, (2.12)

na qual P, = P, > 0.

Lo, é 0 vetor candnico no R™.
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Sendo assim, a norma 45 pode ser calculada desta forma:
|Hyz(C)||5 = tr (D' D+ B'P,B). (2.13)

Utilizando as propriedades da fung¢do trago, a norma 44 pode ser calculada alternativamente

por uma formulacgdo dual, ou seja

Hsz(C)H% =t |[D'D+B <Z(/’Zl/)kC/Cﬁlk> B
k=0

Y

=tr | DD +C (i(ﬂl)kﬁﬂﬂ’(ﬂl’)k> C’] ,

k=0

=tr (DD +CP.C'), (2.14)

na qual P. = Y5 ,(A)FBB'(4')* > 0 é a solugio de
AP.A' —P.+ BB =0. (2.15)
As matrizes P, e P, sdo denominadas gramianos de observabilidade e de controlabilidade,
respectivamente. Com este conjunto de equagdes € possivel calcular a norma %, resolvendo

um problema de otimizacao expresso em termos de LMIs encontrando um limitante superior e

minimizando-o, conforme o Lema 2.4.

Lema 2.4 Considere o sistema descrito pelas equacdes (2.1-2.2) e a fungdo de transferéncia

(2.3). As seguintes afirmacées sdo equivalentes:

i) ||HWZ(C)||% <Y

ii) Existem matrizes P=P e W =W’ tais que

(W) <7, (2.16)
W BP D p ap ¢
PB P 0|>0,|Pa P o0of>0; 2.17)

D 0 1 c 0 I
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iii) Existem matrizes P =P e W =W/ tais que

(W) <, (2.18)
W CP D P 4P B
pC P 0|>0, P2 P o] >0. (2.19)
D0 I B0 I

Prova: Para a equivaléncia entre i) e ii): supondo uma matriz P > 0 que satisfaca a desigualdade
arPa-pP+(CC<0,

pelo Corolario 2.1, P > P,, aplicando o complemento de Schur (A.1), temos a LMI a direita de
(2.17). Com isto

1Hy:(9) 3 = tr (D' D+ BP,B) < tr (D'D+ BPB) < tr(W) <7,

aplicando novamente o complemento de Schur temos a outra LMI de (2.17) e (2.16). A prova
para a equivaléncia entre i) e iii) segue o mesmo principio. A equivaléncia entre ii) e iii) é

imediata. [}

Minimizando y em relagdo a P > 0 e a W podemos calcular a norma #4 a menos de um
numero muito pequeno definido pela rotina numérica utilizada, pois as LMIs sdo estritas.
Sistematizando, a norma %, pode ser calculada resolvendo um dos seguintes problemas de

otimizacao

2 __ - . . .
IH,, (0|3 = min {v:(2.16-2.17)} = min {v:(2.18-2.19)}. (2.20)

Sistemas a tempo continuo

Para sistemas a tempo continuo a norma %, é definida de forma muito parecida ao caso
discreto. Dado um sistema assintoticamente estavel, descrito pela fungdo de transferéncia (2.6),

pertencente ao espaco 4, a norma #, € definida como sendo

1

H(5) 3 = 5

/ T ir (H,,.(— jo)H,.(jo)) do. (2.21)
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Note que para esta norma ser vdlida, a fun¢do de transferéncia (2.6) deve ser estritamente
propria, ou seja, D = 0, pois a integral em (2.21) € imprépria. Vale ressaltar que para sistemas
a tempo discreto esta restricdo ndo € necessaria. Novamente, podemos computar esta norma
resolvendo um problema de otimizagdo expresso em termos de LMIs de acordo com o seguinte

lema

Lema 2.5 Considerando o sistema descrito pelas equagdes (2.4-2.5), nas quais D =0, e a

fungdo de transferéncia (2.6), as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

i) ||sz(5)||% <Y

ii) Existem matrizes P=P e W =W’ tais que

(W) <7, (2.22)
W BP
- > 0, (2.23)
PB P
aprP+pra
* < 0; (2.24)
C -1

iii) Existem matrizes P =P e W =W/ tais que

(W) <7, (2.25)
W CP
>0, (2.26)
PC P
arP+pra B
<0. (2.27)
;A

Prova: A prova segue passos semelhantes a prova do Lema (2.4). Detalhes sao fornecidos em
K. Zhou and J. C. Doyle (1998). [ |

A norma 74 pode ser calculada resolvendo um dos seguintes problemas de otimizacéo

[ Hys(5)|]3 = min {v: (2.22-2.24)} = min {v: (2.25-2.27)}. (2.28)

(e
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2.3.2 Interpretacao estocastica da norma %5

Naturalmente um sistema linear quando excitado por sinais estocasticos terd uma resposta
estocastica. Por exemplo: considere o sistema linear (2.1-2.2). Se este sistema for excitado por
um ruido branco, estaciondrio, de média nula, variancia E[w(k)w(k)'| =V constante, o valor
quadrético médio estaciondrio do vetor de estado, definido como Q = limy_.. E[x(k)x(k)'] é

obtido pela solu¢@o da equagdo (2.29), demonstrada em Kwakernaak e Sivan (1972).

Q=404 +BVE. (2.29)

O valor quadratico médio estacionario da saida € dado pela relacdo

lim E[y(k)y(k)'] = lim E[Cx(k)x(k)'C"+ Dw(k)w (k) D], (2.30)

k—>°° k—)oo

=C l}ij?o Ex(k)x(k)'|C' + DE[w(k)w(k)'| D',

=COC'+DVD. (2.31)

Na primeira passagem utilizamos a equagdo (2.2) e consideramos que os sinais w(k) e x(k) séo
descorrelacionados.

Analisando as equacdes (2.29) e (2.31) podemos notar a semelhanga com as equagdes (2.14)
e (2.15) a menos da matriz V, da variancia do ruido. Portanto, em um sistema sujeito a um ruido
de variancia unitdria (V = I), o valor quadratico médio estaciondrio da saida é a propria norma
H, ao quadrado. De fato, quando o sinal de entrada W ndo for um ruido branco de varidncia
unitdria, ainda é possivel fazer o cdlculo da norma %, se a densidade espectral de poténcia do
sinal W puder ser decomposta via fatoracdo espectral (ver apéndice Lema A.3). Desta forma

podemos incorporar a “dinamica” do sinal W no sistema e calcular a norma.

2.3.3 Norma .,

Sistemas a tempo discreto

Para a fungio de transferéncia (2.3), pertencente ao espago .., a norma #. é definida como
sendo
[Hue(Q)]lo = max_ G[Hz(e’)]. (2.32)

0e[—m,7|

Para sistemas SISO (uma entrada e uma saida), esta norma equivale ao pico do diagrama de

Bode de médulo. Em principio, podemos calcular esta norma via uma busca unidimensional em
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Assim como a norma %5, a norma 4L, possui uma equivaléncia no dominio do tempo

S [h(k) # (k)2
1 (Oll= = S0 @I = 5, W

(2.33)

Com esta equagdo temporal, podemos interpretar a norma #., como sendo o maior ganho de
energia do sistema, que € a situacdo de pior caso, relativamente a escolha da perturbacao, pois
a norma L, da saida é perturbada de forma mais intensa. Veja de Souza (1994) para maiores
detalhes. Se nenhuma caracteristica estatistica de w(k) for conhecida, podemos interpretar essa
norma como sendo o maximo ganho para uma entrada com caracteristica estatistica desconhe-
cida. A Unica informacgdo que € disponivel € que sua densidade espectral de poténcia € limitada
(Shaked e Theodor 1992a, Khargonekar, Rotea e Baeyens 1996, Grigoriadis e Watson 1997).

Podemos calcular um limitante superior para esta norma via equacdes de Ricati. Utilizando o
Corolario 2.1 e o complemento de Schur podemos calcular um limitante da norma resolvendo um

problema convexo de otimizacao expresso em termos de LMIs, de acordo com o lema seguinte

Lema 2.6 Dado o sistema (2.1-2.2) as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

i) |[Hw(Q)]12 <

ii) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

APA—-P+(APB+CD)YI—DD—BPB) Y (BPA+DC)+C'C=0;, (2.34)

iii) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

APA —P+(APC +BD)(yI — DD — CPC) ' (CPA' + DB )+ BB =0; (2.35)

iv) Existe uma matriz P = P’ tal que

(P 2P 0 ()

P4 P PB 0
0 BP vyl 7
c 0 D I

> 0; (2.36)
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v) Existe uma matriz P = P’ tal que

(P AP B 0
P4 P 0 PC
B 0 I 7
0 CcP D 1l

> 0. (2.37)

Prova: Antes de comecarmos a prova, notemos que a equivaléncia entre (2.34) e (2.36) e entre
(2.35) e (2.37), é feita mediante o Corolario 2.1 e ao complemento de Schur (A.1).
Nesta prova vamos nos ater apenas a suficiéncia. Mostraremos apenas que ii) implica i).

Inicialmente, vamos definir uma funcao de Lyapunov quadréatica
v(x(k)) = x(k) Px(k).

Considerando (2.34) como uma desigualdade estrita e aplicando o complemento de Schur,
obtemos a forma equivalente

aArPa—-P+CC APB+CD

(2.38)
BPaA+DC DD+ BPB—yI

Multiplicando ambos os lados desta desigualdade por

x(k

=3
—
k)
N—
I
1
=
—~
»‘ N—
|

a direita e por n(k)’ & esquerda, obtemos

x(k)'A’PAx(k) — x(k)' Px(k) +x(k)' A’ PBw(k) +w(k)'B' PAx(k)+
+w(k)'B'PBw(k) —yw(k)'w(k) +z(k)'z(k) < 0. (2.39)

Notemos que os primeiros cinco termos dessa desigualdade so, de fato, v(x(k+1)) —v(x(k))

= A(v(k)). Como o sistema € assintoticamente estdvel, sabemos que A(v(k)) < 0 e, além disso,
a inequacao (2.39) se torna

v(x(k+1)) —v(x(k)) —yw(k) w(k) +z(k)'z(k) < 0.
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Somando em ambos os lados desta inequagao, obtemos

[} (o] (o)

Y vk + 1)) = v(x(k)] =7 ) w(k)'w(k) + ) z(k)"z(k) < 0.

k=0 k=0 k=0

Como o sistema € assintoticamente estavel e x(0) = 0,

[}

Y [v(x(k+ 1)) = v(x(k))] = lim v(x(k)) = 0.

=0 k—o0
Portanto, temos a desigualdade 1)

lz(0)1? (o)1

<Y—su
lw(k)[I?

0—yjw(k)||* + ||z(k)[|* < 0 — p
I k)P + 10 o

<.

A prova mais detalhada pode ser encontrada em K. Zhou and J. C. Doyle (1998) ou em de
Oliveira (1999). n

Podemos calcular a norma #£, minimizando y por um dos seguintes problemas convexos de

otimizagdo expressos em termos de LMIs, a menos de um nimero muito pequeno,
[Hhe(©)]12 = min {v: (2:36)} = min {y: (237)}. (2.40)

Sistemas a tempo continuo

Para sistemas a tempo continuo a norma 4., é definida na forma frequencial como sendo

[[Hyz(s)|o = sup G[Hyy: (jo)], (2.41)
0#0
e na forma temporal como sendo
1)]? h(t 1)]?
TR )] S (OLUO] o4

w20 IWOI? ez @2

De maneira semelhante aos sistemas a tempo discreto, a norma #. pode ser calculada resol-

vendo um problema convexo de otimizacdo expresso em termos de LMIs.

Lema 2.7 Dado o sistema (2.4-2.5) as seguintes afirmagdes sdo equivalentes
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i) |Hu(s)]12 <%

ii) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

A'P+PA+ (PB+C' D)yl — D D) (PB+ D) +C'C=0; (2.43)

iii) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

AP+ PA + (PC' +BD )yl — DD (PC' + BD') + BB =0; (2.44)

iv) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

apP+prPa4 PB (
B'P -yl D'| <0; (2.45)
C D

v) Existe uma matriz P = P' > 0 tal que

ap+pra B PC
B -1 D | <0 (2.46)
CpP D

Prova: A prova pode ser vista em K. Zhou and J. C. Doyle (1998) e também em de Oliveira
(1999). [ |

A norma 7. pode ser calculada resolvendo um dos seguintes problemas

| Hyp(5)]2 = min {y: (2.45)} = min {y: (2.46)}. (2.47)
Y.P Y.P

2.4 Estabilidade estendida para sistemas discretos

Nesta secao apresentamos novas condi¢des de estabilidade apresentadas em de Oliveira, Ber-

nussou e Geromel (1999). Essas condi¢Oes sdo vdlidas somente para sistemas a tempo discreto.
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Com esta abordagem podemos criar novas condi¢des para o cdlculo das normas e resolver pro-
blemas mais complicados de sintese sem muito conservadorismo nas restricdes. Vale ressaltar
que esta condi¢do de estabilidade generaliza aquela anteriormente discutida. Detalhes sobre esta
abordagem se encontram em de Oliveira, Geromel e Bernussou (2002) e em de Oliveira (1999).

Podemos analisar estabilidade do sistema (2.1-2.2) pelo seguinte lema

Lema 2.8 (Estabilidade estendida) O sistema (2.1-2.2) é assintoticamente estdvel se e so-

mente se existirem matrizes P = P' e G tais que a LMI

P G

>0, (2.48)
G4 G+G —-P

seja factivel.

Prova: Podemos provar a necessidade verificando que para o sistema ser estavel ele deve satis-

fazer

249
Pa P (249

P ﬂL’P]
>0,

tal que uma escolha particular da matriz G = G’ = P na LMI (2.48) seja factivel.
Para provar a sufici€ncia, devemos nos ater a seguinte desigualdade
(P-G)P'(P-G)>0=GP'GC'>G+G —P,

jaque P> 0.
De posse desta desigualdade podemos substituir G+ G’ — P em (2.48) obtendo

P aaG
G4 G+G —-P

P AG

2.50
G4 GP ' (2.50)

Como G+ G’ — P > 0 implica que G seja inversivel, podemos definir a transformagéo

(2.51)

0 P(G)!
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Multiplicando a desigualdade mais a esquerda de (2.50) por T a esquerda e por T’ a direita

recuperaremos a desigualdade (2.7). [ ]

De maneira semelhante podemos estender o conceito da norma 45, de acordo com o lema

seguinte

Lema 2.9 (Norma #, estendida) Considere o sistema descrito pelas equacdes (2.1-2.2) e a

fungdo de transferéncia definida em (2.3). As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) ||HWZ(C)||% <Y

ii) Existem matrizes P=P', W =W’ e G tais que

tr(W) <, (2.52)
w B'G 724 P a'G '
GB G+G—-P 0|>0, |GA G+G —-P 0| >0; (2.53)
D 0 I C 0 I

iii) Existem matrizes P =P, W =W/ e G tais que

tr(W) <, (2.54)
W CG D P aG B
Gc G+G—-P 0|>0, |G4 G+G —-P 0| >0. (2.55)
7 0 I B 0 I

A norma # pode ser calculada resolvendo um dos seguintes problemas de otimizagéo

|Hue(Q)I5 = min {y:(252-2.53)} = min {y:(2.54-2.55)}. (2.56)

IR IR

Para o computo da norma #£. sob as novas condi¢des de estabilidade devemos nos ater ao

lema a seguir

Lema 2.10 (Norma . estendida) Dado o sistema (2.1-2.2) e a fungdo de transferéncia

(2.3), as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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i) |[Hw(Q)]12 <

ii) Existem matrizes P =P > 0 e G tais que

P a'G 0 C
G4 G+G —-P GB 0

. > 0; (2.57)
0 B'G vl D
| C 0 D I
iii) Existem matrizes P =P’ > 0 e G tais que
(P 4G B 0 |
Ga G+G—-P 0 G
> 0. (2.58)
B 0 I 7
| 0 CcG Dyl

Podemos calcular norma #£, minimizando o valor de y por um dos seguintes problemas

1Hwz(0)1% = min {v:(2.57)} = min {y: (2.58)}. (2.59)

()

2.5 Desempenho robusto

Uma das caracteristicas mais importantes de um sistema de controle diz respeito a sua robus-
tez. Robustez é a capacidade de um sistema manter uma determinada caracteristica na presenca
de perturbagdes e distiurbios que possam vir a ocorrer durante seu funcionamento. Nosso estudo
de robustez se concentra na manutencdo de uma caracteristica muito importante aos sistemas de
controle que é seu desempenho.

Para podermos analisar o desempenho robusto do sistema temos que primeiro classificar e
analisar algumas dessas fontes de disturbio ou perturbacdes, as quais denominamos de incertezas.

Nesta secdo estudaremos os dois modelos de incertezas mais conhecidos na literatura.

2.5.1 Sistemas com incertezas politopicas

A primeira classe de perturbagdes se refere as incertezas politopicas. Sistemas dinamicos

podem ter certos parametros que sdo incertos, isto €, desconhecidos, mas a sua faixa de variacao
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pode ser conhecida ou estimada. Causas destas incertezas seriam: a variagdo de parametros
ja previstos no projeto, simplificacdo de ndo-linearidades ou efeitos fisicos inerentes ao meio.
Em Egas, Levin, Regis e Geromel (n.d.), encontram-se mais exemplos de causas de incertezas,
no contexto de processamento de sinais. Nesses casos, denominamos esses tipos de incertezas
como sendo incertezas politdpicas, pois para cada valor destes parametros incertos, no respectivo
dominio de variagdo, podemos definir um sistema dinamico diferente, sendo que as matrizes que

definem o espaco de estados encontram-se dentro de um politopo convexo.

Sistemas a tempo discreto

Considerando o sistema a tempo discreto, definido pelas equacdes no espaco de estados

x(k+1) = AW)x(k) + B w(k); x(0) =0, (2.60)

2(k) = C(V)x(k) + DA)w(k), 2.61)

nas quais x(k) € R" é o estado, w(k) € R™ € a entrada, z(k) € R” é a saida e todas as matrizes

sao de dimensdes compativeis, definimos o conjunto de todos os sistemas possiveis através de

M(A) = A) - B(A) (2.62)
cA) D)
A matriz M(A) € M, tal que
N
M, = {M(x) =Y MM, he A} , (2.63)
i=1

no qual denotamos como sendo M, os valores de M(A) que se encontram nos vértices do dominio

de incerteza, ou seja, M; = M () paral=e¢; >
Mi: /"le gi P
G D
e
N
A:{k:[xl...xN]: Y Li=1, xizo}, (2.64)
i=1

2¢; é 0 vetor candnico no RV,
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€ o simplex unitario. Com esta caracterizagdo, as incertezas do sistema estdo concentradas no
pardmetro A.

Denotamos a fun¢do de transferéncia entre a entrada w(k) e a saida z(k) de (2.60-2.61) para
cada vértice M(e;) = M; como sendo H;(), i = 1,--- ,N. Para qualquer A € A, denotamos a
fun¢do de transferéncia do sistema deste sistema como sendo H (L, 7).

Podemos estudar a estabilidade deste sistema (ou deste conjunto de sistemas) simplesmente

analisando a estabilidade dos sistemas que compdem os vértices, de acordo com o lema seguinte

Lema 2.11 Com relacdo ao sistema (2.60-2.61) se as LMIs

P; aG
> 0, (2.65)
G4 G+G —P
i=1---N,

forem factiveis, o sistema é assintoticamente estdvel para todo A € A.

Prova: Podemos provar este lema se multiplicarmos cada restri¢ao pelo respectivo A; e soma-

las, obtendo?

Pa) - Aame (2.66)
GA() G+G —P(\)

em que P(A) = Zﬁil P;);, garantindo, assim, sua estabilidade. [

Note que a condicdo de estabilidade do Lema 2.11 € apenas suficiente, pois hd um acopla-
mento entre as restrigdes pela matriz G. Neste caso a funcdo de Lyapunov é dependente dos

pardmetros A; (Geromel, de Oliveira e Bernussou 2002),
v(x(k)) = x(k)' P(N)x(k). (2.67)

Com a funcao de Lyapunov definida desta forma, podemos encontrar condi¢des menos conserva-

doras do que no caso da func¢do de Lyapunov quadritica,em que ,=P,i=1---NeG=G =P

(Boyd et al. 1994). Dai a importancia de se utilizar as condi¢gdes de estabilidade estendida.
Utilizando esta mesma estratégia, podemos calcular limitantes superiores das normas 45 e

H.., denominados custos garantidos.

3Note que como a matriz G nio depende de ;. Y | GA; = G, pois ¥ | A; = 1.
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Lema 2.12 Para o sistema descrito pelas equagcdes (2.60-2.61) as seguintes afirmagcdes sao

verdadeiras (de Oliveira et al. 2002):

i) Se existirem matrizes G, W; = W/,P; = P/, tais que as LMIs

tr(W;) <7,
W B/G D! P; /G C
GB G+G -pP 0|>0, |G4 G+G—-P 0| >0

D; 0 1 G 0 1

forem factiveis para todo i = 1,--- N, entdo ||Hy(§,\)|5 < ypara todo . € A;

ii) Se existirem matrizes G, P; = P}, tais que as LMIs

P a6 0 (]
G4, G+G —-P GB O

0 B/G v D

G 0 D

>0,

forem factiveis para todo i =1,--- N, entdo ||H,,({,\)||2 <y para todo ) € A.

(2.68)

(2.69)

(2.70)

Podemos calcular o menor limitante superior destas normas simplesmente minimizando o

valor de ¥ pelos problemas de otimizag@o expressos em termos de LMIs

1Hz(E M3 = min {y:(2.68-2.69)},

S, Wi

1Hz (G2 = Y{nﬂi’%{Yi (2.70)} .

Sistemas a tempo continuo

Para sistemas a tempo continuo a andlise € semelhante. Considere o sistema

2.71)

(2.72)

(2.73)
(2.74)
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no qual x(¢) € R" é o estado, w(t) € R™ é a entrada, z(r) € R” é a saida e todas as matrizes sdo
de dimensdes compativeis e definidas em (2.62). O conjunto de todos os sistemas possiveis €
definido através de (2.63) e (2.64).

Denotamos a fungdo de transferéncia entre a entrada w(t) e a saida z(¢) do sistema (2.73-2.74)
para cada vértice M (L) = M; como sendo H;(s),i=1,--- ,N. Para qualquer A € A, denotamos a
funcao de transferéncia do sistema como sendo por H (s, 7).

As condi¢des para a estabilidade, custos garantidos H e H.. para (2.73-2.74) estdo apresen-

tadas no lema a seguir.

Lema 2.13 Com relacdo ao sistema dindmico incerto (2.73-2.74), as seguintes afirmagdes sdo

verdadeiras (Geromel 1999):

i) O sistema é assintoticamente estdvel se as seguintes desigualdades
AP +PA; <0 (2.75)

forem satisfeitas para todoi=1,--- |N;

ii) Considerando que D(A) = 0, se existirem matrizes P = P’ e W; = W/ tais que as desigual-

dades
r(W;) <7, (2.76)
W, BP
>0, .77)
PB, P
'P+P2;
A A G <0 (2.78)
G —1
forem satisfeitas para todoi=1,--- N, entdo é garantido que ||H,(s,\)||3 <y para todo
AeA;

iii) Se existir uma matriz P = P' > 0 tal que as desigualdades

AP+Pa; PB (]
BP  —y D| <0, (2.79)
G D I
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forem satisfeitas para todo i = 1,--- N, entdo é garantido que ||H,(s,\)||% <y para todo
AeA

Neste caso nao ha condicdes que relaxem as restricdes adicionais P; = P, como no caso dis-
creto. Portanto a severidade das restricdes € muito grande e pode ser evidenciada por simulacoes.
Podemos calcular o menor limitante superior destas normas simplesmente minimizando o

valor de 'y pelos problemas de otimizagao expressos em termos de LMIs

|| Hyz(s,A)||3 = min {y: (2.76-2.78)}, (2.80)

S5V

| Huz (s, M)][2 = min {y: (2.79)}. (2.81)

)

2.5.2 Sistemas com incertezas limitadas em norma

Outra classe de perturbacdes se refere a incertezas limitadas em norma. O motivo desta
denominacgdo esta no fato que a unica informacao que temos da incerteza estd na sua norma.
Esta incerteza atua nas matrizes que definem as equagdes do espaco de estado do sistema e, a
principio, ndo € conhecido o quanto seus elementos sao afetados. Referimos a matriz deste tipo

de incerteza simplesmente pela letra A. Podemos calcular a norma #£. da perturbagio através de

|Alle = G(A) = / Apax(A'A) (2.82)

Incertezas nao-estruturadas

Uma incerteza € dita ndo-estruturada quando, de fato, ndo podemos inferir nada a respeito
da forma como ela perturba o sistema e quanto o perturba, apenas conhecemos sua norma. Em
geral a matriz de perturbacdes A € cheia.

Podemos caracterizar este sistema incerto da seguinte forma: considere o sistema (2.1-2.2)

ou (2.4-2.5). Podemos agrupar suas matrizes na forma

A B
cC D

3 (2.83)

em que a matriz M € M, sendo

My, = {M=My+HA, ||Al. <7}, (2.84)
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em que M, denota um sistema dito nominal e H e J sdo matrizes conhecidas. Ja que A'A < I é
um conjunto convexo (mas nao necessariamente politopico), o modelo de incertezas também o

serd, pois M € uma relacdo afim de A (Geromel e de Oliveira 2001).

Incertezas estruturadas

Para incertezas estruturadas, porém, € conhecido qual a parte do sistema que € perturbada,
mas nao € conhecido o quanto, novamente s6 a norma é conhecida. Neste caso A possui uma

estrutura pré-definida. Um exemplo de incertezas estruturadas sdo as incertezas politdpicas.

Claramente podemos escrever uma incerteza estruturada como uma ndo-estruturada, por sim-
ples construcdo. De fato, ao fazermos isto estamos perdendo informacao sobre a incerteza, po-
dendo até obter resultados ndo muito satisfatérios na anélise. No exemplo a seguir mostraremos

a diferenca entre incertezas estruturadas e nao-estruturadas.

Exemplo 2.1 Considere o seguinte sistema

x(k+1)=(A+Agq)x(k) + Bw(k); x(0) =0, (2.85)
2(k) = Cx(k) + Dw(k), (2.86)
no qual
02 0 0
= ) B = ;
100 0,2 1

C

1ol D=o],

e Ag é tal que ||Azl|~ < 0,5 indica o grau de incerteza e 0 modelo com Az = 0 € dito nominal.

Consideremos, inicialmente, que Az nao € estruturada. Notamos que para uma matriz Ag
cheia, por exemplo
0,4 0,1
0,1 0,1

cuja norma ||Agl| = 0,4303, o sistema (2.85-2.86) € instavel.
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Consideremos, agora, a estrutura da matrix Az como sendo diagonal

Aﬂl = Sﬂll 0 )
0 0a,

podemos verificar que para qualquer Az tal que |Az]| < 0,5, o sistema (2.85-2.86) permanece

estavel. 'y

2.5.3 Incertezas limitadas em norma versus incertezas politopicas

Nesta subsecdo estamos interessados em relacionar os dois modelos de incertezas estuda-
dos (Geromel 1999). Como foi mencionado na Secdo 2.5.2, podemos escrever uma incerteza
estruturada em uma nao-estruturada. Veremos, agora, mais formalmente as relagdes entre estes
modelos.

Se considerarmos a estrutura de A’A em (2.84) como sendo diagonal, o modelo de incertezas
limitadas em norma € o modelo de incertezas politdpicas, ou seja, € sempre possivel determinar
um ndmero finito de matrizes M;, i = 1,---,N tal que M, = M,,. Com isto fica claro que as
incertezas politdpicas sdo do tipo estruturadas.

No caso geral, porém, a igualdade M, = M, ndo é vilida. Entretanto é sempre possivel
determinar um ndmero finito de matrizes A;, i = 1,---, N na fronteira de A’A < yI tal que, com
M;=Mo+HAJ,i=1,--- N, arelacao Mp C M, é valida. A medida que o nimero N aumenta,
o conjunto M, tende ao conjunto #,. Portanto, para um nimero N suficientemente grande,
o conjunto M, pode ser substituido pelo conjunto M, correspondente, com certa precisdo. A
vantagem de se fazer esta troca estd na possibilidade de se utilizar as estruturas e as condi¢des de
estabilidade e norma para o sistema incerto modelado pelo conjunto M, o que néo é facilmente
obtido pelo conjunto H, sem introduzir um alto grau de conservadorismo (Geromel e de Oliveira
2001).



Capitulo 3

Filtragem robusta 6tima em norma 75,

3.1 Introducao

O projeto de filtros lineares € a ferramenta basica para a estimacao de sinais. O problema de
filtragem 6tima € tratado classicamente por um de dois métodos, a depender das hipéteses feitas
pelo projetista. O primeiro método, que da origem ao filtro de Wiener, trabalha no dominio da
freqiiéncia. No segundo, o problema € tratado no dominio do tempo com base na representagao
de estados, e o filtro projetado recebe o nome filtro de Kalman. Se o projeto restringe-se a
filtros estaciondrios e causais, os dois métodos tornam-se equivalentes. Em ambos os casos,
os parametros que definem o sistema, por exemplo: parametros do sinal, ruido e funcdes de
tranferéncia, sdo precisamente conhecidos (Anderson e Moore 1979, Haykin 1989).

O problema de filtragem robusta € mais recente e mais complexo. Nele, o modelo do sis-
tema ndo € conhecido exatamente. Em Poor (1980), discute-se o projeto de um filtro de Wi-
ener robusto. Trabalhos posteriores (Cortelazzo 1986, Moustakides e Kassam 1983, Chen e
Kassam 1984) o complementam, aumentando a complexidade do modelo. Jain (1975), Shaked
e de Souza (1995) e Xie e Soh (1994) propdem a sintese de filtros robustos com desempenho
garantido frente a incertezas limitadas em norma nas realizacdes do sinal e do ruido no espago
de estados. Em Geromel (1999), Geromel, Bernoussou, Garcia e de Oliveira (2000) e Geromel
et al. (2002), o problema de filtragem robusta com incertezas politdpicas e custo garantido €
formulado em termos de desigualdades matriciais lineares, (Boyd et al. 1994), e resolvido via
programas especificos de otimizagdo. Artigos mais recentes (Liu, Wang e Yang 2003, Wang e
Balakrishnan 2003) seguem esta mesma linha.

Os métodos acima apresentam limitacoes significativas. No dominio da freqiiéncia, quando

o problema se restringe a filtros causais, as manipulag¢des algébricas se tornam muito complexas

27
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(Kassam e Poor 1985). No dominio do tempo, os autores citados trabalham com um limitante
superior do erro de estima¢do — e nao com o préprio erro — a fim de manter o problema convexo.
O filtro obtido nestes casos € obviamente sub6timo. Apesar destas limitacdes, em diversos casos

resultados satisfatorios sao obtidos.

Este capitulo introduz um novo modelo de incertezas paramétricas inspirado no modelo €-
contaminated, bem conhecido na area de processamento de sinais e de dados (Kassam e Poor
1985). Mostra-se que, para este modelo de incertezas, o filtro robusto, obtido da solu¢cdo de um

problema minimax (Martin e Mintz 1983), € 6timo. Exemplos ilustrardo sua eficécia.

3.2 Definicao do problema e modelo de incertezas proposto

A Figura 3.1 mostra a estrutura bdsica do problema de filtragem. Consideremos que o sinal
w € um ruido branco e estaciondrio, de média nula e variancia unitdria. A partir deste sinal w, a
fun¢do de transferéncia H(®) gera o sinal transmitido § e o sinal a ser estimado 2. O filtro F (®),
cuja entrada € o sinal transmitido y, deve ser projetado de forma que sua saida Z; seja a melhor
estimativa possivel de Z, do ponto de vista estatistico. No caso, o filtro F(®) deve minimizar a

variancia do erro de estimacao é. Adotando a parti¢ao

T (o
H)= | 1, 6.
S()
o problema, a partir do Teorema de Parseval, pode ser formulado como
min [|S(®) - F (@) T ()3, (3.2)

Fe¥f

em que || - ||2 indica a norma #, e ¥ indica o conjunto dos filtros sob consideracdo. Este mo-
delamento é genérico e engloba desde esquemas de recepcdo e equalizacdo de sinais sujeitos a
ruidos e distor¢des de canal até servir de modelo para estimacao de estado, se forem definidas
apropriadamente as funcdes de transferéncia S(w) e 7' (). No caso cléssico, H(®) é conhecida
e a solucdo de (3.2) é o filtro de Wiener (Kassam e Poor 1985) ou o filtro de Kalman (Anderson

e Moore 1979).

No caso robusto, as fungdes de transferéncia 7(®) e S(®) nao sdo conhecidas. A unica

informagdo disponivel sobre H(®) é que esta funcao de transferéncia pertence a um conjunto A
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Figura 3.1: Estrutura do problema de filtragem

dado. Este problema, mais complexo, pode ser descrito formalmente como

ggggleaé\lé‘(w)—F(OJ)T(CO)H%, (3.3)
que permite a seguinte interpretacdo: o filtro a ser determinado € aquele que garante, frente a
todo o conjunto de incertezas, o minimo erro de estimagao. Vale observar que a solucao de (3.3)
depende do modelo de incertezas implicito na defini¢do do conjunto # .
Na literatura, dois modelos de incertezas foram amplamente estudados: incertezas limitadas
em norma (Shaked e de Souza 1995) e incertezas politdpicas (Geromel 1999), abordados na
Secdo 2.5. Em ambos os casos, ndo foi possivel determinar a solucdo 6tima de (3.3).

Nossa proposta consiste em adotar um terceiro modelo de incertezas, dado por
H :=co{H\,H,,--- ,Hy}, 3.4)

em que co{-} indica a combinagdo convexa e as fungdes de transferéncia H;(®), i =1,--- ,N sdo
conhecidas e assintoticamente estdveis. A funcéo de transferéncia H(®) € # pode ser descrita,

portanto, por

N
H(o) =Y MHi(o), (3.5)
i=1
comA:=[MA - Ay] €A €
N
A=qheRY Y h=1, L,>0,. (3.6)
i=1
Como sera mostrado posteriormente, a ordem de cada um dos vértices H; (®),--- , Hy(®) pode

ser definida arbitrariamente.

Exemplo 3.1 Juntamente com o modelos de incertezas politopicas, vamos representar grafica-
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Modelo Proposto Incertezas Politdpicas

-50 T -50

-60 | 1 60}

-70 1 -70

-80 -80

Magnitude [dB]
Magnitude [dB]

-90 -90

-100 1 -100

~110} 1 ~110}

-120 ‘2 ~120 ‘2
10 10 10° 10 10 10°
® [rad/s] o [rad/s]

Figura 3.2: Modelos de incertezas

mente o modelo (3.4) com o objetivo de evidenciar suas diferencas.

Considere o seguinte modelo incerto

1
52 128, + w2

H(s)

com 0,1 <& < 0,3 e 50 < w, <75. Este sistema possui dois pardmetros incertos e quatro
sistemas extremos. Considerando o descrito na sec¢do anterior e na Secao 2.5, a Figura 3.2 mostra

o diagrama de Bode de H (s) para algumas incertezas factiveis.

O diagrama a direita representa o modelo de incertezas politdpicas, formado pela combinagao
convexa das matrizes que definem uma representacdo no espaco de estados, e o diagrama a

esquerda representa o modelo de incertezas proposto, formado pela combinagdo convexa das

funcdes de transferéncia dos sistemas extremos.

Por estas figuras vemos que, no modelo proposto, o espectro torna-se ligeiramente diferente

daquele apresentado pelas incertezas politopicas. ¢

Ao longo deste capitulo iremos propor um método para o cdlculo da solugdo 6tima do pro-
blema minimax (3.3), com # definido por (3.4).
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3.3 Aproximacao linear robusta

Esta se¢do aborda o problema de aproximacao linear, a fim de preparar a discussdao do pro-
blema formulado em (3.3), completando os resultados apresentados em Hindi e Boyd (1998). O

problema classico de aproximacao linear é formalmente descrito por
min [|S — FT |3, (3.7)

em que F € R™", T € R™™, S € R™™" ¢ ||E|3 := tr (E'E) para qualquer matriz E real. Se a

inversa indicada existir, a solu¢do de (3.7) é dada por
F*=S8T'(TT")7 !, (3.8)
e o erro de estimagdo associado, por
IS—F*T|3 =t [SI-T'(TT')"'T)S']. (3.9)

Este € o resultado classico do problema de minimos quadrados lineares. A versdo robusta deste

problema € anéloga a (3.3). Sua descricao formal é dada por

min max ||S — FT|3, (3.10)

F HeH
em que H é definido como o conjunto das combinagdes convexas das matrizes H! := [T/ S]],
i=1,--- N. Partindo do fato de que toda norma é uma fun¢do convexa e de que o maximo de

qualquer fun¢do convexa em um conjunto politopico ocorre em um dos seus vértices, é possivel

reescrever o problema max em (3.10). De fato,

2

N
max ||S — FT||? = max Ai(S;—FT;
ma 5~ P73 = max Y251~ F7)

2
= max { | — FTi3}

:myin{y D |ISi—FT|3<vy,i=1,--,N}.
O resultado acima garante que o problema (3.10) € equivalente a

i NS —FT2<v. i=1.--- . .
%n{y ISi—FTi|<v,i=1,--- ,N} (3.11)
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Como (3.11) € convexo em relagdo a ambas as varidveis Yy e F, o que implica em ndo haver gap
de dualidade, € possivel representd-lo em uma formulacdo dual (Luenberger 1969). De fato,

escrevendo o lagrangeano de (3.11) (em que A; > 0)

N
LY, FA) = v+ Y Mi(|Si — FTi|5—7) (3.12)
i=1

e derivando em relacdo aye a F temos

oL Al
a—yzl—z i=0 (3.13)

i=1

a—L—z iF?vTT' -2 i%S-T’ =0 (3.14)
aF— i=1 C i:llli—‘ '

Resolvendo a primeira equagao em A obtemos o problema dual

maxmin Yy A||S;—FT; 3.15
pcnin Y15 £ @.15)

A solug@o 6tima do problema min em (3.15) é dada explicitamente por

N N -1
= (Zmn’) <Z7»iTiT/) : (3.16)
i=1 i=1

Substituindo (3.16) em (3.15), obtém-se a formulagcdo dual equivalente expressa em termos de

LMIs
N 0 0
/ /
ur/r}hae)i\{trw Zk,[ ][Tl Si]> 0 ]} (3.17)

i=1
Note que as varidveis duais (A;) sdo, de fato, os pardmetros incertos do problema original.

Vale observar que (3.15) ndo € obtida pela simples inversao da ordem dos operadores min € max

de (3.10). Reescrevendo o problema (3.10) na forma alternativa

2
minmax (3.18)

Zx (S;—FT;)
FAeA

2

e comparando esta formulagdao com a formulagdo equivalente (3.15), fica claro que, quando sdao

invertidos os operadores min e max de (3.10), o problema maxmin resultante nio é equivalente
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ao problema minimax original. Em Kassam e Poor (1985) € possivel fazer esta troca, pois a
funcdo objetivo apresentada, escrita em termos das fungdes de transferéncia, é cOncava-convexa,
condi¢do suficiente para haver um ponto de sela e ser possivel inverter a ordem os operadores
(Rockafellar 1970).

3.4 Sistemas a tempo continuo

O objetivo principal desta se¢@o € apresentar a solu¢do do problema de filtragem robusta (3.3)
com dominio de incertezas A definido por (3.4). De acordo com os resultados da secéo anterior,

o problema (3.3) pode ser descrito pela formulacao primal

i S Si(@) = F(o) () |5<y,i=1,---, 3.1
Yf;lérlf{v 1S{(w) = F(0)T(0)[5 <7, i N} (3.19)

e por sua correspondente formulacdo dual

N
max min Y AlSi(@) — F(@Ti(@)]l, (3.20)
em que 7 € o conjunto das func¢des de transferéncia causais e racionais.

Uma estratégia possivel para solucionar o problema primal (Geromel 1999, Liu et al. 2003,
Shaked e de Souza 1995, Wang e Balakrishnan 2003) parte da descri¢do do erro de estimagao no
espaco de estados e limita a ordem do filtro a maior entre as ordens das fun¢des de transferéncia
Hi(®), i=1,--- N. Para contornar a ndo convexidade prépria desta estratégia, adota-se o co-
nhecido Lyapunov Shaping Paradigm (Scherer, Gahinet e Chilali 1997), que introduz restri¢des
adicionais ao problema e implica, portanto, na subotimalidade da solucao.

Propomos uma abordagem diferente. Os modelos definidos em (3.4) podem ser escritos

alternativamente como

A.
Hi(s) - Cyi Dyi ) = 17 7N7 (321)
Czi 0

, (3.22)
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para algum A € A. As matrizes indicadas em (3.22) sao dadas por A := diag[A1,--- ,An], C 1=
[Cy1 - Cn], Co:=[Coy -+ Cv] e

/

N
B(\):= |MB, - MBYy| , Dy(V) ::ZkiDy,-.

Cabem aqui alguns comentdrios sobre a expressdo (3.22) para a fung@o de transferéncia H(s).
Apenas as matrizes B e D sdo fungdes do pardmetro incerto A e, para A = ¢;, em que ¢; € 0 i-
ésimo vetor candnico do RY, a equagdo (3.22) equivale a H(s) = H;(s). Por outro lado, partindo
dos resultados apresentados em Geromel (1999), verifica-se que a ordem do filtro, agora, nao
estd restrita a maior entre as ordens de H;(s), i = 1,--- ,N, mas a soma das ordens de H;(s),
i=1,---,N, o que implica em melhoria de desempenho, como serd mostrado posteriormente

por meio de um exemplo.

O lema a seguir € de central importancia para a solu¢do do problema (3.19).

Lema 3.1 Com base no diagrama de blocos da Figura 3.1, considere o filtro racional e causal
descrito por

Ay | By
Cr| O

F(s) = (3.23)

e a funcdo de transferéncia de w para é dada por

E(s) :=

A 0| BW
= 1| ByCy Ay | BfDy(M)
. ¢ o0

A restrigdo ||S(w) — F(0)T()||3 < v é satisfeita para todo A € A, se e somente se existir uma

matriz simétrica e definida positiva ‘P tal que

tr (B(L)PB(N) <y, AP+PA+C'C<0. (3.24)
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Prova: Decorre do Lema 2.5. [}

E importante observar que a matriz P € invariante em relacdo ao parimetro incerto A. Isto
acontece porque a restricio em P nio é dependente de A. Se calculdssemos a norma #, pela

formulag™



3.4. SISTEMAS A TEMPO CONTINUO 36

transformacao 7' como sendo (Geromel 1999)

. Y V I 1
T — ~ T: R
174 % 0 Vy!

podemos multiplicar a desigualdade mais a esquerda de (3.30) por 7' = diag(I, T) a direita e por

X U

U X

P =

7' a esquerda, e a desigualdade mais 2 direita por 7 = diag(T,I) a direita e por 7’ a esquerda,

obtendo as desigualdades mencionadas em uma maneira alternativa

Wi B(ei)/X+Dy(€i)/L/ B(ei)’Z

° X Z >0 (3.31)
° ° V4
e
A'X+XA+ C;L’ +LCy C, A'Z+XA+LCy+Q
° -1 C,—G <0 (3.32)
° ° A'Z+ZA

com respeito as varidveis W;, X, Z=Y !, L= UBy, G = CfV’Y_1 eQ= UAfV’Y_l, que definem
a fungdo de transferéncia do filtro F(s). Aplicando o Lema A.2 na inequagdo (3.32), podemos
impor as escolhas Q = —A'Z — XA — LCy e G = C; para simplificar as restri¢des, preservando,
ainda, a otimalidade'. Podemos ainda fazer Z — 0, pois como A’Z 4+ ZA < 0 é a tinica restricdo
em Z, sempre existird algum Z, factivel, ja que A € assintoticamente estavel e, podemos definir

um escalar a tal que Z = o.Zj tenda a zero. Com estas manipulacdes temos (3.28) e (3.29). =

Verifica-se que, para sistemas precisamente conhecidos (N = 1), a solugdo de (3.28) € o filtro
de Kalman. Entretanto, quando as funcdes de transferéncia do sinal e do ruido sdo corrom-
pidas pelas incertezas paramétricas (3.4), o filtro (3.29) ainda garante o desempenho 6timo do
sistema, porém ndo sendo este um filtro de Kalman, por causa das restri¢des (3.25) - (3.26) ne-
cessdrias para manter a robustez. Além disto, se ndo ocorrem cancelamentos de polos e zeros, a
ordem do filtro robusto € igual a2 soma das ordens das fungdes de transferéncia dos vértices H;(s),
i=1,---,N. Vale notar, finalmente, que as func¢des de transferéncia (3.21) e (3.23) podem ser
proprias. Neste caso, € necessario impor as restri¢des D,; —D¢Dy; =0,i=1,--- N, para que a
norma %, do erro de estimacdo permaneca finita. Estas restri¢des sio muito severas e, em geral,

impdem que Dy e D;; sejam nulas.

'Note que, sem perda de generalidade, podemos impor V =Y = Z~! 0 que implica U = —X e torna possivel a
igualdade Cr = C,.
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3.5 Sistemas a tempo discreto

Esta secdo discute o problema de filtragem robusta para sistemas a tempo discreto. O modelo
de incertezas considerado é andlogo a (3.21). Neste caso, no entanto, H (s) pertence a um politopo
convexo cujos vértices sdo N fungdes de transferéncia com matrizes D, ndo necessariamente

nulas, isto €,

H(C) = ) (3.33)
em que D,(A) := Y | L;D;;. A realizagio no espago de estados do filtro robusto é definida por
Af| B
FQ) = |-, (3:34)
Cr | Dy

em que todas as matrizes t€m dimensoes apropriadas. O proximo lema, que constitui a base
para a solu¢@o do problema de filtragem robusta, mostra que, como no caso continuo, é possivel
considerar filtros e sistemas proprios sem dificuldade adicional. Entretanto, a diferenca estd em
que, no caso discreto, a matriz de transmissao direta Dy tem um importante papel no computo da

norma 44 do erro de estimagao.

Lema 3.3 Partindo do diagrama de blocos da Figura 3.1, considere o filtro racional e causal

descrito no espaco de estados por (3.34), e a fungdo de transferéncia da entrada w para a saida

é dada por
E(): = A4 | B\
| D)
[ A 0 B(A)
= | B, 4 BDy(M)
| C.-DyC, ~Cr | D:(A)—DyDy(3)

A restrigao ||S(w) — F(0)T()||3 < vy € satisfeita para todo A € A, se e somente se existir uma

matriz simétrica e definida positiva P tal que

tr (B(L) PB(L)+ D(A)D(N) <y, APA—P+(C'C<0. (3.35)
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Prova: Decorre decorre do Lema 2.4. [ ]

As versoes primal e dual do problema de filtragem robusta (3.19) e (3.20) também sao vélidas
para norma #, definida no Lema 3.3. Assim, o préximo teorema, que constitui a versao para
sistemas a tempo discreto do Teorema 3.2, converte o problema primal (3.19) em um problema

convexo de otimizagdo expresso em termos de LMIs.

Teorema 3.4 Paratodoi=1,--- N, considere as desigualdades matriciais lineares
tr (W) <, (3.36)
W; o o
XB(e,’) —|—LDy(e,~) X o | >0, (3.37)

DZ<6,')—KDy(€[> 0 1

X o o
XA+LCy, X o | > 0, (3.38)
C.—KC, 0 I

em que X =X', W; =W/, L e K tém dimensdes compativeis. O problema de filtragem robusta

(3.19) é equivalente ao problema convexo de otimizacdo

yw?l)}IiK{Y : (3.36) — (3.38)}, (3.39)

cuja solugdo leva ao filtro étimo

A+X'LG | XL

F(s) =
C.—KC | K

(3.40)

Prova: Como no teorema anterior, a prova segue da conexao do filtro (3.34) como indicado na
Figura 3.1. Pelos Lemas 3.3 e 2.12(com as restri¢des adicionais G=G =P, i=1,--- ,N), fica

claro que o problema (3.19) € equivalente a minimizacao de Y sujeito as desigualdades matriciais
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tr(W;) <vye
W; B(e)'P Dle) P ar C
° P 0 >0, e P 0 [>0 (3.41)
° ° 1 ° ° 1

paratodoi=1,--- ,N. Os proximos passos, referentes a mudanca de varidveis, e as escolhas

de Z, Q e L sdo equivalentes aos descritos no teorema anterior, exceto pela escolha de K = Dy,

sendo assim omitidas (Geromel et al. 2000). [ |

Notemos que para o caso estético, este problema € equivalente ao tratado na Secdo 3.3. Para
N =1, a solucdo de (3.39) € o filtro de Kalman. Para N > 1, o filtro 6timo possui uma estrutura
interna que, a menos de cancelamentos de polos e zeros, tem ordem igual a soma das ordens das
funcdes de transferéncia geradas pela combinagio convexa (3.4). E importante ressaltar que o
fato de a ordem do filtro ser maior que aquela do filtro de Kalman pode compensar a incerteza

que atua no sistema, diminuindo o erro de estimacao.

3.6 Exemplos

Antes de apresentar os exemplos, é importante fixar um paradigma de qualidade do projeto.
Considere Fi(®) como sendo o filtro de Kalman (que é o 6timo) associado a fungdo de trans-
feréncia H;(®), para todoi=1,--- ,N e J;; como sendo o custo associado a conexdo do j-ésimo

filtro atuando na i-ésima funcao de transferéncia:
Jij = |ISi(®) — Fj(0) Ti(o)[|3. (3.42)

O préximo lema mostra como determinar um limitante superior e inferior do valor 6timo do

problema primal (3.19).

Lema 3.5 Sendo y* o valor 6timo do problema primal (3.19), entdo

Ying := maxminJ;; <y* < minmaxJ;; =: Y- (3.43)
i J J i
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Prova: Como, neste caso, nao ha gap de dualidade, pelo problema dual (3.20) temos

N
> A min ||S;(®) — F(0)T:(o)]|3
Y _rfgizi l}rggrfnl\ () — F(0)T; (o)

> max [|Si(0) - F(o)T(0)]3
> max  min_|S;(0) - Fj(0)T;(0)|3, (3.44)
em que a ultima desigualdade é valida por defini¢do, ja que o minimo em relacdo a j ocorre para

j=iparatodoi=1,--- ,N. Por outro lado, se atendo ao fato de que cada F;j(w) ¢ factivel, mas

nao necessariamente 4timo, temos também

N
S lilafz‘,?wHSi(w) — Fj(0)T;(0)|)3
A =1

< max[ISi(0) — F;(@)TH()]3, (3.45)

i=1,--\N

0 qual produz o limitante superior Yy, que corresponde a melhor escolha dentre todos os filtros

factiveis. u

=

% Y F(o) I

©

Figura 3.3: Esquema de recepcao.

Exemplo 3.2 Para ilustracdo, considere o projeto de um filtro robusto a tempo continuo. Com
base no diagrama de blocos da Figura 3.3, o sinal transmitido € representado por y = §+ 71, em

que § € gerado pela saida da funcio de transferéncia

2

S 3.46
s240,055+1 (3.46)

Hy(s)
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Magnitude [dB]

o [rad/s]

Figura 3.4: Magnitude do Sinal, Ruido e Filtro

| Zeros | Pélos | Ganho |

—1,8711 —1,4601 £ j1,0965 | 1,8302
~0,0250 % j1,9998 | —0,1559 % j1,9750
—0,0250 & j0,4465 | —0,2301 % j0,4471
—0,0250 = j0,9997 | —0,0250 % j0,9997

Tabela 3.1: Filtro Robusto Otimo

e a fungdo de transferéncia do ruido 7 pertence ao conjunto H, = co{H,,H,,}, em que

N N

Hyy (s) = 0,5 Hp(s)=—
mi(s) 250,055+0,20 2(5) s2+0,055+4

+0,5.

O sinal a ser estimado é exatamente o sinal gerado pela saida de H,(s). Este exemplo ilustra
a recepcdo de um sinal transmitida por um canal sem distor¢do, mas com um ruido aditivo.
As funcdes de transferéncia indicadas sdo obtidas pela fatoracdo espectral das densidades de
poténcia do sinal e do ruido (vide Lema A.3). Com esses dados, duas fungdes de transferéncia
de quarta ordem, que definem os vértices Hj (s) e Ha(s), s3o determinadas. Neste caso, o objetivo
do filtro robusto € separar o sinal do ruido, levando em consideragdo a existéncia de incertezas

no modelo do ruido. De acordo com o Lema 3.5, a matriz J € R?*2 é dada por

2,4344 5,8124
J= (3.47)
7,7155 1,6842
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€, junto com (3.43), determina o limitante inferior v;,r = 2,4344 e o limitante superior Yy, =
5,8124 para o custo 6timo. Finalmente, o Teorema 3.2 permite determinar o filtro robusto 6timo

e o seu custo associado Y* = 2,4996.

A Figura 3.4 mostra o diagrama de Bode do sinal, de varios ruidos factiveis e do filtro robusto
6timo. J4 que o valor de y* € muito préximo a ¥;, ¢, 0 desempenho do filtro 6timo € bastante sa-
tisfatério. O filtro em questdo € capaz de atenuar os picos de intensidade do ruido. Isto € possivel,
porque, como indicado na Tabela 3.1, o filtro 6timo € de oitava ordem, podendo ser reduzido até
ordem seis, realizando um cancelamento de pdlos e zeros. Entretanto, a ordem do filtro é maior
que a ordem do sinal transmitido. E interessante por em evidéncia, a partir da Tabela 3.1, que
quatro zeros do filtro 6timo correspondem exatamente aos polos dos ruidos Hy(s), Hya(s) e

os pl



(20,7209 +0,9048

A matriz J associada ao problema de filtragem €

1,5013 2,4505
2,3388 1,5713
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28
26
24
TR
B N
RT I}
16 N o N -
T4 o \‘\\ ° + ) _ ’///o
1'20 0.1 0‘,2 0‘3 0; — ;‘; — 0‘,6 OO7 0‘8 0‘,9 1
Figura 3.5: Norma do erro de estimagdo
| Zeros Pélos | Ganho |
—0.2452 0.0497 0.51682
—0.9739 —-0.9737
—0.3605 + j0.8803 | 0.4555+ j0.7875
—0.4025 £ j0.6812 | 0.2377+ j0O.8177
Tabela 3.2: Filtro Robusto #5
e um ruido aditivo 7 com fun¢ao de transferéncia
0,7446C —0,7446
H,(C) = : -0, (3.49)

e os limitantes Y;,y = 1,5713 e Y5, = 2,3388. O filtro 6timo obtido esta descrito na Tabela 3.2.

Calculamos os filtros de Kalman associados aos dois sistemas extremos, conforme o Lema

3.5, obtendo os valores dos custos da diagonal principal de J. Aplicando os resultados do Teo-

rema 3.4, obtemos o filtro robusto com o valor 6timo igual a Y* = 1,6777. Para efeito compara-

tivo, a Figura 3.5 nos mostra o comportamento destes trés filtros sob a variagdo do parametro A,
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ja que a combinagdo convexa das fungdes de transferéncia extremas definem H(®) = AH; (®) +
(I =A)Hy(®). Fazendo 0 < A < 1, podemos analisar o comportamento dos filtros ao longo da
faixa de variacao das incertezas. No gréfico, os pontos marcados com “+” representam a evolugao
do erro do filtro de Kalman para o sistema com o sinal Hy; (®) e com “0” a evolugio do filtro de
Kalman para o sinal Hy(®). Finalmente, em linha pontilhada, representa o comportamento do
erro do filtro robusto ao longo de variacdo das incertezas.

Pela Figura 3.5, podemos notar que o desempenho do filtro robusto ao longo da faixa de
variagdo de incerteza ¢ melhor que os filtros de Kalman calculados. Em uma faixa de variagao,
o desempenho do filtro robusto € melhor que ambos os filtros de Kalman, o que atesta a eficacia

do método proposto. ¢



Capitulo 4

Filtragem robusta em norma 7L,

4.1 Introducao

Ha muito tempo, os métodos desenvolvidos para estimacao de sinais t€m sido baseados em
minimizar a norma %4 do correspondente erro de estimagdo. Este tipo de estimagdo assume que
todas as caracteristicas estatisticas (densidade espectral de poténcia) dos sinais e dos ruidos sao
conhecidas exatamente (Kwakernaak e Sivan 1972). Quando existem incertezas nos parametros
do sistema a ser estimado, técnicas de filtragem robusta, como aquelas vistas no capitulo anterior,
podem ser utilizadas para garantir o desempenho da estimacao frente as incertezas. Infelizmente,
essas hipdteses sobre os sinais e ruidos limitam a utilizacdo de filtros de minima variancia em
situacdes nas quais essas caracteristicas estatisticas nao sao exatamente conhecidas (Shaked e
Theodor 1992a, Xie e de Souza 1995). Nas udltimas décadas, uma medida de desempenho dife-
rente da norma 74 tem sido estudada no contexto de controle 6timo. Esta medida é a norma #.
do sistema, que relaciona seus sinais de entrada com os sinais de saida e introduz o conceito de
ganho de energia do sistema. No problema de filtragem em norma #£,, os sinais de entrada séo
considerados arbitrarios, porém de energia limitada, e o objetivo € projetar um filtro que asse-
gure um limite para o ganho de energia entre os sinais de entrada e o erro de estimacao (Xie e de
Souza 1995). Quando existem incertezas no sistema de estimacao, técnicas robustas de filtragem
devem ser adotadas.

Este capitulo é devotado ao estudo de filtros robustos em norma #£.. Basicamente, existem
duas abordagens para resolver este problema. A primeira é a prépria filtragem em norma #,
que minimiza o pior ganho de energia entre a entrada e o erro de estimacao. Este filtro, quando
comparado ao filtro de Kalman, possui pouca sensibilidade frente as variacdoes de parametros,

mesmo nao lidando diretamente com elas. A desvantagem deste método € que ndo € possivel

45
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determinar a priori um limitante superior do erro ou custo garantido. A outra abordagem ¢ a fil-
tragem robusta em norma ... Esta abordagem € que, de fato, lida diretamente com as incertezas
do modelo, minimizando o ganho de energia para todas as incertezas factiveis e fornecendo um
custo garantido para o erro de estimacgao (Shaked, Xie e Soh 2001).

Na literatura, este problema foi resolvido utilizando métodos frequenciais, como em Shaked
e Theodor (1992b), ou com métodos temporais. Geromel e de Oliveira (2001) e Geromel et al.
(2000) resolveram este problema considerando o modelo de incertezas politépicas. Ja de Souza,
Shaked e Fu (1992), Xie e de Souza (1995) e Shaked et al. (2001) adotam o modelo de incertezas
limitadas em norma. Khargonekar et al. (1996) faz uma extensdo dos problemas de filtragem #54
e 4, resolvendo o problema de filtragem mista, separando entradas com estatisticas conhecidas
das entradas com estatisticas arbitrarias.

Nossa proposta estd em resolver o problema de filtragem robusta em norma #., com o modelo
de incertezas apresentado no capitulo anterior. Novamente, este problema de filtragem robusta
foi resolvido através de um problema de otimiza¢do minimax. Ao contrdrio do caso %5, ndo é
possivel calcular o o filtro robusto de maneira exata, ou seja, o filtro encontrado para essa norma
€ subotimo. Entretanto, a grande contribui¢do desta técnica estd em sintetizar filtros robustos
de ordem maior que a do sinal transmitido. Para facilitar a leitura iremos repetir as definicoes

cabiveis a este problema.

4.2 Definicao do problema

A Figura 4.1 esboca o problema de estimacdo de sinais, em termos das fun¢des de trans-
feréncia indicadas. O sinal w é considerado, agora, somente de energia finita. A saida do sistema
H(w) gera o sinal transmitido ¥ e, a0 mesmo tempo, o sinal a ser estimado §. O nosso objetivo
é projetar o filtro F(®) capaz de minimizar o ganho de energia entre sinal de entrada e o erro de
estimagdo &, ou seja, a norma £, do erro. O tnico dado de entrada para o filtro F(®) é o sinal

transmitido y. Adotando a parti¢ao

T'(w
H(o) = (©) , 4.1)
S(w)
e assumindo H (®) conhecida, este problema é definido formalmente como
min ||S(0) — F(0)T (o) |2, (4.2)

Fe¥F

em que || - || indica a norma #.. O conjunto ¥ restringe os filtros em consideracao.
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Figura 4.1: Esquema de recuperacao de sinal

Como ja mencionado no capitulo anterior, o problema de filtragem robusta € mais complicado
que o anterior. A dificuldade estd no fato de que a fun¢@o de transferéncia H (®) ndo é conhecida.
Entretanto, a tnica informacdo é que H(®), dada em (4.1), pertence a um conjunto conhecido

H . Portanto, definimos o problema de filtragem robusta desta forma

: 2

min max|1S(0)  F(@)7 ()], 4.3)
o qual garante o desempenho do filtro frente a todas as incertezas factiveis. E claro que a solucio
de equilibrio do problema (4.3) depende da defini¢do do conjunto #. Como explicado na Secéo
2.5, dois modelos de incertezas foram apresentados na literatura até hoje: incertezas limitadas
em norma (Xie e de Souza 1995, Theodor, Shaked e de Souza 1994) e incertezas politopicas
(Geromel e de Oliveira 2001). Em ambos os casos, nao foi possivel determinar a solu¢do 6tima
de (4.3). Felizmente, mesmo resolvendo este problema via minimizagao de um limitante superior

da norma do erro de estimagao, em alguns casos esta estratégia forneceu bons resultados.

Utilizaremos modelamento das incertezas do capitulo anterior, dado por
H = CO{H17H27"' 7HN}7 (44)

no qual co{-} representa a combinacgdo convexa de {-}. Portanto, cada H(®) € H pode sempre

ser escrito como

N
H(w) =Y MHi(o), 4.5)
i=1

para algum A :=[A; Ay --- Ay’ € A, em que A representa o simplex unitério

N
A::{xeRN:Zx,:l, xizo}. (4.6)

i=1

Este modelo de incertezas € inspirado no modelo €-contaminated (Kassam e Poor 1985). Como
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pode ser percebido, as fungdes de transferéncia H;(®),-- ,Hy(®), incluindo suas ordens, sdo
completamente arbitrarias. A unica propriedade que elas devem compartilhar € a estabilidade

assintotica.

4.3 Aproximacao linear robusta

Nesta se¢do resolveremos o problema de aproximagéo linear robusta em norma #.,. Este
problema € um caso particular do problema (4.3). O objetivo € determinar uma matriz F em que
F € R™" tal que

min max ||S — FT|2, 4.7)
F Hes

emque T € R™™ §c R e ||E|2 :=6(E)? = Max(EE").
De acordo com (4.1) e (4.4), o conjunto # é definido como sendo a combinagdo convexa das
matrizes H! := [T} S/] fori =1,2,---,N. Para alguma matriz H € 4 dada, podemos calcular a

matriz F 6tima do problema min se a inversa indicada existir
F* =581 (TT")7 !, (4.8)
e sua correspondente norma do erro de aproximacao € dada por
IS = F*T |2 = Mpax (S = T'(TT")'T)S') . (4.9)

Note que o resultado obtido em (4.8) é 0 mesmo que o do caso #5, em que ||E|3 := tr (E'E).

A versado robusta do problema (4.7) corresponde a determinacido da matriz de aproximacao
F associada a pior incerteza dentro do conjunto convexo #. A solugdo 6tima do problema
minimax (4.7) € obtida a partir de duas propriedades importantes. A primeira é que toda norma é
uma funcdo convexa e a segunda é que toda func¢do convexa, num conjunto politépico, obtém seu

maximo em um de seus vértices. Portanto, de posse destas propriedades, para F' fixa, podemos

reescrever o problema max de (4.7) em fun¢ao dos pardmetros A, - - -, Ay, obtendo
) N 2
max ||S — FT||2 = max Ai(S; — FT;
He}[H | AEA ,:Z{ i(Si 2 N

= max {|S; — FTi||2 }

:inn{y: IS;i—FT|%<v,i=12,---,N}. (4.10)
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A versdo primal do problema (4.7) pode ser escrita como
in{y: ||Si—FT||2<vy,i=1,2,---,N 4.11
r'?}:n{'Y”l l||w_Y7l_ » < ) }7 ( )
sendo este um problema convexo de otimizacdo em relacdo a ambas as varidveis (Y, F)). Como ja
sabemos, este problema € convexo, portanto podemos calcular o seu respectivo problema dual.
Para lidar com problemas relacionados a formulac¢@o dual, em termos da defini¢do da norma #..,

expressamos o problema dual a partir de uma forma equivalente do problema primal

min{y : (Si—FT;)(Si—FT;) <yl ,i=1,---,N}. 4.12)
v.F

A partir do problema (4.12), podemos associar cada restricdo a uma variavel dual matricial

W;. Escrevendo o lagrangeano de (4.12) (com W; > 0)
N
LOY,F Wi, Wy) =v+ Y tr(Wi(Si — FT,)(Si— FT;) =y W), (4.13)
i=1

e derivando em relacdo a y e a F' obtemos

oL N

—=1-Y)Y r(W;)=0 (4.14)
Y i=1

a—L =2 y W,FT,T | —2 iW-ST’ =0 (4.15)
oF i:llli i:llli_‘ .

Resolvendo a primeira equacdo em W; obtemos o problema dual

N
i (S;—FT)(S;—FT)),i=1--- 4.1
Vﬂ?él‘;/n}?ln;tr (‘/Vz(Sz 1)(S1 1) )7 l N, (4.16)

no qual W é o dominio das varidveis duais W;, dado por
N
W= WeR™ : Y u(W)=1, Wi=W/ >0;. 4.17)
i=1

Comparado com (4.7), o problema dual teve seus operadores min/max invertidos. Entretanto,
como podemos observar na equacdo (4.15), ndo € possivel determinar a solugdo explicita do

problema min em (4.16). Ao contrario do problema (3.15), a varidvel dual é uma matriz e
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nao pdde ser manipulada como os coeficientes A; em (3.15). Felizmente podemos expressar o

problema primal (4.12) como um problema convexo de otimizacdo em termos de LMIs

min :
Y.F {Y

que nos fornece o custo 6timo y* ¢ a matriz de aproximagao linear robusta 6tima F*.

VI (Si—FT;)
(Si— FT;)' I

>0}, i=1,---,N, (4.18)

4.4 Sistemas a tempo continuo

Nesta sec@o, temos como objetivo resolver o problema de filtragem robusta em norma #£.,
definido em (4.3), para o modelo de incertezas definido em (4.4). Com isto, seremos capazes de
sintetizar filtros robusto de ordem maior que o sinal transmitido. Inicialmente, as versdes primal

e dual do problema (4.3) sdo dadas por

in Ly : [S:(0) - F@)T(@) <y, im1 N 4.19
Y{;lg;{\( [Si(w) — F()T(o)| <v, i } (4.19)
e
N 2
i 7\4 Sl‘ —-F 7—; 009 4.20
TSXIE%I?I},_Z{ 1Si(w) (0)Ti(o)]] (4.20)

respectivamente. Note que, assim como no problema (3.20), a varidvel dual A em (4.20) €, de
fato, os parametros incertos em (4.5). O conjunto ¥ restringe o filtro a ser racional e causal.
Assim como na Secdo 3.4, poderiamos solucionar o problema primal adotando o conhecido

Lyapunov Paradigm, como em Geromel e de Oliveira (2001) e Xie e de Souza (1995).

No presente caso, entretanto, os modelos factiveis definidos em (4.5) podem ser reescritos
em uma maneira mais conveniente. Considerando a realizag@o no espaco de estados das fungdes

de transferéncias

A
Hi(S)Z Cyi Dyi ) izlvza"'7N7 (421)
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cada fung¢do de transferéncia factivel H € # é dada por

, (4.22)

para algum A € A, em que A := diag[Ay,--- ,Ay], Cy:=[Cy; -+ Cyn], C;:=[C;1 --- Coy] €

M=

N
B(?\,)I = 7\.13’1 A,NB;] ) DyO\,) = ZkiDyi y Dz(}\') =
i=1 i

AiD.i. (4.23)
1

Dessa forma, apenas as matrizes B(-) e D(-) dependem do pardmetro incerto A. Para o valor
de A =e; € A, temos H(s) = H;(s) paratodo i = I,--- ,N. Com este modelamento, adotando
a estratégia desenvolvida em Geromel e de Oliveira (2001) a ordem do filtro robusto nao é mais
restrita a maior ordem dentre as fungdes de transferéncia H;(s). Ao invés disto, a ordem deste fil-
tro pode ser aumentada até a soma das ordens das fungdes de transferéncias H;(s). Considerando

uma realizac¢do no espaco de estados do filtro robusto desta forma

Ar | By
Cr | Dy

o resultado seguinte € de central importincia para a solu¢do do problema primal (4.19)

F(s)= , (4.24)

Lema 4.1 Com relacdo ao diagrama de blocos da Figura 4.1, considere um filtro causal e

racional, definido por (4.24), e a seguinte funcdo de transferéncia, entre w e é

a| 5 A 0 B()L)
E(s):= o |~ BiC, Ay BfDy(\) : (4.25)
C.—DsCy —~Cy | D(M)—DyDy()

Se existir, para todo A € A, uma matriz simétrica e definida positiva P tal que
A'P+PA+C'C+(PBA)+CDN) (Y — D)D) H(BA)'P+ D) C) <0, (4.26)

entdo a restricdo ||S(®) — F(0)T (0)||2 < y € satisfeita para todo ) € A.

Lo, é 0 i-ésimo vetor candnico no RY.



4.4. SISTEMAS A TEMPO CONTINUO 52

Prova: A prova segue da suficiéncia do Lema (2.7). [

E importante ressaltarmos que a matriz ? em (4.26) ndo é invariante com relagio aos para-
metros A € A, como no caso #,. Com isto, ndo existe uma dnica matriz P de tal forma que esta
restri¢cao de norma seja satisfeita para todo A € A. Portanto o procedimento para calcular o filtro

robusto em norma #., apresentado no préximo teorema, serd sub6timo.

Teorema 4.1 Para todoi=1,--- N defina as seguintes desigualdades matriciais lineares em

relacdo as varidveis X = X' > 0, L e K de dimensdes compativeis

A'X +XA+ClL' + LCy . .
B(e,-)’X —|—Dy(e,-)’L’ —’YI ° <0. (427)
CZ - KCy Dz(ei) - KDy(ei) —1I

Uma solucdo subotima do problema primal de filtragem robusta (4.19) pode ser expressa de

Jforma alternativa pelo seguinte problema convexo de otimizacdo

%{ig{y . (4.27)}. (4.28)

O filtro em questdo é obtido na forma

A+X'LC, | XL

F(s)=
C.-KC | K

(4.29)

Prova: Conectando o filtro (4.24) como indicado no diagrama de blocos da Figura 4.1, pelos
Lemas 4.1 ¢ 2.7, uma solugio subétima?® para o problema (4.19) é determinada, minimizando y

sujeito as desigualdades matriciais

AP+PA e °

Ble;)' P -yl e | <0, P>0, (4.30)
C Die;) —I
paratodoi=1,2,--- /N. Particionando a matriz P, sua inversa e definindo uma transformacao

2Pois, como no Lema 4.1, © estd sendo considerada independente de A € A.
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de variaveis de forma equivalente a indicada no Teorema 3.2 (e vista em Geromel e de Oliveira

(2001)), as desigualdades anteriores podem ser reescritas na forma equivalente

A'X +XA+CL' + LC, . . .
B(e,-)'X —I-Dy(e,-)’L' —yI ° ° <0 431
C.—KCy D,(e;) — KDy(e;) ~1 . '
Q' +CL +A'X +ZA ZB(e;) C.—G' —CK' A'Z+ZA

com relagdo as varidveis X, Z, L, G e Q, nas quais a func¢io de transferéncia do filtro F(s) é
definida. Pelo Lema A.2, a desigualdade (4.31) pode ser simplificada impondo Q = —A’Z — XA —
LCy e G = C,— KCy, sem perda de generalidade. Podemos ainda fazer Z — 0, pois como A'Z +
ZA < 0 ¢ a unica restricdo em Z, sempre existird algum Z factivel, ja que A € assintoticamente
estavel e, podemos definir um escalar o tal que Z = aZ, tenda a zero. Com isto, obtemos (4.27)
e (4.29). [ ]

Com este resultado podemos perceber que a ordem do filtro robusto € igual a soma das ordens
das fungdes de transferéncia H;(s), i = 1,2,---,N, sendo geralmente bem maior que a ordem do
sinal transmitido. A menos de cancelamentos de pdlos e zeros, a ordem do filtro € igual a méxima
ordem dentre os sistema factiveis H € H, que sdo gerados pela combinagio convexa (4.5) com
A € A. Note que o filtro obtido é subdtimo no conjunto de filtros considerado. O filtro (4.29)
pertence ao conjunto ¥, € F que corresponde a todos os filtros causais e racionais que sao
obtidos pela mesma matriz ¢ do Lema 4.1, para todo A € A. Neste sub-conjunto ¥, o filtro

robusto é 6timo global.

4.5 Sistemas a tempo discreto

Como estudo complementar do problema de filtragem robusta em norma #£., estudaremos
este problema para sistemas a tempo discreto. O modelo é composto por N fungdes de trans-
feréncia como em (4.21) e o modelo do filtro robusto em considerac@o é definido de maneira
similar a (4.24).

O préximo lema introduz a norma 44, do erro de estimag@o.

Lema 4.2 Com relacdo ao diagrama de blocos da Figura 4.1, considere um filtro causal e
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racional, definido em (4.24), e a seguinte funcdo de transferéncia entre w e é

A 0 B(\)
E(C):= =| BC, Ay BsD,(\) : (4.32)
C.—DsCy —Cy | Do)~ DDy(N)

Se existir, para todo N € A, uma matriz simétrica e definida positiva ‘P tal que

U a'P 0 C’

> 0, (4.33)

entdo, a restricdo ||S(w) — F(0)T(w)||2 < 7y € satisfeita para todo \ € A.

Prova: A prova segue do Lema (2.6). [ |

J4 que as versdes primal e dual do problema de filtragem robusta sdo validas para sistemas
a tempo discreto, o teorema a seguir, que constitui a versao discreta do teorema 4.1, converte o
problema (4.19) para um problema convexo de otimizagdo expresso em termos de desigualdades

lineares matriciais.

Teorema 4.2 Para todo i = 1,2,--- N defina as seguintes desigualdades lineares matriciais

nas varidveis X = X' > 0, L e K de dimensdes compativeis

X ° ° °
XA+ LC X
y * *| >o. (4.34)
0 B(e,’)/X +Dy(e,~)’L’ 474 °
_CZ—KCy 0 Dz(e,-) —KDy(ei) I_

O problema primal de filtragem robusta (4.19) pode ser expresso alternativamente pelo seguinte

problema convexo de otimizagdo

Y’r)£17iLr’1[({\( : (4.34)}. (4.35)
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O filtro subdtimo é obtido na forma

A+X'LC, | XL
C.—KC, | K

F(g) = (4.36)

Prova: Como no teorema anterior, a prova segue da conexao do filtro com o sistema (4.24) como
indicado na Figura 4.1. Pelo Lema 4.2 e adotando as mesmas particoes e mudanca de varidveis
vistas no Teorema 4.1, temos que o problema (4.19) € equivalente a minimizagao de 7y sujeito as

desigualdades lineares matriciais

Z ) ) . ° °

VA X ) ° ° °

ZA ZA Z ° ° ° -0,
XA+LCy+0Q XA+LCG Z X ° °

0 0 B(e;)’Z B(e;)'X +Dy(e;)'L’ Yl .
_CZ—KCy—G C.—KC, 0 0 D_(e;) —KDy(e;) I_

paratodoi=1,2,--- /N.

Os proximos passos, referentes as escolhas de Q, G e Z, s@o muito similares aqueles mos-
trados no Teorema 4.1 (e sao apresentados também em Geromel et al. (2000)), sendo assim
omitidos. [ ]

Como jé foi comentado sobre o Lema 4.1, no caso discreto a matriz ¢ também nao € inva-
riante com os pardmetros A. Por conta disto, o problema de filtragem robusta em norma #. é

subotimo.

No caso discreto em particular podemos melhorar o resultado anterior adicionando mais
graus de liberdades as restri¢cOes, adotando a estratégia apresentada em Geromel et al. (2002), re-
laxando as restri¢des impostas pelo Lyapunov Paradigm. Esta estratégia baseia-se nas condicoes

de estabilidade estendida, vistas na Secao 2.4.

Teorema 4.3 Considere a conexdo do filtro robusto como na Figura 4.1. Paratodoi=1,--- N

defina as seguintes desigualdades matriciais lineares nas varidveis E; = E[,H; = H!, L, K, G}, S,
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O, F,Z Y, F de dimensoes compativeis
[ E; ) ) ° ° |
G; H; ) ) )
ZA ZA Z+7 —E; ° ° 0
> 0.
YA+LCy+Q YA+LC, Z+Y+S—-G; Y+Y' —H; o
0 0 B(e,-)'Z’ B(e,')/Y/ -I—Dy(e,-)'L’ Yel
C.—KC,—F C,—KC, 0 0 D, (e;) —KDy(ei)
4.37)

O problema primal (4.19) pode ser expresso alternativamente pelo seguinte problema convexo

de otimiza¢do

min{Yy, : (4.37)}.

O filtro robusto subotimo é obtido desta forma

(4.38)

(4.39)

Prova: A prova segue da definicdo da norma #,. estendida (vide Lema 2.12). Veja Geromel

et al. (2002) para mais detalhes.

Com este teorema podemos obter filtros com desempenho melhor do que o obtido via Teo-

rema 4.2, ou seja Y, < Y. Entretanto, o problema de otimizacdo terd um nimero de varidveis bem

maior, aumentando a complexidade do problema. Para N > 1 o filtro 6timo possui uma estru-

tura que, salvo a cancelamentos de pélos e zeros, € igual 2 méxima ordem dentre todas funcdes

de transferéncia geradas a partir da combinacdo convexa (4.4). Essa é caracteristica importante

deste filtro, pois este pode compensar as incertezas do modelo.
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4.6 Exemplos

Como um contraponto do Lema 3.5, vamos fixar um paradigma de qualidade do projeto, por

meios de um limitante inferior.

Considere F;(®) como sendo o filtro 6timo #£, associado a fungdo de transferéncia H;(®),
paratodoi=1,---,N e J;j como sendo o custo associado a conexdo do j-€simo filtro atuando na

i-ésima funcao de transferéncia:
Jij = |18i(0) — Fi(o)T{(o)||%. (4.40)

O préximo lema mostra como determinar um limitante superior e inferior do valor 6timo y* do

problema primal (4.19).

Lema 4.3 Sendo Y* o valor étimo global do problema primal (4.19), entdo

Yinf = mlaxmjinJij <7< m}nmlaxJij = Ysup- 4.41)

Este lema é vélido porque este € definido para qualquer norma. No caso do problema de
filtragem robusta em norma #£, o filtro encontrado € sub6timo, ou seja, o custo minimo associado
a este filtro v satisfaz y* <, fazendo com que o limitante superior do Lema 4.3 nao seja vélido
para este custo Y. Em contrapartida, como o conjunto dos filtros no qual o problema em questao
€ otimo ¥, estd contido no conjunto ¥, o limitante inferior ;s ainda € valido, pois qualquer
filtro factivel no conjunto ¥, € também factivel no conjunto ¥ .

Lema 4.4 Sendo 7y o valor subétimo do problema primal (4.19), entdo
Yinf 1= maxminJ;; <y* <y (4.42)
i

Prova: Como, neste caso, ndo ha gap de dualidade, pelo problema dual (4.20) temos

N
> max Y A;min ||S;(®) — F(®)T;(0)]
Y*_Wii; i ef|| i(@) — F(0)T; (o)
> max_|[|Si(e) —F(0)T(0)||2
> in [|S;(®)— F;(0)T}(®)]2, 4.43
_i:r{{?}?fNj:r{{}_r_{N|l (@) — Fj(0)T;(w)]| (4.43)
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40

Filtro #,

Magnitude [dB]

18; [rad/s]

Figura 4.2: Magnitude do Sinal, Ruido e Filtros

em que a ultima desigualdade € valida por defini¢do, ja que o minimo em relagc@o a j ocorre para

j=iparatodoi=1,---,N. Como Y€ um limitante superior do custo, entdo y* <1y [ ]

Exemplo 4.1 Para o filtro robusto em norma #£., trabalharemos com os dados do Exemplo 3.2
do Capitulo 3. Note que, no caso #L,, a matriz D '+ ndo € nula, possibilitando a sintese de filtros
proprios.

Para o modelo do sinal e dos ruidos factiveis descritos no Exemplo 3.2, pelo Teorema 4.1,
obtemos o seguinte filtro robusto e o seu custo associado Y= 7,0180. Utilizando os resultados

dos Lemas 4.3 e 4.4, obtemos a matriz J como sendo

6,6710 62,7033
3116,2  1,0762

e os limitantes ;s = 6,6710 e Yy, = 62,7033. Como podemos observar o valor de Yy, € maior

que o valor de Y obtido, mas este fato ndo necessariamente ocorre, como previsto no Lema 4.3.
Analisando os p6los e zeros da transferéncia do filtro F (s), mostrados na Tabela 4.1, podemos

notar que sua ordem pode ser reduzida a seis mediante a um cancelamento de pdlos e zeros.

Mesmo assim sua ordem ainda € maior que a do sinal transmitido. Podemos notar que um poélo
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| Zeros Pélos | Ganho |
7.812e4 —5993 0.28003
1.501 —0.1113
—0.0250+£ j1.9998 | —1.9094 + j1.1034
—0.0250+£ j0.9997 | —0.45454+ j1.9176
—0.0250£ j0.4465 | —0.0250 % j0.9997

Tabela 4.1: Filtro Robusto do Exemplo 4.1

| Zeros | Polos | Ganho |
3.6045 0.18463
—0.001 —0.3298 + j0.3134

0.0904 &+ j1.5064 | —0.0006 + j0.0055
0.3605 4+ j0.8803 | 0.3605 + j0.8803
0.3604 &+ j0.8803 | 0.3578 % j0.7451

Tabela 4.2: Filtro Robusto F({) do Exemplo 4.2

e um zero estao no infinito e que o filtro € préprio.

Na Figura 4.2 estdo representados o sinal, alguns ruidos factiveis, o filtro 6timo %4 e o
filtro sub6timo #.. Como podemos perceber, o filtro #, atenua mais o pico do ruido, e em
contrapartida deteriora um pouco o sinal na sua faixa. O fato do filtro #£, ser proprio permite um

desempenho satisfatorio em alta freqiiéncia. ¢

Exemplo 4.2 Para o Exemplo 3.3 do Capitulo 3, calculamos através do Teorema 4.2 o filtro
robusto sub6timo em norma ... A descrigdo dos pdlos, zeros € o ganho do filtro subétimo
obtido estd na Tabela 4.2, com y= 11.2222.

Utilizando os resultados do Teorema 4.3 podemos obter um filtro robusto, também subétimo,
com um desempenho melhor do que o filtro anterior, Y, = 10.4240, cuja os pdlos, zeros e o0 ganho
se encontram na Tabela 4.3.

Calculamos o filtro 6timo para cada sistema extremo, conforme o Lema 4.3, obtendo os

valores dos a matriz J associada

9,3143  101,7466
59,2662 9,8514

que determina os limitantes Y;,r = 9,8514 e Yy, = 59,2662. Novamente, o valor de Yy, €
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| Zeros | Pélos | Ganho |
—1.08 0.3927 —0.22715
—0.1626 —0.0139

0.5474 £ j1.6590 | 0.3403 + j0.8331
0.3604 £ j0.8803 | —0.277 & j0.5643
0.3403 £+ j0.8331 | 0.3533+ j0.7598

Tabela 4.3: Filtro Robusto F,({) do Exemplo 4.2

120

100

80

2

60¢y

IE@)I

40t o +

20

Figura 4.3: Norma do erro de estimagao

superior aos valores de 7y e ,, 0 que nao necessariamente deve acontecer. Os elementos Jy| e Ja
representam os custos associados aos filtros 6timos dos respectivos vértices.

Para efeito comparativo, a Figura 4.3 nos mostra o comportamento destes filtros sob a varia-
céo do pardmetro A. No gréfico, os pontos marcados com “+” representam a evolucéo do erro do
filtro 6timo para o sistema com o sinal Hy;(®) e com “0” a evolugdo do filtro 6timo para o sinal
Hp (o). A linha tracejada representa o comportamento do erro do filtro robusto F({) e a linha
pontilhada o filtro F, () ao longo de variagdo das incertezas.

Pela Figura 4.3, podemos notar que o desempenho de ambos os filtros robustos ao longo da
faixa de variacdo da incerteza € muito melhor que os filtros #., dos respectivos vértices calcu-
lados. O filtro F,({) tem um desempenho muito melhor que o filtro F (), que permaneceu com

um erro quase constante ao longo da faixa de variagao. ¢



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Ao concluir nosso trabalho, reapresentamos sucintamente as suas principais contribuigdes:

e Proposta de um novo modelo de incertezas politpicas, que permitiu obter a solugcdo global

do problema minimax que caracteriza o filtro robusto 6timo em norma 4.
e Solucdo 6tima do problema de aproximacao linear robusta.
e Obtengdo do filtro robusto sub6timo em norma #4,.

e Parametrizacdo de filtros com ordem maior que a funcao de transferéncia do sinal transmi-
tido.

e Os resultados aqui apresentados permitiram a elaboragado de trés artigos cientificos ja sub-
metidos para publicacdo, a saber: Egas et al. (n.d.), Geromel e Regis (n.d.b) e Geromel e
Regis (n.d.a).

A seguir listamos algumas idéias para complementar o trabalho realizado:

e Encontrar novas formas de parametrizar filtros robustos 6timos em norma #.., que possam

envolver fun¢des de Lyapunov dependentes de parametros.

e Estudar novas aplicacdes de filtragem robusta.

61
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Apéndice A

Desigualdades lineares matriciais e

teoremas auxiliares

A.1 Desigualdades lineares matriciais

Como definido em Boyd et al. (1994), uma Desigualdade Matricial Linear (LMI) é uma
funcdo afim positiva ou estritamente positiva de matrizes simétricas reais
A m
F(x)=F+ ) xFi>0, (A.1)
i=1
onde x representa o vetor de varidveis do problema e F;, com i = 1---m, sdo matrizes simétricas
reais constantes. O significado da expressdo matricial F (x) > 0 é equivalente a u'F (x)u > 0, Vx #

0 € R" para qualquer vetor « real ndo identicamente nulo.

A.1.1 Caracterizacao

Da defini¢do (A.1), algumas propriedades e equivaléncias podem ser evidenciadas . A pri-
meira delas, fundamental para uma compreensao mais profunda sobre LMI’s estd relacionada
com os autovalores de F(x). Como F(x) é simétrica, sempre é possivel diagonalizd-la na forma
F(x) =T (x)'D(x)T(x), com D(x) diagonal e T (x) ortogonal. Logo, para qualquer g = T (x)u é
possivel obter u satisfazendo g’D(x)g = u'F (x)u > 0. Assim, conclui-se que dizer que F(x) >0
¢ equivalente a dizer que os autovalores de F(x) sdo positivos.

Para deixar a notagdo mais clara, todas as matrizes sdo consideradas dependentes de x. Logo,

onde estiver escrito F entenda-se F (x).

66
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A.1.2 Complemento de Schur

Talvez a maior ferramenta utilizada durante todo o trabalho seja o complemento de Schur. O

seu objetivo € mapear uma desigualdade matricial ndo linear em uma linear.

Lema A.1 Considerando que as matrizes A1 e Ay sdo simétricas, o conjunto,
{A11> 0,40 > AlpAT AL

é equivalente ao conjunto descrito pela LMI

A A
/“ 2150 (A2)
A, A

Prova: A prova segue os passos de de Oliveira (1999).

A matriz

R= R (A.3)

¢ definida positiva se, e somente se Aj; > 0e Ax —A'lel’llAlz > 0.

Definindo uma matriz inversivel 7

-1
_AIIZAII 1

! 0] ) (A4)

cujos autovalores sdo todos iguais a um, temos que

Al A
R=T " TP T (A.5)
Al Ax
Portanto, podemos concluir que (A.2) € verdadeira se, e somente se R > 0. [ |

De uma maneira similar podemos reescrever o lema acima para satisfazer a equivaléncia entre

{A22 >0,A11 > A12A2_21A/12} ,
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e a desigualdade (A.2). Como extensao podemos definir o complemento de Schur para desigual-

dades nao estritas, como em Boyd et al. (1994).

A.1.3 Exemplos

Nesta subsecao serdo vistos alguns exemplos de LMIs, aplicando as defini¢cdes e propriedades

mostradas na Secao A.1.1.

Exemplo A.1 Primeiramente, considere a desigualdade x V<1, comx>0. Aplicando direta-

mente o complemento de Schur, temos que

> 0.

Note, entretanto, que a desigualdade x~! > 1 no pode ser transformada em LMI aplicando-se

diretamente o complemento de Schur. Veja:

1 _q -1 1
X >l=—x <145 > 0.
1 —x
Note que, apesar da desigualdade inicial ser vélida, a LMI obtida aplicando-se o complemento

de Schur ndo possui nenhum x que a torne verdadeira. Para poder aplicar corretamente o0 mesmo,

o termo ‘inverso’ deve estar no lado ‘menor’ da desigualdade.

Uma outra abordagem para transformar tal desigualdade em LMI € a de multiplicar os dois
lados por x > 0, resultando em 1 > x. Repare que o sentido da desigualdade s6 € preservado para
valores positivos de x e que a desigualdade obtida ja € uma LMI de dimensao 1. Ainda assim,

pode-se expandi-la da seguinte forma:

1
I>xa 1> ke o

X X

Um segundo exemplo de LMI é a linearizacio da desigualdade x> < 1. Esta pode ser escrita
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como x1~!x < 1 e entdo aplicar diretamente o complemento de Schur:

> 0.

Exemplo A.2 Agora alguns exemplos matriciais, na varidvel X = X’ > 0 € R"*", Para a de-
sigualdade A’X~! + X 1A + C'C < 0, deve-se pré e pés-multiplicd-la por X e entdo aplicar o

complemento de Schur em relagdo a XC'CX:

AX'yx 'A+Ccc < 0
& XA +AX+XCCX < 0
& —(XA' +AX) > XC'cx
—(XA'+AX) XC
CcX I

Um segundo exemplo matricial seria A’X~!A — X + Q < 0, que pode ser transformado em

LMI aplicando-se o complemento de Schur em A’X ~!A. Obtém-se:

X-0 A
A X

> 0.

Por fim, considerando a desigualdade A’X ~'A — X ~! +C'C < 0. Desenvolvendo:

AxX'A—x"14Cc<o0

ser | X7V =C'C A X 0 x'—cc A X 0
— >0 <= >0
A X 0 I A X 0 I
X XA XC
X XA/ XC/ Schur
o > [CX 0}@ AX X 0 |>o
AX X 0
cxX 0 I
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A.1.4 Eliminacao de variaveis

Uma técnica muito ttil quando houver muitas varidveis nas restricoes € a eliminacdo de
variaveis. Esta consiste em, dado uma restricdo em termos de LMI, encontrar outras restricoes

equivalentes e uma equacao algébrica que elimina uma varidvel do problema.ri
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Teorema A.1 (Teorema de Parseval) Denomine £(C) como sendo a transformada Z do si-
nal x(k) definida para uma dada regido de convergéncia Ry, < |{| < Ryy. Denomine (L)
como sendo a transformada Z do sinal y(k) definida para uma dada regido de convergéncia
Ry < |C| < Ryy. Os pares x(k), X(C) e y(k), $(C) satisfazem a transformada Z inversa (Churchill
e Brown 1990)

o) = 5 AL W= OB @

onde C é algum contorno de Jordan dentro da regido de convergéncia. O Teorema de Parseval

garante que
Y () = o 205 % (a9

Para o caso particular de $(C) = £(C), e £(C) possuir pélos somente no interior do circulo
unitdrio (convergéncia de x(k)), entdo podemos reescrever (A.8) definindo o contorno de Jordan

C como sendo o circulo unitdrio, impondo |C| = 1. Portanto, temos

C= e,
e
dl = je’®dw,
o que nos leva a concluir que
- L2 L2 o2
Y 2k =— / £(/®)Pdo. (A.9)
27 Jo

A.3 Fatoracao espectral

Uma ferramenta muito ttil para o modelamento de sinais estocdsticos € a fatoragcdo espectral.
Com ela podemos representar um sinal estocdstico com densidade espectral de poténcia dada
como sendo a saida de um sistema linear conhecido excitado por um ruido branco de variancia
unitaria. Apresentaremos a fatoracdo espectral para sinais discretos, maiores detalhes podem ser
vistos em Kwakernaak e Sivan (1972), em Haykin (1989) e em Khargonekar et al. (1996).

Dada uma matriz racional e quadrada G(), define-se G({)*, como a matriz conjugada trans-
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posta, obtida pela transposi¢do de G({) e troca de todos seus elementos por seus complexos

conjugados. No caso discreto, onde { = ¢/® temos:

Uma matriz quadrada, racional ®() é dita hermitiana quando ®(®)* = ®(®). Uma matriz

hermitiana pode ser fatorada de tal forma que

com G racional se e somente se @ for semi-definida positiva. Este resultado € conhecido na
literatura como Fatoragdo Espectral (Anderson e Moore 1979). O nome tem origem no fato
da densidade espectral de um processo aleatdrio e estaciondrio ser uma matriz propria, racional,
hermitiana semi-definida positiva.
No caso discreto temos
®(0) =G(L ) G(L) (A.10)

Interpretacido da funcdo G({) A fungio G({) e sua inversa sdo analiticas na parte externa ao
circulo unitério, definido por |{| < 1. Ou seja, todos os pdlos e zeros de G({) estdo contidos no
circulo unitdrio. Por isso, G({) representa a fungdo de transferéncia do filtro de fase-minima.

Este filtro € causal, estdvel e sua funcao de transferéncia € inversivel.

Interpretaciio da funcio G({~') A fungido G({!) e sua inversa sdo analiticas no interior do
circulo definido por || < 1. Ou seja, G({) ndo tem pdlos ou zeros internos ao circulo unitario.
Por isso, tanto G({ 1) quanto seu reciproco G~!({~!) representam filtros ndo-causais.

Este conceito pode ser sintetizado pelo seguinte lema

Lema A.3 Considere p(k) como sendo um processo estocdstico estaciondrio com uma fungdo

de densidade espectral de poténcia racional S (e/®). As seguinte afirmagées sdo verdadeiras:
i) Existe uma fungdo de transferéncia racional H,(C) tal que S,(e/®) = Hp(ejw)Hl’,(e_jm).

ii) Quando H),(z), obtida pelo item i), é excitada por um ruido branco de varidncia unitdria,

a sua saida tém S,(e/®) como sua densidade espectral de poténcia.



