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Resumo

Nesta dissertacao, sao propostas técnicas de projeto de controladores Hy e H,, via reali-
mentagao de estado para sistemas dinamicos com limitagao de largura de faixa no sinal de con-
trole. Esta restricao é considerada com o objetivo de generalizar os resultados classicos da teoria
de controle para o contexto de sistemas em rede. Um problema linear quadratico é resolvido para
uma taxa de amostragem fixa, o que possibilita a abordagem de problemas de controle 6timo
Hs e Hy, ambos sob esta condi¢ao. Finalmente, sao desenvolvidos controladores de uma classe
especial que flexibilizam essa hipdtese e que buscam minimizar critérios de desempenho Hs ou
Hs através de uma alocacao dinamica do periodo de amostragem. Os resultados apresentados
sao validados através de varios exemplos e sao aplicados para a elaboracao de dois projetos de

cunho pratico.

Palavras-chave: Teoria de controle, sistemas lineares, sistemas com comutacgao, redes de

comunicacao.

Abstract

In this dissertation, state feedback Hy and H,, control design techniques are proposed for dyna-
mical systems with bandwidth limitations on the control signal. This constraint is considered in
order to generalize classical control theory results to the context of networked systems. A linear
quadratic problem is solved for a fixed sampling rate, which yields to the statement and solution
of Hy and H,, optimal control problems, both under this assumption. Finally, controllers of a
special class are developed to relax this hypothesis and to try to improve Hy or H, performance
with dynamical allocation of the sampling period. The presented results are validated through

several examples and they are applied to the solution of two practical problems.

Keywords: Control theory, linear systems, switched systems, communication networks.
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CAPITULO 1

Introducao

O primeiro sistema de comunicagao baseado em sinais elétricos surgiu no inicio do século XIX,
com o telégrafo, primeiramente desenvolvido por Gauss, Weber e Wheatstone, e posteriormente
aperfeicoado por Morse (Carlson & Crilly 2010). Durante esse mesmo século e no decorrer do
século XX, foram criadas diversas tecnologias em sistemas de comunicacoes! que permitiram o
surgimento dos primeiros canais compartilhados. O seu uso inicia o desenvolvimento de redes de
comunicag¢ao, permitindo a ligacao de diversos dispositivos através de uma tnica estrutura, mais
complexa e inteligente que os simples canais de multiplo acesso.

Assim, na segunda metade do século XX, as redes se tornaram um foco de estudo da area
de comunicagoes. Mesmo que os primeiros computadores eletronicos tenham surgido nos anos
40, estes apenas se tornaram mais difundidos no inicio dos anos 60, com o uso expressivo de
computadores de grande porte por diversas institui¢oes (Hennessy & Patterson 2007). Com
o objetivo de fornecer comunicagao entre terminais, a ARPANET, precursora da Internet, foi
desenvolvida. A evolucao prosseguiu, melhorando as tecnologias de enlaces de comunicacao e de
protocolos de transporte e de rede.

Atualmente, a Internet figura como a mais utilizada rede de comunicagao de dados, estando
baseada nos protocolos TCP, para transporte confiavel de dados ponto-a-ponto, e IP, para en-
derecamento na rede (Kurose & Ross 2009). Além disso, sob o ponto de vista de enlace, o
protocolo Ethernet (IEEE 802.3) é utilizado na maioria das redes de computadores locais e o
protocolo WiFi (IEEE 802.11) é amplamente usado em redes locais sem fio (Kurose & Ross 2009).

1Como, por exemplo, a multiplexacdo de sinais.
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Com essa difusao do uso de redes de comunicacao, varias areas da engenharia estao sendo
integradas a um ambiente conectado através de uma rede. Isso se deve a maior flexibilidade
de trafego de informacao entre os componentes do sistema e também ao seu menor custo de
implantagdo, principalmente no caso de redes sem fio (Wang & Liu 2008). Sistemas de controle
em rede (NCSs?) sdo muito utilizados atualmente para projetos de automacio industrial e para
aplicagoes militares (Wang & Liu 2008). Definindo de forma mais precisa, um NCS é um sis-
tema de controle espacialmente distribuido no qual a comunicacao entre os sensores, atuadores e
controladores é feita através de uma rede de comunicagao de dados (Hespanha, Naghshtabrizi &
Xu 2007). Essa estrutura difere daquela estudada na teoria classica de controle, onde os canais
de comunicacao de dados sao considerados ideais e nao sao compartilhados.

Para melhor discutir algumas propriedades de sistemas de controle em rede, vamos considerar

um sistema dinamico com a seguinte representacao de estado

(1.1)

onde x(t) € R™ é o estado, u(t) € R™ é a entrada de controle e z(t) € R™ é sua saida. A
notacao x(t) = dx(t)/dt serd sempre utilizada no decorrer do texto para indicar a derivada
em relacdo ao tempo t € R do estado x(t). As matrizes tém dimensoes compativeis. Neste

contexto, da definicao acima, podemos enunciar as seguintes caracteristicas principais de sistemas
de controle em rede (Hespanha et al. 2007, Wang & Liu 2008):

e Largura de faixa limitada. Qualquer rede de comunicagao possui uma taxa de trans-
missao de dados maxima, por limitagoes fisicas ou especificas da aplicacao. Em diversos
sistemas dinamicos, tais como veiculos de exploragao nao-tripulados, essa restricao depende
principalmente da caracteristica da aplicacao. Sendo assim, essa caracteristica impoe que

a entrada de controle seja da forma
u(t) =u(ty), (1.2)

para todo t € [ty,ty1). Uma questao fundamental que surge nessas condicoes é determinar
o maior periodo Ty = ty ;1 —tx = T, > 0 que mantém a estabilidade do sistema. Para
melhor caracterizar este aspecto, seguindo (Matveev & Savkin 2009), vamos supor que o
canal de comunicagao nao apresenta ruidos ou atraso no tempo e que p > 0 seja a maior

taxa de transmissao de bits permitida. Entao, para um dado r > 0, consideramos a classe

2Do inglés: Networked Control Systems



8, de canais com qualquer periodo de amostragem T > 0 satisfazendo

<, (1.3)

==

que modela a limitacao em largura de faixa. Portanto, esta restricao é equivalente a
T>T,=u/r >0, onde T, é o menor periodo de amostragem permitido para transmissao.
Logo, este é um sistema de controle com taxa de transmissao de dados limitada, onde a

restricao de largura de faixa é 1/T,.

e Quantizacao e atraso. Para trafegar em um canal de comunicacao, os dados devem ser
amostrados, quantizados e codificados em um formato digital, transmitidos via rede e final-
mente decodificados. Porém, note que essa amostragem nao é necessariamente periddica.
De fato, a informacao que trafega na rede pode sofrer atrasos de transmissao e atrasos de
acesso, ja que esta é compartilhada. Logo, neste caso, a entrada de controle é substituida
pela atrasada, ou seja,

u(t) — u(t—1), (1.4)

onde T > 0 representa o atraso da informacao, que pode ser fixo ou variante no tempo.
Note que, no modelo acima, supomos que os erros de quantizagao sao despreziveis (Fadali &
Visioli 2009). Atrasos em sistemas de controle, quando nao sao devidamente considerados,

podem afetar muito o desempenho do sistema em malha fechada (Geromel & Korogui 2011).

e Perda de pacotes de dados. Dados que fluem através da rede podem ser descartados,
sendo que esta é uma diferenca significativa entre o controle em rede e o controle classico.
Nesse caso, dados sao descartados devido a deteccao de erros no pacote ou a sobrecarga
de dados nos roteadores. Um sistema sujeito a perda de pacote ou descarte por erros
pode ser modelado com um sistema sujeito a saltos Markovianos, problema abordado em
(Gongalves 2009, Fioravanti 2007).

Observe que, em um caso mais geral, a limitagao na largura de faixa e os atrasos de acesso e
de transmissao podem ser considerados no mesmo modelo. Assim sendo, a entrada de controle
é tal que

U(tkfl) YVt e [tk, t + Tk)

u(t) = { , (1.5)

u(ty) Vt € [t + T, tisa)

onde supomos que o atraso € menor que o intervalo de amostragem. Quando o atraso ocorre em

multiplos do intervalo de amostragem,

U(t) = U(tk_g), VYt e [tk, tk+1) (16)



4 1. INTRODUGAO

Atuadores Sensores

A

v

Decodificador Codificador
A

Rede de Comunicagao

Figura 1.1: Estrutura direta.

onde £ € N pode ser variante no tempo. Note que, em ambos os casos, os modelos que devem
ser considerados para andlise de estabilidade e para o projeto de sistemas de controle tém sua
complexidade aumentada significativamente.

Em termos de arquitetura, qualquer sistema de controle em rede apresenta elementos basicos
para comunicacao, como codificadores e decodificadores. Porém, a topologia da rede e da inter-
conexao entre diversos sistemas varia muito. Dessa forma, na pratica, é comum o uso das duas

seguintes arquiteturas basicas para o projeto de NCSs: (Wang & Liu 2008, Hespanha et al. 2007):

e Estrutura direta. Nessa estrutura, a ligacao entre o controlador, atuadores e sensores é
realizada através de uma rede de comunicacao. Essa estrutura é representada na Figura

1.1 e é a base para os sistemas que vamos tratar no decorrer desta dissertacao.

e Estrutura hierarquica. Nessa estrutura, varios subsistemas de controle sao conectados
a um controlador central através da rede. O controlador mestre determina aos controla-
dores locais as referéncias e cada um deles gerencia o seu subsistema, fornecendo também

informacgoes do seu estado para o mestre. Esta estrutura esta representada na Figura 1.2.

Uma observacao importante deve ser feita neste ponto. A estrutura hierarquica de controle
garante a estabilidade dos subsistemas em casos de instabilidades na rede, enquanto a estrutura

direta é totalmente sensivel as perturbacoes nela presentes. Portanto, os fenomenos relacionados



<
-

Rede de Comunicagao

<
¢

Atuador Sensor Atuador Sensor

:

Figura 1.2: Estrutura hierarquica.

a comunicacao de dados na rede devem ser considerados de forma mais relevante na estrutura

direta, o que torna essa estrutura um item principal no estudo de NCSs.

Atualmente, temos diversos resultados na literatura que envolvem NCSs. Varios deles sao
importantes, pois permitem determinar a taxa minima de bits necessaria para estabilizar um
sistema dindmico linear (Hespanha, Ortega & Vasudevan 2002), sendo que resultados semelhantes

foram obtidos também para sistemas nao-lineares (Liberzon & Hespanha 2005).

Ainda no contexto de estabilidade de NCSs, temos outros focos de analise. Alguns modelos
para sistemas de controle em rede com largura de faixa limitada sao apresentados e discutidos
em (Montestruque & Antsaklis 2003), juntamente com condi¢oes necesséarias e suficientes de
estabilidade para realimentacao de estado e de saida, que sao dependentes da localizacao dos
autovalores de uma matriz aumentada associada ao sistema original. Em (Zhang, Branicky &
Phillips 2001) e (Branicky, Phillips & Zhang 2000) s@o analisadas varias condigoes de estabilidade
envolvendo a taxa minima de amostragem do sinal, atrasos na rede e perdas de pacotes de dados.
Finalmente, vale ressaltar que um protocolo de alocacao dinamica dos recursos da rede ¢é descrito

em (Walsh, Ye & Bushnell 2002) e este assegura a estabilidade do sistema em malha fechada.

A literatura ainda apresenta algumas abordagens para garantir um certo desempenho dos

sistemas de controle em rede. (Lian, Moyne & Tilbury 2002) fazem uma andlise de desempenho
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do ponto de vista de qualidade de servigo (QoS) e de qualidade de desempenho (QoP)3. Neste
artigo, o primeiro indice de qualidade é visto como responsabilidade da rede de comunicacao,
que fornece o servigo de entrega da informagao, e o segundo indice é responsabilidade de um
controlador bem projetado, sendo analisados alguns critérios de desempenho do sistema em

diversas situagoes de contingéncia da rede.

Uma abordagem interessante é feita por (Chen & Francis 1995), que buscam a determinagao

de um controlador de realimentacao de estado 6timo para o critério quadratico
J(u) :J z(t)'z(t) dt, (1.7)

com a restricao adicional de amostragem peridédica no sinal de controle. Essa proposta, relati-
vamente simples na teoria, apresenta excelentes resultados na pratica. Além disso, é feita uma

analise dos critérios de desempenho Hy e H,, para sistemas de controle com dados amostrados.

Outra abordagem de projeto de controladores em NCSs que satisfazem algum critério de
desempenho é o uso dos conceitos de auto—acionamento e acionamento por evento® (Tabuada
2007, Mazo Jr. & Tabuada 2008, Mazo Jr., Anta & Tabuada 2009, Postoyan, Tabuada, Nesi¢ &
Anta 2011, Almeida, Silvestre & Pascoal 2011). Ambas as técnicas tém por objetivo reduzir o
consumo de recursos de transmissao do sinal de controle e sao discutidas no contexto de controle
em rede por (Mazo Jr. & Tabuada 2008). A primeira técnica utiliza o estado atual do sistema
para determinar o sinal de controle e também o proximo instante em que o controlador entrara em
acao. Ja no caso da segunda, o préoximo instante de amostragem do controlador é determinado
pelo decaimento de uma fungao do estado atual do sistema, fazendo com que a alocagao dos

recursos da rede nao tenha agendamento prévio.

Analisando tudo o que fora dito anteriormente, percebemos que a literatura é rica em resul-
tados de analise de sistemas dinamicos em rede, com diversas condicoes de estabilidade. Porém,
em termos de projeto de controladores em NCSs que satisfazem algum critério de desempenho, a
literatura ainda apresenta diversas lacunas. Percebemos que os principais resultados de controle
otimo sao realizados para um periodo de amostragem fixo, o que nao é razoavel em redes com-
partilhadas, uma vez que a necessidade de um tempo de amostragem fixo faz com que o sistema
de controle utilize mais recursos da rede que o necessario. Além disso, mostraremos exemplos em
que, dados dois periodos de discretizacao, a melhor solu¢ao nao é obtida tomando-se um deles
como periodo fixo. Além disso, a estratégia de acionamento por evento apresenta um excessivo

consumo de recursos para verificar se o evento esperado ocorre.

3Do inglés: Quality of Service e Quality of Performance.
4Do ingleés: self-triggering e event-triggering.



Portanto, uma estratégia do tipo auto—acionamento estd perfeitamente de acordo com os
objetivos de controle em rede, uma vez que permite um controle por amostragem e nao apresenta
um consumo excessivo de recursos. Sendo assim, esta dissertacao tem por objetivo apresentar
resultados de projeto de controladores em rede, buscando obter sistemas em malha fechada que
otimizam critérios Hy e H,, para um dado periodo de discretizacao fixo, baseados em (Chen &
Francis 1995). Esta condicao é relaxada posteriormente, quando serd implementado um sistema
de controle com comutacgao, cuja regra sera responsavel pela escolha do proximo instante de
amostragem, selecionando um periodo T; dentre N disponiveis, com o objetivo de melhorar o

desempenho.

Em termos de sistemas com comutacao, utilizaremos resultados baseados em condicoes de
estabilidade de sistemas chaveados discretos, apresentados em (Geromel & Colaneri 2006), e
em resultados de custo garantido Hs e Hy,, explorados em (Deaecto 2010). Neste contexto,
usaremos uma fungao de comutagao do tipo o—controle para minimizar custos garantidos H, e

Ho em funcao do periodo de amostragem.

Estratégias de controle com comutacao aplicadas ao projeto de controladores em redes de
comunicacao ja foram desenvolvidas. Em (Donkers, Hetel, Heemels, van de Wouw & Steinbuch
2009), é feita uma anélise de estabilidade para varios sistemas ligados a uma rede comum, sendo
que cabe a funcao de comutacao decidir qual sistema serd conectado a rede em cada instante de
tempo. A funcao de comutacao é projetada de duas formas, a depender do algoritmo de acesso
ao meio compartilhado. A primeira possibilidade explorada impoe que a fungao de comutacao
seja da forma

o(ty) = arg max ley[[3, (1.8)
ieK

onde el representa o erro entre a saida enviada pelo sistema i € K no tltimo acesso & rede e a
sua saida no instante ty, garantindo que sistemas com comportamento mais agressivo recebam
mais recursos do que sistemas ja estabilizados. A segunda possibilidade utilizada é baseada no
algoritmo de escalonamento de tarefas round-robin, onde todos os sistemas tém acesso garantido

a rede periodicamente, ou seja,
o(ty) =1 K< 1i=kmod N, (1.9)

o que garante uma distribuicao justa de recursos da rede entre os varios agentes. Outro tipo de
andlise de sistemas de controle em rede com comutagao é feita em (Dai, Lin & Ge 2009), onde
os autores apresentam uma estratégia de escalonamento de acesso. Sao supostas restri¢coes no

numero de sistemas conectados e limitagoes como perda de pacotes ou atrasos.

A notacao utilizada é usual. O conjunto dos ntimeros naturais é N ={0,1, ...} e os conjuntos
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dos nimeros reais e dos niimeros complexos sao denotados por R e C. Denotaremos por C™*™

o conjunto das matrizes com coeficientes complexos de dimensao m x n e por C™ o conjunto
dos vetores—coluna de n componentes complexas. Similarmente, o conjunto das matrizes reais
m X n é dado por R™*™ e R™ é formado pelos vetores—coluna reais de dimensao n. Para uma
matriz A qualquer, A’ denota sua transposta, A denota sua conjugada, A* denota sua conjugada
transposta e N(A) denota seu espaco nulo. Para uma matriz quadrada A € R™*™, definimos
A(A) como o conjunto formado pelos seus autovalores. Uma matriz simétrica definida positiva
(semi-definida positiva) é denotada por P >0 (P > 0).

Esta dissertagao estd organizada da seguinte forma:

Capitulo 1: neste capitulo realizamos uma revisao das redes de comunicacao e de sua integracao
a area de sistemas de controle. Também fizemos uma anédlise dos principais resultados
existentes na drea de controle em rede. Apresentamos a notacao utilizada no decorrer do

texto e a organizacao da dissertacao.

Capitulo 2: neste capitulo sao apresentados resultados preliminares essenciais para o desenvol-
vimento do texto. Apresentamos conceitos e técnicas de calculo para normas Hs e H,
além da solucao do problema linear quadratico para sistemas a tempo continuo e a tempo

discreto.

Capitulo 3: resultados de controle étimo para sistemas de controle com limitagao de largura
de faixa sao desenvolvidos neste capitulo. Com a hipotese de periodo de amostragem
constante, projetamos controladores 6timos Hy e Hy,. O capitulo é finalizado com um

projeto de controlador para o péndulo invertido.

Capitulo 4: neste capitulo, desenvolvemos projetos de controladores auto—acionados utilizando
funcgoes de comutagao. Resultados para controle Hs, e H, sao mostrados, porém é verificado
que apenas a primeira estratégia fornece uma funcao de comutacao com a propriedade de

ser sempre consistente. Um exemplo pratico finaliza o capitulo.
Capitulo 5: sao apresentadas as conclusoes gerais e as perspectivas de proximos trabalhos.

Apéndice A: sao apresentados e demonstrados resultados auxiliares que sao utilizados na parte

principal do texto.

Apéndice B: ¢ feita uma breve andlise de estabilidade de sistemas dinamicos com a estrutura

semelhante a estudada na dissertacao.



CAPITULO 2

Conceitos Fundamentais

Neste capitulo, apresentamos e discutimos resultados essenciais para o desenvolvimento do texto.
Primeiramente, analisamos sistemas dinamicos lineares a tempo continuo e a tempo discreto,
definidos a partir de sua representacao de estado e, a partir disso, sao obtidas suas funcoes
de transferéncia. O conceito de estabilidade é apresentado em seguida, inicialmente através de
definicoes gerais de pontos de equilibrio, os tipos de equilibrio e, a partir desses conceitos, a
estabilidade de sistemas lineares é estudada usando a teoria de Lyapunov. Nas duas segoes
seguintes, sao estudadas normas de sistemas dinamicos e de suas trajetorias, sendo definidos os
espacos normados Lo, €y, Hy e H,,. Sao mostrados métodos para o computo das normas H,
e H,, através de problemas de otimizagao convexa, com restri¢oes descritas por desigualdades
matriciais lineares (LMIs') (Boyd, Ghaoui, Feron & Balakrishnan 1994). Finalmente, é resolvido
o problema linear quadratico, um problema classico de controle étimo e que sera essencial para

os desenvolvimentos abordados nos capitulos seguintes.

2.1 Sistemas Dinamicos Lineares Invariantes no Tempo
Um sistema dinamico linear invariante no tempo pode ser representado na forma

q. {)’c(t) = Ax(t) +Ew(t), x(0)=¢ 21)

z(t) = Cx(t)+ Fw(t)

Do inglés: Linear Matriz Inequalities
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quando ele se comporta a tempo continuo, e na forma

(2.2)

Xk+1 = Axp +Ewg, xo=§
Ga:
Zk = CXk + FWk

quando consideramos seu comportamento a tempo discreto. O vetor x € R™ é o vetor de estado
e suas componentes x', para i =1,... n,, sao as varidveis de estado. O vetor w € R™ é uma
entrada externa e z € R™= é o vetor de saida. As matrizes A,C,E,F tém dimensoes compativeis.
Dizemos que um sistema linear é estritamente proprio se F = 0 e préprio no caso contrario.
A fungao de transferéncia do sistema (2.1) é dada, em termos de transformada de Laplace,
por
H(s) = C(sI—A) 'E+F. (2.3)

Para o sistema discreto (2.2), a fungao de transferéncia é dada por sua transformada Z, sendo
H(z) =C(zI—A)'E+F. (2.4)

Note que a matriz A desempenha papel central no comportamento dinamico de ambos os siste-
mas, uma vez que seus autovalores determinam os polos e, portanto, os modos préprios de (2.1)
e (2.2) (Geromel & Palhares 2011). Em decorréncia deste fato, a anélise de estabilidade de um

sistema linear é essencialmente baseada na matriz que define sua dinamica A € R™*™x,

2.2 Estabilidade de Sistemas Dinamicos

O estudo de estabilidade de sistemas dinamicos é muito explorado na literatura e é essencial
para o projeto de sistemas de controle (Geromel & Korogui 2011). Nesta segao, consideraremos
o conceito de estabilidade para os sistemas lineares (2.1) e (2.2) com w = 0. Primeiramente,

definiremos o conceito de ponto de equilibrio de sistemas dinamicos (Luenberger 1979).

Defini¢ao 2.1 (Ponto de Equilibrio) Um ponto x. é um ponto de equilibrio de um sistema
dinamico se, uma vez que o vetor de estado do sistema assume o valor X., este permanece com

o valor xe em todo tempo futuro.

Desta forma, x. é ponto de equilibrio de (2.1) se x(tg) = X, implica x(t) = x. para todo
t >ty > 0. Assim, como o vetor de estado deve permanecer constante nos pontos de equilibrio,
é facil ver que x. satisfaz Ax. = 0, ou seja, x, € N(A). Portanto, a nao-singularidade de A

implica na unicidade da origem do espaco R™ como ponto de equilibrio.
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De forma semelhante, x, é ponto de equilibrio de (2.2) se xy, = X, implica xx = X, para todo
k € N, k > ko. Sendo assim, x. satisfaz Ax. = X, ou seja, X é ponto fixo da transformacao
linear definida por A. Logo, se 1 ¢ A(A), entdo a origem do espaco R™ é o tnico ponto de
equilibrio.

Conforme discutido acima, qualquer sistema linear possui a origem como ponto de equilibrio,
que pode ou nao ser tnico. Considerando esta propriedade, nossa andlise a partir de agora
focara exclusivamente na origem como sendo um ponto de equilibrio. Seguem as defini¢oes de

estabilidade e estabilidade assintética de sistemas dinamicos (Khalil 2002).

Defini¢ao 2.2 (Estabilidade) O ponto de equilibrio x. = 0 € dito estdvel se, para qualquer
€ >0, existe d(€) tal que

(1) [[x(0)|l2 < 8(e) = [|x(t)]|2 < €, ¥t = 0, no caso do sistema (2.1);
(ii) ||xoll2 < 0(€) = ||xxk]l2 < €, Vk € N, no caso do sistema (2.2).

Caso contrdrio, o sistema € dito instdvel.
Adicionalmente, a origem € dita globalmente assintoticamente estdvel se for estdvel e se, para
qualquer condi¢cao inicial,

(i) tlim x(t) =0, no caso do sistema (2.1);
— 00

(ii) klim xx =0, no caso do sistema (2.2).
— 00

Pode-se mostrar que o sistema (2.1) é globalmente assintoticamente estavel se, e somente se,
a matriz A for Hurwitz? e esta propriedade garante a analiticidade de sua funcao de transferéncia
no semiplano complexo direito fechado. De forma andloga, o sistema (2.2) é globalmente assinto-
ticamente estével se, e somente se, a matriz A for Schur®, o que torna sua funcio de transferéncia
analitica na circunferéncia unitaria e no seu exterior.

A analise de estabilidade de sistemas lineares pode ser feita através do critério de Lyapunov.

Uma fungao v : R™ — R que satisfaz as condigoes (Luenberger 1979)
e v é continuamente diferencidvel (ou apenas continua no caso discreto);
e v(0) =0 e v(x) > 0 para todo x # 0;

e a0 longo de qualquer trajetoria do sistema, o valor da fun¢ao nunca cresce;

2Matriz cujos autovalores tém parte real negativa.
3Matriz cujos autovalores tém médulo menor que a unidade.
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¢ dita funcao de Lyapunov. Note que a tultima condicao pode ser reescrita como v(x) < 0 para
todo x € R™ na trajetéria do sistema (2.1) ou v(xx11) — v(xx) < 0 para todo x € R™ na
trajetéria do sistema (2.2).

Uma funcao de Lyapunov pode ser analisada como uma medida de distancia do vetor de
estado a origem, pela segunda condi¢ao acima. Logo, como o valor da funcao nunca aumenta
na trajetéria do sistema, a existéncia de v garante a estabilidade da origem. Para garantir a
estabilidade assintética global, a funcao de Lyapunov deve ser estritamente decrescente para

qualquer trajetdria. O teorema a seguir enuncia esse resultado (Slotine & Li 1991).

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov) Considere um sistema dindmico autonomo. Se exis-

tir uma funcao de Lyapunovv:R™ — R tal que

(i) v € estritamente decrescente para todo x # 0 na trajetoria do sistema;

(i) v(x) — oo sempre que ||x||2 = oo;
entao o ponto de equilibrio x =0 € globalmente assintoticamente estavel.

Para estudar a estabilidade de sistemas lineares, a funcao quadratica v(x) = x’Px, com P > 0,
é a escolha natural como candidata a funcao de Lyapunov. Como v(x) > 0 para todo x # 0,
apenas devemos analisar seu comportamento ao longo de uma trajetéria genérica.

Considerando o sistema (2.1), devemos impor que
v(x) = x'Px +x'Px =x'(A’P+PA)x < 0, (2.5)

para todo x # 0. Portanto, pelo Teorema 2.1, a matriz A é Hurwitz se, e somente se, existir uma
matriz P > 0 tal que
A'P+PA <0. (2.6)

Tal condigao é chamada de desigualdade matricial de Lyapunov, se trata de uma LMI e, portanto,
é uma restricao convexa na variavel matricial P. Note que essa desigualdade, quando factivel,
possui infinitas solugoes. Uma solucao especifica pode ser obtida resolvendo-se a equagao ma-
tricial A’P + PA + Q = 0, com Q > 0 dada. O resultado a seguir (Geromel & Korogui 2011)

enuncia o critério de Lyapunov para sistemas continuos.

Lema 2.1 (Critério de Lyapunov — Tempo Continuo) O sistema dindmico linear continuo
no tempo x = Ax € globalmente assintoticamente estavel se, e somente se, para qualquer matriz

Q > 0 dada, existir P > 0 solucdo da equagao matricial de Lyapunov

A'P+PA+Q=0. (2.7)
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Realizando a mesma andlise para o sistema discreto (2.2), devemos impor que
V(xi1) —v(xi) = XL (A'PA — Pl <0, (2.8)

para todo xy # 0. Portanto, pelo Teorema 2.1, a matriz A é Schur se, e somente se, existir uma
matriz P > 0 tal que
A'PA —P <0. (2.9)

Esta LMI é a desigualdade de Lyapunov para sistemas a tempo discreto. Analogamente ao caso
continuo, uma solugao especifica de (2.9) pode ser obtida resolvendo-se A’'PA —P + Q = 0 para
Q > 0 dada. O préximo lema (Geromel & Korogui 2011) enuncia o critério de Lyapunov para

essa classe de sistemas dinamicos.

Lema 2.2 (Critério de Lyapunov — Tempo Discreto) O sistema dinamico linear a tempo
discreto X1 = Axk € globalmente assintoticamente estdvel se, e somente se, para qualquer

matriz Q > 0 dada, existir P > 0 solu¢do da equagcao matricial de Lyapunov
A'PA—P+Q =0. (2.10)

Os Lemas 2.1 e 2.2 caracterizam a estabilidade assintética global para os sistemas lineares
(2.1) e (2.2), respectivamente, considerando-se a entrada w = 0. Vale ressaltar que as condigdes
de Lyapunov exploradas nesta secao, tanto no caso de igualdade quanto no de desigualdade,
podem ser facilmente testadas para uma matriz A dada, uma vez que existem métodos numéricos
bem-estabelecidos para resolver as condigoes de estabilidade que acabamos de enunciar (Golub
& Van Loan 1996).

2.3 Normas para Sistemas a Tempo Continuo

Nesta se¢ao, apresentamos a definicao de normas para os sistemas dinamicos lineares a tempo
continuo da forma (2.1) e para suas trajetérias. Sendo assim, primeiramente é definido o espago

L, e sua norma associada e, a partir do caso especial p = 2, sao definidas as normas Hs e H.

2.3.1 Normas de Trajetdrias e o Espaco £,

Trajetérias de sistemas a tempo continuo sao funcoes f : [0, + co) — R™ continuas por par-

tes. Neste contexto, a definicao de uma norma para uma trajetoria é essencial para analisar o
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comportamento do sistema em questdo. Definimos a norma £, da trajetéria f como (Khalil 2002)

o 1
i1 = (] e a)” 211)

O espago normado £, é o conjunto de todas as trajetérias f com norma £, finita (Khalil 2002).
Pode-se mostrar que tal espaco é um espaco de Banach (Kreyszig 1978). Espagos de Banach sao
espacos normados completos, propriedades essenciais para estabelecer diversos resultados em
analise de sistemas dinamicos (Khalil 2002).

Vale ressaltar o caso especial em que p = 2, ou seja, o espago Lo, que é formado por todas
as fungoes quadraticamente integraveis. As normas de sistemas dinamicos, que serao definidas a

seguir, estao fortemente relacionadas com o conceito de norma L.

2.3.2 Norma H,

Consideremos o sistema a tempo continuo (2.1), cuja funcdo de transferéncia é dada por (2.3).

Definimos a sua norma H, como

[Sell2 = \/i JOO tr (Hjw)*H(jw)) dw . (2.12)

21 ) _ o
De forma andloga a feita para os espagos £, diremos que §. € Hj se, e somente se, a integral
(2.12) convergir. Utilizando-se o Teorema de Parseval (Teorema A.1), a norma H, pode ser

reescrita como

1
1 Ty o

15ellz = \/J:Ot (merhi) dt =3 | R (2.13)

i=1 0

o que indica que o quadrado da norma H, do sistema é a soma dos quadrados das normas £,

das colunas da resposta ao impulso h(t) = L1 [H(s)] € R™=*"w,

Notemos que sua funcao de transferéncia
H(s) =C(sI—A) 'E+F (2.14)

pertence a classe H, se, e somente se, A for Hurwitz e F = 0. Com efeito, a resposta ao impulso
deste sistema é dada por
h(t) = £ '[H(s)] = Ce*E + F&(t). (2.15)
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Portanto, a integral

J tr(h(t)’h(t)) dt = tr (E/J eMTC/CeMt dt E) +tr(E'C’'F)
0 0

+tr(F'CE) +J tr(F'F)82(t) dt (2.16)
0

converge se, e apenas se, A for Hurwitz e F = 0. Logo, apenas sistemas assintoticamente estaveis

e estritamente préprios compoem a classe Ho.
Finalmente, do resultado acima, F = 0 implica em
1Gc|2 = tr (E’J eN'tC/CeM dt E) = tr (CJ eMEE/eMt dt C’) : (2.17)
0 0

onde foi utilizada a propriedade de invariancia do traco quanto a transposicao. Entao,
IScll3 = tr(E'PoE) = tr(CP.C"), (2.18)
onde a matriz P, é o gramiano de observabilidade do sistema (2.1), dado por
Py = Joo eN'tC/CeMt dt, (2.19)
0
e a matriz P. é o gramiano de controlabilidade deste mesmo sistema, dado por

P. :J eMEE'eM dt. (2.20)
0

E imperativo notar que tais matrizes podem ser obtidas pela resolucao das equacoes de Lyapunov
(Geromel & Korogui 2011)

A/Po + PoA "‘ C/C - O (221)
AP, +P.A'+EE =0 (2.22)

Observe que as condigoes necessarias e suficientes para que os gramianos P, e P. sejam matri-
zes definidas positivas sao a observabilidade do par (A,C) e a controlabilidade do par (A,E),

respectivamente.

Para finalizar esta segdo, mostraremos como a norma H, do sistema linear (2.1) pode ser
obtida através da resolugao de problemas de otimizagao convexa. O lema a seguir (de Oliveira

1999) é essencial para atingirmos este objetivo.
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Lema 2.3 Seja A uma matriz Hurwitz. Se os pares (P1,Q1) e (P2,Q2) satisfazem a equagdo de
Lyapunov A'P +PA + Q =0, entdao Q1 > Qo implica Py > Py.

Prova: Sejam AQ = Q; — Q2 >0 e AP = P; — P,. Entao,
APL+PA+Q =0=AP, +P,A+ Q>

fornece
A'AP + APA + AQ = 0.

Como A é Hurwitz, temos que AQ > 0 implica AP > 0. Portanto, Q; > Q2 implica P; > P3, o

que completa a prova. O

Consideremos a desigualdade de Lyapunov A’P + PA + C'C < 0. Entao, qualquer solugao
P > 0 desta inequacao é tal que P > P,. Com efeito, dado que P > 0 satisfaz esta desigualdade,
podemos concluir que existe R > 0 tal que A’'P + PA + C'C = —R e, usando o Lema 2.3,
concluimos que P > P,. Portanto, a norma H, do sistema (2.1) pode ser obtida resolvendo-se o

problema de otimizacao semidefinida
|Sell; = inf {tr(E'PE) : A’P+PA+C'C <0} (2.23)
>

Realizando procedimento andlogo para o gramiano de controlabilidade, podemos obter a sua

norma H, resolvendo
1Sc]3 = inf{tr(CPC’) : AP+ PA’+EE' <0). (2.24)
>

Observemos que as solugoes dos problemas (2.23) e (2.24) sao obtidas com P = P, > 0 no

primeiro caso e P = P, > 0 no segundo caso.

2.3.3 Norma H,,

Para o sistema (2.1) com fun¢ao de transferéncia (2.3), a sua norma H., ¢ dada por

[Sclleo = sUp Omax(H(jw)), (2.25)

weR

onde 0., (+) denota o maior valor singular de uma matriz. Diremos que G, € H,, se, e somente

se, o sistema G, for assintoticamente estavel, o que assegura que o supremo (2.25) é um numero
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finito. Observe que, da definicao acima, resulta

el = sup VAmax (Hjw)*H(jw)), (2.26)

onde Ay (+) denota o maior valor préprio de uma matriz.
Analisemos o significado da norma H,, no dominio do tempo. Vamos supor que o sistema

satisfaz a restrigao ||S.||%, <y, o que fornece a condigio equivalente
Hjw)*H(jw) <vyI, VYw eR (2.27)

uma vez que (2.26) é satisfeita. Da condi¢ao acima, podemos obter a seguinte restrigao equiva-
lente

Yiw)yliw) —ywiw) wijw) <0, Vw eR. (2.28)

Integrando-se ambos os termos da desigualdade acima para todo w € R e utilizando-se o Teorema

de Parseval (Teorema A.1), obtemos
| oy —ywer i ae <o, (229)
0

condicao que ¢é satisfeita se, e somente se, w,y € Ly, uma vez que §. € H,. Portanto, para

dado y > 0, a desigualdade ||G.||%, <y é vdlida se, e somente se,

sup [yl —vllwlz <0. (2.30)

w#0€e Lo

Logo, das condigoes acima, podemos observar que tomando-se y > 0 como o menor valor que

satisfaz a desigualdade (2.30), temos que /Y coincide com a norma Hy, do sistema. Portanto,

2
2

H9c||§o=§r;f0{v 1 (2.30)} = sup vl (2.31)

wroes, [WIZ

identidade que define a norma H,, como o ganho L4 de pior caso para o sistema em estudo.
O célculo da norma H,, do sistema (2.1) serd realizado através de problemas de otimizagao
convexa. O teorema a seguir (de Oliveira 1999) fornece condigoes expressas por LMIs que per-

mitem determinar a referida norma.

Teorema 2.2 Com relagio ao sistema (2.1) e sua fungdo de transferéncia (2.3), as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

(1) 1Sell3 < s
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(i) oma(F) < /¥ € eziste uma matriz P € R™*™_ P >0, tal que

A'P+PA+ (PE+ CF)(yI-FF) ' (E'P+FC)+C'C=0; (2.32)

(iil) 0mal(F) < /Y e existe uma matriz P € R™>*™ P > 0, tal que

AP +PA’ + (PC’ +EF')(yI — FF') *(CP + FE') + EE’ = 0; (2.33)

(iv) existe uma matriz P € R™*™_ P >0, tal que

A'P+PA PE C/
. —I F| <0 (2.34)

° ° —I

(v) existe uma matriz P € R™*™ P >0, tal que

AP+PA’" E PC’
. -1 F | <0. (2.35)
° o —vI

O wvalor da norma He, do sistema G. pode ser calculado através dos sequintes problemas de

otimizag¢ao semidefinida

2 _ : .
ISelloo = _inf, _fy + (2:34)} (2.36)
ou
2 _ : .
1Scllc = _inf,_ fy + (2:35)} (2.37)

2.4 Normas para Sistemas a Tempo Discreto

Esta secao tem por objetivo analisar resultados andlogos aos da segao anterior, porém para
sistemas a tempo discreto, da forma (2.2). Portanto, definimos primeiramente o espaco {, e sua
norma associada e, assim como no caso continuo, o espaco {s sera utilizado para interpretar as

normas Hs e H,.
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2.4.1 Normas de Trajetdrias e o Espacgo {,

Trajetérias de sistemas a tempo discreto sao sequéncias f : N — R™, em que cada termo f(k)
serd indicado por fy, por simplicidade. De forma andloga ao caso continuo, o estudo de normas
de trajetorias é essencial para analisar sistemas dinamicos a tempo discreto. Definimos a norma

{, da trajetéria f como (Kreyszig 1978)

]|, = <Z HMIE) . (2.38)

keN

O espago normado £, é o conjunto de todas as trajetérias f com a norma £, finita (Kreyszig
1978) e este conjunto também é um espago de Banach. Assim como no caso continuo, o caso
P = 2, ou seja, o espago {» é notavelmente importante. Este espago é formado por todas as
sequencias quadraticamente somaveis e sua norma associada esta diretamente relacionada com

as normas Ho e Ho.

2.4.2 Norma H,

Consideremos o sistema a tempo discreto (2.2) e sua fungao de transferéncia (2.4). Definimos

sua norma Hs como sendo

1 27
1Gall = \/5t Jo tr (H(elw)*H(ei®)) dw . (2.39)

De forma andloga ao caso continuo, diremos que G4 € Hs, se, e apenas se, a integral (2.39) for

convergente. Utilizando o Teorema de Parseval (Teorema A.2), podemos reescrever a norma Ho

ISallz= > tr(hihy), (2.40)
keN

o que indica que o quadrado da norma Hsy é a soma dos quadrados das normas £, das colunas

na forma

da sua resposta ao impulso hy = Z7[H(z)] € R =X™w,
E importante observar que o sistema G4, com fung¢ao de transferéncia (2.4), pertence a classe
Hs se, e somente se, sua matriz dinamica A for Schur. Com efeito, utilizando a transformada Z

inversa, temos que a resposta ao impulso é dada por

F sek=0
h, = Z7'H(z)] = ' 2.41
« H{z)] {CAk—lE Csek>1 (2.41)
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de onde segue que a série

Ztr (hihy) = tr (E’ Z(A’)kC’CAk E) + tr(F'F) (2.42)
keN keN
é convergente se, e somente se, A for Schur.

Portanto, de forma andloga a realizada para sistemas continuos, a norma H, pode ser obtida

através da relagao

1Gal|3 = tr(E'PoE) + tr(F'F) = tr(CP.C’) + tr(F'F), (2.43)
onde
Po =) (A/)C'CA* (2.44)
keN

é o gramiano de observabilidade do sistema (2.2) e

Pe=> AEE/(A)* (2.45)

keN

é o seu gramiano de controlabilidade. Assim sendo, as matrizes P, e P. definidas acima sao

solugoes das equagoes de Lyapunov a tempo discreto (Geromel & Korogui 2011)
A'P,LA—P,+C'C=0 (2.46)

AP.A’ — P, +EE' =0. (2.47)

Para finalizar esta anélise, mostraremos como a norma H, do sistema (2.2) pode ser compu-
tada através da resolucao de um problema de otimizacao semidefinida. O lema a seguir possibilita

a obtencao deste resultado.

Lema 2.4 Seja A uma matriz Schur. Se os pares (P1,Q1) e (P2,Q2) satisfazem a equagao de
Lyapunov A'PA —P 4+ Q =0, entdo Q1 > Qo implica Py > Py.

Prova: Consideremos as matrizes AP = P; — Py e AQ = Q; — Q2 > 0. Entao,
APIA—P+Q; =0=AP;A—Py+ Q>

fornece
A'APA — AP + AQ = 0.
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Como A ¢ Schur, temos que AQ > 0 implica AP > 0. Portanto, Q; > Q- implica P; > Py e a

prova esta completa. O

Considere a desigualdade de Lyapunov A’PA — P + C’C < 0. Qualquer solucao P > 0 desta
inequacao é tal que P > P,. De fato, se P satisfaz essa desigualdade, entao existe R > 0 tal
que A'PA — P 4+ C'C = —R e, através do resultado acima, concluimos que P > P,. Portanto,

podemos obter a norma H, do sistema (2.2) resolvendo o problema de otimizagao semidefinida
1Sall; = inf (tr(E'PE+F'F) : A’PA—P+C'C <0} (2.48)
>

Utilizando o mesmo argumento para o gramiano de controlabilidade, temos o problema alterna-
tivo

|Sall3 = inf{tr(CPC’ +FF') : APA’—P+EE' <0} (2.49)

Analogamente ao caso continuo, as solu¢oes dos problemas (2.48) e (2.49) sdo P = P, > 0 para
o primeiro caso e P = P, > 0 para o segundo caso, respectivamente. Todavia, ||G4]|2 finita nao

implica que sua funcao de transferéncia seja estritamente propria.

2.4.3 Norma H,,

Consideremos o sistema dinamico (2.2), com funcao de transferéncia (2.4). Definimos sua norma

H, como
||9d||oo = SUup Omax (H(e]w)) . (250)

we0,27]

Diremos que G4 € H, se, e somente se, o sistema G4 for assintoticamente estavel, quando entao

o supremo (2.50) é um numero finito.

Analisemos o significado da norma H,, no dominio do tempo. Suponhamos que o sistema
satisfaz a restrigao ||Gq||%, <y, comy > 0. Usando raciocinio anélogo ao caso continuo, podemos

observar que tal restricao é equivalente a
H(*)*H(e/*) < yI,Yw € [0,27], (2.51)
de onde podemos concluir que
Yl Y(ew) —yw(e )W) <. (2.52)

Integrando-se a expressao acima no intervalo [0,271] e usando o Teorema de Parseval (Teorema
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A.2), obtemos a desigualdade
Z (Yryx — ywiwy) < 0. (2.53)

keN
Observe que a série acima € valida e converge se, e somente se, w,y € £y, uma vez que G4 € Ho.

Sendo assim, ||Gq4||% <y, com y > 0, se, e apenas se,

sup lyllz —v[wllz <0. (2.54)

W£0EL,

Logo, das condic¢oes acima, podemos observar que, tomando-se y > 0 como o menor valor que

satisfaz a desigualdade (2.54), temos que /Y~ coincide com a norma H do sistema. Portanto,

2
H9dHi==$g§y - (2.54)) = sup 1yl

, (2.55)
w0ety [[WI[3

identidade que define a norma H,, como o ganho {, de pior caso.

O computo da norma H,, do sistema (2.2) serd realizado através de problemas de otimizagao
semidefinida. O teorema a seguir (de Oliveira 1999) fornece condigoes expressas através de LMIs

que nos permitem realizar o calculo da referida norma.

Teorema 2.3 Com relagio ao sistema (2.2) e sua fungdo de transferéncia (2.4), as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) ISall% <v;

(ii) Ewiste uma matriz P € R™>*™_ P >0 tal que
A'PA—P+ (A'PE+ C'F)(yI-FF—E'PE) ' (E'PA+FC)+ C'C=0, (2.56)

com yI—FF—E'PE > 0.

(iii) Ewiste uma matriz P € R™>™ P >0 tal que
APA’ —P + (APC’ + EF')(yl — FF' — CPC’)"'(CPA’ + FE') + EE' =0, (2.57)

com yI—FF — CPC’ > 0.
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(iv) existe uma matriz P € R™*™_ P >0, tal que

P AP 0 (C’

e P PE O

NN (2.58)
o o ° I

(v) existe uma matriz P € R™*™ P >0, tal que

P AP E 0 |

e P 0 PC

. o I F > 0. (2.59)
e o o I

O wvalor da norma Hy, do sistema pode ser calculado através dos sequintes problemas de oti-

mizagao semidefinida

2 _ . .
ISallse = _dnf,_ fy + (2.58)} (2.60)
ou
ISallZ, = _inf {y : (2.59)}. (2.61)
>0, P>0

2.5 Regulador Linear Quadratico

Nesta secao, discutiremos um problema cléssico de controle étimo, chamado de problema linear

quadratico. Para este fim, consideraremos o sistema dinamico linear invariante no tempo

G, { x(t) = Ax(t)+Bu(t), x(0)=¢& (2.62)
z(t) = Cx(t)+ Du(t)
em tempo continuo e
Xk+1 = Axx +Bu, x9=¢§
: 2.
9d { Zk = ka+Duk ( 63)

em tempo discreto. O vetor x € R™ representa o seu estado, a entrada uw € R™ ¢é o sinal de
controle, a ser projetado, e as matrizes tém dimensoes compativeis.

Desejamos determinar a entrada de controle u que minimiza o critério de desempenho quadra-
tico

Ju) = Joo z(t)'z(t) dt = Joo x'Qx + 2x'Su+ u'Ru dt, (2.64)
0 0
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no caso continuo, ou

IJ(u) = Z 2z = Z X1 Qxi + 2% Suy + up Ruy, (2.65)

keN keN

no caso discreto, onde Q = C'C > 0, S = C’'D e R =D’'D > 0. Note que, em ambos os casos,
a trajetoria do vetor de estado é penalizada quadraticamente pela matriz QQ, enquanto o sinal
de controle é penalizado pela matriz R. Assim, o controle 6timo obtido com um dos indices de
desempenho (2.64) ou (2.65) induz o sistema ao ponto de equilibrio com rapidez, porém sem

sobrecarga no sinal de controle.

O teorema a seguir fornece a entrada de controle que minimiza o critério quadratico (2.64).

Teorema 2.4 (Regulador Linear Quadratico) Considere o sistema dinamico (2.62). A so-

lugao otima para o problema linear quadrdtico
inf J(u) :J z(t)'z(t) dt (2.66)
u 0
¢ dada por u(t) = —Kx(t), com o ganho étimo de realimentacdo de estado sendo K = R (B'P +
S’), onde P € R™*™~ ¢ q solucao simétrica definida positiva da equagdo algébrica de Riccati

AP +PA — (PB+S)RYB'P+S')+Q=0. (2.67)

Além disso, o valor étimo do critério de desempenho € inf, J(u) = &E'PE.

Prova: A prova é baseada na funcao de Lyapunov v(x) = x'Px, onde P > 0 é solucao da equacao

de Riccati (2.67). Derivando-se a funcao em relagao ao tempo e usando x = Ax + Bu, temos

v(x) = %'Px + x'Px
=x'(A'P + PA)x +x'PBu+ u'B’Px.

A partir da igualdade acima e, usando que A’P + PA = (PB + S)R"!(B’P + S’) — Q, uma vez
que P é solucao de (2.67), obtemos

v(x) = —x'Qx +x'[(PB+ S)RY(B'P + S')]x + x'PBu + u'B’Px
= —x'Qx —uwRu—2x'Su+ [u+R (B'P+S)x]'Rlu+R B'P+S')x].
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Integrando-se ambos os membros da igualdade acima, no intervalo [0,00), segue que

(o¢]

J(u) =v(&) —v(x(o0)) + J [w+RYB'P+S)xI'Rlu+ R (B'P+S')x] dt.
0

Como o sistema em malha fechada deve ser estavel, temos que x(oco0) = 0, de onde obtemos
Ju) =v(&) + J [u+ R (B'P+S)xI'Rlu+ R (B'P+S')x] dt > v(&),

uma vez que R > 0. Além disso, como R > 0, o sinal de controle w = —R™*(B’P 4 S’)x torna o

custo quadratico minimo e o valor étimo atingido é v(&) = &'PE& o que completa a prova. U

Observe que a escolha de Q > 0 faz com que o critério dependa de todas as variaveis de
estado, o que nem sempre ocorre quando Q é semidefinida positiva. Além disso, quando (A,B)
for controlavel e Q > 0, sempre existe Gnica P > 0 solucdo de (2.67).

Note ainda que, considerando-se Ax = A—BK e Cx = C—DK, podemos reescrever a equagao

(2.67) como a seguinte equacao de Lyapunov
ALP + PAg + CLCy =0, (2.68)

quando usamos K = R7}(B’P + S’). Isso indica que, havendo solucao P > 0 para a equacao
(2.67), a matriz Ax é Hurwitz e o sistema em malha fechada é, de fato, estavel.
Vamos agora considerar o caso discreto. O teorema a seguir fornece a entrada de controle

que minimiza o critério quadratico (2.65).

Teorema 2.5 (Regulador Linear Quadratico) Considere o sistema dinamico (2.63). A so-

lugao otima para o problema linear quadrdtico

inf J(u) = Z Z1Zx (2.69)
" keN
¢ dada por w, = —Kxy, com o ganho dtimo de realimentacdo de estado sendo K = (B’PB +

R)"HB'PA +S’), onde P € R™*™ ¢ q solucdo simétrica definida positiva da equacao algébrica
de Riccati
A'PA —P— (A’PB +S)(B'PB+R) (B'PA+S') +Q =0. (2.70)

Além disso, o valor étimo do critério de desempenho € inf, J(u) = &E'PE.

Prova: A prova é baseada na funcao de Lyapunov v(x) = x'Px, onde P > 0 é solucao da
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equacao de Riccati (2.70). Tomando-se a primeira diferenca na fungao de Lyapunov e usando

que X1 = Axy + Buy, temos

V(Xki1) = V(Xxk) = X4 PXsc1 — X3 Pxyc

= xi.(A’PA — P)xy + uiB'PBuy + x{ A'PBuy + uiB'PAX,.

A partir da igualdade acima e usando A’PA —P = (A’PB + S)(B’PB + R) " }(B’PA + S') — Q,

uma vez que P é solucdo de (2.70), obtemos

V(xei1) —v(xk) = xL(A’PB+S)(B'PB + R) "' (B'PA + S')xy — x1.Qxy+
+u; B’PBuy + x A’PBuy + u B'PAxy
= —x1. Qxx — up Ruy — 2x.Suy + s1.(B’PB + R) sy,

onde sy = (B’PA + S’)xy + (B’PB 4+ R)uy. Somando-se ambos os membros em k € N, temos

J(u) =v(x0) =V(xe0) + )_si(B'PB+R) sy

keN

Como desejamos que o sistema em malha fechada seja assintoticamente estdvel, temos que X, =

0. Assim, obtemos

J(w) =v(xo) + ) si(B'PB+R) sk > v(xo),
keN

uma vez que B’PB + R > 0. O critério quadratico é minimizado para sy = 0, o que ocorre se e

apenas se
ux = —(B’PB+R) " }(B’PA + S/)xx.

Adicionalmente, para esta entrada de controle, o valor minimo do critério é v(xy) = &'PE. O]

Observemos que a positividade de B’PB + R é garantida, pois P > 0 implica B'PB > 0 e
R > 0. De forma andloga ao caso continuo, a positividade de Q > 0 e a controlabilidade de

(A,B) garantem a existéncia de uma solu¢ao P > 0 de (2.70).

Assim como no caso continuo, considerando-se Ax = A — BK e Cx = C — DK, podemos

reescrever a equagao (2.70) como a seguinte equacao de Lyapunov
APAx — P+ CiCx =0, (2.71)

quando consideramos K = (B’PB + R)"}(B’PA + S’). Tal resultado assegura que a matriz Ag

seja Schur sempre que existir uma tunica solu¢ao P > 0 para a equagao (2.70).
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Note que, sem perda de generalidade, podemos supor que S = C’'D = 0, pois sempre existe
uma transformacao nas varidveis do problema que ortogonaliza o produto C'D. Com efeito,

considerando-se z = Cx + Du com D’D = R > 0, temos que

X / Q S| |x
]2 5[ .

Aplicando a transformacao 1t = R™'S’x + u, obtemos

Sy |X Q S| [x
u_S’Ru

_ ¥ e 0] [X (2.73)

al [0 R| |u|’

onde Q = Q — SR!S’. Esta transformagao é tal que
2'z = x'Qx + 2x/Su 4+ u/Ru = x'Qx + w'RiL. (2.74)

Além disso, por complemento de Schur (Teorema A.3), temos que

Q S
L/ R] - 215

se, e somente se, Q =Q—SR!S">0eR>0. Como z'z > 0 para quaisquer x,u, segue que
Q > 0. Assim sendo, como a equacao dinamica do sistema é x = Ax+ Bu, entao a transformacao

proposta ¢é tal que
X =Ax+Bu=Ax+B(iL—R'S'x) = (A—BR'S’) x + BiL. (2.76)

Dessa forma, com essa nova equagao dinamica e com o critério tal que z’z = x’Qx + WW'R1, o
problema linear quadratico pode ser resolvido sem o termo cruzado envolvendo x e . Com esta
solucao, o sinal de controle original é dado por u(t) = 11(t) —R'S’x(t). A andlise para sistemas

a tempo discreto ¢é essencialmente a mesma.
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2.6 Consideracoes Finais

Neste capitulo, analisamos conceitos e resultados fundamentais em andlise de sistemas dinamicos
e de controle. A teoria de Lyapunov foi aplicada ao estudo de estabilidade assintética e,
utilizando-se estes resultados, foram obtidas LMIs que fornecem condigoes de estabilidade para
sistemas lineares invariantes no tempo. Posteriormente, foram apresentadas as normas H, e
Ho para sistemas a tempo continuo e a tempo discreto, sendo que o computo de tais normas
foi realizado através de problemas de otimizagao semidefinida. Finalmente, o problema linear
quadratico foi resolvido e este problema de controle 6timo sera adaptado ao problema de controle

através de redes, tema que serd desenvolvido no préximo capitulo.



CAPITULO 3

Controle Linear Quadratico através de Redes

Neste capitulo, focamos nossa andlise em sistemas de controle em rede sujeitos a limitagoes em
largura de faixa no sinal de controle. Desta forma, primeiramente desenvolvemos um problema
semelhante ao Regulador Linear Quadratico, porém com restricoes no sinal de controle. Tal
problema é convertido em um problema linear quadratico aplicado a um sistema a tempo discreto
especifico. Com esses resultados, sao construidos dois critérios de desempenho, H, e H,, 0s quais
possuem propriedades notaveis. Nas se¢oes subsequentes, sao apresentadas técnicas de projeto
de controladores por realimentagao de estado que minimizam os critérios Hy e H,, propostos.
Resultados semelhantes foram desenvolvidos por (Chen & Francis 1995), porém com objetivos

diferentes e com outro foco de andlise.

Para o desenvolvimento dos resultados deste capitulo, consideramos um sistema dinamico

linear invariante no tempo, com realizagao em espaco de estado da forma

. { x(t) = Ax(t)+ Bug(t) + Ew(t), x(0) =& (3.1)

z(t) = Cx(t)+ Du(t) + Fw(t)

onde x € R™ é o estado, ux € R™ é a entrada de controle e w € R™ é uma entrada exdgena.
Vamos supor que o sistema e o controlador estao conectados através de uma rede de comunicagao,

na estrutura direta, como ilustrado na Figura 1.1.

Neste contexto, vamos considerar os efeitos da limitacao de faixa no canal de comunicacao

29
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sobre o sistema de controle em malha fechada. Assim, a entrada de controle de (3.1) é tal que
uk(t) = U(tk), vVt € [ty , tk+1), (32)

ou seja, até que ocorra uma atualizacao na entrada de controle proveniente da rede, cada atuador
mantém constante o seu respectivo sinal de controle.

Neste capitulo, adotamos a hipdtese de taxa de amostragem constante, ou seja, tx 1 —tx =T,
Vk € N, o que modela uma limitacao em largura de faixa no canal de comunicacao. No capitulo

seguinte, relaxamos tal suposicao. Além disso, definimos as matrizes

A B
— 0 0 c R(nx+nu)x(nx+nu) (33)
e = [c D} € R X (M), (3.4)

que sao amplamente utilizadas na exposi¢ao dos resultados enunciados a seguir.

3.1 Regulador Linear Quadratico em Rede

Nesta secao, vamos supor que & # 0 e que o sistema é isento de perturbagoes externas, ou seja,
w = 0. Nosso objetivo principal consiste em determinar a entrada de controle que minimiza o
critério quadratico

J(u) = Joo z(t)'z(t) dt, (3.5)

respeitando a restrigdo de largura de faixa (3.2). Provaremos que esta entrada é da forma
uk(t) = —KX(tk), Vt € [ty , tk+1) (36)

e, portanto, nosso objetivo passa a ser a determinacao do ganho étimo K € R™u*™x,

Tal problema serd chamado de regulador linear quadrdtico em rede (LQN 1), devido a sua
semelhanca com o caso cldssico. Evidentemente, temos o interesse de considerar T o maior
possivel, sem que o desempenho do sistema em malha fechada seja comprometido em demasia.

Primeiramente, notemos que a equac¢do dinamica do sistema (3.1) tem por solugao, no inter-
valo t € [ty,ti1),

x(t) = Ot — ti)x(t) + T(t — t)u(ty), (3.7)

Do inglés: Linear Quadratic Networked Regulator
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onde os operadores @(-) e I'(+) sdo dados por

O(a)=e™ e T(x)= J“ e B dr. (3.8)
0

Para fins de simplicidade, como ty, 1 —tx = T e tg = 0, denotamos x; = x(tx) = x(kT) e
u, = u(ty) = u(kT). Portanto, para t € [kT, (k+ 1)T),

x(t) = Ot — kT)xp + Tt — kT)uy. (3.9)

Os operadores @(-) e I'(-) definidos acima podem ser computados de forma eficiente. Com

efeito, a partir das matrizes A e € definidas anteriormente, temos

et =L [(sI—A)"]

[ —1
_ g sl—-A —B
B I 0 S
_ e [(s1—A)t —L(s1—A)'B
N | o B
et [ erBdr O(x) T(x)
— = . (3.10)
0 1 0 I

Dessa forma, com a definicao desses operadores, podemos enunciar o teorema a seguir, que fornece

um sistema discreto equivalente em termos do custo (3.5).

Teorema 3.1 (Sistema Discreto Equivalente) Considere o sistema dinamico (3.1), w =0,

e defina matrizes (Aq,Bq,Cq,Dq) de dimensoes compativeis tais que

Aq B
S (3.11)

0 I

T C’ C’ !
J ettelCett dt=| 4| | ¢ (3.12)
0 Da| |Da
e o sistema linear a tempo discreto
- A B —
g, : Xk+1 axk +Baux, xo=§ (3.13)
Zx = Cka + Dduk.
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Entao, a sequinte igualdade € satisfeita

Joo z(t)'z(t) dt = Z Z1 Zx. (3.14)

0 keN

Prova: Dada a solucao (3.9) da equagao dinamica do sistema (3.1), quando t = (k4 1)T, temos
Xkr1 = @(T)xx + T(T)ux.

Portanto, segue que Aq = @(T) e B4 = I'(T) satisfazem (3.11), resultado provado em (3.10).

Consideremos agora a equagao de saida do sistema (3.1), que fornece

z(t) = C(O(t — kT)xx + I'(t — kT)uy ) + Duy

O(t—kT) T(t—kT
_ [C D} ( ) T )|
0 I Uy
_ EeAlt—KT) Xk
Uk ’

valida para todo t € [kT, (k+ 1)T). Portanto, o critério quadratico é tal que

r(k+1)T
=> z(t)'z(t) dt
e KT
rT !
X / X
> “loettereett | TF ar
ren 0 | Uk Uik
r / /
Xk C’ C’ Xk
- o ] = ¥ s
v (W] [DPa] |[Pa] |k keN
onde usamos a identidade (3.12) para obter a tltima igualdade. A prova estd completa. O

Observemos que a identidade (3.14) apresentada no Teorema 3.1 é exata, isto é, ndao é baseada
em nenhuma aproximacao. Portanto, obtivemos uma forma de determinar com exatidao a norma
L, da saida do sistema continuo em rede (3.1) através do computo da norma {, para a saida

z de um sistema discreto equivalente. Lembramos que a equagao dinamica de (3.13) pode ser
T

)

facilmente obtida a partir do sistema original através do célculo da exponencial de matriz e’

uma vez que existem técnicas eficientes para a sua avaliacao (Golub & Van Loan 1996).
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A fim de determinar as matrizes C4 e D4, devemos calcular a integral

-
Q(T) :J et/ Cet dr, (3.15)

0
que pode ser obtida de forma confiavel e eficaz através de rotinas de integracao numérica. Tais
rotinas apresentam boa estabilidade numérica, o que faz com que o procedimento seja bastante
preciso (Burden & Faires 2011).

Finalmente, calculada a matriz Q(T), as matrizes Cq e Dy podem ser determinadas através
da sua decomposigdo em valores singulares, (Golub & Van Loan 1996). De fato, como Q(T) é
simétrica e semidefinida positiva, existem matrizes U € RWHm)x (At ypitaria e S > 0 €

R (Mxtnu) X (1) diagonal, tais que
Q(T) = USU' = GG/, (3.16)

onde G = US2. Note que a matriz G estd bem-definida, uma vez que S > 0. Sendo assim, de
(3.12) e (3.16), temos que
Ca Da|=G'=5iU" (3.17)

Portanto, Cq e D4 sao particoes de G’, a primeira contendo as primeiras n, colunas e a segunda
as M, restantes. Observe que, no caso acima, tanto C4 quanto D4 terao n, + n, linhas, sendo

que algumas podem ser nulas. Sendo p = rank(S), definimos a matriz £ € RP*("+1) ta] que
(Z)ﬁ = (8)2 1= 1,...,p, (318)

e (L) = 0 parai#j, ij,€ N. Neste caso, G = UL" e Cyq, Dq4 serdo matrizes com p linhas

linearmente independentes.

E essencial notar que o resultado do Teorema 3.1 é vélido para todo T > 0. Logo, ¢é in-
teressante observar se este resultado reproduz o problema linear quadratico classico em tempo

continuo, quando T — 0%. De fato, com T > 0 suficientemente pequeno, o sistema G é tal que

Ag=e = T+AT (3.19)

.
By = J e B dt ~ TB (3.20)
0



34 3. CONTROLE LINEAR QUADRATICO ATRAVES DE REDES

e a integral (3.15) satisfaz

c'l’

T , C’
Q(T) = J et e'CeMdr~ T , (3.21)
0 D’| |D’
de onde segue que Cq ~ VT C e Dgq =~ T D. Assim, obtemos
xor LT X Ay 4 By, (3.22)

T

o que implica que o sistema equivalente G, se aproxima de (3.1) conforme T tende a zero. Além

disso, o critério quadratico satisfaz

Z Z]/(Zk =T Z(ka + Duk)/(ka + Duk)

keN keN

(k+1)T o)
~ ZJ z(t)'z(t) dt = J z(t)'z(t) dt. (3.23)

keN kT 0

Portanto, o critério do sistema equivalente se aproxima do critério quadratico para o caso continuo
classico, conforme T tende a zero, como era esperado. Com esses resultados, podemos enunciar

o seguinte teorema, que fornece a solucao étima para o problema linear quadrético em rede.

Teorema 3.2 (Regulador Linear Quadratico em Rede) Considere o sistema dinamico (3.1),
comw = 0, e o sistema (3.13) construido de forma que as afirmagoes do Teorema 3.1 sejam

vdlidas. Entao, a solucao otima para o problema linear quadrdtico em rede

0]

i&fg(uk) = Jo z(t)'z(t) dt (3.24)
¢ dada por w (t) = —Kxy, para t € [KT,(k+ 1)T), onde

K = (B,PB4+ D/;D4) ' (B,PA4+ D/,Cq) (3.25)
e P >0 € a solugdo (tinica) definida positiva da equagdo algébrica de Riccati

ALPA4—P — (A}PBg+ CiD4)(B4PBg +D4D4) (A PBg+ CiD4) + C4Cq =0. (3.26)

Além disso, o valor dtimo do critério é inf,, J(uyx) = &'PE.
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Prova: Como as hipdteses do Teorema 3.1 sao validas, sabemos que

JOO 2(t)'z(t) dt = ) ziz,

0 keN

para os sistemas (3.1) e (3.13). Sendo assim, pelo Teorema 2.5, sabemos que a entrada de controle

que minimiza

J(u) = Z 2z, = Z X1, ChCaxk + 2x1 CiDquy + u. DD quy
KEN KEN
¢ dada por ux = —Kxyi, Vk € N, onde a matriz de ganho K € R™*™ ¢ dada por (3.25) e
P é solugao definida positiva de (3.26). Como os critérios sao idénticos, a entrada de controle
uk(t) = —Kxy para t € [kT,(k+ 1)T) é 6tima para o sistema continuo em rede (3.1), o que

completa a prova. O

O resultado provado no Teorema 3.2 fornece um ganho de realimentacao de estado, projetado
a partir de um sistema a tempo discreto, porém que assegura a estabilidade do sistema a tempo
continuo inicial. De fato, o Teorema B.1 fornece a demonstracao de estabilidade para sistemas
com esta estrutura. O teorema assegura a estabilidade de um sistema a tempo continuo com
realimentagao da forma (3.6) sempre que o sistema a tempo discreto equivalente for estdvel. Os

exemplos dados a seguir ilustram os resultados que acabamos de obter.

Exemplo 3.1 Consideremos o sistema dinamico (3.1), com entrada w = 0, realiza¢ao de estado

S P RS

e condicao inicial & = [1 1]'. Para varios valores de T > 0, determinamos o valor ¢timo do

eD =

indice de desempenho J(\w) que estao representados na Figura 3.1.

O grdafico representado na Figura 3.1 expoe o comportamento nao monotonico do valor dtimo
do critério em funcao do periodo T > 0. Sendo assim, € facil ver que, mesmo para periodos
maiores, o desempenho do sistema em malha fechada pode ser melhor. Por exemplo, para T =
1,25 [s], temos infy,, J(w) = 1.256,30, e para T = 2,00 [s], o valor dtimo € inf,,, J(uy) = 271,49.

Notamos a existéncia de assintotas verticais para o problema a tempo discreto. FEstas singu-
laridades evidenciam a existéncia de valores do periodo de amostragem para o0s quais o sistema
em malha fechada € instdvel. Neste caso, a equacdo de Riccati para o sistema a tempo discreto

equivalente nao admite solucdo estabilizante definida positiva. FEste fenomeno é causado por
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2 7 6 8 10 % 2 7 6 8 10
t [s] t [s]
(a) Trajetérias dos estados. (b) Sinal de controle.

Figura 3.2: Resultados de simulacao para T = 0,5 [s].

amostragem patoldgica das varidveis de estado (Seron, Braslavsky & Goodwin 1997), o que cria

modos proprios instdveis ndo controldveis no sistema em malha fechada a tempo discreto.

Por fim, exibimos na Figura 3.2 os resultados de simulacao para T = 0,5 [s]. Neste caso, o

ganho otimo de realimentacao de estado é

K= [-2,3649 1,3631],

o que fornece o valor minimo do critério como sendo inf,,, J(uy) = 67,4881.

E importante notar que o desempenho de cada controlador determinado através da aplicacao

do Teorema 3.2 para cada T > 0 dado é 6timo. Por outro lado, um ganho de realimentacao de

estado calculado através do Teorema 2.4 (aplicado ao sistema (A,B,C,D)) ou do Teorema 2.5
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70

infy,, J(ux) [dB]

Figura 3.3: Valores para o indice de desempenho J(uy) para T > 0.

(aplicado ao sistema discretizado (A g, Bg, C, D)) apresentara desempenho inferior e, além disso,
o ganho 6timo para o sistema continuo pode nao ser, nem mesmo, uma solucao estabilizante
para o sistema em malha fechada que acabamos de projetar. Isso ocorre pois, nesses dois tltimos
casos, a restri¢ao (3.2) nao é tratada de forma exata. O exemplo 3.2 a seguir tem por objetivo

ilustrar essa situacao.

Exemplo 3.2 Consideremos o sistema dinamico (3.1), com entrada w = 0, realiza¢ao de estado

=t o[ o< o

e condicao inicial & = [1 1], Assim como no exemplo anterior, resolvemos o problema de controle
otimo apresentado no Teorema 3.2 para vdrios valores de T > 0. O grdfico dos valores otimos
do critério quadrdtico estd representado na Figura 3.3. Como no exemplo anterior, nota-se a
existéncia de assintotas verticais para o problema a tempo discreto.

Para T = 1,04 [s], calculamos os ganhos de realimentacao de estado K., Kq e K, da sequinte

forma:
e K. € obtido através do Teorema 2.4 para o sistema (A,B,C,D).
e Kq € obtido através do Teorema 2.5 para o sistema discretizado (Aq,Bq,C,D) tradicional.
o K, € obtido através do Teorema 3.2.

A Figura 3.4 mostra a evolugao do custo quadrdtico do sistema em malha fechada utilizando os
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e L L R L R R L
eyl
e

-

S

J(u)

Figura 3.4: Evolucao do indice de desempenho J(uy) com o tempo de simulacao.

ganhos Kq (linha tracejada) e K, (linha continua). Com o ganho K. ele ndo é estdvel, ou seja,

o ganho assim calculado nao é estabilizante.

Os exemplos discutidos acima ilustram os aspectos mais importantes dos resultados desta
secao. Deve-se notar que o periodo de amostragem tem grande impacto no desempenho do
sistema em malha fechada e pode ser um importante parametro a ser projetado em sistemas
de controle com limitacao de largura de faixa. Nesse caso, a analise da variacao do critério de
desempenho em funcao de T > 0 é essencial para que esse parametro seja escolhido com a devida
parcimonia. No Apéndice B é feita uma analise a respeito de periodos de amostragem para
0s quais nao existe uma solucao estabilizante para o sistema a tempo discreto equivalente em

estudo.

3.2 Ciritérios de Desempenho

Nesta secao, desenvolvemos dois critérios de desempenho, baseados nos resultados do Teorema
3.1, que sao associados a sistemas de controle com largura de faixa limitada. Tais indices estao
relacionados com os conceitos de norma Hy e H,, de sistemas dinamicos lineares invariantes no
tempo.

Consideramos o sistema (3.1) em malha aberta e com condi¢oes iniciais nulas, ou seja, ux = 0
e & =0. Além disso, vamos supor que a matriz A seja Hurwitz, o que implica que A4 fornecida

pelo Teorema 3.1 é Schur para todo T > 0 dado.
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3.2.1 Critério de desempenho H,

Nesta subsecao apresentamos um critério de desempenho que é fortemente relacionado com a
norma H, para o sistema (3.1). Como é usual para a definigdo da norma H,, vamos impor que
F =0 e que a perturbacao w é da forma w(t) = e;d(t), onde {e; € R™,1=1,... n,} é a base
canodnica do espaco euclidiano R™. Portanto, denotando por z' a trajetéria de saida associada

a entrada e;d(t), o critério de desempenho Hy é definido como sendo

Nw

Jo=|C(sSI-A)'E[3 =) ro zH(t)'zH(t) dt. (3.27)

i=1

Observemos que cada entrada impulsiva em t = 0 cria uma descontinuidade na condi¢ao inicial

do sistema, o que faz com que a condicao inicial x(0) = 0 se mova instantaneamente para
x(0Y) =Ee;, 1=1,... n,. Pelo Teorema 3.1, temos que
[RECECED WEAE (328)
0 keN

fornece a identidade

tr (E’J eN'tC/CeM dt E) =tr (E/Z(A‘;)’Cﬁicd(/\ﬁ) E) : (3.29)

0 keN

para Xx,1 = AgXy, Xo = Ee; e Z]i{ = Cqxx. Portanto, obtemos

J2 =||C(sI— A)'E|l3

=tr (E/J eMtC/CelMt dt E)

0
e <E/ 5 (AN ChCalAY) E)
keN

= [|Calzl — Aq)'E[5. (3.30)

E importante notar que as matrizes Aq e Cq obtidas com o uso do Teorema 3.1 dependem
do periodo de amostragem T > 0, mas, como acabamos de mostrar, o indice Js é constante para
todo T. Além disso, a identidade (3.30) fornece uma forma alternativa para calcular o critério de
desempenho g, em termos da norma Hs, do sistema discreto equivalente fornecido pelo Teorema
3.1. No decorrer desta dissertacao, ficara claro que este resultado é muito util quando lidamos

com sistemas de controle através da rede.
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3.2.2 Critério de Desempenho H,

Nesta subsecao focamos nossa andlise em um critério de desempenho relacionado com a norma
Ho do sistema (3.1). Agora vamos supor que w € L5 seja uma perturbagao nao—nula arbitraria
transmitida através de um canal de comunica¢ao com periodo de amostragem T > 0. Isso significa
que w é modelada por

w(t) = wi(t) =w(ty), Vte [ti,tirt), (3.31)

onde tx 1 —tx = T para todo k € N. No presente contexto, esse modelo é natural e é de nosso
interesse pois consideramos que w atua como uma perturbacgao aditiva no canal de controle.

Definimos o critério de desempenho J., na forma

J— s o z(t)'z(t) dt

oo, T Wi wi (1) dt (3.32)

que é o quadrado da norma H,, para o sistema (3.1). Note que, se considerarmos a entrada w

genérica, segue que

IO z(t)'z(t) dtt — ||C(sI— A)"'E + F|12, (3.33)

Jo < sUp =
w0eL, o w(t)'w(t) d

que é o quadrado da norma H,, para o sistema (3.1) em malha aberta e sem as restrigoes impostas

pela rede. O lema a seguir oferece um resultado importante para o célculo deste critério.

Lema 3.1 (Critério H,,) Considere o sistema (3.1) com entrada uy = 0, com condigdes ini-
ciais & = 0 e com matriz dinamica A Hurwitz. Considere ainda que a perturbacdo externa w

satisfaz (3.31) com tyy1 —te =T > 0. Defina o sistema a tempo discreto

= A E =0
g, : {Xk+1 aXk T+ EaWi, X (3.34)

Zx = Caxx + Fawy,

obtido a partir de (3.1) com (Aq,Eq,Cq,Fa) que satisfazem as hipdteses do Teorema 3.1 com

entrada wy. Entao, o critério de desempenho H,, definido por (3.32) satisfaz a igualdade

_Ligps
oo = 15l (3.35)

Prova: Primeiramente observemos que, como wy € L5 é constante por partes, a igualdade

Joo wi(t)wi(t) dt=T Z Wy Wy

0 keN
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é claramente satisfeita. Além disso, o Teorema 3.1 fornece que

Joo z(t)'z(t) dt = Z Z1 Zx.-

0 keN

Utilizando as duas identidades acima, obtemos

< z(t)'z(t) dt z! zy 1
fo= sp JoHUEOL L, DeEE Lo e
Wi A£0E Lo fo Wi (t)wi(t) dt  wroee, T enwWiw T
e a prova esta completa. O

O resultado acima fornece um modo simples de calcular o indice J,, através da norma Hs,
classica do sistema a tempo discreto equivalente. Sendo assim, como no caso Hs,, essa forma é
essencial para o projeto de controladores através de redes com limitagao na taxa de transmissao.
Porém, o critério H, desenvolvido difere do anterior em uma caracteristica importante: enquanto
o indice J, nao depende do periodo de amostragem, o critério H,, é fortemente influenciado por
este.

O resultado a seguir fornece uma andlise do comportamento do indice J, para valores de

T > 0 arbitrariamente grandes ou pequenos.

Lema 3.2 Suponha que as hipdteses do Lema 3.1 sao vdlidas e considere o critério de desempe-

nho Ho, dado por (3.32). Entao as sequintes identidades sdo satisfeitas:
(i) lim Jo = ||C(sI —A)'E+F|%;
T—0"
(ii) lim Js = 02, (F— CA'E).
T—oo
Prova: (i) Note que, por soma de Riemann, temos que

lim Zw{ka T= J w(t)'w(t) dt,
0

onde usamos que wy = w(ty) para todo k € N. Portanto,

! 2 z(t)'z(t) dt
lim J,, = lim sup ZkENZk,Zk = sup £g 2(0)72(Y = |[|C(sT—A)'E+F|1Z,.
TS0+ To0% wety T2 xenWiWk  wels fo w(t)'w(t) dt

A segunda igualdade é obtida utilizando o Teorema 3.1. A prova estd completa.
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(ii) Observe que

/
lim Jo = lim 1 sup M
T—00 T—oo T ety 2 ey WiWk
/
Xk Cél C:i Xk
’ ZkEN [Wk Fél] [F:i Wy
= lim = su
T—o00 WEI€)2 2 ken WiWk
/
. X X
hmm%zkeN[ k] Qm[ k]
Wi Wy
= sup :
wely ZkeNWl,ch
onde N
Q(T) :J et'te’cet dg
0
com
A E
A= e C= [C F} .
0 0
Portanto, é essencial determinar o limite limt_,o+ %Q(T). Vamos utilizar a seguinte notagao
(T |®" 0] |C'C C'F||@ T
Q(T) = dg
Jo [T I||FC FF||0O I
[Jyorc'cadg, [Z[®'C'CT + ®'C'F] dE
| . Jo[M'C'CT +TC'F 4+ F/CT + F'F] d&
[
o Qi

onde ® = O(&) =eréelN=T(§) = fé eAE dt = A '(e® — I)E. Note que a matriz A tem

inversa pois, por hipétese, ela é Hurwitz. Assim sendo

lim QI(T) = J eA’E,c/CeAa da = P,
T—o0 0

onde P > 0 é solucao da equacao de Lyapunov A’P+PA + C’C = 0 e, portanto, constante. Logo,



3.2 CRITERIOS DE DESEMPENHO 43

limy_ o %Ql(T) = 0. Além disso,

lim Q,(T) :J [eA"EC/CA’l(eM—I)E+eA"EC’F g

T—oo 0

=PA'E+ (A)!C'CA'E— (A)IC'F,

onde P ¢é dada acima. Logo, por este limite também ser uma constante, limt_, ., %Q2(T) = 0.

Analisando o bloco Q3, temos que
1 (7
= lim — J MC'Cr +TC'F+ F'CT+ F'Fl d§
T—)OOT 0
=E'(A)'C'CA'E—E(A) 'C'F—FCA 'E+FF
= (F—CA'E)/(F— CA'E),

lim %Q:@(T)

T—o0

onde as passagens utilizadas para o cédlculo do limite sao andlogas as realizadas para os blocos

Q1 e Q. Portanto, os resultados acima fornecem

lim ~0(T) = [O ; |
0 (F—CA'E)/(F—CA'E)

Com isso, podemos concluir que

) Zker{{(F— CA'E)(F— CA'E)wy
lim J,, = sup -
T—o0 WHA0E Ly ZkeN Wi Wy
= [F—CAE]
=02, (F—CA'E),

0 que completa a prova. O

O resultado do Lema 3.2 fornece o comportamento assintético do critério de desempenho
Ho para valores de extremos de T > 0. Quando T > 0 é um nimero arbitrariamente pequeno,
notamos que o indice J,, se aproxima arbitrariamente do quadrado da norma H,, do sistema
quando nao sao supostas restrigoes sobre a entrada w. Além disso, mostramos que essa norma

é, na verdade, uma cota superior para o critério H,, desenvolvido.

Note que o primeiro item pode ser justificado de uma forma alternativa. Quando T > 0 é um
nimero arbitrariamente pequeno, temos que Ag ~ [+ TA, Eq ~ TE, Cq ~ VTC e Fqg =~ VTF.
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Entao,

1
Joo = l|Calzl - Ad) 'Eq +Fal3

-1 -1 ’
C(Z_ —A) E+F

Q

T

o0
ol 1
sup 0—I2nax (H <7T ))
wel0,7t/T)

|C(sT—A) 'E+F|], (3.36)

Q

Q

onde a ultima aproximacao segue da aproximacao linear
Il x~ 1 +jwT,

valida para todo w € R com T > 0 arbitrariamente pequeno.

Finalmente, o segundo item do lema anterior fornece o comportamento para valores de T
extremamente grandes, que fazem com que o custo tenda a uma constante. Uma interpretacao
dessa caracteristica esta relacionada com a hipétese de que w € Lo, 0 que faz com que ||[w(t)|2 —
0 conforme t — oco. Dessa forma, se o periodo de amostragem for suficientemente grande, apenas
a primeira amostra de w ira influenciar o sistema, pois as normas das demais amostras estarao
arbitrariamente proximas de zero. O exemplo dado a seguir ilustra os resultados discutidos nesta

subsecao.

Exemplo 3.3 Consideremos o sistema dinamico (3.1) em malha aberta, isto €, com w, =0 e

P R A R

com condicoes iniciais nulas. A Figura 3.5 representa o grdfico de Jo contra o valor de T > 0.

realizacdo de estado

A_:

Para T — 0, estd ilustrada a proposi¢ao (i) do Lema 3.2 e para T — oo, temos a comprovagao
da afirmagdo (ii) do mesmo lema. Além disso, note que a desigualdade (3.33) € claramente

satisfeita.

As préximas secoes tém por objetivo analisar o problema de controle étimo Hsy e Ho, para
sistemas com limitacao em largura de faixa. Com esta finalidade, utilizamos os critérios de
desempenho apresentados nesta secao e os resultados desenvolvidos neste capitulo. A técnica a

ser utilizada é fortemente baseada nos Teoremas 3.1 e 3.2, que fornecem a solugao do problema
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14
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Joo

Figura 3.5: Comportamento do critério J,, contra o periodo de amostragem T.

a ser considerado através de um sistema equivalente a tempo discreto.

3.3 Projeto de Controle I

Nesta secao, consideramos o sistema dinamico § com realizagao no espago de estado dada por
(3.1) e com condi¢oes iniciais nulas & = 0. Além disso, devemos supor F = 0 para que a norma
H, seja finita.

Nosso objetivo é determinar a entrada de controle w,(t) = —Kx(ty), para t € [ty,txs1), tal
que o indice Jo do sistema em malha fechada seja minimizado. Como foi mostrado na secao
anterior, este indice estd fortemente relacionado com a norma H, e, portanto, a estratégia a
ser seguida é de minimizar a norma Hs, do sistema em malha fechada. Considerando a entrada
w(t) = eid(t), parai=1,...,n,, e utilizando o mesmo argumento da secao anterior, ela apenas
promove uma alteragdo na condi¢do inicial. Assim sendo, utilizando a igualdade (3.30) e o
sistema discreto equivalente com realizacao (Ag,Bq,Cq,D4q), tal que as hipéteses do Teorema 3.1

sejam validas, obtemos a identidade

2
., (3.37)

inf Jo = 1%f |(Ca —DaK)(zIl — (Aq — B4K)) 'E|

que é o problema classico de controle 6timo Hy para sistemas a tempo discreto.
O ganho 6timo de realimentacao de estado, considerando-se E apenas para condigoes iniciais,

pode ser obtido através do resultado do Teorema 3.2, onde a solucao P > 0 da equacao de Riccati

(Aq —BaK)'P(Aq —BgK) =P+ (Cq — D4K)'(Cq —DgK) =0 (3.38)
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fornece K = (B,PBq4 + D/ Dga) '(B4PA4 + D/ Cq4). Este ganho étimo, quando a restrigao (3.2)
é considerada, é tnico. Além disso, este ganho é estabilizante para o sistema original como
consequéncia dos resultados dos Teoremas 3.1 e B.1. Para isso, a controlabilidade do par (A,B) e
a observabilidade do par (A,C) sdo necessarias para garantir a existéncia e unicidade de solucao
definida positiva de (3.38).

Observemos o que ocorre quando T > 0 é arbitrariamente pequeno. Utilizando as aproxi-

magoes usuais a equacao de Riccati (3.38) pode ser reescrita como
(I+T(A—BK))'P(I+T(A—-BK))—P+T(C—DK)(C—DK)=0. (3.39)
Dividindo ambos os membros por T e rearranjando os termos, obtemos
(A —BK)'P+P(A —BK)+ (C—DK)'(C—DK)+0O(T) =0, (3.40)

onde O(T) > 0 e, como era esperado, tende a zero quando T — 0. Nesta situacdo, obtemos
o ganho 6timo de realimentacao de estado para o problema a tempo continuo. Porém, essas

aproximacoes sao validas apenas para T suficientemente pequeno.

Observe que este problema de controle 6timo pode ser resolvido alternativamente através
de um problema de otimizacao semidefinida. O préximo teorema apresenta este importante

resultado.

Teorema 3.3 (Controle Otimo H,) Ezxiste um controlador de realimenta¢io de estado da
forma (3.6) para o sistema (3.1), com & = 0 e F = 0, tal que o Jo < p se, e somente se,

existirem matrizes X > 0, W > 0 e Z que satisfazem as desigualdades matriciais lineares

tr(W) <p (3.41)
W E’

>0 (3.42)
E X

X XA, —Z'B} X'Cq—Z2'D}
. X 0 > 0, (3.43)

° ° I

onde (Aq,Bq,Cq,Dq) sao tais que as hipéteses do Teorema 3.1 sao satisfeitas. Caso as restrigoes

(8.41)—(3.43) sejam factiveis, o menor valor para o indice Jo pode ser obtido através da solugao
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do problema de otimizacao convexa
111lef do = X7¢\I/17£’Z{p : (3.41) — (3.43)} (3.44)

e o ganho étimo de realimentacio de estado é dado por K = ZX 1.

Prova: O problema de controle 6timo Hs pode ser formulado como
, iglf K{tr(E’PE) : (Aq—BgK)'P(Ag —B4K) — P+ (Cq — D4K)/(Cq — D4K) < 0},
> b

obtido a partir de (2.23) e do problema (3.37). Logo, d, < p se, e somente se, existirem P > 0 e
K tais que
tr(E'PE) < p

(Aq — BgK)'P(Aq —BgK) =P+ (Cq — D4K)'(Cq — D4K) < 0.
A segunda desigualdade anterior pode ser reescrita como

(Aq —BaK)'P(Aq —B4K) =P (Cq—D4K)’ <0
° —1 ’

obtida utilizando-se complemento de Schur (Teorema A.3). Aplicando-se o complemento de

Schur novamente em conjunto de algumas manipulagoes, chegamos a seguinte condicao

P C,—K'D] A],—K'Bj}
. I 0 > 0.

° ° p-!

Aplicando-se a transformacao de congruéncia diag(P—1,1,1), definindo X =P ! >0e Z =KX =

KP~! e usando matrizes de permutacao, obtemos a desigualdade equivalente

X XAL—Z72'B) XC,—-Z72'D}
° X 0 >0,

° ° I

o que prova a restrigao (3.43). J& a desigualdade tr(E'PE) < p é satisfeita se, e somente se, existe
W > 0 tal que
tr(W)<p e W>EPE=EFEX'E
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Utilizando-se complemento de Schur, obtemos as restri¢oes

tI'(W) <p e > Oa

e X

que fornecem as desigualdades (3.41)—(3.42). Agora, como
p > tr(W) > tr(E'PE),

o problema (3.44) fornece o menor valor possivel para J,. Como mostramos anteriormente, as
variaveis originais do problema (3.37) podem ser obtidas aplicando-se a transformacao inversa
P=X"1eK=2ZX"1 A prova estd completa. O

Vamos analisar o que ocorre com o problema (3.44) quando T > 0 é arbitrariamente pequeno.
Em primeiro lugar, as restri¢oes (3.41) e (3.42) nado sao modificadas. Portanto, utilizando as

aproximagoes usuais para (3.43), obtemos

X X(I+TA)—=TZ'B’ VTXC' —VTZ'D’
. X 0 > 0. (3.45)

° ° I

Aplicando a transformaciao de congruéncia diag(I/v/T , I/v/T . I) e utilizando o complemento

de Schur, temos

X_ (X4 XA —2'B") (X) (X +AX—BZ) XC'—2Z2'D’
[T (T+ )(T) (T+ ) >0’ (346)
° I
que é equivalente a
AX+XA'—BZ—-Z'B'"+0O(T) X'C'—-2'D’
* + o) . <0, (3.47)
. —_—

onde O(T) — 0 quando T — 0. Esta desigualdade em conjunto com as restri¢oes (3.41) e (3.42)

definem o problema H, classico associado a um sistema a tempo continuo.

Observe que os resultados discutidos nesta se¢ao sao uma generalizacao do problema linear
quadratico com largura de faixa limitada discutido na secao 3.1. De fato, a perturbacao impulsiva
cria uma descontinuidade no vetor de estado do sistema, o que pode ser modelado através de

condigoes iniciais. Sendo assim, o comportamento do critério de desempenho H é essencialmente
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o mesmo do custo linear quadratico analisado anteriormente.

3.4 Projeto de Controle H

Nesta segao, temos por objetivo determinar a entrada de controle uy sujeita a restrigao (3.2) tal
que a norma H,, do sistema G em malha fechada seja minima. Vamos supor que o sistema tenha
condigoes iniciais nulas & = 0 e que a entrada w € L5 seja um ruido aditivo no canal de controle,

isto é, a perturbacao é modelada da forma

wi(t) = w(ty) = wy, WVt e [t tiar). (3.48)

Como a entrada de controle u; é adicionada a perturbacao wy, vamos reescrever o sistema

dado em (3.1) da seguinte forma

X(t) = Ax(t)+[B E] :“((tt)) o x(0)=0

k

i ol (3.49)
2(t) = Cx(t)+[D r—} —_t)

k

e aplicaremos os resultados do Teorema 3.1, considerando B = [B E]e D= [D F|. Logo, obtemos
Bg e Dq que serao particionadas de acordo com as dimensoes das entradas u, e wy, fornecendo

as matrizes Bgq e Dy da entrada de controle e E4 e Fq da perturbacao.

Nestas condicoes, a entrada de controle da forma uy(t) = —Kxy, para t € [ty,txy1), que

minimiza o indice J,, pode ser obtida através da solucao do problema

2

iréf% H(Cd—DdK) (21 — (Agq — BaK)) " Eq + Fu (3.50)

(e¢]

Como T > 0 é fixo, o problema de otimizagao acima é semelhante ao problema classico de controle
Ho para sistemas a tempo discreto, que pode ser expresso através de um problema de otimizagao

convexa sujeito a LMIs. O teorema a seguir enuncia este resultado.

Teorema 3.4 (Controle Otimo H,,) Eriste um controlador de realimentacio de estado da

forma (3.6) para o sistema (3.1), com & = 0, tal que Joo < Y se, e somente se, ezistirem
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matrizes X > 0 e Z que satisfazem a desigualdade matricial linear

X AgX—B4Z E4 0
X 0 XC,—-2Z72'D!
* d 4| >0, (3.51)
° ° I Fi
° ° ° vl

com (Aq,[Ba Eal,Cq,[Dqa F4l) tais que as hipdteses do Teorema 3.1 sejam wvdlidas. Caso a
restrigao (3.51) seja factivel, o menor valor para o indice J« pode ser obtido através da solugdao

do problema de otimizacao convexa

inf {y : (3.51)} (3.52)

1
infdo,, ==
w % T x>02y

e o ganho étimo de realimentacdo de estado é dado por K = ZX 1.

Prova: Como T > 0 é constante, o problema de controle 6timo H, pode ser escrito na forma
2
inf | (Ca = DaK) (21 — (A — BaK)) " Ea + Fa_.

o qual, pode ser convertido em um problema de otimizagao convexa, de acordo com o Teorema
2.3. Considerando-se a desigualdade matricial linear (2.59), escrevemos a restrigdo a seguir para

o sistema em malha fechada

X (Aq—BgK)X Egq 0
X 0 X(Cq—DgK)’
. (Ca — DaK) -0,
o o I F,
° ° ° vI

Definindo-se Z = KX, obtemos a desigualdade (3.51). Além disso, o valor minimo de Jo, ¢ igual
ao valor minimo de y/T e o ganho 6timo de realimentacao de estado ¢ dado por K = ZX~1. A

prova esta completa. O

Observe que existem técnicas alternativas a proposta acima para a solucao do problema
de controle 6timo H,,. Uma técnica classica consiste em resolver iterativamente a equacao de
Riccati com valores decrescentes de y > 0, até que ela se torne infactivel. O menor valor de vy

que viabiliza a solugao da equagao de Riccati é igual a norma H,, do sistema em malha fechada.

Analisemos a validade do problema para valores de T > 0 arbitrariamente pequenos. Utili-
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zando as aproximagoes usuais, obtemos a LMI

X (I+TA)X—TBZ TE 0
X 0 TXC'—VTZ'B’
* VT VT >0, (3.53)
° ° I VTF
° ° ° vl

cujo complemento de Schur em relacao ao segundo bloco da diagonal principal fornece

X TE 0 X+ T(AX —BZ)
e 1 JTF| > 0 X! [x FT(XA/—Z/B") 0 T(XC'— sz/)] .
o o I VT(CX—-DZ)
(3.54)
Agrupando as matrizes acima e simplificando seus termos, vem
~T(AX+XA’—=BZ—Z'B")+0O(T?) TE —/T(XC'—Z'D")
. I VTF >0, (3.55)

. o vI+4 O(T)

onde as parcelas denotadas por O(T) e O(T?) serao desprezadas pois tendem para zero quando
T — 0. Nestas condigoes, definindo as matrizes Q = X/T e R = Z/T e o escalar 3 =vy/T > 0,

através da transformacao de similaridade diag(T—21 , I, T'I), obtemos a LMI

AQ+QA’—BR—R'B” E QC’'—R'D’
° —I F/ <0, (3.56)
° ° —pRI

que é a restricao do problema de controle étimo H,, associado ao sistema a tempo continuo.
Observe que, dado o valor 6timo de 3, obtemos o valor 6timo de y através de y = BT, onde o
fator de escala T > 0 ¢ retirado da fungao objetivo, conforme estabelecido em (3.52). Portanto,
o indice J, converge para o quadrado da norma H,, do sistema a tempo continuo em malha

fechada, quando consideramos T > 0 suficientemente pequeno.

O exemplo a seguir ilustra a teoria desenvolvida nesta secao.
Exemplo 3.4 Considere o sistema G dado em (3.1) com a sequinte realiza¢ao

OI,BZO,Ezl,Czlo,DZO,F:O.
—6 1 1 1 0 0 1

A_:
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Figura 3.6: Valores 6timos do critério J., para T > 0.

Suponhamos que o sistema apresente condigoes iniciais nulas & =0 e as restrigoes (3.2) sobre o
sinal de controle e (3.48) sobre a perturba¢ao sejam satisfeitas. Na Figura 3.6 estd representado o
comportamento do valor étimo do critério Hy,, obtido através da solugdo do problema (3.52), para
vdarios valores de T > 0. Observe que as assintotas também acontecem neste caso e estas também
sao periodicas. Estas singularidades reforcam a ideia de que existem periodos de amostragem tais
que o sistema em malha fechada € instavel, o que é confirmado pela infactibilidade das LMIs do
problema (3.52). De forma similar ao custo Hy descrito anteriormente, nota-se que os valores

otimos para o indice Jo, nao apresentam comportamento monotonico em relagao a T > 0.

Através do exemplo discutido acima, foram confirmados os principais aspectos tedricos enun-
ciados nesta se¢ao. Os valores 6timos do critério de desempenho H, apresentam comportamento
similar ao custo funcional H,, com énfase para a existéncia de valores particulares do periodo de
amostragem T > 0 que tornam o sistema em malha fechada instavel. Maiores detalhes a respeito

deste aspecto sao dados no Apéndice B.

3.5 Aplicacao Pratica: Péndulo Invertido

Nesta secao, desenvolvemos o projeto de controladores 6timos Hy e H, para o péndulo invertido
apresentado em (Geromel & Korogui 2011). Como ilustrado na Figura 3.7, deseja-se posicionar o
carro de massa M na origem do sistema de coordenadas e equilibrar o péndulo invertido, de massa
m, na posicao vertical, através da aplicacao de uma forca f, que serd a sua entrada de controle.
Considera-se que nao ha agao de atrito e que a barra rigida do péndulo tem comprimento { e

massa desprezivel.



3.5 APLICAGAO PRATICA: PENDULO INVERTIDO 53

Figura 3.7: Péndulo Invertido.

O modelo linearizado para pequenos deslocamentos verticais do péndulo é dado pelas equacoes

diferenciais

(M 4+m)%(t) —me(t) = f(t) (3.57)
00(t) —x(t) —gb(t) = 0 (3.58)

onde x é o deslocamento horizontal do carro e 0 = & —7/2 é o deslocamento angular do péndulo
medido em relagao a vertical. Considerando-se os valores numéricos M = 10,0 [kg], m = 2,0 [kg],

(=1,0[m]eg=098 [m/s%], a sua realizacdo no espaco de estado é dada por

01,0000 0 0 0,0
0 0 1,9600 0 0.1

Xp (1) = ’ xp(t)+ | 7| u(t), 3.59

p(t 0 0 0 1,0000 p(t 0,0 ®) (3:59)
0 0 11,7600 O 0,1

onde o vetor de estado é definido por x,(t) = [x(t) x(t) O(t) 0(t)]’. Adicionalmente, definimos

a seguinte saida que penaliza os desvios em relacao as posicoes x =0e 0 =0

1 0 0 0 0
z(t) =10 0 1 Ofxp(t)+ | 0 [u(t), (3.60)
00 0O 0,1

e cuja norma sera minimizada. Vamos supor que a entrada de controle é da forma dada em (3.2),

para algum periodo T > 0 fixo.
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inf

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

T [s]

Figura 3.8: Valores 6timos para o indice Jo para T > 0.

3.5.1 Projeto de Controlador Otimo H,

Para o projeto de um controlador da forma uy(t) = —Kx, (t), Vt € [tk , tiy1), com periodo de

amostragem T > 0 fixo, vamos supor que o sistema esta sujeito a condi¢ao inicial

0
xp(0) = il (3.61)

0

0 que representa, no contexto de controle 6timo Hs,, uma perturbacao impulsiva com E = x,(0),
na realizagdo (3.1) com & = 0 e F = 0. Esta condicdo inicial impde que o carro inicialmente
se encontra em repouso na origem do sistema de coordenadas e o péndulo se encontra com
inclinagao de 7t/4 [rad], em relagao a vertical. Com a finalidade de realizar uma analise preliminar,
determinamos o valor 6timo do critério H, para T > 0. Os resultados obtidos estao representados
no grafico da Figura 3.8. Notemos que nao ocorrem as assintotas verticais de instabilidade, uma
vez que os polos instaveis do sistema sao nimeros reais.

O projeto foi realizado com T = 0,5 [s], utilizando-se os resultados fornecidos pelo Teorema

3.2. Nestas condigoes, obtivemos o seguinte ganho 6timo de realimentacao de estado
K= [—1,3023 —3,3221 159,1264 46,8910] (3.62)

e o valor minimo do critério H, como sendo 156,67, resultado confirmado através de simulacao.
A Figura 3.9 mostra as trajetdrias das varidveis de estado na parte (a) e o sinal de controle pode

ser observado na parte (b). Na Figura 3.9-(a), as posi¢oes do carro e do péndulo sao apresentadas
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150

100+

501

U (t)

t [s] t [s]
(a) Trajetérias dos estados. (b) Sinal de controle.

Figura 3.9: Resultados de simulacao para T = 0,5 [s].

pelas linhas continuas e as velocidades pelas linhas tracejadas. Como podemos perceber, ambas
as variaveis tendem ao ponto de equilibrio, sendo que primeiramente o péndulo se aproxima da
vertical e, com isso, permite que o carro retorne para a origem mais facilmente.

Em (Geromel & Korogui 2011) projeto semelhante foi desenvolvido com controle 6timo Ho
e realimentagao de estado mas sem as restricoes impostas pela rede de comunicagao. As curvas
obtidas para as trajetérias de estado foram semelhantes as obtidas pelos autores, mesmo con-
siderando que o sinal de controle satisfaga (3.2). Neste ponto, para finalizarmos nossa anélise,
devemos verificar a influéncia do valor do periodo de amostragem sobre o desempenho do sistema.
Nosso procedimento encontra instabilidade numérica para valores de T préximos de 5,0 [s] e nao
é encontrada solucao estabilizante para valores maiores que 6,6 [s]. Se utilizarmos o ganho étimo

de realimentacao de estado para o sistema a tempo continuo
K¢ = |—10,0000 —21,4443 342,9299 103,0445]|, (3.63)

obtemos que o maior periodo de amostragem tal que o sistema em malha fechada se torna estavel
é de 260 [ms], aproximadamente. Com isso, ressaltamos que um projeto para sistemas de controle
sujeitos a limitacao em largura de faixa deve considerar as restri¢oes do canal de comunicacao,
uma vez que essa caracteristica tem grande influéncia no desempenho e na estabilidade do sistema

em malha fechada.

3.5.2 Projeto de Controlador Otimo H,

Prosseguimos agora para o projeto de um controlador que otimiza o critério H, do sistema em
malha fechada. O controlador sera da forma wi(t) = —Kxp (ti), Vt € [ty , txi1), com periodo

de amostragem T = tx,; — tx > 0 fixo. Vamos supor condigoes iniciais nulas & = 0 e que a
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Figura 3.10: Valores 6timos para o indice Jo, para T > 0.

perturbagdo w seja um ruido aditivo no canal de controle, da forma (3.48). Para este projeto, as
matrizes de realizacao do sistema com respeito a perturbacao externa sao E=0,1 x Be F = 0.
Assim como no projeto anterior, realizamos uma andlise preliminar, determinando o valor 6timo
do critério Hy, para T > 0, através da solugao do problema de otimizagdo convexa (3.52). Os

resultados desta anélise estao representados na Figura 3.10.

O projeto foi desenvolvido usando T = 0,5 [s] através dos resultados fornecidos pelo problema

de otimizacao (3.52). Neste caso, obtemos o ganho 6timo de realimentagao de estado
K= [—1,3153 —3,3640 161,7917 47,6745] (3.64)

e o valor minimo do critério H, é 0,0059. Simulamos o sistema em malha fechada com a entrada
w(t) da forma
w(t) = p(t) — p(t—0,5), (3.65)

onde p é a funcao degrau unitario. Para esta entrada, o ganho £, calculado através de simulacao
é 0,00588, proximo do ganho L, de pior caso. As trajetorias de estado, posigoes em linhas
continuas e velocidades em linhas tracejadas, e de controle simuladas estao mostradas na Figura
3.11. Notemos que, como o sistema estd sob condicoes iniciais nulas, o primeiro intervalo entre
amostras nao tem acao do sinal de controle, uma vez que este apenas passa a atuar sobre o

sistema a partir do segundo instante de amostragem.
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0 2 4 6 8 10 12
t [s] t [s]
(a) Trajetérias dos estados. (b) Sinal de controle.

Figura 3.11: Resultados de simulacao para T = 0,5 [s].

3.6 Consideracoes Finais

Neste Capitulo, desenvolvemos estratégias que julgamos essenciais para o projeto de controladores
de sistemas a tempo continuo que apresentam restricoes em largura de faixa no sinal de controle.
Foram enunciados resultados que fornecem a solugao 6tima para um problema linear quadratico,
considerando sistemas desta estrutura. Provamos que tal solu¢ao pode ser obtida através da
resolucao de uma equagao de Riccati aplicada a um sistema dinamico a tempo discreto especifico
denominado sistema equivalente. Adicionalmente, foram definidos critérios de desempenho H,
e Hy e estes foram utilizados para o projeto de controladores que os minimizam. Através
de exemplos foi possivel nao apenas confirmar a teoria desenvolvida como também enfatizar
caracteristicas notaveis apresentadas por sistemas com esta estrutura particular. Finalmente,
um projeto de controle aplicado foi desenvolvido com essas ferramentas a fim de confirmar a sua

utilidade pratica.
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CAPITULO 4

Projeto de Controle Auto—Acionado

Neste capitulo, realizamos o projeto de um controlador auto—acionado, baseado nos resultados
desenvolvidos no Capitulo 3. Com a finalidade de melhorar o desempenho do sistema em malha
fechada, vamos assumir que T € {T; : i € K}, com K ={1,2,..., N}, onde o niimero de periodos
de amostragem N e seus respectivos valores T; sao fornecidos pelo projetista. Reafirmamos que
estes valores devem ser escolhidos tendo em vista um melhor desempenho do sistema em malha
fechada e as limitagoes de largura de faixa, que exigem que T; > T, > 0. Observe que o primeiro
objetivo é otimizado para T — 0, enquanto o segundo exige o contrério.

Para resolver este problema, projetamos uma regra de comutacao que seleciona um periodo de
amostragem em particular T;, 1 € K. E essencial que essa fungao de comutagao seja consistente,
ou seja, é fundamental que o valor 6timo para o custo garantido seja menor ou igual aos valores
dos indices de desempenho para cada subsistema. A regra de comutacao proposta apresenta
esta importante propriedade, isto é, ela é consistente em relacao ao critério de desempenho JH,.
Infelizmente, o mesmo pode nao ocorrer para o critério Hy,.

Este capitulo estd organizado como segue. Primeiramente, analisamos resultados para sis-
temas dinamicos a tempo discreto com comutacao. Eles envolvem o estudo de estabilidade e
fornecem métodos de cédlculo para custos garantidos Hy e H,o, que serao utilizados em nosso
projeto. Nas duas secoes subsequentes, projetamos controladores étimos Hy e H,, que utilizam
as técnicas de comutacao conhecidas e que buscam melhor desempenho quando comparados com
o que foi apresentado no Capitulo 3. Finalmente, um exemplo pratico é analisado a fim de validar

a teoria desenvolvida.

59
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4.1 Sistemas a Tempo Discreto com Comutacao

Os resultados que serao apresentados neste capitulo estao fortemente baseados em propriedades
fundamentais de sistemas dinamicos a tempo discreto com comutacao. Neste sentido, o estudo de
estabilidade e as defini¢oes de critérios de desempenho para sistemas com comutacao formam a
base tedrica para o desenvolvimento dos demais resultados. A andlise de sistemas com comutacao
a tempo discreto esta fortemente baseada em (Deaecto 2010, Geromel & Colaneri 2006).

Um sistema dinamico a tempo discreto com comutacao é variante no tempo e é caracteri-
zado pela existéncia de uma fungao o(-) que seleciona, em cada instante de tempo, um dos N

subsistemas disponiveis. Dessa forma, um sistema com comutagao apresenta a seguinte realizacao

S {Xk+1 = AsiXi + Boggwi, X0 =& (4.1)

Zy = Comyxx + ForxyWk,

onde o vetor x € R™ é o vetor de estado, w € R™ ¢é uma entrada exégena e z € R™= ¢ a
saida controlada. A funcao 0 : N — K ={1,2,...,N} é denominada fun¢ao de comutacao que
seleciona, em cada instante k € N, um e apenas um dos N sistemas G;, 1 € K.

Nosso objetivo é estudar sistemas com comutacao para os quais a regra de comutacao é uma
variavel de controle, projetada para garantir estabilidade e para otimizar desempenho. Neste
caso, 0 nao depende apenas do instante de tempo, mas sim do vetor de estado xy. Para os
resultados discutidos neste capitulo, algumas notacoes devem ser introduzidas. Primeiramente,

precisamos explicitar um conjunto de matrizes especiais, denominadas matrizes de Metzler, assim

definidas:

Definigao 4.1 Uma matriz quadrada TT = (7ty;) € RN*N cujos elementos, excetuando-se os da
diagonal principal, sdo maiores ou iguais a zero € denominada matriz de Metzler. Adicional-

mente, denotaremos por M a classe de matrizes de Metzler tais que
N
T = O, Z i = 1. (42)
j=1
Com este conceito, vamos denotar
N
Ppi = Z 7—()1P]7 (43)
j=1
onde as matrizes Pj, j € K, sao definidas positivas e TT = (my;) € M. E claro que P,i > 0

para toda TT € M. As matrizes de Metzler pertencentes a classe M sao ditas matrizes nao—

negativas, uma vez que todos os seus elementos sao maiores que ou iguais a zero. Este conjunto



4.1 SISTEMAS A TEMPO DISCRETO cCOM COMUTAGAO 61

de matrizes apresenta propriedades notaveis, como a aplicabilidade do Teorema de Frobenius—
Perron (Luenberger 1979) e tais caracteristicas fornecem resultados de estabilidade provados em
(Geromel & Colaneri 2006).

4.1.1 Estabilidade

As seguintes condigoes de estabilidade sdo baseadas em funcoes de Lyapunov quadraticas v(x) =
x'Px, com P > 0, ou quadraticas por partes do tipo minimo v(x) = min;cx x'Pix, com P; > 0,
1 € K. Outra possibilidade de escolha, em alguns casos, sao func¢oes de Lyapunov do tipo maximo,
ou seja, v(x) = maxiecx X'Pix, Py > 0, 1 € K. Essas tltimas apresentam a vantagem de serem
fungoes convexas porém, nem sempre, fornecem resultados satisfatérios, ver (Deaecto 2010).
Consideremos o sistema dinamico (4.1) com entrada w = 0. Vamos analisar sob que condigoes
a origem x = 0 é um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente estavel. Baseados na

funcao do tipo minimo, a regra de comutacgao escolhida é dada por
o(xx) = argmin x; PiXxy, (4.4)
ieK

a qual escolhe, arbitrariamente, um dos subsistemas nos pontos xi em que o minimo indicado
em (4.4) ndo for tnico. O teorema a seguir (Geromel & Colaneri 2006), fornece condigoes de

estabilidade derivadas com este tipo de funcao de comutagcao.

Teorema 4.1 (Estabilidade) Para o sistema (4.1), a regra de comutagao (4.4) € globalmente
estabilizante e a desigualdade

2 : /
P; 4.5
121> < minx;Pixo (4.5)

é valida se existirem matrizes Py > 0 para todo i € K e uma matriz de Metzler TT € M satisfazendo

as desiqualdades de Lyapunov—Metzler

P; o o
PpiAi Ppi [ ] > O, l € K (46)
Ci 0 I

Prova: Para estabilidade, basta provar que a fun¢ao de Lyapunov do tipo minimo

v(x) = minx'P;x
€K

é estritamente decrescente em uma trajetéria arbitraria do sistema em estudo. Primeiramente,
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é essencial notar que as desigualdades de Lyapunov—Metzler podem ser escritas como
A{PpiAi — P+ C{Cl <0,

onde utilizamos o complemento de Schur. Suponha que no instante k € N a regra de comutagao

é tal que o(xx) =1 € K. Assim sendo, v(xx) = x;. Pixk e, da equacao dinamica do sistema,

V(Xk+1) = min X]/(A{PinXk
jeK

= mmxkA (Z?\ P; ) X%
< XpA{ <Z ;5P ) Aixx

< xR A{PpiAixk,

onde a primeira desigualdade segue da propriedade de que cada coluna de TT € M pertence ao

simplex unitario A. Das desigualdades anteriores, vem

V(Xit1) < X (Pi — C{Ci)xi < % Pixie = v(xx),

de onde segue a condicao de estabilidade para a funcao de Lyapunov considerada. Além disso,

essa mesma desigualdade também permite concluir que
V(xip1) = v(xi) < —x CiCixy,

o que implica em

V(Xeo) = V(Xp) < = ) X(.C{Coxi

keN

e, como o sistema é globalmente assintoticamente estavel, obtemos

Iz]3 = > x.CLCoxic < V(xg) = min xgPix
keN

e a prova esta completa. O

Observe que as condigoes acima nao exigem que cada um dos subsistemas seja globalmente

assintoticamente estavel. Com efeito, é provado em (Geromel & Colaneri 2006) que uma condigao
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necessaria para a factibilidade de (4.6) é que as matrizes /71 A4, para cada i € K, sejam Schur.
Entretanto, uma vez que 7;; € [0,1], as matrizes A; nao precisam ser Schur.

E importante notar também que a escolha TT = I é possivel se, e somente se, as matrizes
A; forem Schur para todo i € K. Neste caso, as desigualdades de Lyapunov—Metzler se tornam
A{P;A; — Py + C{C; < 0, que sao as desigualdades classicas de Lyapunov para cada G, i € K.

Podemos ainda considerar a condi¢ao de estabilidade quadratica para (4.1). G, é quadrati-

camente estavel, ou seja, admite uma funcao de Lyapunov v(x) = x'Px, com P > 0, se

ou seja, todas as desigualdades de Lyapunov associadas a cada subsistema G; devem admitir
uma solucao P > 0 em comum. Sob estas hipdteses, a regra de comutacao o pode ser arbitraria
e a estabilidade assintoética é garantida.

Finalmente, vale ressaltar que as desigualdades de Lyapunov Metzler sao dificeis de resolver
numericamente, uma vez que os produtos de varidveis {IT,Pq,...,Pn} tornam as desigualdades
nao—convexas. Porém, elas podem ser resolvidas através de um procedimento de busca multi—
dimensional, fixando os valores da matriz TT, o que as torna LMIs em relacao exclusivamente a

P; ,1 € K. Portanto, para cada IT € M dada devemos apenas manipular restrigoes convexas.

4.1.2 Critérios de Desempenho

Nesta subsec¢ao, vamos definir dois critérios de desempenho relacionados com as normas Hs e H,
para sistemas com comutacao. Considerando (4.1), os indices que serdo definidos sao tais que,
para o(xx) =1 € K para todo x, € R™, eles se igualam ao quadrado das normas H,y e H,, para
o subsistema G;. Ademais, veremos que o valor exato para os custos funcionais propostos pode
apenas ser determinado através de simulagoes. Os resultados tedricos desenvolvidos fornecerao
apenas limitantes superiores para tais custos.

Primeiramente, definimos o critério de desempenho H,. Para o sistema (4.1), temos

Z 12*]15 + e{Fo0) Foror €1, (4.8)

onde wy = e;8(k), i = 1,...m,, produz a resposta ao impulso z'. Este custo funcional é,
portanto, semelhante ao indice de desempenho J, apresentado no Capitulo 3.

Como podemos observar, o célculo analitico do custo (4.8) é extremamente complexo. Nossa
estratégia, baseada nos resultados de (Deaecto 2010), buscara obter um limitante superior de-

nominado custo garantido para esse critério de desempenho. Apresentamos a seguir um valor
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possivel para o custo garantido Hs.

Teorema 4.2 (Custo Garantido Hy) Para o sistema (4.1), a regra de comutacao (4.4) € glo-

balmente estabilizante e a desigualdade

95(0) < min tr (E40)PiEoto) + Foo For) ) (4.9)

ieK

¢ vdlida se as condigoes de estabilidade do Teorema 4.1 forem satisfeitas.

Prova: A prova é realizada em (Deaecto 2010) e, portanto, serd omitida. 0

Observe que as condigoes do Teorema 4.2 podem fornecer limitantes melhores para o custo
garantido. Como a funcao de comutacao o é uma variavel de controle, seu valor inicial pode ser
projetado. Neste caso, obtemos o seguinte limitante superior

Js < Ieréiﬂrgl Ii%iu? tr (EgPiE, + FoFy) . (4.10)

A determinacao do custo garantido dado acima é dificil, uma vez que envolve a minimizacao
nos dois indices independentes. Impondo-se a restricao { =1 € K, obtemos um custo garantido

maior porém que pode ser calculado de forma mais simples
i€

Portanto, a menor cota superior é obtida através do seguinte problema de otimizacao

Pi>0 , ieK , TTeM | ieK

50 = inf {mintr (E{PiEi + F{F) : (4.6)} : (4.12)

que fornece uma funcdo de comutagao estabilizante 03° que claramente satisfaz Jo(035°) < J5°.

Analisemos agora um segundo critério de desempenho para (4.1), considerando wy € {5 uma
perturbagao arbitraria. O critério de desempenho H,, é dado por
|13

Jso(0) = sup

wets [WII3

(4.13)

Observe que, assim como no caso Ho, se a fungao de comutacao for constante, o0 =1 € K, o
custo funcional se iguala ao quadrado da norma H,, do subsistema G;. Como a determinacao

analitica desse custo funcional H,, é virtualmente impossivel, buscamos a determinacao de um
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limitante superior cuja avaliacao seja mais facil. Logo, desejamos encontrar y > 0 tal que

Jo(0) <7 (4.14)

e certificar o desempenho do sistema através da minimizacao deste limitante. Com este objetivo,

o resultado a seguir fornece condi¢oes que permitem o calculo de .

Teorema 4.3 (Custo Garantido H,) Paray > 0 dado, a regra de comutacdo (4.4) € global-
mente estabilizante e o sistema (4.1) satisfaz a restri¢ao (4.14) se existirem matrizes Py > 0 para

todo i € K e uma matriz de Metzler TI € M satisfazendo as desigualdades de Riccati—Metzler

P; ° o o
0 I
Y * 0 0, iek (4.15)
PpiAi PpiEi P’pi [
Cy F; 0 I
Prova: A prova estd apresentada em (Deaecto 2010) e, portanto, serd omitida. 0

O resultado acima permite determinar um limitante superior para o custo H,. Dessa forma,
o menor custo garantido H,, que satisfaz ao Teorema 4.3 pode ser obtido através da solucao do

problema de otimizacao

°0 = inf : (4.15)}. 4.16
Joo v>0, Pi>0 , i€K , nem{y ( } ( )

Sua solugao fornece uma fungao de comutacao estabilizante 0350 tal que Jo(032) < J5°.
Os resultados discutidos nesta se¢ao fornecem condigoes de estabilidade e critérios de desem-
penho para sistemas com comutacao a tempo discreto. Nas secoes a seguir, utilizamos estes
conceitos para melhorar o desempenho de sistemas de controle em rede, em que a funcao de

comutacao determina o valor do periodo de amostragem.

4.2 Projeto de Controlador Hy; Auto—Acionado

Nesta se¢do projetamos um controlador do tipo auto—acionado (self-triggered) que otimiza o
desempenho Hy do sistema em malha fechada e considera uma limitacao em largura de faixa no
canal de comunicagao. Em geral, o primeiro objetivo induz pequenos valores para o periodo de

amostragem, enquanto o segundo inviabiliza esta escolha.
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4.2.1 Definicao do Problema

Considere o sistema dinamico

. {xm = Ax(t) + Bu[t) + Ew(t), xo =0 (4.17)

z(t) = Cx(t) + Du(t),

onde o sinal de controle é tal que uy(t) = uy, para todo t € [ty,txy1). No Capitulo 3, a
diferenga Ty, = tx,1 — tx > 0 foi suposta constante. Esta restricao é agora relaxada, supondo
que o projetista tem a sua disposicao N periodos de amostragem T;, i € K, que satisfazem as

restricoes da rede. Desta forma, definimos o conjunto
T={Ty : ie K} (4.18)
e, com esta defini¢ao, segue que a restricao sobre o sinal de controle é
u(t) =we, Vte [t tepr), Tk =t —te €T (4.19)

Nosso principal objetivo é determinar uma regra de comutagao que seleciona em cada instante
ty, k € N, o periodo de amostragem a ser utilizado T;, i € K, de forma a melhorar o desempenho

H, do sistema em malha fechada.

Esta estratégia é contrastante com controle acionado por evento, onde o periodo de amos-
tragem do controlador é considerado uma variavel continua T € R que deve ser determinada em
tempo real. O controle acionado por evento também assegura estabilidade, porém esta carac-
teristica é garantida através de instantes em que o periodo de amostragem pode ser extremamente
pequeno, o que torna esta técnica incompativel com ambientes com limitagao em largura de faixa.

Os exemplos finais desta se¢ao ilustram esse aspecto indesejavel.

4.2.2 Estabilidade, Otimizagao de Desempenho e Consisténcia

O passo inicial do projeto é considerar cada periodo de amostragem T;, 1 € K, de forma exclusiva.
Desta forma, considera-se que a restricao de amostragem do controlador é tal que ty 1 — tx =
T, > 0, para todo k € N. Utilizando-se os resultados dos Teoremas 3.1 e 3.3, obtemos o ganho de
realimentacao de estado 6timo K; para o periodo de amostragem T; fixo. Neste caso, definindo
A; = Agi — BaiKj e C; = C4qi — DgiKi, onde (Aq4i,Bai,Cai,Dai) decorre do Teorema 3.1 com
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periodo de amostragem T;, obtemos o sistema a tempo discreto com comutagao

= Ao Ewy, =0
g, : {Xk+1 Xk + Ewy,  Xo (4.20)

Zx = CO'Xk7

onde 0 : R™ — K é a fungao de comutacao a ser projetada.

Para o desempenho H,, consideremos que a entrada wy é uma perturbagao impulsiva da
forma wy = egd(k), para £ = 1,... n,, e estas entradas geram as respectivas respostas ao
impulso z¢. Desta forma, o critério de desempenho H, definido em (4.8) para o sistema (4.20)

torna-se

ga(0) = Y |22 (421)
=1

Como j4 foi dito, é essencial notar que, sempre que 0 = i € K, entdo J3(0) se iguala ao valor
6timo do custo funcional Hy dado em (3.27) para o sistema em malha fechada com periodo T;.

Portanto, nosso objetivo é determinar uma fun¢ao de comutagao o da forma (4.4) que di-
namicamente escolha o periodo de amostragem T;, para algum i € K, de forma a melhorar o
desempenho do sistema em malha fechada. Através do Teorema 4.2 e da desigualdade (4.11),

obtemos o seguinte limitante para o custo Hs
J2(0) < min tr(E'PE). (4.22)
ieK
Portanto, sua menor cota superior pode ser obtida através da solucao do problema de otimizacao

50 = inf {mintr (E'P;E) (4.6)}, (4.23)

Pi>0 , i€K , TTeM | i€K

que fornece uma funcao de comutagao globalmente estabilizante 05° tal que J2(03°) < J5°, como

ja observamos anteriormente.

Teorema 4.4 (Consisténcia e Estabilidade) Considere o sistema dinamico G dado em (4.17),
o conjunto de periodos de amostragem T dado em (4.18) e a restricao (4.19) sobre o sinal de
controle. Sob as hipoteses dos Teoremas 3.1 e 3.3, construa o sistema a tempo discreto com

comutag¢ao S dado em (4.20). As afirmagoes a sequir sao vdlidas:

(i) A fungao de comutagio 03° : R™ — K obtida através da solugdo de (4.23) é consistente,
ou seja, J2(05°) < Jo(i) para todo 1 € K.

(ii) O sistema (4.17) em malha fechada, com escolha dinamica do periodo de amostragem de-

terminada por 03°, tem o mesmo desempenho Hy que o sistema (4.20).
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(iii) O sistema (4.17) em malha fechada, com escolha dinamica do periodo de amostragem de-

terminada por 05°, € globalmente assintoticamente estdvel.

Prova: (i) Com efeito, por construgao todas as matrizes Ay, i € K, sdo Schur e, consequen-
temente, a matriz IT =1 € M é factivel e as desigualdades de Lyapunov—Metzler (4.6) se tornam
desacopladas, ou seja,

APiA; —P; +Ci{C; <0, iek

Portanto, segue que

d2(05°) < 35°

N

inf {mintr (E'PiE) : A[P;A;—Pi+CiCi<0,1i€ K}
Pi>0 , ieK , TeM | i€k

< . ) . -1 2

< min HCl(zI Aj) EH2

< min Jo(1),
ieK

de onde segue a tese.

(ii) Sem perda de generalidade, vamos supor que n,, = 1. O caso para n,, € N arbitrario

segue trivialmente. Denotando, por simplicidade, 0 = o(x;) temos que

E z{sz:E X1 CLCoxx

keN keN

= Z Xl/c(CdG - Dd()‘KO')/(CdO' - Ddchcr)Xk

keN

To
=y x];J eA BRI (C — DKg)'(C — DKg)e M PRIt dt xy

keN
trta
= Z X{(J e(A—BKo) (t—tk)(c — DK,)'(C — DKG)e(A_BKU)(t_tk) dt xy
keN e

onde utilizamos os resultados do Teorema 3.1 para obter a terceira igualdade. Note que a ultima

igualdade decorre do particionamento da integral indicada. A prova esta completa.
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(iii) Segue imediatamente do item (ii), de forma semelhante ao Teorema B.1. O

Os resultados do Teorema 4.4 garantem as principais vantagens do projeto proposto para o
controlador. A primeira proposicao é essencial, uma vez que nosso objetivo principal em escolher
dinamicamente o periodo de amostragem é a melhoria do desempenho. A segunda afirmacao
assegura que isso pode se feito através do sistema com comutacao a tempo discreto. A terceira e
ultima propriedade garante a estabilidade e decorre da igualdade do custo Hy para os sistemas

discreto e continuo, respectivamente.

Analisemos agora as caracteristicas computacionais dos resultados obtidos. Observemos que
o problema de otimizagao (4.23) é extremamente complexo, uma vez que o produto de variaveis
P,; presente nas desigualdades de Lyapunov-Metzler torna as restrigoes nao convexas. Sendo
assim, estratégias de otimizagao nao linear devem ser aplicadas, porém estas podem apenas obter
um 6timo local, o que nao garante a consisténcia da solucao obtida. Logo, para pequenos valores
de N (tipicamente 2 ou 3) podemos realizar uma busca multidimensional, uma vez que, para

IT € M fixa, as desigualdades de Lyapunov—Metzler (4.6) se tornam N LMIs acopladas.

Os resultados propostos nesta subsecao fornecem um controlador inspirado na técnica de
auto—acionamento com o uso de comutacao. Nossa principal contribuicao é a melhoria do de-
sempenho quando o periodo de amostragem é escolhido dinamicamente, o que sera confirmado
nos exemplos a seguir. Finalmente, vale ressaltar que nem sempre é possivel obter uma regra de
comutacao que melhore o desempenho do sistema em malha fechada. Neste caso, o periodo de

amostragem é fixo e deve ser projetado com base nos resultados apresentados no Capitulo 3.

4.2.3 Exemplos

Nesta subsecao apresentamos alguns exemplos que ilustram a teoria desenvolvida. Para fins
de comparacao de desempenho, implementamos a estratégia de controle acionado por evento,
proposto em (Mazo Jr. & Tabuada 2008), onde os autores utilizam o ganho de realimentagao
6timo a tempo continuo e a funcao de Lyapunov v(x) = x'Px, com P > 0 solucao da equacao de

Riccati para sistemas a tempo continuo

A’P +PA —PBR 'B'P+Q =0. (4.24)
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A fim de garantir estabilidade, as amostras sao efetuadas de forma que v(x) < 0 em toda a

trajetéria. Esta condicao implica que as amostras x, devem satisfazer

v(x) = (Ax — BKxy)'Px + x'P(Ax — BKxy)
= —x'(Q 4+ K'RK)x — 2x; K'RKx + 2x'K'RKx
= —x"Qx + (x — x1c) 'K'RK(x — xi) — uy, Ruy
< —x'Qx + (x — %) 'KRK(x — x;.) < 0. (4.25)

Portanto, o evento de amostragem definido pelos autores ocorre quando a cota superior acima
se anula, ou seja,
x'Qx — (x — x3 ) 'K'RK(x — %) = 0, (4.26)

o que faz com que imediatamente v(x) < 0 e isso fornece a garantia de convergéncia. Para
fins de desempenho, pode-se impor que v(x) < —x'Sx para alguma S > 0, porém nao faremos
aqui este tipo de andlise. Como vemos nos exemplos, esse evento pode ocorrer com frequéncia
arbitrariamente pequena, e esta caracteristica faz com que esta estratégia nao seja viavel em

sistemas de controle com limitagao na largura de faixa da rede de comunicacao.

Exemplo 4.1 Considere o sistema G dado em (4.17) com realizagao

ool el b ol

Para construir os sistemas equivalentes a tempo discreto, adotamos os periodos de amostragem
iguais a Ty = 0,80 [s] e T, = 1,10 [s]. Utilizando os resultados do Teorema 3.3, obtemos que
J2(1) = 8,8501 e Jo(2) = 9,9731. Para resolver o problema de otimizagdo (4.23), adotamos a
matriz TT € M da forma

M=

p 1= q]
l-p q |

com p,q € [0, 1]. Logo, avaliando sua fun¢ao objetivo na caiza (p,q) € [0,1] x [0,1], obtemos
o valor minimo para o custo garantido Hy como sendo J5° = 8,6047 para p =1, q = 0,64. A
Figura 4.1 mostra os valores do custo garantido para valores de (p,q) e o plano esbo¢ado indica

o menor custo Hy dentre os dois subsistemas.

Para fins de comparacgao, determinamos o nosso controlador tendo por base a funcao de
comutagdo e a técnica de controle acionado por evento proposto em (Mazo Jr. €& Tabuada 2008).

Através de simulagao, calculamos o custo Hy para nosso projeto, obtendo J2(05°) = 8,30, e para
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Figura 4.1: Critério J5° em fungao de p.q.
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Figura 4.2: Valores para o periodo de amostragem para ambas as técnicas.

o controlador acionado por evento, temos um custo de 7,80. Porém, para obter esse desempenho,
o controlador acionado por evento utiliza periodos de amostragem extremamente pequenos, o que
viola a restrigao de mdxima largura de faixa do canal. Esse comportamento é mostrado na Figura
4.2, que ilustra o periodo de amostragem para ambas as estratégias. Nesta figura, a curva superior
descreve o periodo de amostragem para a estratégia com comuta¢ao e a curva inferior representa

o periodo de amostragem para o controlador acionado por evento.

Sendo assim, impomos um valor minimo T, = 0,80 [s] para o periodo de amostragem, repre-
sentando a mdzrima taza de transmissao da rede. Neste caso, o controlador acionado por evento
obtém um custo Hy de 12,17, o que mostra que nossa técnica representa um ganho de aproxima-
damente 32% em desempenho. Se desconsiderarmos o valor limitrofe e utilizarmos um periodo

de amostragem fizo igual a 0,55 [s], obtemos um melhor desempenho Hy e simultaneamente exi-
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(a) Trajetérias dos estados. (b) Sinal de controle.

Figura 4.3: Resultados de simulagao para Auto—Acionamento.
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(a) Trajetérias dos estados. (b) Sinal de controle.

Figura 4.4: Resultados de simulagao para Acionamento por Evento.

gimos uma quantidade menos significativa de recursos da rede. Os resultados de simulagao estao

representados nas Figuras 4.3 e 4.4.

Exemplo 4.2 Considere o sistema G dado em (4.17) com realiza¢ao

P R |

Neste projeto adotamos o mesmo procedimento do exemplo anterior, supondo que apenas podemos
transmitir com periodos de amostragem iguais a T, = 1,35 [s] e Ty = 2,40 [s]. Utilizando o0s
resultados do Teorema 3.3, obtemos Jo(1) = 482,58 e J2(2) = 476,96.

Calculando a funcdo objetivo para matrizes de Metzler TT com a mesma estrutura daquela do
exemplo anterior, obtemos o custo garantido minimo Hy de J5° = 283,18 para p =1 e q = 0.

Neste caso, através de simulagdes, obtemos um desempenho J2(03°) = 283,179, bem prozimo
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Figura 4.5: Critério J5° em funcao de p,q.

do custo garantido calculado. Portanto, a técnica fornece uma melhoria de aprorimadamente
41% em relacao ao menor desempenho Hy de cada subsistema. A estratégia de acionamento por

evento nao conseque estabilizar esse sistema para um valor minimo do periodo de amostragem
T, =1,0 [s].

Os exemplos apresentados comprovam a teoria desenvolvida e ilustram as possiveis melhorias
em desempenho previstas anteriormente. Como foi observado, os controladores propostos sao
muito eficientes em ambientes com limitacao de largura de faixa e, portanto, aplicaveis ao projeto

de controladores através de redes de comunicagao de dados compartilhadas.

4.3 Projeto de Controlador H,, Auto—Acionado

Nesta secao projetamos um controlador do tipo auto—acionado que otimiza o desempenho H,
do sistema em malha fechada, considerando uma limitacao em largura de faixa no canal de
comunicagao. Buscamos obter resultados andlogos aos desenvolvidos para o caso Hs, porém

verificamos que algumas propriedades nao se mantém para este caso.

4.3.1 Definicao do Problema

Considere o sistema dinamico

G- x(t) = Ax(t) +Buy(t) + Ewy(t), x0=0 (4.97)
z(t) = Cx(t)+ Duy(t) + Fwy(t),
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onde o sinal de controle e a perturbacao externa sao tais que wi(t) = ux e wy(t) = wy, para
todo t € [ty,tyy1). Assim como na segao anterior, o conjunto T dado em (4.18) possui N periodos

disponiveis para transmissao T;, o que faz com que ty,; — tx = T; para algum i € K.

Nosso objetivo é determinar uma regra de comutacao que otimiza o desempenho JH, do
sistema em malha fechada. De forma analoga a feita anteriormente, a cada instante ty, k € N,

a funcao de comutacao seleciona o periodo de amostragem T;, 1 € K a ser utilizado.

4.3.2 Desenvolvimento do Projeto

O projeto segue aproximadamente as mesmas linhas que o projeto H, realizado na se¢ao anterior.
Cada periodo de amostragem T;, 1 € K, é utilizado para, com auxilio dos Teoremas 3.1 e 3.4,
obtermos o ganho 6timo H,, de realimentacao de estado K;. Neste caso, definindo as matrizes
Ai = Agqi — BaiKj e C; = (Cqi — DgiKy), onde Agi, Bai, Cai, Dai, Eai e Fqi sdo aquelas

introduzidas na Secao 3.4, obtemos o sistema a tempo discreto com comutagao

(4.28)

— CU FdU
Zy — mxk + mwlm

{ Xkr1 = Aoxi +Eaowk, %9 =0
9o :

onde 0 : R™ — K é a funcao de comutacao a ser projetada. Note que, neste sistema, todas as

matrizes que definem a varidvel de saida foram divididas por y/T; , em concordancia com (3.35).

Como ja foi visto, a perturbagao externa é um ruido aditivo no canal de controle e tal que

wy € Lo. Assim, o critério Hy, é dado por

=13 _ 12115

3002

= , (4.29)
wiels [Wiell3 wees [[WII3
onde a primeira razao designa o ganho £y de (4.27) e a tltima representa o ganho £y para (4.28).
A igualdade (4.29) é valida devido ao Teorema 3.1 e a divisdo por v/ T; realizada nas matrizes de
saida de (4.28). Assim como no caso Hy, se 0 =1 € K, recuperamos o custo H,, do subsistema

G, como era esperado.

Sendo assim, nosso objetivo é encontrar um limitante y > 0 tal que J(0) <y e minimiza-lo

aplicando as condigoes de Riccati-Metzler dadas no Teorema 4.3. Neste caso, as condicoes de
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Riccati-Metzler se expressam na forma

P; ° o o

0 ‘YI ° °
PoiAi Ppikai Ppi

Ci Fai 0

>0, ieKk, (4.30)

—

e o custo garantido H,, pode ser obtido através da solucao do problema de otimizacao

°0 = inf 1 (4.30 4.31
Joo v>0 , Pi>OH,1 i€K nem{y ( I} ( )
que fornece a fun¢ao de comutagao globalmente estabilizante 032 tal que oo (052) < J5°.
Infelizmente, no caso H,, nao podemos garantir que a fungdao de comutacao obtida seja
consistente. De fato, como as matrizes A;, 1 € K, sao Schur, temos que a matriz [T =1¢€ M é

factivel e, assim como no caso H,, as desigualdades de Riccati—-Metzler se tornam desacopladas,

ou seja,

P; ° o o

0 |

Yot 0o iek (4.32)
PiAi Pikai Pi e

Ci Fdi 0 1

o que implica em
Io(03) <3
< inf {v : (4.32)}

v>0, Pi>0 , ieK , TTeEM

N

1 _
S r{lglé(f HCl(zI—AI) lEdi +Fleio

< max Joo (1), (4.33)

Sendo assim, em alguns casos, a funcao de comutagao obtida pode apresentar desempenho H,,

inferior ao desejado. O exemplo a seguir ilustra esse aspecto indesejavel.

Exemplo 4.3 Considere o sistema dinamico G dado em (4.27) com realiza¢ao

A A e B B R

O projeto € desenvolvido de forma andloga a efetuada nos FExemplos 4.1 e 4.2. Primeiramente,

D=

Y
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Figura 4.6: Critério J5° em funcao de p,q.

vamos supor que a transmissio € permitida com T, = 2,0 [s] e T, = 5,5 [s], de onde temos
Joo(1) = 3,1988 € Joo(2) = 2,8442. Como anteriormente, calculamos os valores da funcao objetivo
para matrizes de Metzler T, com a mesma estrutura, para resolver o problema de otimizacdo
(4.31). A solu¢ao dtima € obtida para p = 1,00 e q = 0,70, fornecendo o custo garantido
d39 = 3,1988, como representado na Figura 4.6. Claramente este custo € maior que o menor dos

custos Hy, dos subsistemas e, através de simulacao, com a perturbagao
w(t) = p(t—2) — u(t—4),

onde W € a fungdo degrau unitdrio, obtemos um custo verdadeiro igual a Jo(03°) = 3,15. Por-

tanto, comprovamos que a funcao de comutacao € inconsistente para esse projeto.

Utilizando-se os periodos T, = 1,9 [s] e T, = 7,0 [s], temos os custos Joo(1) = 3,2254 e
J(2) = 3,2282. Resolvendo o problema (4.31) de forma andloga, obtemos a solu¢ao dtima
J39 = 3,2254 para p = 1,00 e q = 0,30, sendo que os valores obtidos na busca multidimensional
estao ilustrados na Figura 4.7. Como este custo garantido € igual ao minimo entre os custos Ho

dos subsistemas, esta funcdo de comutacdo € consistente.

Em alguns casos, o projeto H,, descrito acima nao encontra uma funcao de comutagao con-
sistente ou encontra uma funcao de comutacao consistente, porém constante. Portanto, o projeto
de controlador H,, com as técnicas aqui propostas, nesses casos, pode nao ser satisfatério e, de-
vido a este fato, o projeto de controlador H,, sem a escolha dinamica do periodo de amostragem

pode apresentar resultados melhores.
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Figura 4.8: Sistema Massa—Mola.

4.4 Aplicacao Pratica: Sistema Massa—Mola

Nesta secao, desenvolvemos o projeto de um controlador auto—acionado H, para um sistema
massa—mola baseado no modelo apresentado em (Gongalves 2009). Neste sistema, ilustrado na
Figura 4.8, dois carros de massas m; e my, com centros de massa nas posicoes dadas por x; e
X9, sa0 conectados através de molas com constantes elasticas ki e ko. Vamos desprezar qualquer
atrito e consideramos m; = 1,0 [kg], my = 0,5 [kg] e as constantes k; = ko = 1,0 [N/m]. Nosso

objetivo é controlar a posicao do carro 2 a partir da aplicagao de uma forca uy no carro 1.

Para este modelo, definimos o vetor de estado como sendo x(t) = [X; X3 X1 X2]’. A dinamica

do sistema de controle a ser projetado é

0 10 0 0
0 0 01 0 0
x(t) = x(t) + w(t) + w(t), 4.34
(t) 5 1 00 (t) ) K(t) ) (t) (4.34)
2 =2 00 0 0
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Figura 4.9: Critério J5° em funcao de (p,q).

onde w(t) = 8(t) e x(0) = 0. A matriz E foi determinada para fins ilustrativos. Como desejamos
que, em regime permanente, a posicao do carro 2 esteja no ponto de equilibrio x; = 0, a saida a

ser controlada é dada por

z(t) = [O Lo 0] x(t) + u (t). (4.35)

0000

1

Neste projeto vamos supor que podemos transmitir o sinal de controle com periodos de
amostragem T; = 1,65 [s] e T, = 2,10 [s]. Cada periodo de amostragem, se considerado fixo,
fornece um custo Hy, dado por Jo(1) = 3,1501 e Jo(2) = 3,3468, respectivamente. Para este
projeto, resolvemos o problema de otimizacao (4.23), a partir do célculo da fungao objetivo para
matrizes de Metzler TT € M com a estrutura usual, ou seja,

M= (4.36)

p o 1-aq
l-p q

Os resultados obtidos estao ilustrados na Figura 4.9, onde o plano constante representa o menor
custo dos subsistemas. Claramente a funcao de comutacao é consistente e propicia uma melhoria

de desempenho, uma vez que J»(035°) < J5°.

Obtivemos o valor 6timo para o custo garantido J5° = 2,2356 parap = 0,0 e ¢ = 0,0. Através
de simulagao, o custo Hj real do sistema em malha fechada é J5(05°) = 2,0338, o que representa
uma melhoria de desempenho de 35% em relacao ao menor custo dos subsistemas. E importante

notar que o custo 6timo Hy para um controlador a tempo continuo, sem limitacao de faixa, é
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Figura 4.10: Resultados de simulacao para o sistema Massa—Mola.
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Figura 4.11: Periodo de amostragem para o sistema Massa—Mola.

igual a 1,1609, o que faz com que nossa técnica, mesmo com periodos de amostragem grandes,
apresente desempenho comparavel. Os resultados de simulacao estao mostrados, na Figura 4.10
(a) as posigoes em linhas continuas e as velocidades em linhas tracejadas, na Figura 4.10 (b) o

sinal de controle aplicado, e na Figura 4.11 o periodo de amostragem.

4.5 Consideracgoes Finais

Neste capitulo, discutimos o projeto de controladores auto—acionados baseados em sistemas a
tempo discreto com comutacao. A funcao de chaveamento, em um instante apropriado, seleciona

o periodo de amostragem a ser utilizado para o sistema dinamico com largura de faixa limitada.
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Selecionado o periodo, o ganho étimo de realimentacao de estado previamente determinado
para este periodo é utilizado. Esta técnica de projeto foi desenvolvida para controladores que
minimizam custos garantidos Hy e H,,, porém apenas no caso H, obtivemos uma regra de
comutacao sempre consistente e, através desta, ganhos em desempenho para o sistema em malha
fechada. O caso H, nem sempre fornece uma regra de comutagao consistente, o que pode
inviabilizar o projeto de controladores da forma proposta e, portanto, neste caso, as estratégias
desenvolvidas no Capitulo 3 sao as mais indicadas. Finalizamos este capitulo com uma aplicagao

pratica de um sistema massa—mola, onde desenvolvemos um controlador auto—acionado Hs.



CAPITULO b

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao, desenvolvemos novos procedimentos para projeto de sistemas de controle em
redes de comunicacao, sujeitos a limitacoes em largura de faixa no sinal de controle. As técnicas
de projeto propostas decorrem de um resultado bésico, que permite a definicao de um sistema a
tempo discreto que apresenta o mesmo critério quadratico do sistema original. Com o uso deste,
definimos critérios de desempenho Hy e H,, para sistemas com esta estrutura e verificamos pro-
priedades notaveis envolvendo os indices apresentados. Através deles, enunciamos e resolvemos
problemas de controle 6timo Hy e H,, para sistemas com sinal de controle amostrado, supondo
que o periodo de amostragem seja constante.

Com a finalidade de melhorar o desempenho do sistema em malha fechada, projetamos um
controlador auto—acionado sob as restricoes de projeto estudadas. Um controlador com esta
estrutura flexibiliza a hipotese de periodo de amostragem constante e uma escolha dinamica
do periodo de amostragem promove melhorias no desempenho geral do sistema. Além disso,
controladores auto—acionados tém papel importante na literatura atual para lidar com controle
através de redes de comunicacao.

Para o projeto do controlador auto—acionado, consideramos o controlador como um sistema
com comutacao a tempo discreto. A funcao de comutacao tem por objetivo orquestrar a esco-
lha adequada do periodo de amostragem, garantindo estabilidade e melhoria de desempenho.
Primeiramente, desenvolvemos um controlador auto—acionado que considera o desempenho Hy
e este controlador fornece melhorias consideraveis. Posteriormente, projetamos um controlador

baseado em comutacao que minimiza o custo garantido H,. Verificamos que esta proposta nem

81
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sempre garante a consisténcia da funcao de comutagao obtida.

A teoria desenvolvida é comprovada através de varios exemplos, que fornecem andlises de ca-
racteristicas peculiares presentes em sistemas com a estrutura estudada. Notamos que o periodo
de amostragem tem grande influéncia no desempenho do sistema em malha fechada, porém seu
comportamento nao é monotonico em relacao ao periodo. Comprovamos a existéncia de taxas
de amostragem que nao admitem uma solucao estabilizante, definidas na literatura como taxas
de amostragem patologicas. Finalmente, exemplos praticos foram abordados com a finalidade de
apresentar um projeto completo utilizando as técnicas desenvolvidas.

Nos exemplos estudados para o controlador H, auto—acionado, verificamos um desempenho
melhor que o obtido pelo controlador acionado por evento proposto em (Mazo Jr. & Tabuada
2008), quando sao impostas restrigoes de limitagao de faixa. Também notamos que, em algumas
situacoes, a limitagao em largura de faixa pode instabilizar o sistema em malha fechada para o
controlador acionado por evento.

Os resultados desenvolvidos neste trabalho geraram dois artigos cientificos submetidos para

publicagao:

e M.Souza, G.S. Deaecto, J.C. Geromel & J. Daafouz, “Self-Triggered Linear Quadratic
Networked Control”.

e M.Souza, G.S. Deaecto, J.C. Geromel & J. Daafouz, “Self-Triggered Linear Quadratic
Networked Control”, 20th Mediterranean Conference on Control and Automation, Barce-

lona, Espanha, 2012 (versao para o congresso).

Durante a realizacao deste trabalho, foram levantados varios topicos que podem ser abordados
em pesquisas futuras. O projeto de filtros e controladores por realimentacao dinamica de saida
para sistemas com limitacao em largura de faixa é um interessante problema a ser abordado. Além
disso, a aplicacao de resultados semelhantes aos desenvolvidos nesta dissertacao para sistemas
com comutacao a tempo continuo pode produzir resultados significativos, excluindo o evento de
chattering através da amostragem adequada da fungao de comutagao. O projeto de controle
auto—acionado H,, pode ser revisto com o uso de outra funcao de comutacao para garantir sua
consisténcia e torna-lo sempre viavel. Finalmente, ressaltamos que os resultados desenvolvidos
podem ser aplicados no estudo de compartilhamento de rede entre varios sistemas de controle,

problema de grande interesse pratico.
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APENDICE A

Resultados Auxiliares

Neste apéndice sao enunciados e provados resultados auxiliares utilizados no decorrer desta dis-
sertacdo. Primeiramente, apresentamos os Teoremas de Parseval (Geromel & Palhares 2011)
para sistemas a tempo continuo e para sistemas a tempo discreto. Posteriormente, provamos o
Complemento de Schur (Geromel & Korogui 2011, Golub & Van Loan 1996), resultado matricial

de grande importancia para manipulacao de desigualdades matriciais lineares.

Teorema A.1 (Teorema de Parseval para Tempo Continuo) Seja f : [0,00) — R™ uma

funcao tal que sua transformada de Laplace f tenha um dominio @(13) que satisfaz
Y ={s e D(f)}N{—s e D)} #0. (A1)
Sendo vy uma linha vertical qualquer inteiramente contida em Y, a sequinte igualdade € verdadeira

= / - 1 A /e
JO (1) f(t)dt = 2—7U_L f(s)'f(—s)ds. (A.2)

Prova: Notando-se que y C @(1‘?), podemos escrever a transformada de Laplace inversa

1

f(t) = o

J f(s)estds, t> 0.
N
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Por outro lado, por hipétese s € y faz com que —s também pertenca ao dominio da transformada,

de onde segue
f(—s) = J f(t)estdt.

Portanto,
o0 1 o0 .
J f(t) f(t)dt = — f(t)’J f(s)eStds dt
0 215 Jo v
1 [ - 00
= _— f(s)/J f(t)e*'dt ds
27-[] Jy 0
1 [ 4 5
=— | f(s)'f(—s)d
3 | Tl i=s)as
0 que completa a prova. 0

Duas observacoes importantes devem ser feitas sobre o teorema acima. Primeiramente, note
que ele exige que a funcgao f seja analitica em um dominio contendo o eixo imaginéario. Logo,
esse teorema aplicado a funcoes de transferéncia de sistemas lineares exige que o sistema seja
globalmente assintoticamente estavel. Adicionalmente, quando y é o eixo imaginario, pode-se

reescrever a equacao (A.2) da seguinte forma

00 1 ™ . ~
L f(t)'f(t)dt = %Jm flw)*fjw)dw, (A.3)

que é a formulacao tradicional do teorema de Parseval usando a transformada de Fourier de f.

Teorema A.2 (Teorema de Parseval para Tempo Discreto) Sejaf: N — R™ uma fungdao

tal que sua transformada Z f tenha um dominio D(f) que satisfaz
Y={zeDf)}n{z' e D)} #0. (A.4)

Sendo vy uma circunferéncia positivamente orientada qualquer, com centro na origem, inteira-

mente contida em Y, a sequinte igualdade é verdadeira

1 . .
> fifi= 2—m+ f(z ) *f(z)z " dz. (A.5)
Y
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Prova: Como vy estd inteiramente contida no dominio da transformada Z, podemos escrever a

transformada inversa )

fx = —
¢ 2mj

% f(z)2°! dz,
.

para todo k € N. Agora, z € y C D(f) implica z~* € D(f). Neste caso,

flz7!) = Z frez.

keN

Com estas igualdades, podemos escrever

Y fifi=) fifi= 2% > (,{l f(z)z* ! dz

keN P\ keN
1 [ A
= f1z%f(z)z ! dz
27 J, %
1 "
=—Q fi.z" | f(z)z 7! dz
1 [ - A
— o it f(z1)*f(z)z ! dz,
0 que completa a prova. O

Observe que o Teorema de Parseval para sistemas a tempo discreto exige que a circunferéncia
unitdria esteja contida no dominio da transformada. Portanto, quando aplicado a sistemas
lineares invariantes no tempo, devemos exigir que o sistema seja globalmente assintoticamente
estdvel. Nestas condigoes, quando y é a circunferéncia unitaria, podemos reescrever (A.5) da

seguinte forma
L (™ & ciesr i
Y fif= %Lﬂe]w) f(e) dw, (A.6)

que é a formulacao tradicional do Teorema de Parseval quando consideramos a Transformada de

Fourier do sinal discreto f.

Teorema A.3 (Complemento de Schur) A matriz

A B’
B C

¢ definida positiva se, e somente se, uma das condi¢oes dadas a sequir for satisfeita:
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(i) A>0eC>BA'B.
(ii) C>0eA >B'C!'B.

Prova: Observe que

/

A B’ I 0| |A B’ I 0
>0« >0
B —BA! I||B C||-BA ! 1
A 0
= > 0.
0 C—BA'B’

Note que a transformagao de congruéncia utilizada esta bem definida uma vez que a matriz (A.7)
é definida positiva somente se, A > 0 e C > 0. Portanto, pela ultima desigualdade, a matriz

(A.7) é definida positiva se, e somente se,
A>0 e C—BA'B'>0,

o que completa a prova do item (i). A prova da segunda condigao é andloga e, portanto, sera
omitida.
O

No teorema acima, a matriz Ay = C — BA!B’ é chamada de complemento de Schur em
relacio a A. De forma andloga, Ac = A — B’C!B é chamada de complemento de Schur em
relacao a C. Note que as afirmagoes do teorema acima continuam validas se a matriz original

(A.7) e as matrizes em (i) ou (ii) forem definidas negativas.



APENDICE B

Analise de Estabilidade

Neste apéndice, discutimos de forma mais detalhada alguns resultados que dizem respeito a es-
tabilidade dos sistemas controlados com as técnicas apresentadas no Capitulo 3. Primeiramente,
provamos uma condicao que assegura a estabilidade do sistema a tempo continuo realimentado
sempre que um determinado sistema a tempo discreto for assintoticamente estavel. Posterior-
mente, analisamos a eventual existéncia de periodos de amostragem que inviabilizam a existéncia

de uma solucao estabilizante.

B.1 Estabilidade de Sistemas Amostrados

Durante este trabalho, consideramos sistemas dinamicos que apresentam uma forma de reali-
mentacao sobre amostras do vetor de estado em instantes igualmente espacados. Esta secao tem
por objetivo realizar uma analise mais geral sobre a estabilidade de sistemas amostrados.

Consideremos o sistema dinamico com equacao dinamica
x(t) = Ax(t) + Bx(tx), Vte€ [ty,tyi1), (B.1)

ou seja, o sistema apresenta uma dinamica a tempo continuo e uma realimentacao a tempo
discreto. Suponhamos que os instantes de amostragem sejam igualmente espacados com periodo
T > 0, ou seja, tr 1 —tx = T. Além disso, vamos denotar por x, a amostra do vetor de estado no

instante ty, i.e., xx = x(tx) e utilizamos a notagdo dada em (3.3). Nestas condigoes, o sistema a
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tempo discreto obtido a partir de (B.1) tem equagao dinamica dada por
Xkt1 = (Ag+Ba)xk, (B.2)

onde Ag = O(T) e B4 =T(T), com ®(-) e I'(+) definidos em (3.8). O resultado a seguir afirma
que, se o sistema (B.2) for assintoticamente estavel, entao o mesmo ocorre com o sistema original
(B.1).

Teorema B.1 (Estabilidade) Considere o sistema dinamico (B.1), cujo sistema discretizado
¢ dado por (B.2). Se a matriz dinamica Aq + Bq for Schur, entao o sistema (B.1) é assintoti-

camente estavel.
Prova: Note que a solucdo da equagao diferencial (B.1) é dada por

t—ty

X(t) - eA(titk)Xk +J' €ATdT BXk, vt e [tk,tk+1).
0

Nestas condigoes, temos que

1) T(k+1)
J x(t)'x(t) dt = ZJ x(t)'x(t) dt

0 keN

onde .
11T 0 I
_ A'E AE,
Q(T) = L [I I} e [() O] e H dé¢ > 0.

Como a matriz Agq + B4 é Schur, por hipdtese, segue que o sistema discretizado é assin-
toticamente estavel e, portanto, a série acima é convergente. Com efeito, o seu valor é dado
por

Z X Q(T)xx = x{Pxo,

keN

onde P > 0 é solucao da equacao matricial de Lyapunov
(Aq+Ba)'P(Aqg+Ba)—P+Q(T) =0,

que sempre existe pois a matriz Agq + B4 é Schur.

Portanto, como

J x(t)'x(t) dt = x;Pxp < 00,
0
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segue que o sistema (B.1) é globalmente assintoticamente estavel, pois limy_,« [|X(t)]2 = 0, uma

vez que a integral converge. A prova esta completa. O

Em outras palavras, o teorema acima assegura que, como as amostras peridédicas de um
sistema geram uma sequéncia convergente, entao o sistema a tempo continuo deve ser estavel.
Este resultado valida toda a teoria desenvolvida nos Capitulos 3 e 4 desta dissertacao, uma vez
que as proposicoes enunciadas estao baseadas na estabilidade de um sistema a tempo discreto
com critério de desempenho igual ao do sistema a tempo continuo.

Observe que podemos mostrar que a matriz Q(T) é, na verdade, definida positiva. De fato,
Q(T) > 0 se e somente se

x'Q(T)x > 0, Vx # 0. (B.3)

Porém, por inspegao na estrutura de Q(T), existe x # 0 que torna (B.3) falsa se, e somente se,
AE I
10| | x=0. veenm. (B.4)

pois Q(T) > 0 e esta apenas se anula se isso ocorrer em todo o intervalo integracdo. Porém,
tomando-se & = 0, observamos que o produto acima é nulo apenas se x = 0. Logo, por conti-
nuidade da funcdo f(&) = e%, temos que existe um intervalo arbitrariamente préximo de & = 0
para o qual a funcao nao se anula. Portanto, segue que Q(T) é definida positiva, como queriamos

mostrar.

B.2 Amostragem Patoldégica

Nos Exemplos 3.1, 3.2 e 3.4 apresentados no Capitulo 3 desta dissertacao, observamos e existéncia
de assintotas verticais nos valores 6timos dos critérios de desempenho definidos. Tais valores
do periodo de amostragem fazem com que o sistema nao admita um ganho de realimentacao
de estado que torne o sistema em malha fechada assintoticamente estavel. Vale ressaltar que
observamos que esses valores de T ocorre de forma aproximadamente periddica, para maiores
detalhes ver (Chen & Francis 1995).

Nesta secao, temos o objetivo de analisar de forma mais satisfatéria esta propriedade dos
sistemas de controle estudados. Pelos resultados da se¢do anterior (Teorema B.1), existe um

ganho de realimentagao de estado K € R™*™ tal que o sistema

x(t) = Ax(t) — BKxx (B.5)
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seja globalmente assintoticamente estavel se, e somente se, K é tal que
Xkt1 = (Aga—BaK)xx (B.6)

é globalmente assintoticamente estavel. Neste caso, exige-se a estabilizabilidade do par (A4,Bq),
ou seja, os modos nao—controlaveis do sistema (B.6) devem ser todos assintoticamente estédveis.

Portanto, os periodos em que nao existe ganho estabilizante para o sistema (B.5) sao tais que
o sistema (B.6) nao é estabilizavel. Nos exemplos explorados no Capitulo 3, é verificado que esse
fenomeno ocorre de forma aproximadamente periédica, para os sistemas com modos proprios
instaveis e oscilatorios. Este comportamento nao foi observado para sistemas com polos instaveis
reais ou com polos estaveis.

Em (Seron et al. 1997), os autores realizam uma andlise de limitagoes em sistemas de controle
e de filtragem. Quando sao considerados controladores com amostragem, é definida a amostragem
patoldgica, que é caracterizada pela inexisténcia de solucao estabilizante. Esse fendmeno ocorre
em decorréncia da perda de controlabilidade de modos proprios instaveis, para um dado periodo

de amostragem.
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