- Universidade Estadual de Campinas

“Faculdad

mitrami ° FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTACAO
DEPARTAMENTO DE TELEMATICA

Analise e Projeto de Controladores Robustos por
Alocacao de Polos via Analise Intervalar

Doutorado

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacio da Universidade Estadual
de Campinas, como parte dos requisitos exigidos para a obtenc¢ao do titulo de Doutor em
Engenharia Elétrica.

por

Alfredo Del Sole Lordelo
Engenheiro Eletricista — FEIS/UNESP
Mestre em Engenharia Elétrica — FEIS/UNESP

8 de Julho de 2004 - 9:00 horas
Orientador: Prof. Dr. Paulo Augusto Valente Ferreira FEEC/UNICAMP

Banca Examinadora

Prof. Dr. Paulo Augusto Valente Ferreira FEEC/UNICAMP (Orientador)
Prof. Dr. Pedro Luis Dias Peres FEEC/UNICAMP

Prof. Dr. Joao Bosco Ribeiro do Val FEEC/UNICAMP

Prof. Dr. Antonio Augusto Rodrigues Coelho DAS/UFSC

Prof. Dr. Ely Carneiro de Paiva USF/CENPRA



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

L884a

Lordelo, Alfredo Del Sole

Andlise e projeto de controladores robustos por
alocacao de pdlos via andlise intervalar / Alfredo Del
Sole Lordelo.— Campinas, SP:[s.n.], 2004.

Orientador: Paulo Augusto Valente Ferreira.

Tese (Doutorado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computagdo.

1. Teoria de Controle. 2. Sistemas lineares. 3.
Anélise de intervalos (Matemadtica). 4. Otimizagao
matematica. I. Ferreira, Paulo Augusto Valente. II.
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computacao. III. Titulo.




Resumo

Esta Tese aborda o problema de projeto de controladores robustos para siste-
mas lineares e invariantes no tempo, cujos parametros pertencam a intervalos
fechados. A metodologia proposta é baseada na técnica de alocagdo de polos.
Demonstra-se que quando as especificacdes para a alocacao regional de pdlos
sdo representadas como o espectro de polindmios intervalares adequadamente
selecionados, o projeto do controlador pode ser formulado e solucionado atra-
vés de Andlise Intervalar. Viarios aspectos do projeto de controladores robustos
por Andlise Intervalar sdo integrados dentro de uma formulacio de Programa-
¢do Alvo Linear, cujo objetivo € minimizar o desvio total do desempenho de-
sejado para o sistema em malha fechada. Para sistemas descritos no dominio
da freqiiéncia, trés topicos principais conectados pelo conceito de equacdo Di-
ofantina intervalar sdo tratados: uma investigacio sobre coprimo-robustez de
polindmios intervalares, uma abordagem computacional para o projeto de con-
troladores via alocagdo de polos na presenca de incertezas do tipo intervalar e
o projeto de controladores robustos face a especificacdes envolvendo alocagdo
regional de pdlos. Os controladores por alocagdo robusta de p6los sdo vistos
como solugoes internas da equacao Diofantina intervalar. Caracterizagdes sim-
ples e computacionalmente eficientes do conjunto de todos os controladores
por alocagdo robusta de pélos sdo obtidas e algumas de suas propriedades ge-
ométricas discutidas. Para sistemas descritos através de variaveis de estado,
sdo obtidas representagdes poliedrais convexas explicitas para uma classe de
controladores robustos por realimentagao de estado satisfazendo a equacdo de
Ackermann intervalar. A verificacdo da controlabilidade (observabilidade) de
sistemas intervalares € tratada numericamente através da implementacdo do
método da fatoragdo [Q][R] intervalar. Apds caracterizar explicitamente um
sub-conjunto convexo de controladores robustos, o problema de projeto de con-
troladores ndo-frdgeis é formulado como um problema de centralizacdo, que
pode ser resolvido por algoritmos de Otimizagdo Global.
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Abstract

This Thesis addresses the problem of robust controller design for linear time-
invariant systems, whose parameters belong to closed intervals. The proposed
methodology is based on the pole placement technique. It is shown that when
the regional pole placement specifications are represented as spectrum of pro-
perly selected interval polynomials, the robust controller design can be formu-
lated and solved by Interval Analysis. Many aspects of robust controller design
though Interval Analysis are integrated in a Goal Programming framework,
whose objective is the minimization of the overall deviation from the desired
closed-loop system. For frequency domain representation, three main topics
connected by the concept of interval Diophantine equation are treated: an in-
vestigation about robust coprimeness of interval polynomials, a reliable com-
puting approach for the design of pole placement controllers in the presence of
inaccuracies of interval type and the design of robust controllers with regional
pole placement specifications. Robust pole placement controllers are viewed as
inner solutions of the interval Diophantine equation. Simple computationally
efficient characterizations of the set of all robust pole placement controllers are
obtained and some of its geometric properties discussed. For state space repre-
sentation, explicit convex polyhedral representations of a class of robust state
feedback controllers satisfying the interval Ackermann’s equation are derived.
The related problem of checking controllability (observability) of interval sys-
tems is addressed numerically by means of an interval implementation of the
[Q][R)] factorization method. After explicitly characterizing a convex subset
of robust controllers, the problem of designing non-fragiles controllers is for-
mulated as a centering problem, that can be solved by a Global Optimization
algorithm.
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Capitulo 1

Introducao Geral

O PROBLEMA de projeto de controladores para sistemas lineares e invariantes no tempo,
destinados a garantir respostas transiente e de estado estaciondrio satisfatérias em malha
fechada, tem uma solucao pratica através de alocacdo de polos. A técnica € baseada no fato
de que muitas especificacdes de desempenho podem ser satisfeitas utilizando-se realimen-
tacdo dinamica da saida para alocar adequadamente os pdlos de malha fechada.

Uma extensao do problema cldssico de alocacdo de polos € o problema de alocagdo
regional de poélos, cujo objetivo € alocar os polos de malha fechada em uma regido ade-
quada do plano complexo s. O problema de alocacdo regional de polos € quase sempre
tratado em conex@o com o problema mais geral de alocacdo robusta de pélos, de acordo
com o qual, o controlador robusto deve alocar os pélos de malha fechada em uma regiao
especifica do plano complexo s face a incertezas com respeito ao modelo matemadtico da
planta. Em muitas situagdes reais, as incertezas se refletem nos parametros da planta, o que
tem motivado extensos esfor¢os de pesquisa em Teoria de Controle Robusto Paramétrico
(Ackermann 1993), (Barmish 1994), (Bhattacharyya, Chapellat e Keel 1995).

Na presente Tese, plantas incertas sdo representadas por funcdes de transferéncia pro-
prias com coeficientes pertencentes a intervalos reais. O problema de alocagdo robusta de
polos é formulado como o problema de se alocar robustamente os p6los de malha fechada
em uma regido especificada através das raizes de um polindmio caracteristico intervalar.
Condi¢des semelhantes sdo adotadas em (Soh, Evans, Petersen e Betz 1987), (Rotstein,
Pefia, Bandoni, Desages e Romagnoli 1991) e (Keel e Bhattacharyya 1997a).

A abordagem proposta para o problema de alocagdo robusta de polindmios caracteristi-
cos € semelhante as apresentadas em (Soh et al. 1987) e (Keel e Bhattacharyya 1999a). Em
(Soh et al. 1987), apds se caracterizar explicitamente o conjunto de todos os controladores
por alocacao robusta de polos, a distancia de um controlador nominal a este conjunto € mi-
nimizada utilizando-se uma técnica de Programagdo Néo-Linear. Um método baseado em
sensibilidade aplicado a um polindmio caracteristico nominal € utilizado para especificar o
polindmio caracteristico intervalar.

Em (Rotstein et al. 1991), a distancia a um controlador nominal e o tamanho da re-
gido de incertezas sdo relacionados através de uma técnica de projeto por alocagdo robusta
de pdlos baseada em Otimizagdo Semi-infinita. Em (Keel e Bhattacharyya 1997a), alguns



desenvolvimentos importantes das dltimas duas décadas na drea de controle robusto sdo
empregados para tratar o problema de alocacdo robusta de pdlos em uma estrutura de Pro-
gramagdo Linear. Em particular, o Teorema das Arestas (Bartlett, Hollot e Lin 1988) é
utilizado para obter o espaco de raizes de polindmios intervalares, permitindo especifica-
¢coes de desempenho para o sistema em malha fechada em termos de critérios comuns no
dominio da freqii€éncia como, por exemplo, taxa de amortecimento e grau de estabilidade
(Bhattacharyya et al. 1995).

O ponto de partida para todas as técnicas por alocacao robusta de pélos mencionadas € a
técnica de projeto classica de alocacao de pdlos. Como amplamente discutido em (Astrom e
Wittenmark 1997) e (Chen 1999), entre outros, a solu¢do do problema cléssico de alocagdo
de pdlos pode ser reduzida, sob condi¢des apropriadas, a solugdo da conhecida equacdo
Diofantina, cuja versdo matricial assume a forma de um sistema linear, Ax = b, na qual
A é a matriz de Sylvester associada a uma dada planta de ordem n,  é o vetor com os
coeficientes de um controlador de ordem 7 a ser projetado e b é o vetor com os coeficientes
de um dado polindmio caracteristico de grau n + r. Dadas A e b, existe um controlador
x, tal que Ax = b se e somente se os dois polindmios que descrevem a planta forem
coprimos € v > n — 1. Dois polindmios sdo coprimos se e somente se a resultante de
Sylvester associada é ndo-singular (Chen 1999).

O principal objetivo desta Tese € abordar a técnica de projeto de alocagdao de podlos
de maneira sistematizada dentro de conceitos e métodos de Andlise Intervalar (Alefeld e
Herzberger 1983), (Moore 1979). A motivacdo € levar em conta possiveis representacoes
intervalares, tanto para os coeficientes da planta quanto para os coeficientes do polindmio
caracteristico de malha fechada, o que leva a introducdo de uma equacdo Diofantina in-
tervalar, e propor métodos de projeto de controladores baseados nos conceitos de Anélise
Intervalar. A versdo matricial da equacdo Diofantina intervalar assume a forma de um sis-
tema linear intervalar [A]x = [b], na qual [A] e [b] sdo a matriz de Sylvester intervalar e
o vetor intervalar associados a uma dada planta intervalar e a um dado polindmio caracte-
ristico intervalar, respectivamente. A Andlise Intervalar tem se tornado util para lidar com
importantes problemas na drea de controle, o que tem se refletido no crescente ntimero de
publicagdes sobre suas aplicagdes em Sistemas de Controle. Em (Jaulin, Kieffer, Didrit e
Walter 2001) € apresentada uma discussdo mais detalhada do assunto.

O problema de projeto de controladores robustos por realimentacio de estado para sis-
temas lineares e invariantes no tempo intervalares, de maneira a estabilizar ou garantir um
desempenho desejado em malha fechada, também ¢ abordado nesta Tese. Em (Chen 1999),
sdo apresentadas condi¢des de estabilidade através da realimentacdo de estado a ganhos
constantes, assim como solu¢des para problemas de alocagdo de pélos através de realimen-
tacdo de estado para sistemas cujos parametros sdo precisamente conhecidos. Da mesma
forma que no caso anterior, modelos lineares de sistemas reais podem incluir parametros
cujos valores sdo desconhecidos, mas limitados em conjuntos compactos, geralmente des-
critos na forma de intervalos fechados. Neste caso, estabilizacdo e desempenho através
de realimentacdo de estado devem ser formulados no sentido da robustez. O problema de
controle robusto consiste em encontrar um ganho de realimentacdo de estado, de maneira a
posicionar todos os pdlos do sistema em malha fechada no semi-plano esquerdo do plano



complexo s (estabiliza¢do robusta) ou em uma determinada regido do semi-plano esquerdo
do plano complexo s (desempenho robusto) para cada conjunto de pardmetros do sistema.

O problema de estabilizagdo robusta tem sido tratado na literatura através de duas me-
todologias distintas (Wei 1994). Na primeira, o sistema incerto € visto como um sistema
nominal sujeito a perturbacdes. O problema € entdo decomposto em subproblemas de esta-
bilizagcao do sistema nominal e prova-se que o sistema em malha fechada permanece estavel
com respeito a todas as possiveis perturbacdes. Métodos que se encaixam nesta catego-
ria foram propostos em (Yedavali 1985) e (Zhou e Khargonekar 1987), por exemplo. De
acordo com a segunda metodologia, a estabilidade do sistema € inicialmente determinada
e entdo, um controlador estabilizante € projetado. Condic¢des de estabilidade para sistemas
incertos e os seus respectivos métodos de projeto foram propostos em (Wei 1994) e (Wei e
Barmish 1989), entre outros.

Como no caso descrito anteriormente através de fungdes de transferéncia e apresentado
em (Keel e Bhattacharyya 1999a), as especificacdes regionais para alocacao de pélos sdo
formuladas como conjuntos espectrais de polindomios intervalares que podem ser obtidos
de forma eficiente através do Teorema das Arestas (Bartlett et al. 1988). A existéncia e o
projeto de controladores robustos por realimentacdo de estado sdo baseados nos conceitos
e métodos de Anadlise Intervalar (Alefeld e Herzberger 1983) para a representagdo matricial
intervalar do sistema. A metodologia proposta nesta Tese foi motivada pelo desenvolvi-
mento apresentado em (Smagina e Brewer 2002) para o problema de estabilizacdo robusta.
O objetivo do método aqui proposto é encontrar as solucoes internas (Rohn 1986) para a
chamada equacdo de Ackermann intervalar formuladas de maneira a representar controla-
dores robustos por realimentacdo de estado. Sdo obtidas representagdes poliedrais convexas
do conjunto de todos os controladores robustos por realimentacdo de estado, permitindo in-
vestigar a existéncia de controladores robustos de estado observado através de Programacgao
Linear.

A Tese estd organizada como se segue.

O Capitulo 2 apresenta defini¢des relacionadas a conjuntos intervalares fechados e a
operacdes com Algebra Intervalar, seguidas de exemplos. O objetivo é introduzir no-
coes suficientes para o entendimento dos métodos apresentados nos capitulos seguintes.
Detalhes adicionais sdo descritos em (Alefeld e Herzberger 1983), (Jaulin et al. 2001),
(Moore 1966) e (Moore 1979).

O Capitulo 3 apresenta inicialmente a técnica de alocacdo de pdlos e a caracterizacao
da equacdo Diofantina. Em seguida, é apresentada uma andlise da ndo-singularidade ro-
busta da resultante de Sylvester intervalar associada a dois polindmios intervalares. O
método € baseado no Algoritmo da Bissecdo aplicado a solu¢do de certos problemas de
Programacao Linear e permite estimar o raio de ndo-singularidade robusta de uma matriz
intervalar. Também € tratado o problema da coprimo-robustez de polindmios intervalares a
partir dos resultados anteriores sobre ndo-singularidade robusta. Finalmente, ¢ apresentado
um método computacional para o projeto de controladores por alocacdo robusta de poélos,
na presenca de incertezas do tipo intervalar, através da solucao da equagao Diofantina inter-
valar. O projeto de controladores robustos € obtido na forma de um controlador intervalar,
ou seja, um controlador com coeficientes intervalares que contém todas as solugdes possi-



veis do problema de alocac@o de pdlos. Através do Teorema das Arestas (Bhattacharyya
et al. 1995), caracteriza-se entdo a regido do plano complexo s atingivel pelo controlador
intervalar que, deste modo, fornece um desempenho garantido para o sistema em malha
fechada. Exemplos numéricos ilustram os principais resultados apresentados.

O Capitulo 4 € dedicado a caracterizagdo, andlise e projeto dos controladores robustos
como solucdes internas de equagdes Diofantinas intervalares. Caracteriza¢des simples e
computacionalmente eficientes do conjunto de todos os controladores por alocacao robusta
de pélos sio obtidas e algumas das suas propriedades geométricas discutidas. E apresentada
uma abordagem computacional, baseada em otimizag¢do, para o projeto de controladores de
ordem fixa. O método envolve técnicas cldssicas de projeto por alocacdo de pdlos para
plantas lineares e invariantes no tempo, com ou sem incertezas do tipo intervalar, dentro
de uma estrutura de Programacdo Alvo. O uso de Programacdo Alvo com coeficientes in-
tervalares (Inuiguchi e Kume 1991) permite uma solu¢do substancialmente mais simples
para o problema de alocagdo robusta do que as apresentadas em (Soh et al. 1987) e (Keel
e Bhattacharyya 1999a), e como em (Keel e Bhattacharyya 1999a), todos os problemas de
projeto de controladores podem ser reduzidos a problemas de Programacao Linear. O ob-
jetivo do projeto é a minimizagdo do desvio total do desempenho desejado para o sistema
em malha fechada, especificado por um espectro de polindmios caracteristicos. Finalmente,
apos caracterizar explicitamente um subconjunto convexo de controladores robustos, o pro-
blema de projeto de controladores ndo-frdageis é formulado como um problema de centrali-
zagdo, que € entdo resolvido por um algoritmo de Otimizacdo Global. Exemplos numéricos
ilustram os principais resultados apresentados.

O Capitulo 5 apresenta uma metodologia baseada em Andlise Intervalar para o projeto
de controladores robustos por realimentacdo de estado para sistemas lineares e invariantes
no tempo intervalares. De forma semelhante a metodologia de projeto de controladores an-
teriormente apresentada para sistemas descritos no dominio da freqiiéncia, é demonstrado
que quando o problema de alocagdo robusta de pélos é representado através do espectro de
polindmios intervalares adequadamente selecionados, este pode ser totalmente formulado e
resolvido em um contexto de Andlise Intervalar. O problema de controle robusto consiste
em encontrar um ganho de realimentacio de estado de maneira a alocar todos os pdlos de
malha fechada numa regido previamente especificada no semi-plano esquerdo do plano s,
para todos os possiveis conjuntos de parametros do sistema. Sdo obtidas representacdes
poliedrais convexas explicitas para uma classe de controladores robustos por realimentag¢ao
de estado satisfazendo a equacdo de Ackermann intervalar. Também € proposto um proce-
dimento de projeto baseado em Programacao Nao-Linear que objetiva a maximizagdo da
ndo-fragilidade do controlador robusto. Problemas relacionados a verificagdo da controla-
bilidade e da observabilidade de sistemas intervalares sdo tratados numericamente através
da implementacdo do método da fatoracdo [Q][R)] intervalar. Também sdo apresentadas
extensoes relativamente simples, para sistemas intervalares, de resultados conhecidos em
projeto por realimentacdo de estado. Exemplos numéricos ilustram os principais resultados
apresentados.

O Capitulo 6 apresenta as conclusdes e expde as perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos de Analise Intervalar

2.1 Introducao

Este Capitulo 2 apresenta defini¢des relacionadas a conjuntos intervalares fechados e a ope-
racdes com Algebra Intervalar, seguidas de exemplos. O objetivo é introduzir no¢des su-
ficientes para o entendimento dos métodos apresentados nos capitulos seguintes. Detalhes
adicionais sdo descritos em (Alefeld e Herzberger 1983), (Jaulin et al. 2001), (Moore 1966)
e (Moore 1979).

2.2 Intervalos Reais

O conjunto dos nimeros reais € definido por R e os elementos de R por letras mintsculas
a,b,c, ..., z,y,z. Um subconjunto conexo de R, representado como [a]

la] :=[a~,a’] := {x de maneira que a~ < z < a* paratodoa” e a” € R}

€ chamado de intervalo real ou, simplesmente, de intervalo. O limitante inferior a= € o
limitante superior a* de [a] sdo definidos, respectivamente, como

a” = sup{z € {RU[—o0,00]} de maneira que, para todo a € [a],z < a},
a” = inf{y € {RU][—00, 0]} de maneira que, para todo a € [a], a < y},

ou seja, a~ é o maior ndimero a esquerda de [a] e a™ é 0 menor nimero a sua direita.

Exemplo 2.2.1 Considere o intervalo [a] = [-3,7], entdo a~ = =3, a™ = T.

O conjunto de todos os intervalos reais fechados € representado por IR e os elementos
de IR por letras minusculas entre colchetes [al, [b], [c], ..., [z], [y], [z]. Os nimeros reais

5
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x € R sdo um caso particular em que [z, 2| € IR e sdo denominados intervalos degenerados
ou pontuais. Desde que R e () sdo simultaneamente abertos e fechados, ambos pertencem
a IR, embora ainda seja assunto de discussdo se o conjunto vazio () deveria ou nio ser
considerado um intervalo. A seguir, sdo apresentadas algumas defini¢cdes relevantes sobre
Analise Intervalar, envolvendo intervalos fechados.

Definiciio 2.2.1 Dois intervalos [a] = [a~,a™]| e [b] = [b, bT], ambos € IR, sdo iguais, ou
seja, [a] = [b], se e somente se, a= =b~ ea’ =0bT. O

Definicao 2.2.2 A largura a,,, o ponto central a., o raio § e o valor absoluto de qualquer
intervalo limitado e ndo-vazio [a] = [a™,a™| € IR sdo definidos, respectivamente, por

a” +a* at —a” _
Qyi=aT —aT, A=, §:=——— e |ld] :=max{|a"|,|at]}.

Definicdo 2.2.3 Considere o € {+,—, ,/} uma operagcdo bindria em R. Se [a] e [b],
ambos € IR, entdo a operacdo bindria correspondente em IR é definida por

[a] © [b] :== {a o b paratodo a € [a] e b € [b]}.

Deve-se notar que os simbolos utilizados para as operagdes em R e IR sdo os mes-
mos. Isto ndo deve gerar confusdo, desde que sempre ficara claro a partir do contexto se a
operacdo é em R ou em [R.

Para intervalos fechados néo-vazios, as operagdes sobre os intervalos [a] = [a™,a™] e
[b] = [b~,bT] s@o calculadas explicitamente em termos dos seus extremos, como descrito
em (2.1). Isto segue do fato de que z = f(x,y), na qual f(z,y) = z oy, com ¢ €
{+,—,-,/} ser uma fun¢io continua sobre um conjunto compacto. Portanto, a fun¢do
f(z,y) corresponde ao maior e menor valor, assim como a todos os valores intermedidrios.
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[a] +[b] = [a”+b ,a" +bT],
[a] =B = [a” =b"a" = b7]=[a] + [-1,-1] - [0],
[a] - [b] = [min{a b ,a b",a"b " ,atb"}, max{a b ,a b, atb",atbT}],
a-la = |Ja-a,a- a+] se a > 0,
= [a-a",a-a”] sea<0,
[a]/[b] = [a]- (1/][b]),
1/[p] = 0 selb] =]0,0],
= [1/b7,1/b7] se 0¢ [b],
= [1/bT,00[ se b =0ebt >0,
= |- ool/b] se b <0 e b"=0,
= ]—o0,00[ se b <0 e b">0. (2.1)

Logo, [a] ¢ [b] é também um intervalo real fechado e as expressdes em (2.1) fornecem
o menor e o maior valor de f(z,y), sendo que IR é fechado para estas operagdes. Certa-
mente, quando aplicadas em intervalos degenerados [a] e [b], as regras descritas em (2.1)
sao simplificadas para as regras conhecidas das operacdes da aritmética pontual, que € um
caso particular da aritmética intervalar.

Exemplo 2.2.2 Exemplos de tais operagoes em IR sdo

([1,2.2] - [0,2]) + [1,3] = [0,4.4] +[1,3] = [1,7.4],
1/[2,4] = [0.25,0.5],
[3,4]/[0,0] = 0.

Por simplicidade, o simbolo - referente a multiplicacao serd omitido deste ponto em di-
ante. Além das operagdes descritas na Definicao 2.2.3, existem outras operagdes, a maioria
undria, isto é, operagdes de um unico argumento, com intervalos tais como as relacionadas
a seguir.

Definicio 2.2.4 Se r(x) é uma operagdo undria continua em R, entdo uma operagdo und-
ria em IR é definida por

r([z]) = {[min r(x), max r(z)|, para todo x € [z]}.
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Exemplo 2.2.3 Exemplos de tais operacoes em IR sdo

[~1,3* = [0,9],
exp([0,1]) = lexp(0), exp(1)] = [L, €],
V4,25 = [V4,V25) = [2,5]
[—25, —4] 0,

[—-50,1] = +/[0,1] = [0,1]

Para funcdes ndo-monotdnicas, a situ¢do ¢ mais complicada e exige certa atencao.

Exemplo 2.2.4 A operagdo sen([0,7]) = [0,1] € diferente de [sen(0), sen(m)] = [0,0].
Da mesma forma, sen([2.6,7.2]) = [—1,0.7937] ¢ diferente de [sen(2.6),sen(7.2)] =
[0.5155,0.7937].

O seguinte teorema apresenta algumas propriedades das operacoes algébricas em IR.

Teorema 2.2.1 Considere os intervalos [a), [b] e [c] € IR. Entdo as seguintes propriedades
sdo verdadeiras:

o [a] + [b] = [b] + [a] e [a][b] = [b][a] (comutatividade);

o (la] + b)) + [d] = [a] + ([b] + [c]) e ([a][b])[c] = [al([bl[c]) (associatividade);

[z] =1[0,0] e [y] = [1, 1] sdo os tinicos elementos neutros para a adi¢do e multiplica-
cdo intervalares, respectivamente, ou seja

[a] = [z] + [a] = [a] + [z] para todo [a] € IR se e somente se [x] = [0, 0];
[a] = [y]la] = [a][y] para todo [a] € IR se e somente se [y] = [1,1];

IR ndao possui divisores por zero;

Também é verificado que

a([b] + [d]) = a[b] + alc], a € R;
[a]([6] + [c]) = [a][b] + [a][c] se bc > 0, paratodo b € [b] e ¢ € [c].
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Prova: Veja (Alefeld e Herzberger 1983). O

Desta forma, as propriedades das operagdes basicas em IR sdo diferentes das proprieda-
des em R. Por exemplo, [a] — [a] ndo é necessariamente igual a [0, 0]. Isto se deve ao fato de
que [a| —[a] ={a—0b|a € [a], b € [a]} endo {a —a | a € [a]}. Portanto, a subtragio nio
leva em conta a multi-incidéncia das duas ocorréncias em [a]. A adi¢@o e a multiplicagdo
permanecem associativas e comutativas, mas a multiplicacdo ndo é mais distributiva com
respeito a adi¢do. Ao invés disso, [a]([b] + [c]) C [a][b] + [a][c], propriedade esta, conhecida
como subdistributividade, que € uma conseqiiéncia direta do efeito da multi-incidéncia, ja
que [a] aparece apenas uma vez no lado esquerdo, mas duas vezes no lado direito. Desta
forma, é importante fatorar as formas expandidas o maximo possivel.

Exemplo 2.2.5 A expressio x* —x = (x — 1/2)* — 1/4 ndo é verdadeira quando aplicada

na varidvel [x] € IR. Isto é verificado para [x] = [—1, 3], pois
@] = [2] = [-1,3]" = [-1,3] = [0,9] + [-3,1] = [-3,10],
([x] —1/2)* =1/4 = [-3/2,5/2]* —1/4=0,25/4] — 1/4 = [-1/4,6].

O primeiro resultado é uma aproximacdo pessimista da imagem do conjunto de x> — x em
[—1, 3] e 0 segundo é a imagem deste conjunto.

As operagdes com conjuntos podem ser redefinidas, no contexto de intervalos fechados,
como operagdes com 0s seus limites, ou seja, os limitantes resultantes de uma operagao
intervalar sdo expressos como fungdes dos seus argumentos intervalares.

Definicdo 2.2.5 A intersecdo de dois intervalos [a] e [b], ambos € IR, é definida por

l[a] N [b] = {c € R demaneira que c € [a] e c € [b]},
= {[max{a”,b" },min{a™, 0" }] se max{a”,b"} < min{a™,b"}},

= (0 caso contrdrio.

Definicao 2.2.6 A casca intervalar de um subconjunto A de R é o menor intervalo de TR
que o contenha e é denotado por | Al. O
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Definicdo 2.2.7 A unido de dois intervalos [a] e [b], ambos € IR, é definida por

[a] U [b] :== {c € R de maneira que c € [a] ou c € [b]}.

Como a unido de dois intervalos nao resulta necessariamente em um intervalo fechado,
define-se a unido intervalar como a casca intervalar da unido. Assim,

Definicdo 2.2.8 A unido intervalar de dois intervalos ndo-vazios [a] e [b], ambos € IR, é
definida por

la] U [b] := [[a] U [b]] := {[min{a",b" },max{a™ b }] para todo |a] e [b] € TR}.

2.3 Vetores Reais Intervalares

Um vetor intervalar [a] é um subconjunto de TR", que pode ser definido como o produto
cartesiano de n intervalos fechados. Assim,

;]

la] = [a1] X [ag] X ... X [a,], naqual [a;]=][a;,a] para i=1,2,...,n.

O seu i—ésimo componente intervalar [a;] é a projecdo de [a] sobre 0 i—ésimo eixo. O
conjunto vazio de R™ é descrito por () x . .. x (), pois todos os seus componentes intervalares
sdo0 vazios. Assim, expressdes como [a] = () x [0, 1] ndo fazem sentido, pois [0, 1] ndo é
uma projecdo de [a] sobre o segundo eixo. Isto garante a unicidade de notacdo de um
determinado vetor intervalar. O conjunto de todos os vetores intervalares de dimensdo n é
denotado por IR".

Muitas das defini¢es introduzidas anteriormente para intervalos sdo estendidas para
vetores intervalares. Por exemplo, um vetor intervalar é degenerado se todos os seus com-
ponentes intervalares forem degenerados. Qualquer vetor com pelo menos um componente
degenerado possui volume nulo, no entanto, um vetor intervalar com volume nulo ndo é
necessariamente degenerado.

O limitante inferior a™ e o limitante superior a™ de um vetor intervalar sdo vetores
degenerados que consistem dos limitantes inferiores e superiores, respectivamente, dos seus
componentes intervalares. Assim,

a” =laja; ... a
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Defini¢ao 2.3.1 Dois vetores intervalares [a] = [a=,a™| e [b] = [b—, bT|, ambos € TR",
sdo iguais, ou seja, [a] = [b], se e somente se, a” = b~ eat =bT. O

Definicao 2.3.2 A largura a., o ponto central a, o raio § e o valor absoluto de qualquer

vetor intervalar limitado e ndo-vazio [a] = [a~, a™] € IR" sdo definidos, respectivamente,
por
a” +at at —a”
ap:=at —a”, a.:= — §:= — ¢ [a]| := max{| a™|,| a™|}.
O

Definicio 2.3.3 A intersecdo de dois vetores intervalares [a] e [b], ambos € TR", é definida
por

(@] N [b] = (Jar] N [br] % [as] O [bo] X ... X [an] N [ba]).

Definicdo 2.3.4 A casca intervalar de um subconjunto A de R™ é o menor vetor intervalar
de IR" que o contenha e é denotado por [A|. O

Como a unido de dois vetores intervalares nao resulta necessariamente em um vetor
intervalar fechado, define-se a unido intervalar de dois vetores intervalares como a casca
intervalar da unido de dois vetores intervalares. Assim,

Definicio 2.3.5 A unido intervalar de dois vetores intervalares ndo-vazios |a] e [b], ambos
€ [R", é definida por

[a] U [b] := [[a] U [b]], == ([aa] U [ba] x [ag] U [bo] ... X [an] U [bn]).

Também é verdadeiro que [a] C [b] se e somente se [a1] C [b1] e [az] C [ba] e ... e
[a,] C [by], assim como a € [b] se e somente se a; € [b1] e as € [bo] e ... ea, € [b,].
Operagdes classicas para vetores intervalares sdo extensoes diretas das operacdes para

vetores degenerados. Assim, se [a] e [b] € IR" ese a € R, entdoparai =1,2,...,n
ala] = (afa]) x (afas]) x (afan]),
[@]"[b] = [a1][b1] an)[bn],

[
[a] + 6] = ([
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2.4 Matrizes Reais Intervalares

Uma matriz intervalar [A] de dimensdo n x m é um subconjunto de IR™*™ definido

como o produto cartesiano de nm intervalos fechados. Assim, para ¢ = 1,2,...,n e
j=12....m
[a11] [aia] ... [a1m]
[A] = [a:Ql] [&:22] [Clzzm] = [an] X [a12] X . .. X [anm] = [[aijﬂ
[@n1] [ano] -0 [Gnm)
na qual, [a;;] = [a;;, a;;] € a projecdo de [A] sobre os (i, ) —ésimos eixos. Esta defini¢do

torna Unica a representacdo da matriz vazia. Por exemplo,

A=y %]

ndo faz sentido, pois a proje¢éo da matriz representada pelo produto cartesiano () x [0, 1] x
() x () sobre os eixos (i,j) = (1,2) é vazia e, portanto, diferente de [0, 1]. O conjunto de
todas as n X m matrizes intervalares € denotado por TR ",

O limitante inferior A~ e o limitante superior AT de uma matriz intervalar sdo matrizes
degeneradas que consistem dos limitantes inferiores e superiores, respectivamente, dos seus
componentes intervalares. Assim,

- = — + +
Ay Qg -ee Ay Ay A --- Ay
- = — + +
Gy Qgp ... Qo Ay Qgp --- Aoy
A= T . e At:=| T | .
- - - + .+ +
Ay Cpy oo Qo Apy CQpy .. Q)

Defini¢do 2.4.1 Duas matrizes [A] = [A~, AT] e [B] = [B~, BT], ambas € TR™",
sdo iguais, ou seja, [A] = [B), se e somente se, A~ = B~ ¢ At = BT, O

Definicao 2.4.2 A largura A.,, o ponto central A., o raio A e o valor absoluto de qual-
quer matriz intervalar limitada e ndo-vazia [A] = [A=, AT| € IR™™™ sdo definidos,
respectivamente, por

AT +AT AT A7

A, =AT - A— A.= , :
2 2

[A]] := max{] A=],| AT}.
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Para [A]e [B] €e IR"™ e C € R, comi = 1,2,...,nej=1,2...,m é verda-
deiro que [A] C [B] se e somente se [a;;] C [b;;], assim como C' € [B] se e somente se
Cij S [b”]

Se [A] e [B] sdo matrizes intervalares de dimensdes apropriadas e se ¢ é um operador
binario, entdo

[A] o [B] ={A¢ B paratoda A € [A] e B € [B]}.

Se[A]e [B] € IR"", [c] e IR"ea € R,entdoparai =1,...,nej=1,...,n

alA] = (alan]) x (afa]) X ... X (a]anm]),
[A] +[B] = ([ai;] + [bi]),
[A][B] = [aix] [brj] ) ,
Alld] = ( >_laglles) )

O produto de duas matrizes intervalares nao € associativo ou comutativo com respeito a

escalares, ou seja, ([A][B])[C] # [A]([B][C]) e a([A][c]) # [A](a[c]).

2.5 Imagem de Funcoes Reais Intervalares

Nesta secdo, sdo consideradas funcdes reais continuas f com argumentos intervalares. Uma
expressdo f(z) pertencente a f é um procedimento que determina o valor da fungdo f
para todo argumento z. Se uma expressdo pertencente a f também é formada por cons-
tantes a(?, ..., a™, entdo, isso é especificado por f(x;a®, ..., a™). Por simplicidade,
assume-se que cada constante ak), para 0 < k < m, ocorre uma tnica vez em cada expres-
sdo. Se este ndo for o caso, pode-se introduzir novas constantes equivalentes as multiplas
ocorréncias de maneira a transforma-las para a forma padrao.

Definicao 2.5.1 O intervalo de todos os valores da funcdo f é denotado por

W(f [a]; [, ™) = {f(250@, . al™) L2 € [a],a® € [a]®, 0 <k <m,
min /max  {f(z;a?,... a"™)}
x € [2]
= a®) € [q]®
0<k<m
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Exemplo 2.5.1 Considere a expressdo definida por

na qual [a] = [0, 1] e [z] = [2, 3]. Da Defini¢cdo 2.5.1

W(g.[2,3];]0,1]) = { b 19<2<3,0<a<1 } — [-2,0].

Definiciio 2.5.2 O intervalo obtido de uma fungdo f é definido por f([z]; [a]®, ..., [a]"™).
(]

O intervalo obtido de uma fun¢do f depende da escolha da expressdo para f.

Exemplo 2.5.2 Uma expressdo equivalente para a funcdo g do Exemplo 2.5.1 é definida
por

ballo) = = AL oo
Para [a] = [0,1], [z] = [2, 3], sdo encontrados dois valores intervalares distintos. Assim,
o350, = PEEN a0 £ w30 = o~ 2.0

As notacdes descritas nas Defini¢des 2.5.1 e 2.5.2 também podem ser aplicadas para

fungdes de vérias varidveis. A expressao f (x(l) R RN a(m)) tem, entdo, o inter-
valo W(f [z ] v [2]™:a)@) L [a]™), quando ambos 2 € [2]®), 1 < k < n
e a® ¢ [a]®, 0 < j < m sdo considerados independentes. O intervalo obtido de
f([z]*, ..., [2]™ [a]©@, . .., [a]™) é definido de forma semelhante.

Teorema 2.5.1 Considere f(z™,... 2;a® . . a™) como a expressio de uma fun-
¢cdo continua e assuma que o intervalo obtido de f([y]V, ... [y]™;[b]©,. .., [b](™) é defi-
nido por intervalos [y]V, ... [y]™: [b]©), ..., [b]"™. Desta forma, para todo [x]* C [y]*

ela]? C b)Y, 1 <k<nel<j<m,éverdadeiro que

W(f, [, 251, [a)™) € F([)Y, L [2] ™5 (0], [a)™)
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Prova: Veja (Alefeld e Herzberger 1983) O

Exemplo 2.5.3 Considere a funcdo f definida pela expressdo

x # —1.

Escolhendo [x] = [—1/2,1] e [a] = [2, 3], obtém-se as seguintes rela¢bes

W =1/2,1502,3]) = [3/2,4] € f([=1/2,1];[2,3]) = [0,4],
F(1=1/2,1(2,3]) = 10,4 € £([-1/2,2];[2,3]) = [-2,4].

2.6 Equacoes Lineares Intervalares

Considere agora a solug¢do de equagdes lineares intervalares do tipo [a][z] = [b], para [a],
[b] e [z] € IR, quando [a] # [0, 0]. Para isso, define-se a fun¢ao auxiliar

Yoo a"/at se a7 <|at|,
™) at/a~  caso contrério.

Teorema 2.6.1 A equacdo linear intervalar [a][x] = [b] é satisfeita por [x] € IR se e
somente se X, > Xyp. A solugdo ndo € uinica se e somente se X = X < 0.

Prova: Veja (Alefeld e Herzberger 1983) O

Exemplo 2.6.1 Considere a equagdo linear intervalar [a][x] = [b], na qual [a] = [1,2],
[b] = [—1,3] e [z] € IR. Esta equagdo é unicamente satisfeita por [v| = [—1/2,3/2|, dado
que X = 1/2 > Xy = —1/3. Por outro lado, considere o conjunto de solugdes das
equagdes ax = b, para a € [1,2] e b € [—1, 3]. Assim, a solu¢do

{r=0b/alac(l,2]ebe[-1,3]} =[-1,3]/[1,2] = [-1,3] D [z].
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Neste sentido, [z] é chamado de solugcdo algébrica de [a][z] = [b]. Suponha que 0 ¢ [a]
seja satisfeito por um [z] € IR, entdo [x] C [b]/[a]. Isto é verdadeiro, pois se existir a € [a]
e b € [b], na qual ax = b, de maneira que x = b/a € [b]/[a], entdo = € [z].

Exemplo 2.6.2 Considere o sistema de equacdes lineares intervalares de segunda ordem
[A][x] = [b], [A] € IR**?, [z] e [b] € IR?, definido como
[an][1] + [are][z2] = [bd],

[agi][z1] + [age][z2] = [ba]. (2.2)

Assim, utilizando-se o processo de Eliminacdo de Gauss (Barnett 1990), o sistema (2.2)
pode ser reescrito na forma

[an][z1] + [are][za] = [bi],
([ar1][aze] — [agi][arz])[x2] = [a11][ba] — [a21][ba].
Se 0 ¢ [(111][@22] - [agl][am], entdo

[a11][ba] — [ag1][b:]

a11] [a22] - [a21] [a12]

[xQ] - [

e se 0 & [ayy], entdo
(1] — [anafz2]

[1’1] - [all]

Um rearranjo em (2.2) pode assegurar que 0 ¢ [a11]| se a matriz [A], formada pelos
coeficientes [a;;| para i, j = 1,2, for ndo-singular, ou seja, 0 ¢ det([A]). Assim, a condigdo
0 ¢ [a11] ndo é essencialmente restritiva.

De forma alternativa, utilizando-se a Regra de Cramer (Barnett 1990),

] = [b1][ass] — [ba][ai2]
[a11][aza] — [a12][a21] ’

s = [b2][an] — [ba]laz]
[a11][ags] — [a1z][az]

O conjunto solucdo para este sistema de equagoes intervalares é descrito por

- bQ][a”]} para todo a;; € [a;;] e b; € [bj] } :

a 1}1} para todo aij € [aij] e bj € [bj], }

2
a1z][az
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Para o caso em que [a11] = |ag1] = [1,1], [a12] = [2, 2], [age] = [10,12], [b1] = [1,1] e
[b2] = [0, 0],
1] = { by paratodo ax € [10,12] |
[z0] = { [am}’j[m} para todo ays € [10,12] } .
Utilizando dlgebra intervalar, obtém-se [x1] = [1.0000, 1.5000] e [z5] = [—0.1250, —0.1000].

O resultado obtido através do INTLAB (Rump 1999), um programa de aritmética interva-
lar desenvolvido como uma toolbox do MATLAB, é dado por [r,] = [1.1941,1.2503] e
[xo] = [—0.1252, —0.0970].

A andlise de sistemas de equacgdes lineares intervalares pode ser colocada em termos
mais gerais.

Definicio 2.6.1 O conjunto-solucdo para equagées lineares intervalares na forma [A]x =
[b] é definido como

3 :={x: [A]x = [b] para alguma A € [A] e algum b € [b]}.

A seguinte relacdo € usada para evitar o uso de valores absolutos.
Definicao 2.6.2 Considere

Z={xecR":z;=+loux;=—-1, i=12 ...,n}

composto de 2" vetores, de maneira que para cada z € Z,

2 0 - 0
0 2z - 0

T, = R ] =diag(z1,22, -, 2n)
0 0 --- 2z,

e para cada x € R",

) { +1 sex; >0,
sign(); =

-1 sex; <O0.

Logo, sign(x) € Z qualquer que seja x € R™. Como z = sign(x), entdo T,x = |x|. O
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A seguinte caracterizagdo de 3 em termos dos centros e raios de [A] e [b] foi introduzida
em (Oettli e Prager 1964) e (Oettli 1965).

Teorema 2.6.2 (Desigualdade de Oettli-Prager) Considere a equagdo intervalar [Alx =
b], na qual [A] = [A. — A, A.+ Al e [b] = [b. — 6,b. + 6]. Entdo

Y={x : |Axx — b — Alz| <}

Prova: Em (Oettli e Prager 1964) e (Oettli 1965) é calculado o vetor residual r(x) =
A.x — b, e demonstrado que x € X se e somente se Alx| + & > |r(x)|.

A demonstracdo a seguir € baseada em (Rohn 1989).

Necessidade: Se x € 3, entdo Ax = b para alguma A € [A] e algum b € [b],
oquelevaa |[Acx — b.| = [(Ac — A)x + b — b.| < Alxz| + 4, pois |[Acx — b.| =
|Acx — Az +b—b.|=0=—-Ax+b= Az =b.

Suficiéncia: Considere [A] = [A. — A, A. + A] € IR™™" uma matriz intervalar e
[b] = [bc — d,b. + 8] € IR" um vetor intervalar. Defina, para quaisquer vetores y e z € 2

A, = A.-T,AT,,

b, = b.+T,0.
Assim, paracadaie 7 = 1,2,...,n, defina
(A.). = (A — A)ij se Yz =1,
vzlij - (Ac+A);; se yizj = —1,
(b ) L (bc + 5)2 € Y = 17
vie (b —0), se y; =—1,
de maneira que A,, € [A] e b, € [b]. Considere
|Acx — be| < Alx| + 9, (2.3)

para algum « e defina y = sign(A.x — b.), entdoy € Z e

|Acz — be| = T, (Acz — be) = Alz| + 6.

Como T, ' = T, tem-se que

Acx — b, = Ty(Alz| + 9). (2.4)
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Do mesmo modo, se x satisfaz a equacao (2.4), para algum y € Z, entdo, tomando o valor
absoluto da equacao (2.4) em ambos os lados, tem-se que & soluciona a desigualdade (2.3).
Definaum y € R", paracada: =1,2,...,n por

] (Acr = be)i/(Alz| +6); se  (Alx[+0); >0
T caso contrdrio
entdo |ly| < ee A.x — b, = Ty(Alx| + §). Definindo z = sign(zx) e substituindo
|&| = T« na desigualdade (2.4), obtém-se
Acx — b, =Ty (AT, x + 9)
ou seja,
Acx —b. =T,AT,x + T,6

que implica em
Acx — T,AT,x = b. + T,0.

Colocando « em evidéncia, tem-se que
(A, — T,AT,)x = b. + T,0
e portando, € verdadeiro que
Ay =0,

Desde que |T,AT,| < A e |T,6| < J, de maneira que A,, € [A] e b, € [b], tem-se
que x € 3. O

Como 3 € um conjunto poliedral ndo-convexo (Rohn 1989), busca-se caracterizar a
casca de 3.

Definicao 2.6.3 (Neumaier 1990) A casca intervalar de 3. € o vetor intervalar com o menor
raio contendo ¥, definido como

Yo ={x : min¥ <z <maxX},

na qual min e max denotam o minimo e mdximo componente-a-componente sobre todos os
vetores de Y. O
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Exemplo 2.6.3 Defina e, = e; = 1073,

1 0 0
01 0
1 1 _
1 1 - .o
er=| | er™, e=|_ |er", T=]00 - 1]|er™m
: 1 0 0 0
1 1 ,
0 0 0
11 1 71 M2 ot Mim
E=| 0 llervm o m= | 2T B g
11 --- 1 Vo1 Tm2 cr Ym
na qual ~;; € [0,1], parai = 1,2,...,nej = 1,2,...,m, sdo escolhidos de forma

aleatdria e considere o sistema de equagoes lineares intervalares [A]x = [b], apresentado
em (Bentbib 2002), no qual [A] = [Ac — A, A+ A] € IR ™ e [b] = [b. — ,b. + 9] €
IR, com

ACIR+4E—2_[, AI€1E, bC:Acel e 626262.

A solugdo

[ 0.9945 1.0055 ]
0.9931 1.0069
| 0.9938 1.0062 -
=] =1 09044 1.0056 | €™
0.9936 1.0064

| 0.9931 1.0069 |

foi obtida paran = 10 e m = 6 através do INTLAB, cujo programa estd descrito a seguir:

n=10;m=6;

epsilonl=le-3;epsilon2=le-3;

E=ones (n,m) ;R=rand(n,m) ; I=eye (n,m) ;
el=ones(m,1);e2=ones(n,1);

A _c=R+4*E-2*I;b_c=A_c*el;
A_low=A_c-epsilonl*E;A_up=A_ct+epsilonl*E;
b_low=b_c-epsilon2*e2;b_up=b_c+epsilon2*e2;
A=infsup (A_low,A_up);b=infsup (b_low,b_up);
x_intlab=verifylss (A,Db);infsup(x_intlab)
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2.7 Conclusao

As defini¢des apresentadas sobre conjuntos intervalares, dlgebra intervalar e a caracteri-
zacdo e a solucdo de equagdes lineares intervalares introduzidas no Capitulo 2 permitem
um entendimento dos conceitos e metodologias apresentados nos préximos capitulos e que
compdem os principais resultados desta Tese.



Capitulo 3

Equacao Diofantina Intervalar

3.1 Introducao

Este Capitulo 3 apresenta inicialmente a técnica de alocagdo de pdlos e a caracterizacdo da
equacdo Diofantina. Em seguida, € apresentada uma andlise da ndo-singularidade robusta
da resultante de Sylvester intervalar associada a dois polindmios intervalares. O método €
baseado no Algoritmo da Bisse¢do aplicado a solucao de certos problemas de Programacao
Linear e permite estimar o raio de ndo-singularidade robusta de uma matriz intervalar.

Também € tratado o problema da coprimo-robustez de polindmios intervalares a partir
dos resultados anteriores sobre ndo-singularidade robusta.

Finalmente, é apresentado um método computacional para o projeto de controladores
por alocagdo robusta de pdlos, na presenca de incertezas do tipo intervalar, através da so-
lucdo da equagdo Diofantina intervalar. O projeto de controladores robustos € obtido na
forma de um controlador intervalar, ou seja, um controlador com coeficientes intervalares
que contém todas as solugdes possiveis do problema de alocag@o dos pélos. Através do
Teorema das Arestas (Bhattacharyya et al. 1995), caracteriza-se entdo a regido do plano
complexo s atingivel pelo controlador intervalar que, deste modo, fornece um desempenho
garantido para o sistema em malha fechada. Exemplos numéricos ilustram os principais
resultados apresentados.

3.2 Alocacao de Polos e a Equacao Diofantina

O problema de projeto de controladores para sistemas lineares e invariantes no tempo, de
maneira a garantir respostas transiente e de estado estaciondrio satisfatdrias em malha fe-
chada, tem uma solucdo prética através de alocagdo de polos. A suposicdo bdsica é que
estabilidade e vérias especificacdes de desempenho podem ser satisfeitas usando-se a re-
alimentacdo dinamica da saida para alocar os pélos de malha fechada do sistema em po-
si¢cdes apropriadas do plano complexo s. Considere o sistema de controle continuo com
realimentacao unitdria, linear e invariante no tempo, com uma entrada e uma saida (SISO:
Single-Input Single-Output), representado na Figura 3.1.

22
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O C(s) P(s)

Figura 3.1: Sistema SISO com realimentag@o unitdria.

As fungdes de transferéncia de uma dada planta P(s) de ordem n, estritamente propria,
a ser controlada, e de um controlador série C'(s) de ordem r, a ser projetado, sdo represen-
tadas por

np(s no(s
P(s) := Pls) C(s) = c ),
dp(s) de(s)
nos quais
np(s) = a1s" +as" .. 4 any1,
dp(5) = Gpio8™ + Any3s™ ...+ Aonye, Qnyo 70,
ne(s) = x18" +a08" .+ 1y,
do(s) = Tpyos” + Tpyss" LA+ Toppo. 3.1
Inicialmente, assume-se que os coeficientes da planta (ay, as, ..., as,+2) SA0 precisa-
mente conhecidos. Os parametros de projeto do controlador (x1, zo, . . ., To,42) devem ser

selecionados de maneira que as especificacdes de desempenho, traduzidas em localizac¢des
dos pélos do sistema em malha fechada, sejam satisfeitas com um controlador de menor or-
dem possivel para que o sistema resultante, em malha fechada, tenha um conjunto de n + r
polos desejados. O sistema em malha fechada € representado por

_ne(s)  C(s)P(s) Zg((g Zi((j)) B ne(s)np(s)
Fls) = dp(s) 1+ C(s)P(s) 14 re@nrel) — dp(s)da(s) + np(s)ne(s) (3.2)

dc(s) dp(s

~

O objetivo desta técnica € alocar os pdlos de F'(s), ou de forma equivalente, as raizes
de dr(s). Note, pela equacdo (3.2), que o projeto, além de ndo ter nenhum efeito sobre
os zeros da planta (raizes de np(s)), introduz novos zeros na fun¢io de transferéncia de
malha fechada (raizes de nc(s)). Por outro lado, os pélos de P(s) e C(s) sdo deslocados
de dp(s) e do(s) para as raizes de dr(s). Também deve-se notar que os pélos complexos
conjugados devem ser alocados sempre em pares, para que as fungdes de transferéncia
possuam coeficientes reais. A caracterizagdo da funcdo de transferéncia em malha aberta
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C'(s)P(s) como um sistema tipo 1, tipo 2, ... , tipo N, ou seja, pelo nimero de integracdes
indicadas pela funcao de transferéncia de malha aberta, garante erro de regime nulo para
entradas degrau, rampa ou pardbola, respectivamente. Para um tratamento completo sobre
alocagdo de poélos, veja por exemplo (Chen 1999).

O problema de alocacdo de pdlos se resume na solucdo da equagdo Diofantina

dp(s)dc(s) +np(s)nc(s) = dp(s) (3.3)

para todos os possiveis dr(s), na qual

dp(s) = (s+p)(s+p2).. (5+ Poir),
= by bos™ T 4 by (3.4)

No entanto, ao invés de resolver a equacdo (3.3) diretamente, convém transforma-la
num sistema de equacdes algébricas lineares. Assim, substituindo-se (3.1) e (3.4) em (3.3)
e associando os coeficientes com as poténcias semelhantes em s, obtém-se um sistema de
n + r 4+ 1 equagdes lineares da forma

171 + ApgaTripz = by,
ATy + a1Tp + . ..+ Apy3Tpio + Apy2Trpy = b,
An1Tr41 T App2Tort2 = bn+r+1-

Por conveniéncia, define-se m :=n +1r + 1 e ¢ := 2r + 2. Desta forma, (3.3) pode ser
reescrita como uma equacao linear da forma

Ax = b, 3.5
na qual
3] Qp+2
as ai An+3 An+2
A= P : e R™*4,
Ap1 Qg QA2p42 An+3
| Ap+1 Aon+2 i
T T
CBZ:[Il XTog - I'q] cR? e bZ:[bl by --- bm] e R™.
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A matriz A em (3.5) é a matriz de Sylvester associada a planta P(s). A primeira coluna
de A é composta pelos coeficientes de np(s) em disposicdo descendente das poténcias de
s. A segunda coluna é formada pela primeira coluna deslocada uma posicao para baixo
e assim, sucessivamente, para as r + 1 primeiras colunas de A. O procedimento para a
formagdo da (r + 2)-ésima coluna de A em diante é idéntico ao descrito anteriormente,
porém estas colunas sdo compostas pelos coeficientes de dp(s).

Dado que qualquer planta, controlador ou polindmio caracteristico € unicamente espe-
cificado por A, x ou b, os termos planta A, controlador x e polinémio caracteristico b,
respectivamente, sdo também utilizados.

Teorema 3.2.1 Considere uma matriz A € R™*9 e um vetor b € R™*1. Existe um vetor
solucdo x© € R em Ax = b, para cada b, se e somente se A tem rank m, ou seja, rank
completo de linhas.

Prova: Veja (Chen 1999). O

Pelo Teorema 3.2.1, conclui-se que (3.5) tem uma soluc@o para cada dr(s) se e somente
se A tiver rank completo de linhas. Se r < n — 1, entdo A ndo tem rank completo de linhas
e ndo € possivel garantir que a equacgdo (3.3) tenha uma solucdo para qualquer conjunto
desejado de polos de malha fechada py, po, ..., p,+, Ou, equivalentemente, para qualquer
polindmio caracteristico desejado, especificado por by, b, . .., b, 4,11, N0 sendo possivel
fazer alocagdo arbritdria de pdlos. Sem perda de generalidade, se r = n — 1, entdo A
torna-se uma matriz quadrada de ordem 2n e serd ndo-singular se e somente se np(s) e
dp(s) forem coprimos. Portanto, se np(s) e dp(s) forem coprimos, A terd rank 2n (rank
completo de linhas), satisfazendo a condi¢do do Teorema 3.2.1. Se r aumentar em 1, o
nimero de linhas aumenta em 1, mas o ndmero de colunas aumenta em 2. Pelo fato de que
an+2 7 0, anova coluna de dp(s) serd linearmente independente das demais e, portanto, a
matriz A de ordem 2n + 2 X 2n + 2 terd rank 2n + 2 (rank completo de linhas).

Assim, a equag@o (3.3) terd solucdo se e somente se 7 > n — 1 e np(s) e dp(s) forem
coprimos.

3.3 Nao-Singularidade Robusta da Resultante de Sylves-
ter Intervalar

Nesta secdo, analisa-se a resultante de Sylvester intervalar associada a quaisquer dois po-
lindmios intervalares (Juzzo, Lordelo e Ferreira 2003).
Considere um polindmio com coeficientes intervalares de grau n, na forma

[c(s)] = [e1]s™ + [ea] 8™ + ...+ [cn]s + [Cnya], (3.6)

na qual, [¢;] == [c;,c/] € IR, parai = 1,2,...,n+ 1e0 ¢ [c;]. Desta forma, considere

AR
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dois polindmios intervalares dados

n n

[e(s)] = Z[Cm]sm e [d(s)] = Z[dm]sn”,
com 0 ¢ [¢1], mas possivelmente [d;] = [do] = ... = [d;] = [0, 0], para algum [ < n, com

[dl+1] # [07 0]
A resultante de Sylvester intervalar [A] € IR*"**", associada a [c(s)] e [d(s)], é definida
como

[dl] [Cl]
CAN T A P B
[A] := S A
dop] (] [enr] e
L [dn-i-l] [Cn—l—l] |

E importante destacar que a resultante de Sylvester intervalar contém outras matrizes
que nio sao do tipo Sylvester, assim como uma matriz simétrica intervalar contém matrizes
nao-simétricas (Blondel e Tsitsiklis 2000).

Definicdo 3.3.1 Uma matriz quadrada intervalar [A] € IR**" é robustamente ndo-
singular (ou regular) se todas as matrizes A € [A| sdo nao-singulares. O

A seguir, sdo apresentadas duas condi¢des suficientes para a verificagdo da nao-singulari-
dade robusta de uma determinada matriz intervalar [A]. A primeira, descrita em (Beeck
1975), assegura que [A] é robustamente ndo-singular se

p(|AHA) < 1, 3.7)

na qual,
p(A) ;= max{|\| : Az = \x para algum x # 0}.

A segunda, descrita em (Rump 1993) e (Rump 1994), assegura a ndo-singularidade
robusta de [A] se
Umax(A)

— <1
Umin(Ac) < ’

na qual 0,,4:(A) € 0min(Ae) sdo os valores singulares maximo de A e minimo de A,
respectivamente.
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Definicdo 3.3.2 O raio de ndo-singularidade robusta de uma matriz intervalar [A] é defi-
nido como

e =inf{e>0:A.—eA < A< A.+ €A, paraalguma A € | A] ndo-singular}

e o seu valor é dado por

na qual,
po(A) = max{|\| : Ax = \x para algum x # 0 e \ € R}.

O célculo de €* € um problema NP-dificil, como demonstrado em (Blondel e Tsitsiklis
2000). A condigao (3.7) estabelece um limitante inferior para €*. Uma melhor aproximagao
para o limitante inferior de €* é obtido através do seguinte Algoritmo da Bissecdo. Por
conveniéncia, define-se p(¢) := p(|Ac !|(¢A)), para um € > 0.

Passo 0: Encontre ¢; > 0 e e > 0, de maneira que p(e;) < 1 e p(ez) > 1, respectiva-
mente;

Passo 1: Se |e; — 1| < 7, na qual, 7 > 0 € uma tolerincia suficientemente pequena, entdo
pare: um limitante inferior para €* € ;. Caso contrario, calcule

1
€= 5(61 + €);

Passo 2: Defina ¢; := e se p(e) < 1 ou ey := € se p(€) > 1 e volte para o Passo 1.

Exemplo 3.3.1 Considere os polinomios intervalares

[c(s)] = 8° + [ea]s” + [ea] s + [es] e [d(s)] = [di]s” + [da]s + [ds],

conforme definido em (Keel e Bhattacharyya 1999a), nos quais [c1] = [-3.1,—2.9], [c2] =
[—5.1,—4.9], [c3] = [~1.1,—0.9], [d1] = [1.9,2.1], [do] = [~3.1, —2.9], [d5] = [L.9, 2.1].
Como p(|A.'|A) = 0.159, a resultante de Sylvester intervalar é robustamente néo-

singular e [c(s)] e [d(s)] sdo robustamente coprimos. O limitante inferior para o raio de
coprimo-robustez encontrado através do Algoritmo da Bisse¢do, baseado na condigdo (3.7)
é € = 6.281. A Figura 3.2 ilustra os espectros de [c(s, €)| (cinza) e [d(s, €)] (preto).
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Figura 3.2: Espectros de [c(s, €)] (cinza) e [d(s, €)] (preto).

A questdo da determinagdo da ndo-singularidade robusta de matrizes intervalares tem
sido amplamente tratada na literatura (Blondel e Tsitsiklis 2000). No entanto, todas as
condig¢des necessarias e suficientes para a determinacao da nao-singularidade robusta apre-
sentam um comportamento exponencial, ou seja, hd a necessidade de se solucionar pelo
menos 22" problemas de algum tipo.

A seguir, sdo apresentados alguns resultados utilizados no Teorema 3.3.2, para a verifica-
¢do da ndo-singularidade robusta de matrizes intervalares baseada na andlise de problemas
de Programacdo Linear.

Teorema 3.3.1 Uma matriz intervalar [A] = [A. — A, A. + A] € singular se e somente
se a inequagdo
[Acz| < Alz|

tiver uma solugdo nao-trivial.

Prova: [A] é singular se e somente se 0 € Ax, paratoda A € [A], para algum = # 0, e
pelo Teorema 2.6.2, € equivalente a

Acx — Alz] <0< Acx + Alx|

e, portanto, |A.x| < Alx|. O

O Teorema 3.3.2, derivado de (Jansson e Rohn 1999), leva a condi¢des necessdrias e
suficientes para a verificacdo da ndo-singularidade robusta de matrizes intervalares.
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Teorema 3.3.2 Uma matriz intervalar [A] = [A. — A, A. + A] é robustamente ndo-
singular se e somente se o problema de Programacdo Linear
maximizar 2Tz
T

sujeitoa (A, — AT,)x <0,
(A, + AT,)x > 0,
T,x >0

é limitado para todo z € Z.

Prova: Se [A] é singular, pelo Teorema 3.3.1 existe  # 0 de maneira que

—Alz| < Az < Alx|. (3.8)

Como z = sign(x), tem-se que |x| = T,z > 0 e, da expressdo (3.8), (A, — AT,)x <0
e (A.+ AT,)x > 0, implicando que x € factivel. Como ax também ¢ factivel para cada
o > 0, o valor

n
z'(ox) = a) |l
=1

pode ser arbitrariamente grande e o problema ¢ ilimitado. Por outro lado, se o problema
¢ ilimitado para algum z € Z, entdo existe um « # 0 que satisfaz (A, — AT,)x < 0,
(Ac + AT,)z > 0e Tox > 0, com 2z’ > 0. Como T,z = || para ¢ # 0, [A] é
singular. O

Assim, se para algum z € Z a solucdo do problema de Programacao Linear associado
¢ ilimitada, [A] € singular. O Teorema 3.3.2 implica que 2*" problemas de Programagio
Linear devem ser testados de maneira a provar que a resultante de Sylvester intervalar [A]
€ robustamente ndo-singular. Nao € possivel descartar nenhum problema, porque © = 0 é
factivel para cada um deles. No entanto, o algoritmo apresentado em (Jansson € Rohn 1999)
nao &, a-priori, exponencial, ou seja, o problema apresentado no Teorema 3.3.2 normal-
mente precisa ser solucionado apenas para um determinado subconjunto Y de Z.

Uma aproximagdo suficientemente precisa para €* € obtida através do seguinte Algo-
ritmo da Bisse¢ao, implementado com base no Teorema 3.3.2. Para isso, A é substituido
por €A e é definido flag(e) := 1, se o problema de Programagio Linear for limitado para
todo z € Z e flag(e) := 0, caso contrério.

Passo 0: Encontre ¢; > 0 e €5 > 0, de maneira que flag(e;) = 1 e flag(ez) = 0, respecti-
vamente;
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Passo 1: Se |e; — €1 < 7, naqual, 7 > 0 é uma tolerancia suficientemente pequena, entiao
pare, pois €* =~ €;. Caso contrério, calcule

1
€:= 5(61 + €3);

Passo 2: Defina ¢; := ¢ se flag(¢) = 1 ou €5 := € se flag(e) = 0 e volte para o Passo 1.

Este algoritmo foi implementado através da foolbox de otimizagdo do MATLAB, utilizan-
do-se a funcdo 1linprog, que reconhece de maneira eficiente quando um problema de
Programacdo Linear € limitado ou nio.

A seguir, € apresentada uma condi¢do necessdria e suficiente para a anélise do rank de
uma matriz A € R™*™, sendo n > m.

Considere uma matriz ortogonal Q € R™" de maneira que, QA = R,naqual R €
R™*™ ¢ uma matriz trapezoidal superior na forma

R
R~—
0

e R € R™™ ¢ uma matriz triangular superior. Como @ opera nas linhas de A, a inde-
pendéncia linear das colunas de A € preservada nas colunas de R, ou seja, se uma coluna
de R ¢ linearmente dependente das colunas a sua esquerda, entdo a coluna correspondente
em A também € linearmente dependente. Como R € uma matriz trapezoidal superior, a
sua ¢-ésima coluna, para: = 1,2, ..., m, é linearmente independente das suas colunas a es-
querda se e somente se o ¢-ésimo elemento na diagonal de R é diferente de zero. Portanto,
através de R, as colunas linearmente independentes de A podem ser obtidas por inspegao.
Como Q é ortogonal, Q_l = QT = Q@ e portanto, Q_lQA = Q_lR, ouseja, A=QRe
obtém-se a chamada fatoracdo QR de A.

A seguir, € apresentada uma condicao suficiente para a andlise da ndo-singularidade
robusta de uma matriz intervalar [A] € IR"*™, sendo n > m.

Considere uma matriz ortogonal intervalar [Q] € TR™*" e uma matriz trapezoidal su-
perior intervalar [R] € IR"*™, de maneira que [A] = [Q][R], significando que para cada
A € [A] existem matrizes Q € [Q] e R € [R], de maneira que A = QR. Assim,
o rank([A]) = m se o rank([R]) = m. Desde que [R] apresenta a forma trapezoidal
superior intervalar

na qual [R] € IR™*™ & uma matriz triangular superior intervalar, o rank([R]) = m se e
somente se 0 ¢ [7;;|, parai = 1,2,...,m.
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Note que esta condi¢do € apenas suficiente, pois o método da decomposi¢io [Q][R)]
intervalar envolve expressoes intervalares, de maneira que o elemento nulo pode pertencer
a algum intervalo na diagonal de [R] sem que, necessariamente, [ A] tenha rank incompleto
para alguma A € [A].

O método apresentado a seguir para a fatoracdo [Q][R)] intervalar € baseado em suces-

sivas transformagoes de Householder (Bentbib 2002).

Definicao 3.3.3 Considere o vetor intervalar [v] € IR" e a sua norma

de maneira que para um intervalo [x], [x]> = {x?*|x € [x]} e se [x] > 0, ou seja, x > 0
para qualquer x € [x], entdo \/[x] = {\/z|x € [x]|}. Assim, a raiz quadrada da norma
de |v] é definida por

n

1[]l[* =)ol

k=1

Define-se o vetor intervalar da norma 2 unitdria na dire¢do de [v] como

(o se 0 € fuil,

1

[wi] = u 2

12
sign(v,) Z[U]] se 0 ¢ [v],
1+ 27
\ [vi]?
parai=1,2,...,n, na qual v, € R" é o vetor com os valores centrais de [v]. O

Definicdo 3.3.4 Considere o vetor intervalar [v] € IR", de maneira que 0 ¢ [v]. Define-se
a matriz de Householder associada a [v] como [H| = I, — 2([w][w]") € IR™", em que
a diagonal da matriz simétrica intervalar [w|[w]" é calculada como [w;)* = [(w)(w)];,
ao invés de [w);[w|!, parai=1,2,... n. O

Assim, [H| é simétrica e contém matrizes simétricas e ortogonais reais H, associadas
a quaisquer vetores reais v € [v].

Considere uma matriz intervalar de rank completo [A] = [A1V] = [[a{"] [al"] ... [aY]] €
IR™ ™, na qual n > m e defina eﬁp) =1[10 ... 0]7 € RP. Supondo que O ¢ [agl)] e consi-

derando [H] € IR"*" a matriz de Householder intervalar associada a

w] = [a{"] + (sign([al}]) ||[al"]])el™,
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obtém-se que
[AD] C [H]((ael”) [g5"] ... [gV]),

(1)

na qual o = —sign(aly)) ||[a{"]|| e [¢"] = [H][a{"], parai = 1,2, ..., m.

A primeira linha de [R"] é calculada como

[Ryy) = —sign(a)) [[[a"]l| e [R;]=[w!)], paraj=23,....,m.

1
c11 J

Em seguida, define-se [H'Y] = [H]| e na préxima iteracio, define-se a matriz interva-
lavar

1 1
- e
[A(Q)] _ [wyy' ] [wsg] oo [wyy) c ]IR(”*UX(”*U,
( 1 ' 1 - :1
W3] [wly) [wim]

cujos elementos sao denotados por [ag)

Suponha que 0 ¢ [a\”] e considere [H] € TR™ V%™ 4 matriz de Householder
intervalar associada a

l,parai=1,2,...,.n—1lej=1,2,... m—1.

] = [a] + (sign([ai}]) ||[at®]]el" ",
obtém-se que
[A®] C [H]((ael" ) [657] ... [92]),

na qual o = —sign(af;)) ||[a{”]|| e [¢”] = [H][a{”), parai = 2,3,...,m — 1.
A segunda linha de [R"] € calculada como

* . 2 * 2 .
[Ry,) = —sign(a®) [|[a]ll e [Ri;yp) =[wl], paraj=2,3,....m—1

C11

Em seguida, define-se
1 0
27 _
=g g |-

O procedimento deve ser repetido até a obten¢do da matriz triangular superior intervalar
[R*] € IR™™™ e a matriz intervalar [Q*] € IR"™" calculada como

Q] = [HY](H](...(H™1))).

Em (Zarowski, Ma e Fairman 2000) é explorada uma outra estrutura para a matriz de
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Sylvester quadrada intervalar associada a polindmios monicos

[S1] © [S3]
(S]=1| .. .......... € IR**",
[S2] : [S4]
na qual
(1 o] [ena] [en] | [ca] 0 0 0 ]
1 [Cn—3] [Cn—2] [Cn—l] [Cn] 0 0
[Sl] - ) [82] - )
0O 0 ... 1 [c1] [ca]  [es] [cn] 0
00 ... 0 I I 1] el -0 [en—1] el |
[0 [d)] (2] [dn1] | [ [d 0 0 0 ]
0 0 te [dn—i’»] [dn—Q] [dn—l] [dn] 0 0
[(Ss]=|: + : : , [S4 = : : " : : ;
0o 0 ... 0 [d4] [do]  [d3] ... [dy] 0
00 ... 0 0 | i [di]  [do] ... [dn-a] [dy] |

sdo matrizes triangulares Toeplitz intervalares de dimensao n X n.
Aplicando a férmula de Schur para o determinante da matriz particionada intervalar [.S]
(Postlethwaite 1996), obtém-se

detd | ... C det{[Sy]}det{[Sa] — [S5][S1] " [Sa]}-

Deve-se notar que det{S1} = [1, 1] para quaisquer coeficientes de [c(s)]. Desta forma,
a fatoragdo [Q][R)] intervalar pode ser aplicada apenas em {[S4] — [S3][S1]7![S2]}, que
tem dimensdo n x n, pois se 0 ¢ det{[S4] — [S3][S1] '[S2]}, entdo 0 ¢ det{[S]}.

Exemplo 3.3.2 Considere a funcdo de transferéncia da planta de segunda ordem com co-
eficientes intervalares apresentada em (Soh et al. 1987)

s + [cs)
52 —2.2s + [d3]7

[P(s)] =

na qual [c3] = [0.8,1.2] e [d3] = [—2.45, —2.35]. Aplicando a fatoracdo [Q||R)] intervalar



3.4. Coprimo-Robustez de Polinémios Intervalares 34

ao complemento de Schur da matriz [S] correspondente, obtém-se

. [4.1306,4.2122] [0.0647,0.5111] [—2.3424, —1.3396]
[R] = | [0.0000,0.0000] [4.0341,4.3939]  [2.2275,3.3957]
0.0000,0.0000] [0.0000,0.0000]  [0.0440, 1.0459)]

Como 0 ¢ [F);;, para i = 1,2,3, entdo [S| é robustamente ndo-singular e, consegiien-
temente, a planta intervalar [P(s)] é robustamente coprima para os coeficientes incertos
[cs] e [ds].

3.4 Coprimo-Robustez de Polinomios Intervalares

Considere polindmios com coeficientes intervalares, como descritos em (3.6).

Definicao 3.4.1 O espaco de raizes ou espectro de [c(s)], denotado por S([c(s)]), é defi-
nido como o conjunto de todas as raizes de [c(s)] = 0, quando os coeficientes de [c(s)]
assumem valores em [c] := [c™, cT]. O

Definicao 3.4.2 Considere dois polinomios intervalares quaisquer

n n

[e(s)] = Z[Cm]sn% e [d(s)] = Z[dm]snﬂ}
nos quais, [¢;] := [c; ¢ | e [d;]) == [d; ,d}] € IR, parai=1,2,...,n+ 1. Entdo, [c(s)] e
[d(s)] s@o robustamente coprimos se S([c(s)]) N S([d(s)]) = 0. 0

Teorema 3.4.1 (Teorema das Arestas) O espago de raizes S([c(s)]) de um polindmio in-
tervalar [c(s)] é limitado pelas raizes de suas arestas ¢, cT].

Prova: Veja (Bhattacharyya et al. 1995). O

Assumindo que 0 ¢ [c;], o Teorema 3.4.1 estabelece que S([c(s)]) é limitado pelo
espectro das arestas expostas de um politopo de polindmios [c(s)] (Bhattacharyya et al.
1995).

Um procedimento empirico para a verificacdo da coprimo-robustez de polindmios in-
tervalares, baseado em tentativa-e-erro, € descrito em (Bhattacharyya et al. 1995). O pro-
cedimento utiliza o Teorema das Arestas (Bartlett et al. 1988) para o célculo dos espectros
dos polindmios intervalares e, através de uma andlise visual, verifica-se se os espectros dos
polindmios se interceptam.

A seguir, € apresentada uma condic¢d@o suficiente para a coprimo-robustez baseada nos
resultados de Anélise Intervalar.
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Proposicao 3.4.1 Dois polinémios intervalares |c(s)] e [d(s)] sd@o robustamente coprimos
se a resultante de Sylvester intervalar [ A] associada é robustamente ndo-singular.

Prova: Suponha que [A] seja robustamente ndo-singular. Entdo todas as resultantes de
Sylvester em [A~, AT] sdo ndo-singulares, implicando que [c(s)] e [d(s)] sdo polindmios
robustamente coprimos. O

Em contraste com o caso ndo-intervalar (Chen 1999), o inverso ndo é necessariamente
verdadeiro, ou seja, a coprimo-robustez de [¢(s)] e [d(s)] ndo implica na ndo-singularidade
robusta da resultante de Sylvester intervalar [A]. Isto se deve ao fato de que [A] contém
também inimeras outras matrizes que ndo sdo do tipo Sylvester, o que ocorre devido ao
problema da dependéncia em Anélise Intervalar, ou seja, cada ocorréncia de um coeficiente
intervalar em [A] é tratada como se fosse um coeficiente diferente.

Definicao 3.4.3 Considere a seguinte representacdo alternativa para polindémios interva-

lares .
[e(s)] = > leira(@)]s",
i=0
na qual, [c;(€)] := [ — €d, ) + €d], sendo e > 0 e

1 1
c?:i(c;r—i—c;) e (5i:§(ci+—c;).

A quantidade ¢ representa o valor nominal do coeficiente intervalar, enquanto que €d;
representa o seu raio varidvel. Considere também o raio de coprimo-robustez de dois
polinémios intervalares, definido como

€ = infle 2 0 : S([e(s,6)]) N S([d(s, €)]) # O}

A Proposicdo 3.4.1 garante que € > €*, ou seja, o raio de coprimo-robustez de dois
polindmios intervalares é limitado inferiormente pelo raio de ndo-singularidade robusta da
resultante de Sylvester intervalar associada.

Exemplo 3.4.1 Considere os polindomios intervalares apresentados no Exemplo 3.3.1. O
raio de ndo-singularidade robusta obtido através do Algoritmo da Bissecdo, implementado
com base no Teorema 3.3.2, é ¢* = 8.875, significando que [c(s,€*)] e [d(s, €*)] permane-
cem robustamente coprimos para ¢ < 8.875. Neste exemplo em particular, o raio de ndo-
singularidade robusta leva a uma boa estimativa para o raio de coprimo-robustez, como
ilustrado na Figura 3.3. Deve-se notar que os espectros de [c(s, €*)] (cinza) e [d(s, €*)]
(preto), tendem a intersecdo na regido indicada pela seta na Figura 3.3.
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Eixo Imaginério

EixoZReal

Figura 3.3: Espectros de [c(s, €*)] (cinza) e [d(s, €*)] (preto).

Experiéncias adicionais mostram que, assim como ocorrem em outras classes de ma-
trizes intervalares (Jansson e Rohn 1999), a condicdo suficiente (3.7) produz uma boa
estimativa para o raio de nado-singularidade robusta da resultante de Sylvester intervalar.
Entretanto, em alguns casos, o raio de nao-singularidade robusta da resultante de Sylves-
ter intervalar pode ser uma estimativa conservadora para o raio de coprimo-robustez de
polindmios intervalares.

3.5 Soluc¢ao da Equacao Diofantina Intervalar

Considere o sistema de controle com realimentacdo unitdria linear e invariante no tempo,
com uma entrada e uma saida (SISO), representado na Figura 3.4 (Lordelo, Juzzo e Ferreira
2004a), (Lordelo, Juzzo e Ferreira 2004b), (Lordelo e Ferreira 2004).

_'_
O C(s) [P(s)]

Figura 3.4: Sistema SISO intervalar com realimenta¢do unitdria.
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As fungdes de transferéncia de uma determinada planta intervalar [P(s)], de ordem n,
estritamente prépria, a ser controlada, e de um controlador série C'(s), de ordem r, a ser
projetado, sdo representadas como

[P(s)] :== e C(s):= 3.9

nas quais, [np(s)] e [d,(s)] sdo polindmios intervalares dados, de maneira que

np(s)] = lai]s™ + [ag]s™ t + ... + [ans1],

[anro]s™ + [anta]s" ™ + .o+ [azural, O ¢ [anto]-

G

s

N
I

Os polindmios n¢(s) e do(s) estdo na forma

1
ne(s) = z18 +xes"  + ...+ Ty,

r r—1
de(s) Tr428 + Tpg3S 4 ... Tory2

e os pardmetros de projeto do controlador (x1, s, ..., Z2.42) devem ser selecionados de
maneira que as especificacdes de desempenho, traduzidas em localizagdes dos pdélos do
sistema em malha fechada, sejam satisfeitas com um controlador de menor ordem possi-
vel para que o sistema resultante, em malha fechada, tenha um conjunto de n + r pdlos
desejados.

Os coeficientes incertos da planta intervalar [ P(s)] sdo descritos por intervalos fechados
la;] == [a; ,a; ], parai =1,2,... 2n+2 e define-se [a] := [a~, a™|. Note que a descri¢io
de incerteza adotada ndo assume simetria com respeito aos coeficientes nominais da planta
[P(s)]. Um coeficiente [a;] é chamado de propriamente incerto se a; < aj, parai =
1,2,...,2n+ 2.

A equacdo Diofantina intervalar associada ao sistema realimentado, ilustrado na Figura
3.4, é definida como

[dp(s)ldo(s) + [np(s)lnc(s) = [b(s)],

na qual
[b(s)] := [ba]s™ " + [ba]s™ "+ [

€, em geral, um polindmio intervalar que descreve quantidades incertas com respeito ao
polindmio caracteristico do sistema em malha fechada. Deve-se notar que [b(s)] é descrito
unicamente pelo vetor intervalar [b] := [b~,bT] = [b. — 8, b. + 4.

Percebe-se claramente que Ax = b pode ser reescrita como uma equagdo linear inter-
valar na forma

[Alz = [b] (3.10)
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e, desta forma, incertezas de natureza intervalar associadas aos polindmios intervalares
[np(s)] € [dp(s)] levam a uma matriz de Sylvester intervalar [A] := [A~, AT] € IR™*Y,
naqual m := n+7r+1eq := 2r+ 2, cujos limitantes inferior A~ e superior AT
sdo obtidos quando os coeficientes de [A] séo substituidos por seus valores inferiores e
superiores, respectivamente. Assuma também que a regido desejada para os pélos de malha
fechada € delimitada por S([b(s)]), 0 espaco de raizes do vetor intervalar [b], que especifica
o polindmio caracteristico intervalar. Assim,

I [al] [an-i-?] ]
[az] [ar]  [anys] (G 4e0]
[A] = S S € IR™*?,
[an+1] [GQ] [a2n+2] [an+3]
| [an+1] [a2n+2] i
=[x 2 - x,]  €R e [bl:=[[0] [ba] - [bw] ] €IR™

O conjunto-solugdo de [A]x = [b], descrito na Defini¢do 2.6.1, descreve todos os con-
troladores para o qual existe uma planta A € [A] e um polindmio caracteristico b € [b] de
maneira que [A]x = [b]. A representacdo de 3 em termos dos valores do centro e do raio
¢ descrita no Teorema 2.6.2.

Como o conjunto-solucdo de uma equacdo linear intervalar é geralmente um conjunto
poliedral nao-convexo (Rohn 1989), é importante encontrar um fecho convexo intervalar
de 3. Restringindo a andlise aos sistemas de equagdes lineares quadradas intervalares, em
que r = n — 1, e supondo que [A] é robustamente ndo-singular, segue que X é limitado.
A casca de X, denotada por 3., apresentada na Defini¢do 2.6.3 € o vetor intervalar com o
menor raio contendo 3.

Em vista disso, € possivel pensar no seguinte método a-posteriori para o projeto de con-
troladores baseado em alocac@o de pdlos. Dados [A] e [b], calculamos X, que caracteriza
um controlador intervalar

[no(s)]
O o)
e as arestas expostas de
[dp(s)]ldo(s)] + [np(s)]lno(s)] = [de(s)], (3.11)

que por sua vez limita as localizagdes de todos os possiveis conjuntos de n + r poélos de
malha fechada. Se S([dr(s)]) estd contido numa regifo onde as especificagdes de desem-
penho em malha fechada ainda s@o satisfeitas, entdo qualquer controlador em [x] pode ser
selecionado.
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Exemplo 3.5.1 (Jaulin et al. 2001) Considere a planta de terceira ordem com coeficientes
incertos

2
Pips .

P(s)] = [ p; €[0.99,1.01 ~1,2,3.

[P(s)] o T D@+ s 1)) na qual p; € | | para i

Através de um controlador de segunda ordem, deseja-se alocar o polindmio caracteristico
de malha fechada (6 = 0)

be(s) = s° + 10s* + 425% + 965% + 1125 + 64,

que corresponde aos polos em —4, —2 + j2 e —1 + j. Os polinémios [np(s)] e [dp(s)] sdo
obtidos através de dlgebra intervalar (Alefeld e Herzberger 1983). A matriz de Sylvester
intervalar correpondente é ndo-singular para qualquer py, ps e ps em [0.99,1.01], pois
p(|AHA) = 0.0299, significando que X é limitado. Utilizando o INTLAB, encontramos

28.01, 33.96 |
51.79, 60.17
37.54, 42.43

— [p— ] — g
[x] = [&7, 2] = 1.000, 1.000
7.878, 8.122
| 23.33, 24.67 |

e portanto,

[28.01,33.96]s2 + [51.79, 60.17]s -+ [37.54, 42.43]
s2 + [7.878,8.122]s + [23.33, 24.67] '

[C(s)] =

A solugdo verdadeira para o problema de alocagdo de pdlos estd contida em [x]. A
Figura 3.5 ilustra o espectro de (3.11) quando o controlador intervalar [C(s)] € utilizado.
Os polos na regido delimitada pelas arestas expostas levam a um desempenho garantido
para o sistema em malha fechada. O coeficiente de amortecimento e a freqiiéncia natural
dos polos em malha fechada sdo limitados inferiormente por £ = 0.401 e w,, = 0.841 rad/s,
respectivamente.

Um aspecto importante no projeto de controladores por alocacdo de polos é evitar
que pequenas variacdes nos coeficientes do controlador projetado, devido a problemas de
implementagdo, por exemplo, deteriorem o desempenho do sistema em malha fechada de
forma significativa (Keel e Bhattacharyya 1997a). Aqui, o problema da tragilidade é solu-
cionado através da selecdo do controlador central x. = %(SCJF + x7), cujos coeficientes
admitem a maior variag¢do entre todos os controladores que levam a um desempenho ga-
rantido para o sistema em malha fechada. Assim,
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Figura 3.5: Espectro de [dp(s)][dc(s)] + [np(s)][nc(s)]-

30.99
95.98
39.99
1.000
8.000
24.00

Le —

e portanto,

Con(s) = 30.99s? 4 55.985 + 39.99
T 82 4+8.000s 4 24.00

A Figura 3.6 ilustra o espectro de [dp(s)|dc.,., (s) + [np(s)|nc,., (s) quando o contro-
lador central C.,,(s) € utilizado. O coeficiente de amortecimento e a freqiiéncia natural
dos polos em malha fechada sao limitados inferiormente por £ = 0.604 e w,, = 1.23 rad/s,
respectivamente.
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Figura 3.6: Espectro de [dp(s)]dc.., (s) + [np(s)|nc.., (s).

3.6 Conclusao

Neste Capitulo 3 foram investigadas algumas propriedades interessantes relacionadas ao
conceito de equacao Diofantina intervalar através de novos métodos para a andlise da ndo-
singularidade robusta da matriz de Sylvester intervalar e da determinacao do raio de ndo-
singularidade robusta de uma matriz intervalar. Estes resultados se mostraram bem adequa-
dos ao problema da andlise da coprimo-robustez de polindmios intervalares.

A Andlise Intervalar leva a solugdes confidveis em problemas numéricos sujeitos a infor-
macgdes incertas, erros de arredondamento ou aproximagdes. O assunto € abordado através
da utilizacdo dos resultados de Andlise Intervalar no projeto de controladores realizdveis
para plantas lineares intervalares e invariantes no tempo. O objetivo € encontrar solugdes
confidveis para o problema de alocagdo de pdlos, quando os coeficientes da planta sdo in-
tervalos de pequenos raios. No entanto, o método proposto se aplica mesmo quando os
coeficientes da planta sao quantidades precisamente conhecidas e ha o interesse nos efeitos
do erro de arredondamento na solucdo do problema de alocagdo de podlos.



Capitulo 4

Projeto de Controladores Robustos

4.1 Introducao

Este Capitulo 4 € dedicado a caracterizacdo, andlise e projeto dos controladores robustos
como solucoes internas de equagdes Diofantinas intervalares. Caracterizacdes simples e
computacionalmente eficientes do conjunto de todos os controladores por alocacao robusta
de pdlos sdo obtidas e algumas das suas propriedades geométricas discutidas.

E apresentada uma abordagem computacional, baseada em otimizagio, para o projeto
de controladores de ordem fixa. O método envolve técnicas cldssicas de projeto por aloca-
¢do de polos para plantas lineares e invariantes no tempo, com ou sem incertezas do tipo
intervalar, dentro de uma estrutura de Programagdo Alvo. O uso de Programagdo Alvo
com coeficientes intervalares (Inuiguchi e Kume 1991) permite uma solucio substancial-
mente mais simples para o problema de alocacao robusta, do que as apresentadas em (Soh
et al. 1987) e (Keel e Bhattacharyya 1999a). E como em (Keel e Bhattacharyya 1999a),
todos os problemas de projeto de controladores podem ser reduzidos a problemas de Pro-
gramacdo Linear. O objetivo do projeto € a minimizacdo do desvio total do desempenho
desejado para o sistema em malha fechada, especificado por um espectro de polindmios
caracteristicos.

Finalmente, apds caracterizar explicitamente um subconjunto convexo de controlado-
res robustos, o problema de projeto de controladores ndo-frageis ¢ formulado como um
problema de centralizagdo, que é entdo resolvido por um algoritmo de Otimizagdo Global.
Exemplos numéricos ilustram os principais resultados apresentados.

4.2 Alocacao de Pdlos via Programacao Alvo

Nesta sec¢do, a técnica de alocacdo de pdlos € analisada no contexto da Programagdo Alvo
(Lordelo e Ferreira 2002c), (Lordelo e Ferreira 2002d). A Programacio Alvo é uma me-
todologia tradicional de projeto em diferentes dreas da Engenharia (Ignizio 1982). O obje-
tivo € obter um controlador de menor ordem possivel que aloque um polindmio caracteris-
tico alvo ou aloque robustamente polindmios caracteristicos em uma familia politpica de

42
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polindmios-alvos.

Uma vez que os alvos podem ou ndo ser atingidos por um controlador robusto de ordem
fixa, uma informacdo relevante para o projetista seria que alvo € atingivel por um controla-
dor de uma determinada ordem. Ajustes sdo um aspecto importante no processo de decisao
baseado no conceito de alvo. Assim, um polindmio caracteristico qualquer b° é visto como
um alvo, que pode ou nao ser atingido por um controlador de uma dada ordem r.

Definicio 4.2.1 Considere [A] € R"* a matriz de Sylvester associada a uma dada planta
P(s). Os vetores
T T
ni=_m mn - M| e p=[p p2 - pPm]

representam varidveis de desvio em relacdo ao polinomio caracteristico alvo

O I R O

no sentido de que Ax +n — p = b% comn; > 0, p; > 0enip; = 0 para todo i =
1,2,...,m. O

A técnica de projeto por alocacdo de pdlos é entdo reformulada através do seguinte
problema de Programacdo Alvo classico (Yu 1985).

Problema 4.2.1

m 1/p

minimizar [Z a;(ni + pi)?

=1

x, 1, p

sujeitoa Az +mn—p=0b°,
n=>0,p2>0,

no qual a; > 0, © = 1,2,...,m sdo pesos associados aos desvios e p > 1, usualmente
p=1 p=2o0up=cc. O

O Problema 4.2.1 é sempre factivel e € reduzido a um programa linear se p = 1 ou p =
00, € a um programa quadratico se p = 2. Como em qualquer formulagdo de Programacao
Alvo, o objetivo é minimizar o desvio total de um alvo pré-estabelecido b°, que por sua vez
deve refletir o desempenho desejado para o sistema em malha fechada.

Lema 4.2.1 Considere (x*,n*, p*) qualquer solucdo étima do Problema 4.2.1. Entdo
n;p; = 0paratodoi=1,2,...,m. O
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A seguir, € estabelecida uma condi¢@o necessdria e suficiente para a existéncia de um
controlador x de ordem r que aloque o polindmio caracteristico em b = b°, com base no
Lema 4.2.1.

Teorema 4.2.1 Considere v;(bo) o valor 6timo do Problema 4.2.1 e x* o controlador cor-
respondente. Entdo x* aloca o polinémio caracteristico do sistema de malha fechada em
b = b° se e somente se v};(b°) = 0.

Prova: (Yu 1985) Considere (x*, n*, p*) uma solugdo 6tima do Problema 4.2.1 e defina
b* := Az*. Se v;(b°) = 0, entdo n* = p* = 0 e obtém-se b* = b°. Se v}(b°) > 0,
ao menos uma varidvel de desvio € positiva e pelo Lema 4.2.1, o controlador * aloca b}
abaixo ou (ou exclusivo) acima de 0?, dependendo de qual varidvel de desvio é positiva. O

O Teorema 4.2.1 pode ser interpretado em termos da andlise cldssica de alocagdo de
polos. Assim, considere
R(A) ={beR":b= Ax}

o espac¢o formado por todos os possiveis polindmios caracteristicos atingiveis por um con-
trolador de ordem r. De acordo com o Teorema 4.2.1, v;(b%) = 0 se b € R(A), o
que sempre acontece quando np(s) e dp(s) sdo coprimos e r > n — 1. Se v;(b°) > 0,
entdo b° ¢ R(A). Em resumo, o controlador z* aloca o polindmio caracteristico em
b* =b"+n* —p*,eb*=0b"se b € R(A).

Exemplo 4.2.1 Considere a fungdo de transferéncia da planta de segunda ordem apresen-

tada em (Soh et al. 1987)
s+1

§2—22s5—24

P(s) =

Deseja-se alocar os polos de malha fechada em —1 + j0.7 e —10. O polinémio caracteris-
tico alvo correspondente é

% = [ 1.000 12.00 21.49 14.90 ]".

Dado que a solucdo da equacdo Diofantina é vinica quando r = n — 1, o valor étimo
do Problema 4.2.1 ¢é v}(b°) = 0 para todop > 1 e a > 0. O alvo b° ¢ atingido e o
controlador de primeira ordem correspondente é

_ 7.688s +30.53
 s+6.513

C(s)

que é o mesmo apresentado em (Soh et al. 1987). E interessante investigar se os polos
dominantes de malha fechada —1.0 £ 0.7, ou de forma equivalente

B°=[1.00 200 149"
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podem ser alocados usando-se um controlador proporcional, ou seja, r = 0.

Uma andlise simples do lugar das raizes mostra que nenhum ganho proporcional é
capaz de realizar esta tarefa, conforme ilustra na Figura 4.1.

Os dados numéricos relacionados a solucdo do Problema 4.2.1 parap = 1, p = 2 e
p = 00 estdo resumidos na Tabela 4.2.1.

Tabela 4.2.1 Solucoes da Programagdo Alvo.
P v b* Ganho &  wy(rad/s)
1 0.310 (1.000,1.850,1.650) 4.05 0.72 1.22
2 0217 (1.030,1.848,1.642) 4.00 0.71 1.28
oo 0.141 (1.141,1.859,1.631) 3.83 0.68 1.20

O fator de amortecimento e a freqiiéncia natural dos polos em malha fechada desejados
—1.0 £ 70.7 sdo £ = 0.82 e w,, = 1.22 rad/s, respectivamente.

0.8r
X
0.6
04t 6los desejados
8]
8 o2f
g
g
0 ©
E
]
ﬁ -0.2
45|
-0.4
-06
X
-0.8
L L L I L
-5 -4 -3 -2, -1 0 1 2 3
Eixo Real

Figura 4.1: Controle proporcional para o Exemplo 4.2.1.

Em principio, nada pode ser dito sobre o desempenho ou mesmo sobre a estabilidade
do sistema em malha fechada quando v, (b°) > 0. Para associar desempenho e estabilidade
as solucdes do Problema 4.2.1, considere a familia de polindmios com coeficientes dentro
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da bola ponderada pela norma [, de raio ;2 > 0 (Bhattacharyya et al. 1995):

m 1/p
BP(bomu) = bO : [Zﬁzlbl_b?lp] S M )
=1

naqual 5; >0, 2=1,2,...,m sdo pesos dados e p > 1. O conjunto Bp(bo, {t) representa
uma bola de raio p no espago [, quando 3; = 3, = --- = 3,,. Uma bola [,, de polindmios
B, (b°, 1) é Hurwitz se e somente se B, (b°, 1) contém somente polindmios Hurwitz, ou
seja, polindmios cujas todas as raizes estiverem no semi-plano esquerdo (aberto) do plano s.
A margem de estabilidade [, de um dado polindmio b°, definida como o maior raio y para
o qual B,(b°, 1) é Hurwitz, pode ser obtida, por exemplo, através do Lugar de Tsypkin-
Polyak (Bhattacharyya et al. 1995). Outros procedimentos t€m sido propostos na literatura
(Barmish 1994), (Bhattacharyya et al. 1995). Uma conexdo entre margens de estabilidade
e as solucdes 6timas do Problema 4.2.1 € estabelecida no Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.2 Assuma que o; = [3;, © = 1,2,...,m, e considere p* o raio mdximo para
o qual Bp(b°, 1) é Hurwitz. Se v(b°) < p*, entdo b* € Bp(b°, u*) e o sistema em malha
fechada associado é estdvel.

Prova: A prova reside no fato de que 7; + p; = |b; — b?|, paratodo i = 1,2,...,m, em que
b; é a i-€sima componente de b = Ax. Conseqiientemente, v;(bo) ¢ a norma [, minima
entre b e R(A). Portanto, se v;(b°) < u*, entdo b* € By (b°, 11*) e o sistema resultante
em malha fechada € estdvel. 0

O aspecto fundamental do Teorema 4.2.2 € que v;(bo) ¢ uma medida de proximidade
entre b* e b°. Também € sabido que, assumindo-se grau invariante, as raizes de um polind-
mio variam continuamente em relacio aos seus coeficientes (Barmish 1994). Portanto, para
v;(bo) suficientemente pequeno, o sistema em malha fechada associado a b* serd estdvel e
o seu desempenho sera semelhante ao especificado por b°. Se v, (b°) for grande o suficiente
para invalidar o uso do controlador correspondente, uma alternativa € considerar o problema
de alocagdo regional de polindmios caracteristicos. Por simplicidade, todas as formulagdes
de Programacdo Alvo seguintes serdo apresentadas em termos de p = 1 e a; = 1, para
1=1,2,...,m.

Uma extensdo do problema de alocacdo de pélos pontual, em que os pdlos de malha
fechada s@o alocados em pontos especificos, € o problema de alocacdo regional de pdélos,
cujo objetivo € alocar os polos de malha fechada em uma regido adequada do plano com-
plexo s. O problema de alocagdo regional de polos € quase sempre tratado em conexao com
o problema mais geral de alocacdo robusta de polos: o controlador deve alocar os pdlos
de malha fechada em uma dada regido apesar da existéncia de incertezas com respeito ao
modelo matemaético da planta.

Suponha que o problema de alocacdao de um polindmio caracteristico alvo seja substi-
tuido pelo problema de alocar um polindmio caracteristico em uma regido politdpica in-
tervalar. O problema é encontrar b~ ¢ b (b~ < b™) de maneira que todas as raizes da
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familia de polindmios intervalares [b] := [b™, b™] estejam na regido desejada para os pélos
de malha fechada. Em (Soh et al. 1987), a determinagdo de [b] é realizada através de um
método baseado em sensibilidade. Outra possibilidade envolve o conceito de espaco de rai-
zes de uma familia politopica. O Teorema das Arestas (Bartlett et al. 1988) estabelece que
o espago de raizes do hiper-retdngulo [b] € limitado pelas raizes das suas arestas. A idéia de
selecionar [b], ou seja, arestas, de maneira a confinar seu espago de raizes em uma regido
adequada do plano complexo s € proposta em (Keel e Bhattacharyya 1999a) e adotada nesta
secao.

Uma condi¢do necessdria e suficiente para a existéncia de um controlador de ordem
r que aloque um polindmio caracteristico em [b] é estabelecida em termos do seguinte
problema de Programagdo Alvo intervalar (Ignizio 1982):

Problema 4.2.2
minimizar Z (n; + o)
i=1
z,n,p ., n",p"
sujeito a Ax+n~ —p~ =b",

n- =20 p~ 20,
nt >0, pt >0.

Teorema 4.2.3 Considere v*(|b]) o valor dtimo do Problema 4.2.2, e * o controlador
correspondente. Entdo x* aloca o polindémio caracteristico do sistema em malha fechada
em [b] := [b—, b*]| se e somente se v*([b]) = 0.

Prova: Considere (z*, 7™ * p~* n* p**) uma solu¢do Gtima para o Problema 4.2.2 e
b* = Ax*. Se v*([b]) = 0, entdo n~* = p™* = 0 e obtém-se b* € [b]. Se v*([b]) > 0,
entdo ao menos um dos valores 7; *, pf*, 1 = 1,2,...,m é positivo e o controlador *
aloca b} abaixo de b; ou acima de b;", dependendo de qual variavel de desvio € positiva. 0

O Problema 4.2.2 exibe as mesmas propriedades basicas do Problema 4.2.1 (p = 1):
¢ um problema de Programacao Linear simples e sempre possui uma solucao factivel. O
controlador x* aloca o polindmio caracteristicoem b* = b~ — = *+ p~*ou b* = b* —
n™ + p™. Quando v*([b]) > 0, significando que b* ¢ [b], o controlador correspondente
aloca um polindmio caracteristico com desvio minimo, no sentido da norma /;, em relagdo
ao intervalo [b].
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Exemplo 4.2.2 Considere a fungdo de transferéncia da planta de segunda ordem do Exem-
plo 4.2.1 e o problema de alocar os polos de malha fechada em uma regido desejada
usando-se um controlador de ordem zero. A regido desejada é ilustrada na Figura 4.2
e corresponde ao espectro de [b] = [b~, bT] definido por

b==[1.00 140 1.04]" e bt =[1.00 260 1.94]" .

A solugdo otima do Problema 4.2.2, v*([b]) =0 e

b*=[1.00 1.82 1.62]",

indica que a alocagdo em [b] é possivel. O controlador C(s) = 4.02 aloca os pdlos de
malha fechada em —0.910 % 50.890.

-05 1

Eixo Imaginério

p6los de malha fechada

15 I I I I I
2 15 . -1 -0.5 0
Eixo Real

Figura 4.2: Espectro de [b(s)].

4.3 Controladores Robustos: Solu¢oes Internas de X

Considere [A] a matriz de Sylvester intervalar associada a uma planta intervalar [P(s)] e
[b] o polindmio caracteristico intervalar especificado. Um vetor @ é uma solucdo interna
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do sistema de equagdes lineares intervalares [A]x = [b] se Ax € [b] para toda A € [A]
(Rohn 1986). De outra forma, conforme o Teorema 2.6.2

={x : |[A.x — b — Alx| < I}

Definicdo 4.3.1 O conjunto de todas as solugées internas de [A]x = [b] é dado por

Yo:={x: Az € [b] paratoda A € [Al}.

As propriedades de 3o sdo de particular interesse, pois g € precisamente o conjunto
de todos os controladores robustos por alocacdo de pélos. Uma conseqiiéncia importante
quando se trata este problema em um contexto de Andlise Intervalar € a existéncia de re-
presentacdes explicitas para 2. A seguir, sdo apresentadas caracterizagdes simples e com-
putacionalmente eficientes dos controladores robustos como solugdes internas de equagdes
Diofantinas intervalares.

Teorema 4.3.1 (Representacoes de 3.g) Considere 3y o conjunto de todas as solugoes
internas da equagdo linear intervalar [Alx = [b], na qual [A] = [Ac — A, A+ Al e
[b] = [be — 8, b + 8]. Defina

¥ = {x:|Ax — b+ Alx| < 6}
0 = {zx:x=y— 2,
A y—ATz>b",
ATy — A=z < bT,
y >0,z >0};
Y3 = {(z,y): Acx — Ay > b,
A.x + Ay < bt,
—y <z <y}

Entdo Y9 = X1 = Y e @ € Xg se e somente se existir um y de maneira que (x,y) € Xs.

Prova:

Equivaléncia entre 3, e 3

Tem-se que X7 C 35, como esperado da defini¢do de X5 (ou seja, o) como o conjunto das
solucgdes internas de 32 (observe a semelhanca com o Teorema 2.6.2).
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Equivaléncia entre 3, e 3,
(Necessidade) Considere « € ¥g e |Ac.x — b.| + Alxz| < §. Assim,

|Acx — be| < —Alx|+ 6

ou seja,
Al —d < Acx —b. < —Alx| + 9.

Portanto,
Acx + Alx| <b.+ 6
Az — Alx| > b.— 9

< +

Ax— Alx|>b".
Definindo = y — z e |x| = y + z e substituindo em (4.1), verifica-se que

{ Aly—2)+A(y+2z) <bt
Aly—2z)— Ay +2z)=2b”

ou seja,
Ay — Az + Ay + Az < bt
Ay— Az — Ay — Az > b~

resultando em
z<bt

)
(Ac— A)y — (Ac+ A)z > b~

Assim,
Aty — A=z < bt
A-y— Atz > b~

e X, € verificado.

(Suficiéncia) Considere y e z solugdes para X5 e defina um a € R™ por o; = min{y;, z;},
parai = 1,2,...,n. Entiloa > Oparax = (y —a) — (z —a) =y —z e |x| =
(y—a)+(z—a) =y + z — 2a. Assim,

Ax+ Alz| = Ay — 2) + Ay + 2z — 2a) < bT
Aix —Alx| =A(y—2)—Aly+z—2a) > b~

que implica em
Ay — Az + Ay + Az —2Aa < bt
Ay — Az — Ay — Az —2Aa > b~
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e portanto,
(Ac+A)y — (A — A)z —2Aa < bT
(Ac—A)y — (Ac+A)z+2Aa > b~

resultando em
ATy — Az -2Aa <bt
A y— ATz +2Aa > b~.

Assim, [A.x — Alz|, Acx + Alz|] C [b], implicando que x € X.

Equivaléncia entre 3, ¢ 33

(Necessidade) Considere @ € Xg, de maneira que € g se e somente se |A.x — be| +
Alx| < 4. Se y = |x|, entdo

|Acx — b + Alx| < 6

ou seja,
|Acx — be| <0 — Alz|

€ portanto,
6+ Ay< Az —b, <3 — Ay.

Desta forma,

Acx —b. <0 — Ay
Acx —b.> -0+ Ay
que implica em
Ax—bT +6 <6 - Ay
Ax—b" -0 > -0+ Ay.

Assim,
A.x + Ay < bt
Acx — Ay > b~

e (x,y) € Xs.
(Suficiéncia) Considere (x,y) € X3 e, portanto,

z| <y = —y <« < y. Entdo,

0> |Acx — b+ Ay > |Acx — b.| + Alx|

ex € Xy. O

A primeira equivaléncia no Teorema 4.3.1, 3¢ = 321, pode ser vista como uma demons-
tracdo baseada em Andlise Intervalar da condicdo necessdria e suficiente para alocagdo
robusta de pdlos, estabelecida em (Soh et al. 1987). Uma diferenca sutil € que em (Soh et al.
1987), as notagdes equivalentes para A e § descrevem os desvios de uma planta nominal
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A, e um polindémio caracteristico nominal b, enquanto que no Teorema 4.3.1, A e §
sdo simplesmente quantidades calculdveis a partirde A=, AT, b~ e b™. De fato, a segunda
equivaléncia do Teorema 4.3.1, 3o = X5, mostra que valores nominais ndo sao necessarios
para descrever controladores robustos. Note finalmente que a equivaléncia 3y = Y3 e a
correspondéncia entre 3 € 33 sdo especialmente adequadas para manipulacdes numéricas.

Muitas propriedades geométricas uteis relacionadas a 3 e suas representagdes equiva-
lentes podem ser analisadas e interpretadas em termos de projeto por alocacdo robusta de
polos. As proposicdes seguintes sao conseqiiéncias imediatas do Teorema 4.3.1.

Proposicao 4.3.1 (Convexidade) X é um conjunto convexo poliedral. O

A natureza convexa e poliedral de 3y (como o conjunto de solugdes internas) é eviden-
ciada em (Rohn 1986) através da equivaléncia 3¢9 = 5. A convexidade de 3 (como o
conjunto de controladores robustos) também € citada em (Soh et al. 1987).

Proposicao 4.3.2 (Existéncia) 3 é um conjunto ndo-vazio se e somente se os sistemas de
inequagoes lineares indicados em Y4 ou 33 tém uma solugdo. O

A existéncia de controladores robustos pode ser testada pela Fase I do Algoritmo Sim-
plex quando aplicada as desigualdades lineares em X, ou X3. Quando 3y € ndo-vazio,
pode-se proceder a selecdo de um controlador robusto que satisfaca um dado critério, por
exemplo. Deve-se notar que a infactibilidade de 3y seria causada por uma incompatibili-
dade entre a descri¢do intervalar da planta, [A] = [A. — A, A. + A] e a especificagdo
intervalar do polindmio caracteristico [b] = [b~, bT]. Assumindo que exista um x de ma-
neira que A.x € [b] e que A ¢é escalonado por um fator ndo-negativo o, a seguinte relacdo
entre a magnitude da incerteza da planta e a existéncia de controladores robustos pode ser
estabelecida.

Proposicao 4.3.3 (Maxima incerteza) Considere o problema de Programacdo Ndo-Linear:

maximizar o
0-7 w’ y

sujeitoa  Acx — (0A)y > b,
Az + (0A)y < bt
o> 0.

Considere o* o valor otimo de o. Entdo X é ndo-vazio se e somente se c* > 1 e o mdximo
intervalo de incertezas contendo um controlador robusto é [A. — 0* A, A, + oc*Al. O
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Proposicao 4.3.4 (Limitacdo) X ¢ limitado se ao menos um coeficiente de [np(s)| e um
coeficiente de [dp(s)] sdo ndo-degenerados.

Prova: Note que € X, implica A|z| < § (porque € ¥;). Um z ilimitado ndo pode
verificar Ajz| < § se cada coluna de A > 0 tem ao menos um elemento diferente de zero.
Uma vez que A também é uma matriz do tipo Sylvester, conclui-se que X € limitado se
ao menos um coeficiente de [np(s)] e um coeficiente de [dp(s)] sdo ndo-degenerados. O

Proposicao 4.3.5 (Limites sobre ¥¢) Suponha que 3o é um conjunto limitado ndo-vazio.

Paracadai =1,2,...,q, defina x; como o valor minimo do problema linear
minimizar z;
x

sujeitoa x € 3.

Defina :17;’, 1=1,2,...,qde maneira semelhante, substituindo minimizar por maximi-

zar. Entdo o menor vetor intervalar [x] contendo X é dado por [x] := [z, x™T].
O

Note que o conhecimento de [x] determina completamente a faixa de variagio dos coe-
ficientes de todos os controladores robustos possiveis e constitui uma informacao util para
o projeto. De fato, seja [x] particionado da seguinte forma

[z
] =] ... |,
[wp]

na qual [x,] e [x,] denotam vetores intervalares de mesma dimensao, 7+ 1. Ento os zeros e
polos de todos os possiveis controladores por alocacao robusta de pdlos serdo limitados pelo
espago de raizes dos polindmios intervalares definidos por [xz,] e [z,], respectivamente. Um
exemplo numérico € utilizado para ilustrar este e todos os resultados anteriores relacionados
aXp.

Exemplo 4.3.1 Considere a funcdo de transferéncia da planta de segunda ordem com co-
eficientes intervalares apresentada em (Soh et al. 1987) e (Rotstein et al. 1991)

s + [as]
s? —2.2s + [ag)’

[P(s)] =
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na qual [a3] = [0.5,1.5] e [ag] = [—2.6,—2.2]. Deseja-se projetar um controlador de
primeira ordem (r = 1) para alocar de forma robusta os polos de malha fechada do sistema
no espago de raizes determinado pelo intervalo [b] = [b=,b™], com

b= =[1.000 9.600 12.81 5120]" e bt =[1.000 1440 30.17 24.68]" .

]T
A matriz de Sylvester intervalar [A] = [A~, AY"] ¢ facilmente calculada, assim como

Ac., A b e d. Existe um controlador por alocagdo robusta de polos (X¢ € ndo-vazio): a
Fase I do método Simplex (Proposi¢cdo 4.3.2) aplicada em Y5 fornece

13.835 + 6.256
Gils) = — 1352

O espectro do polindmio caracteristico [dp(s)|dc, (s)+[np(s)|nc, (s) (preto), ilustrado
na Figura 4.3, estd inteiramente contido no espectro de [b(s)] (cinza).

Eixo Imaginério
o

R X R X I
2l

-8 -6
Eixo Real

Figura 4.3: Espectros de [dp(s)|dc, (s) + [np(s)|ne, (s) (preto) e [b(s)] (cinza).

Uma investigacdo adicional através da Proposi¢cdo 4.3.3 mostra que o* = 1.319, im-
plicando que o intervalo mdximo de incertezas para a planta pode ser feito cerca de 32%
maior do que o inicialmente especificado. Uma vez que |P(s)| satisfaz as condi¢ées da
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Proposigdo 4.3.4, é possivel obter o vetor intervalar |z utilizando a Proposi¢do 4.3.5:

10.13,16.96 |
[x] —3.979,18.89
] =[x, xzt]=| ... | = R B
[,)] [ 1.000, 1.000 ]
| —5.040,1.664 |

Depois de se calcularem as raizes reais das quatro arestas de [x ] e da inica aresta de
(), conclui-se que os zeros e pdlos de todos os controladores robustos estdo contidos nos
intervalos [—1.865,0.393 ] e [—1.664, 5.040 ], respectivamente. Os pdlos de malha fechada
podem ser robustamente alocados por controladores estdveis ou instdveis, com zeros de
fase minima ou de fase ndo-minima. Neste ponto, ndo é possivel assegurar a existéncia de
um controlador robusto estdvel e de fase minima.

4.4 Alocacao Robusta de Pdlos via Programacao Alvo

Nesta secdo, a existéncia e o projeto de controladores por alocagdo robusta de pdlos sao
simultaneamente tratados em uma estrutura de Programagdo Alvo intervalar com coefici-
entes intervalares. Convém lembrar que de acordo com o Teorema 4.3.1, um vetor  é um
elemento do conjunto de controladores robustos 3, se e somente se & € Xs.

Teorema 4.4.1 De o, tem-se que © = y — z. Defina & := [yT:2"]T, de maneira que

= T¢ na qual T = [I; — 1], e qualquer especificacdo adicional x € X sobre
os coeficientes do controlador pode ser transformada em uma especificacdo equivalente
& € E sobre os componentes de §. Assim, considere o seguinte problema de Programag¢do
Alvo Linear:

minimizar Z (n; + pi)
=1
&En.pmtpt
sujeito a M~=&+nmn —p =b7,
M*¢+nt —pt =0bt,
n =20,p 20,

nt >0, p" >0,
£>0, £cE,

no qual

M‘z[A— : —A+}, M+:[A+ P AT
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e & é um conjunto poliedral ndo-vazio. Considere v* o valor étimo deste problema, £* o
valor otimo de & e x* = TE*. Entdo x* € X N X se e somente se v* = (.

Prova: Seja (£*, n~*, p—*,n*, p™*) qualquer solugiio 6tima para o problema do Teorema
4.4.1. Note que otimalidade e a equivaléncia entre E e X implicam que * = T¢* € X.
Falta mostrar que * € 3, se e somente se v* = (.

(Suficiéncia) Se v* = 0, entdo n~* = pT™* = 0; portanto

A y*— Atz > b,
ATy* — A=z* < bt,
y*>0,2z*>0.

As desigualdades acima possuem uma solugdo (y*, z*) e, de acordo com o Teorema 4.3.1,
x* € ¥p. (Necessidade) Qualquer solucdo 6tima para o problema do Teorema 4.4.1 € tal
que somente um dos 7; * € p; " (9" € p; ™) é positivo (veja (Yu 1985)). Se v* > 0, entdo
pelo menos uma componente de ~* ou pt* é positiva e a componente associada a p—*
ou 17* é nula. Como conseqiiéncia, pelo menos uma das desigualdades acima é violada e,

novamente pelo Teorema 4.3.1, x* ¢ . O

O problema do Teorema 4.4.1 sempre possui uma solucdo factivel e o seu valor 6timo
v* fornece o desvio total de * € X emrelagdo a Xg. Se v* > 0, entdo 7~ * e p** indicam
quais componentes do alvo intervalar [b] = [b~, bT] no podem ser alcangadas. Quando
v* = 0(n~* = pT™* = 0), as varidveis de desvio n* e p~* atuam como varidveis de folga
e excesso para as desigualdades que descrevem os controladores robustos.

Exemplo 4.4.1 Considere a funcdo de transferéncia da planta incerta de segunda ordem
descrita no Exemplo 4.3.1. Pode-se verificar que o problema de alocagdo robusta de po-
linémios caracteristicos proposto pode ser resolvido por um controlador estdvel de fase mi-

nima. A restricdo [Is: — Is|z > 0, impondo um controlador com coeficientes ndo-negativos

é adicionada ao problema do Teorema 4.4.1. O controlador resultante

11.61s 4 14.24
C —
2(5) s+ 0.428

€ uma solucdo para o problema de alocagdo robusta de polinémios, pois v* = 0. O espectro
do polinomio caracteristico [dp(s)|de,(s)+[np(s)|ne,(s) (preto), ilustrado na Figura 4.4,
estd inteiramente contido no espectro de [b(s)] (cinza).
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Eixo Imaginério
o

-8 -6
Eixo Real

Figura 4.4: Espectros de [dp(s)]dc,(s) + [np(s)ne,(s) (preto) e [b(s)] (cinza).

4.5 Controladores PID Robustos

EspecificacOes relacionadas a estrutura dos controladores robustos introduzem restricoes
adicionais em . Uma especificacdo popular € a de que o controlador robusto deva apre-
sentar uma estrutura PID na forma paralela

k’Ds2 + k’pS —|— k’[
s y

OPID(S) =

na qual kp, kp, k; sdo os ganhos derivativo, proporcional e integral, respectivamente. E co-
mum introduzir limitantes para estes valores: kp € [kp, kb], kp € [kp, kL), k1 € [k7, k).
Comparando-se Cp;p(s) com C(s) definido em (3.9) para r = 2, observa-se que a espe-
cificacdo PID impde restricdes de desigualdade em x4, x5, 3 e restricdes de igualdade em
x4, T5, Tg. Claramente, r = 2 é um artificio para a caracterizacdo de um controlador PID e
ndo a sua ordem. A especificacdo PID correspondente em £ seria

£ € Epip i =1{§: GE < h E¢ = f},

na qual
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0 —k~ kp 6 k3 14
f=1111, h:= | kT= k=1L | kT = kS | =119
0 kt k, 31 kf 39

Exemplo 4.5.1 O controle PID robusto da planta de terceira ordem

[as]s + [a4]
s3 + [a6]32 + [CL7]$ + [ag]

[P(s)] =

é considerado em (Keel e Bhattacharyya 1997a). Todos os coeficientes incertos sdo iguais
a [0.99,1.01]. Deseja-se que os pdlos de malha fechada sejam robustamente alocados no
espago de raizes de [b] = [b~,b™], com

b= =[1.000 6.000 31.25 57.00 38.25}T

bt =[1.000 14.00 4525 77.00 54.25 |

Os ganhos PID estdo restritos aos intervalos [kp| € [6,14], [kp] € [11,19] e [k;] €
[31,39]. Para respeitar as condigbes r = 2 e x4 = 0, as componentes de b~ e b sdo
deslocadas para a direita e zeros sdo incluidos nas primeiras posicoes de vetores aumen-
tados b~ e b™. Entdo fazendo E = Zp;p, a solugdo étima do problema do Teorema 4.4.1
fornece v* = 0, e o controlador PID robusto correspondente

12.43s% + 18.76s + 38.87
- .

Cpip,(s) =

A abordagem por Andlise Intervalar mostra que somente dois vértices de A sdo necessd-
rios para formular problemas de alocagdo robusta de polos. O niimero de desigualdades
lineares na formulagdo por Programacdo Alvo é 2n + 2r + 2 e aumenta linearmente com n
e r. Na abordagem por Programagdo Linear proposta em (Keel e Bhattacharyya 1997a), o
numero de desigualdades lineares, que resulta de uma operacdo combinatorial com todos
os vértices de A, aumenta exponencialmente com n e r. O controlador PID encontrado
por este método foi

12.5s% + 17.75s + 38.25

Cpip,(s) = .

4.6 Nao-fragilidade de Controladores Robustos

Um objetivo importante no projeto de controladores em sistemas realimentados € evitar
projetos frdgeis, nos quais pequenas variacdes nos coeficientes do controlador projetado
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podem deteriorar o desempenho do sistema em malha fechada de forma significativa (Keel
e Bhattacharyya 1997b). Nesta secdo € proposto um procedimento para o projeto de con-
troladores baseado na solucdo de um problema de centralizacdo, de maneira a obter o ma-
ximo desvio nos coeficientes do controlador a partir dos seus valores nominais. Proble-
mas de centralizacdo clédssicos na drea de Otimiza¢do Global sdao apresentados em (Horst
e Pardalos 1994). No presente contexto, a idéia é determinar um controlador central x e o
maximo raio 6, tais que

$+9c€20,

sendo C um determinado conjunto convexo que descreve como os coeficientes do controla-
dor podem variar e  + 0C := {x + v, v € Xp}.

O raio # representa uma medida da ndo-fragilidade do controlador robusto  quando os
seus coeficientes variam de acordo com C. Assumindo que C é um hiper-retangulo, ou seja,
um vetor intervalar em IR, o problema de projeto do controlador assume a seguinte forma:

Problema 4.6.1
maximizar 0
0,x,y

sujeitoa  Ac(Iy+0T)x — Ay > b~
AL, — 0T)x — Ay > b,
A I+ 0T)x + Ay < bt,

(

na qual, T := diag(t,ts, . . ., tq), comt; = 1, se a varia¢do no i-ésimo componente de x é
considerada, e t; = 0, caso contrdrio. O

A solug@o do Problema 4.6.1 determina o centro * e o raio §* do maior hiper-retangulo
C contido em 3, 0 que maximiza as possiveis variacdes de x*. Para resolver o Pro-
blema 4.6.1, foi utilizado o software GloptiPoly (Henrion e Lassere 2002), baseado em
Matlab/SeDuMi, o qual constroi e soluciona relaxagdes convexas de problemas de otimiza-
¢do ndo-convexos, descritas como desigualdades lineares matriciais convexas.

Exemplo 4.6.1 Considere novamente a fungdo de transferéncia da planta de segunda or-
dem com coeficientes intervalares apresentada no Exemplo 4.3.1 ((Soh et al. 1987) e (Rotstein
etal. 1991))

s + [as]
s? —2.2s + [ag)’

[P(s)] =
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na qual [az] = [0.5,1.5] e [ag] = [—2.6,—2.2]. Deseja-se alocar robustamente os polino-
mios caracteristicos em [b] = [b—,bT], com

b~ =[1.000 9.600 12.81 5120 ] e bt =[1.000 1440 30.17 24.68]" .

Deve-se notar que np(s)] e [dp(s)] ndo sdo robustamente coprimos, pois compartilham
uma raiz comum em az = 0.8 e ag = —2.4, por exemplo. Portanto, a matriz de Sylvester
intervalar resultante ndo é robustamente ndo-singular, o que ndo impede de tentar projetar
um controlador robusto.

A Figura 4.5 ilustra os espectros de [dp(s)|dc,(s) + [np(s)|nc,(s) (preto) e [b(s)]
(cinza), na qual

10.14s 4 18.89
Ca(s) = = 1661

€ o controlador robusto obtido em (Soh et al. 1987).

X

Eixo Imaginério
-

/
\

-8 -6
Eixo Real

Figura 4.5: Espectros de [dp(s)]dc, (s) + [np(s)|ne, (s) (preto) e [b(s)] (cinza).

Utilizando-se o GloptiPoly para a solu¢do do Problema 4.6.1 com T = diag(1,1,0,1),
obtém-se 0* = 0.061, significando que os pardmetros do controlador

13.24s5 +9.170
Ccen -
() s —0.673
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podem variar cerca de 6% em relagdo aos seus valores nominais.

A Figura 4.5 ilustra os espectros de [dp(s)|dc.., (s) + [np(s)|nc..., (s) (preto) e [b(s)]
(cinza). Fica evidente que Cl.,(s) admite maiores variagbes nos seus pardmetros, sem
perda de robustez.

Eixo Imagindrio
-
T
Il

73 1 1 7;3 7& 1 1 1
Eixo Real

Figura 4.6: Espectros de [dp(s)]dc,., (s) + [np(s)|nc.., (s) (preto) e [b(s)] (cinza).

4.7 Conclusao

A conclusido mais importante deste Capitulo 4 € que a andlise e o projeto de controladores
por alocacao robusta de pdlos podem ser sistematizados através de Andlise Intervalar.

A caracterizacdo do conjunto dos controladores robustos como solug¢des internas de
uma equacao Diofantina intervalar criou condi¢des para se obter muitas propriedades tuteis
relacionadas ao problema de alocacao robusta de pélos. Como conseqiiéncia da utilizagao
dos conceitos de Andlise Intervalar e suas interpretacdes em termos de alocacdo robusta
de pdlos, o projeto de controladores robustos foi realizado através de uma abordagem por
Programacdo Alvo Linear, que combina a facilidade de implementagdo e eficiéncia dos al-
goritmos de Otimizacdo Linear com uma representacdo linear adequada dos aspectos de
tomada de decisdo envolvidos. Em particular, a utilizagdo dos resultados de Andlise In-
tervalar permitiu uma solu¢do mais simples para o problema de alocagdo robusta de po-
los, quando comparada com as metodologias apresentadas em (Soh et al. 1987) e (Keel e
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Bhattacharyya 1999a).

A caracterizacao de um sub-conjunto convexo de controladores robustos permitiu a for-
mulacio do problema de projeto de controladores nao-frageis como um problema de centra-
lizagdo, o qual foi resolvido por um algoritmo de Otimizagdo Global. Os procedimentos de
projeto propostos sdo facilmente implementados com base em programas computacionais
existentes.



Capitulo 5

Projeto de Controladores Robustos por
Realimentacao de Estado

5.1 Introducao

Neste Capitulo 5 € apresentada uma metodologia baseada em Analise Intervalar para o pro-
jeto de controladores robustos por realimentacao de estado para sistemas lineares e invarian-
tes no tempo intervalares. De forma semelhante a metodologia de projeto de controladores
anteriormente apresentada para sistemas descritos no dominio da freqiiéncia, ¢ demonstrado
que quando o problema de alocagdo robusta de pélos € representado através do espectro de
polindmios intervalares adequadamente selecionados, este pode ser totalmente formulado e
resolvido em um contexto de Anélise Intervalar. O problema de controle robusto consiste
em encontrar um ganho de realimentacio de estado de maneira a alocar todos os pdlos de
malha fechada numa regido previamente especificada no semi-plano esquerdo do plano s,
para todos os possiveis conjuntos de parametros do sistema.

Sao obtidas representacdes poliedrais convexas explicitas para uma classe de controla-
dores robustos por realimentacao de estado satisfazendo a chamada equacdo de Ackermann
intervalar. Também é proposto um procedimento de projeto baseado em Programacgdo Nao-
Linear que objetiva a maximizagdo da ndo-fragilidade do controlador robusto.

Problemas relacionados a verificacdo da controlabilidade e da observabilidade de siste-
mas intervalares sdo tratados numericamente através da implementagdo do método da fa-
toracdo [Q][R)] intervalar. Também sdo apresentadas extensdes relativamente simples, para
sistemas intervalares, de resultados conhecidos em projeto por realimentacdo de estado.
Exemplos numéricos ilustram os principais resultados apresentados.

5.2 Alocaciao Robusta de Pélos

Considere o sistema linear e invariante no tempo intervalar, com uma entrada e uma saida

63
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z = [Alx+ [blu, (5.1)
y = [z, (5.2)

no qual x = x(t) € R™!, u = u(t) € Rey = y(t) € R sdo o vetor de varidveis de
estado, a entrada de controle e a saida do sistema, respectivamente. A matriz caracteristica
intervalar [A] € TR™ " e os vetores intervalares de entrada [b] € TR™*' e de saida do
sistema [c¢] € TR sdo introduzidos de maneira a modelar incertezas nos parimetros do
sistema na forma de intervalos limitados. O principio adotado neste capitulo para o projeto
de controladores por alocagdo robusta de polos € semelhante ao discutido anteriormente
e consiste em alocar robustamente polindmios caracteristicos de malha fechada em uma
determinada familia de polinOmios caracteristicos intervalares

[d(s)] = 8" 4 [dna]s" "+ -+ [do],

na qual [d;] := [d; ,d]], parai = 0,1,...,n — 1 sdo coeficientes intervalares. A idéia ba-
sica é gerar uma especificacdo para a alocacdo regional de pélos na forma de um conjunto
espectral de um polindmio caracteristico intervalar, baseado no fato de que os conjuntos
espectrais de polindmios intervalares podem ser obtidos de forma eficiente através do Teo-
rema 3.4.1 (Teorema das Arestas (Bartlett et al. 1988)). Assumindo que os polindmios ca-
racteristicos intervalares de malha fechada possam ser previamente especificados de forma
adequada, pode-se formular os seguintes problemas para o projeto de sistemas de controle
robusto para plantas intervalares descritas através de varidveis de estado (Prado, Lordelo e
Ferreira 2004).

Problema 5.2.1 (Controlador) Dado um polindémio caracteristico intervalar de malha fe-
chada [d.(s)], determinar um ganho constante de realimentacdo de estado k € R'™, de
maneira que

det(sI — A+ bk) € [d.(s)]

paracada A € [A]eb € [b|. O

Problema 5.2.2 (Observador) Dado um polinomio caracteristico intervalar de malha fe-
chada [d,(s)], determinar um ganho constante do observador l € R"*', de maneira que

det(sI — A +lc) € [d,(s)]

para cada A € [A] e c € [c]. O
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Assumindo que os pélos em S([d,(s)]), ou seja, o conjunto espectral de [d,(s)] con-
forme a Defini¢do 3.4.1, sejam suficientemente mais rdpidos do que os pdlos em S([d.(s)])
e substituindo as varidveis de estado « pelo seu valor observado &, obtém-se um controlador
robusto por realimentagdo de estado observado u = —k&.

E evidente que a existéncia de um controlador robusto que aloque os pélos de malha
fechada em localizacdes arbitrarias do plano complexo s requer uma andlise de controlabi-
lidade e de observabilidade no sentido robusto.

Proposicao 5.2.1 Um sistema intervalar ([A], [b], [c]) é controldvel se o rank da matriz de
controlabilidade

M:=|p: Ab : ... : A" 1p | €R™™"

¢ igual a n, para cada par (A,b) € ([A],[b]). Diz-se neste caso que o par intervalar
([A], [b]) € controldvel. O

Utilizando o Principio da Dualidade em projeto de sistemas de controle (Chen 1999),
chega-se a um resultado semelhante para observabilidade em sistemas intervalares.

Proposicao 5.2.2 Um sistema intervalar ([A], [b], [c]) é observdvel se o par intervalar
([A]T, [e]T) é controldvel. O

Definicdo 5.2.1 A extensdo intervalar para a matriz de controlabilidade é definida por

M =[] : [Alp) - 0 (AP | €TRT

Deve-se observar que [M| contém todas as possiveis matrizes de controlabilidade do
sistema intervalar, mas nem todas as matrizes em [M] sdo matrizes de controlabilidade.
No entanto, se o rank(|[M|) = n, para cada M € [M]|, entdo o par intervalar ([A], [b]) é
controldvel. Denotando como [det(M )] a extensdo intervalar de det(M ), para M € [M],
segue que o par intervalar ([A], [b]) é controldvel se 0 ¢ [det([M])]. No entanto, obter
a extensdo intervalar [det([M])] implica num custo computacional elevado. Um procedi-
mento alternativo para a anélise da controlabilidade do par intervalar ([A], [b]) baseado na

fatoracao [Q][R)] intervalar é descrito no Capitulo 3.
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5.3 Projeto do Controlador

Nesta secdo € apresentada uma extensdo para sistemas intervalares da técnica cldssica de
projeto de controladores por realimentacido de estado. No caso pontual, dado o polindmio
caracteristico de A,

det(sI — A) = 5" + 18" "+ + a5 + ag,

e o polindmio caracteristico para os pdlos desejados de malha fechada

de(s) = 8"+ dep 18" 1+ +dey + deyp,

um ganho constante de realimentagio de estado k := [ko k1 ... k,_1], de maneira a alocar
d.(s), pode ser obtido através da equacdo de Ackermann (Ogata 1997)

EMW + a=d,,

na qual
dc — [ dc,O dc,l e dc,n—l } , o= [ g Q1 Q1 ]
e ~ .
(a7} (%) anp_1 1
as Qs 1 0
W = : . : .
Oy 1 - 0 0
I 1 o .- 0 0 ]

Dado que os coeficientes do polindmio caracteristico de A sao fungdes multilineares
dos seus elementos, no caso intervalar pode-se calcular as extensdes intervalares destes
coeficientes o], parai = 1,2,...,n — 1, e obter [W] € IR"*", a extensdo intervalar de
W considerando A € [A]. Assim, a extensdo intervalar para a equagdo de Ackermann é
dada por

kIM][W] + [a] = [d], (5.3)

na qual [d.] € IR'™" representa o polindmio caracteristico intervalar de malha fechada.
Uma condig@o necessdria para a existéncia de uma solugdo para o sistema de equacdes li-
neares intervalares (5.3) é que (d.)w > O, em que o indice w representa a largura de
um vetor intervalar, conforme a Defini¢do 2.3.2. O préximo passo é remover [a] do lado
esquerdo da equacdo (5.3), o que ndo pode ser feito através da definicdo padrao da subtra-
¢do intervalar, pois em geral, [] — [a] # [0,0]. Aplica-se entdo, a subtracdo intervalar
estendida (Inuiguchi e Kume 1991)

[ded] © [od] += [dy; — o} — o],

10 eyt 7
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parai =0,1,...,n—1. Nota-se que [a] S [a] = [0,0] e [dc] ©[] C [d.] — ] e obtém-se
o sistema de equagdes lineares intervalares

k[T] = [fel, (5.4)

no qual [T] := [M][W]e [fc] := [dc] & [a].

Em (Smagina e Brewer 2002) demonstra-se que o problema de estabiliza¢do robusta
pode ter uma solugio na forma k = (f.).T. ', em que o indice c representa o valor
central de um vetor ou de uma matriz intervalar, conforme as Defini¢des 2.3.2 e 2.4.2,
respectivamente, e que [d.(s)] é um polindmio intervalar Hurwitz que satisfaz (d.). > a.
Usando os conceitos e resultados de Analise Intervalar aplicados em sistemas de equacoes
lineares intervalares, caracteriza-se todo o conjunto de controladores robustos por alocag¢do
de pdlos que podem ser encontrados através da equacdo de Ackermann intervalar.

O conjunto-solucdo de (5.4) é definido (Rohn 1989) como

K:={k : kT = f., paraalguma T € [T e algum f. € [f.|}.

O subconjunto das solugées internas de IC, descrito por (Rohn 1986)

Ko:={k : KT € [f.], paratoda T € [T]},

caracteriza todos os controladores robustos por realimentacdo de estado associados com
(5.4). As seguintes representacdes para JCq sdo conseqiiéncias da aplica¢do dos resultados
de Anadlise Intervalar.

Teorema 5.3.1 (Representacoes de ICy) Considere ICq o conjunto de todas as solucdes
internas da equacdo de Ackermann intervalar k|T| = [f.], na qual [T| = [T.— A, T.+ A]
e [fe] =[(fe)e — 6, (fe)e + 6]. Defina
Ko = (k¢ KT~ (fo) + kIA < 6}
Ky = {k: k=K —Ek?
K'T— — k*T* > f,
E'T+ — k*T— < f,
k'>0, k*>0};
Ks = {(k,k) :
kT.—kA> f,
kT.+kA< ff,
~k<k<k}.

Entdo ICo = K1 = K e k € K se e somente se existir um k de maneira que (k, E) € ICs.
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Prova: As provas envolvendo as equivaléncias entre ICo = K1 = K sdo derivadas dos
resultados de (Rohn 1986). A correspondéncia entre ICq e /C3 é baseada em (Kelling 1994).
Veja a prova do Teorema 4.3.1 para detalhes sobre as demonstracdes. O

Da equivaléncia ICq = Ky pode-se concluir que /Cq € um conjunto convexo, e se todas
as colunas de A tiverem pelo menos um elemento diferente de zero, entdo ICq € limitado.
A existéncia de um controlador robusto por realimentacido de estado pode ser verificada
aplicando-se a Fase I do método Simplex as desigualdades lineares presentes nas represen-
tacdes para IC, e IC3. Dado que ICp € um conjunto limitado, a Programacao Linear pode
ser usada para obter a casca intervalar de ICo, definida como [KCo]=[k~,k™], com

k7 :=arg min k;, k' :=arg max k;
keclCo keclCo
parat = 0,1,...,n — 1. Do ponto de vista de projeto, caracterizacdes explicitas de ICq

simplificam a formulacdo de problemas de controle 6timo, no sentido de que se = : R” —
R ¢é qualquer critério particular (por exemplo, distdncia minima de um ganho alvo k°) e
KC.qq representa qualquer especificacdo adicional sobre k (por exemplo, limitantes inferior
e superior) entdo um problema de minimizac¢do na forma

min Z(k) sujeitoa k € ICo N Kyua

pode ser resolvido para obter um ganho robusto 6timo por realimentacdo de estado k*
com respeito ao critério =. Neste capitulo, € adotada a formulagdo por Programacdo Alvo
Linear para o projeto de controladores robustos, proposta em (Lordelo e Ferreira 2002a) e
(Lordelo e Ferreira 2002b) e apresentada no Capitulo 4. A idéia basica € introduzir varidveis
de desvio (p~, T, p~, pT) e entdo minimizar o desvio total ao alvo intervalar [f,] =

[f=.
Problema 5.3.1

minimizar Z n +pi)
1=1
kL k%0, nt et

sujeito a E'T— —k*TT+n~ —p~ = f,
E'T* — k*T~ +nt — pt = fF,

n- =0 p" 20,

nt >0, pt >0.
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Teorema 5.3.2 Considere v*([f.]) o valor 6timo do Problema 5.3.1 e k* = k' — k?*
o ganho de realimentacdo de estado correspondente. Entdo k* € ICq se e somente se

v*([fe]) = 0.

Prova: Considere (k'*, k2*, n=* p~* n™* p**) uma solugio 6tima do Problema 5.3.1.
(Suficiéncia) Se v*([f.]) = 0, entdo n~* = p™* = ( e obtém-se

EYT— — k>T+ > o,
kl*T—|— _ k2*T— S fc+7
k* >0, k2* > 0.

De acordo com o Teorema 5.3.1, k* = k1* — k2* € ICy. (Necessidade) A solugio 6tima do
Problema 5.3.1 obtida através do algoritmo Simplex estabelece que 7; *p; * = 17" p* = 0
paratodoi = 0,1,...,n — 1 (Inuiguchi e Kume 1991). Se v*([f.]) > 0, entdo ao menos
um componente de 77 * ou pT* € positivo e 0 componente associado a p~* ou 7* é nulo.
Portanto, a0 menos uma das desigualdades acima € violada e, novamente pelo Teorema
53.1, k* = kY — k2* ¢ K. O

As conclusdes do Teorema 5.3.2 permanecem validas se uma especificacio adicional
k' — k? € K., na qual KC,qq € qualquer conjunto poliedral ndo-vazio, é incorporada ao
conjunto de restri¢des do Problema 5.3.1, que sempre possui uma solugao factivel. Quando
v*([fe]) = 0, o conjunto solugdo do Problema 5.3.1 é equivalente a KCo, ou seja, o conjunto
de todos os ganhos robustos por realimentacio de estado.

Através do método Simplex, pode-se explorar outras alternativas e escolher um ganho
de realimentacdo que satisfaca uma propriedade adicional, como a nao-fragilidade contra
variagdes nos ganhos (Keel e Bhattacharyya 1997a), por exemplo. Uma formulagdo padrao
de Programa Linear ndo permitiria a mesma flexibilidade para a caracterizagao dos ganhos
robustos por realimentacdo de estado. O projeto de controladores ndo-frageis € discutido
com mais detalhes na Sec¢@o 5.6, na qual o problema da nio-fragilidade € tratado como um
problema de projeto via centralizagdo.

Assim como no caso pontual, o projeto do controlador possui uma solu¢do muito mais
simples quando a equacdo de estado estd na forma controldvel intervalar, na qual

[0 1 0 0o ]
0 0 1 0
[A] = ;
0 0 0 1
| —[ao] —[ou] —las] —lan—1] |
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Observa-se que o par intervalar ([A], [b]) acima é sempre controldvel. Representagdes
controldveis intervalares sao facilmente obtidas através de sistemas representados por fun-
¢Oes de transferéncia intervalares. Dadas as estruturas de [A] e [b], segue que

det(sI — [A] + [b]k) = 5" + ([on—1] + kn1)s" " + -+ + ([aa] + k1) + ([ao] + ko)

e a solucdo do problema do controlador robusto € simplesmente

ke [f]=ld]ola]. (5.5)

Claramente, a férmula (5.5) generaliza a solu¢do do problema de projeto do controlador
robusto baseado em alocacdo de pélos, no sentido de que se d = df = d.e a™ =
at = a, entdo k = d. — . Embora qualquer ganho de realimentacio satisfazendo (5.5)
solucione o problema de alocagdo robusta de pélos, k = ( f.). parece ser preferivel devido
a sua maxima nao-fragilidade com respeito a variagdes nos ganhos.

5.4 Projeto do Observador de Estado

O projeto de um observador de estado de ordem completa

& = ([A] =)@ + [blu+ly

no qual, #(t) € R™! € o vetor de varidveis de estado estimadas para o sistema intervalar
descrito em (5.2), consiste em encontrar um ganho robusto para o observador de estado
[ € R™*!, de maneira que

det(sI — A +le) € [d,(s)]

paracada A € [A] e ¢ € [c], sendo que [d,(s)] € um dado polindmio caracteristico interva-
lar de malha fechada. O ganho do observador de estado I pode ser calculado como I = k”,
na qual k € o ganho de realimentacdo de estado associado ao sistema dual intervalar

A técnica de Andlise Intervalar proposta na Secao 5.3 para o projeto de controladores
robustos por realimentacao de estado pode ser usada no projeto de observadores de estado
robustos. O Teorema da Separagdo também se aplica a sistemas intervalares ([A], [b], [¢]),
como a seguinte representacdo em varidveis de estado do sistema em malha fechada sugere:

=1 L2
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naqual e :=x — .
O polindmio caracteristico de malha fechada é determinado por

det(sI — Agy) = det(sI — A + bk) det(sI — A+ le),

e de acordo com a metodologia proposta, os ganhos k e I sdo tais que

det(sI — A+ bk) € [d.(s)]

det(sI — A +lc) € [dy(s)]

para cada A € [A], b € [b] e ¢ € [¢]. Portanto, os p6los em malha fechada do sistema
intervalar devem estar contidos em

S([de(s)]) U S([do(s)])

ou seja, a metodologia proposta néo cria p6los que ndo estejam contidos em S([d.(s)]) U

S([do(s)])-
Argumentos semelhantes aos apresentados no final da Secdo 5.3 permitem obter a so-
lugéio do problema de projeto do observador robusto como I € [f,] = [do]” © [a]” se o

sistema € representado na forma observdvel intervalar, com considera¢des andlogas com
respeito ao ganho final do observador de estado.

Um aspecto importante no projeto de controladores por realimentacdo de estado, através
da metodologia de Andlise Intervalar proposta, é o uso de conjuntos espectrais de polind-
mios intervalares como especificacdes regionais para alocacdo de pélos. O seguinte pro-
cedimento heuristico para determinar regides adequadas de aloca¢do no plano complexo s
pode ser adotado.

Considere os coeficientes do polindmio caracteristico associado a um conjunto de p6-
los nominais de malha fechada, dados por «y, aq, ..., a,—1. Os pélos nominais de malha
fechada sdo os zeros de

d(s) = 8" + a,_1wps" ! 4 Qp_owis" T2 4 -+

quando wy = 1. Aumentando (diminuindo) o valor de w, acima (abaixo) de um, consegue-
se o efeito de mover os zeros de d(s)para a esquerda (direita) em relagéo as posi¢des nomi-

nais. Permitindo que wy € [wy ,wy ], naqual 0 < wy < 1 < wy, obtém-se um polindmio
intervalar [d(s)| com coeficientes intervalares [o;] = «;[wo]™ ", parai = 0,1,...,n—1. Os

limitantes w, e wy devem ser escolhidos de maneira que a condigfo necessdria d,, >
seja satisfeita. O conjunto espectral resultante S([d(s)]) contém os pélos nominais de malha
fechada e a existéncia de um ganho robusto por realimentacdo de estado pode ser eficiente-
mente verificada pelo Teorema 5.3.2.
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Exemplo 5.4.1 Considere a descricdo em varidveis de estado na forma controldvel as-
sociada a fungdo de transferéncia apresentada no Exemplo 3.5.1 e discutida em (Jaulin
etal. 2001):

0 1 0 0
A=1] 0 0 1 |, b=|0]|, e=[[h] 0 0],
—lao] —lon] o] 1
na qual
) USRI L _ [n]lps)?
(ol = [pa] al =l [p2]” el =l + [p2]” ol [p2]
Assumindo que [p1| = [ps] = [p3] = [0.97, 1.03] e usando aritmética intervalar, obtém-

se o sistema intervalar ([A], [b], [¢]) caracterizado por

(o] = [0.9134,1.0937],  [ay] = [1.8826,2.1227),
(o] = [1.9408,2.0609], [3o] = [0.8860, 1.1265].

O procedimento heuristico anteriormente citado foi aplicado para gerar o polinémio
caracteristico intervalar

[d.(s)] = s* + [7.469, 8.536]s” + [20.89, 27.32]s + [25.98, 38.87],

que contém o polindmio caracteristico nominal d.(s) = s3+8s*+245+32, correspondendo
aos polos —4, —2 + 32. Como o sistema estd na forma controldvel intervalar, uma solu¢cdo
possivel para o problema de alocag¢do robusta de polos é k = (f.). = [31.42 22.10 6.001].
A solugdo do Problema 5.3.1 é k* = [31.42 19.67 5.527|. Os espectros de det(sI — [A] +
bk*) (preto) e [d.(s)| (cinza) sdo ilustrados na Figura 5.1. Os pdlos de malha fechada
permanecem contidos no espectro de [d.(s)| para todos os possiveis valores de A € [A].

O projeto do observador de estado foi desenvolvido com base no fato de que os polos
do observador devem ser aproximadamente duas vezes mais rdpidos do que os obtidos com
o espectro de det(sI — [A] + bk™*). Um polinémio caracteristico intervalar adequado para
o projeto do observador de estado é

[do(s)] = s* + [50.050, 79.950]s> + [836.58, 2134.7]s + [4672.6, 19045]

e apos solucionar o Problema 5.3.1 para o sistema dual, foi encontrado o ganho robusto do
observador de estado 1* = 103-]0.062 1.312 8.945]T. Os espectros de det(sI —[A]+1*[c])
(preto) e |d,(s)] (cinza) sdo ilustrados na Figura 5.2. Note que a separagdo desejada entre
os polos de malha fechada alocados por k* e l* é alcancada.
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Figura 5.1: Espectros de det(sI — [A] + bk*) (preto) e [d.(s)] (cinza).
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Figura 5.2: Espectros de det(sI — [A] + l*c) (preto) e [d,(s)] (cinza).

A Figura 5.3 apresenta as respostas ao degrau unitdrio do sistema em malha fechada
obtido com o controlador baseado no observador de estado

C(s) = —k*(sI — A+ bk* +1*c) " 'l*
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Figura 5.3: Resposta temporal ao degrau unitdrio (tempo em segundos).

para alguns valores criticos de A € [A] e ¢ € [c]. A saida exibe pequenas variagdes
porque o ganho do controlador foi capaz de restringir o movimento dos polos contidos em
S([d.(s)]) e 0 ganho do observador mantém os pdlos do observador em S|d,(s)|) suficien-
tente mais rdpidos do que em S([d.(s)]).

5.5 Sistemas Multivariaveis

O projeto de controladores por realimentagdo de varidveis de estado para o sistema linear
e invariante no tempo com multiplas entradas e saidas (MIMO: Multiple-Input Multiple-
Output)

T = Ax -+ Bu,
y = Cz,

pode ser reduzido ao projeto de um sistema SISO se A é uma matriz ciclica. Uma matriz
quadrada € ciclica se o seu polindmio caracteristico € igual ao seu polindmio minimo. Se
o par (A, B) é controldvel e A € ciclica, entdo o par (A, Bq) é controldvel para quase
qualquer g € R™, sendo que m € o nimero de entradas do sistema (Chen 1999).

Uma extensdo deste principio de projeto para sistemas intervalares € proposto em
(Smagina e Brewer 2002). Uma matriz quadrada intervalar [ A] é ciclica se todas as matrizes
em [A] sdo ciclicas; o par intervalar ([A], [B]q) é controldvel para quase qualquer g € R™
se o par intervalar ([A], [B]) é controldvel e [A] é uma matriz ciclica. O ganho robusto de
realimentacdo de estado para o sistema MIMO assume a forma K = gk, na qual k pode ser
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obtido definindo-se [b] := [B]q. Aplicam-se entdo os procedimentos de projeto baseados
em Andélise Intervalar discutidos nas Secdes 5.3 e 5.4.

A utilizacdo da estratégia discutida anteriormente requer a verificacdo da controlabili-
dade para sistemas multivaridveis. Como os testes baseados em extensdes intervalares para
os menores (determinantes) da matriz de controlabilidade tém um custo computacional ele-
vado, é utilizado o procedimento numérico baseado na fatora¢do [Q][R] intervalar descrito
na Sec¢do 3.3.

Exemplo 5.5.1 Para ilustrar alguns aspectos do projeto de controladores robustos por re-
alimentagdo de estado para sistemas multivaridveis, considere a equagdo de estado li-
nearizada para a velocidade longitudinal de um helicoptero, discutida em (Smagina e
Brewer 2002) na qual

[(111] [alg} —-9.8 [bll} 0
[A] = | lan] la] O |, [B]=1] 0 [bo] |,
0 1 0 0 0
com [ay1] = [-0.031,—-0.0128], [a12] = [-3.4,—0.1], [as1] = [—0.00077,—0.0007],
[ags] = [—0.32,—0.31], [b11] = [—18,—15] e [baa] = [—3.3,—=3]. O método da fatora-

¢do [Q]|R)] intervalar foi utilizado para a verificagdo da controlabilidade do par intervalar
([A], [B)). Por conveniéncia, o algoritmo foi aplicado a [MT € TR®*®. A matriz relevante
para a andlise é

[29.7,38.7] [-0.40,0.24]  [-0.73,1.21]
[R] = [0,0]  [3.11,3.52] [-1.55,—0.47]
[0, 0] [0,0] [—3.81,—2.43]

Como 0 & [r], para i = 1,2,3, conclui-se que o rank([R]) = n e portanto, o par
intervalar ([A], [b]) é controldvel.
Dada a familia de polinomios Hurwitz

[d.(s)] = 5%+ [3,4]s* + [2,8]s + [0.5,5.5],

deseja-se encontrar o ganho robusto de realimentagdo de estado K € R**?® de maneira
que det(sI — A+ BK) € [d.(s)| para cada A € [A] e B € [B], assegurando-se assim a
estabilidade robusta para o sistema intervalar de malha fechada. Adotando q* = [0.8 1.2]
e solucionando o Problema 5.3.1, obtém-se o ganho robusto de realimentacdo de estado
k =[0.0424 —0.9807 — 1.2604], o que leva a

0.0339 —0.7846 —1.0083

K=qk=\ 0500 11768 —1.5125 |
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5.6 Projeto de Controladores Nao-Frageis

Um aspecto importante relacionado ao projeto de controladores robustos por realimenta-
¢do de estado € evitar que pequenas variacdes nos coeficientes do controlador projetado,
devido a questdes ligadas a implementagdo, por exemplo, deteriore significativamente o
desempenho do sistema em malha fechada (Keel e Bhattacharyya 1997a).

Para evitar fragilidade, propde-se um procedimento de projeto de controladores robus-
tos por realimentacdo de estado baseado na solu¢ao de um problema de centraliza¢do, um
problema cléssico de Programacdo Nao-Linear (Luemberger 1989). A idéia € semelhante
a discutida anteriormente na Secdo 4.6 e consiste em encontrar um ganho central k e o
maximo raio # > 0, de maneira que

k+0C € Ky,

na qual C € um dado conjunto convexo especificando como os coeficientes do controlador
podem variar e k + 0C := {k + 0v, v € C}. O raio 6 representa uma medida da ndo-
fragilidade do controlador robusto k quando os seus coeficientes variam como especificado
em C. Assumindo que C é um hiper-retangulo, ou seja, um vetor intervalar, o problema
assume a seguinte forma:

Problema 5.6.1

maximizar 0
0,k k
sujeitoa (I +0E)kT. — kA > fT,
(I +0E)kET.+ kA < f,
(I —0E)kT, — kA > f,
(I —OE)kT, + kA < f+
~k<(I+0E)k <k,
k< (I-0E)k<E,
0 >0,
na qual E = diag(ey, e, ..., e,), com e; = 1, se a varia¢cdo no i-ésimo componente do
ganho k é considerada, e e; = 0, caso contrdrio. O

A solug@o do Problema 5.6.1 determina o centro k* e o raio 8* do maior hiper-retangulo
[k* —0*E k* + 0*E, | contido em ICg, 0 que maximiza as possiveis variagdes nos coefici-
entes de k*. O Problema 5.6.1 pode ser resolvido com o auxilio do Toolbox de Otimizagado
do Matlab, ou de softwares voltados para problemas de otimizacdo Global.
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5.7 Conclusao

Neste Capitulo, foi apresentada uma nova metodologia para o projeto de controladores ro-
bustos para sistemas intervalares descritos por varidveis de estado, baseada em principios
de projeto por alocagdo robusta de polos. A formulagdo do problema de projeto de contro-
ladores robustos no contexto dos conceitos e métodos de Andlise Intervalar foi conseguida
a partir de especificacdes regionais para alocacdo de pdlos na forma de conjuntos espectrais
de polindmios intervalares. Foram obtidas condi¢des simples para a existéncia de contro-
ladores robustos por realimentacdo de estado e apresentadas extensdes igualmente simples
de resultados conhecidos em projeto cldssico de controladores por realimentagao de estado.
A questdo da anélise da controlabilidade e da observabilidade em sistemas intervalares foi
tratada através do método da fatoragdo [Q][R] intervalar, apresentado no Capitulo 3.



Capitulo 6

Conclusao Geral

Esta Tese abordou o uso de Andlise Intervalar na andlise e projeto de controladores robustos
baseados em alocacdo de pdlos para sistemas de controle com plantas intervalares.

Foram investigadas propriedades importantes relacionadas ao conceito de equacao Di-
ofantina intervalar através da andlise da ndo-singularidade robusta da matriz de Sylvester
intervalar e da determinacdo do raio de ndo-singularidade robusta de uma matriz interva-
lar. Os resultados se mostraram adequados ao problema da andlise da coprimo-robustez de
polindmios intervalares.

A Anilise Intervalar leva a solugdes confidveis para problemas numéricos sujeitos a
incertezas, erros de arredondamento ou aproximagdes. Essa metodologia foi aplicada ao
problema de projeto de controladores para plantas lineares intervalares e invariantes no
tempo. O objetivo foi encontrar solugdes confidveis para o problema de alocag¢do de pdlos
quando os coeficientes da planta sdo intervalos fechados. No entanto, 0 método proposto se
aplica mesmo quando os coeficientes da planta sdo quantidades precisamente conhecidas e
ha interesse nos efeitos dos erros de arredondamento na solu¢do do problema de alocagcao
de polos.

Demonstra-se que a andlise e o projeto de controladores por alocagdo robusta de pélos
podem ser sistematizados através de Andlise Intervalar. A caracteriza¢do do conjunto dos
controladores robustos como solucdes internas de uma equagao Diofantina intervalar criou
condi¢des para se obter muitas propriedades tteis relacionadas ao problema de alocagdo
robusta de polos. Como conseqiiéncia da utilizagdo dos conceitos de Andlise Intervalar
e suas interpretacdes em termos de alocag@o robusta de pdlos, o projeto de controladores
robustos foi realizado através de abordagens em Programacdo Matemdtica. A utiliza¢do
dos resultados de Andlise Intervalar permitiu uma solu¢ao mais simples para o problema de
alocacgdo robusta de polos, quando comparada com as metodologias apresentadas em (Soh
etal. 1987) e (Keel e Bhattacharyya 1999b). A caracterizacao de um sub-conjunto convexo
de controladores robustos permitiu a formula¢do do problema de projeto de controladores
nao-frageis como um problema de centralizacdo, o qual foi resolvido por um algoritmo de
Otimizagao Global. Os procedimentos de projeto propostos sdo facilmente implementados
com base em programas computacionais existentes.

Uma nova metodologia para o projeto de controladores robustos para sistemas interva-
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lares descritos por varidveis de estado, baseada no principio de projeto por alocacdo robusta
de pélos, foi introduzida. Foram obtidas condicdes simples para a existéncia de controla-
dores robustos por realimentacio de estado e apresentadas extensdes igualmente simples
de resultados conhecidos em projeto classico de controladores por realimentagdo de estado.
A questdo da anélise da controlabilidade e da observabilidade em sistemas intervalares foi
tratada através de um método de fatoracdo [Q][R) intervalar, desenvolvido numa etapa pre-
liminar do trabalho.

O trabalho iniciado nesta Tese pode ser estendido em vérias direcdes para tratar proble-
mas como a redu¢do de ordem de modelos intervalares (lineares e invariantes no tempo) e as
solugdes de outras equagdes tipicas em Controle como as equagdes de Lyapunov e Riccati.
Andlise Intervalar € uma drea emergente dentro da Teoria de Controle e oferece inimeras
possibilidades para pesquisas futuras.
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