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RESUMO

Codigos lineares e sisteméaticos sobre grupos ndo abelianos sfo
assintoticamente ruins, i.e., a raziio d*/n (onde d* é a distincia minima e 7 é o
comprimento das palavras-codigo) tende a zero & medida que » aumenta. Com
isto, codigos lineares sobre grupos abelianos sfio investigados em maior
profundidade. O desempenho de um cddigo linear e sistemético sobre um
grupo abeliano G ¢ limitado pelo desempenho de um subcodigo linear e
sisteméti;:o definido sobre um subgrupo H de G, onde H é isomorfo ao grupo
aditivo de um anel de inteiros residuais Z,, onde g € uma poténcia de primo. E
feita entdo uma proposta de construgio que consiste em concatenar m codigos
sobre anéis do tipo Z; (onde o inteiro m depende de certas propriedades
estruturais de G) para se obter um codigo linear sobre G. A decodificagio ¢
realizada por m decodificadores, sendo um para cada c6digo sobre um anel do
tipo Z,. Devido a forte relagdo entre codigos sobre grupos abelianos e codigos
sobre anéis de inteiros residuais, é feita inicialmente uma reviso geral acerca
destes Gltimos, considerando geragio e decodificago. Aplicagbes da teoria de
codigos sobre grupos para a teoria de codigos do espago Euclidiano séio

discutidas brevemente,
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ABSTRACT

Linear systematic codes over non-abelian groups are asymptotically
bad, i.e., the ratio d*/n (where d" and » represent the minimum distance and
length of the codewords, respectively) cannot be bounded away from zero.
Thus, attention is focused on linear codes over abelian groups. The
performance (rate and minimum distance) of a linear systematic code over an
abelian group G is shown to be bounded by the performance of some linear
systematic subcode defined over a subgroup H of G, where H is isomorphic to
the additive group of an integer residue ring Z,,, where ¢ is a power of prime.
From this, linear codes over abelian groups are obtained via generalized
concatenation of m codes over rings (m is an integer depending on certain
structural properties of the abelian group). Decoding is made by m decoders,
i.e., one decoder for each component code defined over some ring of the type
Z,. Due to the strong relationship between codes over abelian groups and
codes over integer residue rings, we first make a review of the latter,
considering encoding and decoding. Applications of the theory of codes over

groups to the theory of Euclidean space codes are briefly discussed.
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Introdugdo

INTRODUGAO

APRESENTACAO E BREVE HISTORICO

Uma forma simplificada de um sistema de comunicagdes digitais esta ilustrada na
Figura 1:
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Figura 1 - Diagrama de blocos de um sistema de comunicages digitais.



Introdugio

Iremos descrever brevemente o modelo do sistema de comunicagdes da Fig. 1 para
depois introduzirmos o problema que se pretende analisar neste trabalho. Este sistema de
comunicagbes conecta uma fonte de dados a um usuario através de um canal o qual podera
ser, por exemplo, uma fibra dptica, um cabo coaxial, uma fita ou disco magnético e até
mesmo a atmosfera e o espago.

Os dados que entram neste sistema de comunicagBes a partir da fonte de dados sio
primeiramente processados pelo codificador de fonte, o qual tem como objetivo representa-
la de forma mais compacta, retirando redundéncia. A saida desse codificador sio sequéncias
chamadas palavras-codigo de fonte.

Essas seqii€ncias sdo ento processadas por um codificador de canal o qual introduz
redundéncia transformando-as em outras seqiiéncias denominadas palavras-codigo de canal,
Cada simbolo na palavra-codigo de canal é representado por bits (digitos binarios) no caso
de sinalizagfio binaria. Caso se use mais do que dois sinais (e.g., ¢ sinais), ndo temos bits,
mas sim digitos de um alfabeto g-ario.

A seguir, 0 modulador converte cada simbolo da palavra-codigo de canal em um
simbolo analdgico correspondente o qual € transmitido através do canal.

Freqiientemente o canal fica sujeito a varios tipos de ruido, distorgbes e
interferéncias e com isso a saida pode diferir da entrada. O demodulador entdo converte -
sempre fazendo a melhor estimativa - cada sinal recebido da saida do canal em um dos
possivets simbolos que compdem as palavras-codigo de canal.

A seqiéncia demodulada de simbolos é chamada a palavra recebida. Obviamente,
devido ao ruido, nem sempre a palavra recebida corresponde 4 palavra-cédigo de canal
enviada. E ai entfio que o decodificador de canal se utiliza da redundincia contida na
palavra-cédigo de canal para corrigir os erros e entfio produzir uma estimativa da palavra-
cddigo de fonte. O decodificador de fonte processa esta ultima palavra estimada e a
transforma numa seqii€ncia de dados a qual ¢ entregue ao usuario.

Neste trabalho iremos focalizar apenas nos blocos codificador e decodificador de
canal (Fig. 1), os quais iremos chamar simplesmente codificador e decodificador.

A teoria de codigos corretores de erros teve inicio com o trabalho de Shannon [1].
Neste trabalho Shannon mostrou que associado a cada canal de comunicagdes existe um
valor & que possui, em linhas gerais, o seguinte significado: sempre que a taxa de
informagdo & (expressa em digitos por segundo) for menor do que &, entdo é possivel se
projetar um sistema de comunicagbes (usando codigos corretores de erros) tal que a
probabilidade de erro seja tio pequena quanto se queira.
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Desde entdo, pesquisadores vém procurando encontrar estes bons codigos (previstos
pela Teoria de Shannon) e também projetar decodificadores eficientes para os mesmos.
Varias teorias sofisticadas surgiram e muitos resultados importantes foram alcan¢ados,
contudo, a pesquisa destes topicos ainda continua de forma intensa nos dias de hoje.

DESCRICAO DO PROBLEMA

Vamos agora descrever mais precisamente o problema que sera tratado neste
trabalho.

Em geral, estaremos usando simbolos (componentes da palavra-codigo) que
possuam cerfa estrutura matematica, a fim de que a codificagdo e a decodificagio sejam
facilitadas. Sera também interessante que o conjunto de sinais usados tenha alguma estrutura
matemética a fim de que a sua geragio ndo se torne demasiadamente complexa.

Em (Gltima instincia, estas caracteristicas simplificardo de certa forma a analise de
desempenho do sistema de comunicagdes como um todo. O que se espera € que os bons
esquemas de codificagio e decodificagio (previstos pela Teoria de Shannon) possuam
também certa regularidade! (isto ainda ndo foi provado, mas conjectura-se que sim).

No caso de o ruido ser do tipo Gaussiano, branco e aditivo (AWGN, "Additive
White Gaussian Noise", do inglés), o espago métrico correspondente é o espago Euclidiano
N-dimensional. E isto que estaremos supondo durante todo este trabalho.

O trabalho aqui apresentado tem seus fundamentos baseados no artigo [2] o qual
reune e generaliza todas as teorias que até entdo buscavam o projeto de sinais (codigos)
6timos em termos de desempenho, mas que também possuissem alguma estrutura regular. A
seguir faremos uma breve revisdo dos conceitos e definigbes dados em [2] para que
possamos colocar o problema.

Uma dametnéa u do espago Euclidiano N-dimensional € uma transformacio

u : RN — RN que preserva distdncias Euclidianas, ie., |1u(x)—u(y)][2 =|x- y[2

, para
quaisquer x, y € RN e onde u(x) ¢ u(y) denotam as imagens de x e y sob a transformago .

Seja S um conjunto de pontos (finito ou infinito) do RN. Uma isometria u que deixa
S invariante, #(S) = S, € uma ddmedréa de S. As simetrias de S formam um grupo sob

composi¢do, o grupo de simetrias I'(S) de S.
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Um conjunto de sinais S geaecetricamente wniforame (GU) consiste de um
conjunto de pontos em um espago Euclidiano N-dimensional tendo um grupo de simetria
transitivo, i.e., dados quaisquer pontos $; € 55 em S, existe uma isometria que transforma s,
em 5y, deixando S invariante.

Um grugo gerador U(S) de S é um subgrupo do grupo de simetrias de S, I'(S),
que € minimamente suficiente para gerar S a partir de um ponto inicial 55 € S. Iremos
assumir que o mapeamento m : U(S) — S definido por m(u) = u(s;;) € biunivoco.

Uma ganticio geomedricamente aniforme S/S' é uma partigio de um
conjunto de sinais GU com grupo gerador U(S) que ¢ induzida por um subgrupo normal U'
de U(S). Os elementos da parti¢do sdo os subconjuntos de S que correspondem as classes
laterais de U em U(S). Seja agora um grupo abstrato G, isomorfo a U(SYU'. Um
notulamento csométrico m . G —» S/S8' é um rotulamento de pontos de S por elementos

de G, induzido pelo isomorfismo entre G ¢ U(S)/U".

Considere um grupo (alfabeto) G, um conjunto de indices I, um codigo C (subgrupo
do espago de rétulos G), uma partigio geometricamente uniforme $/8' e um rotulamento
m : G! - (S/S")} (extensdo do rotulamento isométrico m : G — $/8"). Entdo um edddgo

de clasces laterais genenaligade, denotado por €(S/S'; C), é a unifio disjunta

€(sis;0) = U mio)
ceC

do conjunto de seqiéncias de subconjuntos m(c) = {m(cy), k € 1}, c € C; ie, mlc) é a
seqiiéncia de subconjuntos selecionados pela seqiiéncia de rotulos ¢ € C via o mapeamento
de rétulos m.

Uma seqiiéncia de sinais § € uma seqiiéncia codigo em €(S/S"; C) se s € m(c) para
algum ¢ € C, ie, se {5, € m(cy), ¥ € I}. Portanto, um codigo de classes laterais
generalizado é um subconjunto do espago de seqiiéncias SI, o conjunto de todas as
seqliéncias de elementos do conjunto de sinais S.

Em [2], também estd mostrado que €(S/S;, C) é geometricamente uniforme.
Portanto, um cédigo €, geometricamente uniforme, pode ser obtido via o mapeamento de
palavras-cddigo ¢ € C em seqiéncias de sinais 5 € S de acordo com o mapeamento m

estendido componente a componente, i.e.,

€=m(C)={se (RN):s=mc),c e C} (1)
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Esta Construgio (1) de fato nos indica como obter cédigos GU em maiores dimen-
sbes a partir de codigos GU em dimensdes menores, i.e., codigos geometricamente unifor-
mes "elementares”.

O principal objetivo é sempre construir codigos GU que tenham
seqiiéncias o mais distante possivel uma das outras e uma maneira de se
atingir isto é construir codigos sobre o grupo G = U(S)/U', que tenham
fambém as suas seqiiéncias de simbolos o mais distante possivel umas
das outras. E este o problema a ser tratado neste presente trabalho.

O conjunto de indices I pode ser semi-infinito, e.g., I = Z* (cédigos de treliga) ou
finitos, e.g., I = {1, 2, ..., n} (codigos de bloco). Neste trabalho nos restringiremos somente
ao estudo de codigos de bloco.

E possivel mostrar que codigos sobre grupos nido-abelianos finitos sdo
assintoticamente ruins, 1.e., a razio entre a distdncia minima de Hamming e o comprimento
destes codigos tende a zero a medida que o comprimento aumenta. Devido a isto,
direcionaremos nosso estudo para codigos sobre grupos abelianos. A construgdo que sera
proposta esta baseada no fato de que todo grupo abeliano finito pode ser escrito como um
produto direto de grupos ciclicos, sendo cada um destes isomorfo ao grupo aditivo de um
anel de inteiros residuais. Como conseqiiéncia, as palavras de um codigo linear sobre um
grupo abeliano serdo obtidas através da concatenagiio de palavras-codigo pertencentes a
codigos sobre anéis de inteiros residuais. E esta a razio pela qual codigos sobre anéis de
inteiros t€m importancia relevante neste presente trabalho. Dessa forma, organizamos este
trabalho em cinco capitulos, da seguinte maneira:

Capitulo 1 : Inicialmente faremos uma revisiio dos conceitos basicos dos quais depende este
trabalho como um todo. S@o conceitos elementares relacionados a Algebra Abstrata e
a Codigos Corretores de Erros. A seguir serdo descritas as principais classes de
codigos sobre anéis de inteiros residuais, i.e., codigos ciclicos, de Hamming, Reed-
Solomon e BCH;

Capitulo 2 : Sio apresentados algoritmos para a decodificagio de codigos de Hamming
sobre anéis de inteiros residuais, Zq, ¢ decodificagio de codigos Reed-Solomon e
BCH (também definidos sobre Z,), este ultimo algoritmo sendo a generalizagio do
Algoritmo de Berlekamp-Massey para anéis. E mostrada ainda a aplicagio deste
algoritmo para a sintese de registros de deslocamento que geram seqiiéncias prescritas
(finitas) em anéis comutativos;
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Capltulo 3 : E apresentada uma outra generalizagio do Algoritmo de Berlekamp-Massey,
agora para a geragdo de miltiplas seqiiéncias e conseqliente aplicagio para a
decodificagio de codigos ciclicos até o limitante de Hartmann-Tzeng;

Capitulo 4 : E feita uma revisio da teoria apresentada em [29] acerca dos codigos sobre
grupos. Aprresentamos uma proposta de construgio (e decodificagiio) de codigos
sobre grupos abelianos, via concatenagfio de codigos sobre anéis de inteiros residuais;

Capitulo § : Faremos as nossas conclusdes e indicaremos alguns tOpicos para estudos
futuros.



Capitulo 1 : Cédigos Lineares sobre Anéis de Inteiros

CAPTULO 1

CODIGOS LINEARES SOBRE ANEIS DE INTEIROS

Neste capitulo faremos uma descrigio das principais classes de codigos corretores
de erros definidos sobre anéis de inteiros residuais. Serfio abordados os codigos ciclicos, de
Hamming, Reed-Solomon e BCH. Aqui serfio tratadas a construgio destes codigos bem
como a andlise de pardmetros tais como taxa e distdncia minima de Hamming. No Capitulo
2 serdo apresentados os respectivos métodos de decodificagio.

O estudo de codigos definidos sobre anéis é importante nos seguintes aspectos:

a) tais codigos servirio de base para a construgio de cddigos definidos sobre grupos
abelianos, como mostraremos no Capitulo 4;

b) a grande parte dos codigos conhecidos na literatura estio definidos sobre corpos,
estruturas algébricas mais complexas que anéis. Portanto, codigos sobre anéis podem ser
mais apropriados a determinadas aplicagdes;

¢) recentemente tem-se mostrado que algumas classes de codigos binarios ndo lineares
podem ser obtidos através de codigos lineares sobre anéis, através de transformagdes
apropriadas [3]. Estes codigos ndo lineares possuem, em geral, desempenho superior a0
de codigos lineares, mas tém a desvantagem de serem de dificil geragio/decodificagdo
quando comparados com os c6digos lineares.
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Iniciaremos o capitulo com a Se¢dio 1.1, voltada para a descrigio de conceitos ¢
propriedades da Algebra Abstrata e Codigos Corretores de Erros, os quais se fario
necessarios para o entendimento deste e dos demais capitulos.

1.1. Conceitos Preliminares de Algebr:
rores de ErRos

Esta se¢io tem a finalidade de familiarizar o leitor com as ferramentas basicas e
essenciais das quats faremos uso ao longo do texto. Essas ferramentas compreendem
conceitos da Algebra Abstrata e Codigos Corretores de Erros (C.C.E) e ndo requerem
conhecimentos especificos prévios em cada uma das areas.

Como os conceitos de C.C.E. sio baseados em definigBes e resultados da Algebra
Abstrata, sera conveniente comegarmos pelo estudo desta Gltima. A referéncia adotada é

[4].

Definigdo 1.1 . Uma operacio bindria * sobre um conjunto S € uma regra que associa
algum elemento de S a cada par ordenado (a, b) de elementos de S. (g * b denotara o ele-
mento assoctado a (a, b) através de *).

Uma operagio binaria sobre S deve associar a cada par ordenado (a, b) um elemento
que estd também em S. Este requerimento de que o elemento deva estar em S também € co-
nhecido como a condigdo de fechaments, ie., exige-se que S seja fechado sob a

operagao binaria. Note também que um tnico elemento € associado a cada par ordenado de
S.

Exemplo 1.7 : A operagéo de adigio usual € uma operagdo binaria sobre R (o conjunto dos
nimeros reais). Por outro lado ela ndo € uma operagfo binaria sobre R* (o conjunto dos
numeros reais ndo nulos) j4 que, por exemplo, 2+ (-2) ndo pertence a R*.

Definicdo 1.2 - Uma operagiio binaria sobre um conjunto S é comutativasea*b=>b*a
paratodoa, b € S.
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Definicdo 1.3 : Uma operago sobre um conjunto S é associativa se (a * b)* ¢ = a*(b * ¢,
para quaisquer que sejama, b, ¢ € S.

Definigio 1.4 : Um grupo < G, * > é um conjunto G, junto com uma operagio binaria
sobre G, tal que as seguintes propriedades sio satisfeitas:

G1) A operagiio binaria € associativa,

G2) Existe um elemento ¢ em G tal que ¢ * x = x * ¢ = x para todo x € G. (este elemento €
um elemento identidade para * sobre G);

G3) Paracada a em G, existe um elemento @’ em G com a propriedade de que @' *a=
a*a' =e. (O elemento ¢' ¢ um inversc de a com respeito a operagio *).

Obs.: E possivel mostrar que em um grupo G com operagio binaria *, o elemento
identidade e € Gnico. Também o inverso de cada elemento é Gnico.

Definigdgo 1.5 : Um grupo G ¢ abeliano se a sua operagfo binaria for comutativa.

Exernplo 1.2 : O conjunto Z* (os inteiros positivos) com operagiio + ndo € um grupo, ja
que ndo existe o elemento identidade para + em Z*,

Exemplo 1.3 : O conjunto Z com operagio + ¢ um grupo. Todas as propriedades da
Defini¢io 1.4 s3o satisfeitas. Além disso, o grupo ¢ abeliano.

Definigdo 1.6 : Se um subconjunto H de um grupo G ¢é fechado sob a operagdo binaria de G
e se H forma um grupo, entdo H € um subgrupo de G.

Definigdo 1.7 : Se G é um grupo, entio o subgrupo que consiste do proprio G € o
subgrupo impréprio de G. Todos os outros subgrupos sio subgrupos prépries. O
subgrupo {e} € o subgrupo trivial de G. Todos os outros subgrupos sio ndo-triviais.
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Definicdo 1.8 : Seja H um subgrupo de um grupo G. Diz-se que H é normal em G, ou H é
um subgrupo normal de um grupo G, se qualquer uma das seguintes condigBes
equivalentes ocorrer:

() gH=Hg paratodo geG;
(i) g'Hg=H paratodo geG;
(i) glHgcH paratodo ge G;
(iv) glhge H paratodo ge G e he H.

Teorema 1.1 : Seja G um grupo e sejaa € G. Entdo

H={a"|nec l}

¢ um subgrupo de G e ¢ o menor subgrupo de G que contém a, isto ¢, todo subgrupo
contendo a, contém H. Este grupo H ¢ o subgrupe ciclico < a > de G gerado por a.

Definicdo 1.9 : Dados um grupo G e um elemento a € G, se ocorrer que

G={a"|nelZ},

entdo a € um gerador de G e o grupo G = < a > ¢ ciclico,

Definigdo 1.10 : Seja n um inteiro positivo fixo e sejam k e k quaisquer inteiros. O resto r
quando & + k ¢é dividido por n é a soma de k e k médule n. Analogamente definimos o
produto de & e K médule n como sendo o resto da divisdo de & . & por n.

Exemnplo 1.4 : O conjunto {0, 1, 2, ..., n-1} é um grupo ciclico sob a operagio de soma
modulo n.

Definigdo 1.17 ; A fungiio (ou mapeamento) ¢ : G —» H é um homomorfismo de G em H

se para quaisquer x, y em G, tem-se que ¢(xp) = ¢(x).¢(y). (Note que o produto xy ¢é
realizado em G, enquanto que o produto ¢(x).¢(y) é realizado em H).

10
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Definigdo 1.12 : Diz-se que dois grupos G e H sdo isomorfos (denota-se isto por G = H) se

existe um mapeamento bijetor ¢ de G em H tal que ¢(xy) = §(x).4(y), para quaisquer x, y em
G.

Definigdo 1.13 : Sejam Gy, Gy,...,G, grupos. Seja Gy x G, x ... x G, o produto Cartesiano
de Gy, Gy, ..., Gy. Defina uma operagio bindria em Gy x Gy x ... x G, por: (8, 82, - &n)-

(gis g'2> RN g;l) = (gigii 828'2, Tt gngh) Entdo mostra-se que n?ml Gi = Glx sz e X GIl
sob este "produto” € um grupo, chamado o preduto direte de Gy, G, ..., G,
Obs.: Quando a operagio binaria em cada G; € comutativa, é comum usarmos a notagio

aditiva em I3 | G; e referirmos a I, G; como a soma direta dos grupos G;, a qual é

denotada por @, G;.

Teorema 1.2 : Sejam H), H,, ..., H,, subgrupos de um grupo G. Entdo G é isomorfo ao
produto direto H?:; H; se, e somente se, cada um dos seguintes conjuntos (A) e (B) de

condigdes equivalentes ocorrer:

(A) (1) Todos os Hj's sdo normais em G;
(ll) G= Hl H2 Hn;
(iii) Hy Hy ... Hig Hiyg Hipy . Hy 0 B = {e}.

(B) (i) Todo elemento de G ¢ expresso como um produto g = h; by h3 ... b, h; € H;;
(if) Os fatores A; sdo univocamente determinados por g;
(i) Todo elemento de H; comuta com todo elemento de H;, quando i #j.

Definigdo 1.74 : Um anel <R, +, - > ¢é um conjunto R junto com duas operagBes
binarias + e - (as quais chamamos adi¢3o e multiplicagfo) tal que as seguintes propriedades
s80o satisfeitas:

R1) <R, +>éum grupo abeliano;

R2) A muiltiplicagdo € associativa;

R3) Paratodos a, b, ¢ € R, valem a lei distributiva & esquerda, a(b + ¢) = (ab) + (ac) e a
lei distributiva a direita, (a + b)c = (ac) + (bc).
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Exemnplo 1.5 : O conjunto {0, 1, .., »-1} forma um anel sob as operagdes de soma e
produto médulo n.

Definigdo 1.15 : Dizemos que N € um subanel de um anel R se N ¢ R e N também forma
um anel com as operagOes + ¢ - herdadas de R.

Definigdo 1.16 : Um subanel N de um anel R € um ideal 3 direita (A esquerda) em R se
Nb < N (bN ¢ N) para todo b € R. Se N é simultaneamente um ideal a direita e & esquerda
em R, dizemos que N é um ideal em R.

Sejam R um anel e N um ideal de R. Ent8o, N determina uma relagio de equivalén-
cia em R dada por:

x~x ¢ x-xXeN

Estas classes de equivaléncia s30 os conjuntos
x=x+N={x+n|neN},
comx € R, e sdo chamadas cfadces laterads (aditivas) de N em R. Todo elemento de R
esta contido em exatamente uma classe lateral x. Denotaremos por R/N o conjunto dessas

classes laterais. Define-se em R/N duas operagles, a partir das operagBes de adigiio e
multiplicagio em R, da seguinte forma:

X+y=(x+N)+(y+N)=x+y=(x+y)+N

xy=(x+N).(y+N)=xy=x.y+N

Estas operagdes s3o a "soma” e a "multiplicagiio” em R/N, respectivamente. Pode-se
verificar que estas definigdes das operagdes ndo dependem da escolha de representantes em

12
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X e y. Mais ainda, mostra-se que R/N ¢ um anel em relagdo s operagbes introduzidas,

conhecido como awel guociente de R weddelo N.

Definigdo 1.17 : Um anel no qual a multiplicagio é comutativa é um anel comutativo. Um
anel R com uma identidade multiplicativa 1 tal que 1.x =x.1 = x para todo x € R ¢ um anel
com unidade. Uma identidade multiplicativa em um anel é uma unidade.

Definigdo 1.18 : Seja R um anel:

a) Um elemento ndo nulo a de R é chamado um diviser de zere se existe um elemento nio
nulo bem R tal quea.b=0o0u b.a=0;

b) Considere que R seja um anel com unidade. Um elemento a de R é chamado inversivel
("unit*, em inglés) em R se existea”! emR tal quea.al =ala=1.

PR3

Definicdo 1.79 : Um corpo é um anel comutative com uma unidade e tal que todo
elemento ndo-nulo ¢ inversivel.

Definigdo 1.20 : Seja F um corpo. Um espago vetorial sobre F consiste de um grupo
abeliano V sob adigdo junto com uma operagfio de multiplicagiio por escalar de cada
elemento de V por cada elemento de F i esquerda, tal que paratodoa, beFea, B € V,
valem as seguintes propriedades:

V1) aa € 'V,

V2) a(ba) = (ab)o,

V3) {(a + b)a = (ax) + (bw);
V4) a(at B) = (ao) + (aP);

V5) la=a, onde 1 é a umdade multiplicativa de F.

Os elementos de V s3o vetores e os elementos de F sio escalares.

Definicio 1.21: Seja V um espago vetorial sobre F. Os vetores em um subcon-
junto S = {o; |7 € I} (onde I é um conjunto de indices) de V geram V se paratodo f € V

tem-se que:
P=aja4 +ay.0 +..+ag.0

13
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para algum conjunto dea; € F e ; € S,j=1, .., n. Um vetor
]
Z aj‘aij
=1

¢ chamado de combinacéo linear dos o,

Definiggo 1.22 . Um espago vetorial sobre um corpo F tem dimensio finita se existe um
subconjunto finito de V cujos vetores geram V.

Definigdo 1.93 - Os vetores em um subconjunto S = {o; | / € I} de um espago vetorial V
sobre um corpo F sio linearmente independentes sobre F se

n
Zaj.aij =0
=1

implica que ;=0 para j=1, .., n.

Se os vetores ndo sdo linearmente independentes sobre F, dizemos que eles sdo linearmente
dependentes sobre F.

Definicao 1.24 : Se V ¢ um espago vetorial sobre um corpo F, os vetores em um subcon-
junto B = {B; ] i € I} de V formam uma base para V sobre F se eles geram V e sfo linear-
mente independentes. O niimero de elementos de B € conhecido como a dimensfio de V
sobre F. (E possivel mostrar que este nimero independe da escolha da base B).

Definigdo 1.25 : Seja R um anel. Um R-médulo (2 esquerda) consiste de um grupo
abeliano M junto com uma operagdo de multiplicagdo externa de cada elemento de M por
cada elemento de R (4 esquerda) tal que paratodo o, p € M e 7, 5 € R, as seguintes condi-
¢des sdo satisfeitas:

1) (ro)eM
2) o+ B)=ro+rp

3) (r+sa=roatsa

4) (rs)a = r(so)

14
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Um R-modulo assemelha-se com um espago vetorial exceto que os escalares
precisam somente formar um anel. Se R é um anel com unidade e loo = o« para todo o0 € M,
entdo M é um R-mddulo unitério.

Definigao 1.26 : Um R-modulo M é ciclice se existe e M tal que M = {ra | r € R}.

Portanto, um R-médulo ciclico € gerado por um unico elemento. A idéia de um
conjunto de geradores para um R-modulo ¢ a generalizagido natural da idéia de um conjunto
de vetores geradores de um espago vetorial.

Defini¢do 1.27 : Uma 4dlgebra consiste de um espago vetorial V sobre um corpo F, junto
com uma operagdo biniria de multiplicagdo sobre o conjunio V de vetores, tal que
paratodoa € Fea, B, y € V, as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

1)} (ao)B = a(op) = a(ap)
2) (a+By=ay+py
3 aB+y)=ap+ay

V sera uma algebra associativa sobre F se além das trés condigdes acima,

4) (afy=a(fy) , paratodo o,B,ye V.

Teorema 1.2 : As classes residuais de polindbmios médulo um polindmio f{x) de grau n
formam uma algebra de dimensiio n sobre o corpo dos coeficientes.

Teorerna 1.3 : Seja p(x) um polindmio com coeficientes em um corpo F. Se p(x) for
irredutivel em F, i.e., se p(x} nfo possuir fatores com coeficientes em F, entdo a dlgebra de
polinémios sobre F médulo p(x) serd um corpo.

O corpo formado tomando-se polindmios sobre um corpo F moédulo um polindmio
irredutivel p(x) de grau m é chamado de corfo de extenddio de grau m sobre F.

No exemplo 1.5, vimos que as classes residuais médulo um dado inteiro » formam
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um anel sob adigdo ¢ multiplicagiio modulo #, denotado por Z,,. Ainda é possivel mostrar
que guando 7 é um primo p, entdo estas classes residuais formam um corpo de p elementos,
chamado corpo de Galois e denotado por GF(p).

Um resultado da algebra nos diz que o anel de polindmios sobre qualquer corpo
finito tem pelo menos um polindmio irredutivel de todo grau. O corpo de polindmios sobre
GF(p) médulo um polindmio irredutivel de grau m ¢ chamado corpo de Galois de ordem p”
¢ ¢ denotado por GF(p™). Com isto concluimos que ¢ sempre possivel encontrar um corpo
de g = p™ elementos, onde p € um primo. Pelo Teorema 1.2, o corpo GF(p™) é um espago
vetorial de dimensdo m sobre GF(p) e, portanto, tem p* elementos. O seguinte teorema seré
util quando formos construir tal corpo.

Teoremna 1.4 Seja ¥* o conjunto dos g - 1 elementos ndo-nulos de GF(q), onde ¢ = p™.
Entdo, F* € um grupo ciclico multiplicativo de ordem p™ - 1.

A unicidade de GF(p™) € garantida pelo seguinte:

Teorerna 1.5 : Todos os corpos finitos de ordem p™ sdo isomorfos {(diz-se que dois corpos
F ¢ G sdo isomorfos se existe uma bijegio de F em G a qual preserva adigio e
multiplicagio).

Exernplo 1.6 . Vamos construir o corpo de Galois de 16 elementos, GF(24), o qual sera for-
mado a partir das classes residuais de polindmios (sobre GF(2)) modulo x4 + x + 1 (polind-
mio irredutivel sobre GF(2)). Este polindmio, x¥ + x + 1, médulo ele proprio é zero, isto ¢,
x*+x+1=0. Seja o 0 elemento pertencente ao corpo de extensdo tal que ot + o+ 1= 0,
ie, at = a + 1. Este identidade serd usada repetidamente para formarmos representagdes
polinomiais de GF(24). Por exemplo,

Wd=a.at=a(l +o)=a+ao?

o =a. o’ =ala+a?)=a +ad

E assim prosseguimos até al4 = 1 + a3. Lembre que al® = 1 pois o grupo multiplicativo
possui p"-1 elementos, ou seja 2% - 1 = 15 elementos.
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Agora iremos introduzir os conceitos e resultados classicos a respeito de cédigos
corretores de erros, dos quais faremos uso &0 longo do texto (ver [7] ¢ [9]).

Definigdo 1.28: Um espaco de seqiidncias 47 ¢ o conjunto de todas as sequéncias
¢ = {c;|i € I} de elementos c; sobre algum alfabeto 4, onde I é um conjunto de indices.

Definicdo 1.29 - Um cédigo C sobre um alfabeto 4 é qualquer subconjunto nio-vazio do
espaco de seqiiéncias 4/,

Ao longo de todo o texto, estaremos trabalhando somente com alfabetos finitos. A
principio, o alfabeto 4 pode ser qualquer conjunto de simbolos. Entretanto, muitas vezes é
conveniente que o mesmo seja "estruturado” a fim de que a codificagdo e a decodificagio
sejam simplificadas. Por alfabetos "estruturados”, entendemos aqueles que formam alguma
estrutura algébrica, tal como corpo, anel ou grupo.

Definicao 1.30: Um codigo de bloco C de comprimente # sobre um alfabeto A ¢ qualquer
subconjunto ndo-vazio do conjunto A" de todas as seqiéncias (que agora chamamos
"palavras™) ¢ = {¢; | 1 Si<n}.

Quando o conjunto de indices ¢ semi-infinito, e.g., I = {0, 1, 2, 3, ...} dizemos que o
codigo € "de arvore”. Durante todo o texto, estaremos focalizando somente em codigos de
bloco (onde o conjunto 1 € finito), salvo meng8o explicita em contrério.

e Parimetros de um codigo de bloco

Na definigio de um codigo de bloco, implicitamente foi também definido o
parametro n, que € 0 comprimento do codigo. Iremos agora definir mais trés pardmetros

importantes: a dimenséio, a taxa e a distincia minima de Hamming.

Definigdo 1.31: A dimensiio de um codigo C é dada por k = logi4 IC| simbolos por

bloco, onde | - | denota a cardinalidade do conjunto.
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Definigdo 1.32: A taxa de um codigo C é dada por r = k/n, onde k é a dimensfo e n é o
comprimento do codigo.

Definigdo 1.33 : A distincia de Hamming dj;(c, ¢’) entre duas palavrasce¢’ € A" é o
nimero de componentes nas quais elas diferem.

Repare que as trés propriedades de métrica estdo sendo satisfeitas:

D) dy(c,cY20 e dylc,c)=0 < ¢c=¢
D2) dy(e, ¢) = dy(c, ¢
D3) dy(c, ¢) + dy(c!, ¢") 2 dylc, ¢")

Definicdo 1.34 : Seja um codigo C de comprimento » ¢ tal que |[C] > 2. A distincia
minima de Hamming de C, denotada por d,,;,,(C) ¢ dada por:

Apin(C)= min_dy(ec')
cc'eC
c*e

Note que 1 < d,,;,(C) <n. Se [C| = 1, adota-se d,,;,(C) = o, por convengio.

Um codigo de bloco C de comprimento n, dimensio k e distincia minima de
Hamming d = d,,;,,(C) é chamado de um (n, k, d)-cédigo. O seguinte teorema nos da um
limitante superior para a distdncia minima em fung3o dos pardmetrosne k.

Teorema 1.6 Para qualquer (n, k, d)-codigo, vale a seguinte relagio:
d<n-k+1

Ela é conhecida como "Limitante de Singleton".

Outras distincias ainda podem ser definidas tais como a distdncia de Lee ou a
distincia Euclidiana, esta Gltima quando estamos associando uma modulagdo (um conjunto

de pontos do R") ao codigo. Entretanto, durante todo o texto estaremos usando a distincia
de Hamming, salvo mengio explicita em contrario.

Estaremos também trabathando basicamente com alfabetos que formam alguma das
estruturas algébricas: grupo, anel ou corpo. O objetivo final, como sugere o titulo deste
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trabalho, € caracterizar codigos sobre grupos. Entretanto, cédigos sobre corpos e anéis que
serfio estudados neste e no capitulo seguinte terdo um papel fundamental.

Faremos agora uma breve revisio de codigos sobre corpos finitos.

Definigdo 1.35 : Se o alfabeto 4 for um corpo finito, Fy = GF(q), dizemos que um codigo

C sobre Fg € linear se ele formar um subespago vetorial do espago vetorial F(;‘.

Considerando entio um codigo linear como um subespago vetorial (finito), temos
que ele admite uma base, i.e., um conjunto minimo de vetores (palavras codigo) linearmente
independentes que sdo capazes de gera-lo através de combinagiio linear. Os coeficientes
desta combina¢do linear pertencem a GF(g). Do ponto de vista prético, isto ¢ bastante
vantajoso ja que ndo se necessita armazenar todas as palavras-codigo, pois qualquer uma
delas é obtida por combinac?o linear de apenas algumas.

Se a base for formada por k vetores, entdo a dimensio do codigo tanto no sentido de
subespago vetorial como no sentido da Definigio 1.25, serd k. Isto pode ser visto da
seguinte forma: a partir da combinagio linear de k vetores linearmente independentes ¢

possivel se gerar g% vetores distintos (o numero total de palavras-codigo). Dai vem que a
dimensdo do codigo é dada por logy|C| = Iogqﬁ = k. Portanto, k vetores linearmente

independentes de F‘;‘ geram um (i, k)-codigo linear de bloco sobre Fg, onde g € uma

poténcia de primo.

Sejam g, g9, ..., gk vetores de F‘;‘ que geram um (n, k)-codigo linear C. Entéio

qualquer palavra v pode ser expressa na formav =u . G, onde

8, i1 B12 - Bin
G= ,g_:z - g?; g{;z Sgn
| 8¢ | L8 Bk2 - Bke

Esta matriz G ¢ conhecida como a meadily 9mdo«4 de C. O vetor u, formado
pelos k coeficientes da combinagio linear que gera v, é chamado de vetor mensagem
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associado a palavra-codigo v. Quando as k primeiras componentes de v formam o proprio
vetor u, dizemos que o codigo € adafemdtico. Isto ocorre sempre que G possuir a forma:

G=[L|Prxni]

onde Iy € a matriz identidade k x k e P é uma matriz k x n-k. Neste caso, dizemos que G estd
na forma escada (ou sistematica).

Repare que como G tem posto k, € sempre possivel reduzi-la a forma escada através
de operagbes elementares com as suas linhas. Qualquer uma das operagdes abaixo é
considerada uma operagdo elementar:

a) troca de duas linhas;
b) multiplicagdo de uma linha por um elemento néo-nulo do corpo F;
¢) adig¢dio de qualquer miltiplo de uma linha a outra.

Quando a matriz geradora de um cédigo pode ser obtida através de operagdes
elementares com a matriz geradora de outro codigo, dizemos que os codigos sdo
equivalentes, i.e., 0s respectivos conjuntos de palavras-codigo coincidem.

Iremos agora descrever de maneira alternativa (ainda através do uso de matrizes)
um (n, k}-codigo linear sobre Fq

Define-se o produto de duas n-uplas v = (v1, vy, ..., vp) € W = (W], Wy, ..., Wy) € Fé‘

como vV . W = viwy + vawp +._+ vyw, onde as operagdes entre as componentes sdo as
operagdes do corpo base. Diz-se que v e w sdo ortogonais se v. w = 0 e que v € ortogonal a
um subespago W se v for ortogonal a todo w eW.

Mostra-se facilmente que o conjunto de todas as n-uplas ortogonais a um subespago
vetorial V de n-uplas, formam também um subespago W de n-uplas, chamado o espago-nulo
de V. Mais ainda, se um vetor w for ortogonal a todo vetor da base de um espago V, entdo
w pertence ao espago-nulo de V.

Um outro resultado ainda afirma que se a dimens&o de um subespago de n-uplas for
k, entdo a dimensdo do espago-nulo seré n-k, i.e., a base do subespago nulo é formada por
n-k vetores. Isto implica que associada a uma matriz geradora G k x n (de posto k) de um

(n, k)-codigo linear, existe uma matriz H do tipo (n-k) x n (de posto n-k) tal que

G . Ht

i
<

20



Capitulo 1 : Cddigos Lineares sobre Anéis de Inteiros

Portanto, um (n, k)-codigo linear C sobre Fg pode ser descrito como sendo o con-
junto de todas as n-uplas v tais que

v.Ht=0

para alguma matriz H (n-k) x n de posto k. Esta matriz H € conhecida como a wadrdy
venificagio de parnidade deC.

A matriz H pode ainda ser vista como a matriz geradora de um (n, n-k)-codigo linear

C sobre Fg, conhecido como o eddéga ortoganal ou dual de €.

Definicao 1.36 : O Peso de Hamming de um vetor v EF(;’, denotado por wi(v) € o

nimero de componentes nio-nulas de v.

Como a distincia de Hamming entre dois vetores v; e v; € o niimero de posigdes nas
quais eles diferem, entdo a distancia entre v; e vy € dada por wy(vy - vy). Se v) e v; sdo
palavras de um codigo linear de bloco, ent3o v; - v também o €. Portanto, a distincia entre
quaisquer duas palavras é igual ao peso de uma outra palavra (pertencente também ao
c6digo) e dai entdo a distAncia minima de um codigo linear ser igual ao peso minimo de suas
palavras nio-nulas. Esta propriedade, apesar de simples, ser bastante usada.

O teorema a seguir, juntamente com o seu coroldrio, terio papel fundamental
quando formos determinar a distincia minima de um codigo linear sobre F.

Teorema 1.7 [9] : Se H for a matriz verificagdo de paridade de um codigo de bloco sobre
Fy entdo para cada palavra-codigo com peso de Hamming w, existe uma relagio de
dependéncia linear entre w colunas de H. Por outro lado, para cada relagdo de dependéncia
linear de w colunas de H, existe uma palavra-codigo de peso w.

Coroljrio 1.7 - Se H for a matriz verificago de paridade de um cédigo C, entdo o mesmo
possui distdncia minima d se, e somente se, todo conjunto de @ - 1 colunas de H for linear-
mente independente e existir um conjunto de d colunas linearmente dependente.
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Comentaremos agora a importancia pratica dos pardmetros distincia minima, capaci-
dade de correglio e taxa de um codigo corretor de erro. Analisaremos as possibilidades de
construgdo de "bons codigos”, i.e, aqueles que corrijam até um determinado numero de
erros 7 (que o canal possa introduzir) e que transmitam informagfo a uma taxa especifica 7.

Seja o sistema de comunicagdes como mostrado na Fig. 1.1:

CANAL
CODIF| ~ Faa DECODI~ b SU -
e eend
FONTE 1., 00Rr | DT ricanor AR)
LI IO | sxte
\E'n‘ “il \5 “ alh \! il
menEagem pulavrg va tor
eddigo recebido mansagem
estimado u

g B0 0,
VooV TRy

yator erro

Figura 1.1 - Diagrama de blocos de um sistema de comunicagio geral.

Suponha agora que a mensagemu = (uy, ..., Uy) corresponda & palavra codigo
x = (xy, ..., Xp) a qual é enviada através do canal. Devido ao ruido introduzido pelo canal, o

vetor recebido y = (¥y, ..., yn) pode ser diferente de x. Define-se ¢ vetor erro por:

e=y-x= (e, ..., &)

O decodificador deve decidir a partir de y qual foi a palavra-codigo transmitida. Por
causa da natureza aleatoria do ruido, o decodificador nio € capaz de determinar com

certeza absoluta qual foi o vetor erro que realmente ocorreu.

Diante disto ele escolhera o vetor erro que tenha ocorrido com maior probabilidade,
dado que y foi recebido. Isto minimizaré a probabilidade de erro de palavra. Supondo que

todas as palavras sejam igualmente provaveis, esta estratégia ¢ 6tima no sentido em que ela
minimiza a probabilidade de que o decodificador cometa um erro ¢ é conhecida como
decodifcagio de mavima venossimilbianca.

Diz-se que ndo ocorreram erros durante a transmissdo em uma determinada palavra-
codigo quando o vetor erro for todo nulo, i.e, e; =0, 1 <i < n Seja agora X uma varidvel
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aleatdria que representa o nimero de erros ocorridos em uma transmissdo, i.e., X é o niime-
ro de componentes ndo-nulas de e. Em geral, se os erros forem independentes, tem-se que:

P(X=0)>P(X=1)>P(X=2)..>P(X =)

Portanto, a estratégia de decodificagfio de méaxima verossimilhanga sera tomar o
vetor erro de menor peso de Hamming, ie, recebida uma palavra, o decodificador a
decodificaré como a palavra-codigo mais proxima, no espago de Hamming. Em particular,
este tipo de decodificagio é conhecida por decoddfécacde felo ulpinlio weads
frdiua.

Uma maneira de implementé-la ¢ a seguinte: recebida uma palavra, compare-a com
todas as palavras-codigo e tome a mais préxima. Entretanto, em geral, o nimero de
palavras-codigo € muito grande e este método torna-se altamente complexo e impraticavel.
Um dos objetivos da teoria de codigos corretores de erros é o de se propor métodos mais
eficientes de decodificagio.

Dizemos que um decodificador defecfa erros quando ele determina que a palavra
recebida ndo ¢ uma palavra-codige. Se, além disso, o decodificador ainda for capaz de
determinar corretamente a palavra-codigo transmitida, dizemos que ele corzdge erros. Um
decodificador que apenas detecta erros € usado em sistemas de comuhicag:ﬁes onde é
possivel a retransmissdo de dados, enquanto que um decodificador que corrige erros ¢
usado mais comumente em sistemas de comunicagdes onde ndo ¢é possivel essa
retransmiss3o.

Os teoremas a seguir fornecem a capacidade de corregio e dete¢io de erros
associada a um codigo de bloco (linear ou néo linear) com distincia minima de Hamming d

Teoremna 1.8 [9] : Um cddigo de bloco com distancia minima d, se usado somente para
deteglio, € capaz de detectar a presenga de erros se ocorrerem até d - 1 erros. Se usado

somente para correglio, ele é capaz de corrigir até [—m erros, onde | x] indica o maior
2

inteiro menor ou igual a x.

Teorerna 1.9 [9] : Um cbdigo de bloco com distdncia minima 4 é capaz de detectar até 1
erros € corrigir até u erros, simultancamente, se A+ u+ 1< de u<A
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Portanto, quanto mais erros desejarmos corrigir e/ou detectar, maior deve ser a
distdncia minima do codigo.

Um teste comum realizado para se detectar a presenca de erros em codigos lineares
sobre Fy € o célculo do vetor sindrome. Lembre que um vetory € F;‘ ¢ palavra-codigo se, e

somente se,

v.H'=0

onde H, 1y, € a matriz verificagio de paridade de um (n, k)-codigo linear C sobre Fy,

Define-se a aéwcdlrame s de um vetor recebido r através da relacgio:
s=1. H

Note que §=0 se, e somente se, 1 € C, i.e, r é uma palavra-cédigo. Portanto, se nfo
ocorrerem erros durante a transmissio, a sindrome do vetor recebido é o vetor todo nulo,
mas entretanto o contrario nio é verdade j4 que dependendo do vetor erro, o vetor recebido
podera ser uma outra palavra-codigo, diferente da enviada.

Definigdo 1.37 : A probabilidade de erro de palavra, P, para um determinado esque-
ma de decodificag8o € a probabilidade de que a saida do decodificador seja uma palavra-
codigo diferente da enviada.

Se o codigo corretor de erro (linear ou ndo) possuir M palavras v(1), y(2), .| v(M) g5
quais sio usadas com igual probabilidade, temos que:

M
- Y. Prob{saida do decodificador vl | v{!) foi enviada}

1
P o=
“arTwm

-
o

O principio basico da teoria de codigos corretores de erros é a introdugio de
redundancia nas mensagens enviadas. Quanto mais redundéncia for introduzida nas palavras
de um codigo, maior serdio a sua distdncia minima e a sua capacidade de corregdo de erros e
com isto a probabilidade de erro diminui.
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Entretanto, a taxa do cddigo, i.e., o namero de simbolos efetivamente transmitidos
por bloco diminui & medida que a redundéncia aumenta. O que se deseja na pratica é
construir codigos que apresentem boas taxas e baixas probabilidades de erro. Podemos

perceber que esses objetivos sdo conflitantes, mas ainda assim a teoria de Shannon [1]
garante a existéncia de bons codigos.

Em [1], Shannon define um parimetro chamado expacidade de canal
(denotada por &) o qual depende das caracteristicas fisicas do mesmo e mostra que é
possivel transmitir informagdo a qualquer taxa menor do que a capacidade de canal com
uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena. Em outras palavras, para qualquer
€ > 0, de B < @, existe am (nb}cidiga de tara & = bfu < B com

probabilidade de evo P, <t, para n suficientemente grande,

O que acabamos de enunciar é 0 Teorema de Codificagio de Canal de Shannon e ele
pode ser provado para qualquer que seja o alfabeto 4 usado. Os codigos que o satisfazem
podem ser ndo-lineares. O nosso objetivo aqui serd o de propor esquemas de codificagdo
(juntamente com os respectivos métodos de decodificagio) quando o alfabeto 4 € um
grupo. Além disso estaremos focalizando em codigos lineares, i.e., aqueles codigos que
formam um subgrupo de 47

Antes de chegarmos a isto, faz-se necessario o estudo de codigos sobre anéis, o que
sera feito neste e no proximo capitulo.

As definigdes dos pardmetros de um codigo de bloco (comprimento, taxa, dimensdo,
distAncia minima e probabilidade de erro) continuam sempre as mesmas, ndo importando o
alfabeto sobre o qual se esta trabalhando (corpo, anel ou grupo).

Entretanto, as nogbes de lineandade s%o modificadas. Sabemos que se R € um
anel, nem todos os R-modulos possuem uma base, no sentido de espagos vetoriais.
Mais especificamente, podemos ter vetores gerando um R-mddulo e que, entretanto,
nio sfo linearmente independentes. Mais ainda, nem todo conjunto linearmente
independente de um R-modulo pode ser ampliado a uma base. Aqueles R-modulos que sdo
gerados por um conjunto de vetores linearmente independentes sio chamados de smddeclos

liunes.

Definicdo 1.38 : Um codigo linear C de comprimento a sobre um anel R € um conjunto
de n-uplas que formam um R-médulo.
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A dimensdio do cédigo C é dada por k = logiz |C|. Caso o codigo forme um médulo

livre, a dimensfo ¢ dada pelo nimero de vetores (n-uplas) que o geram. Na maionia das
vezes estaremos estudando cddigos que possuem uma base e que, portanto, podem ser
descritos por matrizes geradoras € verificagiio de paridade.

Proposiggo 1.7:Se C ¢é um codigo linear sobre Zj, com mdec(a, b) =1, entdo
C=C, @G, ie, Céasoma direta de dois subcodigos lineares definidos sobre Z, e Z,
respectivamente. Como conseqiiéncias imediatas, temos que:

1) dpin(C) = min{dy;r(Cy), dmin(Ce)}s

ii) ICI = iCai . be f , implicando, ento, que a taxa de C ¢ a soma das taxas de C, e G,
%,e., RC = RC,‘ +RCb .

Prova : Sendo (a,b) = 1, temos que aly, = £y e by, = Z, . Entdio, C, Ab.C e Cy Aa.C
sdo subcodigos lineares de C sobre Z, e Z, respectivamente. Além disso, C; n Cy =0
{a palavra toda-nula). Mais ainda, pela algoritmo de Euclides, podemos afirmar que existem
elementos r e s pertencentes a Z,y, tais que:

1=ra+sb

Repare que nesta expressdo, as operagBes + e . sdo realizadas modulo ab. A partir dela,
podemos concluir que toda palavra-codigo ¢ € C pode ser escrita na forma:

¢ = a(re) + b(sc)
Note que ¢, = a(re) € Gy e ¢, = b(sc) € C,. Portanto, cada palavra ¢ € C pode ser escrita
como
€=t o
onde ¢, € C, e ¢, € G,
Finalmente, para demonstrarmos que a soma ¢ direta, resta mostrar que a equagio
0=¢, +g

tem a Unica solugio ¢, = ¢, = 0. Isto é imediato a partir do fato de que o inverso aditivo
(em Z,;,) de um elemento nio-nulo pertencente a Z, néo pode ser um elemento pertencente

alZy -
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Obs. :
1) Embora sempre estejamos supondo a distncia de Hamming, note que esta Propo-

si¢do 1 ainda continua vélida para outras disténcias, tais como a Euclidiana ou a de
Lee;

k
2) Se C é um coddigo definido sobre Z,,, onde m = p;i p? p;k entdio C= O C o,
i=1 P

onde Cp"i € um codigo sobre qu . E, portanto :
i i

i) dmin(C) = m_in{d min(C 1 )}

H

k
ii) Re = ZRC r
i=l1 Pil

Com isto, nos restringiremos ao estudo de codigos sobre an¢is da forma Z,, onde ¢
agora é uma poténcia de primo.

1.2. Cdédigos Cicl

Nesta segdo serdo apresentadas as defini¢Ges e teoremas acerca de cddigos ciclicos
sobre anéis Z,,, (m 2 2 e inteiro), as quais servirdo de base para a construgfo de codigos
BCH (Segdo 1.5).

Definigdo 1.39 : Um (n, k)-codigo linear sobre Z,, ¢ definido como um médulo livre de

. x n
dimensdo k no espago das n-uplas Z_ .

Definigdo 1.40 : Um (n, k)-codigo linear C sobre Z,, ¢é ciclico se sempre quando
x=(ag aj a3 ... 8,;) € C, entlo E(l)é (ap-j8pajay .- ay.9) €C, com g; € Z,,

0<i<n-l.

Seja a palavra cddigo v = (vg v] ... vp.1) de um codigo ciclico C. Sera util
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representé-la pelo polindmio
V(X)) = Vo + vy X + ...+ vy g x01
Se fizermos o produto x.v(x) (mod x® - 1), o resultado seré:
V(x) = v vgx + v;x2 + .+ v xn-1

o qual corresponde & palavra-codigo

V'= (Vg1 Vg V] .. Vpp) = vD)

Portanto, v((x) ¢ obtida calculando-se o produto x.v(x) no anel quociente
R, =Zy[x}/<x®-1> Asomade duas palavras codigo € realizada em Z,[x].

Teoremna 1.70 : Um conjunto S de elementos em R, corresponde a um codigo ciclico se, e
somente se, S € um ideal em Ry,

Prova : Se S corresponde a um codigo ciclico linear entdo se vy(x) e vy(x) € §, temos que
vi(x) 2 vo(x) € S também. Se v(x) € S, entiio x.v(x) € S (pela defini¢do de codigo ciclico).
Logo se w(x)=wp+wx + ...+ wp | x2% e R, e v(x) € S entiio w(x).v(x) = wyv(x) +
wv(x).x + ... + W, v(X)x™! € § ja que cada termo isoladamente pertence a S. Isto caracte-
riza S como sendo um ideal de R,

Por outro lado, se S ¢ um ideal em R, entfio:
a) a soma de dois elementos em S é um elemento de §;
b) sev(x) € §, entdo x.v(x) € S.

Por a) e b) concluimos que S € um codigo ciclico. "

Proposigdo 1.2 . Seja C um ideal (ie, um codigo ciclico de comprimento ») em
Ry=Zp[x}/ < xB - 1> Se o polindmio de menor grau em C, g(x), ¢ mdnico entdo g(x) ¢

univocamente determinado e C = < g(x) > (i.e.,, C é um édeal grineipal).
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Prova : Suponha entdo que g(x) (o polindmio de menor grau em C) seja mbnico. Seja agora
v(x) um polinémio em C. Entio:

v(x) = g(x).b(x) + r(x), com or<dg

onde Jp denota o grau do polindmio p(x). Pela defini¢fio de ideal, r(x) € C. Isto contradiz a
escolha de g(x), a menos que r(x) = 0. Portanto, v(x) = g(x).b(x). Ou seja, todo polinémio
em C ¢ multiplo de g(x). Vamos agora provar a unicidade de g(x): suponha h(x) um
polinbmio de menor grau em C ¢ mbnico. Entdo k(x) = g(x) - h(x) é um polinémioc em C de
grau menor que o de g(x) e h(x), o que é um absurdo. Portanto, g(x) ¢ tnico. ol

Teorerna 1.11: Seja C umideal em Ry =Z[x]/<xB - 1>, i, um codigo ciclico de com-
primento 71 € g(x) um polindmio mdnico de menor grau em C. Entio C = < g(X) >, e o
codigo C consiste de todos os maltiplos de g(x) (i.e., C é um ideal principal).

Prova : Seja v(x) um polindmio em C. Pelo algoritmo de divisio (para anéis comutativos)
existem e sd0 Unicos os polindmios b(x) e r{x) tais que:

v(x) = g(x) . b(x) + r(x) com Or<og,

onde Jp = grau do polindmio p(x). Pela defini¢io de ideal, r(x) € C. Isto contradiz a escolha
de g(x), a menos que r(x) = 0. Portanto, v(x) = g(x)b(x), ou seja, todo polindmio em C &
multiplo de g(x). =

Teorerna 1.12 : Seja C um ideal principal em R,,. Se o polindmic de menor grau em C, g(x),
for ménico, entdo g(x) divide x® - 1.

Prova : Suponha que g(x) seja o polindmio de menor grau em C. Entio existem e sio
unicos os polindmios a(x) e r(x) tais que:

xB-1=g(x). ax)+r(x), com or<og,
Disto segue que:

-8(x) - a(x) =-(x" - 1) + r(x)
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Portanto, r(x) estd em < g(x) > e tem grau menor do que g(x). Isto é uma contradigio (ja
qgue o polinbmio de menor grau em C ¢ g(x)) a menos que r{x) = 0. Isto implica que
g [ (" - 1). "

Teorema 1.13: Se g(x) € C e g(x) | (x" - 1) entdo g(x) tem o menor grau em < g(x) >.

Prova : Suponha a existéncia de um polindmio b(x) pertencente a < g(x) > tal que &b < dg.
Como b(x) € < g(x) >, entio:

a(x) . g(x) = (x" - 1)d(x) +b(x)

Disto segue que:

b(x) = a()g(x) - (x" - Dd(x)

Como g(x) | (x® - 1), entfio g(x) | (a(x)g(x) - (xB - 1)d(x)), o que implica que g(x) | b(x). Isto
¢ uma contradi¢io, pois ja tinhamos assumido que &g > Ob. Portanto, se g(x) | (x" - 1), g(x)
¢ o polindmio de menor grau em < g(x) >. =

A relevincia dos Teoremas 1.12 e 1.13 reside no fato de que eles nos fornecem um
método de se construir codigos ciclicos sobre anéis de inteiros residuais, que € exatamente
analogo ao da construgio dos mesmos codigos sobre corpos finitos, isto é, fatorando-se o
polindbmio (xM - 1) no anel de interesse ¢, entdo, tomando-se um fator como o polindmio
gerador. Mais adiante (na construgio de cédigos BCH), veremos como realizar esta
fatoragdo, quandon=p" - 1, ondep éprimoer > 1.

Teorema 1.14 - Se g(x) | (x" - 1) e dg = n -k, entdo a dimensBiode C=<g(x) >ék Se
g(x) = go + g1 x + ... + x™*, entio uma matriz geradora de C é dada por:

50 81 &2 1 0 0 -0
0 g 8 ' 8-kq ! 0 -0
G=/0 0 gy - 8p-k-2 Bpk-3 1l - O

0 0 0 - g 81 e 1

30



Capitulo 1 : Cédigos Lineares sobre Anéis de Inteiros

Prova : Os vetores g(x), x.g(x), x2.g(x), ..., x¥-1.g(x) so linearmente independentes. Do
contrério, existiriam elementos a;, 0 </ < k-1, no todos nulos, pertencentes a Z, tais que:

a9 g0 +apx. g(x)+ ... +ap ;. xkl gx)=(ag+apx+.. +a;. xkD)gx)=0
k-1 k-1

Como g(x) € monico e este produto tem grau menor que », esta tltima igualdade s6 se veri-
fica se ay = a; = ay = ... = a1 = 0. Portanto, estes vetores sdo linearmente independentes.
Vamos agora mostrar que eles geram C. Seja entdio um polindmio v(x) em C. Sabemos
que v(x) = c(x)g(x), onde dc < k1. Dai:

e()g(X) = (o + c1x + ... + ¢y XK 1)g(x) = cg g(x) + ¢) gOIxX + ... + ¢pp g()OxK]

Portanto, as linhas de G geram o (n, k) codigo ciclico sobre o anel Z,,,. =

Iremos agora descrever a forma sisteméatica para a matriz geradora G do codigo
ciclico de forma analoga a de codigos ciclicos sobre corpos finitos.

O primeiro passo ¢ dividir x*¥+ (0 < < k-1) por g(x), o polindmio gerador de C:

xkt = 3,()g(x) + (%)

Ni(X) = Fjo + Tjp - X+ T s - XKL

Disso segue que o termo (-r;(x) + x™k*1) ¢ multiplo de g(x) e, portanto, pertence a
C. A matriz geradora fica:

() | 10 - 0
—r 0 1 0
G= 1:(X) l : :
g1 (x) | 00 - 1

r
Proposicdo 1.3 : Se C é um cddigo ciclico sobre Z, onde m = pil p? P » €Ntéo
m
C=9C,
i=l

onde C; é um codigo ciclico sobre Zpl‘i , 1€i<m.
i

Prova : Segue diretamente da Proposigéo 1.1.
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1.3. Cédigos de Hamming sobne Anéis

Iremos nesta segfo descrever a generalizagiio dos codigos de Hamming para anéis de
inteiros residuais [11]. Também aqui a construgdo sera feita de forma a garantir que estes
codigos tenham distdncia minima igual a trés e, portanto, capacidade de corregio de um
erro aleatorio. Devido & Proposi¢dol.1, iremos focalizar em anéis da forma Zg, onde
g =p"(r 2 1), com p primo. Como no caso de Codigos de Hamming sobre corpos, a matriz
verificagio de paridade seré construida a partir de um pardmetro m (inteiro maior ou igual a
dois) que representara o seu nimero de linhas. Os parimetros do codigo tais como
comprimento e dimensio serdo dados também em fungdo de m.

1.7.1. Construcio da marriz verificagio de paridade

Seja entdo o anel Z,, onde ¢ = p", com p primo. O conjunto dos divisores de zero
deste anel é formado pelos elementos:

0, p 2p 3p .. @1-Dp

Como podemos observar, este conjunto possui p™/ elementos. Seja agora Z o

conjunto dos p™-1)m elementos em Z,'{'ln cujas componentes sdo elementos divisores de zero.

Dizemos que a e b pertencentes a (Zan-*Z) sdo equivalentes se eles forem linearmente

dependentes (LD), i.e,, se 3 a e B (ndo nulos) pertencentes a Z; tais que:

oa+Bb=0

A fim de construirmos a matriz verificag@o de paridade H de um cddigo que tenha
distdncia 3 (capacidade de corregdo de 1 erro), nic podemos permitir que:

a) uma coluna de H pertenga a Z, i.e., todas as suas componentes sdo elementos
divisores de zero;

b) em H existam colunas equivalentes.
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Por a), estamos evitando que o codigo tenha distdncia 1 e por b) que ele tenha

distdncia 2. O teorema a seguir nos diz quantos elementos podemos escolher em Z%
»

satisfazendo estas condigdes.

Jeoremna 1.75[11] : O nimero de classes de equivaléncia em (Z:;*—Z) é dado por

@ -1/ (@-1).

Repare que este nimero depende somente de p e m ¢ ndo de r. A conclusdo deste
Teorema 1.15 é que o namero maximo de colunas na matriz verificagdo de paridade de um
codigo sobre Z; com distancia 3 € dado por n = (p - 1) / (p - 1) onde m representa o
nimero de linhas de H. Isto implica que dado um parimetro m (m = 2), podemos sempre
construir um codigo sobre Z, o qual possui 0s seguintes parimetros:

1) comprimento n = (" - 1}/ (p - 1);
2) dimensiok=n-m=(@E"-1)/(p-1)-m;

3) distincia minima d,,,;, = 3.

O teorema a seguir ajuda-nos a escother quais elementos devemos escolher em Zf;‘

que satisfagam as condi¢des a) e b).

Teorema 1.16 . Sejam 2= (ay,..., ay) e b= (by,..., by ) elementos de Z;“ ea'=(af,...,ap) e

b'=(b],...,bl;), com a}=a; (mod p) e bi=b; (mod p), 1 <7 < m, e onde (mod p)
representa redugdo médulo p. Entdo, a e b sdo LD sobre Zq se, e somente se, a' e b’ sdo LD
sobre Z,, ou GF(p), o corpo de Galois de ordem p.

Prova: T) Suponha inicialmente que 2 = (ay, ..., ay) e b= (by, ..., by,) sejam LD sobre Zg‘.

Disto segue que Ja e p € Z, (nfio ambos nulos) tais que:
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a.a;+ B.b;=0, para 1si<m

Reduzindo modulo p esta Gltima expressio, temos que:

a.a;+ﬁ.b§20, para 1<ism

onde a = a(modp) e E:—e B(mod p) e, portanto, o e B €Z,. Disto podemos

concluir que se a e b sdo LD sobre Zq, entdo a' e b’ sio LD sobre Zp.

1I) Por outro lado, vamos agora supor que a'eD' sejam LD sobre 7, ie, 3o e
Be Zp tais que:

o.al+p.bf =0, para 1<i<m.

Como a; =aj(modp) ¢ b; =b{(modp), para 1<i<m, entdo:
a;={;.p+a] e b;=m;.p+b]

para algum conjunto de £;'s e m;'s (1 <i<m). Dai:

a(a; - £;.p) + P(bj-myp) =0 (1<i<m)

Multiplicando ambos os membros por pr-l, vem que:
o'a+pb=0, para 1<is<m

onde o' =a.p™l e B'=P.p-! € Z, (lembre que o.£;p* ¢ B.m;p’ valem zero,
quando reduzidos modulo ¢ = pT).

Juntando as partes I) e 1I), concluimos que a e b sdo LD sobre Zq se, e somente
se, a' e b' s3o LD sobre Zpg L

A partir dos Teoremas 1.15 e 1.16, temos o corolario a seguir:

Corolirio 1.2 : A matriz verificagfio de paridade de um codigo de Hamming sobre Z, pode
ser tomada como sendo a matriz verificagdo de paridade de um cddigo de Hamming sobre
GF(p), aquela que possui como colunas todas as m-uplas (ndo nulas) pertencentes a Zy, e
tais que quaisquer duas delas sdo linearmente independentes (sobre Z,).
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Observe que para um dado pardmetro m, os cddigos de Hamming sobre GF(p) e
sobre Z possuem o mesmo comprimento e dimensdo, embora um nimero diferente de
palavras-codigo.

Concluiremos esta se¢io com dois exemplos de cddigos de Hamming sobre Zq

Exemnplo 1.7 . Construgiio de um codigo linear sobre Z,. Seguindo a notag@o usada, temos:
p=2 e g=p’=4
Vamos adotar m = 3. Dai vem:
n=@p"-DB/{p-1)=7 ¢ k=n-m=4
A matriz verificag@o de paridade H do codigo de Hamming sobre GF(2) com comprimento
n =T e dimensdo k = 4 é dada por:
1 000111
H=j0 1 0 1 0 11
0011101
Pelo Corolario 1.2, esta é também a matriz verificagio de paridade de um codigo de
Hamming sobre Z, com comprimento n = 7, dimens&o k = 3 e distdncia minima d,;,, = 3.

Exernplo 1.8 : Construgio de um codigo linear sobre Zg. Temos aqui:
p=3; gq=p’=9

Como no Exemplo 1.7, considere m = 3. Disto segue que:
n=@Em"-D/@E-1)=13 e k=n-m=10.

A matriz verificagdo de paridade H do codigo de Hamming sobre GF(3) com
comprimento # = 13 e dimensdo k = 10 ¢ dada por:

H=

o R R
(==
D O
Ll o =]
(=
[ e R %

1
1
1

BB

1
2
1

[ T S B N
[l S
— e O
[ T o SR ]

Pelo Corolario 1.2, esta ¢ também a matriz verificagio de paridade de um cédigo de
Hamming sobre Zg com comprimento n = 7, dimenséo k = 3 e distincia minima d,;,, = 3.
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1.4, Codigos Reed-Solomon sobre Anéis

Nesta segdo vamos apresentar a construgo de cddigos Reed-Solomon sobre anéis
da forma Z onde ¢ = p", com p um primo impar, i.e., p # 2 [11]. Esta construgdo é muito
semelhante a de codigos Reed-Solomon sobre GF(g), o corpo de Galois de ordem q.

Seja o € Z; um elemento primitivo dos inteiros médulo p, i.e., a € tal que ot =1
(mod p) e a® = 1 (mod p) se 1 <5 < p-2. Considere ainda k = p - 2 € m um inteiro nio-
negativo. Defina agora a matnz :

1 am alm s akm
m+1 Am+l) | k(m+l)
g=|{!l ¢ o e (1.1)
1 QM2 Q2md-2) L k(md-2)

Teorerna 1.77 : O espago nulo da matriz H sobre Z é um codigo de comprimento (p - 1),
distdncia minima igual a d e dimenséo (p - d).

Prova . Mostraremos que esta matriz H possui posto d - 1, i.e., qualquer conjunto de (d - 1)
colunas é linearmente independente sobre Z,. Além disso, estaremos provando também que
as suas (d - 1) linhas sdo linearmente independentes. Seja entdo uma submatriz H' de H:

i aji’m ajZ'm cen ajd-—l'm i
| i@t R (ml)y gy (D)
H =
»aji(m+d~2) oJa(m+d-2) ujd_,(m+d-2)m

Vamos mostrar que ela ¢ ndo-singular, onde j; € {0, 1,2, .., k} paral <i<d-1.

O determinante de H' pode ser expresso na forma:

1 H “es i
. . h J2 ... Ja-1
det H: - a(ji +Jz +"'+3d”l )m' a (42 [ 4

q1d-2)  hd-2) o dg(d-2)
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Portanto,

detH' = ol +---+jd~1)m_n(aj; —qdt )
i>f
Agora esta matriz H' sera ndo-singular (i.e., terd posto completo d - 1) se, e somente se, esta
ultima expressdo resultar em um elemento inversivel de Z,. Vamos analisa-la. As poténcias
de o serdo sempre elementos inversiveis, j& que o € um elemento inversivel de Z,. Os

termos que fazem parte do produtoério séo da forma ali —glt =gl (l—ajf ~Ji ). Ambos os
termos deste produto s#o inversiveis: o primeiro é uma poténcia de o e o segundo é da
forma 1 - o, onde 1 < j < p-2. Repare que para 1 <j < p-2,

al=fp+aonde 2<as<p-l

Disto segue que of - 1 ndo tem fator comum com p, o que implica que (W - 1, p") =1 para
1 <j < p-2. Portanto, o - 1 para 1 <j < p-2, ndo pode ser um divisor de zero em Zy
g = pP’. A conclusio € entdio que det H' é um elemento inversivel em Zg e com isto H tem
posto (d - 1). Como conseqiiéncia, d,,;, 2 d. "

De fato, usando o limitante de Singleton (Teorema 1.6), vamos concluir que o valor
da distincia minima € exatamente d. Recorde que:

dm,‘nﬁn'D‘}'i,

onde n € 0 compnmento das palavras-codigo e D € a dimenséo do codigo.
No nosso caso,
n-k+l1=@-2)+1=p-1

D=n-(d-1)=p-1-d+1=p-d

{(Lembre que n € 0 nimero de colunas de H e D é o niimero de colunas subtraido do nimero
de linhas).

Portanto, n - D + 1 = d = d,;, Este codigo é chamado de "separével & maxima
distancia" (SMD) ja que o limitante de Singleton foi atingido com igualdade.

(bs. : O pardmetro & pode ainda assumir outros valores no intervalo 1 < k < p-2; entretanto,
os codigos obtidos possuirio uma taxa menor.
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Exernplo 1.9 . Vamos construir um codigo Reed-Solomon sobre Z49 com d,,;, = 5.
Temos: p=7, r=2, q=p' =49, k=p-2=5 «a=3 (elemento primitivo de Zq),
D =p-d=2 (dimensio do codigo) e vamos supor que m = 1. Portanto,

1 o o o of S 1 3 9 27 32 47
go|l of o a® o ol 119 32 43 44 4
1 o3 of of ol? 5] |1 27 43 34 36 41
1 at o of? ol o2 |1 32 44 36 25 16

Da teoria apresentada acima, concluimos que H descreve um (6, 2, 5) - codigo linear sobre
Z,9. Ele tem capacidade de correg8o de (d,,;, - 1)/2 = 2 erros aleatorios.

Obs. importantes :

Esta classe de cOdigos Reed-Solomon sobre anéis nip € formada por codigos
ciclicos. Por inspegio direta podemos comprovar quev=(4 44 31 27 1 0)éuma pa-
lavra do codigo do Exemplo 1.9, pois v.H! = 0, onde H é a matriz verificagio de paridade.
Entretanto, a palavra v = (1 0 4 44 31 27) ndo pertence a este codigo, ja que
v(O H! # 0, Portanto, em geral, os codigos Reed-Solomon sobre anéis nio sdo ciclicos.

Entretanto, podemos afirmar que todo polindmio v(x) de um cddigo Reed-Solomon
¢ multiplo de um determinado polindmio mdnico g(x), também pertencente ao cddigo. Isto é
justificado da seguinte maneira: pelo fato de que v.H! = 0 (onde H ¢ a matriz verificagio de
paridade, como em (1.1)), entdo o™, am*l om*2 = omtd-2 g50 raizes de v(x). Além
disso, os coeficientes de v(x) pertencem ao anel £, (que possui identidade multiplicativa), o
que leva a concluir que:

fix)=x-am fH(x)=x-a™] f(x)=x-om2
f1(x) =x - am+d-2
g(x) = mme {fi(x), f(x), f3(x), ..., f4.1(0}
s3o fatores de v(x). Isto implica que todo polindmio cddigo v(x) ¢ miltiplo de g(x). Por

outro lado, nem todo multiplo de g(x) é um polinémio codigo!
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1.7. Cédigos BCH sobre Anéis

Primeiramente vamos recordar que em corpos GF(p), define-se um codigo BCH de
comprimento n (onde mdc (p, n) = 1) e distdncia de projeto 8, como sendo um cddigo
ciclico cujo polindmio gerador tem como raizes

ob, obtl | gbt2

onde o € GF(p™) é uma raiz primitiva de ¥ - 1, b € um inteiro n3o-negativo ¢ m ¢ tal

que n| P - 1. Quando n = p™ - 1, temos um cdldge BEH friomitivo.

Nesta secfio iremos descrever a construgfio de codigos BCH sobre anéis da forma
Lq= PX, k 2 2) a qual é bastante andloga a de codigos BCH sobre corpos [12]. A diferen-
¢a & que aqui as raizes do polindmio gerador estardo em um awef de exfesnado de 7y

Vamos assumir também que a ordem do anel e o comprimento do cddigo sejam
relativamente primos, i.e., (p, n) = 1. Da Seglio 1.2, recordamos que um cbddigo ciclico
principal de comprimento # sobre Z € um ideal no anel de polindmios com coeficientes em
Z, modulo x™ - 1 e é gerado por qualquer polindmio g(x) que divide x" - 1.

Seja Zly] o anel de polindmios na variavel y sobre Z; e ¢(y) um polindmio primiti-
vo de grau r, irredutivel sobre GF(p) e conseqiientemente também sobre Zg. Vamos denotar
por GR(Z*, r) o anel Z,lyl / < ¢(y) >, o conjunto de classes residuais de polindmios em y
sobre Z; modulo ¢(y). Este anel consiste, portanto, de todos o0s polindmios de grau r - 1
cujas operagbes de adigio e multiplicagio sdo sempre realizadas mddulo ¢(y). Mais ainda,
ele é um anel comutativo com identidade e ¢ chamado de exfesado de Galols de
dimensio r de Zq A menos de isomorfismo, a extensdo de dimensdo 7 é Ginica {13, Teorema
XV.7].

Vamos introduzir agora algumas notagSes das quais faremos uso durante esta segfo.

Estrutura Ordem
R : GREAD), "
K GF("); )24
R* : grupo dos elementos inversiveis de R; p&E-Drepr _y
K* : grupo multiplicativo de GF(p"); p-1

39



Capitulo 1 : Cddigos Lineares sobre Anédis de Inteiros

Definimos Ry,(n) como o resto da divisdo de » por m e para um polindmio f{y) =
fo+fiy+fHy2+ . +hy%

Ru(fy)) = Ryp(fp) + R(fpy + ... + Ryp(fp)y®

Procederemos agora, entdio, a fatoragdo de x® - 1 a fim de construirmos o cédigo
ciclico. Como R* € um grupo abeliano multiplicativo, ele pode ser expresso como um
produto direto de grupos ciclicos. O grupo ciclico de interesse sera aquele cujos
elementos sdo todas as raizes de x" - 1 para algum » tal que (n, p) = 1 (isto serve apenas
para garantir que x® - 1 ndo tenha fatores repetidos). Uma vez identificado este grupo, o
problema da construgfio dos codigos reduz-se a escolher certos elementos do mesmo para
serem as raizes do polindbmio gerador g(x), o qual sera um divisor de x® - 1.

A seguir enunciaremos um conjunto de teoremas (1.18 - 1.21) {12] os quats servirdo
de base para a construgdio de G,,, o subgrupo ciclico de R* (como um anel de extensdo de
Z5%) o qual contém todas as raizes de x” - 1.

Teorema 71.78 : R* tem um e somente um subgrupo ciclico de ordem relativamente prima a
p. Este subgrupo ciclico tem ordem p* - 1.

Teorema 1.19 : Suponha que f gere um subgrupo de ordem 7 em R*, onde (n, p) = 1.
Entdo, o polindmio xP - 1 pode ser fatorado como x® - 1= (x- f).(x - f2) .. (x - M) se, e
somente se, R,(f) tem ordem 7 em K™,

Coroldrio 1.3 : Um polindmio h(x), divisor de x® - 1, com coeficientes em Zg pode ser
fatorado sobre G, como

h(x) = (x- B )(x %) - (x - B*)

se, € somente se, Rp(h(x)) pode ser fatorado sobre GF(p”) como:

Rp(h(x)) = (x—(Rp(B))* )(x -~ (R (B)°?) -+ (x ~(Rp (B))*¢)
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Teorerna 1.20 . Suponha que [ = R,(f) gere um subgrupo ciclico de ordem # em K*.

Entdo f gera um subgrupo ciclico de ordem n.d em R*, onde d é um inteiro maior ou igual
a 1 e /4 gera o subgrupo ciclico G, de R*.

Este Teorema 1.20 € Gtil na determinagio do gerador de G, e do Corolario 1.3
segue que Mj(x), o polindmio minimal de B sobre R* (onde B é primitivo em G,,) terd como
raizes todos os elementos distintos na seqiiéncia

B, (BOP, (B1)P ..., ()P

Portanto, Mj(x) pode ser construido de maneira idéntica 4 construgdo de my(x), o polindmio
minimal de Ry(B?) sobre GF(p).

Vamos agora especificar um cddigo BCH de comprimento n sobre Zq (onde
n|p" - 1) em termos das raizes do polindmio gerador g(x) em G,. Seja B um elemento

primitivo de G,. Se B®,B%2,..., B sdo raizes de g(x), entio podemos gerar um codigo
tipo BCH com simbolos de Z, se escolhermos g(x) como:

g(x) = mme (M, (x), Mq, (x), .., M, ()

onde M, (x) é o polindmio minimal de B . Além disso,

§(0) = Rp(8(x) = mme (m, (x), me, (x), .., Mg, (x))

onde me, (x) ¢ o polindmio minimal de R, (B%), gera um coédigo BCH com simbolos de

GF(p).

Obs. : O método sistematico para a determinagio do mmc de um conjunto de polindmios
{p1(x), p2(x), ... pp(x)}, consiste em se calcular primeiramente o seu mdc (usando o
algoritmo de Euclides) e depois o seu mmc ¢ calculado através de:
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mme (py(x), p2(X),..., Pa(x)) = [[ ] pi (x)1/ mde {py (x), p2(X), ..., Pn(x))

i=]

O Teorema 1.21 estabelece o limitante inferior para a distdncia minima do cédigo
obtido.

Teoremna 1.217 : Seja g(x) o polindmio gerador de um cédigo ciclico de comprimento » com

simbolos de Z; ¢ sejam também o, a2, o raizes de g(x) em Gy, onde o tem ordem
n. Entdo, a distancia minima do cddigo é maior do que o nimero maximo de inteiros
consecutivos modulo n no conjunto E = {ey, ey, ..., ey}

Vamos agora fornecer um exemplo da construgiio desses codigos BCH sobre anéis

Z,q=p".

Exernplo 1.70 . Vamos considerar um codigo BCH sobre o anel Zg. Temos aqui p =2
e k = 3. O polindmio ¢(x)} = x¥ + x + 1 (de grau r = 4) é irredutivel sobre GF(2) e
conseqiientemente também sobre Zg. O corpo K = GF(p") = GF(2%) é formado pelas classes
residuais de polindmios em GF(2)[x] modulo x4 + x + 1. Este corpo possui 16 elementos.
Em notagdo de r-uplas, eles séo:

0=(0000)
1=(1000)
x=0=(0100)

x?=a2=(0010)
¥3=a3=(0001)
¥ =at=(1100)

x14za}4m(l 001)

O anel R (extensdo de Galois de Zg) é formado pelas classes residuais de polindmios
sobre Zg moédulo x¥+x+1, ie, R=GR(8, 4)=2Zg[x]/<x¥+x+1> Seja agora
f=(0100)eR* f=Ry(f)=(0100)=c geraum subgrupo de ordem n =24-1=15
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em K*. Pelo Teorema 1.20, f devera gerar um grupo de ordem 15 . dem R*, onde d 2 1.
Lembrando que as operagdes em R* sio sempre modulo x¢ + x + 1, temos que x¥ = -x - 1
= Tx+ 7. Entfo, sendo f=(0100)=x, vamos encontrar (realizando os célculos) que
#5¢ = (1 00 0). Portanto, neste caso, d = 4 e fgeraum grupo de ordem 15.4=60 em R*
e disto segue que f/ = x?=Tx+ 7 =(7700) gera um grupo de ordem 15 (em R").
Com isto, temos que B = 7x + 7 é um elemento primitivo de Gys.

Agora ja estamos em condigbes de especificar um codigo BCH de comprimento n = 15
sobre Zg. Vamos escolher o polindmio gerador g(x) tal que ele tenha como raizes B, B2, B3,
B4, ie., g(x) sera o mmc dos polindmios minimais de cada um desses elementos. Para
calcula-los, vamos lembrar que o polinémio minimo de Bi tem como raizes todos os

elementos distintos na seqiiéncia ﬂi, (Bi)z, (Bi)4, (Bi)g.
Portanto, o polindmio minimal de € dado por:

M (x) = (x—B)(x - BL)(x - BH)(x —p8) = x* +4x3 + 6x% +3x+1

Este é 0 mesmo polindmio minimal de B2 e B4, i.e,, M;(x) = My(x) = My(x). Finalmente o
polindmio minimal de B3 é dado por:

M3(x) = (x-B)(x-BO)x =B )(x- B2y = xt 4’ +x x4
E assim g(x) = mme (M;(x), M3(x)) = x8 + 5x7 + 3x6 + 6x3 + Txt + 6x3 + 2x2 + 4x + 1
gera um cddigo BCH de comprimento 15 e d,,;, 2 5 sobre Zg (lembre que pelo Teorema

1.21, a distincia minima é maior do que 0 nimero maximo de inteiros consecutivos em
{1, 2, 3, 4}, o conjunto das poténcias de B escolhidas para serem raizes de g(x).

e Propriedades Adicionais dos Anéis GR(pK, r)

O anel R = GR{P¥, r) é um anel local [13], i.e, os seus elementos divisores de
zero formam um grupo abeliano aditivo e consistem daqueles polinbmios de graur - 1 (ou
menos) cujos coeficientes sdo todos divisores de zero em Zpk. Um polindmio p{x) € R
que possui pelo menos um coeficiente inversivel em Zpk ndo é um divisor de zero em R ¢,
portanto, pertence a R*, ou seja, € possivel se encontrar um polindmio g(x) € R,
tal que p(x).q(x)=1. A partir disto, podemos enunciar o Teorema 1.22.

Teorema 1.22 : Seja P um elemento primitivo de G, (o subgrupo ciclico de R* o qual
contém todas as raizes de x? - 1), onde n = p* - 1. Entio, ¢ elemento § = Bf 1 —Bg? é
inversivelemRse 0 4, HSn-1 e /1= 4.
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Prova : Defina 0 mapeamento i Zp‘f[x] > Zp[x] através de:
m . - m o
fe)y=Y fix'—Esfx)=Y fi.x!
i=1 i=1
onde f,. = R,( f;). Este mapeamento induz um homomorfismo de anel de R em K.
Suponha agora, por absurdo, que § seja um divisor de zeroem R, i.e.,
o= pﬁ() + p51.x +..+ pﬁrul.xf*i,
onde §; eZpk para 0 <i < r-1. Com isto, temos que u(d) = 0. Seja 6 = p(P); O é entdio um

elemento de K cujo polinémio minimo ¢ de grau r (pelo Corolario 1.3) e é um gerador de
K*. Agora como

w(8) = u(p") - u(p’2),
entio,

‘ £
0=(u()" ~(n(@)? =6 -0
Mas isto implica que pf1=6%2 ¢ que € impossivel quando £y # €, e 0<¢,,{, <n-1.

Portanto, 0 = ﬁf 1 —~E3£2 ¢ de fato inversivel en R, i.e., 8 € R™. B

1.%.1. Marriz verificacio de pagidade

Iremos agora especificar a matriz verificagiio de paridade destes codigos BCH sobre
anéis de inteiros residuais.

Sejam as seguintes raizes consecutivas de g(x) : B, B2, p3, ..., 2. Portanto, se v(x)
for uma palavra-codigo, ento, v(x) = ¢(x) . g(x), o que implica que B, B2, ..., P2t s#o raizes
de v(x). Por outro lado, se B, B2, ..., B2 so raizes de v(x), entdo v(x) ¢ divisivel por cada
um dos polindmios minimais de B, B2, ..., P2t e conseqiientemente pelo seu mme, g(x).
Portanto, v(x) ¢ palavra-cédigo. Em suma, v(x) é palavra-codigo se, e somente se,
B, B2, ..., P2t sdo raizes de v(x).

Baseados neste fato, podemos construir a matriz verificagdo de paridade H da
seguinte forma:
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1 B B2 Bn——i
S I (- TN (- S (L

P S : (1.2)
R (C0 O (¢ SRR (i il

E, portanto, v(x) ¢ palavra-codigo se, e somente se, v. Ht = 0.

1.5.2. Isomonfismo entre o anel de Galois £ um anel de mazrizes

Um dos passos do algoritmo que iremos introduzir para a decodificagdo dos codigos
BCH desta Segdo requer o célculo do quociente entre dois polindmios de R, onde o
polindmio divisor pertence a R*. Se o coeficiente dominante do polindmio divisor for
inversivel em Zp“, podemos entéo aplicar o algoritmo da divisdo longa para obtermos o
quociente. Entretanto, este ultimo algoritmo ndo mais se aplica se caso o coeficiente
dominante do polindmio divisor for um divisor de zero em Z,%.

Nestas circunstincias, iremos usar o fato de que associada a cada elemento de R
existe uma matriz quadrada 7 x r cujos elementos pertencem a Z%. As matrizes correspon-
dentes aos elementos de R* sfio aguelas cujos determinantes sfo inversiveis em Zyk e,
portanto, ndo singulares. Assim trataremos o problema da inversio de polinbmios em R*
como um problema de inversio de matrizes.

Vamos agora introduzir uma notagdo apropriada. Sejam os polinémios
fix) = fy + fix + ... + £ x=

gx)=go+gx+ ... + g x!

pertencentes a R. O produto f{(x).g(x) ¢ dado por:

f(x).g(x) = f5.8(x) + f1.xg(x) + ... + ;1. x"1g(x).

O coeficiente de xi (0 <7 < 7-1) no polindmio p(x) € R sera denotado por ¢;(p(x)).
Portanto, se h(x) = f{x).g(x), entdo:
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| .
ci(h(x)) = X ¢;(f(x)).ci (xIg(x))

=0

para 0 <i<r-1.

(1.3)

Agora, a cada elemento f{x) = fy + fyx + ... + £_;x™! pertencente a R, associaremos
uma matriz F, , . dada por:

x

fo ) f,
co(xf) cy(xf) ¢ (xf)
Co (xzf) €1 (x2 f) <y (Xzf)

(<) ") (™)

frwi
cr-1(xf)
er_1(x*f)

cr1(x")

(14)

Cada linha de F ¢ formada pelos coeficientes do polindmio xH(x), para0<i<r-1. 0

Teorema a seguir caracteriza completamente as matrizes F que acabamos de construir.

Teoremma 1.25 : O conjunto das matrizes F definidas acima forma um anel S o qual é
isomorfo a R. As operagdes em S sfio as operagles usuais de soma e multiplicagdo de
matrizes € as operagdes entre os seus elementos sdo realizadas médulo p*.

Prova : Sejam F e G quaisquer duas matrizes em S e f e g os respectivos elementos em R
associados. Assim,

F=

f fo fy fr1

xt | | co(xf) () - o (xf)
x| leox™) ™) - e (xFID)
8 £0 4] £r-1
xg |_| colxg) alxg) - cr(xg)
xg] Lot e o™ g) ey (x™g),
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AsomadeFe G éamatriz

(f+g)

g X070

x"U(f +g)

a qual é uma matriz em S, ja que f + g pertence a R. O produto de F por G € a matniz

-1 ) -1 ) -1 )

Y fico(x'g) 2 fici(x'g) e Y e (x'B)

i=0 i=0 i=0

-1 ) -1 . -1 )

F.G=| Y ci(xN).co(x'g)  Dci(x).e(x'g) - Dci(xf).ci(x'g) |=

i=0 i=0 i=0

r-1 'i ] -1 .i . -] 1 )
Yei(x"ee(x'g) Y (x"Te(x'g) - Y (x T )er 1 (x'g)
[ i=0 i=0 i=0 J
[ (f.g)
_| x(fg)

" (£.8)

o qual estd também em 8, ja que f.g pertence a R. Podemos ainda verificar que S € um
grupo abeliano com relagio & adigio de matrizes e que as propriedades associativa,
distributiva e elemento neutro com relagdo a multiplicagio estdo satisfeitas. Portanto, S é de
fato um anel. Resta-nos apenas mostrar que R e S sfo isomorfos. Para isto defina a
aplicag8o ¢ : R +> S através de:

E facil ver que ¢ € uma bijegio e que

$(f+g) =00+ d(g) e
o(f. )= ¢(D - d(2)

E, portanto, os anéis R e S sdo isomorfos. -
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Assim, com base no Teorema 1.23, sempre que ndo for possivel aplicar o algoritmo
da divisdo longa para invertermos um elemento f de R*, associaremos a ele uma matriz F
como em (1.4). A seguir tomamos a r-upla que forma a primeira linha da matriz F1; esta
r-upla é o elemento £}, o inverso de fem R*.

A inversdo de uma matriz F pode ser implementada formando-se a matriz aumentada
fF | I] (onde I, é a matriz identidade r x r) ¢ transformando-a a seguir em uma matriz da
forma {1, | G] através de operagbes elementares com as suas linhas (isto é sempre possivel
desde que F seja de fato uma matriz inversivel). Sabemos que G ¢ a propria matriz F-! e que
o tempo computacional requerido para esta transformagio é O(r3). Isto estd dentro de
limites aceitaveis, ja que, em aplicagdes praticas, os valores de r utilizados para a construgio
dos codigos BCH desta Segfo geralmente estardo no intervalo 2 < r < 10.

Vale a pena ressaltar ainda que para invertermos elementos em R* é interessante
recorrermos ao calculo de matrizes inversas somente quando ndo for possivel se aplicar o
algoritmo da divisio longa, ja que este Gltimo processo € muito mais rapido que o primeiro.

1.6. Conclusoes

Neste capitulo estudamos as construgdes das principais classes de codigos corretores
de erros definidos sobre anéis de inteiros residuais. Foram caracterizados codigos ciclicos
(em termos de matrizes geradoras), codigos de Hamming (corregio de um erro aleat6rio) e
codigos BCH (para maltipla correg@o de erros). Foram focalizados cddigos sobre anéis da
forma Z; onde g ¢ uma poténcia de primo, ja que cddigos lineares sobre tais anéis possuem
propriedades de distincia tio boas quanto ou melhores que os codigos lineares sobre anéis
da forma Z,;, onde m é um produto de duas ou mais poténcias de primos.

No Capitulo 4 iremos concatenar codigos sobre anéis para construirmos codigos
sobre grupos abelianos. As propriedades de taxa e distincia destes ultimos serdo herdadas
dos codigos apresentados neste capitulo.
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CAPITULO 2

DECODIFICACAO DOS CODIGOS SOBRE Zq

Neste capitulo serdo descritos os métodos para a decodificagio dos codigos sobre
anéis de inteiros residuais, apresentados no Capitulo 1. Na Secdo 2.1 descreveremos um
método para a decodificagdo dos codigos de Hamming sobre anéis (Segdo 1.3), o qual é
uma extensdo do simples método para a decodificagio destes codigos, quando definidos
sobre corpos GF(g). Na Segdo 2.2 serd apresentado um método para a decodificagio dos
codigos Reed-Solomon (Segdo 1.4) e BCH (Segdo 1.5). Quando estes cddigos estdo defini-
dos sobre corpos GF(q), o primeiro passo da decodificagfio € localizar a posigio dos erros
na palavra recebida, através do uso do algoritmo de Berlekamp-Massey (BM). Depois disto,
aplica-se um procedimento desenvolvido por Forney para a determinagio da magnitude dos
erros. Mostraremos que o algoritmo de Berlekamp-Massey pode ser adaptado para a deco-
dificagdo dos c6digos Reed-Solomon e BCH quando definidos sobre anéis e que o procedi-
mento dado por Forney continua valido, sem alteragcSes. Esta adaptagdo ndo altera os
fundamentos do algon'tmd ¢, portanto, a complexidade permaneée praticamente inalterada.

Na Se¢do 2.3 mostraremos que o algoritmo de BM modificado ainda podera ser
aplicado para geragio de seqiiéncias, através de registradores de deslocamento cujos
elementos pertencem a um anel comutativo (com identidade). Esta seglo apenas
complementa a teoria acerca deste algoritmo, mostrando mais uma aplicagdo do mesmo.
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2.1. Codigos de Hamming

Na Segdo 1.3 apresentamos a matriz verificagio de paridade de um cédigo de
Hamming sobre Z,;, onde ¢ € uma poténcia de primo. Suponha que as palavras-codigo
tenham comprimento n, que o nimero de digitos de informagio seja k ¢ que a matriz
verificagdo de paridade seja H. Suponha ainda que o vetor enviado seja v, 0 vetor erro seja e
¢ o vetor recebido seja 1 (1 =y + ¢, onde + representa a adigio mddulo ¢). No caso da
ocorréncia de um Unico erro, o vetor sindrome é suficiente para detectar a posigio (na

palavra-c0digo) e magnitude. Isto ¢ facilmente visto através da equagio que define a
sindrome, § = r.Ht.

Este calculo € equivalente a s = (v + ¢).Ht = vy Ht + ¢ H' = ¢ HY, j& que v.H! = 0 (pois
v ¢ uma palavra-cddigo). Repare entfio que o vetor sindrome, no caso da ocorréncia de um
unico erro numa dada posig8o j, serd dado pela j-ésima coluna da matriz H multiplicada por
e;. Entdo devemos procurar na matriz H uma coluna tal que quando multiplicada por um

dado elemento de Z; ={L,2,...,q4~1} reproduza o vetor sindrome. A coluna encontrada

’ T . s - *
representara & posi¢io j na palavra-codigo em que ocorreu o erro e o elemento de Zq, a

magnitude do erro.

Exemplo £.7 : Seja o codigo do Exemplo 1.7 (Segfo 1.3.1). Suponha entfio que a palavra
transmitida sejav=(0 0 0 0 0 0 0) (a palavra toda nula) e que o vetor erro introduzido
pelo canal sejae=(0 0 0 0 0 2 0). Quando multiplicamos o vetor recebidor = v + ¢ por
H, encontramos que s = (2 2 0). Podemos perceber que este vetor representa a sexta
coluna de H multiplicada por 2. Com isto, podemos dizer que ocorreu um erro de
magnitude 2 na posigio 6 da palavra-codigo.

Qbs. :
1) No caso da ocorréncia de um Unico erro, este método apontara univocamente a
posigio e a magnitude do erro (isto € devido ao fato de que duas colunas de H sio

sempre linearmente independentes). Em outras palavras, ndo existira a possibili-
dade de se determinar dois ou mais padres de erro para uma dada sindrome;

2) No caso da ocorréncia de 2 ou mais erros (i.e., quando se esta fora da capacidade
de corregdo do codigo), pode acontecer que ndo se encontre uma coluna de H tal
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Capitulo 2 : Decodificagdo dos Cédigos sobre Zy

que quando multiplicada por um elemento de Z; , reproduza o vetor sindrome.

Neste caso, o decodificador declara apagamento por falta de dados para a correta
decodificagio. Caso se encontre essa tal coluna, ocorrerdi um ewto oe

decadificacdo.

Com o material da Segéo 1.3 e o desta, concluimos a geragiio e a decodificagiio de
codigos de Hamming definidos sobre anéis de inteiros residuais.

2.2. Codigos Reed-Solomon £ BCH

Nas Se¢des 1.4 ¢ 1.5 foram caracterizados os codigos Reed-Solomon (RS) e BCH
respectivamente, através das matrizes geradora e verificagio de paridade. Nesta Segio
iremos discutir um método de decodificagio de tais codigos. Observando as Equagdes (1.1)
e (1.2), podemos constatar que as matrizes verificagdo de paridade para estes codigos,
quando projetados para a corregdo de até f erros, sdo similares ¢ possuem a forma

1« a2 o o1 ]
2 252 2-n-1
1 o a e {0t
H= . ( :) ( ) 2.0
*i a2t (a2t)2 . (aZt)nul‘

onde # ¢ o comprimento da palavra-codigo em questdo. Recorde que no caso de cédigos

RS sobre Zpk , & € um elemento primitivo de Zp; no caso de codigos BCH (também sobre
Zpk ), o € uma raiz de x? - 1 e pertence ao anel GR(p¥, r) (a extensdo de dimensdo r de
Zpk ). Note que ¢ devera ser escolhido de tal forma que os elementos a, o2, .., a2t sejam

todos distintos.

Portanto, devido a esta similaridade, o procedimento de corregio de erros que
iremos descrever {que se baseia na informagio dada pelo vetor sindrome) serviré para a
decodifica¢iio de ambos os codigos. Ele sempre seré capaz de corrigir qualquer combinagio

de 7 ou menos erros.
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Suponha entdo que a palavra-codigo transmitida seja v = (vy vy ... V1) € que o pa-
dréo de erro introduzido pelo canal seja ¢ = (¢y € ... e,.1). Portanto, o vetor recebido pelo
decodificador sera 1 = (rp ) ... ry.)). Estes vetores também podem ser apresentados na
forma polinomial por v(X) = vy + viX +. + vy 1 X0 e(X) = ey + ;X +.. + g, ;X" e
r(X) =1y + X + ... + 1, X1, respectivamente.

Vamos assumir agora que a j-ésima componente nfo nula de ¢ (1 <i < v < t) ocorra
na posigio j, onde j pode ser qualquer inteiro entre 0 e n-1 (inclusive). Entdo, associaremos
a esta i-ésima componente ndo nula um par ordenado (X;, Y;) tal que:

X; : é um nimero de localizagio de erro dado por aJ

Y; : € a magnitude do erro ocorrido na posigdo j.

O vetor sindrome ¢ dado por s = tH! = (v + ¢).H! = ¢ H!, onde H ¢ a matriz
verificagio de paridade dada por (2.1). Entdo, em termos dos pares (Xj, Y;), as
componentes s; de s sdo dadas por

. ) v .
Sj = 1'(&3) = e(a}) - Z Y! X«: (22)
i=1
onde 1<j<2fev representa o numero de erros ocorridos.

Entdo, um método para se corrigir erros € resolver o Sistema de Equagdes (2.2) o
qual produzira como resposta os pares (X;, Y;) que representam as posi¢des e magnitudes
dos mesmos.

Iremos atacar primeiramente o problema da localizagio dos erros para depois
resolver o problema da determinag@o das magnitudes dos mesmos. Recorde que no caso dos
codigos serem binarios, a localizag@o dos erros ja implica necessariamente na determinagéo
das magnitudes dos mesmos.

Sejam os valores 64, 03, ..., 0, definidos através da equagiio

X-XPX-X .. (X-X)=XV+o; X1+ . +0,1X+0, (2.3)

Esses valores sio conhecidos como as fawgdes admépricas elementares dos X;.
Multiplicando ambos os membros da Equagio (2.3) por Y; Xg e depois substituindo X;
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(1 i< v)em X, o seguinte conjunto de equagdes resulta:
Y XY+ XY o4y X e+ Y ey, = 0 (2.4)
Somando-as para 1 </ < v e usando as Equagdes (2.2) vem que
Sj+y t Sjty-1.01 T ... + 8j41.0y.1 + 550, =0 2.5)

e todos os s; 530 conhecidos se 1 <j < 27 - v. Portanto, o calculo dos oj's a partir do vetor
sindrome ¢ feito resolvendo-se o Sistema Linear (2.5) de modo que v tenha o menor valor
possivel (isto é requerido pois sempre estaremos assumindo que o vetor erro que ocorre é
aquele que possui 0 menor peso de Hamming possivel). Por construgio, sabemos que
sempre existe uma solugdo para o Sistema (2.5). Pode-se provar que ela é uUnica se, e
somente se, todas as magnitudes Y; (1 <7 < v) forem elementos inversiveis no anel sobre o
qual o codigo esta definido (ver Apéndice 2.1).

Com isto, acabamos de mostrar que o procedimento de decodifica¢io dos codigos
RS e BCH compreende os seguintes passos:

- Passo 1 : Célculo do vetor sindrome s = (s} s, ... s3,) a partir do vetor recebido r;

- Passo 2 : Céleulo das fungdes simétricas elementares 4, G, ..., G,, & partir de g;

- Passo 3 : Célculo dos niimeros de localizagio de erro X, X, ..., X, a partir dos o;'s

(1sisgv)

~ Passo 4 : Calculo das magnitudes dos erros Y; a partir dos X e 5.

A seguir, passaremos a caracterizar cada um destes passos.
Passo 1 - Cilculo do Vetor Sindrome
s=r.H

Passo 2 - Cilculo das Fungées Simétricas Elementares [14]

O problema que precisamos resolver neste estagio é o seguinte: dada uma
seqiiéncia de elementos 5;, s, .., sy (as componentes do vetor sindrome)
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pertencentes a um anel comutativo R (lembre que se estivermos decodificando o
codigo RS (Segdo 1.4), R € o anel Zpk (k 2 1), enquanto que se estivermos

decodificando o codigo BCH (Segdio 1.5), R é 0 anel GR(pX, r) (k2 1er2 1),
determine a solugdo do Sistema Linear (2.5) nas incognitas o; (1 <7< V) tal
que v seja minimo (j4 vimos que a solugio s serd Unica no caso em que as
magnitudes de todos os erros forem inversiveis em R).

A solugdo do Sistema Linear (2.5) requer a generalizagio do algoritmo de
Berlekamp-Massey (BM), descrito em [15], devido ao fato de que as suas

entradas pertencem a um anel comutativo R, ao invés de um corpo F. Este
algoritmo € iterativo, no sentido de que no n-ésimo passo o decodificador

procura determinar um conjunto de ¢4, valores ng) tal que as n - 4, equacles
(conhecidas como dameas de foténcia)

Sn.O'{()ﬂ} +Sn_l,{)’§n) NI Sﬂ*ﬁn _0-?1) =0
n

{n

Sn-1.0 )+sn,_2.0§“}+---+ Snmgnml.ﬁ'(l;) =0 (2.6)

n n n
sf,,+i-°'6 )+Sgn.0'£ Yot sl.cgn) =0

sejam satisfeitas com o menor 4, possivel e onde G’én) = 1. Este conjunto de

valores O‘i( ™) ¢ comumente escrito na forma polinomial

G(H)(X);Ugn) +0§n).X+G§n).X2 + e -f-cgn).Xgﬂ,

fn

Note que esta forma representa a solugio no n-ésimo estigio. A n-ésima
discrepdncia, seri denotada por d,, e é definida por

i B |+

A seguir, apresentaremos dois lemas que serfio importantes na generalizagio de
parte do algoritmo sendo proposto. Estes lemas estic diretamente relacionados
com a determinagio de c(®*1)(X) (ndo necessariamente com o menor valor de
£,+1 possivel) a partir de o{®(X).

Lema 2.1 (Generalizagiio do Lema 9.3 [15]) : Suponha que o{™W(X) seja um
polindmio solugdo minimal para as n primeiras somas de poténcia (i.e., tal que as
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Equagbes (2.6) sejam satisfeitas com ¢, minimo) e tenha a préxima discrepéncia
d, # 0. Seja

™ (X)=1+0{™ . X+o{™. X% + .. +o{™ X’m

qualquer polindmio solugdo para as m primeiras somas de poténcia, com
1 < m <n e tal que a equaglio d, - y.d,, = 0 admita uma solugdo em y sobre o anel
R (note que mesmo sendo d,, um divisor de zero em R, pode ocorrer que esta
equagdo ainda admita uma solugéo). Entdo o polindmio

o™ (X) - y. X* ™ 6(M(X) = ("D (x)

¢ uma solugio para as m+ 1 primeiras somas de poténcia. Mais ainda,
£y = max[4,, 4, +n-m].

Prova : Como oM(X) é uma solugio para as n primeiras somas de poténcia,
entdio as Equacdes (2.6) estdo verificadas. Isto €,

£
. ™.g - ;
§i;.0; =0 ; £,+1<j<n
Eo“ ‘ ntid 2.7

=dy; j=n+l

Similarmente, como o®™)(X) é uma solugio para as m primeiras somas de
poténcia, entdo:

fm
(m) _ . ;
D sj-i0; =0 , Iptlsj<m<n
i=0 l (2.8)
=d,u#0; j=m+l

Se c@(X) = sM(X) - y. X0 gM)(X) for de fato uma solugdo para as 7 + 1
primeiras somas de poténcia, entdo deve-se ter que:

en-i—i
Y sia0™V=0 ;£ +1sj<n+l (2.9)
i=0

Esta soma tem a forma

ni
S syilo .0l ) @210
i=0

Como cri(“) =0 parai <0ei> £, e também ci(m) =0parai<0ei>{, entdoa

Soma (2.10) pode ser escrita como
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£ () £, +0—m
}l_lsj“g.ci -y. ¥ sj”i.cgin()n_m) 2.11)
i=0 i=n-m

¢ £
(ou alternativamente, como isj._i.cfn) - y.fsj,,im(n,,m).ﬁi(m} ).

i=0 i=0
Note que para j = n + 1, a primeira Soma em (2.11) ¢ igual a d,, e a segunda ¢
igual a d,,. A Equacdo (2.11) entdo reduz-se a d, - y.d,, = 0 e, portanto, é
verificada. Pela Equagfo (2.7) a primeira soma na Equaco (2.11) é igual a zero
desde que &, + 1 <j < n. Pela Equagio (2.8) a segunda soma na Equacio (2.11) é
igual a zero desde que £, + 1 <j- (n-m) <m ou equivalentemente, desde que
n-m+4,+1<j<n Emresumo, a Equagio (2.11) ¢ satisfeita desde que

max(4, 4, tn-my+1<j<sn+1

Como n + 1 - max(¥,, £, + n - m) Equagdes (2.6) sio satisfeitas por c(@*1)(X),
entio o seu grau ¢ dado formalmente por ¢£,,; = max(4, &, + n - m).
Finalmente, note que os coeficientes das poténcias mais altas da indeterminada X

em o(™1)(X) podem ser nulos, implicando que certas EquagBes (2.6) adicionais
ainda podem ser satisfeitas, i.e., s(®™*1(X) pode nio ser minimal. -

Lema 2.2 (Generalizagio do Lema 9.4 [15]) : Sejam o™(X), 4, e d,, # 0 como
definidos no Lema 2.1. Suponha que o{®*1)(X) seja um polindmio solugdo das
Equagdes (2.6) satisfazendo n + 1 - £, ; equagdes e que

S(rD(X) - o(X) = XM ol(X),

onde a ¢ inversivel em R ¢ c{()m) = 1. Entio, o polinémio o(M(X) é um polindmio

solugio para as m - £, primeiras Equagbes (2.6), tendo proxima discrepéncia d,
satisfazendo d,, +ad,, =0 e £, =£,.;-(n-m).

Prova : Por hipbtese

fatt (n+1)

S s o™V =0 5 g+l jsnl 2.12)
i=0

]

£

Z”sjmi.ci(“):o ; €p+igsjsn

i=0 (2.13)
=d, %0 ; j=n+l
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Como o(M(X) ¢ uma solugdo minimal, &, ,; 2 4,. Subtraindo as Equagdes (2.13)
das Equagbes (2.12) para £, ;+1<j<n+ 1 obtém-se que

£ +1
i s}._i.(csgnﬂ)—cgn)):{) ; prptl<j<n
i=0 (2.14)

=—-dy ; j=n+l

Suponha agora que os »n - m primeiros coeficientes de 8;.; sejam nulos (note

(n+l) _
0 =

que como © oﬁ“) =1, entdo n - m > 0, ie, » > m). Entdo, a Equaciio

(2.14) reduz-se a

£ n+l

Z Sjmi.(ﬁi(n+l)—0i(n))30 5 /n+]+ISjSﬂ

i=n~m (2.15)
=—d, ; j=n+l

Fazendo 4, = £,..; - (n - m), a Equagdio (2.15) pode ser escrita como:

)=0 ; Imtl<j<m

£
35 (0 o
; O.H' i+n-m  itn-m

(2.16)
Finalmente, defina o polindmio o{m(X) por ci(m) = (G§f:1)m —ogfzi__m).a“i,
para 0 <i < 4, Portanto,

fn
350 =0 L L tl<jsm

i=0 2.17
' l:a:.lm;jﬁnm»l @17)

=—d,.a
Entdo, pelas Equagdes (2.17), of™(X) é uma solugic para as primeiras m - £,
Equagdes (2.6) e tem proxima discrepancia d,,, tal que d, + ad,, = 0. O grau de
om)(X) ¢ dado formalmente por &, = £,,; - (n - m). Note que os coeficientes
das poténcias mais altas da indeterminada X em o{™(X) podem ser nulos,
implicando que certas Equagbes (2.6) adicionais podem ser satisfeitas, i.e.,
o{m)}(X) pode nio ser minimal. »

Baseados nestes dois lemas, iremos agora mostrar o seguinte:

Teorema 2.7 (Generalizagio do Teorema 9.10 [15]) : Seja o(M(X) uma solugio
minimal no n-ésimo estigio e o(™(X) uma das solugBes minimais anteriores,
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1 <m < n, tal que a equago d, - y.d,, = 0 admita uma solugio emy e m - 4,
tenha o méximo valor. Entio uma solugfio no estagio n + 1 é o™ 1)(X), onde:

. sed, =0, entdo

o®@DX) =o(X) e 4454 (2.18)
» sed, # 0, entdo

ot )(X) = oM(X) - y X0 McM)(X) e 4, ;=max[4, 4,+n-m] (2.19)

Vamos mostrar que em muitos casos, esta solugio o®@*D(X) j4 é uma solugio
minimal.

Prova : Se d, = 0, entdio claramente o{®*1)(X) = o(™(X) é uma solugdo minimal
ja que o{W(X) o é. Agora considere o caso onde d,, # 0. Como c™M)(X) e cM(X)
530 conhecidos, entdo o(™1)(X) também o ¢é através da Equagiio (2.19). Pelo
Lema 2.1, o(®*1)(X) é um polindmio solugdo de grau dado por £,,; =
max[4,, 4, + n - n). Resta mostrar que esta € uma solugio minimal:

csem-£4,2n- £, entdo £,,; = £, pelo Lema 2.1 e dai o{0+D(X) serd uma
solugdo minimal no estagio n + 1;

« Por outro lado, se m - £, <n- £, entdo 4y =max[g, 4, tn-m]= 4, +
n - m > £, Vamos analisar quando o(®*1)(X) ainda € uma solugdo minimal.
Assuma, por absurdo, que exista um polinémio D®*(X) com grau 4 tal que
£, sd < 4, +n-me que o coeficiente da menor poténcia da indeterminada X
em DOH)Y(X) - c®(X) seja inversivel em R. Considere agora dois casos:

i) sed= ¢, entdo pelo Lema 2.2, existe uma solugio c™)(X) tal que 4, =
d-(n-m,ie., tal quem’ - £, =n- £, Como por hipotese m - £, <n - £,
entdo m - £, <m'- £,,:. Mas m - £, foi escolhido como o maior dos valores
k - ¢, das solugdes prévias. Contradigdo;

ii) se d> 4, entdo pelo Lema 22, d=4, +n-m’ Mascomo m- £, 2
m-f entdod=n-(m'-bpyzn-(m-4y) = >d ie,d>d oque
€ uma contradigio.

Portanto, quando o coeficiente da menor poténcia de X em DOI)X) -
o®(X) é uma unidade em R, entio 6((X) € uma solugio minimal =

Note que a solugdo o{t*1)(X) apresentada pelo Teorema 2.1 ndo é necessaria-
mente a resposta procurada devido ao fato de que o mesmo ndo garante a mini-
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milidade quando no caso ii), o coeficiente da menor poténcia da indeterminada X
em DOD(X) - ol®)(X) ndo for inversivel em R. Entretanto, em muitos casos
este Teorema ja aponta corretamente a solugio minimal.

Antes de discutirmos o emprego da generalizagBo do algoritmo de BM na deter-
minagdo iterativa da solugfio minimal, vamos fixar as condigBes iniciais. Como
em [15], defina;

otDX)=1, £;=0,d,=1,
oOX)=1, f£,=0,dy=5,

onde 1 ¢ a unidade do anel em consideragdio e 5; € a primeira componente nio
nula do vetor sindrome s.

Pelo Lema 1 [25], podemos constatar que se ol™)(X) satisfaz n - £, Equagdes
(2.6), mas ndio satisfaz n + 1 - £, Equagdes (2.6), entdo a solugio o 1(X)
devera satisfazer n + 1 - 4, ; Equagdes (2.6), onde:

€0y 2 max[ly, n+1-£,]

Agora, usando os argumentos da Segfo III de [25] ¢ imediato mostrar que se a
equagdo emy, d, -y . d, = 0, sempre admite uma solugio para 1 sm’ <n'<n,
entdo a desigualdade acima pode ser substituida por uma igualdade, i.e,

Loy =max{fy, n+1-0,]=max[l, £+n-m]

Caso contrario, se existir n’ tal que d,» -y . d,,y = 0 nfio admita solugio em y
para nenhum m’ tal que 1 < m’ < ', entdo as solugdes o(M(X), para n 2 ',
produzidas pelo Teorema 2.1, i.e., através das Equagdes (2.18)-(2.19) nao serio,
necessariamente, minimais. Neste caso, suponha entdio que o(™(X) seja uma
solugio (minimal) no estagio 7 e c®*1)(X) seja uma solugdo no estagio (n + 1),
calculada a partir do Teorema 2.1. Vamos analisa-la agora:

a) se £,y = max[4,, n+1- 4], entdo o®D(X) ja é a solugio minimal
procu-rada (no estagio n + 1);

b) se 4, ;> max[4, n+1- 4] entdo é possivel que exista um polindmio solu-
¢do minimal DM D(X) com grau ¢ tal que max[4, n+ 1 - 4] < £< 4,4}
Um polindmio qualquer DI+D(X) com menor grau possivel £ (no intervalo
max[4,, n+1-4,]< £< £, ) serd uma solugio minimal (no estigio n + 1),
se, ¢ somente se, o polindmio a™M)(X) definido pela relagdo

D@E+IXX) - o(®)(X) = X0-m o{m)(X)
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for uma soluglio para as m primeiras somas de poténcia, com d,, = -d,, ¢ com

{m)
0

provas dos Lemas 2.1, 2.2 e do Teorema 2.1.

sendo um divisor de zero em R. Isto deve estar claro a partir das

Iremos entdo agora descrever o algoritmo que resolve ¢ problema original, i.e., as
EquagBes (2.5). As suas entradas sdo as componentes do vetor sindrome s,
53, ..., Sy, todas pertencendo ao anel R. O algoritmo produzira como saida um
conjunto de valores o; (1 <7 < v) tal que as Equagtes (2.5) sejam satisfeitas com
o minimo valor de v possivel.

» Algoritmo de Berlekamp-Massey Modificado para Anéis Comutativos' :

Inicie com a tabela:

Tabela 2.1
n | omM(X) d, I n-£,
-1 i 1 G -1
0 1 5y 0 0
2
2t

e complete-a da seguinte maneira:

1) ne 0

2) se d, =0, entio c(™*1)(X) ¢ £, sdo dados por (2.18). Va para 5);

3) se d,, # 0, entdo encontre m tal que a equaglo d, - y . d,, = 02 tenha solugio
em y sobre o anel R e m - £, tenha o méximo valor possivel. 0" 1)(X) e
£,+1 sdo dados por (2.19),

4) se £, = max{4,, n+ 1 - £,] entdo va para o passo 5; caso contrario, procure
uma solugio D®*I)(X) com grau ¢/ minimo possivel no intervalo
max[é,, n+ 1 - 4] < £<max[¥, £, + n-m]tal que o polindmio o(™M(X)

definido pela Equagdo

1 com identidade

2 Esta equagio € discutida no Apéndice 2.2,

I LoA M

TS FB TECA GEHTRAL 4
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DE*(X) - o)(X) = X0 . om(X)

seja uma soluglo para as m primeiras somas de poténcia tal que d,, = -d,, e

ogm) seja um divisor de zero em R. Se este polinémio for encontrado, entdio
o (X) ¢ D+D(X);
- = (n+1) (n+1).
5)sen<2t-lcalculed,.;=5,,3+5,:;.0] to.*spi2e,,, Op e
n+

6) n « n+ 1; se n <2t va para 2), caso contrario, fim.

A resposta procurada serd dada pelo polinomio o(20(X), ie, os seus
coeficientes formam uma solug3o para as Equagdes (2.5).

Complexidade : comparando-se o Algoritmo de BM Modificado ao Algoritmo
original, notamos que a principal diferenga estd na introdugio do Passo 4), no
qual a solugio oM(X) calculada no Passo 3) é testada ser uma solugio minimal.
Em caso negativo, uma busca deve ser feita para se encontrar uma solugéo
minimal. Esta busca consiste em se testar se um polinémio o{®™)(X) (satisfazendo
certas condigdes) € uma solugiio para as m primeiras somas de poténcia. Foi
observado (mas ndo provado) que o nimero de polindmios ol™(X) a serem
testados nfo € proibitivamente grande e a complexidade do algoritmo modificado
¢ essencialmente a mesma do algoritmo original.

Terminado entdo este passo da determinagio dos o;'s (1 < i £ v) que satisfazem
as Equagbes (2.5), passaremos agora a descrever o terceiro passo do procedi-

mento de decodificagio dos codigos RS e BCH. Este passo realiza o calculo dos
nameros de localizagdo de erro, X, X, ..., X,, a partir dos gj's (1 i < V).

Passo 3 - Cdlculo dos Niameros de Localizacdo de Erro
Este célculo é feito resolvendo-se a equagio polinomial p(Z) =0, onde
p2) = ZV.o@NZY) = ZV + 6,2V + .. + 6,..Z + G,, no anel R (Zpk ou

GR(@*, r) (ver Apéndice 2.3). Note que as raizes de 0@0(Z)=1+0,Z+ ...+
6y.ZY devem estar em R, ja que R € um anel local e, portanto, as raizes de p(Z)
(0 polindmio reciproco de 6®(Z)) serdo as inversas das raizes de o29(Z).

Em geral, como mencionado, a solug&o do Sistema (2.5) no ¢ Unica e, portanto,

o conjunto dos valores o;'s (1 < i < v) produzido pelo Algoritmo de BM
modificado para anéis pode ndo ser 0 mesmo definido pela Equagdo (2.3). Como
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consequéncia, as raizes do polindmio p(Z) (com os coeficientes o;'s provenientes
do Algoritmo de BM modificado) podem ndo ser os corretos mimeros de
localizagio de erro. Entretanto, mostraremos a seguir que estes nimeros podem
de fato ser obtidos a partir das raizes de p(Z), desde que os coeficientes o;'s
(1 7 <v) sejam uma solugdo do Sistema (2.5).

e Relacdo entre as raizes de p(Z) e os niimeros de localizacfio de erro
Suponha que p(Z) tenha pelo menos v raizes distintas sobre o anel R, a saber,

Zy, 2y, .., Z,, tais que

PL)=Z-2)Z-Zy..2-Z,). (2.20)

Note que pelo menos uma solugdo o(Z) produzida pelo Algoritmo de BM
Modificado tera esta propriedade.

Iremos agora desenvolver um método que permite converter as raizes de p(Z)

nos corretos niameros de localizagio de erro. Suponha que estes nimeros
sejam Xj, X,..,X,, que as magnitudes dos erros sejam Y;, Yy, .., Y,,

respectivamente, e que as raizes de p(Z) sejam Zy, Z,, ..., Z,,. Isto implica que

YXHZY +01.2% M toy 1. 246,) = iXIZ -2 (2~ 23)..(Z- Z,)

(2.21)
para l <i<vel <j<2f-v. Agora, substituindo Z por X; e somando o
primeiro membro para 1 < i < v, obtemos

Sjty + Si+v-1-01 +...+ 8j+1-Oy.1 + 8-y, (2.22)

Note que a Equagdo (2.22) se anula para todo j tal que 1 <j < 2/-v (ji que 0s
o;'s formam uma solugio para o Sistema (2.5)) e consegiientemente,

v :

Y XX - 2K~ Zy). (X~ Zy) =0 (2.23)
i=l

para 1<j<2t-v (o lado esquerdo de (2.23) € a soma do segundo membro de
(2.21) para 1 < i < v). Na forma matricial, as Equagdes (2.23) podem ser
escritas como

Xy X o X, yRl fo
2 2 2
X X - X Y, P ¢
:1 :2 :v 2. 2| ) (2.24)
2t-v 2t-v 2t-v . '
X7TYOXTY e XUV LYWR) (o

62



Capitulo 2 : Decodificagdo dos Cddigos sobre I

v
onde P; = [](X;—Z¢), para 1 <i < v. A Equagdo (2.24) pode ser vista como
£=1

um sistema linear homogéneo sobre o anel R nas incognitas Y,Py,
YyPy, ..., Y,P,. O valor 27 - v ¢é sempre maior ou iguala v jAquevifieo
posto? da matriz em (2.24) ¢ v (ver Apéndice 2.1), que ¢ exatamente o ndmero
de incognitas. Pelo Teorema 5.3 {16], isto implica que a solugdo Gnica de
(2.24) € a solugo trivial, i.e, Yi.P;=0,paral1 <i<v.

A partir deste resultado podemos concluir que cada produtério P; é necessari-
amente um divisor de zero em R e, portanto, em cada P; (1 <7 < v) existe
pelo menos um ¢-ésimo fator (X - Zy) que € um divisor de zero em R. Mais
ainda, vale a seguinte propriedade: se o £j-ésimo fator em P; € um divisor de
zero d) e o {p-ésimo fator em Py € também um divisor de zero d, entéio
£) = £, para i # k. Isto pode ser mostrado da seguinte forma: suponha, por
absurdo, que £; = £, para i#k Entlo, Xi-Z =d) e Xy-Zy =d,
e, portanto, X; - Xj seria um divisor de zero em R, o que € uma contradigio
se i # k (ver Apéndice 2.1). Com tudo isto, podemos afirmar que correspon-
dendo a cada Z; existe um tnico namero de localizagdo de erro X; (1 <7 v).

Baseados nestes fatos, podemos agora deduzir o seguinte procedimento para o
calculo dos nimeros de localizagio de erro:

1) Calcule as raizes de p(Z) = ZV.o)(Z"1) (o reciproco do polinémio produzido
pelo Algoritmo de BM modificado), Z;, Z,, ..., Z,, (um método para obtengio

destas raizes esta contido no Apéndice 2.3);

2) Sejam os elementos Xy = a9, X; =al, ..., X, = a1, dentre estes, selecione
aqueles Xj's que tornam as diferengas X; - Z; (1 < j < v) elementos divisores
de zero em R (sabemos do paragrafo anterior que estes X|'s sdo univocamente
determinados).

Portanto, os X|'s selecionados em 2) s#o os corretos nimeros de localizacio de
erro. Recorde que se X; = o, entdo isto significa que ocorreu um erro na posigio
i da palavra codigo.

Concluido este passo da localizagio dos erros, passaremos agora ao quarto €
dltimo passo do procedimento de decodificagio dos codigos RS ¢ BCH.

3 O posto de uma matriz sobre um anel comutativo R (finitc) ¢ o maior nimero » tal que toda submatriz
r xr tem determinante inversivel em R [18].
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Passo 4 - Determinagdo das Magnitudes dos Erros

Para a completa decodificagdo, resta-nos agora descrever um método para a
determinagio das magnitudes Y; (1 £ i £ v) dos erros. Inicialmente iremos
mostrar que estas magnitudes ficam univocamente determinadas uma vez
conhecidos os Xi's (1 < i < v} que sfo os numeros de localizagio de erro
calculados no passo anterior.

Repare que as v primeiras Equagdes (2.2) (que relacionam as componentes do
vetor sindrome com os X|'s e Y;'s) podem ser escritas na forma:

'X; X% X; Yj 81

Xy X3 o X | s

P SIS (2.25)
v

»x;’ x; xv Yv 5,

No Apéndice 2.1, estd mostrado que esta matriz v x v acima ¢é n3o-singular, i.e.,
o seu determinante € um elemento inversivel em R (Zpk ou GR(P*, r)). Assim

sendo, o vetor Y =(Yy, Yy, ..., Y,) fica univocamente determinado. Ao invés de
invertermos a matriz em (2.25) para encontrarmos o vetor Y, iremos mostrar que

o procedimento dado por Forney [19] para a determinagio dos erros em codigos
BCH sobre corpos ainda pode ser aplicado aqui.

Este procedimento requer o conhecimento dos nimeros de localizagio de
erro Xy, Xy, ..., X, e das suas fungdes simétricas elementares &y, 63, ..., G,

calculadas a partir da Equagfio (2.3).

Primeiramente, defina as fungdes simétricas elementares o;, dos numeros de
localizagdo de erro Xy, X;, ..., Xj_l, X}‘_g.l, ... X, através da relagéo:

v-1
.
[TX-X)=3 6. X" (2.26)
i) £=0

Da Equagdo (2.3), temos que:

ﬁ(X—Xs) = EVZ 0;. X" 227
i=1 i=0

onde 0y € O; o s80 iguais a 1, a unidade do anel R em consideragdo. A partir de
(2.26) e (2.27), obtemos que:

v—] v )
(X-X;). ¥ ;. X" =Y 0. XY (2.28)
£=0 i=0
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E disto vem que:

i
Y 6. X"t ):oj XXV ):a, XV (2.29)
£=0 i=0
De (2.29) podemos concluir que os coeficientes Oj¢ podem ser obtidos
recursivamente a partir de X; e o; (j4 conhecidos) através da relagdo:

G}'i =g; + Xj'cj,i-l (230)
para 0 <i<v-1ecomog=0;p=1.

Denotando a magnitude de cada erro por Y, temos agora:

v—1 v—1 v vt v v—} velt
2 Ojesv— =2, 0je.y, i X =3 Vi XY 0. X (2.31)
£=0 =0 =l i=1 £=0

Por (2.26) isto implica que

v-1
Y. OGSyt .._2 Y X; [T i~ Xm) =YX [T(X - Xm) (2.32)
£=0 i=1 m#j m#j

A ultima igualdade em (2.32) segue do fato de que o somatério em questdio sé
ndo se anula se i =j. Pela Equagio (2.32) podemos concluir que:

v—-1 v—1 vt

2. Ojr-Sy— = Yj. 2 je-X; (2.33)
£=0

E disto segue que cada Y; (1 <j < v) € dado pela seguinte expressio:

v-1
Z Gj¢-Sv-¢
_ =0
Y= = S— (2.34)
DIITR
£=0

Qbs. . Note que o denominador de (2.34) ¢ inversivel em R pois é igual a

X; I (X;-Xp) e como ja mostramos nas Segbes 1.4 ¢ 1.5, essas diferengas
mﬂ

(ijXm):(OLfl ~af?) s@o inversiveis em R (Zpk ou GR{pk, r)), para
0< i]: [25”—1 ef;;e fz.

Com isto terminamos o quarto passo da decodificagiio dos codigos RS e BCH
que ¢ a determinagio das magnitudes Y; (1 < # < v) dos erros, através da
Equagio (2.34).
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Com isso, concluimos o procedimento de decodificagio completo dos codigos RS e

BCH definidos sobre anéis de inteiros residuais Zpk, para p um primo € & um inteiro maior

ou igual a 1. Terminaremos esta se¢do com dois exemplos que ilustram a aplicagiio do
procedimento de decodificagdo dos codigos RS e BCH, respectivamente.

Exernplo 2.2 (Decodificagdo de codigos RS) : Considere o codigo do Exemplo 1.9, Segio
1.4. Recordando os seus pardmetros temos que q = 49 (o codigo é sobre Zyg), p=7, n=6,
r=2, k=p-2=5 D=2 (dimensio do codigo) e dy;, = 5. A matriz verificagiio de
paridade ¢ dada por:

—

1 a o o of S1 1 3 9 27 32 47
1 a2 af of o o0 |1 9 32 43 44 4
H:I o ab o of? o571 27 43 34 36 41
1 ot of o2 o' o2 |1 32 44 36 25 16

Suponha agora que a palavra toda-nulayv=(0 0 0 0 O 0) seja transmitida através do canal
e que o mesmo introduza o vetorerroe=(0 0 7 0 14 0). O receptor terd como vetor
recebido r = v + ¢, onde + indica a adigio médulo 49. Portanto,r=(0 0 7 0 14 0). O
procedimento de decodificacdo é;

1} Célculo do vetor sindrome:
s = r.Ht, onde H ¢ a matriz dada acima. Portanto,
s=(21 7 21 21).

2) Célculo das variaveis 6y, 0y, ..., 0, que satisfazem o Sistema (2.5). Para tanto, vamos

aplicar o Algoritmo de BM modificado com as entradas s; =21, s, =7, 53 = 21, 54 = 21.

n o®)(Z) d, by | n-4y
-1 |1 ] 0 -1
0 1 21 0 0

1 1+28Z 7 1 0

2 1+44Z 35 1 1

3 14392 +722 7 2 1

4 1+29Z + 872 . 2 2

3) Determinagdo das raizes de p(Z) = Z2 + 29.Z + 8 (o polindmio reciproco de a(4)(Z)) :
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4)

Aplicando o procedimento descrito no Apéndice 2.3 vamos encontrar que Z; =32 e
Z, =37 s8o as raizes de p(Z). Dentre os elementos a®=1, a =3, a?2=9, a3 =27,
at =32, o’ =47, temos que X; = a? =32 e X; = a? = 9 so tais que X; - Z; = 0
(divisor de zero em Zyg) € X, - Zy = 21 (divisor de zero em Zyg) €, portanto, X; e X,
s30 os corretos numeros de localizagdo de erro. As suas fungdes simétricas elementares
O} € O, satisfazem a relagio

X-XPDX-Xy) = X2+ 01. X+ 0y

e, portanto, 0; =8 e o0, =43.

Calculo das magnitudes dos erros : Este calculo € feito através do uso da Equagio
(2.34). Entretanto, primeiramente devemos determinar os coeficientes oy através de
(2.30):

01170+ X1.010=8+32.1 =40

091 =0+ X5.090=8+9.1=17

Agora aplicando a Equagio (2.34), obtemos Y, =14 ¢ Y, =17.

Com todos estes resultados podemos dizer que ocorreram dois erros: um na posigio 2 da

palavra-codigo com magnitude 7 e outro na posigio 4 com magnitude 14, confirmando o

que de fato havia ocorrido.

Exemplo 2.3 (Decodificagio de codigos BCH) : Seja C um (8, 3)-codigo BCH sobre Zg
que tem g(x) = x3 + 5x4 + 4x3 + 4x2 + 3x + 8 como polinémio gerador. De acordo com a

notagdo da Segfo 1.5, seja;

R =GR(9, 2) = Z¢[X]/ <x2 4+ x + 2> : anel de extensdo de Zq;
Gg : subgrupo ciclico de R* que contém todas as raizes de x8 - 1;

B=(2 8):um elemento primitivo de Gg.

Pode-se verificar que B, B2, B3 e P sdo raizes de g(x). Portanto, dp;(C) 2 S e este codigo
tem capacidade de corregiio de 7 = 2 erros. A sua matriz verificagio de paridade é dada por:

2 33 B4 35 B6 B‘T

=]

o g el

6

™ ™ o
= W
— R D

94

p Bt

1

pl p* pb
B’ p? B’
B4 1 B&
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Suponha agora que a palavra toda-nulav=(0 0 6 0 0 0 0 0) seja transmitida através do
canal e que o mesmo introduza o vetorerroe=(0 3 0 0 0 0 6 0). Assim, 0 vetor rece-
bidoserair=v+e=(0 3 0 0 0 0 6 0). O procedimento de decodificagio é:

D

2)

3)

4)

Calculo do vetor sindrome:
s=r.H! onde H é a matriz dada acima. Portanto,
s=(a; 8 a; a)).

onde a;=(3 0) e a,=(0 3)

Calculo das variaveis 04, 03, ..., O, que satisfazem o Sistema (2.5). Para tanto, vamos

aplicar o Algoritmo de BM modificado com as entradas 5; = ay, 8, = ay, $3 = a1, §4 = a3.

n o(t(Z) dy, £y n-4,
1} 1 0 -1
0 1 ay 0 0
1 1+azZ ay 1 0
2 |1+a2 a, 1 1
3 1+asZ+ay Z2 ac 2 1
4 1+ayZ+agZ? - 2 2

onde: a;=(3 0), a,=(0 3), a3=(6 0)
a9=(3 8) e ag=(0 2).

84=(6 8), as=(58), ac=(09),

Determinagio das raizes de p(Z) = Z2 + a7.Z + ag (o polindmio reciproco de ot¥)(Z)) :
Por inspegiio direta, podemos encontrar que Z; =(5 8) e Zy =(1 2} sio as raizes de
p(Z). Dentre os elementos p0=1, B=2 8), B2=(2 4), 3= 1), B*=(8 0),
BS=(7 1), B6=(7 5), B"=(6 8), temos que X;=P e X, =P0 sdo tais que
Xy - Zy = (6 0) (divisor de zero em GR(9, 2)) ¢, Xy - Zy = (6 3) (divisor de zero em
GR(9, 2)) e, portanto, X; e X, s@o os corretos nimeros de localizagfio de erro. As suas
fungSes simétricas elementares satisfazem a relagiio:

(X- Xl).(X~X2) = X2 *OI.X“FGZ

e, portanto, 03 =(0 5) e o, =(6 8).

Calculo das magnitudes dos erros : Como no Exemplo 2.1, primeiro determinaremos os
coeficientes oy através de (2.30):

0’11”01‘5')(1.010’:(0 5)+(2 8)1 *'“"'(2 4)
Gy1 =01+ Xp.090=(0 5)+ (7 5)1=(7 1)
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Agora aplicando a Equagio (2.34), obtemos Y, =3 e Y, =6.

Podemos ento afirmar que ocorreram dois erros: um na posigio 1 da palavra-codigo com
magnitude 3 e outro na posigio 6 com magnitude 6.

2.%7. Geracio de SeoiiEncias

Como ja dissemos anteriormente, o objetivo desta segio € apenas apresentar uma
aplicagiio do algoritmo de BM modificado. Esta aplicagfo € a sintese de circuitos lineares de
deslocamentos com realimentag3o (ou LFSR, "linear feedback shift-register”, do inglés) que
geram uma dada seqiiéncia finita de digitos. Este problema foi tratado em [25] para o caso
em que estes digitos pertencem a um corpo. O que faremos aqui ¢ generalizd-lo para o caso
em que a seqiiéncia pertence a um anel comutativo R com identidade.

Vamos agora fazer uma breve revisio da teoria. Um £7S& de comprimento L,
mostrado na Figura 2.1, consiste de uma cascata de L atrasadores (registros de
deslocamento) ¢ alguns multiplicadores e somadores capazes de gerar uma combinagio
linear dos conteidos destes registros.

M

.-I-—-mme.u 'i"‘ li_a e 'l-L’“’-’* ‘j-L»1 s“’a"

Figura 2.1 - LFSR de comprimento L.

A saida do LFSR ¢ o contetdo do altimo registro. Os contedidos iniciais sy, 57,.., S,
dos L atrasadores coincidem com os L primeiros digitos de saida e os digitos seguintes de

saida sio determinados através da relagiio de recorréncia

L
8j m——z Ci.8j-i (2.35)

i=1
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contrario, havera mais de um LFSR minimal de comprimento L que gera {s; }:il [24].

O algoritmo de BM pode ainda ser usado como parte de um codificador de fonte ou
compressor de dados, conforme discutido em [25].

Finalmente, vale ressaltar que o problema da sintese de LFSR's minimais que geram
seqiéncias de elementos pertencentes a anéis do tipo Z,, foi tratado em [25]. Entretanto, o
algoritmo apresentado difere substancialmente do algoritmo original de BM para corpos
GF(g), aumentando inclusive o niimero de varidveis envolvidas. Além disso, se m fatorar
em um produto de r primos distintos, entdo o algoritmo deve ser aplicado r vezes para
depois usarmos o Teorema do Resto Chinés [23] que finalmente produzira a resposta
desejada.

Os exemplos a seguir ilustram a aplicagfio do algoritmo descrito neste capitulo para
a sintese de LFSR's. O Exemplo 2.4 também foi apresentado em [26], i.e., 14 procurava-se
determinar um LFSR minimal que gerasse a mesma seqiiéncia inicial. Apesar dos LFSR's
sintetizados por ambos algoritmos produzirem de fato a seqiiéncia finita desejada, eles ndo
sdo equivalentes, i.e., a partir de um certo ponto comegam a gerar elementos diferentes. Isto
é devido ao fato de que a equagiio emy, d, -y . d,, = 0, apresentou mais de uma solugio em
algum estagio.

Exernplo 2.4 : Encontrar o LFSR minimal que gera a seqiiéncia 5y =6, s, =3, s3=1,
s4=35 e 85=06 sobre o anel Zg. Aplicando o algoritmo de BM modificado, encontramos:

n o(®)(X) dy ly n-4£,
-1 11 1 0 -1
0 1 6 0 0
1 1+3X 3 1 0
2 1+7X 4 1 1
3 1+7X+5X3 6 3 0
4 1+X+3X2+5X3 2 3 1
5 1+X+7X2+6X3 - 3 2

Portanto, C(X) = 1 + X + 7X2 + 6X3 e o LFSR minimal que gera a seqiiéncia dada tem as
suas saidas relacionadas através de:

SptSppt 785 +65,3=0 (mod9), m=z4.
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para j=L+1, L+2, ... . Os digitos de saida € os coefdclentes de neallmentagdo c),

€3, ..., ¢ pertencem ao mesmo anel R. Quando ¢; = 0, dizemos que o LFSR é aéugeclar.

Diz-se que um LFSR gera uma seqiiéncia finita de digitos s}, 55, ..., sy quando esta
seqiiéncia coincide com os N primeiros digitos de saida do mesmo, para algum conteido
inicial. Se L > N, o LFSR sempre gera a seqiiéncia e se L <N, o LFSR gera a seqiiéncia se,
e somente se,

8 + Sj..j{-ci +...F 5-L+1-CL-1 + SiL-CL ™ 0 (236)

para L+1 <j<N.

2.3.1. Algoritmo para sinrese de LESR’s

Em [25] esta mostrado que o algoritmo usado para decodifica¢io de codigos BCH
[24] também pode ser usado para sintetizar um LFSR de comprimento mimimo L que gera
uma seqiéncia prescrita. Em outras palavras, os problemas de geragio de LFSR's e
decodificagdo de codigo BCH sio equivalentes.

De forma anéloga também podemos aplicar o algoritmo de BM modificado (Segio
2.2) para sintetizarmos um LFSR de comprimento minimo que gera uma dada seqiiéncia

{s,»}?il de elementos pertencentes a um anel R. Isto € justificado quando comparamos os

Sistemas de Equacbes (2.5) e (2.36). Em ambos os casos, o objetivo ¢ encontrar a menor
quantidade de variaveis (v ou L) que satisfazem os respectivos conjuntos de equagdes.

Aqui as entradas do algoritmo serfio os elementos s;, 55, ..., sy que formam a
seqiiéncia dada e a saida do mesmo sera o polindmio

C)=1+c X+ .+ . Xb

na indeterminada X, cujos coeficientes sfio os coeficientes de realimentagio do LFSR

minimal de comprimento L que gera {s,}fil Este LFSR minimal sera nico se, e somente

se, 2L < N e em cada estagio do algoritmo a equagdo linear em y, d,, - y . d,,, = 0, apresentar
solugiio Gnica (d, e d,, sio a n-ésima e a m-ésima discrepincia, respectivamente). Caso
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Exernplo £.5 : Encontrar o LFSR minimal que gera a seqiiéncia s; =3, s, =7, s3=0,
s4 =8 e s5=3 sobre o anel Zg. Aplicando o algoritmo de BM modificado, encontramos:

n s(™M(X) dy b | n-g,

-1 1 1 0 -1
-0 ] 3 0 0

1 1+6X 7 1 0

2 1+6X+2X2 3 2 0

3 1+3X +2X2 4 2 1

4 1 +6X+4X2 6 2 2

5 1 +4X2+6X%3 - 3 2

Portanto, C(X) = 1 + 4X2 + 6X3 e o LFSR minimal que gera a seqiiéncia dada tem as suas
saidas relacionadas através de: '

Spt458p21765,3=0 (mod9), nz4

Exermnplo £.6 : Encontrar o LFSR minimal que gera a seqiiéncia 51 =33, s, =12, s3=1,
s4 =5 e s5= 6 sobre o anel Z3¢. Aplicando o algoritmo de BM modificado, encontramos:

n c®(X) dy £y n-4¢,
-1 1 1 0 -1
0 1 33 0 0
1 143X 3 1 0
2 1+ 28X 13 1 1
3 1+ 28X +23X3 0 3 0
4 1+ 28X +23X3 26 3 1
5 1+ 28X +34X%2 +3X3 - 3 2

Portanto, C(X) = 1 + 28X + 34X2 + 3X3 ¢ o LFSR minimal que gera a seqiiéncia dada tem
as suas saidas relacionadas através de:

spt 285, +34.5,0+38,3=0 (mod36), mz4

72



Capitule 2 : Decodifica¢do dos Cédigos sobre Zq

2.4. Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados os métodos para a decodificagio dos codigos de
Hamming, RS ¢ BCH definidos sobre anéis de inteiros residuais Z,, onde ¢ € uma poténcia
de primo. Os algoritmos apresentados mantém as caracteristicas essenciais dos
correspondentes algoritmos para decodificagdo de codigos sobre corpos GF(g), ndo
implicando, portarito, em um aumento consideravel de complexidade.

Mostramos ainda que o algoritmo de BM modificado, usado na decodificagdo de
codigos BCH sobre anéis Z, também pode ser aplicado para sintetizar LFSR's minimais que
geram sequiéncias de elementos pertencentes a anéis comutativos.

Os algoritmos descritos neste capitulo serfio usados quando da decodificagfio de
codigos sobre grupos abelianos (Capitulo 4), contruidos a partir da concatenagio de
codigos sobre anéis Z;. No Capitulo 3 serd apresentada uma generalizagdo do algoritmo de
BM para multiseqiiéncias a qual serd usada para decodificar outras classes de codigos
ciclicos.
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APENDICE 2.1

Iremnos mostrar que a solugdo do Sistema Linear (2.5) (nas incognitas oy, o5, ..., ©,)

dado por
8 8y e S5y Cy Syl
52 83 *t Sy41 {{Ov-1 - Sv42 (2.37)
52t-v  S2t-v+1 " S2t-1]L 91 $2t

¢ Gnica se, e somente se, todas as magnitudes Y; (1 <7 < v) dos erros ocorridos forem
elementos inversiveis no anel sobre o qual o codigo esta definido. Caso contrario, o sistema
tera mais do que uma solu¢io. Recorde que os valores s;'s sdo as componentes do vetor
sindrome e que os valores o;'s sdo as fungSes simétricas elementares.

Por construgio, sabemos que este Sistema (2.37) admite ao menos uma solugio que
s30 as proprias fungBes simétricas elementares dos X;'s. Considere agora a submatriz M
associada s v primeiras Equagdes (2.37). Entido,

51 8 0 By
M=|2 BT Sl
Sy Syl v 82y}

e podemos usar as Equagdes (2.2) para constatarmos que M = V.D.VT, onde:

1 1 1] X, 0 - 0

X, X, - X 0 Y,X, - 0
V= :1 :2 . . | eD= : 2: P :

xytoxyt o oxy 0 0 - YX,

A matriz V é uma matriz de Vandermonde e seu determinante € expresso por
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det V= TII(X;~X;). Agora recorde que os X|'s sdo os nimeros de localizagio de erro e
i>j

sio da forma of (onde o esta definido pela Equagio (2.1)) para algum £ entre 0 e n-1
(inclusive). Ja vimos nas SegBes 1.4 e 1.5 que em ambos os anéis R (Zpk e GR(PY, 1) a

expressdo aft —af2 resulta sempre em um elemento inversivel desde que 0 £y, {; s -l e

£,# £,. Assim sendo, det V e conseqiientemente, det VT sdo inversiveis em R.

v
A matriz D tem determinante det D = 1 Y;X; o qual é um divisor de zero em R se,
i=1

e somente se, algum Y; (1 <7 < v) for um divisor de zero em R.

Portanto, podemos afirmar que det M = (det V)2.(det D) € inversivel (i.e., M tem
posto V) se, e somente se, todos os Y (1 <7 < v) forem elementos inversiveis em R, i.e,, se,
e somente se, as magnitudes de todos os erros ocorridos forem inversiveis em R. E neste
caso, o Sistema Linear (2.37) ou (2.5) tera solugdo Unica.

Finalmente, para o leitor interessado em maiores detalhes a respeito de sistemas de
equagdes lineares sobre anéis comutativos, [16] ou [17] so boas referéncias.
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APENDICE 2.2

Iremos discutir aqui a equagfo linear em x, ax - b = 0, sobre o anel R, considerando
dois casos:

Caso 1 : R éoanel Z,, m > 2. Defina d=mdc (a, m)

i) sed 4 b, entdo a equagio ax - b = 0 ndo admite solugio em 7

ii) sed| b, entdo a equaglo ax - b = 0 admite solugdo. Temos dois casos:
2)d =1 a solugfio é unica e ¢ dada por
x = b.a¥m-1
onde ¢ € a fungiio de Euler,
b)d+1:definad =a/d b =b/dem =m/d Uma solugiio é dada por
x =xg= b (a)y¥m)i
e as outras d - 1 solugbes (mddulo m) sdo dadas por
x=xp+tm' 1<e<d-1.
A fungio de Euler, ¢(m), definida para m > 2, representa o nimero de inteiros positivos
menores que m e que sdo relativamente primos a m. Por exemplo: ¢(2) = 1, §(3) = 2,

$(4) = 2, ... e em geral mostra-se que se m= pf’ . pgz pf’ (onde os p;, 0 < i < m, sio os

fatores primos distintos de m), entdo

¢(m)=m.(1m;l;).[1-—;%)...(;_i.)

O leitor interessado na demonstragio das propriedades usadas neste Caso 1 devera referir-se
a [20]-[22].

Caso 2 : R é o anel de Galois GR(p%, r). Temos trés casos a considerar:
i) sea e R, entdo a Unica solugdo de ax - b = 0 é dada por

x=bal;
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ii) se a pertence ao grupo aditivo dos divisores de zero de R,ie, aepR ¢
b € R*, entdo a equaglo ax - b = 0 nfio admite solugiio em K;

iiiyse a,bepR, defina a=pa e b=p'b onde a’ b’ ¢ R* Entio ax-
b =0 (pha’).x - (p'b") = 0. Temos dois casos a considerar:
a) set 2 s, entdo uma solugo de ax - b = 0 é dada por
x = xo = b (@)1,

b) se f <, entdo a equaglo ax - b = 0 ndo admite soluglio pois para tanto a
expressio (p*a')x - b’ deveria pertencer a pR, o que nunca ocorre.

Obs. : O célculo de uma expressio do tipo fg'), onde f € R e g € R, esta descrito com
maiores detathes na Segdo 1.5.2.
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APENDICE 2.3

Iremos discutir aqui a solugio da equagfo polinomial f{x) = 0, onde f{x) = f5 + f}.x +
f5.x2 + ... + £, x1, sobre o anel R, considerando dois casos.

Caso I : R é o anel Zp” onde p é primo e r 2 1 {0 caso mais geral, R = Z, (m 2 2), serd

deduzido a partir deste. Vamos apenas exibir os passos do algoritmo; as
demonstragdes podem ser encontradas em [23].

O problema ¢ entfio determinar as solugBes de f{x) = 0 (mod 2”). A soluglo sera
obtida de forma iterativa, i.e, iremos passo a passo determinando a solugdo de
f{x) = 0 (mod p'} para i de 1 até r. O procedimento é:

i) Resolva f{x) = 0 (mod p) por tentativa e erro, por exemplo. Seja ¢) uma solugio
encontrada;

i) A solugdo da congruéncia fx) = 0 (mod pf) (i = 2) ¢ dada por ¢; = ¢;.; + 1P},
onde c;.; é uma solugdo de f{x) = 0 (mod p*-1) ¢ 1 € uma solugio de

f'(ci_l).ta—f—(;%:}l (modp)

onde ' representa a derivada formal de f No Apéndice 2.2 estd descrito um
método de solugio desta congruéncia linear em #.

O processo termina apds tivermos obtido todos os ¢,'s, i.e., todas as solugdes de f{x) = 0
p P r

(mod p").

Obs. : No caso geral, para se resolver uma congruéncia polinomial do tipo f{x} = 0 (mod m)

onde m= pj!.p3? ... pe*, resolvemos individualmente cada uma das congruéncias
f{x) = 0 (mod pf")

para 1 <i<s. Seja ¢; uma solugiio da i-ésima congruéncia. Entdo, uma solugéo x defix)=0
(mod m) ¢ encontrada resolvendo-se o sistema de congruéncias
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x=¢; (mod pt)

Jx=c2 (mod p3?)

x=cg (mod p:“)

através do Teorema do Resto Chinés [22].

Caso 2 ' R é o anel de Galois GR(z, r). Aqui os valores de x que satisfazem f{x) =0 sdo
r-uplas; portanto, a busca de solugGes ira requerer um método eficiente de
resolugdo de congruéncias polinomiais médulo p¥, mas envolvendo duas ou mais
variaveis. Até que se disponha de tal método, o procedimento que iremos usar é o
de se fazer busca exaustiva em R das raizes de f{x). Isto é analogo ao que se faz
quando da decodificagio de codigos BCH sobre corpos GF(g).
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CAPITULO 3

GERACAO DE MULTISEQUENCIAS E
DECODIFICACAO DE CODIGOS CiCLICOS

Neste capitulo o algoritmo de BM adaptado para anéis comutativos sera
generalizado para o caso de geragio de multiseqiiéncias.

Primeiramente sera mostrado que este problema € um caso especial de um problema
mais geral que é o de se encontrar o menor conjunto inicial de colunas linearmente
dependentes em uma matriz sobre um anel comutativo e que € resolvido através de um
algoritmo conhecido como Algoritmo Iterativo Fundamental (AIF). O algoritmo de BM
generalizado para multiseqiiéncias sera entfio derivado a partir de um refinamento do AIF.

A seguir, consideraremos o problema da decodificagio de cédigos ciclicos definidos
sobre anéis Z,, até o limitante de Hartmann-Tzeng. Neste caso, sio apresentadas duas ou
mais seqiiéncias de sindromes e entfio o procedimento referente & localizagio dos erros sera
implementado via o uso do algoritmo de BM para multiseqiéncias. A seguir, o problema
referente & determinagdo da magnitude dos erros sera resolvido através do procedimento

proposto por Forney (para c6digos BCH), porém com pequenas modificagdes.

A teoria apresentada neste capitulo é uma generalizagio da teoria apresentada em
[27].
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3.1. Descricio do Problema

Sejam:

h) (h) (h)
NN O

para h=1,2, .., ¢ Iseqiéncias cada uma de comprimento N, sobre um anel comutativo
R (com identidade). Para um inteiro positivo £ menor que N, seja o(X) =op + 0. X + ... +
o4.X¢ um polindmio sobre R, onde 6y = 1 € 64, 0y, ..., 67 podem assumir qualquer valor em
R. Se

h h
sj+ol.s§_)l+...+csg.s§_)f"—*0, 3.1

paraj=£¢+1,£+2 . ,N e h=1,2, ., 1 entio £e 6(X) especificam completamente um
LFSR de comprimento ¢ que gera cada uma destas ¢ seqiiéncias ¢ com conteido inicial

s{h) , sg_h) . sgh) , conforme ilustra a Figura 3.1.

M M P

5O - O

{h) {h)
{h) (h) P ) @ {h) m—hP‘Sj_lw*,a-n's‘

m——-—’-
(h) Sj.1 | 8.2 si~g

Figura 3.1 - LFSR de comprimento £ com conexdes especificadas por o(X).

Dadas as 7 seqiiéncias

[}

i=1

parah=1,2, .., 1, o problema ¢ entdio determinar um polindmio o(X) de grau ¢ (minimo
possivel) satisfazendo 3.1, i.e., determinar um LFSR de comprimento minimo que € capaz
de gerar estas f seqiiéncias.
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Agora considere a seguinte matriz:

C (1 1 ) i 1 )]
stV sy L s s o Sy s
2) (2) (2} (2 (2 2
5§ $3 Sy s£+)z SNzl s\
t (t .t t t t
L U N T
(1) (1 1 1 i 1
Sy 53 ) Sg’+)1 Sg-gz qu) x;{li
2 (2) 2 2 2) 2
sy s Sie1 Sl sN) X
t ¢ ¢ £) t) ()
sy’ gV s s¥h s xR

S = | o E o boh
(N 1 (1 1 { (1
SN-1 ng) XN)—2+£ x%\flnf x213:w3 x2)~2
2 2 2 2 (2 2
quzl s&) xgszlzw X%I—)J«t»f "21\%—3 Xgrng
t. t t' t' ti t.
S;J)—l S%\z) xgélzuf x%\rlnf X§N~3 xglzrmz
(1) 1 1 Qa 1 (1
SN x§~€)+z xng»l-a-e XNLE "glzluz "213#—1
2 2 2 2 2 2
5%1) xgle; x§~131+e x%\llf "213—2 xgl\%ml
SN XN xgll«}«f XN "*gxmz X3N-1

Podemos entdo concluir que o problema de se determinar o minimo £ e o(X) que
satisfaca o Sistema de Equagdes (3.1) € equivalente a determinar o valor minimo £ tal que as
¢ +1 primeiras colunas de S sejam "linearmente dependentes” (o significado dessa expressio

sera explicado mais adiante) e ainda encontrar os coeficientes pertencentes a esta combina-
¢do linear.

Os valores x(™ em S, paraN+1 </ <2N-1 e 1 <h <1, podem em principio assumir
i p
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qualquer valor em R. Entretanto, eles podem ser especificados a fim de que satisfacam a
relagéo de dependéncia.

Dessa forma, o problema da geragio de multiseqiiéncias pode ser tratado como um
caso especial do problema mais geral que é o de encontrar 0 menor conjunto inicial de
colunas linearmente dependentes em uma matriz M x N, com posto menor que N, sobre um
anel comutativo R (com identidade).

Seja:
a1 212 0 4N
a a sew a
A=| %21 2N
aMir a2 o AMN

Dizemos que as # + 1 primeiras colunas de A, para 0 < # < N, s3o "linearmente
dependentes” se existirem ¢y, ¢y, ..., ¢, em R, ndo todos nulos, tais que:

ajp+) TCra et . T Cpa =0, (3.2)
parai=1,2, ..., M

0bs.. Note que o termo "linearmente dependente" aparece entre aspas pois por definigdo, as
n-uplas vy, vy, ..., ¥, € R® sdo linearmente dependentes se existirem oy, a, ..., 0y, ndo
todos nulos, tais que:

1Y + o Y2 + ... +G.g.yg =)

Repare entdo que a defini¢io dada neste capitulo foi adaptada convenientemente para o
problema que desejamos resolver.

Exemnplo 3.7 : Considere a matriz A (dada abaixo), com entradas em Zg;

2 2

B o B3 A
h b D e

3
5 1
2 0
2 3

3
5
2
Temos aqui =2, ¢;=5, ¢ =5.
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3.2. O Algosirmo lrerarivo Fundamental

Nesta segdo iremos descrever um algoritmo - algoritmo iterativo fundamental
(AIF) - que resolve o problema, descrito na Segfio 3.1, da determinagfio do menor conjunto
inicial de colunas linearmente dependentes de uma matriz M x N (de posto menor que N),
definida sobre um anel comutativo R {com identidade).

Vamos primeiramente introduzir uma notago apropriada. Sejam:

CX)=cy+c . X+ ... +cpXE

ad0) =20+ 25 ;. X+ .. + a3 NXN,

onde co=1 e ajg=1parai=1,2, .., M Seja ainda [C(X).aD()], o coeficiente de x"
em C(X).a0)(X) para £+1 <n<N. Entfo:

¢
[C).a0(X)], = coain* C18 1 + -+ CpBine= ), Cj8in-j  (333)
j=0

Também,

14
[C(X).aD(X).xP], = [C(X).aD(X)]pp= 3. €j-8i np-j

=0

Com isto, podemos reformular o problema da seguinte maneira: encontrar o minimo
£ e um polindmio C(X) de grau 0C < £ tal que:

[C(X).a0(X)]p41 =0, (3.4)
para i = 1, 2, ..., M. O algoritmo que iremos descrever para resolver (3.4) é do tipo
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iterativo. Comegando com a primeira coluna, examinamos os elementos nas sucessivas
colunas de A, um por um, desde a primeira até a ultima linha.

Para cada coluna j, paraj=1, 2, ..., ¢ seja:

L L . C -
(%—l, ) e (1“1’.]) (1”231) {5”1,.]) ]—l — (1—19}) k
CU M (X)=cy Y 4+ X4 VX ...Eock X 3.5

ondel<i<M e cg'i’j) =1, o polindmio com a propriedade de que:

L L "y
[C(l i"’)(X).a(h}(X)]j =ap +f::§z 1’3).ah,j_1+...+c§il ,j)-ah,i =0,

para h<i-1.

O polindmio inicial para a coluna j é denotado por cOD ¢ C(g’l)(X)=1 ¢ o
polindmio inicial para a primeira coluna. Seja:

di j =[COD00.aD (X)) = a5+l M ay g+t cgi“ii’j).ai’l (3.6)

a discrepéncia na linha i e coluna j.

Para uma determinada coluna j, se d; j=Oparai=1, 2, ..., -1, entdo temos que:

C(O’j)(X) - C(I,})(X) == C([“IJ)(X) (3.79)

Se d; j* 0eovetor (a; § 824 o 8 J)T ndo for linearmente dependente dos j-1
vetores anteriores (a) x, 8k, ---» a,’k)T, para k=1, 2, ..., j-1, entdo definimos o polindmio
final na coluna j como:

COX) = Cr1I(X) (3.7b)
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€ avangamos para a proxima coluna. O primeiro elemento desta proxima coluna € entdio
examinado com C®3* D (%) = ¢ (x) = 11 (x).

Se d, J% 0 e o vetor (a; § 82 o ¥ J) for linearmente dependente dos j - 1 vetores
anteriores (ai’k, Bk a,,k)T para k = 1, 2, .., j-1, entdo em alguns casos pode-se
encontrar C(td) de acordo com o procedimento dado no lema a seguir.

Lema 3.1 : Dados CU-1I)(X) e d, j # 0, se existir um polindmio final CM(X) na coluna y,
onde 1 <u <j, tal que CO)(X) = C{-LU)(X) e que a equaglio linear d, ; - y . d,,, = 0, admita
uma solugdo em R, entdio:

CEI(X) = CO-LiXX) -y . CO)YX) . Xi-v (3.8)

é tal que
[CDX) . aD())j=0 para i=1,2, .., 71,7 (3.9

Prova : Da definigio de CO-1I)(X), C@(X) e de (3.8) temos:

(€D (%).aD (0 = 1€ (%).aP (X035 - yI€™ (%) aD (X)), =

{O—y.O, para i=12,..,r-1

dej—y.dpy, para i=r B

Temos agora CIW)(X). O mesmo procedimento é seguido para os elementos
restantes na coluna j (quando possivel), i.e.,, calculamos d;; de acordo com (3.6), com
relagio a C)(X) e i 2 r +1 até encontrarmos d; ; # O para algum r <i <M. Se d;; = 0 para
1 <i <M, ento nio temos mais discrepancias nio nulas e o polinémio C(R)(X) e j - 1 ddo
a solugdo para o problema € o procedimento termina aqui.

Iremos agora, a partir deste lema, deduzir o algoritmo iterativo fundamental (AIF)
para a solugio do problema geral. Sdo requeridas duas tabelas D ¢ C que guardardo as
discrepancias e os polindmios finais de cada coluna, respectivamente.

86



Capltulo 3 : Geragdo de Multiseqiiéncias e Decodificacdo de Cédigos Ciclicos

» Algoritmo Iterativo Fundamental (AIF):
D se1, rel, COOX) e 1
2) Caleule dy s = [CE-1L9(X).a0]

3) sed, =0, entéo
a)ser=M, entio £¢ s-1 e C(X) « Cr-L)(X), fim,
b)ser # M, entdo CUSI(X) « CrLs(X) e r « r+l1, volte ao 2);

4) sed;¢# 0, entdo

a) se existirem d, , € D, paraalgum 1 <u <, e y tais que a equagio d, s -y . 4, , =
0 admita solugio, entdo:

Cr-Ls)(X) « CO-Ls)}(X) -y . CuY(X) . X50

volte ao 3a);

b) caso ndo exista um valor d; , € D, para algum 1 S u <5, ou se a equagio d, -y .
dry = 0, ndo admitir solugdo, entdo deve-se fazer uma busca para testar se a
coluna s é linearmente independente das anteriores;

¢) se a coluna s for linearmente independente das anteriores, entdo d; ¢ serd guardado
na Tabela D, CO(X) « Cr-L)(X) e COSTIYX) « CEXX) (ja atualizado) e
C® (X) é guardado em C; s « s+1, 7 « 1 e volte para 2)

Teorerna 3.1 . O valor final s e C(-1L8)(X) provenientes da aplicag8o do AIF é a solugdo do
problema geral com o minimo valor possivel para .

Prova : A partir do AIF, obtém-se s € C0-1:8)(X) o qual é o ultimo polindmio para a coluna
s de acordo com o Lema 1, tal que dy) = 0 o que implica que C-1L(X) . aO(X)] = 0
para i = 1, .., M. Portanto, as s primeiras colunas de A sdo linearmente dependentes. Por

construgao, a minimalidade de s esta garantida. u
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Iremos agora ilustrar a aplicagiio do AIF através de um exemplo:

Exemnplo 3.2 : Considere a matriz A sobre Zygg:

36 12 1 5 11
12 1 5 11 2
A=l1 5 11 37 15
5 11 13 67 28
11 6 14 34 40

Seguindo os passos do algoritmo, temos:

e r=1, s=1, CODX)=1
dp=[1.(1+36X+12X2+ X3+ )]} =360
AdjyeD talque 1 <u<]1. Portanto, CI(X)=1 e d; ) é guardado em D;

e =1, 5=2 COYX)=1
dpp=[1.(1+36X+12X2+X3+ )], =12%0.

Para u=1,d;,=36 e dj3-y.d;,; =0 admite y =42 como solugdo. Portanto,
CALDX)=1+58X e r=2.

dy g =[(1+58X)(1 + 12X + X2+ 5X3 + )}, =97 = 0.
Ady, €D tal que 1 <u<2. Portanto, C&(X)=1+58X e d,, ¢ guardado em D,

e r=1, s=3, COIHX)=1+58X
dp3=[(1+58X)(1 +36X +12X2+ X3+ )l3=97 0.

Parau=1,d;,=36 masd; 3-y.d;, =0 ndo admite solugio. Portanto, COYX) =1 +
58X e d; 3 é guardado em D;

e s=4, r=1 COHX)=1+58X

dy 4 =[(1 +58X)(1 + 36X + 12X2+ X3 + 5X4+ )], =63 0.

Para u=3, d;, =97 e dj4-y.d;,=0 admite y =79 como solugio. Portanto,
CADX)=1+T9X+68X2 e r=2;

dgq = [(1+ 79X +68XH(1 + 12X + X2+ 5X3 + 11X4 + . )]4 = 74
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Para u=2, dy, =97 € dy4-y.dy, =0 admite y=42 como solugio. Portanto,
C@A(X) =1+ 79X + 26X2 + 64X3.

Podemos verificar ainda que d34=d44=ds54=0 ¢, portanto, a solugio ¢ dada por
f=5-1=3 e CX)=1+79X+26X2+64X3,ie, c;=79, ¢y =26 € c3=64.

3.%. Genenalizacio do Algoritmo de Berlekamp-Massey

fremos agora refinar o Algoritmo Iterativo Fundamental para que o mesmo possa ser
aplicado 4 sintese de LFSR's que geram multiseqiiéncias. O algoritmo resultante deste
refinamento é o que chamamos de Algoritmo de Berlekamp-Massey Generalizado.

Se compararmos as formas da matriz S do tipo Nt x N e da matriz A do tipo M x N,
na Segio 3.1, perceberemos que S é uma forma particular de A e pode ser obtida
atribuindo-se o valor

h
S Byth
para n=1,2,..,N, h=12 .,t e 1<j<n e X's para o restante das entradas.
Ao aplicarmos o AIF para S, suponha que tenhamos completado de processar o

elemento sg) o qual corresponde a a,.) ¢ nalinha r-1ecolunas, onde r-1=1t(n-s)+t.

Portanto, ja teremos obtido C{-1.8}(X) = 0. Como

[CE-19X) . s =0,

para h=12 ..,t e k=s, stl, .., n, entdo de acordo com (3.1), s- 1 e CFI(X)
especificam completamente o comprimento € o polindmio de conexfes de um LFSR mini-
mal que gera sgh), s(zh),..., sgh), para h= 1,2, ..., 1. Vamos denotar por < o(mO(x), L’(::) >=

< Cr-L8)(X), s - 1 > este LFSR minimal e faga dgl) = d; ;. Note que dg) = [omO(X) .
3(1)0()]134-1
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Seja < o™tV (X), tﬁi > um LFSR minimal obtido pelo AIF o qual gera s?‘),

sgh), - (ht), para h=1,2, .t onde 1 <my<n dp #0e dgz €D, ¢ tal que my, —-L’(mgt
tenha o méaximo valor.

O préximo passo serd entio determinar < o(LIY(X), Eg‘}il >, 0 qual gera sgh),

sgh), Y Slh), parah=1,2,..,t e sgl. De acordo com o AIF, precisamos calcular dr,s =

(M)
4.

Se df) =0, entdo d; ¢ =0 e do AIF temos que CS)(X) = CU-L9)(X). Portanto:

(ﬂ+11)(x) G(nt)(X) e g(l) ._g(t)

Se dg) # 0, entdo isto significa que d; 5 # 0. Os teoremas a seguir ajudam a

encontrar as proximas solugdes.

Teorermma 3.2 . Se dfll) ={, entdo
c"D(x)=0™Y ¢ oD <O, (3.10)
Se ds) # 0 e y é uma solugfio de df!l) —y.dslliz = 0, entdo

o.(fH‘l,i) (X) = O.(Zl,t) _ y.c(mt 1) (X) Xn~—mt

1
f{nll:max E(K:),nmmt-i-f(l:})t]. _ (3.11)

Prova : A partir de AIF e do Lema 3.1. B

De forma anéloga, seja < o®+*LI(X), f(;le > um LFSR minimal obtido pelo AIF
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parah=1,2, ., te s §(2) 5B parah=1,2, .,

(h)y () (h)
capaz de gerar 8; 758y s 8 ntl? Spals Snal®

n *

t-1 e seja dgh“) = [0(““'1‘)(X).s(h”)(X)]nH parah=12 . 1-1

Entdo, podemos determinar < o(t+l, b+1)(X) E(nh:11) > de acordo com o seguinte

teorema:

Teorema 3.3 : Se dg‘ﬂ) = (), entdo

n+l n+l’ (.12

Se dgh“) #0 e G(mh+i’h)(X) (1 € my < ntl) com dg‘;’l) =0 ¢ tal que m, —f(mhl)} tem o
méximo valor ¢ y ¢ uma solugio de dg‘hﬂ} my_dg";n =0, entiio

O.(D**Pi,h‘fl) (X) - G{Iﬂ-i,h) (X) o~ y_o(mh +i,h) (X) Xn—-mh

€

(h+1) _ (h) (h)

Carl —ma"{"-mp“*mh”mh : (3.13)
Prova : A partir de AIF e do Lema 3.1. n

Baseados nestes Teoremas 3.2 e 3.3, iremos descrever o algoritmo para sintese de
LFSR's minimais que geram multiseqiiéncias prescritas de comprimento N.

Antes porém, como no caso de uma Unica seqiiéncia (Capitulo 2), precisamos fixar
as condigdes iniciais:
-1t - ) _ 0.h =
oMy =1, M=0 OVxX)=1,

(h) _ - (h) _
e’ =0, my =1, /=1

para h=1,2, ., L
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» Algoritmo de Berlekamp-Massey Generalizado para Multiseqiiéncias:

1) ne 0

2a) Calculo de o®*LI)(X) a partir de o(®9(X),

i) se dg) =0, entdo s (X) e £‘£i sdo dados por (3.10). V4 para 3),

if) se d;l) # 0, entdo encontre my tal que a Equagiio dg) -—y.dgz = () tenha solugio

em y sobre o anel R. o0+l (X) e f(‘gi sdo dados por (3.11);

iii) se 3(31 = max[f(?, n+1—£g:)], entio va para 3); caso contrario procure
uma solugio p(r+1y (X) com grau ¢ minimo possivel no intervalo
max[ﬂ(nl), n+1m£g)]££<max[£n, f(rgt +n-m;] tal que o polindmio

oMY (X) definido pela relagiio
D(n+1,{) (X) _ o.(li,{) (X) - Xn-—m‘ .G(mt 1) (X)

seja uma solugio para as m; primeiras somas de poténcia e tal que dg: = —dg)

e c(()m‘) seja um divisor de zero em R. Se este polindmio for encontrado, entdo

6(n+1,t) (X) «— D(!H'l,t) (X)
1=

4}
Emle—é’

2b) Calculo de o+1Lb+1)(X) a partir de c®@*LO(X), para A=1,2, .., 1-1;

i) se df‘h“) = 0, entdo oM (X) ¢ fg‘;l) sio dados por (3.12). V4 para 3);

if) se dg“"l) # 0, entfo encontre my, tal que a Equagio dgh“) - y.dg‘sl) =0 tenha

solugdo em y sobre o anel R. o(a+Lh+l)y o £{£_'"ll) sio dados por (3.13);

iii) se f(nlf:ll) = max[fgfzi, n+l wfg‘i ], entdio vé para 3); caso contririo procure
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3)

4)

uma solugio D™LB(X) com grau ¢ minimo possivel no intervalo

h)

max[ﬂ(h) n+l- E(M

n+1° l}sfczmax[f(h) n-my +£(£i] tal que o polindmio

n+l’

o(™n0*+D (3} definido pela relagio

D(ﬂ-i-i,h) (X) - G(Il-i"i,b)(x) = Xn-—«mh ’G(th Sl (X)

segja uma soluglo para as my primeiras somas de poténcia e tal que

h+1 h+1
dl +)"—”“d§1+ ) ecf)mh’h)

my, seja um divisor de zero em R. Se este polindmio for

encontrado, entio

G([H‘l,h)(x) «— D(I’H‘l,il) (X)

{h+1)
4 n+l ¢

se n <N-1, entlio db [G(Bﬂ’t) (X).s(l)(X)]mz

n+}

n « n+l; se n<N. Vi para 2); caso contrério, fim.Calculo de o{0+1.1)}(X) a partir
de omO(X);

A resposta desejada serd dada pelo polindmio o®™:0(X), ie., os seus coeficientes

formam uma solugfio para as Equac8es (3.1). Este algoritmo sera usado na proxima segfo

quando da decodificagio de certas classes de codigos ciclicos.

%.4.D lificacio de Codi Cicli

Em principio, o decodificador de Meggitt apresentado em [9] e [15] para a

decodificagio de codigos ciclicos sobre corpos GF(q) (onde ¢ é uma poténcia de primo)

também poderd ser aplicado diretamente, sem modificagbes, para a decodificagio de
codigos ciclicos definidos sobre anéis de inteiros residuais (Secio 1.2).

Entretanto, mostraremos aqui que ¢ possivel aplicar o algoritmo de BM

(generalizado para multiseqiiéncias) para a decodificagiio de certas classes de codigos
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ciclicos sobre anéis Z, (onde ¢ ¢ uma poténcia de primo) até o limitante de Hartmann-Tzeng
(HT) [28].

Vamos fazer uma breve revisdo a respeito deste limitante. Considere um codigo
ciclico C de comprimento n sobre GF(q) gerado por g(x). Seja a uma »n-ésima raiz primitiva
da unidade em GF(g™). Se o gy raizes de g(x) parai =1, 2, .., dy -
1 eh=12 .,s5+1 onde (¢, n)=(cy, n) =1, entdo

dpinlCyzdyr=dy+s.

Note que quando s = 0, o limitante de HT reproduz o limitante dos codigos BCH.
Essa ¢ a generalizagio do limitante da distdncia minima de codigos BCH para uma classe
- mais ampla de codigos ciclicos.

E possivel ainda mostrar que este limitante continua valido (sob as mesmas hipote-
ses) se considerarmos codigos ciclicos definidos sobre anéis Z,,. Neste caso, o corpo de ex-
tensdo GF(¢g™) é substituido por um anel de extensio de Z,, i.e., GR(q, 7) ¢ & sera uma raiz
primitiva da unidade em R*, o grupo multiplicativo dos elementos inversiveis em GR{(g, r).

Seja entio ¢(x) um polindmio cddigo (de um coddigo ciclico sobre Zq, onde ¢ = pk),
e(x) um polindmio erro e r{x) um vetor recebido tal que r{x) = c(x) + e(x). As sindromes

h)

si( sio definidas por:

h bi h
s = 5p.4ic, +he, = (@ 1rEe), (3.14)

para i=1,2, ...,dy-1 e h=1,2, .., s+l

Como c(aP1+52) = o entdo
th) - e(ab+ici+h02) (315)
para i=1,2,..,dyg-1 e h=1,2, ., s+]

Portanto, temos s +1 seqiiéncias de sindromes, cada uma de comprimento d -1.

Seja agora v o nimero de erros ocorridos e a, e Yw para L = 1, 2, ..., v, 88
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localizag®es e os valores dos erros, onde v = Ldo +s-1)/ 2_], 0<a,<n eY, € Z, Entlo,

e(x)= 3 ¥, .x¥ (3.16)
p=l

Seja X, = ot Entfo, de (3.15) e (3.16) temos:

v
h b+ic) +he
s = 2.“3{”‘)(}1 1+hc (3.17)
n=

para i=1,2,..,dy-1 e h=1,2, . s+l

O problema da decodificagio de codigos ciclicos consiste entdo em determinar os

Yy seXysa partir das seqiiéncias {sgh)} e tal que (3.16) seja satisfeito com o minimo valor
dev. Seja
v
o(X) = ]‘[(x—xf;)mchlx"'1+...+ov_4x+av (3.18)
u=l1

o polindmio localizador de erros. Agora, usando argumentos analogos aos usados na Se¢do
2.2, podemos mostrar que:

(h) (h) () by _
8 +°l‘si-1+"'+°V—1'Simv+1“’6v-si~v“0’

(3.19)
para i=v+tl, v+2, . dy-1 e h=1,2, ., s5+L

Portanto, para localizar a posigio dos erros precisamos resolver o Sistema de
Equagdes (3.19) nas incognitas oy, Gy, ..., G, com o menor valor de v possivel. Esse
sistema sera resolvido aplicando-se o algoritmo de BM generalizado para multiseqiiéncias.
Por um argumento um pouco mais elaborado que o usado no Apéndice 2.1 podemos
mostrar que a solugdo do Sistema (3.19) ¢ unica se, ¢ somente se, os Y; (as magnitudes dos

erros) forem elementos inversiveis em Zpk ,paral <igv.
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Caso esse sistema apresente mais do que uma solugio, entio teremos varios
polindmios localizadores de etro o(Z). Sabemos da Segéio 2.2 (Passo 3) que basta escolher

um deles para obtermos os corretos nimeros de localizaglio de erro Xf‘ , 1 £7<v. Lembre

que as raizes Z; (1 <i < v) de p(Z) (o polindmio reciproco de o(Z)) estdo relacionadas com
os corretos numeros de localizagfio de erro através de:

Zi- Xf‘ = divisor de zero em GR(p*, r)

e sio determinados de forma Unica.

Quanto ao calculo da magnitude dos erros, o procedimento proposto por Forney
(Segdo 2.2, Passo 4) continua vilido, com pequenas alteragdes. Pode-se mostrar que:

v-1

.. (h)
Z Gjesv_¢
i=0

v—1
b+C2h . CE(VWZ)
Xt T X,

Y;= (3.20)

para 1 <j < v, e onde os oy sdo obtidos recursivamente a partir de X; e o; através da
relagdo:

Cji = 0j +X;-:l Gji-1 (3.21)

(o valor A que aparece em (3.20) pode ser qualquer nimero entre 1 e s+1).

Com isto, concluimos a decodificagio de cddigos ciclicos sobre anéis Z,, até o
fimitante de HT.

3.%. Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado o problema da determinagio do menor conjunto
inicial de colunas linearmente dependentes em uma matriz A do tipo M x N, definida sobre
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um anel comutativo R com identidade, i.e., encontrar a coluna de A de menor indice que
pode ser expressa como combinagdo linear das anteriores. Este problema foi resolvido de
forma iterativa através do uso de um algoritmo chamado Algoritmo lterativo Fundamental
(AIF).

Vimos que o problema da sintese de LFSR's que geram multiseqiiéncias é um caso
especial deste problema mais geral da determinagio do menor conjunto inicial de colunas
linearmente dependentes em uma matriz e, portanto, apresenta certas particularidades
inerentes as quais nos possibilitaram refinar o AIF, tornando-o menos complexo para poder
ser aplicado. Esse refinamento levou a generalizacgio do algoritmo de BM para
multiseqiiéncias.

~ Finalmente apresentamos uma aplica¢o deste algoritmo de BM generalizado para a
decodificagdo de codigos ciclicos sobre anéis Zq até o limitante de Hartmann-Tzeng (HT),
onde miltiplas seqiiéncias de sindrome estdo disponiveis, ao invés de uma Unica como no
caso de codigos Reed-Solomon ¢ BCH. Foi mostrado entretanto que os fundamentos da
decodificagio continuam praticamente os mesmos (dos codigos Reed-Solomon ¢ BCH) e
inclusive o passo referente & determinagio das magnitudes dos erros pode ainda ser
implementado pelo procedimento proposto por Forney (para cédigos Reed-Solomon e
BCH), com pequenas modificagdes.
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CARITULO 4

CODIGOS LINEARES SOBRE GRUPOS

Neste capitulo sera feito um estudo a respeito de codigos sobre grupos, baseado na
teoria apresentada em [29]. Comegaremos apresentando as defini¢des basicas e alguns
resultados da teoria de grupos (Segbes 4.1, 4.2 e 4.3) que serfo Uteis durante o
desenvolvimento.

A partir disto serd mostrado que codigos definidos sobre grupos nio-abelianos
apresentam baixas distdncias de Hamming e tém um comportamento assintoticamente ruim,

Como conseqiiéncia deste fato, iremos focalizar o estudo na dire¢io de grupos
abelianos. A construgdo proposta em [29], baseada no Teorema da Base Normal [32],
mostra que o problema da determinagio de codigos lineares sobre um grupo abeliano G
pode ser tratado como um problema semelhante ao da determinagdo de codigos lineares
sobre o anel Z,, (o conjunto dos inteiros mdédulo m), onde m depende de certas
propriedades estruturais de G.

A seguir mostraremos que a construgdo de codigos sobre grupos abelianos
(baseados nesta proposta) que atinjam desempenho equivalente ao de codigos sobre corpos
e anéis ¢, em geral, mais custosa que as construgBes utilizadas para a obtengio destes
tltimos. Entretanto, ela mostra-se interessante do ponto de vista tedrico, no sentido de que
¢ atil quando da determinagfo de limites de desempenho.
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Finalmente faremos entfo uma proposta alternativa, através da qual os codigos
lineares sobre grupos abelianos serdo obtidos via concatena¢lio generalizada de codigos
sobre corpos e/ou anéis de inteiros residuais. Sera indicado ainda como esta construgio
podera ser utilizada em esquemas de modulagio codificada, cédigos de classes laterais e
empacotamentos esféricos.

4.1. Delinicoes Basicas

Seja G um grupo finito de ordem |G| cuja operag3o € escrita na forma multiplicativa
e cujo elemento identidade ¢ denotado por eg;.

Definigdo 4.7 . Um cédigo de bloco C de comprimento » sobre G é um subconjunto nio
vazio do produto direto G?, i.e., do conjunto de todas as n-uplas de elementos de G. Diz-se
que G € o alfabeto sobre o qual o codigo esta sendo construido.

Uma conseqiiéncia imediata desta Definigio 4.1 é que o nimero de palavras do
codigo fica limitado a |GJ,

Definicdo 4.2 : A dimensio de um cddigo de bloco C de comprimento n sobre G é dada
por k = logig, [C| € a sua taxa por r = k/n.

Vamos agora associar a cada componente das n-uplas de C um indice pertencente a
um conjunto I de cardinalidade # (o comprimento do cddigo). Temos entdo a seguinte

Definigdo 4.3 : Um conjunto de informagio de C ¢ qualquer subconjunto de indices J < I
de cardinalidade | J | = k (a dimenso do codigo) tal que toda k-upla de elementos de G
ocorre em J precisamente uma Gnica vez &o percorrermos todas as palavras de C.

QObs.: Como k pode assumir um valor ndo inteiro, segue que existem codigos que nio
possuem um conjunto de informag#o.
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Definicao 4.4 . Um cbddigo de bloco C ¢ linear sobre G se C for um subgrupo de G8, o
produto de G por ele mesmo 7 vezes.

Definigao 4.5 - Uma distincia sobre G ¢ um mapeamento d : G x G — R (0 conjunto dos
numeros reais) que verifica as seguintes propriedades:

) dg h)z0

it) d(g, h) =0 g=h;

iii) d(g, h) depende somente da diferenga g.h"l entre ge h;
iv) d(g, b) = d(h, g)

Uma conseqiiéncia da Definigio 4.5 é que a distdncia d ¢ invariante por translagfio a
direita, i.e., para quaisquer g, h, s € G temos que d(g.s, h.s) = d(g, h), (se G for abeliano, 4
¢ invariante por translagio a direita e a esquerda, i.e., d(g.s, h.s) =d(s g, s.h) =d(g, h)).

Podemos agora definir uma distincia aditiva sobre o produto direto G" como sendo
a soma das distAncias entre as respectivas componentes. Mais especificamente, se
g=(81.82,.--8n) € h=(hy, hy, .., hy) sfo duas r-uplas de elementos de G, entdo:

d(g,h) = 3 d(gi,h;)

i=1
Um importante exemplo ¢é a distdncia de Hamming, a qual € definida através de:

0 se g.h"l =g
d(g.h) = 40
1 segh zeg

Um outro exemplo ¢ a distincia Euclidiana a qual nio faremos uso neste capitulo.
Seja R(G) uma representagio de G (uma reprecentagdo madricéal de grau n de um
grupo G € um homomorfismo ¢ : g — ¢(g) de G em GL(#n, K), o grupo multiplicativo das
matrizes inversiveis do tipo » x » definidas sobre um corpo K [32]) por matrizes reais e
ortogonais n x n ¢ X € R™ um vetor inicial tal que a agio de R(G) sobre X gere um
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conjunto de |G} vetores. Definimos entfio a distdncia Euclidiana entre dois elementos g e A
pertencentes a G como:

d(g,h) = |R(g). X-R(h). X},

onde ||-| denota a norma Euclidiana. Estes codigos s@o conhecidos como @édégas oo
espace Ewclidians; para maiores detalhes, veja [2], [30] ¢ [31].

Com esta se¢io introduzimos as definigdes e notagBes que serdo necessirias durante
a exposigio da teoria. Vamos agora na Segio 4.2 apresentar uma primeira idéia de

construgio de codigos sobre grupos.

Vamos recordar do Capitulo 1 que a construgio de cada palavra de um codigo linear
sobre um corpo ou anel é feita concatenando-se uma k-upla de elementos, que sio os
simbolos de informag#o, a uma (i-k}-upla de elementos que séo os simbolos de paridade. Os
simbolos de informagdo podem ser escolhidos livremente dentro do alfabeto que esta sendo
usado, enquanto que os simbolos de paridade sio escolhidos de forma tal que certas
equagOes lineares conhecidas como equagdes de verificagiio de paridade, sejam satisfeitas
pelo conjunto de todos os simbolos da palavra codigo em questio.

Considere agora um conjunto de relagtes da forma:

By” -8y By TEG, 4.1

para 1 <j<s, onde os g/'s sho elementos de G ¢ os expoentes ¢; (1 £j<se 1 <i<n)sdo
inteiros entre 0 e o expoente de G, inclusive (o exgaense de G ¢ o menor inteiro e tal que

X¢ = ¢g; para todo x € G, mostra-se que ¢ ¢ o minimo muiltiplo comum das ordens dos

elementos de G).

Podemos entdio construir um cddigo de bioco C sobre G da seguinte forma: uma
n-upla de elementos de G, g= (g}, &2, ---» 8n ), pertence a C se, e somente se, as relagdes
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(4.1) se verificam. A partir disto podemos definir uma "matriz verificagio de paridade" H
para C que tem como entradas os expoentes £; de (4.1):

£11 Ly - fyp
f ﬂ wes f

H=| 1 "2 2n (4.2)
£’sl Esz esn

Exernplo 4.7 . Seja C um codigo tal que n =3, k=2 e definido pela relagio g,.8,.83=¢g,
i.e., a "matriz verificagio de paridade" é dada por H=[1 1 1]. Este codigo tem distincia
minima de Hamming igual a 2 e é conhecido como codigo de verificagdo de paridade.

Exemplo 4.2 . A "matriz verificagdo de paridade”

11101 0 O
H=i0111;]0 -1 ©
1101{0 0 -1

define um c6digo de Hamming com n =7 e k= 4. Por inspegio direta, podemos concluir
que a distdncia minima de Hamming vale 3.

Mostra-se que os codigos dos Exemplos 4.1 e 4.2 sHo lineares se, e somente se, os
grupos sobre os quais os mesmos estdo definidos forem abelianos.

Obs. importantes :

1) A "matriz verificagio de paridade" (4.2), ao contrario das matrizes verificagiio de
paridade de codigos definidos sobre corpos e anéis, ndo prové informac¢des sobre a
distdncia minima de Hamming do codigo definido por ela;

2) Para grupos ndo abelianos, o arranjo dos elementos nas Equagdes 4.1 ¢ importante ja

que em geral g.h.g # g2.h. Com isto, concluimos que ndo se pode usar um procedimento
baseado em matrizes verificacio de paridade para definir codigos sobre grupos em geral
(especialmente os ndo abelianos). Apesar disto, veremos mais tarde que para grupos
abelianos este € o procedimento a ser seguido.
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Portanto, a fim de nfo perdermos generalidade, diremos que cada palavra de um
codigo sobre um grupo G (abeliano ou ndo) é formada a partir da concatenagdo de k
simbolos de informagdo (x, xp, ..., ;) com (n-k) simbolos de paridade (v;, y3, ..., Yn.2)
através das relagdes:

Yi=¢;(x), X3 .., x3)

para 1 <i < n-k € onde os ¢;'s sdo mapeamentos de GX em G. Temos entio a seguinte

Defini¢io 4.6 . Um (n, k)-cddégo de bloco adatemdtics C de comprimento n e dimen-
sdo k sobre um grupo G é um subconjunto de G com ordem |GJ¥ formado pelas n-uplas

(X1, X2, s X, Y1, Y25 -5 Yook (4.3)
tal que:
Yi = ¢l(x1! xZ! -er3 xk) 3 (44)

onde os ¢;'s (1 <i < n-k) sio mapeamentos de Gk em G.

Apresentaremos agora uma proposi¢io 2 qual dara a condigdo de linearidade para o
codigo sistematico.

Proposicdo 4.1 : O (n, k)-codigo sistemético com as palavras codigo (4.3) é linear se, ¢
somente se, 0s mapeamentos (4.4) sio homomorfismos de GK em G.

Prova : Considere duas palavras-codigo

X= (X1, X2, oo Xk Y1 -+ Yok

1= (tl, 12, o o 21, s Zn_k)
e seu produto:

X.t= (xl'tl’ X989, ooy X by, Y124, ooy yn_k.zn.k);

Para linearidade, devemos ter;

¥i -z = 6i0p.ty, o X ) = hilxy, -y Xk) . ¢’i(t1s eey tk)

para 1 <i < n-k, 0 que caracteriza os ¢;'s como homomorfismos de GX em G. L
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O exemplo a seguir terd papel relevante quando formos mostrar que codigos sobre
grupos nio abelianos ndo t€m boas propriedades de distincia.

Exemplo 4.3 : Um (n, 1)cddiga de nepetiedo sobre um grupo G é definido como o
conjunto de |G| palavras-codigo da forma:

(8192(2) 93(8) ... 6,4(8)

para todo g € G e onde os 0;'s sio endomorfcamas (homomorfismos de um grupo nele
proprio) de G. Se todos os 8;'s forem awlamornfiemas (isomorfismos de um grupo nele
proprio), o codigo sera chamado de codigo de repetigio a«fomedrdéco. Observe que um
codigo de repetigdo tera distdncia minima de Hamming igual a # se, e somente se, ele for
automorfico. Isto € devido ao fato de que se algum 8; for um endomorfismo préprio (i.e.,
um endomorfismo que nio é um automorfismo), entdo existe g = eg tal que 6(g) = eg.
Portanto, a palavra codigo formada a partir deste elemento g teria a0 menos uma posigio
com o elemento e e assim a distincia de Hamming seria no méximo n - 1.

A proposigio a seguir mostra que todos os (n, k) codigos sistematicos e lineares
sobre um grupo G sio isomorfos a GK. Isto ilustra o fato de que a estrutura algébrica do
codigo em si ndo é o fator relevante, ja que diferentes codigos, apesar de isomorfos, podem
n#o ter as mesmas propriedades de distancia.

Proposigio 4.2 : Todos os (n, k)-codigos sisteméticos e lineares sobre o mesmo grupo G
sdo isomorfos a GK.

Prova : Qualquer codigo sistematico ¢ isomorfo ao codigo linear G¥ x {e;}"k. De fato, a
projegdo

®:8=(81,82:--8n) > (81, 82, - Bk» €G> €G> > €G)

¢ um isomorfismo porque ela € bijetora e preserva a operagfo de grupo:

n(g.g') =n(g).n(g') = (gl-g;, 8}(-3;‘: €G> €G»-» €G)- =
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Na proxima segéio iremos mostrar que codigos sobre grupos nfio abelianos nfo
tém boas propriedades de distdncia. O argumento a ser usado baseia-se no fato de que
tais codigos (sob certas condigdes) sdo obtidos pela "combinagfio" de subcodigos menores
(i.e., cada palavra ¢ € C pode ser escrita como ¢ = ¢1.¢7 ... &y, Onde cada palavra ¢;
pertence a um subcodigo C; de C (1 <7 < m)) e como conseqiiéncia, a distdncia minima de
Hamming do mesmo fica limitada pela menor das distdncias minimas de Hamming desses
subcodigos, os quais mostraremos ser do tipo repetigio (veja o Exemplo 4.3). Os conceitos
e teoremas que iremos rever nesta se¢fio serfo importantes durante a demonstragio destes
fatos.

Seja G um grupo e He K subgrupos proprios de G. G é chamado faforduel

se G=HK e HeK comutam elemento a elemento (i.e., todo g € G pode ser escrito na
forma g=hk=kh, com h € Hek € K). Se além disso, H n K = {eg}, entfio diremos

que G ¢ decomponiuel. G ¢ dito ser o groduto devets de H e K (onde H n K = eg)

se seus elementos sdo pares (h, k), comh € H e k € K (ver Definigdo 1.13). Uma
propriedade decorrente destes conceitos € que qualquer grupo G que € um produto direto €
fatoravel, mas o contrario nio é necessariamente valido. Entretanto, se G é decomponivel,
entdo ele ¢ isomorfo a um produto direto. O cendra do grupo G € o conjunto:

Z(G)={xe G:.xa=ax paratodoa e G}

€ uma consegliéncia imediata ¢ que Z(G) € um subgrupo normal de G.

Apresentaremos agora uma proposi¢io que descreve algumas propriedades acerca
de grupos fatoraveis e decomponiveis.

Proposicdo 4.3 . Seja G um grupo fatoravel, com G = G;.G,. Entdo:

a) Gy eG, sdo subgrupos normais de G,
b) H=G; n G, éum subgrupo central, i.e., H € um subgrupo de Z(G), o centro de G;

c) Se G e G, sdo abelianos, entdo G é decomponivel.
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Prova: a) Vamos provar que Gj € normal e dai a prova para Gy € anédloga. Sejaw € Gy
e g=g1.8 € G. Entdo:
glwg=glg'weg =g wg Gy,
o que prova que G € normal;

b) Os elementos de H comutam com todos os elementos de G e, portanto,
pertencem ao centro de G;

c) Se G} e G; sdo abelianos, entio G ¢ abeliano e, portanto, decomponivel
(quando formos estudar codigos sobre grupos abelianos, veremos que todo
grupo abeliano pode ser escrito como um produto direto de determinados
subgrupos ciclicos). =

Proposicdo 4.4 : A distincia minima de Hamming de um codigo fatorivel C = C,.C, nfo
pode exceder a menor das disténcias minimas de Hamming de C; e C,.

Prova : Sejam ¢; e ¢; as palavras de menor peso em Cy e C,, respectivamente. As palavras
c=¢creg € ¢ =egcy (onde gg = (eg, eg - €g)) pertencem a C e tém peso de
Hamming igual a d,,;,(C}) e d,,;,,(Cy), respectivamente. Portanto, d,,,;,,(C) < min{d,,;,(C,),
dmin(CZ)}‘ =

Proposicdo 4.5 : Um codigo C linear e sistematico sobre um grupo fatoravel € fatoravel.

Prova : Por definigio, G = G1.G,. Entdo Gt= Gf ,Gg, para qualquer 2> 1. Tome agora
x € G¥. Dai teremos que x = x| .Xp, com Xj € X, ambos em Gk. Sendo ¢ um homomorfismo,

temos.

(16 = (x1:%3 | $(x1:%9)) = (X1 X2 | $(x1)-9(x2)) = (X1 | d(x1))-(x2 | $(%2))

o que prova que C ¢ fatoravel. n
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Proposigao 4.6 - Seja i : G x G — G uma operagBo binria de G, i.e, u(a, b) =ab. Se
G x G for visto como um grupo, entio p é um homomorfismo se, ¢ somente se, G ¢
abeliano.

Prova : Do fato de que p(a, b)=ab (paratodoa, b € G) e u(c, d) = cd (para todo ¢,
d e G) temos que p{ac, bd) = u(a, b).u(c, d) <> acbd = abed <» cb = be (esta Gltima impli-
cagdo segue da lei do cancelamento para grupos). E isto mostra que G ¢ abeliano. ®

Proposigdo 4.7 . Todo homomorfismo
$.GxGx..xG->G

de G¥ em G admite a decomposigio candnica
k
¢(x1, ...,xk) - H ¢(e(3, ...,EG,Xj, €G» .‘.,eg)
=1
onde os fatores no produto podem ser tomados em qualquer ordem, i.e., as imagens dos
diferentes fatores comutam.

Prova : Segue direto da definigio de homomorfismo de grupos. o

Recorde que um (1, k)-codigo linear e sistemético é caracterizado por (n-k) homo-
morfismos ¢; : G¥ —> G e cada um deles ¢ caracterizado por k endomorfismos ¢, : G - G
tais que para h # J,

oK(G).9;(G) = 9;(G).on(G),

elemento a elemento. O grupo

W =01(G).05(G) ... 0(G)

¢ um subgrupo de G.

Considere agora um dos homomorfismos ¢;. A seguinte proposigio € valida.

107



Capitulo 4 : Cddigos Lineares sobre Grupos

Proposigao 4.8 : Seja G um grupo ndo abeliano. Se ¢ mapeia G¥ em G de forma sobrejetora
e ¢ escrito na forma

&gy, - 8 = 01(8)) - PilEw)

e se G for ndo-fatordvel, entdo um dos ¢;'s € um automorfismo e os restantes s#o
endomorfismos tais que ¢j(G) c Z(G), o centro de G.

Prova : Como ¢ € sobrejetor, segue que
k
G= nlep i(G)=04(G).0g
J:
para algum £ e ainda mais ©; ¢ 9/G) comutam elemento a elemento (pela Proposigo 4.7).
Como G nido ¢ fatoravel, entéic ou ¢iG) = G e 0y,  Z(G) ou ¢G) c Z(G) e v, = G. Na
primeira hipotese, temos que ¢, € um automorfismo. Na segunda hipltese, repete-se o
mesmo argumento para o fator 0, até que o automorfismo seja encontrado. -

Baseados nos resultados da Seg@o 4.3 iremos agora provar o seguinte;

Teorema 4.7 : Sejam C um cbdigo linear sobre um grupo néo abeliano G. Suponba que as
suas palavras-codigo tenham a forma

(X1, X2 s Xs Y15 ¥25 > Yok
onde

¥i = $ilxy, X2, ... %)
e que cada ¢; seja um homomorfismo sobrejetor de GK em G, para 1 < i < n-k. Entdo
existem palavras de C que podem ser escritas como concatenagiio de palavras pertencentes a
codigos tipo repetigdo.

Prova : Primeiramente suponha que G seja ndio fatordvel. Da Proposi¢io 4.8 segue entio
que
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¥i = $i(eG - €G> Xe(iy €G> - €G)-Zi
onde ¢; € um automorfismo de G, £(i) é um indice que variade 1 a ke
k
Zi= H ¢;(eg,...,eﬁ,xh,eg,...,eg)
h=1h=£(i)
pertence a Z(G). Para simplificago na notagfo, colocamos:
Gi(xg(i)) = (bi(eg, -+ G Xf(Gi)y G - BG).
Como conseqiiéncia disto tudo, uma palavra-codigo qualquer assume a forma:
(%3, X2, -y X, O3(%e(2)) - Z1s s Onk(Kpneky) - Znb)
Considere agora duas palavras codigo, x e {, € 0 comutador (x.t) . (tx)"! de ambas:
Xx= (xl, X3, s X el(Xg(l)) . Z;, oy en_k(){f(n,k)) . Zn-k)
t=(0, b, .t 91(t£(1)) UL e en-k(tf(n-k}) . Unt)

com Z;, U; € Z(G). Temos entdo:
). @ = t) - Gl (ot . (xRt - (ex)l,
01((xequytecry - ey xeyy) 2y U (ULZ Y,
Bn-k((Xe(nk) k) - Cenky) - Xenk) ™) Gk Unk) - UnieZpid™)
Agora para os elementos em Z(G), vale gue:

(ZiU) . (U2 =g

para 1 <j < n-k. E, portanto, o comutador (x.t) . (t.x)-1, que é também uma palavra codigo,
pode ser escrito na forma:

1) - 01 = (G ty) - (x) ) (o tp) - (xo) L  (aet) - (ex) L,
01((xe1y tery) - ey Xey™s - Ona((Xenaky teaky) - Cenky) - ¥eaky) ™))

Suponha agora que G seja fatoravel como G = HK, com H nio fatoravel e nio abeliano.
Considere entiio o subcddigo sobre H (veja a Proposigdo 4.5). O mesmo argumento acima
se aplica e este subcodigo também contém palavras de codigos tipo repetiggo. =

Vamos agora fornecer um limitante superior para a distdncia minima de Hamming
destes codigos sobre grupos nio abelianos. Para isto, vamos considerar a palavra-codigo
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(x.) . (t.x)} como acima. Repare que ela é formada por "sub-palavras" de cédigos tipo re-
peticio. Apesar de ndo conhecermos 0 comprimento de cada uma dessas "sub-palavras”
(pois ndo conhecemos precisamente os indices £(i), podemos dizer que na melhor das hip6-
teses cada uma delas teria 0 mesmo comprimento | n/ kj. Lembre que em um codigo tipo
repetigdo de comprimento », a distancia minima de Hamming ¢ limitada superiormente por n
(veja o Exemplo 4.3). Dessa forma, podemos dizer que o peso desta palavra (composta de
"sub-palavras") esta limitado superiormente por | n/k |. Portanto, o limitante superior da
distincia minima de Hamming de um codigo linear sistematico sobre um grupo néo abeliano
¢ dado por:

Apin S |1k |.
Fazendo r = k/n ed=d,,;,/n, obtemos :
ré<i/n

0 que mostra que o produto 7.8 (e consegiientemente, O) vai a zero a medida que » cresce,
para r fixo. Portanto, para todo codigo sobre um grupo ndio abeliano satisfazendo as
hipGteses do Teorema 4.1, a razio 8 = d,,,;,/n é assintoticamente zero. E entdio devido a isto
que passaremos agora a direcionar o estudo somente para codigos sobre grupos abelianos.

Iniciaremos nesta se¢io o estudo dos codigos sobre grupos abelianos.
Apresentaremos primeiramente a construgio proposta em [29], a qual baseia-se em duas
propriedades fundamentais:

1) a de que a linearidade de codigos sistematicos sobre grupos ¢ garantida se as fungdes ¢
que mapeiam os simbolos de informag@o nos simbolos de paridade forem homomorfis-
mos, conforme mostrado pela Proposigio 4.1;

2) o fato de que todo grupo abeliano finito pode ser escrito como o produto direto de
grupos ciclicos cujas ordens so divisiveis umas pelas outras. Cada um destes grupos
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ciclicos é, por sua vez, isomorfo ao grupo aditivo de um anel Z,, (para algumm 2 2), o
anel de inteiros modulo m.

A partir dai serdo usadas algumas propriedades basicas sobre homomorfismos de
grupos abelianos para se deduzir uma matriz verificagio de paridade para os cddigos. Esta
matriz contém informag&o sobre os elementos geradores dos grupos ciclicos e ¢ formada
por elementos pertencentes a anéis de inteiros residuais. Serd mostrado que a mesma possui
também, como no caso de corpos e anéis, a informaglo sobre a distdncia minima de
Hamming do cédigo sobre o grupo abeliano.

4.7.1. Revisio de propriedades bisicas de grupos abelianos

Propriedade 4.1 [32] : Todo grupo abelano finito G pode ser escrito como o produto
direto de subgrupos ciclicos cujas ordens sZo divisiveis umas pelas outras;
GdeIXHdQX“‘XHdm (4.5)

dm

onded, |d,| ... | d,,; d,, é o expoente do grupo e a“” = e para qualquera € G.

Coroldrio 4.1 : Seja g; um gerador de Hy,, i = 1, ..., m. EntHo, todo elemento de G tem a
forma:
g=g g% g",

para 0 < o; <d;-1. O conjunto {g}, g3, ... &} € chamado de base normal para G.

Propriedade 4.2 : Todos os automorfismos ¢ de um grupo ciclico G de ordem M tém a
forma;

() = gk,
commdc (k, M) =1 e g € G. Portanto, existem @(M) automorfismos, onde ¢ ¢ a fungio
de Euler.
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Propriedade 4.3 : A imagem homomorfica de um grupo ciclico G de ordem M é também
um grupo ciclico. Mais ainda, todos os endomorfismos ¢ de G tém & forma:

o(g) =gh,

com 0 £ h<M-1 e g € G. Portanto, 0 nimero de endomorfismos é M.

Sejam agora G um grupo abeliano finito como em (4.5), com geradores gy, g3,..., &
(e, {g), &2, ..., &n} € uma base normal para G) e g um elemento qualquer de G. Iremos
associar uma matriz a cada endomorfismo de G. Para tanto, vamos considerar que se ¢ é um
endomorfismo de G, entdo:

o(8) =gl gy 2. gom)=d(g)™. 0(g2)™2 .. d(gm)*™
b =gl g gomi

dii . - .
j=1,.,m eonde g,/ éaimagem de g; sob um homomorfismo de Hy. em Hy sei%je

¢ a imagem de um endomorfismo de de. se i =j [33]. Portanto,

0@ =11e
i=1

onde

Agora para que §(g;) seja caracterizado como um homomorfismo, devemos ter:

ﬁijeldi , se jzi

~ G .
aijeE;.Zdi, se j<i

Repare, entretanto, que esta condiglio acima pode ser substituida pela seguinte:
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ﬁij ede , se jzi

ajj a-&;.zdm, se j«<i

E, portanto, o endomorfismo ¢ fica completamente descrito pela matriz () mum:

a] apn a3 3§m-
d
”52‘-321 ax a3 ... 82m
1
A= d3 a d3a a a
—w—.a3]  oTag) 33 e A3y
dy dz (4.6}
dﬂ‘l dm dm
—= 2 —8& ~-l g .- 8
_dl ml d2 m2 d3 m3 mzn-

onde ajjely paralsij<m.

Qbs.: Uma conseqiiéncia da Propriedade 4.1 é que todo grupo abeliano finito G pode ser
expresso como o produto direto de subgrupos ciclicos cujas ordens sio poténcias de
primos, i.e.,

G=H;xHyx . xH, (4.7)

(2 . . ~ . ..
onde [Hl‘ =p', 1<i<r eos p/s sio primos niio necessariamente distintos. Usando

esta forma para G, um endomorfismo ¢ (de G) pode ser caracterizado por uma matriz
A = (jj); x » com elementos em Z,, (onde e € o expoente de G) tal que:

a) ay=0 se p;#pj
b) ayeZ, se pi#pjeee;

€;—€;
c) yyep, 'Z, se Pi=Pj ¢ €>¢j

Entdo, escrevendo G na forma (4.7) podemos concluir que nio ocorrem mudangas
significativas nas matrizes que descrevem os seus endomorfismos. Como em geral, r 2 m,

a forma (4.5) sera preferencialmente usada.
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4.5.2. Codigos lineares sobre grupos abelianos

Vamos agora nesta se¢io descrever os codigos sobre grupos abelianos, baseados
principalmente nos resultados da Segdo 4.5.1.

Definiio 4.8 Um (n, k)-cddligo linear e alstematico sobre wum grups alelia-
mo G é um subgrupo de G" com ordem |GJ* e descrito por (n-k) homomorfismos de GX em
G. Suas palavras-codigo tém a forma:

Ky oo Xic | Yo ooy Yoi)

onde X, € G, para i=1, .. &,

k
Y= ¢3(X1, s Xg) = H(t!g(c(;, ...,eG,X}',er ...,eg)
=

e todo ¢, ¢é caracterizado por k matrizes quadradas do tipom xm, A({, h), h=1, .., k, com

g rreny Toy

elementos em de , conforme descrito em (4.6).

Vamos expressar os elementos X; e Y; usando uma base normal para G:

L LU = S:.(¢h
Xhﬂng?‘h ; Ye=T1gl* ; ¢5(Xh)2ngi‘( )

i=l i=l i=l

onde

ai
Si(f,h) = Zaij(f,h).xjh
=1

Agora, comparando os expoentes, podemos deduzir que

tie

>

h=1 j=1

[ai(£,h).xjn ~ ¥ie]= 0 (4.82)

St
[Ql

para 1<isme 1< #<nk

Ou alternativamente,

114



Capitulo 4 : Cddigos Lineares sobre Grupos

AlLx +Ap Xy +o+tAm Xy =Y,

Ay ¥ +Axp Xy +..+Aym X =Y,
1 . . . (4.8b)
Am1.§1+Am2.52+...+Am.§mxzm
onde
C a;(LD) g;;(12) - ay(Lk)
a;5(2,1) 28;;(2,2) - 8(2,k)
Aj=l 7. : : ,
aij(n-—k,l) aij(n—k,Z) aij(n—k,k)
com ag(.,.)e Zy sej2i e aye(difd;).Zy sej<i
: T T
X = (X1 Xi2 - Xik) 5 ¥, =¥i1 Yiz - Yi,n-k)
Escrevendo (4.8b) na forma de uma equagiio matricial, obtemos:
%y
An Anp Am |~Ta-x O 0 5 0
An Ap Am| 0 -Ipx 0 | |Xm| | 49)
: 1y, 0 :
Ami Am Amm 0 0 ~Ipk : -
Lim_

onde as matrizes A;; s30 do tipo (n-k) x £, as matrizes identidade sdo do tipo (n-k) x (n-k) e
os vetores 0 s3o do tipo (n-k) x 1. Esta matriz m.(n-k) x m.n que aparece em (4.9) (na forma

escada) descreve completamente o codigo ¢ € chamada de madrdy werdfécacds de
parédade, denotada por H e seus elementos pertencem a Zd (lembre, entretanto, que os

elementos das submatrizes Ay (7 > j) pertencem a (d; /d j)-Z4_, um subanel de Zg ).

Vamos agora numerar as primeiras m.k colunas de H (correspondendo &s posigbes de
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informag@o) como Ay + k.hy, onde by =1, .., ke hy =0, .., m-1. As colunas com 0 mesmo

indice h; serio chamadas de colunas de informacdo compantietras. Estas colunas

ocupam a mesma posi¢lo dentro das submatrizes Ay;. Similarmente também podemos definir

colunas de uenificacdo de paridade compankeiras numerando analogamente

as m.(n-k) colunas remanescentes. Mais especificamente, seja:

Li={h: i=1+jk , 0<jsm-1}
Izz{hii i=2+jk , 0<j<m-1}

1kz{hii i=k+jk , 0<j<m-1}
Py =(h : i=mk+1+j(n-k) , 0<jsm1)
Py={h; : i=mk+2+j(nk) , 0<j<m-1}

Pop=1{h : i=mk+@k)+jnk) , 0<j<m-1}

Entdo cada um dos conjuntos I,, 1 < i < %, define colunas de informagdo companheiras ¢
cada um dos conjuntos P;, 1 < i < n-k, define colunas de verificagdo de paridade
companheiras.

Iremos agora enunciar dois teoremas os quais caracterizardo a distincia minima de
Hamming de c6digos sobre grupos abelianos (como em (4.5)) em termos das suas matrizes
verificagdo de paridade. Consideraremos primeiramente o caso mais simples em que G € um
grupo ciclico (finito) para posteriormente considerarmos o caso mais geral,

Teorerna 4.2 . Seja um (n, k)-codigo linear e sistemético sobre um grupo ciclico G de
ordem f. A matriz verificagio de paridade H € uma matriz escada sobre Z;. A distincia
minima de Hamming d deste codigo ¢ igual ao nimero minimo de colunas linearmente
dependentes de H.

Prova : Seja g um gerador de G. Neste caso, como G € um grupo ciclico, temos m = 1.
Entdo (4.9) torna-se:
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X

[At"ln*k]'[;}:g

onde A é uma matriz (n-k) x k com elementos em Z;, O niimero minimo de colunas
linearmente dependentes em H = {A | -1, 4] dard o nimero minimo de expoentes ndo nulos
de g em uma dada palavra-cddigo. Este é o nimero minimo de posi¢bes nas quais uma
palavra-codigo difere da palavra "toda nula”, (eg, eg, ..., €g). L

Teorema 4.3 . Seja agora um (n, k)-codigo linear e sistematico sobre um grupo abeliano G
de expoente d,,. A matriz verificagio de paridade H ¢ do tipo m.(n-k) x m.n sobre Z4_,
conforme mostrado em (4.9). A distincia minima de Hamming do cédigo ¢ dada pelo
niimero minimo de colunas linearmente dependentes na matriz H sobre o anel Zg e com

cada conjunto de colunas companheiras contadas como uma s0.

Prova : A distincia minima é caracterizada pelo nimero minimo de elementos nfio nulos em
uma palavra cédigo. Repare, entretanto, que agora diferentes geradores numa mesma
posigio niio aumentardo a distdncia. Portanto, colunas companheiras que definem elementos
associados com diferentes geradores de G localizados na mesma posigio do vetor codigo
contam como uma no peso da palavra codigo. =

Vamos ilustrar esta teoria apresentada com um exemplo de um cddigo sobre um
grupo abeliano.

Exemplo 44 : Seja n=15 e k=2. Vamos exibir a matriz verificacdo de paridade de um
(5, 2, 3) codigo linear sobre G = Z, x Z,. Neste caso temos dois geradores para G, os quais

denotamos g; e g». Eles satisfazem as relagOes gf = g; =e; € g7.82=g .81 0 codigo

é definido pela seguinte matriz verificagéo de paridade:
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1010-10 0 0 0 O
0101 0 -1 0 0 0 ©
/13100 0 -1 0 0 0
H'zzzzooo—loo
22100 0 0 0 -1 0
02120 0 0 0 0 -1

Para este codigo vamos encontrar que d,,;;, = 3 € as suas palavras tém a forma:

(

X]. 2] X3 Z
gilgzia 812322 4

Ki+Z1 2X1+2X9+2z2y+22 Xy 42y 2Xj42Xy 42 X143%X9 +Z) 2Xy+Zy 422
1421 DX 42X 4221422y | K42y DX 42X 2y Xp 3N 421 2% 42 2)

e Matriz geradora

As "matrizes geradoras" dos codigos construidos podem ser facilmente deduzidas a
partir das suas matrizes verificagio de paridade. Os vetores Y 1 i < m (que contém os
simbolos de paridade), sdo obtidos a partir dos vetores x;, I < i < m (que contém os

simbolos de informagfo), através da relagdo vy = u.G, onde:

u=GFxd,xh), v=GF. 5] oxh |y EyT oy D)

€
1, 0 - 0 Al A7 - A;‘;u'

G= ? If‘ ? A}i A:{"- A?“z (4.10)
_O 0 Iy A:{m A:;Tm Aiun_

As submatrizes Ay; sio aquelas definidas em (4.9).

e Analise da proposta de construcioe I

A construgio proposta nos diz que um codigo sobre um grupo abeliano
G=Zy xZy,x..xZ4 , onde d; | dy | ... | dy, pode ser construido imitando-se ©

procedimento usado para corpos e anéis, i.e., através do usc de uma matriz. verificagiio
de paridade sobre o anel Zy_, dada por:
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Ap Ap v A |dex 0 0

0 Ay - 0

H=| A2 Az Am| . wko T
Ami Amp o Appl © 0 - Tnk |

A complexidade desta construgio reside no fato de que a determinacio de um
codigo com distancia minima de Hamming d exige que certos conjuntos de (d - 1).m
colunas de H sejam linearmente independentes, de acordo com o Teorema 4.3. Além
disso, os elementos das submatrizes Ajj ( > j) de H deverdo obrigatoriamente estar

contidos no subanel (d; /d j)-Lg,, de Zy . Estes fatos nos mostram que esta construgio

€ sensivelmente mais elaborada que a construgio de codigos lineares de mesmo
desempenho sobre corpos e anéis.

» Decodificaclio

Lembre que cada palavra-codigo ¢ formada por elementos do grupo, os quais sio
expressos como produtos de poténcias dos geradores do mesmo. A matriz verificagio de
paridade proveniente da Proposta I relaciona essas diversas poténcias. O vetor erro, por
sua vez, também pode ser descrito pelas poténcias dos geradores em cada posigéo.

Portanto, um método de decodificagio convencional que se baseia na matriz
verificagio de paridade ndo pode ser aplicado diretamente, devido ao fato de que esses
métodos sempre procuram determinar o vetor erro que possui o menor peso de
Hamming possivel. Neste caso pode ocorrer que o vetor de poténcias que descreve um
erro em uma unica posicio tenha um alto peso de Hamming e possivelmente niio serd
decodificado corretamente. Este € o principal obstaculo que a matriz verificagio de
paridade apresentada pela Proposta I oferece quando usada para decodificagio.

4.6. Construcao € Decodificagio de Codigos Lineares sobge GRrupos
Abelianos (Proposta 11)

Nesta nova proposta de construgdo, usaremos o fato de que todo grupo abeliano
finito G também pode ser escrito como o produto direto de subgrupos ciclicos cujas ordens
sdo poténcias de primos, i.e.,
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G”’"‘Hl)KHzX...XHm

onde [Hi|=p{ (1 <i < m) e p; é um primo. Este fato é uma conseqiéncia direta da

Propriedade 4.1.

Com base nisto, iremos mostrar que o desempenho de codigos lineares sobre grupos
abelianos (em termos da distdncia minima e taxa) € limitado pelo desempenho de subcédigos
definidos sobre os subgrupos H; de G. A partir dai faremos uma proposta de construgio e
posteriormente de decodificagiio de tais codigos.

Seja entdo G um grupo abeliano finito tal que
GEpr!prgzx sz?nm (4}1)

e C um (n, k)-codigo linear e sistematico sobre G. Vamos analisar os seguintes casos,
baseando-nos em (4.11):

a) suponha que os primos p; sejam todos distintos, para 1 <7 < m. A partir disto, considere
os (n, k)-subcodigos
m e,
CialehC,
j=1
=i
para 1 < i < m. Note que o subcodigo C; estd definido sobre Zp?i e, portanto, a

distdncia minima de C ficara limitada pela menor das distancias minimas dos subcédigos
C,lsism

b) suponha que os primos p; sejam todos iguais a p ¢ 0s expoentes ¢; sejam todos iguais a
e. Neste caso, o (n, k)-subcédigo p#-/.C, que esta definido sobre GF(p™), é que limitaré
a distancia minima de C;

¢) suponha que os primos p; sejam todos iguais a p e os expoentes ¢; nio sejam todos
iguais. Sem perda de generalidade, podemos supor que e, = ¢ é o maior deles. Neste
caso, o (n, k)-subcodigo p#-L.C, que esta definido sobre GF(p), é que limitard a
distincia minima de C;
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d) finalmente considere o caso mais geral em que os primos p; nio sejam todos distintos,
ie.,

GEZ el,l X... X Z ei’r X ... X Z en,l X ..X Z eﬁ’fn .
P p, ! Pn ')

Sem perda de generalidade podemos supor que € 2€¢,-12 ... 2¢ paral <i<n

Neste caso, os (n, k)-subcodigos

definidos sobre Z ¢, x ... xZ ¢ . 1 £7 <m, € que limitaric a distdncia minima de C.
p” i

Este caso ja foi abordado em c).

Podemos entdo concluir por a), b), ¢) e d) que qualquer construgio de codigos
lineares e sistematicos sobre grupos abelianos apresentara necessariamente um desempenho
igual ao de um subcodigo sobre um anel de inteiros residuais da forma Z, ou sobre um
corpo GF(g), onde ¢ é uma poténcia de primo.

Neste ponto chamamos a atengfo para o fato de que a Proposta I a seguir é
completamente distinta da Proposta I e suas notagdes nio devem ser confundidas.

Proposta 11 : Construgdo de um (n, k, d)-codigo linear sobre um grupo abeliano G,
tal que

G=Z ¢xZ ¢, x...x 12 .
pit” Tpi pom

m
Para isto, sera necessirio selecionarmos m (n, 4k)-codigos lineares sobre

prn > Zpgz 3eees Zpgan , respectivamente, e tal que a distincia minima de Hamming de cada

um deles seja pelo menos d. Se d < 3, os codigos de Hamming sdo suficientes; caso
contrario, se d > 3, recorreremos a codigos de miultipla corregéo, e.g., Reed-Solomon ou

BCH. O cédigo sobre Zp?i serd um codigo sobre um corpo ZPi (GF(p;)) se e; = 1. Caso
1

contrario, se ¢; 2 2, o codigo devera ser um daqueles estudados no Capitulo 1.
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Para codificarmos a seqliéncia de informagdio (g, g5, ..., &), com g € G,
primeiramente expressamos cada elemento g; na forma de um produto direto, ie,

g =(ay,a,...a,;), paral <iskecom 8y e Zpe, (1< £<m). Com isto, toda &
4

seqiiéncia de informag#o € processada conforme o esquema abaixo:

(B a2 ...a) -ICl-> (1 ... a5x 83x4; ... 81y

(@ ap ...;pP —{0|> (@ ... ax 841 .- 82p)
D

@Gmn1 8m2 - 2 > T 1= @m1 - 8nk Bmk+1 - 8mp)

0 t t F \ ¥ N d

& = ... & (& .. & B+ - B0

(4.12)

Vamos analisa-lo. No lado esquerdo os elementos de cada linha sdo da forma a;; (para i fixo

e 1 £j < k) e todos periencem a um mesmo anel Zpei . Portanto, a seqiiéncia de elementos
i

(a;; a3 ... ay) pode ser considerada como os simbolos de informacgio de um (n, &, d)-

cOdigo sobre Zpei . O lado direito € formado pelas palavras-codigo correspondentes a cada
i

uma dessas seqiiéncias de informagio. Do mesmo modo, fazemos o produto direto de cada
coluna no lado direito para obtermos os correspondentes elementos do grupo que formarao
a palavra-cddigo.

Ataxa do coédigo C sobre G, proveniente da construgio em (4.12), ¢é dada por
logg IGIk / n = kin ¢ € a mesma dos m codigos que a compdem. A distdncia minima de

Hamming de C ¢

dnin(C)= min (d;) @13)

onde dj ¢ a distancia minima de Hamming do i-ésimo codigo definido sobre Zpei .
i
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» Decodificaciio

A decodificagdo devera proceder da seguinte maneira. tendo recebido uma palavra
de comprimento n (com elementos em G), o receptor decomple a mesma num produto
direto (como no lado direito de (4.12)) para obter s palavras, também de comprimento

n, cada uma sobre Zpei , 1 i< m. A partir dai, m decodificadores (um para cada codigo
i

em (4.12)) decodificam as palavras correspondentes. Estes decodificadores sio os
estudados no Capitulo 2.

Passaremos agora a associar uma modulagiio (conjunto de pontos do RN) ao

alfabeto (grupo) sobre o qual um codigo linear C esta sendo construido. Esquemas de
modulagdo codificada foram extensivamente estudados, e.g., [36]-[38]. Iremos aqui
brevemente indicar como a construgdo (4.12) pode ser aplicada em um tal esquema.

Sejam S um conjunto finito de pontos do RN, G um grupo abeliano finito tal que

Gz=Z eexZ e, x...x 1 )
Pyt Py po

onde os p;'s sdo primos ndo necessariamente distintos ¢ C um codigo linear sobre G,
construido como em (4.12). Assuma que |S| = |G|. Iremos agora associar rotulos (elementos
de G) a cada ponto de S da seguinte forma. Suponha que S possa ser particionado, num

primeiro nivel, em pfl subconjuntos, cada um recebendo um rétulo diferente, entre 0 e

pff —1. A seguir, suponha que cada um desses subconjuntos possa ser particionado em sz

subconjuntos (novamente cada um recebendo um rétulo diferente, agora entre 0 ¢ p§2 -1)

m
- . - y = ’ €; .
€ assim sucessivamente até o m-ésimo nivel, contendo 1T p’.' subconjuntos, cada qual com
i=1
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um tnico ponto. Cada um desses pontos no Gltimo nivel receberd o rotulo (a; ay... ay) =g
(para algum g € G), onde a; € o rotulo do subconjunto do i-ésimo nivel que o contém.

Além disso, estes particionamentos sfo realizados de forma tal que a distincia intra-
conjunto (a menor distdncia Euclidiana quadrética entre dois pontos pertencentes a um
mesmo subconjunto) A;, 1 <7 <m, aumente a cada nivel.

Mostra-se entdo que a distdncia minima Euclidiana entre duas palavras de C satisfaz
Apin(C) = min {dy;,(C;).4}
1<ism

onde d,;n(C;) é a distincia minima de Hamming do i-ésimo codigo definido sobre Z ¢, em
i

(4.12). Neste caso, esquemas de decodificagio de menor complexidade (decodificagio
muitiestagio) [36] sdo utilizados, embora nfo sejam de maxima verossimilhanga.

Terminaremos esta segfio lembrando que esquemas de modulag@o codificada usando
a modulagio PSK e codigos sobre grupos abelianos foram também consideradas em [43].

* Cdédigos de Classes Laterais (" Coset Codes") ([39], {40])

Neste caso, tem-se inicialmente um reticulado A (subgrupo discreto e aditivo do RN)
o qual se deseja usar para sinalizagio. O particionamento sera realizado como descrito
anteriormente, porém agora os subconjuntos do Gltimo nivel contém infinitos pontos.
Portanto, a cada elemento do grupo correspondera um subconjunto do qual se escolhera,
através de um seletor de sinais, um ponto para transmissgo.

Ent#o, a partir de um codigo C de comprimento # sobre G constrdi-se um codigo de
classes laterais € que consistira, portanto, de um conjunto infinito de nN-uplas. Tal

codigo € denotado por

CAOAQY . /A@ ; C;, Cy, ..., Cp),

onde A =AOVAQY  /A(M} representa a cadeia de particdes do reticulado A e C;
1 <i < m, representa um cddigo definido sobre Zpei , como em {4.12). Note ainda que
i

devemos ter
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AGDAD[=pT | 1<ism
Finalmente, note que € fica entdo definido por:
€ =Cp+Cy+ ...+ Cp+ (AM)n

Pode-se mostrar que a distdncia Euclidiana quadratica entre dois pontos quaisquer
¢1 e ¢, do codigo de classes laterais é limitada por:

d2(cy, ) 2 min{8}.dyin(Cy), 82.1in(Ca), -, S Gpin(C). A}

onde dp,i7(C;) denota a distincia minima de Hamming do i-ésimo codigo em (4.12), A,
denota a distincia intra-conjunto (ou intra-reticulado) em A® e §; denota a distancia
inter-conjunto (ou inter-reticulado) entre as classes laterais de A(® em AG-1) [39].

* Empacotamentos Esféricos

Se os pontos de € estiverem separados por uma distdnciza minima de 2p, entdo

esferas de raio p centradas nestes pontos podem ser usadas para a construgio de
empacotamentos esféricos {39]. O objetivo destas construges é maximizar 0 ganéo de

cadifécacde v(€) do empacotamento esférico (de dimensdo N) definido por
7€) =d*€)/ VYN ,

onde d2(€) ¢é a distincia minima Euclidiana de € e V(€) é o volume médio das zegddes
de Yoranol de €. Dado um ponto em €, a regiio de Voronoi do mesmo consiste de

todos os pontos de RN que estdo mais préximos a ele do que a qualquer outro ponto em
€. Interpretagdes fisicas a respeito de ¥(€) podem ser encontradas em [41].

Iremos terminar esta segio deixando para estudos futuros a investigacio de
reticulados em RN e suas partigdes que possam produzir bons codigos de classes laterais e
conseqiientemente bons empacotamentos esféricos. Presentemente, as partiches mais
conhecidas sdo as g-arias, i.e., aquelas em que os subconjuntos de cada nivel so sempre
particionados em ¢ novos subconjuntos. Uma excegio a esta prética pode ser encontrada em
[42], onde s8o realizadas parti¢Bes terndrias e quaterndrias do reticulado A, a fim de se
obter empacotamentos esféricos densos. Métodos sistematicos para realizagio de
particionamentos g-arios (onde ¢ = 2 é um inteiro) podem ser encontrados em [44] e nas
referéncias contidas na mesma.
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4.8. Conclusoes

Neste capitulo foi estudada a teoria basica de codigos lineares definidos sobre
grupos finitos. Foram fornecidas as definicBes de parfimetros tais como comprimento,
dimenséo, taxa, distincia (todas analogas &s definigbes de codigos sobre corpos) e ainda a
introdugio do conceito de conjuntos de informagio que caracterizam os cbdigos
sistematicos.

A seguir, foram caracterizadas as condigbes sob as quais um codigo sistemético é
linear, i.e, as fungBes que mapeiam os simbolos de informag3o nos simbolos de paridade
devem ser homomorfismos. Foi mostrado ainda que codigos sobre grupos ndo-abelianos sio
assintoticamente ruins e com isto nenhum método de construcfio foi proposto. Neste caso,
uma alternativa € abelianizar o grupo (nfo-abeliano) e construir codigos sobre os grupos
abelianos obtidos [6].

Dai entfio analisamos a proposta de construgio de codigos sobre grupos abelianos,
estudada em [29]. Do ponto de vista tedrico, ela € bastante interessante, no sentido em que
faz uma analogia com construgBes de codigos sobre corpos, i.e., através do uso de uma
matriz verificagiio de paridade. Além disso, a partir desta construgdo, pudemos concluir que
o desempenho de codigos sobre um grupo abeliano de expoente ¢ é sempre limitado pelo
desempenho de codigos sobre anéis Z,,:

A dificuldade de se sistematizar o método para construgSes de codigos para multipla
corregio de erros nos levou a fazer uma proposta alternativa, a qual consiste em concatenar
codigos definidos sobre o grupo aditivo de anéis do tipo Z; (onde ¢ é uma poténcia de
primo) para obtermos um codigo linear sobre um grupo abeliano. Mostramos ainda que a
distdncia minima de Hamming de qualquer codigo sistematico e linear sobre um dado grupo
abeliano ¢ limitada superiormente pela distincia minima de subcddigos (de mesma taxa)
definidos sobre o grupo aditivo de anéis Z, onde ¢ é uma poténcia de primo.

Finalmente indicamos como a construgio proposta (4.12) podera ser usada para se
obter esquemas de modulagdo codificada, codigos de classes laterais e empacotamentos
esféricos.
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APENDICE 4.1

Uma Nota sobre Cédigos Perfeiros

Sabemos que a grande maioria dos codigos com capacidade de correg@o de 7 erros
(onde ¢ = | (d,y, —1)/2]) pode ainda corrigir alguns padrdes de erro contendo mais do
que 1 erros. Os codigos gerfedtas sio aqueles que corrigem apenas os padrdes com f ou

menos erros € ndo mais. Uma interpretagio geométrica disto € que se centrarmos esferas de
raio ¢ nas palavras-codigo (pertencentes a um codigo perfeito), elas preencherfo todo o

espago.

Ja foi mostrado que os Gnicos codigos perfeitos sobre corpos GF(g) (onde g é uma
poténcia de primo) sio:

i) coOdigos binarios de repetigio;

i) codigos perfeitos g-arios comd,,;, =3 e n=(q" - 1) /(g - 1), para algum inteiro r,
ii) o (23, 12, 7)-cbdigo de Golay sobre GF(2),

iv) o (11, 6, 5)-codigo de Golay sobre GF(3).

Para maiores detalhes, veja [45] e as referéncias contidas na mesma.

Iremos mostrar aqui que ndo existem codigos perfeitos de "Hamming" (¢ = 1) defini-
dos sobre anéis Z,,, para m diferente de primo. Depois disto, baseados na teoria da Segfo
4.5, concluiremos que ndo existem codigos perfeitos com ¢ = 1, definidos sobre grupos
ciclicos cuja ordem € diferente de primo.

Antes porém, vamos recordar algumas propriedades. Seja C um cédigo perfeito de
comprimento n, capacidade de corregio 7 € nimero de palavras igual a M. Se o alfabeto A
sobre o qual C esté definido tem cardinalidade [A] = m, entdo é valida a seguinte relagio:

t .
M. Z(P)(m - =m" (4.14)
B E]

a qual é conhecida como a condigiio do empacotamento esférico {45].
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Considere agora o caso em que C é um (n, k)-codigo linear sobre A e comt = 1.
Entdo, (4.14) torna-se:

mk‘i(?).(mwl)i = m® 4.15)

E isto implica que

n-k
-1
n= 9—;“—1—{” (4.16)

Ou seja, se n-k = £, entdo um (n, k)-codigo linear e perfeito com ¢ = 1 e definido
sobre um alfabeto contendo m elementos devera ter como pardmetros;

£ £
m —1 m -1
= , k= —-£ e dyi,=3.
! m-1 m-1 min

Proposigdo 4.9 : Sejam os vetores h; € h, ern tais que ah;=(1 1 1.DT e
b.hy =(1 1..15)T, comb> 1, paraalgum par a, b € Z,. Entio, h; # h,.

Prova: Seja hy = (hy; hyy ... by 97. Como a.hy = (ahyahyy ..ah dT=(1 1. DT,
entdo hy) = hyy = ... = hy 4, j& que o inverso de a (quando existe) € Ginico [4]. Isto implica
que todo multiplo de 4y é da forma (r r r ... ), com r € Zy,. Portanto, h; # h,, pois existe
um multiplo de h, daforma(1 1 1...15),comb> 1. -

Teoremna 4.4 : Niio existem codigos lineares e perfeitos com ¢ = 1 sobre anéis Z,,, onde m ¢
diferente de primo.

Prova : Recorde que os par@metros desses codigos devem ser dados por:
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lmt.’, dpin=3 e ¢>1

Para demonstrarmos este teorema, iremos nos basear na matriz verificagiio de paridade H
que possui # colunas de £ componentes cada. Dai concluiremos que existem duas colunas
linearmente dependentes em H, o que implicaria que d,,;, < 2.

Suponha entdo, por absurdo, que seja dado um codigo com os pardmetros acima e que H

seja a sua matriz verificagdo de paridade com as colunas hy, by, ..., h, pertencentes a Zgl.

A partir disto, podemos concluir que:

i) para toda coluna h;, a.h; #0 (1 <7 < n) para todo a # 0. Se isto ndo fosse verdade, a

distdncia minima do codigo seria 1;

i) para quaisquer que sejam as colunas h; e h;, vale que a.h; + b.h;#0, com a e b nio

ambos nulos. Se isto ndio fosse verdade, a distincia minima do codigo seria, no méximo,
2.

Portanto, a.h; # b.h i V a e b ndo ambos nulos. Defina entdio os conjuntos:
Aj={ah,  a=20}, 1<ign

Temos entdo que:

a) a cardinalidade |A;] de A;ém - 1. Do contrario, existiriam a e b € Z,, (a = b) tais
que a.h; = b.h;. Dai (a - b)h; = 0 com a # b e isto contradiz i),

b) porii), A;Aj=¢, parai#j

Por a) e b) podemos concluir que o conjunto A = A; U Ay U ... U A, é conjunto de todas
as £-uplas pertencentes a Z;, (com excegéio da £-upla toda nula). Note que |A| =n.(m - 1) =
mt-1.

Sejam agora os vetores:
vi=(111..0)T e w=(111.1h)
com h > 1 e (h - 1) divisor de zero. (Lembre que é sempre possivel escolher um divisor de

zero em Z,, param diferente de primo). Como o conjunto A é o conjunto de todas as
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£-uplas (com excegio da {-upla toda nula), entfio v) € A; e 3 € Aj, para algum par i, j. Dai
vy =a.h; e vy = b.h;. Pela Proposi¢io 4.9, devemos ter i # .

Sendo (h - 1) divisor de zero, 3 ¢ = 0 tal que c.(h - 1) = 0 ou equivalentemente, 3 ¢ # 0 tal
que c.h=c. Dai:

cypj=(ccc..c)e

ceva=(ccc..eh=(ccc..0)

Isto implica que -c.y) + c.¥y = 0, ou seja, (-c.a).h; + (c.b) h j=0comc.aec.b diferentes de

zero (se c.a ¢ c.b fossem zero, entdo c.y) e c.v, seriam zero).

Portanto, a distincia minima do codigo € 2, o que é uma contradigio. E isto prova que nio
existe o codigo com os pardmetros dados na hipotese. »

Da Segiio 4.5, sabemos que um (n, k)-codigo linear e sistematico sobre um grupo
abeliano G tal que

Gz=lyg;x2y,%x .. xLgy,

tem a matriz H em (4.9) como a sua matriz verificagio de paridade. Lembre que H devera
estar sobre o anel Zyq . (onde d,, é o expoente de G) e que ela € do tipo m.(n-k) x m.n.

Entio, baseados no Teorema 4.4, temos o Corolario 4.2.

Coroldrio 4.2 . Nio existem codigos lineares e sisteméticos que sdo perfeitos com 7 = 1
sobre grupos ciclicos cuja ordem ¢ diferente de primo.

Prova : Imediata. =
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CAPITUL

CONCLUSOES

Neste trabalho foi dado um primeiro passo rumo & caracterizagio de codigos
lineares sobre grupos finitos. A principal motivagio deste estudo foi a construgio de
codigos de classes laterais generalizados a partir de codigos (sinais) geometricamente
uniformes "elementares”, conforme sugerido na Secéo IV de [2]. |

O estudo de codigos sobre grupos finitos nos permitiu concluir varios aspectos com
relagdo ao seu desempenho (taxa e distincia minima) e dentre eles os mais relevantes foram:

i) codigos lineares e sistematicos sobre um grupo abeliano G qualquer (finito) possuem
desempenho necessariamente limitado por um subcodigo definido sobre um subgrupo de

G, o qual ¢ isomorfo ao grupo aditivo de um corpo finito GF(q) ou de um anel de
inteiros Z onde g € uma poténcia de primo;

ii) codigos lineares e sistematicos sobre grupos ndo-abelianos (também finitos) sdo
assintoticamente ruins, i.e, a razdo entre a distincia minima e o comprimento dos
c6digos vai a zero & medida que o comprimento dos codigos aumenta (isto foi mostrado
por Biglieri e Elia em [29]). Uma sugestdo dada por Forney [6] foi a de se abelianizar
os grupos ndo-abelianos de interesse e entio construir codigos sobre os grupos
(abelianos) provenientes desta abelianizagdo.
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Optamos por investigar somente cddigos sobre grupos abelianos, considerando a
geragio e a decodificagiio dos mesmos.

A identificagio de cddigos sobre grupos abelianos com cddigos sobre o grupo
aditivo de anéis Z,, nos permitiu tomar vantagem da estrutura de anel de Z,, i.e., ainda foi
possivel - nos casos de interesse ~ caracterizar os codigos em termos de matrizes geradoras
e verificagfio de paridade e conseqiientemente traté-los de forma bastante aniloga a codigos
sobre corpos GF(g).

Nesse sentido, iniciamos o trabalho com a investigagio das principais classes de
codigos sobre anéis Z, que possuem os correspondentes em corpos, i.e., codigos ciclicos, de
Hamming, Reed-Solomon ¢ BCH. A seguir foram derivados os respectivos algoritmos de
decodificagfio para estes cddigos, procurando sempre manter analogia com os algoritmos
eficientes de decodificag@o dos correspondentes codigos definidos sobre corpos.

Uma contribuigBo importante foi a generalizagio do algoritmo de Berlekamp-
Massey (BM) para a decodificagio de codigos Reed-Solomon ¢ BCH quando definidos
sobre anéis Z,. Uma aplicaglio imediata desta generalizagiio foi a sintese de registros de
deslocamento que geram seqiiéncias prescritas cujos elementos pertencem a um anel
comutativo com identidade.

Ainda dentro deste escopo foi considerado o problema da sintese de registros de
deslocamento para a geragio de multiseqiiéncias (com elementos também pertencentes a um
anel comutativo com identidade) o qual foi resolvido a partir de uma outra generalizagdo do
algoritmo de BM, Esta generaliza¢8o foi obtida a partir de um refinamento de um algoritmo
mais geral, conhecido como Algoritmo Iterativo Fundamental (AIF), o qual resolve o pro-
blema da determinagdo do menor conjunto inicial de colunas linearmente dependentes em
uma matriz cujas entradas pertencem também a um anel comutativo com identidade. Mos-
tramos ainda mais que a generaliza¢do do algoritmo de BM para multiseqiiéncias podia tam-
bém ser utilizada para a decodificaglio de certas classes de codigos ciclicos sobre Z, até o
limitante de Hartmann-Tzeng (HT), onde multiplas seqiiéncias de sindromes s@o disponiveis.

Terminado entdo o estudo de cddigos lineares sobre anéis Z,, passamos a descrever
os codigos lineares sobre grupos. Inicialmente discorremos sobre as principais contribuigdes
dadas para este topico, e.g., as contidas no trabalho por Biglieri e Elia [29] no qual os aufo-
res propuseram construir codigos lineares sobre grupos abelianos através do uso de uma

matriz verificaglio de paridade a qual possui entradas em um anel Z,.

Vimos que o principal obstaculo apresentado por esta construgiio é que a referida
matriz verificagio de paridade imple certas restrigbes aos seus elementos, as quais
dificultam a sistematizagio do processo de construgiio de novas classes de codigos.
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Finalmente apresentamos uma proposta alternativa em que os codigos sobre grupos
abelianos sdo obtidos via concatenagdo generalizada de codigos sobre anéis de inteiros resi-
duais. O processo de decodificagdo consistiu basicamente de se construir decodificadores
para cada codigo componente na concatenagio. Foram indicadas também aplicagBes desta
construgdo em esquemas de modulagiio codificada, cédigos de classes laterais e empacota-
mentos esféricos.

o Tépicos para pesquisa futura

Aparentemente existem varios topicos abordados neste trabalho os quais poderiam ser
pesquisados em maior profundidade. A lista abaixo relaciona alguns deles:

1) generalizagBo de outras classes de codigos com simbolos em corpos finitos, e.g.,
codigos alternantes, para codigos com simbolos em anéis de inteiros residuais Z,;

2) investigag@o de classes de codigos definidos sobre anéis com estrutura diferente de Z,,
e.g., anéis inteiros algébricos;

3) adaptagdo dos algoritmos de decodificagéio - baseados na distancia de Hamming - para
outras disténcias, e.g., a distdncia de Lee;

4) o método de obtengdo de codigos sobre grupos abelianos depende basicamente da
disponibilidade de codigos sobre anéis de inteiros residuais e isto acabou nos levando
naturalmente a fazer uso das duas operagdes de anel, a "adigdo” e a "multiplicagio”,
quando da geragdo e decodificagiio dos codigos sobre grupos. Uma sugestio seria a
de se usar apenas uma operagio, a operagiio "aditiva” do grupo abeliano em questiio.
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