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Resumo

Tendo como base trabalhos recentes que associam o desempenho de sistemas de comunicacao
digital ao género de uma superficie compacta de Riemann, este trabalho tem como objetivo
propor uma integragao entre modulacao e codificacao de canal, tendo como base o género
da superficie. Para atingir tais objetivos, nossa proposta é a seguinte: fixado um género g
(g =0,1,2,3), encontrar curvas com este género e fazer uma analise dos parametros dos cédigos
associados a esta curva, a fim de se obter uma modulacao e um sub-cédigo desta modulagao

para ser utilizado na codificacao de canal.

Palavras-chave: superficie de Riemann, curvas algébricas, cédigos de Goppa, modulacao.

Abstract

Based on recent research showing that the performance of bandwidth efficent communication
systems also depends on the genus of a compact Riemann surface in which the communication
channel is embedded, this study aims at proposing a combined form of modulation and coding
technique when only the genus of a surface is given to the communication system designer. To
achieve this goal, the following procedure is proposed. Knowing that the channel is embedded
in a surface of genus g, find algebraic curves with the given genus which will give rise to the
modulation system, an (n,n, 1) type of code, and from this find the best (n, k,d) subcode, to

be employed in the aforementioned combined form.

Keywords: Riemann surface, algebraic curves, Goppa codes, modulation.
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Capitulo 1
Introducao

Na busca por projetar sistemas de comunicagoes mais confidveis e menos complexos, espacos
métricos provenientes de espagos vetoriais foram associados a cada um dos blocos do diagrama

de blocos de um sistema de comunicagao tradicional (veja figura I).

fonte — | cod.fonte | — | cod.canal | — modulador
| canal
usuario | «— | dec.fonte | «— | dec.canal | «— demodulador

Figura I-Modelo tradicional de um sistema de comunicacao digital

Posteriormente, novas associagoes foram feitas, como por exemplo a utilizacao de espacos
topoldgicos [1]. Desta forma, novos conceitos matematicos passaram a ter importancia no
estudo de sistemas de comunicacao. Baseados na informacao de que sistemas de comunicagoes
utilizando o canal discreto sem meméria Cy g[8, 2] (quantizagao de 3 bits) apresentam melhor
desempenho do que sistemas de comunicagoes utilizando o canal discreto sem meméria Cy (2, 2]
(quantizacdo de 1 bit), trabalhos recentes (ver [1], [2]) mostraram que quanto maior o género
da superficie no qual o canal pode ser mergulhado, melhor o desempenho do sistema. Uma das
motivagoes dos trabalhos citados anteriormente foi perceber que o canal Cy g[8, 2], que é um dos
canais mais utilizados em sistemas de comunicagoes, pode ser mergulhado em superficies com
género g = 0,1, 2, 3, enquanto que o canal Cs[2,2] s6 pode ser mergulhado em uma superficie
com género g = 0. A partir de entao, um novo conceito passa a ser de interesse no estudo de
sistemas de comunicagoes: o género de uma superficie.

Os codigos de Goppa, ou codigos algébrico-geométricos, formam uma classe de cédigos com



2 Introducao

um bom desempenho e estao associados a curvas algébricas. Um dos conceitos fundamentais no
estudo de curvas é o conceito de género da curva. Curvas algébricas e superficies de Riemann

estao relacionadas através do género (da curva ou da superficie). Em [3] é mostrado que:

e 0s polos e os zeros de fungoes racionais de curvas com género g = 0 estao distribuidas na
superficie de uma esfera (superficie de Riemann de género 0), assim como os codigos de

Slepian;

e 0s polos e os zeros de fungoes racionais de curvas com género g = 1 estao distribuidas
na superficie de um toro (superficie de Riemann de género 1), assim como os c6digos

reticulados.

Da associagao entre género de curvas e género de superficies nos quais os canais podem ser
mergulhados, surgiu a motivacao do trabalho aqui apresentado. Nosso objetivo é propor um
sistema de comunicagao digital baseado em um unico parametro: o género da superficie. Para
isso, a proposta é fazer uma combinacao entre modulacao e codificacao de canal, isto é, fixado
o género da superficie na qual o canal serda mergulhado, buscar codigos que estejam associados
a uma curva de mesmo género, que sirvam de moduladores, e subcodigos destes cddigos, que

possam servir para a codificacao de canal. Dividimos esta tarefa nas seguintes etapas:

e Fixado um género g (g = 0, 1,2,3), procurar curvas com este género e fazer uma andlise

dos parametros dos cddigos de Goppa associados a estas curvas;

e Verficar se, para um dado género, é possivel conseguir uma curva que forneca um cédigo
de Goppa que sirva como uma modulagao e também subcédigos deste cédigo que possam

ser usados na codificacao de canal;

e Verificar se os subcddigos buscados para a codificacao de canal podem formar uma par-

ticao do modulador, a fim de construir cédigos multiniveis.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No capitulo A, sao apresentados os conceitos e resultados fundamentais da teoria de curvas
algébricas que serao necessarios para a compreensao do que serd desenvolvido nos capitulos
seguintes. Neste capitulo também é apresentada uma parte da teoria de bases de Groebner,
utilizada na determinacao de bases para os espacgos vetoriais associados a curvas e divisores.
Nao sao apresentadas demonstracoes dos resultados. Para os interessados nestas demonstragoes,
recomendamos a leitura de [4], [5], [6] e [7].

No capitulo 2, desenvolvemos a teoria de codigos de Goppa racionais, que sao cddigos

associados a curvas de género 0. Estes cédigos sao tratados de uma forma diferente da forma



como serao tratados os codigos provenientes de curvas com género g = 1,2,3 e assim, uma
descricao simples desta forma é feita na primeira secao. Ao final do capitulo é apresentado um
algoritmo para a obtengao de subcddigos com méaxima distancia de separa¢ao (MDS) de um
codigo racional com parametros (n,n,1).

No capitulo 3, tratamos dos cédigos provenientes de curvas com género 1. Inicialmente,
apresentamos dois exemplos de cédigos sobre Fy, um deles associado a curva Hermitiana e
outro associado a curva de Hurwitz generalizada. Estes exemplos servem para termos idéia das
dificuldades que podem surgir, visto que no primeiro podemos trabalhar com divisores com um
unico ponto base e no segundo precisamos de divisores com dois pontos base. Para finalizar
o capitulo, apresentamos um resultado onde sao derivados os parametros de todos os codigos
provenientes de curvas maximais de género 1 com divisores da forma D = rP,..

No capitulo 4, apresentamos dois exemplos de cédigos: um originario de uma curva de
género 2 e outro de uma curva de género 3. Neste capitulo nao foi possivel apresentar uma
generalizagao, pois nao se conhecem muitas curvas maximais com género 2 e 3. No final do
capitulo, veremos que os codigos de Goppa podem ser utilizados na construcao de cédigos
multiniveis, que é uma maneira de se fazer concatenagao de codigos, visando a obtencao de
cddigos com comprimentos grandes a partir de codigos menores.

No capitulo 5, apresentamos as conclusoes e fornecemos algumas propostas de trabalhos

futuros.



Capitulo 2
Cddigos de Goppa Racionais

Neste capitulo, iremos analisar os codigos de Goppa racionais, codigos estes provenientes
de curvas com género g = 0. Estes cédigos sao sempre codigos com maxima distancia de
separacao, isto é, cédigos MDS, mas seus subcddigos podem nao apresentar esta propriedade.
Assim sendo, apresentaremos também um processo para construcao de subcddigos MDS de
cddigos racionais. Veremos também que é possivel utilizar codigos racionais para a construgao
de cédigos multiniveis. Neste capitulo, usaremos uma abordagem diferente da que sera utilizada
nos demais capitulos, ja que aqui nao precisaremos da equagao da curva para a construcao dos
codigos. Entretanto, serd necessario o conhecimento e o entendimento de alguns conceitos de
geometria algébrica tais como polinémios homogéneos, fungoes racionais, divisores e espagos
vetoriais associados a divisores.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. As Secoes 2.1 e 2.2 contém os conceitos
necessarios para o entendimento da abordagem utilizada neste capitulo. Na Secao 2.3 serao
apresentados alguns exemplos de cddigos racionais, dentre eles os codigos de Reed-Solomon. Por
meio desses exemplos, veremos que os subcodigos de codigos racionais podem nao ser MDS.
Na Secao 2.4, apresentaremos um processo para a construcao de subcédigos MDS de cddigos

racionais.

2.1 Conceitos Preliminares

Sejam k um corpo e k[X,Y] o anel de polinomios em duas indeterminadas sobre k. Nesta
se¢ao, veremos alguns conceitos e resultados sobre polinomios em duas varidveis que nos serao
uteis para a definicao dos codigos de Goppa racionais.

Um polindmio homogéneo de grau r, ou uma forma de grau r, é o polinomio nulo ou

um polinémio em que todos os monomios possuem grau r. Todo polinomio homogéneo de grau

5
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r pode ser escrito na forma

,
P(X,Y)=aoX" +a XY + . 40, XY a0, Y" =) a; XY a; €k
j=0
Neste caso, vamos considerar o polindomio nulo como polinomio homogéneo de qualquer grau.
Uma forma ¢é dita regular se nao for divisivel por Y.
Mais adiante precisaremos de formas que sejam irredutiveis. A proposicao a seguir nos

fornece uma condigao para saber se uma forma é ou nao irredutivel.
Proposicao 2.1.1 ([4]) Seja P € k[X,Y], P ndo constante e uma forma reqular. Entao P é
irredutivel em k[X,Y] se, e somente se, P, = P(X,1) € irredutivel em k[X].
Observagao 2.1.1 Seja p(X) € k[X] um polinomio de grau r. O polinémio
* T X

¢ um polinomio homogéneo de grau r. FEste processo de obtencao de polinomios homogéneos é

chamado de homogeneizacao.

Uma forma de grau » P é monica se P, é um polinomio monico, isto é, se
P(X)=PX,1)=X"+a, X" ' +.. +a,.

O teorema a seguir nos mostra que toda forma em duas variaveis pode ser fatorada como produto
de formas monicas regulares, além do polinomio Y. Esta decomposicao sera importante para
o entendimento dos elementos do corpo das fungoes racionais e de divisores associados a estes

elementos.

Teorema 2.1.1 ([4]) Seja P € k[X,Y], P & k uma forma. Ezistem um tnico elemento
a € k* = k — {0}, um dnico nimero natural r, formas modnicas requlares e irredutiveis
Py, ..., P, € k[X,Y] duas-a-duas distintas e inteiros positivos ny, ..., ns tais que os pares (P;,n;)

sao univocamente determinados, a menos de ordem, satisfazendo

P=aY"P". P

2.2 Funcoes Racionais, Divisores e Cdédigos de Goppa

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos de geometria algébrica que sao necessarios

para a definicao e entendimento dos cédigos racionais.
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A reta projetiva associada ao corpo k é o conjunto
P, = {P € k[X,Y]; P forma monica irredutivel }.

Da Proposicao 2.1.1, temos que P, é formado pelo polinomio (variavel) Y e por todas as formas
regulares P € k[X,Y], P ¢ k, tais que P, é monico e irredutivel.

Definimos o corpo das fungoes racionais de P, como sendo

F
K(Py) = {5, F, G formas de mesmo grau, G # 0} :

Observagao 2.2.1 Seja ¢ # 0 em K(Py). Sabemos entao que existem formas F,G de mesmo

grau tais que
F

90:5-

Usando o Teorema 2.1.1 e considerando que Y € Py, podemos escrever

anl HPTP, GZGQH-Pspv

PEPk It)e]P)]C

com rp, Sp nao nulos somente para um numero finito de elementos P € Py. Dessa forma,

o= m&_ HPTPSP_&HPTLP

b
asz HPGIF’k pe 2 pep, PPy,

com np # 0 somente para um numero finito de elementos P € Py.

Tendo como base a observacao anterior, dado um elemento qualquer P; € Py, podemos

definir uma fungao valoragao em K (P) \ {0} da seguinte forma:

Up, K(Pk) \ {O} — Z
v =P"(a H P™) — wp (@) =ny. (2.1)
P#£P,

Esta funcao sera utilizada posteriormente na definicao de grau de divisores.

Um divisor em P, é uma soma formal de um numero finito de elementos de P, com

coeficientes inteiros. Assim, todo divisor é uma expressao da forma
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onde np sao inteiros diferentes de 0 somente para um numero finito de P’s. Esses inteiros sao

chamados peso de D em P e é denotado por vp(D). Assim, podemos escrever

D= wvp(D)P.

PePy

Dados dois divisores D =} pp npP e D' =} pp mpP, dizemos que D ¢ maior ou igual
a D', denotado por D > D', se np > mp. Um divisor D > 0 (0 é o divisor nulo) é chamado
divisor positivo.

Um divisor é primo se for da forma D = 1P = P. Dado um divisor qualquer D =

Z vp(D)P, o suporte do divisor é o conjunto formado pelos elementos P € P, que aparecem

PclPy,
na expressao do divisor D com coeficientes nao nulos. Assim,

Supp(D) = {P € Py| vp(D) # 0}.
Definimos também o grau de um divisor D como sendo

gr(D) =Y vp(D)gr(P),

PePy

onde gr(P) é o grau de P como um polindmio.

Dada uma fungao racional ¢ € K(P;) \ {0}, o divisor associado a esta fung¢ao racional é

div(e) = 3 vp(p)P.

PePy,

onde vp(yp) é a fungao valoragao definida em (2.1). Nao definimos div(0).

Seja D um divisor em Px. O espago vetorial associado a D é o conjunto
L(D) = {p € K(Py)|div(p)+ D >0} U{0}.

L(D) é um sub-espaco vetorial de K(Py) e vale £(0) = k.

Um divisor D é principal se existe ¢ € K (IP;)\{0} tal que div(¢) = D. Dados dois divisores
D e D', dizemos que eles sao linearmente equivalentes, denotado por D = D', se D — D' é
um divisor principal. O teorema a seguir caracteriza divisores principais e divisores linearmente
equivalentes. Além disso, este teorema fornece informacoes sobre os espacos vetoriais definidos

anteriormente.

Teorema 2.2.1 ([4]) Sejam D, D’ divisores em Py. Entdo:
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i) D € principal <= gr(D) = 0;
ii) D=D" <= gr(D) = gr(D');

iii) L(D) # {0} se, e somente se, existir um divisor D' linearmente equivalente a D tal que
D" > 0;

iv) Se D = D', entdao os espagos L(D) e L(D') sdo isomorfos. Assim, se D é um divisor de
grau r, entio L(D) € isomorfo a L(rY).
Tendo como base as informagoes do Teorema 2.2.1, podemos caracterizar os espacos vetoriais

L(D) por meio da seguinte proposigao:

Proposicao 2.2.1 ([4]) Seja D = > vp(D)P um divisor com gr(D) =r > 0. Entdo

L(D) = { I1 o™ (Z ainin> D ay € K}.

PePy, it+j=r

Além disso, temos que dimpL(D) = gr(D)+1=r+ 1.

Seja ¢ € K(Py) nao nulo e P € P, um polindémio de grau um tal que vp(p) > 0. O valor

de ¢ em P é definido como

v(a,1), se P=X —aY;
p(P) = (2.2)
©(1,0), se P =Y.

Seja k = F, o corpo finito com ¢ elementos. Seja s um inteiro tal que 1 < s < g e
sejam ay, ..., as € I, distintos dois-a-dois. Consideremos os elementos P, = X — a,Y, ..., P =
X —aY,P;y1 =Y em P eodivisor D=P, + ...+ P;+0Ps;; onde d =0 oud =1. Sejan o
grau do divisor D (n = s oun = s+ 1). Consideremos também um divisor E, com gr(E) > 0,
e tal que Supp(D) N Supp(E) = 0.

O cédigo de Goppa C(D, E) associado aos divisores D e F é o conjunto imagem da
aplicagao linear

Avp : L(E) — k™
o (e(P), - e(B)

Os parametros desses cédigos sao dados no teorema a seguir.

(2.3)

Teorema 2.2.2 ([4]) O cddigo de Goppa C(D, E) é um (n, k,d)—codigo linear, onde n = s
(caso 6 =0) oun=s+1 (caso 6 =1), k =dimL(E) —dimL(E — D) ed >n—gr(E). Além
disso, se 0 < gr(E) <n entio k =dimL(E)=gr(E)+1ed=n—k+ 1.
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Corolario 2.2.2.1 Se 0 < gr(F) < n, entdo os codigos de Goppa C(D, E) sdo codigos MDS.

2.3 Exemplos de Cddigos Racionais

Tendo como base as informacgoes das segoes 2.1 e 2.2, faremos nesta secao a construcao de
alguns cddigos racionais. O corpo considerado para a construcao dos exemplos serd [Fy (corpo
com 4 elementos). Nos quatro primeiros exemplos vamos construir cédigos com comprimento

maximo (n = 5) e, para isso, consideraremos o divisor D da forma
D=P+P+P+P+F,
onde
P=Y, =X, B3=X+Y, P,=X+aY, P5=X +a%.

De acordo com o Teorema 2.2.2, se considerarmos um divisor E, com 0 < gr(FE) < 5, e tal que
Supp(D) N Supp(E) = 0, entao os codigos resultantes tém parametros n =5k = gr(E) + 1 e

d =5—gr(F). Una das maneiras de se obter divisores E nas condi¢oes desejadas é a seguinte:

e Encontrar um polinomio p(X) € F4[X] que seja monico, irredutivel e tal que
1 < deg(p(X)) < 4

e Considerar o divisor E como a homogeneizagao de p(X), isto é, E = P(X,Y) = p*(X,Y).

Nestes exemplos veremos que os codigos gerados sao sempre MDS porém, ao escolhermos sub-
cédigos de forma aleatoria, estes podem nao ter esta propriedade.

No tltimo exemplo, consideraremos o divisor
D =P + P+ P+ Py,

onde

P1:X, P2:X+}/, P3:X+Oé}/, P4:X+OZ2Y,

e consideraremos F = rY com 1 < r < 3. Neste caso, os parametros dos codigos associados sao

n=4, k=r+1, d=4—r. Os codigos assim obtidos sao os cdédigos Reed-Solomon.

Exemplo 2.3.1 Neste exemplo, vamos gerar um cddigo com parametros (5,5,1). Para isso,
sequindo as observagdes anteriores, precisamos de um divisor E de grau 4. O polinémio g(X) =
X4+ X +1 é monico irredutivel em F4[X] e sua homogeneizagio G(X,Y) = X* + XY3 + Y4
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¢ um elemento em Py. Considerando E = G(X,Y), de acordo com a Proposi¢cio 2.2.1, temos

que o conjunto

X4 X3Y X?Y? XY3 Y4
B‘{GI‘E’G2‘T’G3— G ’G4_T’G5_5}

¢ uma base do espaco L(E). Por definicdo, o cédigo C(D, E) tem matriz geradora dada por

Sendo G(X,Y) = X+ XY? +Y* e usando (2.2), temos que
e G(P)=G(1,0)=1;
. G(P) = G(0.1) = 1;

o G(Py) =G(1,1) =1;

G(P4) = G(Oz, 1) = 1,’

G(Py) = G(a?,1) = 1.

Portanto, temos
o Gi(P) =1, Gi(P) =0, Gi(P) =1, Gi(P) =, G1(Ps) = a%;
o Go(P) =0, Go(Po) =0, Go(Ps) =1, Go(Py) = 1, Go(Ps) = 1;
o G3(P) =0, G5(Po) =0, G3(Ps) = 1, G3(Py) = a2, G3(P5) = ;
o Gu(P) =0, Gu(Po) =0, G4(P;) = 1, Ga(Py) = a, Gu(P3) = a%;
o G5(P) =0, Gs(Po) =1, G5(Py) = 1, G5(Py) = 1, Gs(Ps) = 1.

Desta forma

101 a o
001 1 1
M=1001 o «
001 a o
011 1 1|

Vejamos agora alguns subcodigos que podem ser obtidos a partir do cédigo racional encon-

trado.
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e Subcodigos de dimensao 4.

Temos 5 subespacos de L(E) de dimensao 4 gerados pelos conjuntos

Bl - {G17G27 G37 G5}7 82 - {Gla GQ; G47G5}7 63 = {G17 G37 G47 G5}
84 - {G17G27 G37 G4}7 B5 - {G27 G37 G47G5} .

Todos estes geradores nos fornecem (5,4,1)— cddigos. Para isto basta observar que as
matrizes geradoras dos codigos obtidos de By, Bs, Bs possuem a sequnda e a quinta linha
de M, cuja soma € um vetor de peso 1. Os codigos obtidos de Bs, By possuem a primeira

e a quarta linha de M que, somadas, nos fornecem um vetor de peso 1.

e Subcodigos de dimensao 3.

Podemos obter um subcédigo com parametros (5,3, 1), tomando como gerador o conjunto
By = {G1,Gy,G5}; um subcddigo com parametros (5,3,2), tomando como gerador o
conjunto By = {G1,Gs,G3} e também um subcddigo com parametros (5,3,3), tomando

como gerador o conjunto By = {G1,G3,G5}.

e Subcodigos de dimensao 2

Podemos obter um subcddigo com parametros (5,2,4), tomando como gerador o conjunto
By = {G1,G5} e também um subcédigo com parametros (5,2,1), tomando como gerador
o conjunto By = {G1,G4}.

Exemplo 2.3.2 Neste exemplo, vamos construir um cddigo racional com parametros (5,4,2).
Como k = 4, precisamos de um divisor com grau 3. Logo, precisamos de um polinomio irre-
dutivel de grau 3. O polinomio p(X) = X®+ X +1 é ménico e irredutivel. Vamos considerar o
divisor E = P(X,Y) =p*(X,Y) = X3+ XY? +Y3. Neste caso, teremos como base do espago
L(E) o conjunto

X3 X%y XY? \ &
B:{G1:?7G2: P7G3: 7G4:_}-

A matriz geradora do codigo € dada por
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Sequindo o mesmo procedimento do Exemplo 2.3.1, a matriz geradora é dada por

2

1 01 o «
M- 001 a o
001 1 1
01 1 o «

Todos os subcddigos de dimensao 3 apresentam parametros (5,3,2). Dentre os subcddigos
de dimensdo 2 temos um com parametros (5,2,2), quando consideramos o subespaco gerado

pelo conjunto By = {XT;’, Y?f}, e também um subcddigo com parametros (5,2,3), tendo como

. 3 2
gerador o conjunto By = {%, XPY}

Exemplo 2.3.3 Neste exemplo, construiremos um codigo racional com parametros (5,4,2).
Para isso, utilizaremos o polinomio p(X) = X3+aX?+1 que é monico e irredutivel. Considerando-
se o divisor primo E = P(X,Y) = X3 + aX?Y + Y3, teremos como base do espago L(E) o

conjunto

o {0 XY Xv2 e
PP PP

A matriz geradora do codigo € dada por

1 0o 1 «
M- 0 0 o o? o?

00 o> a 1

01 a2 1 «

Assim como no Ezxemplo 2.3.2, todos os subcodigos de dimensdo 3 possuem parametros

(5,3,2). Dentre os subcddigos de dimensdao 2, temos um com parametros (5,2,2), quando con-
sideramos o subespaco gerado pelo conjunto By = {X%, Yg} e um com parametros (5,2,3),

. 3 2
tendo como gerador o conjunto By = {XF, XPY}

Exemplo 2.3.4 Neste exemplo, vamos construir um cddigo racional com parametros (5,3, 3).
Para isso, usaremos o polinomio p(X) = X?+ X +a que é monico e irredutivel. Considerando-

se o divisor primo E = P(X,Y) = X2 + XY + aY?, teremos como base do espaco L(E) o

5o X2 XYy Y?
P> PP

conjunto
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A matriz geradora do codigo € dada por

1 0 a2 1 ao?
M=10 0 o o* 1
0 o> &2 a «

Neste exemplo, consequimos um subcédigo com parametros (5,2,4), tomando como gerador
. 2 2 , ,oq- A .
o conjunto By = {XF, Y?}, e também um subcddigo com parametros (5,2,3), considerando o

subespaco gerado pelo conjunto By = {X?f, %

Podemos também construir um cédigo com prametros (5,5,1). Para isso, vamos considerar

o dwisor primo E; = 2P(X,Y). Neste caso, o espaco L(FE1) € gerado pelo conjunto

X* X3y X?Y? XY? v4
81: ﬁ) P2 ) P2 ) P2 7ﬁ )

e a matriz geradora € dada por

1 0 a1 «
0 0 a o o?
Mi=10 0 a o 1
0 0 a1 «

|0 a a o o |

Como no Exemplo 2.53.1, todos os subcddigos de dimensao 4 tém parametros (5,4,1). Den-

tre os subcddigos de dimensao 3, temos um subcddigo com parametros (5,3,3), gerado pelo

conjunto By = {)15—;‘, X;,f, ’;—;}, um subcddigo com parametros (5,3,2), gerado pelo conjunto

P2 v p2 s p2

X4 X2%y?2 Xy3
P2y T p2 oy p2 .

Bs = {X2y2 Xye Y4} e um subcddigo com parametros (5,3,1), gerado pelo conjunto By =

Exemplo 2.3.5 Neste exemplo, os divisores serao da forma E = rY, com 1 < r < 3.

Considerando-se r = 3, o espag¢o L(E = 3Y') € gerado pelo conjunto

5o X3 X?X1
Y3 Y2ry’ [
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A matriz geradora correspondente € dada por

01 1 1
0 1 o2
o a2 «
01 a o
1 1 1 1

FEsta matriz da origem a um cddigo racional com parametros (4,4,1).

Considerando-se v = 2, o espago L(2Y) € gerado pelo conjunto

X2 X
=< —,—, 1.
B, {Yz’y’ }

A matriz geradora correspondente € dada por

2«

2

Gy =

_— o O
e S Y

o}
o«
1 1

Esta matriz dd origem a um cddigo racional com parametros (4,3,2). Note que este cédigo
¢ um subcodigo do codigo anterior.

Considerando-se v =1, o espago L(Y) € gerado pelo conjunto

X
BQZ {?,1}

A matriz geradora correspondente € dada por

Gy — 01 « a2].

111 1

Esta matriz dd origem a um cddigo racional com parametros (4,2,3). Note que este cédigo

¢ um subcodigo dos codigos obtidos anteriormente.

Observacao 2.3.1 No Ezemplo 2.5.5, notamos que sempre que tivermos codigos Reed-Solomon,
¢ possivel através da matriz geradora (modulagdo) obter subcddigos que sejam sempre MDS. Dos
Ezxemplos 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 e 2.3.4, notamos que os subcodigos obtidos através da matriz ger-
adora podem nao ser subcodigos MDS. Na proxima secao iremos propor um procedimento de

construgao de subcddigos racionais de Goppa que sao sempre MDS.
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2.4 Processo de Construcao de Subcoédigos Racionais MDS

Sem perda de generalidade, iremos considerar o corpo [F,m, com p primo, e para simplificar
as notacoes usaremos

mo__
a1 =0, ap=1, a3 = ,..., apm =a? 2

e também

P1 = (1,0),P2 = (C(l, 1),P3 = (OCQ, 1), -'-7Ppm+1 = (Ckpm, 1)

Vamos considerar D = Py + ... + P,m41 € supor que exista um polinémio irredutivel g(X) de
modo que o divisor F(X,Y) = rG(X,Y), onde G(X,Y) = ¢*(X,Y), tenha grau p™. Neste

caso, o espago L(E) é gerado pelo conjunto

X" xeU-ly Xyt oy
{G(X,Y)r’ GX,Y) 7 GX,Y) G(X,Y)r}’

dando origem a um (p™ + 1,p™ + 1, 1)—cé6digo racional.
Seja 2 < k < p™. Para a construcao de subcédigos MDS de dimensao k do cédigo (p™ +

1,p™ + 1, 1), os seguintes polinémios serao utilizados na obtencao dos geradores.

k—1

o ((X)=a ][(X +a)

=1

k—1

o i(X)=c ] X+wm) t=2.k
i=1
itt—1

A constante ¢; é um elemento de F,» escolhido de modo que
filX) =X + h(X), deg(h(X)) = 2.

Os polinomios f;(X) s@o os polinémios de interpolagao, [4], dos elementos aq, ..., 1. Assim,
temos que
ft(Oétfl) = 1, ft(ai) = O, 1= 1, ceey k — 1, 1 7& t—1.

Os geradores do subcddigo serao obtidos, por meio dos polindmios anteriores, da seguinte

forma:

G(P)"(XP" +Y7"h($))
G(X,Y)r

e [1(X,)Y)=
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G(P)Y"" fi(5)

* BXY) = —ox 5y

L t=2, ...k

Os polindémios Fy(X,Y), t = 2,..., k sao obtidos fazendo-se a homogeneizagdo dos polinémios

fi(X). Assim, temos que

G(P)" fi(a
Ft(a, 1) = % = ﬁtft<a),v a &€ ]Fpm.
O polinémio Fy(X,Y) nao é a homogeneizagao de fi(X), porém, como a?” = a, satisfaz a

seguinte condigao:

Fl(a, 1) _ G(Pl)T(ap + h(a)) _ G(Pl)r.{l(

a)
G(a, 1) T TG Bifi(a),V a € Fym.

E interessante observar que, da forma como foram construidos estes polinomios, valem as
seguintes igualdades:
Fi(P) =106y, i=1,...,k, j=1,.. k.

Portanto, os polinomios Fi(X,Y), F5(X,Y), ..., F(X,Y) s@o linearmente independentes. As-
sim, eles geram um subespaco de dimensao k, isto é, geram um subcddigo de dimensao k, com

matriz geradora na forma
M = [Idy| M,

onde
Fy(Pey1) Fi(Pry2) o Fi(Ppmya)

Fy(Pior1) Fo(Pry2) - Fa(Ppmin)
M, = . : .
Fy(Piy1) Fi(Pey2) o Fr(Ppmia)

Para uma melhor compreensao do que foi feito até agora, vamos usar o processo para obter
subcédigos MDS de um cédigo racional com parametros (9,9, 1) sobre o corpo Fg, obtido pelo
quociente de Fy[X] pelo polindomio irredutivel X3 + X2 + 1. Dessa forma,

Fy[ X

Fg = (X3+X2+1) {aol + a1z + as®, ag, a1, a5 € Fa}.

Os elementos de Fg sao mostrados na Tabela 2.1.
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D)

Elemento | 1 o «
1 1 0 0

« 0 1 0

a? 0] 0 1

a’ 1] 0 1

at 1 1 1

a’ 1 1 0

a® 0 1 1

Tab. 2.1: Elementos de Fg.

De acordo com a notacao vista no inicio da segao, resulta os seguintes pontos

Pi=(1,00 P,=(01) Py=(11)
P4:(Oé,1) P5:(a2,1) P(;:( 1

Q
T

O polindmio g(X) = X% + X + 1 é irredutivel em Fg[X]. Assim, considerando
E(X,Y)=4G(X,Y) =4(X? + XY +Y?),

temos que L£(E) é um espaco vetorial de dimensao 9 com conjunto gerador

XS—z‘yi . 0 <
— ., ! = . .
G(X’ Y)4’ ) )

Como exemplo, vamos construir um subcddigo com pardametros (9,5,5). Para isso sele-

cionamos os pontos
P =(1,0),P, = (0,1),P; = (1,1), P, = (a, 1), Ps = (a®,1)
e os seguintes polinomios
o [i(X)=a'X(X+1D)(X +a)(X+a})]=a" X+ aX?+a?X? + X;
o fo(X)=a[(X +1)(X +a)(X +a?)] = a’X? + aX? + a?X + 1;
o f3(X)=aX(X +a)(X +a?)] =a’X?+’°X? + a2 X

o fui(X)=a}X(X+1)(X +0a?)]=a’X?+a’°X?+a'X;
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o (X)=0)X(X+1)(X+a)]=a’X>+aX?+a'X

Estes polinomios dao origem aos seguintes geradores do subespago de L(E):

G0 a* XY 4+aX3Y P +a? X2Y 04 X8) |
b F1<X7 Y) - G(X,Y)* )

G0, 1) (" X?Y® + aX?YO + o* XY+ V®)

PR GX.Y) ,
. By(x,y) = AL 1)4<a6X332& 7a;;i2Y6 XY,
. F(xY) = 2@ 1>4<0‘2X325(;0§§2Y6 FalXyT)
.« F5(X,Y) = G(a?, 1) (P X3Y + aX?YS +Oz4XY7)'

G(X, V)"

A matriz geradora do cédigo é da forma M = [Ids|M;] com

Fi(a?1) Fi(a*1) Fi(a® 1) Fy(a%1) ]
Fy(a? 1) Fy(a*t 1) Fy(a® 1) Fy(a®1)
M, = | F5(a3,1) F(a*1) F3(a® 1) F3(a®1) |.
Fy(a?,1) Fy(a* 1) Fu(a® 1) Fy(ab 1)
| F5(a?,1) Fs(a*, 1) Fs(a®,1) F5(a51) |

Voltando ao processo de construgao, vamos mostrar que estes subcddigos sao MDS, isto é,
que a distancia minima é da forma d = n — k+ 1 = p™ — k + 2. Para isso, vamos mostrar
que quaisquer n — k = p™ — k 4+ 1 colunas da matriz verificacao de paridade sao linearmente

independentes. Sabemos que a matriz verificacao de paridade é da forma
H = [_Mﬂjdpm#-l—k]-

Denotaremos suas k primeiras colunas por
v1 = = (F1(Pis1), Fi(Pis2), - F1(Ppmr)) = —(Bufian), - Bufi(ogpm))

vy = —(Fa(Pry1), Fo(Pry2), s Fo(Ppmy1)) = —(Bafa(a), s Bafaaym))

Ok = —(Fi(Prt1), Fr(Prt2)s oo Fe(Ppoy1)) = — (B fr(ar), o B frlapm))
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Vamos considerar {v;;, j = 1,...,r} um conjunto formado por r colunas da matriz —M{ e
{ci,, t=1,..,n—k—r} um conjunto formado por n — k —r colunas da matriz /d,m;_;. Uma

combinacgao linear nula desses vetores é da forma

n—k—r

T
E @i, Vi; + E bi,ci, = 0,
j=1 t=1

portanto, podemos escrever
n—k—r

Z bitcit = — i CLz‘jUz‘j. (24)
j=1

t=1

Sabemos que uma combinacao linear de n — &k — r vetores de Id,m,i_; tem, pelo menos, r

entradas nulas e que

s T s

- Zaijvij = (Z a’ijﬂj (Pk-i-l)v ey Zaijﬂj (Ppm-i-l)) - (Z a’;]'fij (ak)7 X Z a/;jfij (apm))v
=1 =1

j:l jfl j:l
, P— . .
com a; = By i,

Se v; € {v;;,j = 1,...,r} entdo o polinémio ) a;, f;, tem grau menor ou igual a k — 1 e tem

k — r zeros entre os elementos ay, ..., ag_1. Assim,

> i, fiy(X) = g(X)h(X), (2:5)

onde g(a;) #0, i =k,...,pmegr(h(X)) <(k—1)—(k—r)=r—1

Se vy & {vy;,j = 1,...,r} ent@o o polinémio ) a,, f;; tem grau k —2 e tem k — 1 — r zeros

entre os elementos oy, ..., ap_1. Assim,

S i £, () = g(ORCY), (2.6

onde g(a;) #0, i =k,..,p"egr(h(X)=(k—-2)—(k—1—7)=r—1.
Portanto, se tomarmos uma combinagao linear nula de 7 colunas de —M{ e n — k —r
colunas de Idym 1, chegariamos a (2.4) e, pelo que foi observado em (2.5) e (2.6), temos que

o polindémio h(X) possui 7 zeros entre os elementos oy, ..., aym. Como gr(h(X)) <r —1 entao

h(X) é o polinomio nulo, ou seja,

Za;]fh(X) =0.
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Como os polinomios f;,, fi,,.., fi, sao linearmente independentes, concluimos que a;; = 0.
Voltando a (2.4), temos que b;, = 0, isto é, os vetores escolhidos sao linearmente independentes.
Para finalizar, vamos considerar o caso em que p™ + 1 — k < k e mostrar que quaisquer

n — k vetores entre vy, ..., vy formam um conjunto linearmente independente. Sabemos que se

n—k
E Qi;Vi; = 0,
j=1
n—k
entao o polinomio E a;j fi,(X) tem como raizes os elementos ay, ..., aym. Da mesma forma
j=1

como fizemos anteriormente, temos que:

e se f1 € {fi;,j =1,..,n — k} entdo os polinomios f;, tém k — (n — k) zeros em comum
entre os elementos oy, ..., ax_1 € a combinagao linear deles tem grau k — 1. Colocando-se

os fatores comuns em evidéncia, temos que
j=1

onde g(ey;)) #0, i =k,...,p"egr(h(X)=(k—-1)—(k—(n—k))=n—k—1.

e se fi & {fi;,,j = 1,...,7} entdo os polinomios f;; tém k — 1 — (n — k) zeros em comum
entre os elementos aq, ...,a,_1 € a combinacao linear deles tem grau k — 2. Colocando-se

os fatores comuns em evidéncia, temos que
Z az‘jfij (X) = g(X)n(X),
j=1

onde g(ay;)) #0, i =k,...,p"egr(h(X)=(k—-2)—(k—1—(n—k))=n—k— 1.
Assim, em cada um dos casos acima, o polinomio h(X) tem grau n — k — 1 e n — k raizes,
isto é, h(X) é o polindomio nulo. Seguindo raciocinio andlogo ao que foi feito no caso anterior,

concluimos que a;; = 0.

Finalizaremos nosso exemplo mostrando que o cédigo obtido pelos geradores escolhidos é

um (9,5, 5)—cddigo.

1. Passo 1: {Fy, Fy, F3, Fy, F5} é um conjunto linearmente independente. De fato, tomando-

se uma combinagao linear

CL1F1(X, Y) + CLQFQ(X, Y) + ClgFg(X, Y) + (Z4F4(X, Y) + CL5F5(X, Y) = 0,
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basta verificar que:

2. Passo 2: A matriz geradora desse cédigo é dada por

M = [Ids|M],
onde ) )
Fi(a?®,1) Fi(a* 1) Fi(a® 1) Fi(a1)
Fy(a?,1) Fy(at 1) Fy(a® 1) Fy(ab1)
M, = | F3(a3,1) Fs(a* 1) F3(a®1) F3(a® 1)
Fy(a?,1) Fy(a* 1) Fy(a®,1) Fy(a® 1)
| F5(a®,1) Fs(a*,1) F5(a® 1) F5(a®1)

3. Passo 3: Vamos mostrar que d = 5. Para isso, mostraremos que quaisquer 4 colunas da
matriz verificagao de paridade sao linearmente independentes. As seguintes informagoes

serao uteis:

v = (Fi(e?, 1), Fi(o*, 1), Fi(0?, 1), Fi(a®, 1)) = (fi(a?), fi(e?), fi(e®), f1(a®))
vy = (Fa(0?, 1), Fy(a, 1), F3(0”, 1), F3(0°, 1)) = (fo(a?), fa(a?), f2(0”), f2(a°))
vs = (F3(o”, 1), Fy(a, 1), F3(0”, 1), F3(a®, 1)) = (fs(a?), fa(a?), f3(e”), f5(a®))
v = (Fi(e?, 1), Fy(o, 1), Fi(0?, 1), Fi(e®, 1)) = (fa(a?), fa(a?), fa(e?), fa(a®))
vs = (F5(a”, 1), F5 (o, 1), F5 (0, 1), F5(a°, 1)) = (fs(a?), fs(a?), f5(a”), f5(a®))

Para conjuntos formados de 4 colunas da matriz verificagao de paridade, temos as seguintes

possibilidades:

® {U27 U3, V4, U5}
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. ~ . 5 ,
Tomando-se a combinacao linear ) ), a,v; temos que cada coordenada é da forma

5 5

ZaiFi(ajv 1) = Zaifi(aj)a j € {374,576}

=2 =2

Assim, se S0, a;v; = 0, entdo o polinémio 30, a;Fy(X,1) = 320, a;fi(X) tem 4

raizes e, como é um polinomio de grau 3, s6 pode ser o polinomio nulo, isto é

5
> aF(X,1)=0,V X

=2

Observando o que foi feito no Passo 1, concluimos que a; = 0, ¢ = 2,3,4,5. Logo,

o conjunto ¢ linearmente independente.
L4 {Ula Uy, Uja Uk}a i7j7 k: € {27 37 4a 5}
Tomando-se uma combinacao linear nula desses vetores teremos, como anterior-

mente, que o polinémio
ar By (X, D) 4a; Fi (X, 1) +a; F (X, D) +ap Fip (X, 1) = ay f1(X)+a fi(X)+a; f;(X) +ar fr.(X),

tem os elementos {a?, a*, a®, ab} como raizes. Porém, o polindmio acima pode ser
) ) ) )

escrito da seguinte forma
(X +ca®)P(X), ce{0,1}, s € {0,1,2},

onde P(X) tem grau no méximo 3 e, portanto, é o polinémio nulo. Assim, temos
que
(llFl(X, 1) + aiFi(X, 1) + CLJ'F}‘(X, 1) + CLka(X, 1) = O, vX

e, tendo como base o procedimento anterior, temos que a; = 0,a; = 0,a; = 0,a;, = 0,

isto é, o conjunto ¢ linearmente independente.
o {v;,vj,v,¢}, 1,7,k €4{2,3,4,5}, ¢; uma coluna da matriz Id,.

Se este conjunto fosse linearmente dependente terfamos uma combinacao linear
a;V; + a;v; + arpvg = Cq,
isto é, o polinomio

Q(X) = CLiFi<X, 1) + CljF}'(X, 1) + aka(X, 1) = alfl(X) + Cljfj(X) + akfk(X),
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4

possui 3 raizes no conjunto {a?, a*, a®,a%}. Porém,

Q(X)=(X+ca’)P(X), ce{0,1}, s €{0,1,2},

com P(X) um polinémio de grau no maximo 2 . Assim, tendo como base o proced-

imento anterior, o conjunto é linearmente independente.

o {v1,vj, v, ¢}, J, k€ {2,3,4,5}, ¢4 coluna da matriz Id,.
Da mesma forma, se o conjunto acima for linearmente dependente teremos uma

combinagao linear da forma
a1V + a;V; + apvg = Cs,
isto é, o polinomio

Q(X) = (IlFl(X, 1) + CljF‘j(X, 1) -+ CLka(X, 1) = Cllfl(X) + a]fJ(X) + akfk(X),

4

possui 3 raizes no conjunto {a?, a*, a®,a%}. Porém,

Q(X) = (X +ca®) (X +a")P(X), ce{0,1}, t,s €{0,1,2}, s #t,

com P(X) polinomio de grau no maximo 2 . Assim, o conjunto é linearmente

independente.

Seguindo raciocinio andlogo podemos mostrar que se tomarmos dois vetores pertencentes
ao conjunto {vy,vq,v3,v4,v5} € dois vetores de Idy, este novo conjunto é um conjunto
. . ’ ~

linearmente independente, o0 mesmo valendo para um vetor entre os v;s e trés vetores de

Id,. Portanto, o cédigo resultante é um (9,5, 5)—cddigo .

Para finalizar, se desejarmos construir um (p™ + 1,1, p™ + 1)—subcddigo tomamos como

gerador o elemento

xr" xr-ly Xyr"-1 yr" B XP" 4 XUy YT

F(X,)Y)= G(X, Y)r_’_G()(7 y)r_’_”'—i_G(X7 Y)?“—i_(;()('7 Y) G(X,Y)r

pois temos que:

° F(l,O):ﬁ;
e [(0,1) = L

G(0,1)"
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1
* F(LD = Gy

1
. F(a,l):ﬁ,VaEFPm, a+40,1.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo, vimos como construir cédigos de Goppa racionais. Vimos também que
estes c6digos sao sempre cédigos com méxima distancia de separacao (MDS). Entretanto, ao
escolhermos subcédigos a partir da matriz geradora do cédigo racional, vimos que estes podem
nao ser MDS. Apresentamos entao, um processo de construgao de subcddigos MDS de codigos

racionais com parametros (n,n, 1).
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Capitulo 3

Cddigos Associados a Curvas Elipticas

Neste capitulo, vamos considerar cédigos de Goppa associados a curvas de género g = 1. Os
conceitos basicos para o entendimento do que serd desenvolvido pode ser visto no Capitulo 2
e, para leituras complementares, sugerimos ao leitor as seguintes referéncias [8], [7]. De acordo
com o Teorema A.2.4 os cédigos associados possuem parametros (n, k= gr(D), n—k < d <
n—k+1). Nas duas primeiras se¢oes, como exemplos, calcularemos os parametros dos cédigos
associados as curvas Hermitiana e de Hurwitz. Para isto, calcularemos os pontos racionais
destas curvas e, baseados na Observacao A.2.1, encontraremos bases para os espagos L(D) e
buscaremos palavras-codigo com o peso desejado. Baseados nestes dois exemplos, na ultima
secao apresentaremos um resultado que nos dara informacoes sobre os parametros dos cédigos

associados a curvas maximais de género g = 1.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 3.1, analisaremos os codigos,
sobre o corpo Fy, associados a curva Hermitiana. Esta curva é maximal possuindo 9 pontos
racionais. Veremos que, se considerarmos divisores da forma D = rP,,, isto é, divisores com
um ponto base, os parametros dos cédigos associados sao, em sua maioria, da forma (n, k, d) =
(8,7,8 — ). Na Segao 3.2, analisaremos os c6digos associados & curva maximal de género 1,
chamada curva de Hurwitz generalizada. Porém, nesta andlise, usaremos divisores tendo dois
pontos base, isto é, divisores da forma D = rP;+sP, (P; e P pontos no infinito), e veremos que,
assim como no caso da Hermitiana, os parametros dos codigos associados sao, quase sempre,
da forma (7,k = r +s,d =7 —1r —s). Na Segao 3.3 apresentaremos um resultado contendo

informacoes sobre os parametros de cédigos associados a curvas maximais de género g = 1.

27
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3.1 Curva Hermitiana

Uma curva plana projetiva definida pela equacao
C:YZ+YZ1= X1

sobre o corpo F,2 (¢ poténcia de primo) é chamada curva Hermitiana. Sabemos que estas

curvas sao nao singulares, de género g(C) = (’(‘12—71) e a quantidade de pontos racionais é dada
por C(F) = ¢* +1, [5] e [9].
Como estamos trabalhando com curvas de genero 1 (q(q—;) = 1= g = 2), vamos considerar

a curva Hermitiana C, sobre o corpo Fy (F,2), definida pela equagao
ZY*+ 7°Y = X°. (3.1)

A quantidade de pontos racionais (C(Fy2) = 23 + 1 = 9) atinge a cota méaxima para curvas de

género 1. Logo, C é maximal. Vamos considerar

Fy[t]

— =1{0,1 2
<t2+t+1> {’ ,O{,O{},

4 =

onde a = £ e, portanto, satisfaz o? = o + 1.

A Tabela 3.1 ilustra os pontos racionais desta curva.

Po=(0:1:00 |P=(0:0:1) |P=(0:1:1)
Pi=(1:a:1) Po=(1:a?:1) | Ps=(a:a:1)
Ps=(a*:a*:1) | Pr=(a*:a:1) | k= (a:a?:1)

Tab. 3.1: Pontos F,-racionais da curva Hermitiana.

De acordo com o Teorema A.2.4, considerando P = {Py, ..., Ps} e D = rP,,, temos que se
0 < gr(D) < 8, o codigo resultante terd parametros (n, k,d) = (8, gr(D),d), com 8 — gr(D) <
d<8—gr(D)+1. Como D = rP,, entao

L(D) = {p € F,(C)| div(p) 4+ rPx > 0}.

Para calcularmos a matriz geradora dos cédigos de Goppa, precisamos conhecer alguma base
do espaco L£(D). Para encontrarmos uma base desse espago, serd interessante o conhecimento

dos seguintes conjuntos:
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e CNX={PecC| X=0}={P,,P,P};

e CNY ={PeClY =0}={P};

e CNZ={PecClZ=0}={P}).

Por meio desses conjuntos, podemos calcular os divisores de interseccao. Neste caso,

div(CNX) = Py + P + Py
div(CN Z) = 3Px.

Desta forma,

XY
di’l)( ) = (3j+14)P, +iPs — (2i + 3j) Ps.

Zi+j
Portanto,
XiyJ _ .
T € L(rPyx) <= 2i+3j <. (3.2)
Tendo como base estas informagoes, o objetivo é determinar as bases dos espagos L£(D) com
iyj
elementos da forma i A seguir, analisaremos caso-a-caso a determinacao dos codigos de

Goppa com divisores da forma D =rP,,, com 1 <r < 7.

e Caso 1: D ="TP,

O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial
L(TP) = {p € F4(C); div(p) + TPy > 0}.

De (3.2) temos
Xy
Zi+]

Variando-se i e j, conseguimos o seguinte subconjunto de £(7P,,)

€ L(TPy) < 2i+3j <T.

XY X?2Y? XY X? X?Y
A= 17_7_7_7_7_7_7— .
AN A AN A YA NYA

Dos elementos encontrados, precisamos saber quais sao linearmente independentes.

Em (3.1), fazendo-se a divisao por Z3 temos
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oy X
2N

isto é, os elementos
Y2 vy X3
VAR A
3
sao linearmente dependentes. Podemos, entao, retirar o elemento 73 do conjunto A.

Lema 3.1.1 O conjunto By = {1 Xy X2y Xy XQY} é linearmente independente.

Demonstracgao:

Suponhamos que existam aq, as, ..., ar, elementos em Fy, tais que

X Y X? Yy? XY X%y
@1-14‘&2?‘{—&324‘@4?‘{—@5?4‘&6 72 + ar 73 = 0.

Baseados na rela¢ao de equivaléncia do corpo de fungoes (A.2), temos
W73+ aaX 7%+ asY 7 + aysZX? + asZ2Y?* + ag ZXY + a; XY € (F),
isto é, o polinomio
GX,Y,Z)=a17° + as X Z* + a3Y Z* + as ZX* + a5 ZY?* + ag ZXY + a; X*Y

é divisivel por F(X,Y,Z) = Y?Z + Y Z? + X3, que é o polinémio que define a curva
C. Usando a ordem monomial X > Y > Z, temos que nenhum dos monomios de G é
divisivel por X3 (termo lider do polinémio F(X,Y, Z)). Assim, a tinica possibilidade para

a divisao é a; = 0 para ¢ = 1,2, ...,7. Portanto, os elementos do conjunto

Bi=31,2,2, 2 T

{1 XY X?Y? XY XQY}

sao linearmente independentes. [ |

Como o espago L(7P,) tem dimensao 7, temos que o conjunto B; é uma base. De

acordo com (A.4), a matriz geradora do c6digo é da forma



3.1 Curva Hermitiana 31

com {G;} uma base de L(7P,,). Neste caso, considerando-se

2 2 2
G =1, Gzzg, ngé, G4:%, G5:%, Gﬁzg, G7:%7
temos 111 1 1 1 1 1]
00 1 1 a o o «
01 a o2 a o> a o
Mi=]100 1 1 &> a a o
01 &> a o2 a o® «
00 a o> &> a 1 1
00 o o 1 1 o a |

Escrevendo a matriz M; na forma padrao, isto é, M; = [Id7|M]], temos
t
M=[1 1111011,
e a matriz verificagao de paridade é da forma
Hi=|11111111]

Assim, obtemos um c6digo de Goppa C; com parametros (n, k,d) = (8,7, 2).

e D=06PFP,
O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial
L(6Px) = {¢ € F4(C); div(p) + 6P > 0}.

Xyd

i+

O conjunto dos elementos da forma pertencentes ao espaco L(6P,,), é dado por

g XY Xy XY
2 — 727Z7Z27227Z2 .

Como By C B; (base de L(7Py)) , temos que B, é linearmente independente e, portanto,
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uma base do espaco. A matriz geradora do codigo é

(111 1 1 1 1 1]
00 1 1 a o o «
My — 01 a o2 a o> a o
00 1 1 o a a o
01 o> a o2 a o «
|00 « a? o a 1 1 |

Escrevendo a matriz M, na forma padrao, isto é, My = [Idg|M}], temos

t
| @@ a? a? 01
2 a2 a® a a 10|’

com a matriz verificacao de paridade dada por

H2:

Oé()éOéQOéz[)llO]

a?> o> o a 1 00 1
Assim, obtemos um cédigo de Goppa Cy com parametros (n, k,d) = (8,6, 2).

e D=5P,

O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial

L(5P) = {p € F4(C); div(p) + 5P > 0}.

iyj
O conjunto dos elementos da forma it pertencentes ao espago L(5P,,), é dado por
XY X? XY
‘83 = 1a T 7y o 79
VA ANANYA

Como B; C By (base de L(6P,,)), temos que Bs é linearmente independente e, portanto,

uma base do espaco. A matriz geradora do codigo é

(111 1 1 1 1 1]
001 1 a o o&® «
My=101 a o*> a o> a o
001 1 o a a o
00 o &> &> o 1 1
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Escrevendo a matriz Mj na forma padrao, isto é, Mz = [Id5|Mj], temos

1 o® o

0 a o?
Mi=|a 1 o,

a? 0 «
|11 1 |

com a matriz verificacao de paridade dada por

1 0 aa®2 1100
Hi=|a?> o« 1 0 1 010
o> o> a a 1 00 1

Assim, obtemos um cddigo de Goppa C3 com parametros (n, k,d) = (8,5, 3).
o D=4P,

O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial
L(4P,) = {p € F4(C); div(p) + 4Py > 0}.

iyj
O conjunto dos elementos da forma i pertencentes ao espago L£(4P,,), ¢ dado por

g _J XY X
4 — 7Z’Z’ZQ.

Como B, C B; (base de L(5P,,)), temos que By é linearmente independente e, portanto,

uma base do espaco. A matriz geradora do codigo é

111 1 1 1 1 1
00 1 1 2 o2

M, — a o o «
01 aa a2 a o a a?
001 1 a® a a o

1l aa o 1
Miz 1 a2 o 1 7

1 1 1 0

0o 1 1 1
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com a matriz verificacao de paridade dada por

1 1 101000

a o> 1 10100
H4 == 9

a‘ o 1 1 0 01 0

1 1 0100 01

Assim, obtemos um cédigos de Goppa C; com parametros (n, k,d) = (8,4,4).

e D=3P,
O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial
L(3Px) = {p € F4(C); div(p) + 3P > 0}.

iyj
O conjunto dos elementos da forma ——
ARy

XY
85:{1,5,2}.

Como Bs C By (base de L(4P,,)), temos que Bs é linearmente independente e, portanto,

pertencentes ao espago L(3Ps), é dado por

uma base do espaco. A matriz geradora do codigo é

111 1 1 1 1 1
Ms=1001 1 a o & «
01 aa &> a &> a o

Escrevendo a matriz M; na forma padrao, isto é, M5 = [Ids|M]], temos

2

1l a 0 1 «
Mi=|11 a o* 0 |,
1 a o o2 «
com a matriz verificacao de paridade dada por
(1 1 1 1000 0]
a 1 o 01 000
Hs=] 0 o o> 00100
1 o> o> 00 010
o> 0 « 000 0 1|
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Assim, obtemos um cédigo de Goppa Cs com parametros (n, k,d) = (8,3,5).
o D=2P,
O objetivo é determinar uma base para o espaco vetorial
L(2Ps) = {p € F4(C); div(p) + 2P, > 0}.

iyj

AR

X
s- (1)

Como Bg C Bs (base de L(3P,,)), temos que Bg é linearmente independente e, portanto,

O conjunto dos elementos da forma pertencentes ao espago L(2P,,), é dado por

uma base do espaco. A matriz geradora do codigo é

1 1 11 1 1 1 1
M6 - .
0011 a a® o® «

Escrevendo a matriz Mg na forma padrao, isto é, Mg = [Ida|M{], temos

Mézll 0 a2 a « oz2]7

01 a o o «

com a matriz verificacao de paridade dada por

1 0 100 00O
0O 1. 010000
Hy = a? o; 001000
a o 000100
a o> 000010
i > a 00 00 01 |

Assim, obtemos um cédigo de Goppa Cg com parametros (n, k,d) = (8,2,6).

e D=PFP,
Neste caso, obtemos um cédigo de Goppa C7, com parametros (n,k,d) = (8,1,8) e a

matriz geradora correspondente é dada por

M7:11111111].
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Observagao 3.1.1 Note que, a inclusao dos espagos vetoriais
L(Py) C L(2P) C ... C L(7TP),
resulta na sequinte relacao entre os codigos associados

Ci1 20,2 ...2Ch.

3.2 Curva de Hurwitz

Em [10] é mostrado que o modelo ndo singular da curva
XY +Y"Z+7"X =0,

é maximal em Fp se, e somente se, ¢ + 1 = 0 mod(n® — n + 1). Esta familia de curvas é
conhecida como curvas de Hurwitz. Considerando-se ¢ = 2, n = 2, vemos que a condi¢ao

anterior é satisfeita. Assim, o modelo nao singular da curva C definida por
XY +Y?*Z+ 72X =0,

¢ maximal em [F,. Porém, como

OF _ o OF _ , OF __,

xSz
entdo a curva C é nao singular. Além disso, o género desta curva é g(C) = 1 e, assim como
a curva Hermitiana da Secao 4.1, temos C(F,) = 9. Os pontos racionais da curva C sao

apresentados na Tabela 3.2.

Tab. 3.2: Pontos F4-racionais da curva de Hurwitz.
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Além disso, temos que

CNX={PeC|X=0}={P,P;},
CNY ={PeC|Y =0} ={P, 5},
CNZ={PecC|Z=0}={P,P)},

e os divisores de interseccao sao dados por:

div(CNX)=2P;+ Py;
div(CNY) =2P, + Ps;
div(CNZ)=2P, + Ps.

Portanto,

o (XY S o o
div ( Ziti ) =Qi+j)Ps+ (j —i)P— (2] +i) 1.

Tendo como base as informacoes anteriores, e considerando divisores da forma D = rP; + sP,

temos o
XYY

Zi+]
De acordo com o Teorema A.2.4 | considerando P = {Ps,..., By} ese 0 < gr(D)=r+s<7,0
codigo de Goppa tera parametros (n, k,d) = (7,gr(D),d), com 7—gr(D) < d < 7—gr(D)+ 1.

€eL(D)<=2j+i<rei<j+s. (3.3)

A seguir, analisaremos caso-a-caso a determinacao dos cédigos de Goppa quando o grau do

divisor varia entre 1 e 6.

1. gr(D)=r+s=6

Neste caso, a dimensao do espaco é 6 e, portanto, devemos ter 6 elementos linearmente
yJ
T Variando-se os valores de r e s em (3.3), resulta na Tabela

independentes da forma
3.3.

Nas trés primeiras linhas da Tabela 3.3 nao foi possivel encontrar seis elementos que sejam

linearmente independentes restando, entao, as seguintes possibilidades:

® 2j+1<3,1<j+3
Neste caso, os elementos
X Y XY X? X3
Z

G1:17G2:EaG3: 7G4:_ GS:ﬁ7G6:ﬁ’
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condicao
2] +:1<0,1<j4+6
2j+1<1,i<j+5
2j+i<2, i< j+4
2j+1<3,1<j+3
2j+1<4, i< j+2
2 +i<5h i<jt1
2 +i<6,i<j+0

DU WO
SR W U ®»

Tab. 3.3: Condicoes para r + s = 6.

pertencem ao espago L(3P; + 3P,) e sao linearmente independentes. De fato, se

existirem elementos a; € Fy, ¢ = 1,2, ..,6 tais que

1+ X+ Y-i— XY-i— X2+ X 0
ag. a9 — as— Ay —+ a5 —= ag—5 —

entao

W73+ aaXZ? 4+ asY Z* + ay XY Z + a5 X*Z + ag X® € (X?Y +Y?Z + Z°X).

Tomando-se a ordem monomial ¥ > X > Z temos que nenhum dos monoémios da
combinagao linear é divisivel por Y2Z (termo lider do polinomio gerador da curva).

Portanto, a; =0, 1 <1i < 6. Sendo

a matriz geradora do coédigo, entao

11 1 1 1 1 1
01 1 a o> a o
M- 0 o> 1 1 a o |
0 a o> a o o «
01 1 o> a o «
o1 1 1 1 1 1

dando origem a um cédigo de Goppa com parametros (n, k,d) = (7,6,1).

o 2j+i <4, i<jt2
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Neste caso, uma base para o espago L(4P; + 2P,) é dada pelo conjunto

X Y XY X? Y2
{ e et e Z?}
Calculando a matriz geradora M = [G;(P;)] temos
(11 01 1 1 1 1]
01 1 a o a o
0 a o> 1 1 a o
M =
0 a a2 a o o «
01 1 o2 a & «
0 a2 a 1 1 & «

Escrevendo M na forma padrao, isto é, M = [Idg|M'], temos

t
M':[Oz 1 a2 1 o? 042}.

Dessa forma, a matriz verificacao de paridade do codigo é dada por
H:[a 1 o> 1 a® o 1],

e o cédigo de Goppa associado é um cédigo com parametros (n, k,d) = (7,6, 2).

o 2j+i <5, i<j+1

Neste caso, uma base para o espaco L(5P; + P) é dada pelo conjunto

XY XY Y? XY?
A ANVARANYA

Calculando a matriz geradora temos

(101 11 1 1 1]
01 1 a o a o
0 aa o> 1 1 a o
M =
0 a a2 a o? o «
0 &> a 1 1 o «
0 a2 a a o 1 1
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Escrevendo M na forma padrao, isto é, M = [Idg|M’], temos
t

M’:[a 1 a2 1 o o?
Assim, o cédigo de Goppa associado tem parametros (7,6, 2).

o 2j+i <6, i <j+0

Neste caso, uma base para o espago L(6P;) é dada pelo conjunto

1Y XY Y? Xy? y?
AR LVARAY

Calculando a matriz geradora temos

11 1 1 1 1 1
00 a o> 1 1 a o
M- 0 a o> a a® &? «
0 a2 a1 1 o «
0 a2 a a o> 1 1
o 1 1 1 1 1 1 |

O cbdigo de Goppa associado neste caso tem parametros (n, k,d) = (7,6, 1).

2. gr(D)=r+s=5

Assim como no caso anterior, variando-se os valores de r e s, resulta na Tabela 3.4.

condicao
2] +:1<0,2<j+5
2j+i<1,1<j+4
2j+1<2,1<7+3
27+1<3,1<j5+2
2j+i<4,i<j+1
2] +1<5,1<540

QY| W N O3
SN W = O ®

Tab. 3.4: Condicoes para r + s = 5.

Xyd

Nas trés primeiras linhas da Tabela 3.4 nao foi possivel encontrar bases da forma ZiT

Desta forma, consideraremos os seguintes casos:
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®2j+1<3, 1 <j+2

Neste caso, uma base para o espago L(3P; + 2P,) é o conjunto

XY XY X?
72727227z2 Y

e a matriz geradora do codigo é dada por

111 1 1 1 1
01 1 a o> a o
M=]0a a> 1 1 a o
0 a o> a o o «

| 0 1 1 > a o « i

O polinomio P(X,Y,Z) = (X +Y)(X +Z) = X?+ XZ +YX + Y Z se anula nos

pontos Ps, Py, P5, Py, Py. Dessa forma, o elemento

X2+X+YX+Y
Z: Z 7 7

gera uma palavra-cédigo com peso 2. Logo, o codigo associado tem parametros

(7,5,2).

® 2j+1<4, 1 <j+1

Neste caso, uma base para o espago L(4P; + P,) é o conjunto

XY Xy y?
7272722722 )

e a matriz geradora do codigo é dada por

11 1 1 1 1 1
01 1 a a® o o
M=]0 a o> 1 1 «a o
0 a o> a o® o® «

| O > a1 1 o « i

O polinoémio P(X,Y,Z) = (Y + X)(Y + Z) =Y?*+YZ + XY + X Z se anula nos
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pontos Ps, Py, P5, P, Py. Dessa forma, o elemento

Yy? N Y . XY N X

VAR AR Z
gera uma palavra-cédigo com peso 2. Logo, o coédigo associado tem parametros
(7,5,2).

® 2j+1<5, ¢<j+0

Neste caso, uma base para o espago L(5P;) é o conjunto

Y XY Y? XY?
7z7 22 7227 Z3 ?

e a matriz geradora associada é dada por

11 1 1 1 1 1]
0 o o®> 1 1 a o
M=]10 a o> a o o? «
0 a2 a1 1 o «

| 0 > a aa? 1 1 i

Somando-se as 4 ultimas linhas da matriz, obtemos uma palavra-cédigo com peso 2.
Dessa forma, o c6digo associado tem parametros (7,5, 2).
3. gr(D)=r+s=4

Assim como nos casos anteriores, a Tabela 3.5 ilustra as condigbes a serem satisfeitas.

condicao
2 +i<0,i<jt4
2j+1<1,i1<j+3
2] +1<2, 1< j+2
2j+i<3,i<j+1
2j+i<4, i<j+0

Sl Wi ol
O DN W ®w

Tab. 3.5: Condicoes para r + s = 4.

Xyd

Nas duas primeiras linhas da Tabela 3.5 nao foi possivel encontrar bases da forma ZiT

Assim, iremos considerar as trés ultimas linhas da tabela mencionada.
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® 2j+1<2 1< j+2

Neste caso, uma base para o espaco L(2P; + 2P;) é o conjunto

Xy x
,Z7Z7Z2’

e a matriz geradora é dada por

1 1 1 1 1 1 1
01 1 2 2
M a o a «
0 a &> 1 1 a o?
01 1 o> a o «

O polindmio P(X,Y, Z) = X%+ XZ + Z? se anula nos pontos Ps, Pr, Ps, Py. Logo,
o elemento

X2 XZ

ZRIZ I
gera uma palavra-codigo com peso 3. Temos, entao, um cédigo com parametros

(7,4,3).

2j+1<3, 1 <j+1

Neste caso, uma base para o espago L(3P; + P») é o conjunto

1XYXY
A ARVAN

Dessa forma, a matriz geradora associada é dada por

11 1 1 1 1 1

01 1 a o a o
M —

00 a > 1 1 «a o

0 a &> a o> &® «

O polinoémio P(X,Y,Z2) = (X + Z2)(Y + Z) = XY + XZ + Y Z + Z? se anula nos
pontos Py, Ps, Ps, P;. Logo, o elemento

XY+X+Y+1
Z2 7 Z ’

gera uma palavra-cédigo com peso 3. Dessa forma, o c6édigo associado tem paramet-

ros (7,4, 3).
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®2j+i<4, 1 <j+0

Neste caso, uma base para o espaco L(4P;) é o conjunto

LY XYy
7z7z27z27

e matriz geradora é dada por

1 1 1 1 1 1 1
0 21 1 2
M= a o a o
0 a &> a o2 o «
0 a2 a1 1 & «
O elemento
v + Y +1
72 7 ’

se anula nos pontos Py, Ps, Ps, Py, gerando, assim, uma palavra-codigo com peso 3.

Dessa forma, o cédigo associado tem parametros (7,4, 3).

4. gr(D)=r+s=3

A variagao de r e s da origem a Tabela 3.6.

condicao
2j4+1<0,1<j+3
2j+1<1, 1< j+2
2 +i<2 i<j+1
2/ +i<3,i<j+0

WIN| =D 3
O N W ®»

Tab. 3.6: Condicoes para r + s = 3.

Assim como nos casos anteriores, nas duas primeiras linhas da Tabela 3.6 nao foi possivel
encontrar 3 elementos linearmente indepedentes. Desse modo, sé nos resta considerar as

duas ultimas linhas.

®2j+1<2 1 <j+1

Neste caso, uma base para o espaco L(2P; + P,) é o conjunto

1XY
7z7z7
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e a matriz geradora é dada por

1 1 1 1 1 1
M=10 1 a o a o
a a>'1l 1 a o
O elemento
X Y
z 7

se anula nos pontos Pj, Ps, Py, gerando uma palavra-cédigo com peso 4. Portanto, o

codigo associado tem parametros (7,3,4).

®2j+1<3,1<740

Neste caso, uma base para o espago L(3P;) é o conjunto

] Y XY
727 22 )
e a matriz geradora é dada por
11 1 1 1
M=|0a a®> 1 1 o o
0 a o®> a o o? «

O polinémio P(X,Y,Z) = Y(X + Z) = XY + Y Z se anula nos pontos Ps, Py, Ps.

Dessa forma, o elemento

XY N Y
A Z’
nos fornece uma palavra-cédigo com peso 4. Desta forma, o codigo associado tem

parametros (7,3,4).

5. gr(D)=r+s=2
Neste caso, os codigos associados terdo parametros n =7, k = deg(D) =2, 5 < d < 6.

A variagao de r e s da origem a Tabela 3.7.

Assim como nos casos anteriores, na primeira linha da Tabela 3.7 nao foi possivel encontrar
dois elementos linearmente indepedentes. Desse modo, s6 nos resta considerar as duas

ultimas linhas.

o 2j+i <1, i<j+1
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condicao
27+1<0,1<7+2
2j+i<1,i<j+1
2j+i<2,i<j+0

N =D 3
O N ®»

Tab. 3.7: Condicoes para r + s = 2.

Neste caso, uma base para o espago L(P; + P,) é o conjunto

b3}

e a matriz geradora dada por

O elemento

—+1
Z+7

se anula nos pontos Py, Ps gerando, entao, uma palavra-codigo com peso 5. Desta
forma, o c6digo associado tem parametros (7,2,5).
® 2j+1<2 1<j+40

Neste caso, uma base para o espaco L(2P;) é o conjunto

b3l

e a matriz geradora ¢ dada por

1 1 1 1 1 1 1
M = .
0 aa o> 1 1 a o?

O elemento
Y +1
Z )

se anula nos pontos Py, P; gerando, entao, uma palavra-codigo com peso 5. Desta

forma, o cédigo associado tem parametros (7,2, 5).

Observagao 3.2.1 Da mesma forma que no caso de divisores com um unico ponto base, se
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r1 < 1o entdao existe a inclusao dos espacos vetoriais
E(T’lpl + SPQ) - £(7’2P1 + SPQ),

e o codigo associado ao espago L(r1 Py + sPy) € um subcddigo do codigo associado ao espago

E(Tgpl + SPQ).

3.3 Curvas Elipticas

Nesta secao serao obtidos os parametros de todos os cddigos associados as curvas elipticas
maximais, isto é, curvas de género g = 1 e que sejam maximais. Isto sera feito por meio da

seguinte proposicao.

Proposicao 3.3.1 : Seja X uma curva eliptica maximal sobre o corpo finito K = Fp,
seja Py, = (0 : 1 : 0) o ponto no infinito de P*(K), D = rP, um divisor sobre X e
P = {pontos racionais}\{ P~ }. Entao vale:
o car(K) =2
O cédigo C(X, P, D) possui parametros n = 2?8 + 21 Lk =1 d =n—1r ser for um
numero par. Se r for impar entao d = n —1r oud = n—r + 1, o que nao altera a

quantidade de erros corrigidos pelo codigo.

o car(K) =p#2
O cédigo C(X, P, D) possui parametros n = p?* +2p', k=r, d=mn—r.

Demonstragao:
o car(K) =2
De acordo com [8] a curva X’ pode ser escrita como

ZY?  +a XY Z +asYZ? = X? + a2 X? + ay X 2% + ag Z°. (3.4)

Como, por hipétese, a curva é maximal, entao devera conter 1 + 22¢ + 281 pontos racionais.
Substituindo Z = 0 em (3.4) temos X3 = 0. Assim, P,, = (0:1:0) € X e div(X¥NZ) = 3Ps.
Os restantes 2% + 2!+ pontos racionais possuem coordenada Z = 1. Dado a € Fa,

substituindo X = « em (3.4) obtemos

Y2+ (a1 + a3)Y = a® + axad® + ag + ag. (3.5)
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Se a; # 0, tomando-se & = 2 a equagao (3.5) transforma-se em
Y? = o + ava® + aga + ag,
possuindo solucao tnica. Mais ainda, dado [ # « a equagao
Y2+ (@B +a3)Y = 3%+ axf” + a3 + ag

possui duas ou nenhuma solu¢ao. Assim, caso a; # 0 conseguiremos um nimero impar de

pontos racionais com coordenada Z = 1. Como precisamos de 2% + 2+ pontos concluimos

, . , . . 2t | ot+1 _
que, se a curva é maximal, devemos ter a; = 0. Além disso, existem % = 22t-1 4 ot
elementos em [F92: para os quais a equacao

2 2
Y2 4 a3Y = o + asa® + ago + ag, (3.6)

possui duas solucoes. Sejam oy, 7 = 1,2,...,2271 + 2t os elementos em Fy2: para os quais a
equagao (3.6) possui 2 solugoes. Desta forma, os pontos racionais sao (o; : 8 : 1), (a; : 5% :
1), i=1,..,2%" 1 492

Os outros divisores de interseccao sao dados por

div(X N X) = P + Q1 + Q2
diU(X ﬂY) =Ri+ Ry + R3, R; 7& P,.

Desta forma, temos

XY
div (s ) = 1P+ Qu+ Qo)+ (R + Rart Ra) = 31+ J) P =
=i(Q1 + Q2) + (B + Ry + R3) — (2i + 3j) Pw.

Como os divisores sao da forma D = rP,,, segue que

Xy
VAR

€ L(D) < 2i+3j <.

o 0 <1 =2u< 2% 4 2tF1

Neste caso, temos
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O elemento

Xu Xufl Xu72
ﬁ -+ 51(061, ey Oéu) a1 + SQ(OQ, ey au) 3

+ ...+ Su(Oél, ...,O{u),

onde os S;’s sao os polinomios simétricos elementares, se anula em 2u = r pontos racionais,

isto é, temos uma palavra-cédigo com peso n — r. Portanto, d =n — r.

e 0 <r=2u+1<2% 4201

Neste caso, sabemos que d =n —r oud =n —r + 1. Porém, temos também que

[n—r—1] _ [22f+2f+1—2u—2} =221 L9t —1;

2 2

[2=ri=l] = |:22t+2t+2172u71i| 921 ot 41

Portanto, sendo d = n—r ou d = n—r+ 1, nao teremos alteracao na quantidade de erros
corrigidos pelo codigo.
e car(K)=p#2
Neste caso, usando a forma candnica de Legendre [8], a curva tem equacao da forma
Y2=X(X-1)(X-)), A€ K, A#0,1.

Os divisores de interseccao sao dados por

div(X N Z) = 3Py;
div(X NX)=Px+20:0:1) =Py +2P;
div(XNY)=Q1+ Q2+ U3, Qi # Pw.

Desta forma,

Xy
div ( i ) = i(Poo +2P1) + j(Q1 + Q2 + Q3) = 3(i + j) Pos =
=2iPy) + j(Q1 + Q2 + Q3) — (2i + 3j) Px.
Portanto, o
Xy
YARY]

Como a curva é maximal ela deve possuir 1+p? +2p’ pontos racionais. O ponto Py, = (0:1:0)

€ L(D) < 2i+3j <.

é, novamente, o inico ponto no infinito e, pela equacao da curva, podemos encontrar também
ospontos Py =(0:0:1), P, =(1:0:1), P3=(\:0:1). Os demais p* + 2p’ — 3 pontos
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p2t +2pt -3
—2 .

racionais sao da forma (o : 8 : 1), (o : 85 :1), comi=1,...,
o r = p* + 2p' — 1(par)
Neste caso, temos que d = 1 ou d = 2 e este cddigo denotard a modulacao ou o rétulo

dos pontos da constelagao de sinais.

e 0<r=2u<p?+2p' -3

Neste caso, temos

X XU
1, —.....— € L(D
7z7 ’Z“ E ( )7
e o0 elemento
Xu Xu—l Xu—2
Zu + Si(ag, ...y ) = + So(aq, ...y a) = + ..+ Sulag, .y ay)

se anula em 2u = r pontos racionais, gerando uma palavra-codigo com peso n — r.

Portanto, d =n —r.

e r=3
Neste caso, % € L(3P.) e este se anula em P;, P, e P;, gerando uma palavra-cédigo com

peso n — 3.

o 3<r=2u+1<p*+ 20t

Seja r — 3 = 2v. Temos que

XY XY
3 Z2 PIEEREY ﬁ E(D).
O elemento
XY XUy X2y Y
ﬁ—l—&(al,...,av) Z” —f-Sg(Oél,...,Q{U) Zv—l +...+SU(O[1,...7O[U)E,

se anula em 2v + 3 = r pontos racionais, gerando uma palavra-cédigo com peso n — r.

Além de encontrarmos os parametros dos cdigos associados aos espagos L(rP,,), podemos

também encontrar geradores para estes espacos. Para isso, vamos considerar os seguintes casos:

o =3¢

Os elementos
X X?Y XY X% Yyl Xyaedl vy

AR A A Rl Te A TR T

estdao em L(D) e sdo todos linearmente independentes. Como temos 3(q — 2) + 6 = 3¢

elementos, eles formam uma base do espaco.



3.4 Conclusoes

51

e r=3¢+1

Os elementos

X X?Y XYy X?Y yel Xyaet X2yl yd
AN A A A Y T A TR T

estao em L(D) e sdo todos linearmente independentes. Como temos 3(¢ —1)+4 = 3¢+1

elementos, eles formam uma base do espaco.
o r=23q+2
Os elementos

Y XY X2y  yel Xyel Xx2?yel ye xye
70 z20 7377 2 Za 0 Zal U za) Za+l

1XX2
’Z,Z27

estdo em L£(D) e sao todos linearmente independentes. Como temos 3(q—1)+5 = 3¢ +2

elementos, eles formam uma base do espaco.

Podemos observar que se r; < ry entdo L£(r1Ps) é um subespago de L(r2P4) e o cédigo

C(X,P,r1Psy) é um subcédigo de C(X, P, ryPy).

3.4 Conclusoes

Neste capitulo, por meio de dois exemplos, apresentamos a construcao de cédigos de Goppa

associados a curvas elipticas (género g = 1) maximais. Vimos também que, em sua maioria, os

c6digos possuem parametros (n, k,d =n — k).
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Capitulo 4
Curvas com Géneros g =2e g =3

Neste capitulo, vamos analisar os parametros dos cédigos de Goppa provenientes de curvas
com géneros g = 2 e g = 3, usando as idéias apresentadas na Observacao A.2.1. No caso g = 2,
uma das dificuldades encontradas foi que curvas com este género sao sempre curvas singulares
e o processo de dessingularizagao nao ¢ um processo simples de ser tratado. No caso g = 3,
a dificuldade encontrada foi a obtencao de curvas maximais com este género. Mostraremos

também que os codigos de Goppa podem ser utilizados para fazer concatenacoes de cédigos.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 4.1, analisaremos os parametros
dos codigos associados a uma curva de género 2, maximal sobre Fis encontrada em [11]. Na
Secao 4.2, analisaremos os parametros dos codigos associados a quartica de Klein, que é a curva
conhecida, de género 3, com o maior nimero de pontos. Na Secao 4.3, veremos o conceito de
concatenagao generalizada ou equivalentemente, codificagdo multinivel, apresentada em [12], e

como os codigos algébrico-geométricos podem ser usados para fazer este tipo de concatenagcao.

4.1 Curva com Género 2

Em [11] é mostrado que a curva dada pela equacao
C:Y*Z3+YZ '+ X5 =0,

é singular no ponto P, = (0 : 1 : 0), tem género g = 2 e é maximal sobre F5. Os pontos

racionais desta curva sao mostrados na Tabela 4.1.

53
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P =(0:0:1) P,=(0:1:1) Ps=(1:a°:1) Pi=(1:a':1)
Ps=(a:a:1) Ps=(a?:a?:1) | Pr=(a:a":1) Ps=(a%:a®:1)
Py=(a:a*:1) Po=(a?:a%:1) | Py =(a":a: 1) Pp=(a®:a%:1)
Pz=(a?:a°:1) |[Pu=(a:a:1)| Ps5=(a":a°:1) | Pg=(a’:a'":1)
Pr=(?:a:1) | Pg=(a:a°:1) | Po=(a":a:1) | Py=(a:0a°:1)
Py=(a’:a*:1) | Po=(a":a:1)| Py=(a’:0a": 1) Py =(a%:a:1)
P25—(O_/7ZO[Z]_) PQGZ(CX14ZCJ4221) P27—(0413 Oé ) ng—(all:aszl)
Poy=(a":a*:1) | Py=(a":a%:1)| P =(a:a: 1) Py = (o't :a?: 1)
Tab. 4.1: Pontos racionais da curva C (g = 2).
Os divisores de interseccao sao dados por:
div(CNZ) = 5P.
Desta forma, o
(XYY : , , . .
div i | = (i +5j§)Py +iPy — (2i + 5j) Ps.
Considerando divisores da forma D = rP,,, temos
Xty . .
T € L(D) <= 2i+5j<r (4.1)

Pelo Teorema A.2.4, se 2 = 2g—2 < gr(D) < 32, entao os parametros dos codigos associados
saton =32, k=gr(D)+1—g=gr(D)—1, d > n— gr(D). Vamos calcular os parametros
dos cédigos com taxa - < 7 Com isso, temos
% = —gr(l?));— L< % = gr(D)-1<16 = gr(D) <17

Vamos entao calcular os parametros dos cédigos associados a divisores da forma D = rP,,
com 3 <r<17.

e D=3PFP,.
Os parametros do codigo neste caso sao: n = 32, k = 2, d > 29. Tendo como base a

condigao (4.1), um conjunto gerador para o espa¢o L(3P.) é dado por

b3}
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Lema 4.1.1 Nao existe palavra com peso 29 neste codigo.

Demonstracao: De fato, se existir uma palavra de peso 29, entao existe um elemento
da forma

X
U1+U2E, up # 0

que se anula em 3 pontos racionais P, = (a; : b; : 1), Pj = (a; : b; : 1), e Py = (ay, : by, : 1).

Assim,

(ul—l—uQ%) (P) =0= u; +uga; = 0= a; = uuy "

(wr +us) (Py) = 0= ug +ua; = 0= a; =wuy’

(U1—|—UQ§) (Pk) =0= u +usar = 0= a :ulugl,
isto é, a existéncia de uma palavra-cddigo com peso 29 é equivalente a existéncia de 3 pon-
tos racionais com as primeiras coordenadas iguais (absurdo, ver Tabela 4.1). Logo, d > 30.

X
O elemento — e anula nos pontos P;, P, gerando uma palavra-cédigo com peso 30. Por-

tanto, d = 30. |
o D—=4PF
Os parametros do c6digo neste caso sao: n = 32, kK =3, d > 28. Uma base para o espago
L(4P,,) é dada pelo conjunto
] X X?
D ANAN
Seja
X X2 XZ+X?
=4 ==— 4P,).
=77 7z € L)

Avaliando esta funcao racional nos pontos da curva temos

f(P) = f((0:0:1)) =0;

(
f(Py) = f((0:1:1)) =0;
f(Ps) = f((1:0”:1)) =0;
f(Py) = f((1:a:1))=0.

Como todos os pontos racionais, diferentes de P, sao da forma P, = («; : 3; : 1), entao
f(P)=0&a+a =05 ai(; +1)=0&a; =0, 1.

Desta forma, a palavra-cédigo v = (f(Py), f(P2),..., f(Ps2)) tem peso 28 e, portanto,
d = 28.
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Observagao 4.1.1 A idéia utilizada anteriormente, de encontrar fungoes racionais que
se anulem em um certo numero de pontos racionais e nos fornecam palavras-codigos com

0s pesos desejados, serd utilizada nos demais casos que sequem.

D =5P,
Os parametros do codigo neste caso sao: n = 32, k =4, 27 < d. Uma base para o espago
L(5P,) é dada pelo conjunto

1X Y X?
A ANA
O elemento
X Y X+Y
Z 7 7z

se anula nos pontos P, Ps, Ps, Pr e Ps. Assim, conseguimos uma palavra-cédigo com

peso 27, ou seja, d = 27.

D = 6P,
Os parametros do codigo neste caso sao: n = 32, k=5, 26 < d. Uma base para o espaco
L(6P,) é dada pelo conjunto

O elemento

se anula nos pontos Pz, Py, Py, Py, Pog € Pyy. Assim, conseguimos uma palavra-codigo

com peso 26 ou seja, d = 26.

D =7P,
Os parametros do cédigo sao n = 32, k =6, 25 < d. Uma base para o espago L(7P,,) é
dada pelo conjunto
X X2 X3'Y XYy
{ A z—}
O polinomio
P(X,Y,Z)=X(Y +a°Z) = XY +a°X Z,

se anula nos pontos da curva onde X = 0 ou Y = . Assim sendo, o elemento

XY 5 X

ZZ+ Z’
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se anula nos pontos Py, Py, P3, Pi3, P15, Pig, Py, gerando uma palavra-cédigo com peso 25.
Logo, d = 25.

e D =8P,
Os parametros do c6digo sao n = 32, k =7, 24 < d. Uma base para o espago L(8P,,) é

dada pelo conjunto
X X2 X3 X*'Y XYy
AN ANNA YA NY/AN/L N I

O polinomio
PX,Y,2)= (X’ +XZ+Z)(X*+XZ)= X"+ X7

se anula nos pontos da curva onde X =0, 1, o, a'®. Assim sendo, temos que
Xt X
7i 7

gera uma palavra-cédigo com peso 24. Portanto, d = 24.

o D=9F,
Os parametros do c6digo sao n = 32, k =8, 23 < d. Uma base para o espago L(9P,) é

dada pelo conjunto

1XYX2 Xy X3® X?y X4
AV AN LRV ERARYASYAN

O polinomio
P(X,)Y,Z) = (X>+ XZ2)(Y +aZ) = XY +aX?*Z + XY Z +aXZ?
se anula nos pontos da curva onde X = 0,1 ou Y = . Assim, o elemento
X%y X? XYy X

75 Yot ey

se anula nos pontos P;, i € {1,2,3,4,5,11,24,25,31}, gerando uma palavra-codigo com
peso 23. Portanto, d = 23.

e D=10P,

Neste caso, os parametros do cédigo sao: n =32, k =9, 22 < d. Uma base para o espaco
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L(10P4) ¢é dada pelo conjunto
X X2 X3 X*'Y Xy X%y Y?
VARV RNYA AR /ARNY/L I /L I
O polinémio
PX,Y,Z)= Y +a°2)(Y +a™2) =Y*+YZ + Z?,

se anula nos pontos da curva onde Y = o, a!®. Assim sendo, o elemento

LA A
72"z

gera uma palavra-coédigo com peso 22. Portanto, d = 22.

D =11P,
Os parametros do cédigo sao: n = 32, k£ = 10, 21 < d < 23. Uma base para o espaco
L(11P,,) é o conjunto

X X2 X X*'Y XY X X% Y?
AN AN AR AN/ L I T N
O polinémio
PX,Y,2)=X(X +a°Z2) (X +a"Z)(Y +°2) = (X* + X?Z + XZ*)(Y +a°2),

se anula nos pontos da curva onde X =0, o°, o' ou Y = o®. Assim, o elemento

XY X% XY X2 XY X

i + o ﬁ—i_ 73 + ﬁ—%?jtoc 7

gera uma palavra-cédigo com peso 21. Portanto, d = 21.

D =12P,
Neste caso, os parametros do cédigo sao: n = 32, k =11, 20 < d < 22. Uma base para

o espaco L(12P,,) é dada pelo conjunto

X X2 X2 X''Y XYy X% X3 Y? XVY?
IPANARNA RN ARNYVANAEEA BA R LA N

O polinémio

PX,)Y,2)=(Y*+YZ+7Z)X = XY*+ XYZ + XZ?
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5

se anula nos pontos da curva onde X =0 ouY = o, a'’. Assim sendo, o elemento

XY? n XY N X
Z3 A Z’
gera uma palavra-cédigo com peso 20. Logo, d = 20.
o D =13P,

Neste caso, teremos um codigo com parametros n = 32, k= 12, 19 < d. Uma base para

o espago L(13P,,) é dada pelo conjunto

X X2 X2 X'y Xy X% XY X%V Y? XYy?
ARV ARY AN AN/ EEYA AL B

O polinomio
P(X,Y,7) = (X" +XZ°+ZY(Y+a°Z) = XY +° X Z+ XY 73+ ° X Z*+Y 7'+ Z°,

4 8

se anula nos pontos da curva onde X = a, o?, o*, a® ouY = o°

. Assim sendo, o

elemento
X4Y+ 5X4+XY+ 5X+Y+5
et —+ =+ =+
YA VA 72 Z 7 ’

gera uma palavra-cédigo com peso 19. Portanto, d = 19.

e D=14P,
Neste caso, teremos um codigo com parametros n = 32, k= 13, 18 < d. Uma base para

o espago L(14P,,) é o conjunto

] X X2 X3 X'y Xy XY X% X' Y? XY? X?%Y?
I ANVARNYA R ARNANLEEYA SA /A N/ R BVA

O polinomio
P(X,Y,2)=(X*+XZ+Z)(Y*+YZ + 77,

se anula nos pontos da curva onde X = o®, a'® ouY = o®, o!°. Assim sendo, o elemento

X2Y2+X2Y+X2+XY2+XY+X Y2 Y
Z4 Z3 A Z3 Z? Z 7 Z ’

gera uma palavra-cédigo com peso 18. Portanto, d = 18.

e D=15P,
Os parametros do cédigo sdo: n = 32, k = 14, 17 < d. Uma base para o espaco L(15Py,)
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é dada pelo conjunto

X X2 X3 Xty Xy XY X% X' Y? XY? X%*YV? Y@
I ANVARVA LY ANANY /L EEYA A RA N/ A AN A N

O polinémio
PX,Y,Z)=(X+Y)Y*4+YZ+2Z) = XY’ + XYZ+ X Z+ XZ*+ Y3+ Y?Z+ Y Z?,

se anula nos pontos da curva onde X =Y ou Y = o®, a'’. Assim sendo, o elemento

XY2+XY+X2+X+Y3+Y2+Y
Z3 z: 72z 73 727

gera uma palavra-cédigo com peso 17. Logo, d = 17.

D =16P,
Neste caso, os parametros do codigo sao: n = 32, k = 15, 16 < d. Uma base para o

espago L(16P,,) é dada pelo conjunto

X X2 X3 X'y Xy XY X3 X' Y? XY? X%Y? X3Y? Y3
I ANARNA RN A NN AN L EEA A R/A N/ /A B/ /AN

O polinémio
PX,Y,Z) = (Y*+YZ + Z2)(X? + XZ + Z))X,

5

se anula nos pontos da curva onde X =0, o, a'® ou Y = o’, o!°. Assim, o elemento

X3Y2+X3Y+X3+X2Y2+X2Y+X2+XY2+XY+X
A Z4 Z3 Z4 VA Z? Z3 z2 7

gera uma palavra-cédigo com peso 16. Portanto, d = 16.

D=17P,
Os parametros do cédigo sao: n = 32, k = 16, 15 < d. Uma base para o espaco L(17Py,)

¢ dada pelo conjunto

AN AN/ AN R A SR B/ A RA B/A B/A BVATVA

{1 XY X? XY Y? X3 X?Y XY? y? X4 X3Y X?Y? XY3 XYY X3Y2}

O polinémio

P(X,Y,Z) = X(Y +a°Z)(Y + o 2)(Y + aZ),
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5

se anula nos pontos da curva onde X =0 ou Y = «, o°, o'’. Portanto, o elemento

Xy?  ,XY?
i T s T

4XY+oz£
Z’

gera uma palavra-cédigo com peso 15. Logo, d = 15.

Os cdédigos obtidos anteriormente sao todos subcodigos do cédigo derivado a seguir. Este

cédigo é visto como a modulagao a ser utilizada no sistema de comunicagoes.

e D=31P,
Os parametros do cédigo sao: n = 32, k = 30, 1 < d. Uma base do espago L(31P,,) é

dada pelo conjunto

XiyJ Xiy?® y'©
{W7 (Z.vj)E{07]-’27374}X{071727374}}U{W7 22071a273}u{ﬁ}
Lema 4.1.2 A distancia minima do codigo associado ao divsor D = 31P,, € d = 2.

Demonstragao: Vamos mostrar que d = 2 em duas etapas.
Afirmacao 1: Nao existe palavra-cédigo com peso 1 neste cédigo.
De fato, da distribuicao dos pontos racionais, vemos que existem 5 pontos da forma

(—:a:1), 5 pontos da forma (— : a* : 1), 5 pontos da forma (— : a* : 1), 5 pontos da

5

forma (— : a®: 1), 5 pontos da forma (—: @ : 1) e 5 pontos da forma (— : a'?: 1).

Se existir uma palavra-cédigo com peso 1 neste cédigo, entao existe um polinomio da

forma
FX,Y,2)=X*A(Y,Z) + X3A,(Y, 2) + X?As(Y, Z) + X ALY, Z) + A5(Y, Z),

COo1
A1<Y, Z) = CL1Y4 -+ GQYSZ -+ a3Y2Z2 -+ a4YZ3 + CZ5Z4,

Ay(Y, Z) = b)Y + .Y Z + b3Y3 22 + 0, Y273 + bsY Z4 + b 2,
Ag(Y, Z) = 01Y5Z + CQYVZJLZ2 + 03Y323 + C4Y2Z4 + C5Y25 + C6Z6,
Ay, 2) = d Y3 Z + doYAZ? + d3Y3 273 + dy Y2 Z + dsY Z° + dg 25,

A5(Y7 Z) = 61Y622 + €2Y523 —f- 63Y4Z4 —f- 64Y325 —|— €5Y2Z6 —|— €6YZ7 —f- 6728,

que se anula em 31 pontos da curva. Para isso, vamos analisar 2 situagoes.
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1. O polinémio F(X,Y, Z) se anula nos pontos P;, i = 3,4, ...,32.

Neste caso, de acordo com a Tabela 4.1, para cada o', i € {1,2,4,8,5,10}, os
polinomios

F(X) = F(X,a', 1),

tém 5 raizes distintas. Como gr(F;(X)) = 4, temos que F;(X) é o polinémio nulo.
Desta forma, dado j € {1,2,3,4,5} temos que

Aj(a’,1) =0, Vie{1,2,4,8,510},
isto é, os polinomios
AJ(Y) = AJ(Y7 1)7 .] = 17 27 37 47 57

tém como raizes os elementos o', i € {1,2,4,8,5,10}. Como gr(A4;(Y)) = 4 e
gr(As(Y)) = gr(As(Y)) = gr(A4(Y)) = 5 temos que

Ai(Y) = Ay (Y) = A3(Y) = Ay(Y) = 0.

Assim,
F(X,Y,Z)=As5(Y, Z2).

Como gr(C) = 5, pelo Teorema de Bezout, este polindmio sé pode se anular em 30

pontos racionais. (absurdo!!).

. Existe k € {3,4,...,32} tal que F(P;) # 0.

Neste caso, existe j € {1,2,4,8,5,10} tal que F' se anula em 4 dos 5 pontos
(up s’ 1), (ug 1’ 2 1), (uz: o' 1), (ug : ' : 1), (us : o' : 1).
Temos também que, se i € {1,2,4,8,5,10}, i # j ent@o os polinémios
F(X) = F(X,a',1),

tém 5 raizes distintas. Como no caso anterior, F;(X) = 0. Considerando o grau dos
polinémios A;(Y) = A;(Y, 1), temos

A1(Y) =0, Ap(Y) = As(Y) = Ay(Y) =a (Y — o).
i#j
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Desta forma,

F(X,Y,Z)=[(Y = &' 2)(ws X* + w, X* + w1 X) + A5(Y, Z).
i#]

Considerando Y = o7, o polindémio

Fi(X) = F(X,ad, 1),

tem quatro raizes entre os elementos {uy, us, us, us, us . Como gr(F;(X)) = 3, entao

ws = wy = w; =0 e As(a?) = 0. Portanto,

Como gr(C) = 5, pelo Teorema de Bezout, este polinémio sé pode se anular em 30

pontos racionais. (absurdo!!).

Afirmacao 2: O cédigo possui distancia d = 2.
Tendo como base a distribuicao dos pontos racionais, dada pela Tabela 4.1, basta observar

que o elemento

faz parte de £(D) e se anula nos pontos da forma (— : o : 1), k € {1,2,4,8,5,10}, ou
seja, em 30 pontos. Logo, d = 2. [

4.2 Quartica de Klein

Nesta se¢ao, calcularemos os parametros dos cédigos associados a quartica de Klein.

A quartica de Klein é uma curva nao singular C, de género 3, cuja equacao é
ZY?*+ XY + Z7°X = 0. (4.2)

Esta curva possui 24 pontos racionais em g, como ilustra a Tabela 4.2.

Além disso, temos
CNX={PeCC| X=0}={R,P},
CNY ={PeC|lY =0}={P, P},
CNZ={PelC|Z=0}={P, DR},
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P=(1:0:0) P,=(0:1:0) P;y=(0:0:1)

Pi=(1:a%:1) Ps=(1:a%:1) Ps=(1:a°:1)
P,=(a:a:1) Pa=(a:a?:1) | PBy=(a:a’:1)
Po=(*:a?:1) | Pp=(a?:a":1) | Pp=(a?:a:1)
Ps=(’:1:1) [Pyu=(a?:a":1)| Ps=(a®:a":1)
Peg=(a":a":1) | Pp=(a":a":1) | Pg=(a*:a*:1)
Pog=(a":1:1) [ Py=(a’:a*:1)| Py=(a’:a’:1)
Pp=(%:1:1) |[Pg=(a:a:1) | Py=(a’:a":1)

Tab. 4.2: Pontos Fg-racionais da quartica de Klein.

e os divisores de interseccao sao dados por:

div(C N X) = 3P + Py:
div(CNY) =3P, + P;

Portanto, o
. (XYY S . . o
div T ) = (3i+7)Ps — (20 +3j) Py + (2 — )Py (4.3)
Tendo como base as informagoes anteriores, vamos considerar divisores da forma D = 7P+ sP,
XYV
e procurar bases para os espagos L£(D) da forma Zig

De (4.3), temos
Xty
Zit]

De acordo com o Teorema A.2.4, e considerando P = { P, ..., Pay}, se

€eL(D) <= 2i+3j<rei<s+2j.

29—2=4<gr(D)=r+s<n=22, (4.4)
entao o cdédigo de Goppa associado tera parametros
(n,k,d) = (22,gr(D)+1—g=gr(D) —2,d),com 22— gr(D)<d<22—gr(D)+1.

Vamos calcular os parametros dos cédigos associados aos divisores D = rP, + sP;. De

acordo com (4.4), precisamos considerar os seguintes casos:

1. r+s=5

Os parametros dos codigos associados sao: n = 22,k = 3,17 < d. Neste caso, é possivel
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Xyd

7 para os espacos associados aos seguintes divisores:

obter bases da forma

e D1=3P2+2P1 e Dy=4Po+P1.

Os espagos L£(D;) e L£(D;) possuem uma base dada pelo conjunto

a2y
A

Lema 4.2.1 A distancia minima dos codigos associados aos divisores D1 e Do €
d=18.

Demonstragao: Sejam a,b,c € Fg e C; a curva dada pela equagao
aX +bY +cZ =0.
Se existir uma palavra-codigo com peso 17 no cédigo, entao

Cl ﬂC - {BU-Piz,Pigvf)ua-Pis})

o que é um absurdo pois gr(C) =4 e gr(Cy) = 1 (contraria o Teorema de Bezout).

Portanto, nao existem palavras-cddigos com peso 17 neste codigo.

Pela afirmagao anterior, temos entao que 18 < d. O polinomio
PX,Y,Z)=X+Y,

se anula nos pontos da curva onde X =Y. Desta forma, o elemento

X N Y
Z 7
gera uma palavra-cédigo com peso 18. Logo, d = 18. |
e D3=5P>
Neste caso, uma base para o espaco L(D3) é dada pelo conjunto
{ Y XY
D AVAN

Lema 4.2.2 A distancia minima do codigo associado ao divisor D3 é d = 18.

Demonstragao: Sejam (a,b,c) € F3, e (a,b,c) # (0,0,0). Considere a curva dada
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pela equagao
Ci:aZ>+bYZ +cXY =0. (4.5)

Se existir uma palavra-cdédigo com peso 17, entdo a curva (4.5) tem, pelo menos, 5
b b )
pontos distintos em comum com a curva C. Vamos mostrar que isto é impossivel,

analisando os seguintes casos:

—a=0,0=0, c#£0.
Neste caso, a equacao (4.5) se reduz a ¢XY = 0 e, assim, s6 temos o ponto

P;=(0:0:1) em comum.

—a=0,¢c=0,b#0
Neste caso, a equagao (4.5) se reduz a bY = 0 e, novamente, s6 temos o ponto

P; em comum.

—a=0,0#0, c#0.

Nesse caso, a equagao (4.5) é da forma
bY +cXY =Y (b+cX)=0. (4.6)

Assim, os pontos que satisfazem a equagao (4.6) sdo da forma:

b
(u:0:1), uelFgou (—:u:l),ung.

c

Pela Tabela 4.2, s6 existem 4 pontos da curva C satisfazendo a equacao anterior,

TITN (R N (R NSy

onde uy, us, u3z sao as raizes do polinomio

3
Y3+(Z—)) Y+[3.

que sao:

c c

—a#0,0#£0, c=0.

Neste caso, a equagao (4.5) é da forma
a—+bY =0,

que é a equacao de uma reta. Assim, usando o Teorema de Bezout, s poderemos

ter 4 pontos em comum com a curva C.
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—a#0, c#0, b=0.

Nesse caso, a equagao (4.5) é da forma a + cXY = 0, ou seja,

xy =2
C

(4.7)
Sendo a, ¢ elementos em Fg, temos que

& alie{0,1,2,3,4,5,6).
C

Assim, para sabermos quantos pontos da curva C satisfazem a equacao (4.7),

precisamos saber quantos elementos possuem os seguintes conjuntos
Ai={P=(r:y:2)€C|lay=a'}, para i=0,1,2,3,4,5,6.
De acordo com a Tabela 4.2, temos

AOZ {P147P207P23}7 Al = {P117P167P21}7 A2 :{P77P157P17}7
A3 == {P47P12apl3}7 A4 - {P87P107P24}7 A5 - {PG,PQ,Plg},
A6 - {P57P187 PQQ}'

Logo, s6 teremos 3 pontos em comum entre as curvas.

—a#0,0#0, c#0.

Neste caso, buscamos as solugoes da forma
(u:v:1)eCNC,v#0(v=0=0a=0).
Porém, note que
at+bvt+cuv = 0 & avv  +bvtcuv = 0 < v(av +btcu) = 0 & av +b+cu = 0.
Desta forma, temos que
(u:v:1)satisfaz a + bY +cXY < (u: v~ ' : 1) satisfaz aY + cX + b = 0.

Como, novamente, temos a equacao de uma reta, sé poderemos ter 4 pontos em

comuin.

De acordo com a afirmacao anterior, o cédigo possui distancia minima 18 < d. O
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polinémio
PX,)Y,Z)=(X+2)Y =XY +YZ,
se anula nos pontos da curva para os quais X =1 ou Y = 0. Assim, o elemento
XY n Y
A Z’
gera uma palavra-cédigo com peso 18. Portanto, d = 18. ]
2. r+s=6.
Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =4, 16 < d. Neste caso, ¢ possivel

Xty

obter bases da forma it

para os espacos associados aos seguintes divisores:

L4 D:6P2+0P1.

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

1YXY Y?
EVARVARNYVAE

O polinémio
PX,Y,Z)=Y +2)Y +aZ)=Y*+a°YZ + Z°,

se anula nos pontos da curva onde Y =1, «. Desta forma, o elemento

2

Y
ﬁ~|—a55+1,

gera uma palavra-cédigo com peso 16. Portanto, d = 16.

e D=5P,+1P;.

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

L X Y Xy
Tz z 72

O polinémio

PX,Y,2)=(X+2)(Y +aZ)=XY +aXZ+YZ +aZ?
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se anula nos pontos da curva onde X =1 ou Y = «a. Desta forma, o elemento

XY+ X+Y+
— ta- + =+
Z? Z 7 ’

gera uma palavra-cédigo com peso 16. Portanto, d = 16.

e D=4P>+2P;.

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

1XX2Y
EVARVARNVA

O polinémio
PX,Y,Z)=(X+2) X +aZ)=X*+a°XZ +aZ?

se anula nos pontos da curva onde X =1, «a. Desta forma, o elemento
2 5X
77 + o A + o,

gera uma palavra-cédigo com peso 16. Portanto, d = 16.

3. r+s=T.
Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =5, 15 < d. Neste caso, é possivel
Xyd
obter bases da forma it para os espacos associados aos seguintes divisores:

e D=TP>+0P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

LY Xy X%y vy?
z oz 73 22
O polinémio
PX,Y,Z)=Y (X +2) (X +aZ) = X?Y +a°XYZ + aY Z?,

se anula nos pontos da curva onde X =1, a ou Y = 0. Desta forma, o elemento

X% XY Y
75 T Ty
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gera uma palavra-cédigo com peso 15. Portanto, d = 15.

L4 D=6P1—|—1P1

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X Y Xy Y?
VARV AR LA

O polinémio
PX,Y,Z)=(X+Y)(Y +a°2) = XY +a°XZ +Y?* +a°Y Z,

se anula nos pontos da curva onde X =Y ou Y = o Desta forma, o elemento

Xy X Y:
ezt E Yy

gera uma palavra-cédigo com peso 15. Portanto d = 15.

o D=5P,+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto
X X? Y XY
ARV AN
O polinémio

PX,Y,2)=(X+Y)(X +a°Z) = X*+’XZ + XY +a°Y Z,

se anula nos pontos da curva onde X =Y ou X = . Desta forma, o elemento

X2 X XYLy

R AN A

gera uma palavra-cédigo com peso 15. Portanto, d = 15.

4. r+s=8.

Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =6, 14 < d. Neste caso, é possivel
XY
Zi+i

obter bases da forma para os espacos associados aos seguintes divisores:
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e D=8P,+0P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

LY XY XYy oy
/AN I/ C R/ A/t B

O polinémio
PX,)Y,2)=(X+Y)X+2)Y = XY + XYZ+ XY*+Y?*Z,

se anula nos pontos da curva onde X =Y ou X =1 ouY = 0. Desta forma, o

elemento

X2y XY XY? Y?
7 T T T

gera uma palavra-cédigo com peso 14. Portanto, d = 14.

e D=7TP>+1P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X Y XY X% Y?
VAR A A A

Com os elementos
X Y XY Y?

) 77 57 77 ﬁa
é possivel formar uma palavra-cédigo com peso 15 (ver D = 6P, + P;). Desta forma,

o codigo possui distancia minima 14 < d < 15.

e D=6P>+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X?Y XYy Y?
VARV AR LAY

Com os elementos
X X?2Y XY

) Ea ﬁa Ea 77
é possivel formar uma palavra-cédigo com peso 15 (ver D = 5P, + 2P;). Desta

forma, o cédigo possui distancia miniuma 14 < d < 15.

5. r+s=9.

Os parametros dos codigos associados sao: n =22, k=7, 13 < d. Neste caso, é possivel
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Xyd

obter bases da forma it

para os espacos associados aos seguintes divisores:

e D=9P,+0P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto
LY XY XY Xy
A/ R/ A /L B/ C
O polinémio
PX,Y,Z)=Y3+Y?*Z + 73,

2

se anula nos pontos da curva onde Y = o, a?, a*. Desta forma, o elemento

gera uma palavra-cédigo com peso 13. Portanto, d = 13.

L4 D=8P2—|—1P1

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X Y XY X? Y? XY?
ARV ARY A /A
O polinémio
P(X,Y,Z) = (Y +aZ)(Y +a*2)(X + a*2),

se anula nos pontos da curva onde Y = o, a? ou X = o?. Desta forma, o elemento

XY2 XY XYY
73 YT Ty Ta s Ta

gera uma palavra-cédigo com peso 13. Portanto, d = 13.

o D=7Py+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X XY XY XYy
/AR A/ I/ C R/

O polinémio

P(X,Y,Z) = (X +aZ)(X +a*2)(Y +a°Z),
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se anula nos pontos da curva onde X = o, a? ou Y = o”. Desta forma, o elemento

XY XYY XX
[0 O —= D —= o — «
73 72 z "7 z

gera uma palavra-cédigo com peso 13. Portanto, d = 13.

L4 D:6P2—|—3P1

Uma base para o espago L(D) é dada pelo conjunto

X X X*Y Xy vy?
ARV ARV A LA AY

O polinémio
P(X,Y,Z) =X+ X*Z + 73,

se anula nos pontos da curva onde X = o, a?, o*. Desta forma, o elemento

gera uma palavra-cédigo com peso 13. Portanto, d = 13.

6. r+s=10.

Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =8, 12 < d. Neste caso, ¢ possivel
iyj

Zi+j
e D=10P3+0P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

obter bases da forma para os espacos associados aos seguintes divisores:

Y XY X?Y Y? XY? X?y? Y3
A/ L B/ A/ EA /L
O polinémio

PX,)Y,Z)=YY +Z)( X+ Z)(X + aZ),
se anula nos pontos da curva onde ¥ = 0,1 ou X =1, a. Desta forma, o elemento

X?y? S XY? Y? YX? s XY Y
i + 73 +aﬁ+ 73 + « 72 —l—ozE,

gera uma palavra-cédigo com peso 12. Portanto, d = 12.
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e D=9P,+1P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

XY XY XY VXYY
AN /AR/ /L B/ AL B/L I
O polinémio

P(X,Y,Z) = (X +Y)(Y + 1)(Y +a°),
se anula nos pontos da curva onde X =Y ouY =1, o°. Desta forma, o elemento

XY2+ XY+ X+Y3+ Y2+ Y
a——+ S+ o tas ot
Z3 Z? VARRVA Z? Z’

gera uma palavra-cédigo com peso 12. Portanto, d = 12.

e D=8P>+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X? Y XY X% Y? XY?
AR/ ARY LA B LA R

O polinomio
PX,)Y,Z)=(X+Y)X+Z2)Y+2)= XY+ X Z+ XZ* + XY*+Y?*Z+Y Z?

se anula nos pontos da curva onde X =Y ou X =1 ou Y = 1. Desta forma, o

elemento
X2Y+X2+X+XY2+Y2+Y
73 72 7 A zZ2 7’

gera uma palavra-cédigo com peso 12. Portanto, d = 12.

o D=7Py+3P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X2 X0 YNV XYy
/AR A/ I/ C R/

O polinémio

P(X,Y,Z)= (X +Y)( X+ 2)(X +a’2)
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se anula nos pontos da curva onde X =Y ou X = 1, o?. Desta forma, o elemento

X3 5 X2 X X% K XY
3 T —5 +ta " — + + o

3
73 72 AANE 7z T

gera uma palavra-cédigo com peso 12. Portanto, d = 12.

7. r+s=11.
Os parametros dos codigos associados sao: n =22, k=19, 11 < d. Neste caso, ¢ possivel
X'YJ

VARE]

obter bases da forma para os espacos associados aos seguintes divisores:

e D=11P>+0P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

1 Y XY X?Y Y? XY? X%Y? Y3 XYV3
A2 B £ S/ LA B4 A /A

Com os elementos

Y XY X?Y Y? XY? X?y? y®

1, -~ =- - == =° -
’Z’ Z27 Z3 Y 227 Z37 Z4 723’

é possivel formar uma palavra-cédigo com peso 12 (ver 10P, + 0P;). Desta forma,
a distancia minima satisfaz 11 < d < 12, o que nao altera a quantidade de erros
corrigidos pelo cédigo.

e D=10P>+1P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto
X Y XY X% Y? XY? X?y? Y3
/AR I/t B/ A/ B/ /L I
Com os elementos
1 X Y XY X% Y? Xy? ys3
Y Z7 Z’ 227 Z3 Y Z27 Z3 Y Z37

é possivel formar uma palavra-cédigo com peso 12 (ver 9P, + 1P;). Desta forma,
a distancia minima satisfaz 11 < d < 12, o que nao altera a quantidade de erros

corrigidos pelo cédigo.
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e D=9P,+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X XY XY XYY XYE oy
/AR A/ I/ R/ A/ B/C N

Com os elementos
X X?2Y XY X?% Y? XYy?
Y Z Y Z2 ) Z? 22 Y Zs ) Z2 ) 23 Y
¢ possivel formar uma palavra-cédigo com peso 12 (ver 8P, + 2P;). Desta forma,

a distancia minima satisfaz 11 < d < 12, o que nao altera a quantidade de erros

corrigidos pelo codigo.

e D=8P5>+3P;

Uma base para o espago £(D) é dada pelo conjunto

] X X? XY XY X% Y? XY?
AR/ RARY/AN /LA B LA

Com os elementos
X X? X*'Y Xy X% Y?
) Z’ Z27 Zg’ Z7 Z27 23 9 ZQ’
é possivel formar uma palavra-cédigo com peso 12 (ver 7P, + 3P;). Desta forma,

a distancia minima satisfaz 11 < d < 12, o que nao altera a quantidade de erros

corrigidos pelo cédigo.

8. r+s=12.
Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =10, 10 < d. Neste caso, ¢ possivel
XY

obter bases da forma it

para os espacos associados aos seguintes divisores:

e D=12P5+0P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

1 Y XY X%V Y? XVY? X%? Y® Xy3 v¢
VAR B/ LA A A A AN B

O polinémio

PX,Y,2)=(Y*+Y*Z+Z)Y +2)=Y*"+Y?*Z? + Y Z* + Z*,
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2

se anula nos pontos da curva onde Y = 1, a, a2, o*. Desta forma, o elemento

LA S A
2

gera uma palavra-cédigo com peso 10. Portanto, d = 10.

e D=11P>+1P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

1 X Y XY X% Y? XY? X?%Y? Y3 XYV3
/AR AR A A B/ AL B4 B/ R /A

O polinémio

PX,Y,Z)=(Y*+Y* Z+ 28X+ 2)= XY+ XY Z+ X234+ Y32+ Y? 2% + 7,

se anula nos pontos da curvaonde Y = o, a?

XY3+XY2+X+Y3 y?
Z4 Z3 VARVA YA

gera uma palavra-cédigo com peso 10. Portanto, d = 10.

e D=10Py+2P,

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X?'Y Xy X% Y? XYy? X?y? y3
17 T 90 0 T 9 0 T e Y 5990 a Y 4 Y 79 *
ARNVARNY AN VARYARA VARRNVA:

O polinémio

P(X,)Y,Z)= (X +Z)(X +aZ)(Y + Z)(Y +*2),

, o ou X = 1. Desta forma, o elemento

se anula nos pontos da curvaonde Y = 1, a? ou X = 1, . Desta forma, o elemento

X?y? 3 XY 0 X7 s XY? XY X y? Y 3
+a +a t - tasta— +a’,

Zi Y 72 75 Ta A 7

gera uma palavra-cédigo com peso 10. Portanto, d = 10.
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e D=9P,+3P;
Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

Y XY X2¥ X3Y Y? XY?2
73 g4 g2 g3 ¢

. X X2 X3
7Z7 Z27 Z37 Z’ Z27
O polinémio
P(X,Y,2) = (X*+X?Z+ 2 Y +2)= XY+ X Z+ XY 2+ X*Z°+Y 73+ 74,

se anula nos pontos da curva onde X = «, a?, a*ouY = 1. Desta forma, o elemento

X3Y+X3+X2Y+X2+Y+1
Z4 Z3 Z3 z? Z ’

gera uma palavra-cédigo com peso 10. Portanto, d = 10.

e D=8Py+4P,
Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X2 X3 X'y Xy X% Y? XY?
AR RNARNY/A LA/ A B/ LA S

O polinémio
PX,)Y,Z)=(X*+X?Z+Z)X+2)= X"+ X2+ XZ° + 7%,

se anula nos pontos da curva onde X =1, o, o?, a?. Desta forma, o elemento

X4+X2+X+1
zr oz Z

gera uma palavra-cédigo com peso 10. portanto, d = 10.

9. r+s=13.
Os parametros dos codigos associados sao: n = 22, k =11, 9 < d. Neste caso, é possivel

iyj
obter bases da forma it

para os espacos associados aos seguintes divisores:

e D=13P>+0P;
Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto
XY? X?Y? X3Y? Y3 XYy3? X?%Y
A AT 2 N

] Y XY X2y Y?
’Z, ZQ? Z3 Y Z2’ Z37
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O polinémio
P(X,Y,Z2)=(X*+X*Z+ Z>)(Y*+Y2),

se anula nos pontos da curva onde X = o, o?, o* ou Y = 0,1. Desta forma, o

elemento
X3y? X3Y+X2Y2 X%y Y? Y

75 o RN A

gera uma palavra-cédigo com peso 9. Portanto, d = 9.

L4 D:12P2—|—1P1

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X Y XY X% Y? XY? X?%? Y3 XY? Y4
Lz z oz 3z g3 za 0 73 4 Za
O polinémio
PX,Y,Z)= (X +YV)(Y*+YZ*+ 7%,

se anula nos pontos da curva onde X = Y ou Y = o?, o a°. Desta forma, o

elemento
XY3+XY+X+Y4+Y2+Y
Z4 A Z zr oz 7

gera uma palavra-cédigo com peso 9. Portanto, d = 9.

e D=11P>+2P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X? Y XY X¥%% X% X% Y? XY? X?%*?
AR AL B A A /A /A S/A N B

O polinémio
P(X,)Y,Z) = (X*+ XZ)(X 4+ aZ)(X + 22)(Y + 2),

se anula nos pontos da curva onde X = 0, 1, a, a®? ou Y = 1. Desta forma, o
elemento
XYY XY S XY X4 X3 s X2 X

+ « +a5X2Y+a R e e
z5 zZ4 Z3 Z? Z4 zZ3 Z? Z’

gera uma palavra-cédigo com peso 9. Portanto, d = 9.
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e D=10P3+3P;

Uma base para o espago L£(D) é dada pelo conjunto

X X_2 X_3 Yy XY X2y X3y Y_2 Xy? X?%*y?
AR/L A4 AR/ E/A /L AL B4 N

O polinémio
PX,Y,Z)= (X +a’2)(X +a°2) (X +Y)(Y +a°7),

3

se anula nos pontos da curva onde X = a?, a® ou X =Y ou Y = a?. Desta forma,

o elemento
X3y 3X3 X2Y? 6X2Y X2 XY? c XY X Y2 sY

A A 5 5% 2 f - r
7i +« Z3—|— 7i + 73 +aZ2+oz 73 +« 72 +« Z+a Z2+a 7

gera uma palavra-cédigo com peso 9. Portanto, d = 9.

e D=9P5>+4P-

Uma base para o espago £(D) é dada pelo conjunto

X X X X''Y Xy X% X3 Y? XY?
AL A /AR ARY/A YA B A R LAV A

O polinémio
PX,)Y,Z)= (XP+XZ?+ 7)) (X +Y) = X'+ XY+ X222+ XY 2P+ X 2P+ Y 73,

se anula nos pontos da curva onde X = o2, a% a® ou X = Y. Dessa forma, o

elemento
X4 XY X2 XYy X Y

ot Tttty

gera uma palavra-cédigo com peso 9. Portanto, d = 9.

Nosso objetivo é sempre gerar c6digos que sejam subcédigos de cdédigos universais (d = 1 ou

d = 2). Todos os cdédigos obtidos anteriormente sado subcddigos do seguinte cédigo universal:

e D=14P,+T7P;.
Os parametros deste codigo sao n = 22, £k =19, 1 < d. Um conjunto gerador para o
espaco L(D) é:
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;X X X X xS XT Yy Xy XY XY
zZ 72 73 74 75 z6 z1  Z 72 73 A
Xy X%V Y? XY? X?2y? X3Y? Xx4v? y3 XYy3 X?2y3 y4 XY4
75 76 72 73 74 75 76 73 74 76 74 75

Tendo como base a equagao (4.2) podemos eliminar os elementos

X3y XY X°y X3y? X4y?
AR/ R Y/ B/
Os 19 elementos restantes sao linearmente independentes pois, tomando-se a ordem X >

Y > Z, nenhum dos elementos restantes é divisivel por X3Y (termo lider do polindmio

que gera a curva). A matriz geradora deste cddigo tem como linhas

11 1111111111111 1111 1/ relativaao gerador 1)

601111111111 111111T1]1 l(relativaaogerador)z(—;).

Desta forma, somando-se essas duas linhas, teremos uma palavra-codigo com peso 1.
Portanto, d = 1.

4.3 Coddigos Multiniveis

Um dos objetivos de se fazer concatenagao de cédigos, é a obtengao de codigos com com-
primento grande através de cédigos de comprimento menor e também com distancias minimas
grandes. Nesta secao, vamos mostrar que os codigos de Goppa podem ser utilizados na con-
strugdo de cédigos multiniveis, usando as idéias desenvolvidas em [12]. No final da segao,
apresentaremos uma tabela de cédigos obtidos pelo processo de concatenacao usando os cédi-
gos racionais estudados no Capitulo 2. Esta tabela reproduz os resultados em [12], porém sem

a necessidade de se fazer uso de cédigos estendidos.

Uma cadeia de partigao é uma sequéncia de codigos lineares, Ay, Ao, ..., Ay, de com-

primento n; sobre [F,, satisfazendo as condicoes
A1 C A, |AiJAi| =q, para i=1,2,...,m, com m < ny.

Assumimos que A, = {0} com distancia de Hamming co. Como os cédigos em consideragao
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sao lineares, a particao pode ser expressa na seguinte forma

A, = U (y(i)ai + A1), para i=1,2,..m, a; € A;, a; & A,

y(z) e IFq

onde a; é um representante de uma classe de equivaléncia de A;;; em A;. Portanto, todas as
palavras-cédigo de A; podem ser completamente descritas pelo conjunto dos ntimeros ¢-arios

yW y@ ym  Os cédigos A; sdo chamados cédigos internos.

Para construirmos coédigos multiniveis, vamos usar m codigos g-arios C;, 1 = 1,2,..., m com
comprimento ny, chamados cédigos externos. Considere a matriz onde cada linha consiste

de uma palavra-codigo de cada um dos cddigos externos, respectivamente, isto é,

(1) (1) (1)

h Ya oo Yng
2 2 2
2
AT S

onde a i-ésima linha é uma palavra-cédigo do cédigo C;. Desta forma, uma palavra do codigo

multinivel é representada da forma (57, Ss, ..., Sy,), onde

Sj=yMar+yPas + ..+ 4 a.
A distancia minima desses codigos satisfaz

i > min{dPd?, 1 <i <m},

onde d((f) e dé” denotam as distancias minimas dos cédigos interno e externo, respectivamente.

Exemplo 4.3.1 No Ezemplo 2.3.5, Secao 2.3, foram construidos os sequintes cddigos:

e Ay com parametros (4,4,1) e matriz geradora

Q, =~

G =

_ o O O
— = =
— Q

— R O
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o Ay com parametros (4,3,2) e matriz geradora

Q
Q

O S
— 9
Q
[\V)

Gy =

= o O
—_

e A3 com parametros (4,2,3) e matriz geradora

G3:Olaa2
111 1

Vamos considerar Ay como sendo o cddigo com parametros (4,1,4) e matriz geradora
Gi=[1 11 1]
Dessa forma, temos que Ay D Ay D A3 D Ay D A5 = {0} e também que

Av= U 00, 1,1,1) + 4,)

y(i)e Fy

A2 = U (y(l)(oa 17 0427 O‘) + A3)

y(i)e Fyq
A3 - U (y(Z) (O7 17 «, QQ) + A4)
y(z)e Fq
A= V01151 + 45)
y@De Fy

Portanto, a matriz geradora do cédigo Ay € também a matriz geradora do cddigo multinivel.

No Ezemplo 2.3.1, Se¢ao 2.3, construimos um cédigo com parametros (5,5,1). Pelo processo
descrito na Secdo (2.4) podemos construir subcddigos deste cdodigo com parametros (5,4,2),
(5,3,3), (5,2,4) e (5,1,5). A Tabela 4.3 ilustra os cddigos multiniveis obtidos utilizando-se
estes subcodigos como codigos externos. FEsta tabela reproduz os resultados apresentados em

[12], porém sem a necessidade de se fazer uso de cddigos estendidos.
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Ch Cy Cs Cy c6digo multinivel
{0} {0} {0} (5,1,5) (20,1, d = 20)
{0} {0} {0} (5,2,4) (20,2,d > 16)
{0} {0} (5,1,5) | (5,2,4) (20,3,d > 15)
{0} {0} (5,2,4) | (5,3,3) (20,5,d > 12)
{0} (5,1,5) | (5,2,4) | (5,3,3) (20,6,d > 10)
{0} (5,1,5) | (5,3,3) | (5,3,3) (20,7,d >9)
{0} (5,2,4) | (5,3,3) | (5,4,2) (20,9,d > 8)
{0} (5,3,3) | (5,4,2) | (5,4,2) (20,11,d > 6)
(5,1,5) | (5,3,3) | (5,4,2) | (5,4,2) (20,12,d > 5)
(5,2,4) | (5,4,2) | (5.4,2) | (5,1,5) | (20,15,d > 4)
(5,3,3) | (5,4,2) | (5,5,1) | (5,5,1) (20,17,d > 3)

Tab. 4.3: Cddigos multiniveis obtidos de cédigos racionais.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, por meio de dois exemplos, apresentamos a construcao de codigos prove-
nientes de curvas com generos 2 e 3, usando as mesmas idéias apresentadas no Capitulo 3 e
na Observacao A.2.1. Mostramos também que os cédigos de Goppa podem ser usados, de uma

maneira bem simples, na construgao de codigos multiniveis.



Capitulo 5
Conclusoes

Em pesquisas anteriores sobre sistemas de comunicacao digital, cada um dos blocos do dia-
grama de blocos que compoem o sistema (ver Figura I) eram estudados separadamente. Nestes
estudos, cada um dos blocos do diagrama foram associados a estruturas matematicas como
espagos métricos provenientes de espacos vetorias e, mais recentemente, espagos topologicos.
Desta ultima associagao, um novo conceito matemaético passou a ser de grande importancia no
estudo de sistemas de comunicacao: o conceito de género de uma superficie. Pesquisas recentes
mostraram que o desempenho de sistemas de comunicacao digital estd associado ao género da
superficie na qual o canal pode ser mergulhado ([1], [2]). Os cédigos de Goppa, ou codigos
algébrico-geométricos, formam uma classe de cédigos com um bom desempenho e estao asso-
ciados a curvas algébricas. Um dos conceitos fundamentais no estudo de curvas é o conceito
de género da curva. Curvas algébricas e superficies de Riemann estao relacionadas através do
género (da curva ou da superficie) como pode ser visto no Capitulo B.

Neste trabalho, motivados por esta relacao entre desempenho de sistemas, género de su-
perficies e curvas algébricas, nossa proposta foi fazer um estudo dos sistemas de uma forma
conjunta, propondo uma integracao entre modulagao e codificacao de canal, baseados em um
unico conceito matematico: o género de uma superficie na qual o canal pode ser mergulhado.
Para fazer esta integracao, nossa proposta foi: fixado um género g (¢ = 0,1,2,3), encontrar
curvas com este género e fazer uma analise dos parametros dos cédigos associados a esta curva,
a fim de se obter uma modulagao, ou seja, um cédigo com parametros (n,n,1) ou (n,n —1,2),
e um subcddigo desta modulagao, com parametros (n,k,d), k < n, para ser utilizado na cod-
ificacao de canal. Além disto buscamos, sempre que possivel, curvas maximais, isto é, curvas
com o maior nimero de pontos racionais possiveis.

Os resultados obtidos estao assim distribuidos:

e no Capitulo 2, estudamos os cédigos racionais (¢ = 0). Apresentamos uma maneira
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diferente de se estudar cddigos racionais, usando as idéias presentes em [4]. Com este
processo, dado um corpo finito I, podemos obter cédigos racionais com parametros
n=q+1, k<ned=mn-—k+1, isto é cddigos MDS. Entretanto, ao escolhermos
subcédigos destes codigos estes podem perder esta propriedade. Desta forma, no final do
capitulo, apresentamos um algoritmo para obtencao de subcédigos MDS de modulagoes

racionais com parametros (n,n, 1);

no Capitulo 3, estudamos cédigos provenientes de curvas elipticas (¢ = 1). Calculamos,
como exemplos, os parametros dos codigos associados as curvas Hermitiana e de Hurwitz,
que sao duas curvas maximais de género um. Uma diferenca entre estas curvas é que a
curva Hermitiana possui um tnico ponto no infinito, enquanto que a curva de Hurwitz
possui dois pontos no infinito. Assim, de acordo com a observacao A.2.1, precisamos
usar divisores com um ponto base, no caso da Hermitiana, e com dois pontos base, no
caso da curva de Hurwitz. Tendo como base os parametros dos cédigos encontrados
nestes dois exmplos, no final apresentamos um resultado sobre os parametros dos coédigos

provenientes de curvas elipticas maximais;

no Capitulo 4, estudamos cdédigos provenientes de curvas de género g = 2 e g = 3.
As dificuldades sao a escassez de exemplos e o fato de se ter que trabalhar com curvas
singulares (no caso g = 2). Por meio de dois exemplos, obtidos em [11] e [9], calculamos
os parametros dos codigos associados a estas duas curvas. No final, mostramos que os

cddigos de Goppa podem ser utilizados para fazer concatenacao de cddigos.

5.1 Propostas de trabalhos futuros

Durante o desenvolvimento deste trabalho, surgiram alguns topicos interessantes para estu-

dos futuros. Podemos destacar os seguintes tépicos:

e Estudo de cddigos algébricos geométricos por meio de semigrupos;
e Estudo de cddigos algébrico geométricos provenientes de ordens;

e Puncionamento de cédigos de Goppa por meio de ramificagoes.
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Apeéendice A
Pré-Requisitos

Neste capitulo, veremos os conceitos e resultados principais que serao necessarios para a

compreensao da teoria utlizada neste trabalho.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Secao A.1, serao apresentados alguns
conceitos sobre anéis de polinomios em duas e trés indeterminadas. Na Se¢ao A.2, apresentare-
mos os conceitos e resultados sobre curvas algébricas e cédigos de Goppa. Na Secao A.3,

apresentaremos os conceitos relacionados as ordens monomiais e bases de Groebner.

A.1 O Anel de Polinémios

Sejam k um corpo e k[ X, Y], k[X,Y, Z] os anéis de polinémios em duas e trés indeterminadas

sobre k. Estes dois anéis sao fundamentais na teoria de curvas algébricas.
Um polinédmio homogéneo de grau r, ou uma forma de grau r, ¢ um polinémio da forma
F(X, Y, Z) = E aioiliQX oy z'2, Qigiria < k
i0+i1+i2=r
Formas sao utilizadas na definicao de curvas algébricas.

Seja F(X7 Y7 Z) - Zio+i1+i2:7”

de F' com respeito a Z é o polinomio

@iiyin X °Y " 72 uma forma de grau r. A desomogeneizagao

F.(X,Y) = F(X,Y,1) € k[X,Y]
Da mesma forma, dado f(X,Y") € k[X, Y] um polindémio de grau r, definimos a homogeneiza-
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cao de f como sendo a forma

(XY, 2) = er(%, %) € kXY, 7]
A respeito dos processos descritos anteriormente, valem os seguintes resultados.
Proposicao A.1.1 ([4]) Sejam F,G € k[X,Y, Z] formas de graur e f,g € k[ X,Y]. Entao:
1 (fg) = fg" (f)=1.
2. (FG), = F.G,, F = Z'F,)*, onde t € a maior poténcia de Z que divide F.

Seja k o fecho algébrico do corpo k. Um polindémio f € k[X,Y] é absolutamente ir-
redutivel se for um polinomio irredutivel em k[X,Y]. Polinémios irredutiveis também sdo
utilizados na definicao de curvas algébricas.

Em geral nao é simples saber quando um determinado polinomio é absolutamente irredutivel

ou nao. Se o polinémio for da forma especial
FX,Y) =agY" + a1 (X)Y" 1+ o+ an(X), a;i(X) € k[X], ao # 0, (A1)

podemos utilizar o seguinte critério para verificar se o0 mesmo ¢é absolutamente irredutivel.

Teorema A.1.1 ([9]) Seja f(X,Y) um polinémio escrito na forma A.1. Suponha que gr(a,(X)) =
m € relativamente primo com n e também que
m _ gr(a;(X))

s =12, n— 1.
n (3

Entao o polinomio f(X,Y) € absolutamente irredutivel.

A.2 Curvas e Cdédigos de Goppa

Sejam k um corpo e k seu fecho algébrico. Nesta secio veremos as definicdes do espaco pro-
jetivo, o espaco onde as curvas algébricas sao definidas, de curvas algébricas e outros conceitos
fundamentais a teoria dos codigos de Goppa.

O plano projetivo P?(k) é definido como o conjunto quociente de &3\ (0,0,0) por uma
relacao de equivaléncia ~, ou seja,

P2(k) = K3\ (0,0,0)’

~J
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onde

(w1,y1,21) ~ (X2, Y2, 22) == T a € K*; 11 = awy, y1 = ayz, 21 = azs.

Como os pontos de P?(k) sdo classes de equivaléncia, vamos usar a notagao (z : y : z) para
representar estes elementos.

Seja FI(X,Y,Z) € k[X,Y,Z] um polinémio homogéneo de grau d, e tal que f(X,Y) =
F(X,Y,1) seja absolutamente irredutivel. Definimos a curva plana projetiva de grau d

associada ao polinomio F', denotada por X ou por X'z, como sendo o conjunto
X ={(z:y:2) €P(k)] F(z,y,2) =0},

ou simplesmente

X:F(X,Y,Z)=0.

Dada uma curva podemos associar o seu género, denotado por g(X'), que satisfaz a seguinte
desigualdade
(d—1)(d—-2)
o(¥) < =
Esta desigualdade passa a ser uma igualdade quando a curva for nao singular, isto é, quando

vale a condicao
F(z,y,2) = Fx(z,y,2) = Fy(x,y,2) = Fz(x,y,2) =0 = (x,y,2) = (0,0,0),

onde Fx, Fy, F; denotam as derivadas parciais de F' com relacao as variaveis X, Y, Z,

respectivamente.

Teorema A.2.1 (Teorema de Bezout,[7]) Seja k um corpo algebricamente fechado e con-
sideremos F, G € k[X,Y, Z] polindmios homogéneos, sem fatores em comum, de grau m e n,
respectivamente. As curvas projetivas Xp, Xg definidas pelos polinomios acima se encontram

em mn pontos. Em outras palavras vale

> I(P,F,G) = mn,

P
onde I(P, F,G) € a multiplicidade de intersecgio das curvas definidas por F' e G no ponto P.
O Teorema de Bezout estabelece que duas curvas, de graus m e n, respectivamente, tém mn

pontos em comum (levando-se em conta as multiplicidades). Este teorema também é utilizado

para o céalculo de divisores de interseccgao.
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Seja X uma curva plana projetiva definida por um polindmio homogéneo F' e seja K um
corpo qualquer contendo k. Um K—ponto racional em X é um ponto (z : y: 2) € P?(K) tal

que F(z,y,z) = 0. Denotamos o conjunto dos K —pontos racionais da curva X como
X(K)={(z:y:2) € PK)| F(z,y,2) = 0}.
Com relacao aos conjuntos X (K) vale o seguinte resultado.

Teorema A.2.2 ([5],[9],[19]) Seja X uwma curva projetiva nao singular definida sobre um
corpo finito k =TF,. Entao
#X(Fy) <14 q+29./74,

onde g = g(X), #X(F,) denota a cardinalidade do conjunto X (F,) e q € um primo ou poténcia

de primo.

Seja k = IF, um corpo finito com p elementos, p primo. Sabemos que, a menos de isomorfis-
mos, existe um tnico corpo com p” elementos, que denotaremos por IF,». Sabemos também que
Fyn

e é gerado pelo chamado automorfismo de Frobenius dado por

[F, é uma extensao finita de grau n, o grupo de Galois desta extensao é ciclico de ordem n

Opn: Fpn — Fpn

a +— opu(a) =al.

Se X é uma curva plana projetiva definida sobre F,, podemos fazer este automorfismo agir nos

pontos de F,» da seguinte forma
Tpan (0 Yo : 20)) = (2 2 yg : 20)-

O automorfismo de Frobenius pode ser usado para encontrar os pontos racionais de uma curva.
Seja X uma curva plana projetiva nao singular. Um ponto de grau n em X sobre F, é

um conjunto P = {Fy, P, ..., P,_1} de n pontos distintos em X (F,») tal que
P=0),(R),i=12..,n—1

Seja X uma curva definida em F,. Um divisor D em X é uma soma formal de pontos da

curva com coeficientes inteiros, isto é, um divisor é um elemento da forma

D=7 neQ
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onde ng € Z e () sdo pontos (de grau arbitrario) em X'
Se ng > 0 V@, dizemos que o divisor D ¢é efetivo e denotamos por D > 0. Definimos o

grau de um divisor como sendo

gr(D) =) nqgr(Q),

e o suporte de um divisor D, denotado por Supp(D), como sendo o conjunto dos pontos ) da

curva que aparecem com coeficientes nao nulos no divisor D, isto é,

Supp(D) = {Q| nq # 0}.

O conceito de divisor é importante pois, por meio de divisores, podemos associar espagos
vetoriais a uma determinada curva e, por meio destes espacos, podemos definir os cddigos de
Goppa.

Seja F(X,Y,Z) um polinémio que define uma curva plana projetiva X’ sobre F, e seja

b {G(X,Y,Z)

HX.Y.2) |G, H sao homogéneos de mesmo grau} u{0}.

O corpo das fungoes racionais em X', denotado por F,(X) é o conjunto quociente de E por
uma relacao de equivaléncia ~, isto é,

E

Fq(X ) -

)

onde o o
— o~ — H —-G'H e (F A2
e Tt G G'H € (F), (A.2)
com (F) representando o ideal gerado pelo polinomio F' em k[X,Y, Z].
Seja X uma curva definida pelo polinémio F, e f = % € F,(X). O divisor de f ¢ definido

como

div(f)y= Y  I(PFG)P- > I(Q,F H)Q. (A.3)

PeXpnXg QeXpnNXy
Seja D um divisor sobre uma curva nao singular. O espaco das funcoes racionais associadas

a D ¢é o conjunto
L(D) ={f € F,(X)| div(f) + D > 0} U{0}.

Este conjunto ¢ um espago vetorial finitamente gerado sobre I, e vale o seguinte resultado.

Teorema A.2.3 (Teorema de Riemann-Roch,[5]) Seja X uma curva plana projetiva nao
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singular de género g definida sobre F, e D um divisor em X. Entao dimL(D) > gr(D)+1—g.
Mais ainda, se gr(D) > 2g — 2, entdo dimL(D) = gr(D) +1—g.

Agora podemos definir os codigos algébricos-geométricos da seguinte forma. Considere X' como
uma curva plana projetiva definida sobre IF,, D um divisor em X e P = { P, ..., P, } um conjunto
de n pontos F -racionais distintos em X. Suponha que P N Supp(D) = 0.

O cédigo algébrico-geométrico associado a curva X, ao conjunto P e ao divisor D é o
conjunto

C(X, P, D) ={(f(P1), ... f(P))| | € L(D)} € Fy. (A.4)

Os parametros do cédigo definido em (A.4) sdo dados pelo seguinte resultado.

Teorema A.2.4 ([5],[19]) Seja X uma curva plana, projetiva, de género g, definida sobre F,.
Seja P C X(F,) um conjunto de n pontos F,—racionais distintos, e seja D um divisor tal que
29 —2 < gr(D) < n. Entdo o cédigo algébrico-geométrico C(X, P, D) € linear de comprimento
n, dimensio k = gr(D) + 1 — g e distancia minima d > n — gr(D).

Observacao A.2.1 Como foi visto nesta se¢ao, para o calculo dos parametros de um codigo de
Goppa, precisamos conhecer os espacos L(D). Para sabermos se uma fungdo racional pertence
a um determinado espago L(D), precisamos calcular seu divisor e isto nao € uma tarefa fdcil,
pois envolve o conceito de multiplicidade de intersec¢ao (ver A.3). Desta forma, durante este

trabalho, buscaremos bases para os espagos L(D) da forma );Ij pois, com elementos desta

forma, o cdlculo dos divisores € mais simples. Por este motivo, quando uma curva possuir um
unico ponto da forma (o : B : 0) (chamado ponto no infinito), usaremos divisores com wm unico
ponto base, como na Secao 3.1 e, caso a curva tenha mais de um ponto desta forma, usaremos
divisores com mais de um ponto base, como na Secdo 3.2.

O Teorema A.2.4 nos dda um limitante inferior para a distancia minima de codigos associ-
ados a curvas algébricas. Para o cdlculo das distancias minimas dos codigos, em muitos casos
(ver Secoes 3.2, 4.1, 4.2), adotaremos o sequinte procedimento: tendo uma base do espago L(D)

e conhecendo os pontos racionais da curva, buscaremos polinomios homogéneos

P(X.Y,Z)= Y aiuiu,X°Y"Z"? aj, €k,

10+i1+i2=T
Xioyil
Zr—ig
fungdo racional f =

€ L(D) e que se anulem em gr(D) pontos racionais da curva pois, desta forma, a

Xty ;. . L.
i tia—r Qiginis =5~ dd origem a uma palavra cédigo de peso n—gr(D).

Desta forma, d =n — gr(D).

tais que
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A.3 Ordem Monomial e Bases de Groebner

Nesta secao, veremos alguns conceitos relacionados a ordens monomiais e bases de Groebner.
Por meio destes conceitos, podemos estender o algoritmo da divisao para polindmios de mais
de uma variavel. Estes conceitos podem ser utilizados para mostrar independéncia linear de
funcoes racionais e, assim, obter bases dos espacos vetoriais associados a divisores. Usaremos

as seguintes notacoes:
o kX1, Xo, ..., X,] = k[X];
o XX . X=X a=(ay,az,...,a,) € N".
e a=(ay,as,..,a,) €N |a| =a;+as+ ... + ay.

Para fazermos divisoes entre polinomios com uma variavel usamos, de uma forma implicita,

uma ordem monomial bastante natural, isto é, dados 7,7 € N temos
X'> X oi>j

Para fazermos divisoes com polinomios com mais de uma variavel, precisamos do conceito
de ordens monomiais.

Uma ordem monomial em k[X] é qualquer relagdo > em N” que satisfaz:

1. > ¢é uma relagao de ordem total em N", isto é, V a, 3 € N” temos a = 3 ou a > (3 ou
p>a;

2. sea>fFeyeN"entao vale a +v > 3+ 7;

3. a relagao é boa ordem, isto é, todo subconjunto nao vazio de N” tem menor elemento.

Vejamos alguns exemplos de ordens monomiais.

Exemplo A.3.1 (Ordem Lexicogréafica) Sejam o = (a1,...,a,), = (b1,...,b,) elemen-
tos de N". Entao

> B Fi1e{1,2,...,n}; a; > b eap=by, k=1,2,....,i — 1.
Esta ordem é estendida para monomios da sequinte forma:

XQ >lex Xﬁ = O ey ﬁ
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Exemplo A.3.2 (Ordem Lexicogrifica Graduada) Sejam «, 5 € N". Entdo
QO >ger B = |a| > 6] ou|a| = [5] e a >, B
Esta ordem € estendida para monomios da sequinte forma:

Xa > griex Xﬁ < O Zgriex B

Exemplo A.3.3 (Ordem Lexicogrifica Graduada Reversa) Sejam o, € N". Entao
QO >grevier b= || > |0] ou o] = |8 e Fie {1,2,...,n}; a; > b ear = by, k=1i+1,i+2,...,n.
Esta ordem € estendida para monomios da sequinte forma:

X > previer X2 == > grevien B-

Seja f = > a,X® um polinémio ndo nulo em k[X], e seja > uma ordem qualquer. Definimos:
e multidegree de f como, mult(f) = maz{a € N";a, # 0};
e coeficiente lider de f como, LC(f) = Amatt(f) € K;
e mondémio lider de f como, LM(f) = Xm0,
e termo lider de f como, LT(f) = LC(f)LM(f).

Assim, como no caso de polinomios em uma variavel, temos um algoritmo de divisao para

polinomios em mais de uma variavel, descrito a seguir.
Teorema A.3.1 ([6]) Fize uma ordem qualquer em N™. Seja (f1,..., fs) uma s-upla ordenada
de polinomios em k[X1,...,X,]|. Entdo, dado f € k[X], existem ay,...,as,r € k[X], tais que

f=aifi+...+asfs+r,

onde r =0 ou r € uma combinacgao linear de monomios, nenhum dos quais ¢ divisivel por
LT(f1),...,LT(fs). Tal r é chamado resto da divisao de f por fi,..., fs.

Fixe uma ordem monomial. Seja I C k[X] um ideal ndo nulo. Definimos:

e 0 conjunto dos termos lideres do ideal I como, LT(I) = {cX*3 f € I,LT(f) =
X}
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e ideal gerado pelo conjunto LT(I) como, (LT(I)).

Fixe uma ordem monomial. Um subconjunto finito G = {g1,...,¢gs} de um ideal I é uma

base de Groebner para [ se
(LT(I)) = (LT(g1), - .., LT(gs))-

Teorema A.3.2 ([6]) Fize uma ordem. Todo ideal nao nulo I de k|X] possui uma base de

Groebner. Mais ainda, toda base de Groebner é uma base para o ideal I.

Teorema A.3.3 ([6]) Seja G = {g1,...,9s} uma base de Groebner do ideal I e f € k[X].

Entao eziste um tnico r € k[X] com as sequintes propriedades:
1. Emiste g € I tal que f =g+,
2. Nenhum termo de r é divisivel por LT (g1), ..., LT(gs).

Em particular, o resto da divisao de f por G, ndo importando a ordem como os elementos sdo

listados, € sempre o mesmo.

Corolario A.3.3.1 ([6]) Seja G uma base de Groebner de um ideal I e f € k[X]. Entdo
f €1l <= o resto da divisao de f por G €0

Por meio do Corolario A.3.3.1 é possivel saber quando um polinomio pertence a um ideal.
Para isto, basta dividir este polinomio pela base de Groebner do ideal e observar o resto da
divisao. No exemplo a seguir, vamos mostrar como utilizar os conceitos e resultados vistos

nesta secao.

Exemplo A.3.4 Seja k um corpo. Gostariamos de saber se o polinémio XY +X2Y3 4+ XY?2+
Y pertence ao ideal gerado pelo polinémio Y2+ X3. Para isto, vamos usar a ordem lexicogrifica
X >Y. Como o ideal € gerado por um unico elemento, este elemento é a base de Groebner
do ideal. Além disso, temos que LT(X1Y + X?Y3 + XY2+Y) = X1 e LT(Y? + X3) = X3.

Sequindo o procedimento de divisao temos

XY + X2Y3 4+ XY?24+Y | Y24+ X3
XY — XY3 XY
X2Y3 - XY+ XY24+Y
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Como nenhum dos monémios de X?Y? — XY3 + XY?2 +Y € divisivel por X3, temos que o
resto da divisio acima é X?Y3 — XY3 4+ XY2 +Y. Como o resto é nio nulo, o polinémio
XYY 4+ X?2Y3 + XY? +Y nao pertence ao ideal gerado por Y? 4+ X3.

Observacao A.3.1 Para aqueles que se interessarem em saber mais sobre os assuntos aqui
tratados, recomendamos a leitura de [4], [5], [6] e [7].



Apeéendice B

Conexoes entre Superficie de Riemann,

Funcoes Algébricas e Topologia

Um dos resultados mais importantes conectando superficies de Riemann, fungoes algébricas
e topologia é o Teorema da Uniformizagao (Koebe-Poincaré) e que serda fundamental no con-
texto em que esta pesquisa se insere. Os capitulos deste trabalho envolvendo a determinagao de
cédigos de Goppa para géneros g = 0, 1,2, 3 seguem estritamente os fundamentos do referido
teorema. Todavia, é importante que se apresentem tais fundamentos, mesmo que informal-
mente, como uma forma de se estabelecer e de se realizar as devidas conexoes de conceitos.

Dessa forma, nas proximas secoes apresentamos os elementos essenciais para uma melhor

compreensao dos fundamentos utilizados neste trabalho.

B.1 Superficies de Riemann

Uma superficie de Riemann é um espaco topoldgico que, localmente, se parece com um con-
junto aberto do plano complexo. Vamos, nesta secao, ver os conceitos basicos para a definicao
precisa de uma superficie de Riemann.

Uma carta complexa, ou simplesmente carta, em um espaco topologico X, é um home-
omorfismo ¢ : U — V, onde U e V sao conjuntos abertos em X e C, respectivamente. O
conjunto U é chamado de dominio da carta ¢ e dizemos que ¢ é centrada em p € U se ¢(p) = 0.

Usaremos a seguinte notagao para cartas complexas.

¢o: U— V

r— 2= o(x)

101
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Sejam ¢, : Uy — Vi e ¢ : Uy — V5 duas cartas complexas. Dizemos que ¢; e ¢y sao
compativeis se U NU; = ) ou, caso Uy NUy # (), entdo oo ¢yt : o1 (U NUy) — (U NUs) é
uma aplicacdo holomorfa. A funcdo T = ¢ 0 ¢, é chamada funcao de transicio entre as duas
cartas.

Um atlas complexo A em X, ou simplesmente atlas, é uma cole¢ao A = {¢, : U, — V,} de

cartas complexas, compativeis 2 a 2, e cujos dominios cobrem todo o espago, isto é, X = U U,.

Dois atlas complexos A e B sao equivalentes se toda carta de um é compativel com todaas as
cartas do outro. Uma estrutura complexa em X ¢é um atlas complexo maximal em X ou,
uma classe de equivaléncia de atlas complexos.

Uma superficie de Riemann é um espaco topolégico X conexo, es, Hausdorff com uma
estrutura complexa.

Exemplos de superficies de Riemann sao apresentados a seguir.

Exemplo B.1.1 Seja X =R?, U € X conjunto aberto qualquer. As aplicagoes

o: U — C
(,y) — oz,y) =z +yi
formam uma estrutura complera em X. Assim, identificando topologicamente o conjunto C

com R?, temos que C € uma superficie de Riemann, chamada plano complexo.

Exemplo B.1.2 Seja X = {(z,y,w) € R3| 2% +y*> + w? = 1}. Vamos considerar a estrutura

complexa dada pelas sequinte cartas:

¢ X—{(0,0,1)} — C

(z,y,w) = du(wy,w) = 5+ iTy

¢ X —{(0,0,-1)} — C

(I,y,w) — ng(x,y,w) = 1111) - Zﬁ

Note que, sendo z = ¢1(x,y,w) temos que ¢a(x,y,w) = % Além disso, temos que X —
{(0,0,£1)} € levado, tanto por ¢y quanto por ¢o em C*. O ponto (0,0,1) é denotado por oo e

esta superficie de Riemann é denotada por C., e conhecida como Fsfera de Riemann.
Podemos construir outras superficies de Riemann seguindo o seguinte roteiro:
e Tome X um conjunto;

e cncontre uma colegao enumeréavel {U,} de subconjuntos de X que cobrem X;
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para cada a, encontre uma bije¢ao ¢, de U, em um subconjunto aberto V, de C;

mostre que dados a e b, ¢,(U, NUy) é um conjunto aberto em V,. Desta forma, podemos

definir uma topologia em X de modo que ¢, seja uma carta complexa;

mostre que as cartas ¢, sao duas a duas compativeis;

mostre que X é conexo e Hausdorff.

Por meio deste roteiro, podemos apresentar agora outros exemplos importantes de superfi-

cies de Riemann.

Exemplo B.1.3 (Reta Projetiva) Seja CP' a reta projetiva definida como
CP' = {[z: w], z,w € C, ndo nulos simultaneamente}

Temos que [z : w] = [Az : Aw], ¥V X € C*.
Em CP', considere
Up={lz:w]; 2#0}, Ui ={[z:w]; w0}
e as bijegcoes
o: Uy — C

[z:w] — go(lz : w]) =

v g

gbli U1 e C

[z:w] — du(lz:w]) =2

Com estas estruturas, a reta projetiva CP' é uma superficie de Riemann.

Exemplo B.1.4 (Toro complexo) Sejam wy, wy nimeros complezxos linearmente independentes
sobre R. Seja L = Zw; + Zwsy o reticulado gerado por estes dois elementos. O grupo quociente

X = % pode ser transformado em um espaco topolégico por meio da aplicagao projecao

7m:C— L.

Neste espaco podemos definir cartas complexas transformando-o em uma superficie de Riemann,

chamada de Toro Complexo.

Exemplo B.1.5 (Plano Projetivo) O plano projetivo é definido como

CP* = {[z:y: 2], 2,9,z € C, nio nulos simultaneamente}
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onde [x 1y :z] =[x : Ay : Az], VX € C*. Este conjunto também tem uma estrutura de

superficie de Riemann, onde os abertos considerados sao
U={[z:y:z]; x#0}, Uh={lx:y:z; y#0}, Uy={[x:y:z]; 2#0}
e 0s homomorfismos considerados sao

®o Uo — C
[y 2] — do(lr:y:z])=(%2)

o1 : U, — C?
gz — awiyia) = (22)

G2 : Us — C?
[wry:z] — oy 2]) = (%)

Exemplo B.1.6 (Curva Projetiva) Seja F(X,Y,Z) um polinémio homogéneo. A curva plana

projetiva definida por F' € o conjunto
X ={[x:y:2] € CP* F(x,y,2) =0}

Se F' ¢ um polinomio nao singular, X possui uma estrutura de superficie de Riemann, com
abertos da forma Xo =X NUy, X1 =X NU;, Xo=XNVUs.

B.2 Funcoes e Aplicacoes

Nesta se¢ao, consideraremos X como sendo uma superficie de Riemann, p € X e f uma
funcao complexa definida em uma vizinhanca W de p.

Dizemos que f ¢é holomorfa em p se existe uma carta ¢ : U — V (p € U) tal que a
composicio f o ¢! é holomorfa em ¢(p). Dizemos que f é holomorfa em W se for holomorfa

em todos os pontos de W.

O lema a seguir nos fornece mais informacoes sobre funcoes holomorfas.

Lema B.2.1 ([21]) Seja X uma superficie de Riemann, p € X, f: W — C uma fungdo com
p € W. Entao,

(i) f € holomorfa em p se, e somente se, para toda carta ¢ : U —V (p € U), fop™' ¢
holomorfa em ¢(p);
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(i) f € holomorfa em W se, e somente se, existe um conjunto de cartas {¢; : Ui — Vi}, com

W C JUi, tais que fo ¢t é holomorfa em ¢;(W NUi);

(i11) se f € holomorfa em p entao f é holomorfa em uma vizinhanca de p.

Seja W C X um conjunto aberto em uma superficie de Riemann X. O conjunto de todas as

fungoes holomorfas em W sera denotado por Ox(W). Portanto,
Ox(W)={f:W — C; f éholomorfa em W}.

Veremos agora os tipos de singularidades que func¢oes holomorfas em superficies de Riemann
possuem. Estes conceitos sao semelhantes aos conceitos de singularidades de fungoes de uma
variavel complexa.

Uma vizinhanga pontual de p € X é um conjunto da forma U — {p}, onde U é uma
vizinhanca de p.

Seja f uma funcao holomorfa em uma vizinhanca pontual de p. Dizemos que f possui uma
singularidade removivel em p se, e somente se, existe uma carta ¢ : U — V', p € U tal que
a composicao f o ¢! tem singularidade removivel em ¢(p). Dizemos que f possui um pélo
em p se, e somente se, existe uma carta ¢ : U — V, p € U tal que a composicao f o ¢! tem
um pélo em ¢(p). Dizemos que f possui uma singularidade essencial em p se, e somente se,
existe uma carta ¢ : U — V, p € U tal que a composicao f o ¢! tem singularidade essencial

em ¢(p).

O lema a seguir é analogo ao lema B.2.1.

Lema B.2.2 ([21]) Com as notagées vistas, temos que f tem singularidade removivel (pdlo,
essencial) se, e somente se, para toda carta ¢ : U — V, com p € U, a composi¢cio fo ¢~ tem

singularidade removivel (polo, essencial) em ¢(p).

Uma funcao f em uma superficie de Riemann X é meromorfa em um ponto p € X se f
¢ uma funcao holomorfa e possui singularidade removivel em p ou se f possui um pdlo em p.
Dizemos que f é meromorfa em um aberto W se for meromorfa em todos os pontos de W. O

conjunto de todas as fungoes meromorfas em W serd denotado por M x (W). Portanto,
Mx(W)={f: W — C; f meromorfa em W}.

Seja f uma fung¢ao meromorfa em um ponto p de uma superficie de Riemann X. Sendo z

uma coordenada local em X préximo a p, isto é, z = ¢(z) com ¢ carta local e z préximo a p,
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temos que f o ¢! pode ser escrita como uma série de poténcia em torno de zy = ¢(p). Desta

forma,

F671 () =D ealz = 20)"

A ordem de f em p, denotada por ord,(f), é o menor expoente com coeficiente nao nulo,
isto é, ord,(f) = min{n; ¢, # 0}. Esta definicdo de ordem ¢é independente da escolha das
coordenadas locais.

Vamos, agora, voltar a alguns exemplos da se¢ao B.1 e caracterizar como sao as fungoes

meromorfas das superficies de Riemann apresentadas.

e Esfera de Riemann: As funcoes meromorfas na Esfera de Riemann sao da forma

com p(z) e q(z) polindémios.

e A Reta Projetiva CP': As funcdes meromorfas na reta projetiva sio da forma

onde p(z,w) e q(z,w) sdo polindmios homogéneos de mesmo grau.

e Curva Plana Projetiva: Se X for uma curva projetiva definida por um polinomio
homogéneo, irredutivel e nao singular F'(X,Y,7), entdo as fungées meromorfas sao da

forma
G(X,Y,Z)

FX.Y,2) = H(X,Y,Z)

onde G e H sao polinomios homogéneos de mesmo grau e F' nao é um fator de H.

e Toro complexo: Seja 7 € C, com Im(7) > 0. Podemos definir uma fungao analitica em
C dada por

9(2): Z em'[n27'+2nz].

n=—oo

0@ (2) = 0 <z . (%) . (%) . x) .

Desta forma, dado um ntimero natural d e dois conjuntos de ntimeros complexos {x;}, {v;:},

Definimos também

com d elementos, tais que Y x; — > y; seja inteiro, entdo as fun¢oées meromorfas do toro
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complexo sao da forma

B.3 Divisores e Funcoes Meromorfas

Seja X uma superficie de Riemann. Denotaremos por ZX o grupo aditivo de todas as
fungoes de X em Z. Dada uma funcao D : X — Z, o suporte de D é o conjunto dos pontos
p € X tais que D(p) # 0. Um divisor em X é uma fungao D : X — Z cujo suporte é
um subconjunto discreto de X. O grupo dos divisores é denotado por Div(X). Se X for uma
superficie compacta e D um divisor, entao seu suporte é finito. Assim, o grupo Div(X) coincide
com o grupo abeliano livre dos pontos de X. Desta forma, representaremos um divisor em X

da seguinte maneira:

D= Z D(p).p, D(p) # 0 para um numero finito de pontos.
peX

O grau de um divisor D ¢é definido como

gr(D) =Y D(p).

peX

Seja X uma superficie de Riemann e f uma funcao meromorfa em X nao identicamente

nula. O divisor de f, denotado por div(f), é o divisor definido por

div(f) = ord,(f).p.

peX
Qualquer divisor da forma div(f), f funcdo meromorfa, é chamado divisor principal em X.

O conjunto de todos os divisores principais ¢ denotado por PDiv(X).

Lema B.3.1 ([21]) Seja X uma superficie compacta e f uma fun¢ao meromorfa em X. En-
tao,

gr(div(f)) = 0.
Sendo f uma fungao meromorfa em X, definimos o divisor de zeros de f como

dZU[)(f) — Z Opo(f)'pa

peX, ordy(f)>0
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e o divisor de pdlos de f como

dive(f) = >, ordy(f)p.

PEX, ordy(f)<0

Desta forma, temos que div(f) = divo(f) — diveo(f).

Seja D uma divisor em uma superficie de Riemann. Dizemos que D > 0 se D(p) > 0, V p.
Escrevemos D > 0se D > 0e D # 0. Também podemos escrever Dy > Dy se Dy — Dy > 0,
o mesmo valendo para D; > D,. Com isto, o conjunto Div(X) é um conjunto parcialmente
ordenado. Neste conjunto podemos também definir uma relacao de equivaléncia. Para isto,
dizemos que dois divisores, D; e Dy, sao linearmente equivalentes, e usamos a notacao Dy ~ D,
se Dy — Dy € PDiv(X) (conjunto dos divisores principais).

O resultado a seguir nos fornece informacoes sobre divisores em superficies de Riemann.
Lema B.3.2 ([21]) Seja X uma superficie de Riemann.

1. D ~ 0 se, e somente se D é um diwisor principal;

2. se X € compacta entao Dy ~ Dy < gr(Dy) = gr(Ds);

3. se f € uma func¢ao meromorfa nao identicamente nula entao divo(f) ~ dive(f). Se X é

compacta, entao gr(dive(f)) = gr(dive(f)).

B.4 Espaco de Funcoes Associados a um Divisor

Nesta segao, definiremos e apresentaremos alguns resultados relacionados aos espagos L£(D),
espagos associados a divisores em superficies de Riemann. Para isto, vamos definir ord,(f) =
oo quando f for uma funcao meromorfa identicamente nula em uma vizinhanga do ponto p.
Também consideraremos n < oo para qualquer nimero inteiro n.

Seja D um divisor em uma superficie de Riemann X. O espago das fungoes meromorfas

com pdlos limitados por D, denotado por L£L(D), é o seguinte conjunto
£(D) = {f € My div(f) > ~D}.

O resultado a seguir nos fornece informacoes importantes sobre estes espacos.

Lema B.4.1 ([21]) Seja X uma superficie de Riemann e D um divisor em X.
(1) L(D) é um espago vetorial;
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(iii) L£(0) = {func¢oes holomorfas};

(iv) Se X € compacta, entio L(0) = {fun¢des constantes} ~ C. Além disso, se gr(D) < 0
entao L(D) = {0};

(v) Se X ¢é compacta entio L(D) € espaco vetorial complexo de dimensao finita. Mais ainda, se

D = P—N, onde P e N sao divisores nao negativos com suportes disjuntos, entao dim(L(D)) <
1+ gr(P).

Os resultados a seguir trazem informagoes sobre os espagos L£( D) para duas superficies especiais.

Teorema B.4.1 ([21]) Seja D um divisor na esfera de Riemann. Entao

0 se gr(D) < 0;

dim(L(D)) = { 1+ gr(D), se gr(D) > 0.

Teorema B.4.2 ([21]) Seja D um divisor no toro complexo.
(i) Se gr(D) < 0 entao L(D) = {0};

(ii) Se gr(D) =0 e D ~ 0 entdo dim(L(D)) = 1;

(i1i) Se gr(D) =0 e D »~ 0 entdo L(D) = {0};

(iv) Se gr(D) > 0 entdo dim(L(D)) = gr(D).

B.5 Curvas Algébricas

Nesta secao, veremos a definicao geral de curvas algébricas e como relacionar as superficies
de Riemann estudadas na secao B.2.

Seja X uma curva projetiva suave definida por um polinomio F(X,Y,Z) homogéneo de
grau d (ver exemplo B.1.6). O grau da curva projetiva é o grau do polinomio que a define. O
género da curva suave X, denotado por g(X), é definido como

(d-1)(d-2)

9(X) = 9

onde d é o grau da curva.

Seja X uma superficie de Riemann compacta e S um conjunto de funcoes meromorfas em X.
Dizemos que S separa pontos de X se, para quaisquer dois pontos distintos p e ¢ de X, existe
uma fun¢ao meromorfa f em S tal que f(p) # f(q). Dizemos que S separa tangentes de X
se, para qualquer ponto p em X, existe uma funcao meromorfa f em S que tem multiplicidade
um em p. Uma superficie de Riemann compacta X é uma curva algébrica se o corpo das

fungdes meromorfas globais M (X') separa pontos e tangentes de X.
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Exemplo

As seguintes superficies sao curvas algébricas:
e A Esfera de Riemann C_;
e Qualquer toro complexo C/L;
e Curvas projetivas suaves planas.

Um dos resultados mais importantes sobre curvas algébricas é o teorema que segue.

Teorema B.5.1 (Teorema de Riemann-Roch,[21]) Seja X uma curva algébrica de género

g. Entao, para qualquer divisor D e para qualquer divisor canonico K, temos que
dim(L(D)) — dim(L(K — D)) = gr(D)+1—g.
Além disso, se D é um divisor de grau no minimo 2g — 1, entao
dim(L(D)) = gr(D)+1—g.

Como consequéncia do Teorema de Riemann-Roch, temos o seguinte resultado.
Teorema B.5.2 ([21]) Seja X uma curva algébrica de género g,
(i) Se g =0, entdo X € isomorfa a esfera de Riemann Cy;
(i1) Se g =1, entdo X € isomorfa a um toro complexo C/L;

(i1i)) Se g > 2, entao X € isomorfa a um g-toro complezo.

B.6 Conexoes entre Superficie de Riemann, Funcoes Al-
gébricas e Topologia

Seja X uma curva projetiva definida pelo anulamento de um polinémio irredutivel P(x,y).
Os pontos desta curva sio triplas (z,y,2) € C* — 0 com identificacoes projetivas, fazendo
. ~ X Yy - ~ .
sentido, portanto, a notacao x = —, y = =. Elas sao fungoes de carater racional em X e os
z
zeros de P expressam uma relacao entre elas, especificando y como funcao multivalorada de
X e vice-versa. Essas funcoes podem ser alcadas para o recobrimento universal X de X onde
elas se identificam como funcoes x, y de carater racional, invariante sob a acao do grupo de

recobrimento. Deste modo, X é uniformizada por K em que a totalidade dos pontos de X é
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evidenciada por meio de fungoes assumindo um unico valor em K, onde K é a esfera, plano ou

o semi-plano superior.

B.6.1 Caso g=10

Como, neste caso, a curva X nao possui alcas, entdao X é a reta projetiva P! e, consequente-
mente, o seu préprio recobrimento universal. Assim, x e y sao vistos como fungoes racionais
em relacao ao parametro w de P! e a aplicagao w — (x,y) é uma equivaléncia conforme entre
P! e X. O exemplo mais simples e nao trivial é o circulo projetivo X : x? +y? = 1, com sua

uniformizacgao dada por

1
X = 5(11) +’LU71),

Curvas Racionais

Se X é uma curva racional, no sentido de que existe uma aplicacao nao constante de carater
racional de P! em X, entdo X j4 é de género 0 e portanto a reta projetiva. A argumentacao
aqui é a seguinte: como P! é simplesmente conexo, entdo uma aplicacao de carater racional de
P! em X pode ser levantada para uma aplicacao de P! em K. Porém, isto é impossivel se K

nao for a reta projetiva.

B.6.2 Casog=1

Se X é o toro complexo (género g = 1), sabemos que X nao pode ser uniformizada por
fungoes racionais, ja que seu recobrimento universal nao é a reta projetiva. Neste caso, K = C,
X é o quociente de C pelo reticulado L e x = L ey = Y podem ser levantadas a funcoes
de carater racional em C tendo todo nimero corflplexo w ZE L como periodo. Estas funcoes
uniformizam X, sao invariantes sob a acao do grupo das translacoes e nao sao funcoes racionais.

Sao conhecidas como fungoes elipticas.

B.6.3 Caso g > 2

No caso de a esfera conter mais de uma alga, seu recobrimento universal K é o semi plano
superior. Nestas condigoes, as funcoes x e y, quando levantadas para K, sao invariantes sob o

grupo PSL(2,R). Estas fungoes sao chamadas fungdes automorfas.
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B.6.4 Exemplos

Como exemplos da interconexao de superficies de Riemann, fungoes algébricas e topologia,
iremos considerar os casos em que g = 0, 1. E sabido que todo dominio no plano complexo é
uma superficie de Riemann. A esfera de Riemann, denotada por C = CU {o0}, entendida como
uma compactificagdo do plano complexo, é uma superficie de Riemann, com uma estrutura
complexa definida por meio de duas vizinhancas coordenadas (C, z), (C — {0}, 1). Considere a
fungao algébrica w = /2. Esta é a superficie de Riemann na qual a funcao inversa da fungao

2

analitica z = f(w) = w* assume valor inico. Uma maneira de se ver isto é a seguinte: a fungao

z = w? mapeia o semi-plano superior H = {w € C; I'm(w) > 0} e o semi-plano inferior H* =
{w € C; Im(w) < 0} biholomorficamente no dominio D = C — L, onde L = {x € R; 2 > 0} é
um corte no plano z. Considere duas cépias Dy e Dy de D e cole, de forma cruzada, os cortes
Ly e Ly. Deste modo, obtemos uma superficie de recobrimento R, composta por duas folhas
sobre a z-esfera. Como a fungao f(w) = w? induz um homeomorfismo sobrejetor F' da w-esfera
em R, podemos definir a estrutura complexa de R a partir da estrutura complexa da w-esfera,
de modo que F': C—R seja um mapeamento biholomorfo. Desta forma, R é a superficie de
Riemann da fun¢ao w = /2. Note que esta superficie de Riemann pode ser vista como a curva
algébrica w? = z.

Com relacao as curvas elipticas (¢ = 1), consideremos R a curva algébrica definida por
w?* =z2(z—1)(z—A), A€ C, N #0,1. (B.1)

R consiste de todos os pontos da forma (z,w) € C x C satisfazendo (B.1), além do ponto
(00, 00). Define-se a estrutura complexa de R por meio da estrutura complexa da z-esfera, de
modo que a projecao m: R — (E, 7(z,w) = z seja analitica. R é a superficie de recobrimento

ramificada de duas folhas sobre a z-esfera com pontos de ramificacao 0, 1, A, co. O mapeamento

f:R—C, f(z,w)=w é analitico, sendo dado por w = V2(z —1)(z — A) e R é a superficie
de Riemann na qual tal funcao assume valores tinicos.

Topoldégicamente, a superficie de Riemann R, definida por (B.1), é obtida da seguinte forma:
considere duas copias da esfera de Riemann Sy e S;, com cortes entre 0 e 1 e A e 0o. Coloque-as
frente a frente e una-as ao longo dos cortes. A superficie resultante é homeomorfa a superficie

de Riemann R. Tal superficie é um toro.



