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Resumne

O sistema de comunicagio miliiplo acesse considerado neste {rabalho
¢ o sistems T - usudrics onde T fontes estatisticamente independentes
transmifes simbolos bipdrics para T desiinatirics atraviés de un pesme
canal aditive senm memdria. Os primelircs estudos para a oblenglo de oddi-
gos para este tipo de sistema de comunicagfo foram no sentido de maximl-
zar o mumero de palavrag oddigos de um dado comprimento pars ¢ Case par-
ticular de dols usudrios independentes. Chang e Weldon {1] apresentaras
uma outra abordagem no sentldo de obter uma classe de cddigos univeoca-
mente decodificdvel para o case T - usudrios, T > 2.

John H. Wilson 3] generallizou os cddigos de Chang e Welden & apre-
gentou uma classe de oédigos corretores de erros para o canal T - usud-~
rios,

Neste itrabalhe apresenlamos usa classe de odbdigos corretores de
erros para o sistema T - usudrlos, T > 2, que ¢ cobtida a partlr de oddi-
gos @ - usudrios & - decodificdvels. Também generallzamos esies noves
cédigos via a noglio de classes de equivaléncla, segunde Thomas 1
Fergunson {[2]. _

Novas téenicas de desodifivac8oe baseads no fable look-up, numa
adaptaclo para o3 novoes cédigos do algoriime de Wilson e muma combinagio
destas duas téonicas de decodificaclo sdo apresentadas. Regsuliados de
simulacfes para o canal discreto sem memdria {DMC) & para o canal AWGH
T - usudrios sio mostrados.

Curvas de desempenhos compurande os védrlos esquenas de decodifica-
cio propostos e os esguemas de decodificagiio por decisic suave {S/0) e

por decisfo abrupta {H/D) tasbém =do mostradas.
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Capitule 1

Introdugio

As primsiras abordagens para a oblenglo de oddigos para o Canal
Aditive Bindrie T - Usuidrios de Miltiple Acesse foram ne sentide de
maximizar o mimero de palavras ofdigos de um dado comprimento para o
cage particular de deols usudrios Independentes. HNeste irabalhe
apresentamos uma classe de oddigos correfores de erros para o canal T ~
Usndrios, T > 2, dando continuidade aos estudos feltos por Chang =
Weldon {1}, Fergunson [2] & Wilson [3].

Ho capitule 2 apresentamos o sistems de comunicagio T - Usuarios.
Em particular tratamos dos canals aditivos bindrios dels usuarios com e
sem ruide e enfocamos o% esguemas de codificacBes existentes na
literaturs para este tipo de sistema de comunicag8o. Particular énfase €
dada 3 demonsiracio da expressio algébrica para a capacidade do cansl

aditivo bindrie T ~ Usudrios.

No capitulo 3 sfo descritas as iécnicas de codificaglio propostas
por Chang e Weldon, Fergunson e Wilson bew como algumas téonicas
conhecidas de decodificscic para estas classes de cdédiges. Na secqdo 3.2
mostramwes a classe de oddigos univeocamente decodificdvel apressntada por
{hang & Weldon [1]. MNa secqlc 3.3 enfocamos a generalizacio dada por
Fergunson (2] para a classe de cddigos de (hang = ¥eldon. Na secclo 3.4
apresentamos a classe de coddigos ocorretores de erros proposis  por
Wilgon 131, Ha secclio 3.5 descrevemos os algoritmo de decoedificacdo para

as classze de codipos apreseniadas por Chang e Weldon e Wilson.

No capitule 4 spresentamog uma classe de oddigos correlores de
erros para o canal T-usudrios [28, 2921 obtida & partir de oddigos dois
usudrios S-decodificdvels e generalizamos esta classe de cddlgos via a

nocio de classe de equivaléncla.

No capituls 5 sfo proposias algumas técnicas de decodificacio para
os cédiges T ~ usudrios bem como resultados de simulagles para o Canal

Discreto sem Memdéria e para o Canal AWGN. Estes resultadoz sdo



apraseniados em forma de curves de desempenho da probabilidade de erro
versus & relacdo sinal/ruide {Pe % SHHI, Az curvas de desempsnho sfo
usadas na  comparacio das téonicas de decedificaglo propostas pars

diversos oddigos T ~ usudrios.

O capitule & apresenta as consideragBes finais sobre todo o ifraba-

iho.



Capiiulo II

Bistemas de Commicagfes de Usudricos Mdltiplos

2.1 Introduche

Heste capitule descrevemcos os tipos de sistemas de comunicaces T -
Usudrios; em pariicular iratamos dos sistemss de comunicaglies £ -
Uesudrios., Outros sistemss de comunioscdes de acessoe adltiple o lelter
poderd encontrar em P, G. Farrell {8}, Shin - Chun Chang & Jack K. Wolf
{61, Laszlo Gyorfi e Istvén Kerekes [22], Edward C. vanx pem Meulen [30],
Inre Cointdr e Jédnos Kérner [31}, Thomas M. Cover & Abbas A, EI Gamal
{321, Boris . Tsybakov [33] e Robert G. Gallager [34].

Na seciic 2.2 tratamos do canal aditive bindric 2 - usudrios sen
ruide ¢ apreseniamos algusas classes de coddigos univoocamente
decodificdvels para este tipo de sistems. Na seglic 2.3 apresentamos o
canal aditive hindrio dois usudrios com ruido e algumas classes de
codigos pars este tipe de canal denominados de cddigos dols usudrios & -
decodificdveis. Finalmenie na segloc 2.4 consideramos o capal T -
Ugusrics e dezenvolvemos a expressic algébricas gue defermina a capaci-
dade do canal T - Usudrios para o sistema sem ruido.

0 canal de miltiple acesso {(MACY, fig. 2.1 tem duss ou nals
entradag e ume saida. Az  entradas, suas Jfontes asgsocliades e
codificadores podem ter diferentes -alocagbes Fiwnicas, Durante 3
transmissdo sobre o canal, of dols ou mals sinals s8o superpostos ou
combinados em um mesmo caminho. O trabalho do decodificador € decifrar e
liberar as mensagens para seus destinos correspondentes, se possivel sem
erros. At Tonies sio assumidas serem estatisticamente indepsndentes e ¢

canal sen mendria.

¥
Fontls Coif icador 3 <
L b e s
1 1 ¥ | Decodi~ Beg?m
X Canal ¢ ficador
Fonte Codificador g Destinoe
2 [ 2 T — 2

Fig. 2.1. Cansl Miltiplo Acesso Z2-usudrios



2.2 0 Canal Aditive Bindrieo Z -~ Usudrios sem Bulde

Para este particular MAD os valorss dog sisbolos na saida do canal
% & soma aritmetica dos valores doz sisbolos ns entrada, na ausénoia de
ruide. No csso Z-usudrios, se os simbolos na entrada s8o { ¢, 1}, entio
os sinbolos na saida sdo { 0, 1, 2 ), vome na figura 2.2, onde as linhas

fiwschadas representam s probabllidade condiclonal ?{YXXZ,Xpéi
s

X X

i e

¢ 0 + 0
o 1 e 4
10 o
11 + 2

Fig. 2.2. Canal Aditivo Bimdrlo sem Ruldo

O canal aditive bindric sem rufde ¢ tawmbés conhecide como canal
miltiplo acesso bindric apagador porque o simbolo 1 nag salida ndo peode
ser decodificado sem ambipuidade mesmo no caso da ausénola de rufde,
pois o simbole § pode ter side produzide por x, = e X, = 0 oy x, = 0 e
xz = 1.

0 problema da codificagdo para este modelo de canal ¢ construlr
pares de cddigos Eﬁz’ Cg? tals gque,

1} 0 decodificador sejas capaz de decodificar oz velores
Windrios transmiitidos pelos usudrios 1 e 2.

2} O par de taxas ER@S ﬁz} seja um ponto gue insida sobre a
regido de capascidade do canal e estels, se possivel, priévime da
fronteirs.

Um par de codigos que satisfaga a primeira propriedade ¢ dite ger
univocamente decodificdvel.

P elare gque um oodige dols usudrios {Cly £} & univocamente

2
decadificdvel se e somsnie se para qualsquer deis pares distintor de

¥

palavras cddigos ial, 02}, Ecg, e;} periencentes 3 (Cl, C?} tenhanos,

c 4+ ¢ %ot g
1 z i 2

4 regifo de capacidade para este tipo de canal ¢ mostrada na figura

2.3, I8}



o ] - ] . hi _
a5 1a 1% Rg bits/use do canal

Fig. 2.3, Capacidade do MAU Aditive Bindrio

¥asami e Lin, [7], 1976 apresentam us esguena multo simples de
coédigos de blocos de comprimento 2 univocamente decodificavel para o
ragse 7 - usudrios, supondo gue os dols uswdrlos operss col sincronismo
de simbolos e blocos. Para este esguema o usudric 1 tem como palavras-
codige € 00, 11 } e o usudrio 2 as palavras-cddige { 00, 01, 10 ¥, como

mostrado na tabels 2.1

Tabela 2.1
o 00 i1
i
o
2
o o6 101
8 1 01 12
£ 10 2

Pesde que todas a8 palavras recebidas  sBo  distintas, o
decodificador pode decedificar as duas mensagens sem amblnguidade. As
taxas dos cédigos C e O sdo, respectivamente, B = {1{3@23(33%}%5 e
Rgm{lagagﬁaﬂﬁfﬁ¥ onde {C ] ¢ [C,| sBo, respectivamente, as cardinallda-
des dog codigos Ci & iia ¢ N & o comprimenic de ambos os oddiges. O par
de tawas realizével para esie esquena & iag} RE} w (0.5, 0.792) e a2 soma
de taxa ltoial ¢ R » R}“P Rg = 1,292,

Este esquema simples de codificaghoe pode ser estendldo {7,158} para
céddigos de blocos de vomprimento N da seguinte manelrva. Beja ‘s"ﬁ o BSPRLO
vetorial de todas as N - uplas sobre GF(Z) e seja c, o eédigo formade
pelas gduag HN-uplas 000...0 & 311...1. Entao Cg & forsado pela H-upla
oon. . .0 & todas as culras N-uplas do espage wvetorial %’&_ ., sxEpnelo 2

N~upla 111...1. Desta forms o par de cddigos {Cz‘ 5223 é um codigo dois



usudrios univocamenie decodificédvel e o par de taxas reallzdvel para
gste esquems £ {Rz, ?.2} = {1/¥, {}.Ogaizww 1378 ).

Por exemplo, para N = 3, ﬁi = { 000, 3111} = ng {000, 001, 010,
0311, 100, 101, 1310}, A tabela de decodificho para esie oddigo 4,

Tabela 2.2

e 000 001 010 011 1020 101 1160

D00 000 G011 0106 G311 1900 301 1148
111 111 o112 121 122 211 212 221

Uma ocutra classe de oddigos dols ususries univeocamente derodificd-
vels € descrita por Kasami e Lin, [7], da seguinte manelira: seja ﬁz um
codige linear (N, ) gue conitdm o vetor {111...1) e seja 5 um cosel de
ﬁg tal que 5 CI, Seja v o lider do coset § e v' o complemento de um de
v, Incluimos ¥ e ¥ em {22. Procedendo desta maneira para oa demals

. 5 4 5 o
copets o desde gue existem 2 - 1 cosets de Ca gue nfo s8c igusls a

Cz’ podemos escolbher 2%&&1& Z vetores e inclul~-los en Ca’ Tambem pode-
mos escolher a W - upla {000 ... O} de ﬁ; 2 inclul-la em Cz‘ Desta forma
Cz conten 20 L 1 vetores. O par de cédigos {Cl, Cg? assim obiide &

univocamente decodificdvel, [18].

Por exemplo, para N = 4 o par de codiges {Clg Cg} & mostrado na

tabela 2.3

Tabela 2.3

C ooon D011 110G 11l

¢ pone
2 pom 1110
0100 1011
1010 0101

Az tawas para estes codigos s8o Ri = 0.5 e BQ = izﬁgETEf% = 0,792 &
2 taxa soms & B = 1.202.

Fm um sistema de comunicacfo de miitiple acesso, o sincronlsmo
entre o8 codificaderes e enire os codificadores e o decodificador afetls
o dessmpenho dos cédigos. Um canal aditivo bindric (BAC) dols usuvérios é

dito ser sincronizade {14) se os sincronismos de biis e de hiocos sio



mantidos entre ss codificadores e o decodificader; caso contrario, #
dito mem sincronismo.

Um casoe particular deste sistesa, [14], £ obtido oquando os
codificadores ndo manidm sincronismo de blecos, embora o decodificador
mantenha sincronismo de bloco com cada codificader. E assumido gue
sincronisme de bits & mantide enire os codificadores e entre os
codificadores e o deendificador. Nesbte case o canal € chemado Canal
Aittive Bindrio sem ruido guase sincronizade, (HBAL.

Uma classe de obdigos univocemenits decodificévels nko
homogeneos para o (SBAC € apresentada em {91, Um obdigo bindrio nio
homogeneo &€ um oddige de treliga no gual as guantidades de ramos dgue
saem de cada né ndo sfo iguals. Em um BAC guase sincronizade a diferenga

de fases "s” snitre oz blocos de palavras oédigos dos dols codificadores

& chamado de “sglippage”, {ig. 2.4

Codif icador 1 ] { | |

Codif icador 2 i : 1

Decodif icador ! | | L b

Fig. 2.4. Transmissiio de Palavras Codigos em um BAC

{Quase Sincronizado

Ze 0 oomprimentio de C} e Cz % “"N" entlo 0 % 5 < N. O par de oddigos
161§ Cg} 4 chamade de oddige wunivocamente decndificavel guase
sineronizade {QSUD).

O BAC sem sincronismo pode ser transformado  em uk BAL guase
sincronlzado siravés do seguinte esguema, [14]: no iniclo da transmlssio
de dades cada um dos dois codificadores enviam uma gsegquénoia  de
sincronisms para o decodificador. Estas sequéncias de sincronismos tem a
proprisdade de que apds a recepcic de uma delas por parte do
decodificador, eszte podse _estabe}eéer sincronisas de bloco com O
codificador gue & enviou independente da palavra~céddigo transmitida pelo
ouiro cpdificador durante o mesmo intervalo de tempo. Apds B recepgio

dagx smegquéncias de sincronismos  de ambos o5  codificadores, &



decodificador aziabelece gincronismo com cada codif boador
individuaimente e o BAC sem sincronisme € transformade em um HAC guase
sincronizado. Desta forma, o problema para o BADU sem sloronlsmo €
dividido em duas partes: a definigfio de uma sequencis de sincronisme & &

construcio de cddigos QUL

2.3 0 Canal Aditive Bindrie 2 ~ Usudrios com Bulde

o MAD aditive bindrio com rufde pode ser represeniado pelo modelo

discreto da figuras 2.5,

TSN & 2R O 4

N o SV 45 B4

Fig 2.% Canal Aditivo Bindrio com Ruiaa

As condicBes de errcs sio definidas pelas seguintes regras:

i) Se o rufde causa uma transiciio de erro de {0,003 para 1 ou de
{1,1) para 1, entfio um unice BITO COOTTEW

11) Se o ruide causa ums transiclc de erro de (0,11 ou {1,0) para O
ou 7, entio um dnico &rro OUGITENW

111} Se o rufdo causa uma transiclo de erro de {0,0) para 2 ou de

{1,1) para O entio um duple erro ocerreu

rédigos para © Canal Aditlive Bingrioc com ruido dois usudrios foram
estudados  por Tadao Kassmi = Shu Lin, {71, Henk C. A. wvan Tilborg
116, 17} e E. 1. Weldon, [15]. Algoritmos de decodificacio sdo apresen-
tados por Tadso Kasami e Shu Lin, (181 e &. H. Khachatrian, [1%].

Fsta classe de codigos, denominada de & - decodificavel, item 2
capacidade de corrigir t = [{& - 1}/2} erros, onde o slmbolo jx] denota
o maior intelro menor ou lgual a X

i oddige dois usudrios {ﬁi, 62} é dito ser & ~ decpdificdvel se

pars. quaisguer dols pares distintos de palavras-codiges {Ex’ 62};



{Gz’ az} e iCig ﬁg} tivermos,

gl # ¢, ¢ +¢’] &
a{ % Z 3 23 &

orde,

43
d (ab] = E: fo ~al=ja-by
iz

é definlda como a L — disténcia, [1. 17] enire as palavrag-cddigo & e b
0 sinal *-¥ denota a subtraglo real, | him agg & o wvalor absolute de
b ~a , "n" é o comprimento das palavras-cdédige dos ocodigos Cx & Cz

i :
¢ijja ~ b anormadea- b

Por exemplo, para & = 4 o cédigo dols usudrios de comprimento N = 4
{Ci, Cg} onde ﬁg = { 0000, 1111 } e Cz = { 1100, 0011 } & 4 -~

decodificdvel, conforme podemos ver da tabela absixo,

Tabela 2.4
61 goDon 1111
o
e
F O S R4 1106 2211
o011 o011 1122

0 problema de codificacho para sate tipo de canal, [19]. pode ser
formulado da seguinte maneira: dados N, § e a iaxa Rz do cddige do
primeire usudrie, construir codigos Cz* Cg tals gue {Cx, CE} sejs & -
decodificivel & a taus Rg do cddige Cz sels méxima. Este & um problema
combinatorial bastante complicade e uma sérle de trabalhos tem side
desenvelvidos para investlgar itals codlgos, [7,14,15,16,17,18,20,21 1.

Van Tilborg (171, usando métodos comblinatorials, obteve uma cots
superior para ECJ,Eczi, onde (T, €l é um cédige dois usudrios & -
decodificdvel para ¢ canal aditivo bindric com rufde. Azgintdiicamente

esta cota se reduz a,



ﬁi + Rz £ 372 4 &{iogge} - {1/2 + a}919g2{1 + 2}

= 1/2 - & + H{1/2 - e} ~ {1/2)H(2¢]

onde,

e = [{& ~ 1}/2]/n

&%, Rg slo, respectivamente, as iaxas dos oddligos Ca & Qg g H{xY & 3

funcio entropia de w

Bixl = wx¢iaggx - {E - xﬁ,ioggil - 3}

2.4 0 Canal Aditive T ~ Usudrios

- # figura 2.6 mostra o sistema de comunlcaglo, motlvagho ceste

trabaiho, denominade sistema de  cosnunicac8o miltiplo ROGSHO,
{1},
i Z
Foente i Codif: - 1 1 1Best.
— aaasars
1 cedor 1 i
] Z 3
FonlLe Z Codifi - 2 Canal o
s T S Steaemens Twoodti-~ p— 2 Deni.
e cador 2 Hultiplioy—% froeommemer
e —— i easdor
- - groemarnon Arenso
¥ Z : -
Fonte T Codifl - T T ibest,
e ] bomremmren
T cador T T

Fig., 2.6. Sistema de Comunicaglo Mdltiple Acesso

o

A rada um dog T - uspdrios & atribulde um oddige binario Cz’ de
comprimento N denominado de codigo constitulnte, Um welor X& & Ci é
secolhido e transmitido por cada usudrio. Se o canal € sem rulde, a
saida & o velor & = Zi+ Zg% R ZT, ondde o sinal Y+" indica & soma
real ooordenada a coordenada. Bels Mg o mmers de palavras oddlges do }

- ézime cddigo constitulnte 55, entfio a taxa deste ecodigo &,

10



Rg = (1ogaﬁi}fﬁ

e a taxa zoma do oddigoe T - usudrios {Ci, Cag cvex C?} & definida
conforme (11, como sends,
BiT) = + ..
i R; Rg + + R

As primeirs abordagens para & obltengdo de cédigos para o canal
aditivo bindrio T - usudrios foram ne sentido de maximizar o nilmero de
palavras ofdigos de um dado cemprimente para dols  usudrlos
independentes. Em (1], Chang e Weldon descrevem uma classe de oddigoes T
- ysudrios univocaments decodificével para o canal miltiplo scesso
aditive bindrio sem ruide e apresentam wum algoritse de decodificacio
para essa classe de oddigos. Thomas J. Ferguson {21 generalize os
codigos de Cheng e Weldon via dois caminhos, O primeiro ¢ uma
generalizacio da construglio iterativa apresentada em {11 & o segundo &
via a noolio de classes de equivalénclas de tals codigos. John H. ¥Wilson
em [3] desenvolve uma extensio dos cddigos de Chang e Weldon, apressnia
uma olasse de cédigos corretores de erros para o canal aditivo bindrio
com ruide T - usuarios e Llustra atlravés de um exemplo um algoriime de

decodificanio para tals codigos.

2.4. 1. & Capacidade do Canal Aditive T - Ugudrios

~ A capacidade do Canal Discreio sem Memoria (M) com alfabete de
entrada ¥, alfsbets de salde Y e probabiliidade de iransigdo
ply = j /= = 1 § & dada por,

¢ o= Max  TI¥ Y}
{ p{xié }

onde a maximizacio ¢ feiin sobre todas as possiveis disiribuicles de

probabilidades de entrada p{xié } oem ¥,

3 -

4
E: pix = i, ¥y = i} iaga ply = § /x = i}
83

g ; Y1 =

¥
im0 3 ply = ji

it



& z informacio média mdtus do canal,

pix =1, v=3)=ply=ix=1]plx =1} (2.1}
£,
-1
ply = i} = E:p{y w 3/% = 1).pi{x % i}
§uf
A capacidade do canal aditive bindrio T - ugudrios sesm ruldo com
aifabels de entrada ¥ igual so alfabelo de safda €=4 0, 1, 2, ... T1%

& obtida [12] guande todos os usudrlos iransmitem gimbolos bindrios
igualmente proviveis e estatisticamente independentes. A distribulglo de

probabilidade das T + 1 superposicbes ¢ binomial conforms mosirarencs

a segulr,
Sejam & = {zﬁ, RN zw§, z £ {0, 1, .... T} e X a varidvel
aloatéria: ¥ = 3 k - ésims coordenada de 2 ser igual = §, 3 & & 0, 1,

Tk
Cste evento ¢ provével se ns escolha dos ¥ - gsimos simbolos

bindrios de cada um dos T - ocodigos constltulntes tivermos 1 uns e desia
Fforms temos gque o mimerc de manelrvas distintas possivels para 2

realizacio deste evento é,

T

Par outre lado, cada oddigo constitulnte posgul duas palavras-
eodigo =  portanto para cada codige oconstituinte temos  duas
possibllidades de escolhermos © k - ésime simbolo. Além disto cada
asudric transmite simboles bindrios estatisticamente independentes, logo
o numers ds eventos possivels no processe de escolhs para a formagic do

¥ - ésimo simbolo de Z, isto &, a cardinalidade do espage amostral € ZT,

1]

PEX & 11 & g (2.2}
2:&"

Dests forme femos gue,

As probablilidades de transigbes, i1] sio dadas por,

i2



Vw =1} =

8

1, @8 i = §
Py 0s4, 37T (2.3}

0, caso conirdrioc

Desta forma temes a capacidade do canal T - usudrios, a gqual

denotamos por C{Th

T T
CiTYy = Z Z p{x mo iy = j} mggf}? mjiﬁ’i =3}
o e ply = J1
De (2.1 & {2.3) temos,
T
C{T) = ypl x = ilegamﬁuw
e plu=i}

e, da equaglso (2.2} oblemos a seguinte expresio para a capacidade do

canal aditive bindrio T ~ usudrios sem rulde,

0 seguintes lewas [11 delerminam, respectivamente, um limitante

inferior e wm limitante superior para CI{T).
Peomma 2, CIT} & limitade infericrmente por {1K2}laggig?f2§°

pemorstracie : B conhecldo das propriedades dog nimeros binomials

que,

el ) e

onds i:zi} dencta o malor inteiro menor ou lgual a T4Z. Entdo,

i

13



Por outro lado,

——

ver apéndice A.
Entde,

tog 2. /ﬁ
g > logy 2 = (1/2)1og, (®1/2).

Fortanto,

CiT) = €152}1ﬂg2{ﬁff2}

Lemma 2.2 @ CIT) é limitado superiormente por {1f2}1ag2(ﬁe?fz} para
T par e por ii/z}ieggge(?éi}KE para T impar.

Demonsiragie - Sejanm,

14



1
LB s expi»{iwaﬁz/a)

b .
; B

Entéo,

1
gy
yml gfﬁa

T
P logL, }: P log, { ewpl- (1~a /a) }
=0

T
o ?i { ~€122310g {pal - iiﬁa} lngze }
w

X

= (1/2)log,(na) + {zm;{zagae} E«%} = {1/2)1og,(neal.

Desds gue,

T

CLTy = §j P log 1
i & '}3”‘*

E= i

temos,
T

c{Ty ~ i%fﬁ?l@gginea} = E: Piioggj}w
¥
Lwfd i

T
3
= E: F ggym - i} 1Gg2®
=0

i

= 1&g2e { Lg_é i }
]

A desigualdade decorre das seguinies propriedades da funglo

gl
i “

logariimica,

15



1} log,x = log x . iogzﬂ

21 log x € % - 1

Agors, para todo T seja,

& =

T T-8
L; = Z e,xp{m%g;’agm E
g 1

gt

ol f?@w
2
: Ej expl-t7/a) (2.4)

ey F
"a

Vamos mostrar que A < 1. De [14, pp. 11l temos,

1 & 723
" Z exp(-1%/a) = Z exp(~an1°)
R
fum - it
o
= § o+ 2 Z esxpi-aﬁziz} (2.5}

§21
Esta dltima igualdade decorre do fato da fungde,
£(i) = expl-an i)

ser par, isto ¢, f(i} = £{~iL
De (2.4} & (2.5) segue gus,

243 2
2.2 2
hos 1o 2 Z exp{~an 1} S e}zp{«é,zfa}
L] ‘&f:fa HECE- L

= ] 4 2 Z{ &xp{wmg %y - exp{"f{{i+a§2{a} * lmgév’lw' a)i}
je=

i

1)
= 1 + 2 Z { expiwﬁu} - expiwfﬁgi} }

i6



nnde,

Z
BRE 1

iy
#

it

Ezg = {1 +a)/a + logeﬁf%a

Agora, para a = 1 o valor de “1" que minimiza Eziw E?i ¢ 1. Enildo

para 1 o= i, E}i e Ezi cresce monotonicamente com "a". Além disto, E

- Eai ¢ minimizada para a = 1.

i

Para & = 1, 1 =1 tewmos,

. ~E = e log ?f%
1t 21 &

e desde qua 32 > 22 + ivg?f n segue gue para 1 2 1 e 8 ® 1,

z.:ii ’ E%%

entio,

axpimﬁgﬁﬁ - expimEgi} < 0

desta forma Lemos gue A % 0 e, porianto,

oiTY - {152}10g2€ﬁﬁa3 % 0
isto &,

CiTY = {@/2}§0g2fwe334

Definicio 2.1 : Duas guantidades gﬁit} g gaiti sio assintoticamente
iguais se sua razfic se aproxima ga unidade guande t tende para o
infinite.

Come consequdneia do lema 2.2 lemos gue C{TY é assintollicanmente
igual a {Z!ZEimgz{ﬁeTKZE quando T cresce. Este resultado & gintetizads

no sepuinte teorema, [11.

17



Teorema .1 : A taxa mdxima de um oddigo Tegsudrios unlvocaments
decodificdvel para o Canal Aditive Bipdrle T-Ugudrios sem ruldo €
asgintolicamente igusl a {zfz}loggiﬁa?/ZB guando T —3 o

2.5 Donciosio

Neste capitule foram apresentados o8 sistemas de comunicagles T -
Usuirios, em particular tratamos do canal aditive bindrio dols usudrioes
com & sem ruido e apresentamos algumas rlasses de cbdigos para estes
tipos de sistemas de comunicaches. Também fol desenvolvida uma expressao
algébrica gue determine a rapacidade do canal aditive bindrio T -
Uguarios sew ruide. No préwime capitulo apresentaremos algumas classes
de cédigos para o Canal Aditivo Binaric T - Ususrios com e sem ruido,
bewm como a2lguns algoriimos de decodificacBes para estas classes de

cadigos.

is



Capitule 111

Codigos & Algoriimos de Decodificagde para o
Canel Aditive T « Upudrios

3.4 Introducho

Neste capitule apresentaremos esquemas de codificaglo para o canal
Aditive T -~ Usudrios bem como algumas téonicas de decodificaglo para
esse tipo de sistema de comunicacio. Na seqglo 3.2 descrevewos as classes
de cédigos univocsmente decodificdvels propostas peor Chang # Weldon
{1,111, Ha secdc 3.3 fazemos uma apresentaciio de como Fergunson iz}
generalizou os ¢édigos de Chang e Weldon. Esta generallzagac & felta via
dois caminhos, O primeirc é ums generalizagfo da construgice lterativa
proposta por Chang e Weldon [1] e o segundo ¢ via & nocie de classeg de
equivaléncia de tals cédigos. Na se¢le 3.4 mostramos como Wilson [3}1
estendeu os cédigos de Chang e Weldon [1] e obieve ums classe de eddigos
corretores de erres para o camal Aditive T - Usudrios. Finalmenle na
gecde 3.5 serfo mostradas algumas téenicas de decodificsclo para os

caédigos de Chang e Weldon 111 e de Wilson [3].

1,2 Ds Cddigos de Chang e Weldon, {3}

Os cédigos de Chang = Weldon {1] s8o definidos via uma matriz D de
ordem T % N com sntradas no conjunto {0, 1, -1} chamada mairiz diferenga
da seguinte maneira: dade um cddigo T ~ usudrios €C2, ﬁa, cu e Q?} para
o qual o i -~ ésimo cdédigo constituinte Cgs P o= 3,2,...,7 contén duas
palavrag-cédigo Ei, Yi, imto &, Ci = {Xi, ?i} a 1 ~ ésima linha de D ¢ o©
vator diferenca dim Xiw Ys“ Reciprocamente, deda uma matriz diferenga D
de ordem T % ¥ & possivel construlr um coddige T - usudrios com duas

palavras oodigos por cddigo constlitulnte airavés das seguintes regras:

1} Se a y -~ ésima coordenada da 1 -~ ésima linha de D € -1,

entio az § ~ #simes coordenadas de Xi e Yé gic O 8 1, respectivamenie;

i2



2} Be a § ~ ésima coordenada da 1 - ésima linha de § € 1,

entio as 1 -~ é&szlmas coordenadas de X} & ?1 sio 1 & 0, respectivaments;

3} Se a 3 ~ ésima coordenada da + -~ éslima linha de B & 0

sntdo as § -~ ésimas coordenadas de Xi L Y% s8o 0.

Definicho 3.1 @ Um obdigo T - usuario {Cx’gz"°"”ﬂrﬁ & univocamente
decndificivel se e somente se fodas as somas constituidas de uma pala~
yra~codigo de ceda oddigo constitulinte sdo digtintas, lsio &, se e
somente se, para gualsquer {Ei, 22, v 2?} # {zg, 22, cees 21} e {Cz’

C, . ..,0 3 tivermos 2 ¢ 2.+ ... + & _w L + AR SR S A
pe b % 2 T 1 2 T

A condige de decodificaglo Unica pode ser ewpressa em termos da

matriz diferenca pele seguinte teorema, conforme [1].

Teorema 3.1 : {(Condicho de Decodibilidade univocal: Uma matriz B T
% N sohre {0, 1, ~1} define um cédigo univocamente decodificdvel se e
somente se o Unico velor ¥ de comprimento T sobre {0, 1, -1} tal que
.o = Qg & o vetor H = 9?§ onde 0" e 0' denotam os vetores zeros de

comprimentios H e T, respectivamenie,

Demonstragdc : Seja B a matriz diferenga T x N que define un codige

bindric T ~ uswarios univocamente decodificavel {Ca’ L - QT} para o

2’
gual o L - ésimo cddigo consiltuinie Qi; contém duss palavras oddigos Ki

e Yi , iste &, Ci = { Xi’ ?ﬁ}* Entdo,

&z
p=| %
i1
T
onde ¢ = ¥ o~ ¥ .
t "3 g
Se jan {Zi, 32, vens 27} 2 521, 22, e 2?3 dusz T ~ uplas
distintas em (£, C_, ..., € 1, entdo,
1 ) T
B
- & - & s ~ &} #
{zi zi} + {22 22} + + {ET Z?} 0

e desde gue Ziw Z; é ﬁx, ﬁz oy md§, segue da equagio aclima que o odédige

T - yaudrios ¢ univocemente decodiflicdvel se e somente se,
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. . H
mldi* mg&a@ ce. %?&?m M0 = 0

# T

para todo W = O, ¥ ¢ {0, 1, -1}
B

O teorema seguinte apresenta um méiodo iterativo para construlr uma
clagse de oddiges T ~ usudrios univocamente decodificdvels para o canal
aditivo binaric sem ruido T - usudrios. & idéia ¢ baseada na anexagio de
mals colunas (1.4., bits/pslavras! na matriz diferenca de um dado cddigo
univoramente decodificdvel e, simultaneamente, sumeniar o numerce de 1i-
rhag {i.4., usudrios) tal que & nova matriz seja a malrlz diferenga para

um novo cddige T - usudrios univocamente decodificdvel, opde T' > 1.

Teorema 3.2 @ Para um inteiro ndoc negative J a matris

1

D D
31 11
B =B -B {3.1)
3 31 31
o
i3 i

define um oodigo {j+23,2yq* ususrios univocamente decodificdvel de
compr inento 2}, onde 1}w§ & a matriz identidade de ordem 2}m1, ﬁyﬁ
6 2 matriz zero de orden 237 e D, = f1l.

pemonstracdo : A preva é por indugdo em ). Para J = U, th {11
define o coédigo trivial um usudrio unlvocamente decodificdvel de
comprimento 1. Buponha que ﬁy@ defina um oddigo Z}Q,{j+1} - ugudrios
univocamente decodificdvel de comprimento 23 4z 1. Agora considere a
T, % N omatriz p de 3.1. E claro que T = 2. 7 e 131 w27 = (g e
23287 e N, o= 23 5 o 23 Agora devemos wmostrar gque L, ¢ a matriz
diferenca para um oodigo ?3 ~ usudrios univocamente decodificdvel de

copprinento Ny

Geja m o= {mi, W, mz} o vetor solucio dz equacBo muﬁj = 07 gobre

T ]
{0, 1, -1} onde w,m e {0, 1 - y 5 moe {0 1, -1 y %

Te 3.1 lemos.

{3.1a)

«b -wp =077 (3. 1b}



o gue implica que,

2m B LR {3.9¢}

As componentes de 2minj1 deven ser intelros pares ou zero. Desde

gue as componentes de L 3o elementosn do conjuntoe { 0, 1, ~1 , segue

#
que m_ = 0 1 fntio de 3.1c temos,

=D =pi (3. 1d)

Por hipdtese de Iindugdo Bjwi g a matriz diferenca para um cddigo

T - ysudrics univocamente decodificdvel e segue do teorema 3.1 que L

T
= m = 07 Entfic m = {mip = m33 = 07 e, portanto, aplicando

novamente o teorema 3.1, temos gque ﬁj $ a mairiz diferenca Jde um oddigo

T} - wayarios univocamente decodiflicdvel de comprimento Nf
B

Exemplo 2.1 : Para } = 1 a matriz diferenca € da forma,

i 1
ﬁa = 11 -1
1 0

_ . R S
3 de comprimentio £, lem Us

E

e o vodigoe ?g - usudrios, Tg = {1 + ZE,ZQ

zeguintes ofédigos constituintes:

Ci = X; = {1, 11, Yi = {0, 0} }
ﬂe = 4 Xa = {}, O}, ¥g = {0, 1} }
C, = { i, = {1, ¢}, Y3 = {0, 0} }

A tsbela 3.1 apresenta uma listagem (ndo exaustival de pardmetros

dos cédiges do teorema 3.2
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Tabela 3.1

J TJ ﬁj dswm Eﬁum{'?&}
1 i 1.5
2 1 2

3 26 1 2.5
4 48 16 1 a

& 112 32 1 3.5
& 256 64 1 4

7 576 128 1 4.5
8 1280 256 1 5

G 2B1E 512 1 5.5
10 6144 1024 1 [

~ & tawa do 1 - ésimo oddigo constituinte &,
R= {log 2}/ = 17K
i 2 3 i
e a taxa soma €,

RIT I =T/ =1 + 372 =1 + [(1/2)log N .
=178 J (1/2)10g N,

onde T} = {3 + 2).270 e N} = 27,

- Om Codigos T}m Usudrios Unicamente Decodicdvels especiflicados
pele ieorema 3.2 tem laxa soma %{T}} assintoticanmente lgusl a2 faxa soma

mdx ima C{T}} gquando T} cresce, [11.

pefinicie 3.2 @ (Preduto de Kronecker - [$3): Delam A = {aij} ume
matriz m x »n ¢ B = ibif} uma matriz n x n sobre um corpe gualquer. O
produto de Kronecker de & & B, denotado por AsB € a matriz mn x mn obli-
da multiplicando toda entrada da matriz A, a, por B, isto €, AsB =
Eaijﬁi,

For sxemplo, s

entio,
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fTeH =
PR

i gt 3 03
[RCES N i I

i 1
i -1
g ©
g o

O teorema abzixo [1] apressnta uma classe de eddigos obtlda por
]

Chang e Weldon com distlncia sinima, d o - 2, 1L =0,
23
Tesrema 3.3 1 Beja Bj‘t} uma malriz scbre {0,1.-1} da seguinte
forma:
{3 £43
Bim‘i Eivi
ﬁmm
¢ D B
i~ i1

H . P
define wum cbdigo

T-usudrios de compriments N e distdncla minlma a:im = 2’;&? onde

. Iy
7= (ge2). 27V, N s 23 4 taws soms destes cédigo €,

onde Biﬂ & a mairiz i}j do teporems 3.2. Entdo %“}:}

B{T) = T/N = 1 + fifz}lagiﬁfdmuj

h

Pemonstracde : Por induglo em i, Para 1 = O, S;‘ﬁ & o matriz ﬂj de

teorema 1.2 e define um oédige com os sepulnies parametros:
e (ye 22t N=2h 4 =2

Agora suponha gue a malriz ﬁ?i definz um codigo com parametros:

T= (j+ Z},‘Z‘;M%““m
N = 2}@»“«13
P
g =2
mis
{1 . _ 3141 .
A matriz B, define um oddige {I+2}1.2 -  usuidrios de

copprinento Z'M. Para completar a prova indutiva devemos mogtrar que
este codigo tem distincia minima lgual a 2.

Sela m A {55%23.2}&é23
em duas i{j+2}v2§“““"”§ - uplas iguais (m, m, ). Considere a 2 4%t

- upla sobre { 0, 1, -1 }. Particionemos m

upla,
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£5 {;; £13 (§1] £33
yal} + -
5 {m ﬁ &aﬁs 3’ ﬁlﬁi 1 @znzwag

Entdo,

iy (3 (5 S (N
o, = fmpl v mp ol =07, - maﬁifxﬁ‘

Agora, desde que fa + bf + fla - bl = 2. max(lall, Jibll} e, por hipste-

ze de inducgdo Em nggﬁ = zbdg para 1 = 1,2, iemos que,

tivg 13 o' {5} {3
iémﬁ gE - gémig‘%wi 2 3 155 Eg wd - wgﬁiwxgg

i

£33 i1
= 2.max(fe, b f, ol =227 <2

3 oi-1

Entdo para conclulr a demonsiragio é necessdric mostrar gue existe

® tal gue §m ﬁgﬁﬁ = 2' ¥ f4eil verificar gue a Ultima linha da mairiz
i {5

$§ tem uwm unice 31, a Gitlma linha de R tem dols uns 2 a ditime
linba de ' tem 2' uns. Entdo o vetor m = (0 0 ... 0 1) satisfaz esta
propriedade.

B

Para 1 = 0, Eéﬂ & a matriz ﬁj do teorems 3.2. Fara 1 o= 1, ﬁ:p & o

produte de Kronecker da matriz de Hadamard de ordem 2, isito &,

F ;)
o=l

pela natriz Bi do teorema 3.2. Em geral, o segulnte resultado é verda-

deiro.

Corolédric 3.1 : A maitriz ﬂ do teorema 3.3, & o produle de
¥ronscker da matriz de Hadamard de prden 2 com & matriz Q§ do teorema

3.2

Demonstracio : Usaremos induglic sobre 3. © fdeil ver wus para 1 = 1
QS} g o produte de Kronecker da mairiz de Hadamard de ordem 2 com A
matriz B do tecrema 3.2. Suponha gue o resultade sels verdadeire para
todo < nn. Entdo ﬁ{ﬁ é o produto de Xronecker da matriz de Hadamard de
grden 2 com 2 mairiz ﬁj Mostraremos gque & verdade Para r = .

Temos que,
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SO
SV
D oty RSt
i n-1l
s
= B @i}m
2 n-i
onde ﬁg & a matriy de Hadamard de ordem 2.
Por hipdtese de Indugio temos,
pU' = m  eD
i fie§

onde H s & a mairiz de Hadamard de orden Enwiﬁ Desta formpa iemos,
2

pV=ge eD)
n it 2&*1 3

finalmente pela assoclatividade do produto de Eronecker temos,

' <« e D
EeY 233 i

Um case particular & obtido gquando j = (3, Hesgte ©aso ﬁzj} & sim-
plesmente a maitriz de Hadamard de ordem 2t

4 tabels 3.7 nos mosira alguns parémetros de%%a classe de cddigos.

Tabela 3.2
Cadigos de Weldon

i i T N ] K {1}

min &R
1 ] 2 2 Zz )3
1 i B 4 Z i.5
1 2 16 11 2 2
1 3 44 1% 2 2.5
2 & 4 4 4 i
2z 1 ié B 4 1.5
2 2 32 16 4 P
s 3 B8O 32 4 2.5
3 4] 8 B # 1
3 1 £4 1% B 1.5
3 2 &4 az & z2
3 3 160 6l 1 2.5
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Pxemplo 3.4 @ Para 1 =1 e J = 1 temos:

11 1 1
1 -1 1 -1
1y _ 1t G i g
N P R
1 -1 -1 1
1 0 -t 0

gque é a matriz diference de um COdIgO T-ugudrios, T = {1&2},2r4*1 = &,

comprimento N = 2'*'= 4 e distincia minima d_ = 2.

Shin~Chun Chang em (111 apresenta oulros resuliades de coddigos
anivocamente decodificdvels para o C(anal Mdltiplo Acesso T-Usudries. A

construcio destes cédigos € baseade no segulnte teorsma,

Teorema 3.4 :.Censiderﬁ a matriz diferencs obilida usando o método

iterativo:
o 0
§~1 fei
D= ih ~§
H T f=t
I . £

Estas matriz especifica um Cddigo ?im Uspdrios univocsments

decodificavel de comprimento Ngm 33 onde,
T= (1 + 232t

Saja B;ﬁ z malriz obtlida de @g apagando as primeiras § colunas da

submatriz

excels as linhas eam componentes lguals a zero nas posigbes das colunas

apagadas, Entio ﬁi & o watriz ﬁiferenga de um cédigo miltiplo-usudrios
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univocamente decodificdvel de comprimento 2 G onde 1 55 5 2070

Demonstracde : Bela B = €§§§ %g, caey ?ﬁ ¥ oonde %x, o= %, 2,
' t-t '

- %EM & a k -~ #sipa colunz da matriz ﬁgw;’ Entdo a malriz Eg
definida no teorems 3.4 pode ser escrita na segulnte forma,

¥ ¥ ...3 Vv ¥ ¥
% 2 ] 1 K H
D o= 2 oy F e o P 2 -3
1 Y ¥ . ¥ Yy ~¥
1 2z 4 i 4
i-t i-1
i
i i=1
&
§ ¥ ... ¥
i=-1 i P S
R = 3 & -3 miﬂ&
! g~ ¥ ¥ ... ¥
b1 fed #
i3
| T
ﬂi 1 gf}z i’ W§i m§a' M§’N _i
H = B $o1 $et l
i ¥ 6
33 i3 P f mmj

Bep perda de generalidade, podemos agsumir gque as primsiras S

colunas da matriz Si sho apagadas e todas as linhas em ﬁa zho removidas,

sxceto agquelss qug lem componentes liguais a 2ero nas primeiras B

podemos obter a 1 % {ﬁi - 8} mairiz sobre

posicdes. Entao ve

{0, 1 -1}

Kl i ¥ § ¥ ¥ |
Sy ¥ 1 & Gl #H
i-1 HES]
N - zx) ﬁs = "3 _ﬁw ‘an
Bi 4 Ys+s” . VB % ,.. i ?Swi,.ﬁ ¥§ (3.2}
-9 i1
EP g’e
i+ 13 _—

e

onde @; & Vj apbs a remocio das linhas, E;wl ¢ a matriz identidade de
orden N§§ - B, ﬂ;wg & @ matriz nula de ordsm {ﬁ%& - 5} ¥ Naﬁz e O

represania o velor colung nulo.

Sels moums Tiﬁ ~ upia sobre { 0, I, -1 ¥ otal gue,
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B - &
H

w,ﬁ; = {3, 3}

Podemos agrupar ag componentes de m em ires velores {wl, &2, wg}
onde B, & o vetor das primelra 'I‘gw§ componentes de », m & o wetor das
Gltimas {ﬁiwi - 8} componentes de m e ®, 4 o vetor das demsis
componsntes de m.

De (3.2} e {3.3) temes,

i % m %’ + = 0
1 Het 2 5l 3,1
! X (3,41
& &
mY + mY E ) = £}
1H 2 2.8~ &
i1 ] 1~1
8
wY¥ = 0
1
. {3.5)
<) w
18
W ¢ - I ¢
3 et 2 fet
. ‘ {3.61
=4 2
m Y -~ @ ¥ o=
tRE 2 W
1~1 1-3
de (3.4} & {3, 6} temos,
2 % = - W
1841 3,1
R
im1 i-1

tgto &, a&s componsnies de LR sfo isdas nulas ou nimeros pares. Desds que

N -5 ~3
- -1
m € {6, 1, =1} i-t , btemos gque L g! Desta forma oblemos o
zseguinte sisiena,
4 )
wm ¥ W om ¥
1 S+ 2z m+1
: : (3.7}
<
0 = - my
1% 2 H

de 3.7y & (3.6} temos,
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P 1
mzﬁgﬁg = (3.8}
orgie,
* . . e
ﬁiwi {Vs@ls ¥ ﬁﬁ }
i1
e {3.6) e {3.8) tenmos,
¥ =0
B ¥eey
. {39}
§ "
mi u =
=i
De {2.5) & {3.9) oblenos,
i
wD =0 (3. 10)
T

Pelo teorema 3.1, m = g
podemos formar wm velor m% inserinde 0 nas posigbes do velor m

corregpondente a8 posligles gue foram apagadss nos vetores %} e desde que

H - i
de (3.8) mp = 0'T isto implica ague m.D = o' Entie de
. |

Agora, se ®, nic € o wvebor nulo,

toorems 3.1, m; =g ' & portanto " tambdm & igusl ac vebtor nulo.

Desta {orma fomos gue m = o *® e, novamente do teorema 3.1, & matriz 3;5
define um cddigo univocamenie decodificdvel.

B

txemplo 3.5, : Considere a ssgulnle matriz diferenca para um oddigo

8 - usuarios univocamente dacodificivel

1 b1 1
I WL B R
1 ot 1 £}
i’““”“i"é“li””:i
1 -1 b =1 1
B=1ly gl-1 @
77778 T 0
0 1 b ]

Seja § = 1. Apmgando a segunda coluna de Dag entio de acordo com ©
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veorema 3.4 =z 4% 8% e 8% linhas devem ser rvewovidas. A wmatriz

reguliante &

E | z}
A S D |
o™ S
R | Ky
110 0

Um outro processe iterative pode ser obtido da seguintes maneslira,

Seja K = I 11, LA 1071 e

#

kza T kiiﬁgwg
E = '
i
i 4
- T,
F-% [ S B
{0 0 0 0 O...0 U
w - |0 01000, 00
- 0 0 0 0 1 0...0 0 5=t
0 0 0 0 00 10
¢ 2! ¥

entio podemos definir um nove Processs iterative através da seguinte

matriz,
' ¥ 3 k . k T
11 13 12 1z 4B 1,8
K x % n 1-1
14 1% 12 3 i,ﬁi . 1,§§ .
¥ o=
i
¥ k ¥
T L T L1 T ,2 k k k
1~1 i1 i1 - T, T OLE
K | 13’ §et 1" 31
T R k -¥, k -k
g T o,2 T T B ¥
' Tz»%*i 14 1«1’£ g1t g1 ?i PR .
H
§-3

para i = 1.

Por exemplo, para i = 1 temos,
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A& wmatriz Ki & igual = matriz Qé do teorsma 3.2. Em peral as
patrizes obtidas através deste processo lterative sho equivalenies &g
matrizes obtidas no teoremas 3.2 por permutagiies de linhas & colunas,

O smeguinte exemple llusira este fato. Parg § = 2, KQ & & segulinte

matriz,

|

T 1 1 i
1 -3 i -1
1 1 -3 -3
% =11 =1 ~1 i
211 1 o o0
E I § 0 4]
1 0 @ 4]
o o 1 0o
permutande a 22 e 3% colunas temos,
1t 1 1]
1 i -3 -}
i -3 1 -3
K% = 1 -3 -1 i
” 1 g i i
i g -1 ]
1 £ £ ]
o 1 0 8]
permutande a 2% e 38 linhazn temos,
B 1 T3
i ~1 b -
1 i ~1 -3
Ké‘ = 1 ~3 -1 i
1 & 1 £
1 g -1 0
1 ] {3 13
o 1 0 9

permutande a 3% e %2 jiphas temos,
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i

=
#
i
w £T5 CD ot et T fed p

ik
5O gt ek PR ek ek b

P i §
PO DD 03 e s T g e

finalmente permutando-se a 4% ¢ 5% linhas sblemcs a matriz B

2?
™ 1 1 1
=
1 o 1 o
g o= 11 1 =1 =1 D
& 1 -1 -1 1 z
P S L
T 6 o 0
o 1 o o

Desta forma as matrizes Ki sEa matrizes diferengas que dellnenm

codigos ?g - ususriocs univecamenie decodificdvels de comprimento Nz'

3.% Ceneralizacio dos Uédiges de Chang e Heldon [2d

O sepuinte teoramz, devido a Fergunson [2] generalizs, de nmodo

sterativo o8 codigos de Chang e Weldon {1].

Yeorema 3.5 @ Seja D a matriz diferenga de um codigos T - usudrios

univoramente decodificédvel de comprimento N. Sejam A & B matrizes N x N

soma modulo 2. Entdo,

D D
B=inp -
A B
& = matriz diferences de um cddige (2T + ¥} - usudrios unlvocamente

decodificével de comprimento 2.H.

Demenetiracho @ Seja w um velor sobre o conjunto {0, i, -1} de com
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2 3 3 z
, m ) onde w ¢ B

primento (2T + NJ & vames escreve-lo como m = (m', w
" 2 .

sio velores de comprimentos T e m° ¢ um vetor de comprimenio M. Bem.B =

g entlo,

aD + w D + wA {3. 112}

o
#

w'p - a0 + BB {2 11b3

o3
H

Entic @ = Zmiﬁ + mB{& + B} e, desta forma, tomando a soma mddulo 2,
temos  que O = STAYBY. Desde que h+ B é uma matriz bindria
ipverasivel, temos que"§§3 = {§ &, portante, a? = 0 ¢ segue de {3 1la} e
£3.11b) quse @l = 0 e wD = 0 e desde que D & uma matriz diferenga de um
c6digo univecaments decodificdvel segue, do teorema 3.1 gque m = & = 0.
Entdo @b = 0 implica ® = 0, portanto, pelo teorema 3.1 temos que &

matriz H define um codigo univocamente decodlficdvel.
i

Tomando 3 = ﬁj do teorema 3.2 oblemvs o seguinte corslario.

forpldrio 3.2 : Seja ﬁgﬁ {11 2 defina

{ﬁ B
J=1 b3
£ w3} ;
b (b .AB) = D D
A B

parn & % B e OL{N,2) obtemos um conjunte de codigoes {3 + 23,277 -
ueudrios univocamente decodiflcdvels de comprimento 2}, onde 3 & um

intelre nie negativo e CLIN, 23 denota o conjunto das matrizes nio

singulares sobre GF{2}.

fome exemplo, tome 3 = 1, &4 = [ @ e B =1{113, entio,

4 segulr moslraremGi COmo Fergunson (21 generallzou os eodigos de

Chang e Weldon via a nogio de classes de eguivaléncia,

Definicio 3.3 : Uma mairiz P de ordem ¥ » X & chamada de matriz de
permutagio generalizada se cada linha e coluna de P conténm somente uma

entrada nio nula gue pode ser 1 ou ~3.
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0 conjunto de matrizes de permutagfes generallizadas de ordenm B ox B
forma ws grupo muliiplicative de ordem Kt . 2" conforme mostra ¢ lema

abalixo,

Lema 3.4 : O conjunto das matrizes de permulacfes generalizadas de

ordem ¥ » ¥ forma um grupe multiplicatlive de ordem K. 2k

Demonstracie : E clare gue o produto de duas mairizes de
permutacbes generalizadas ¢ uma matriz de permutagio generallizada e,
portanto, a multiplicaglo de matrizes & uma operacioc bem definida neste
conjunto. & matriz identidade de ordem X x K ¢ obviamente uma matriz de
permutagio generallzada. Alés disto toda mairiz de permulaclo generall-
sada de ordem X x K & inversivel, pois tem rank = K. Para concluirnos a
primeire afirmacBo do lema basia mostrarmos gue a inversa de wme malriz
de permutagfo generalizada € uma matriz de permutacho generalizada. Beja
P uma matriz de permutagio generalizada de orden Ex ¥k e gseja PP a sus
matriz simétrica, isto &, ?iﬁ = ?’}i, i, = 1,2,...., K. E claro que P &
uma mairiz de permutacio generallizada e ¢ facil ver gque PR o= P =1

Para provarmos a segunda af irmaciio do lema veremos de quanias
maneiras podemos formar uma matriz de permutacio generalizada. Cada
1inha de wsa matriz P pode ser preenchida de z‘ maneliras distintas @
esta linha pode ser colocada em X posigles diferentes, desta forma temos
2% ¥ maneiras distintas para formar uma linha da matriz P. Escolhida uma
posigio para a primelra linha sobram K - 1 posighes diferenies para
colocarmos @ segunda linha e, portante exislem 2F K. (XK~1) distintas
formas para formermes duas linhas da matriz P, Continuando com esie
reciocinio vemos gue exislenm 2 -1y {B-2). ... . 2.1 = 2% ¥t meneiras
distintas para obtermes o oconjunto de matrizes de perautagies

generalizadas, isto &, este conjunio tem K!.2° elemenios.
%

Teorema 3.6 : Sejs D uma matriz diferenga T x W de um oddigo
T - uspdries univocamente decodificdvel, Sejem P e @ wmatrizes de persy-
tacdes generalizadas de ordew Tw%T e N x¥H respectivamente. Entdo
%ﬁ w P0G & uma matriz diferenga T % ¥ para um codige T - usudrios uni-

vocamente decodificavel.

Demonstracio : Desde que D tem entradas oo conjunte { 0, 1, -1 } e
P e O sio matrizes de permutagbes generalizadas segus que p' também tem

entradas no conjunto 40, 1, ~1} isto &, p' & uma matriz diferenga, Para
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determinar se p* define um eodigo univocamente decodificdvel, sejs » um
vetor sobre 40, 1, -1} de comprimente T tal gue € = w b = w P0G,
desde que @ & inversivel, lema 3.4, segus gue 4 = wPD. Agora B defline um
céddigo univocamente decodificdvel e, portanto, do teorema 3.1 segue que
w.P = ¢ e, desta forma temes que » = 0, loge do teorema 3.1 temusg que ﬂg

define um oédige univocamenite decodificdvel.
B

Exemplo 2.6 : Beja B = ﬁi s matriz difersnca do exemple 3.1 e sejam
P e O matrizes de permutagbes generalizadas de ordem 3 & 2, resgpecti~

vamenie, dadaz por,

-t 0 O
P= 0 0 1
g -1 0

entio,
1
p'=pPog=|0 -1
-3 i
é o matriz diferenca de uUm eodign 30 -~ usudrios univocanente

decodificivel de comprimentoc 2. As matrizes e ﬂi si0  chamadas
matrizes equivalentes e o8 cédiges por elas geradas, codigos

grpuivalentes.

As operagbes de multiplicacio descritas acima definem uma dupls
acie de grupo sobre as matrizes diferenca D, [5] pp. 104 =, portanta,
ums relacio de equivaléncla. E mostrado em {21 que o numero de codigos
distintos que sfo egulvalentes ao eddige gerado pela mairiz D g Fr.OIN -

1 } i 2’3’+§f€*%

1.4 Oz Codigos de Wilson, [3]

Mesta secio & apresentada uma classe de codigos corretores de erroes

obtida por Wilsom [3].

O canal asditive com ruido pode ser modelads como o panal aditive
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T - wsudrios sem ruide, em cascata com um canal discreto sem memtria
(DMC) tendo probabllidzdes de itransicBes diferentes de Rero para todos
o5 possiveis pares de eniradas e saidas.

Sejda

onde z, {0, 1, 2, ... T} e zi & uma palavra oddige do 1 - ésimo
sédigo constituinte. Defina 27 simllarmenie com a restriciio de gque ©
conjunte de palavras-cédigo bindrias congtituintes de 27, 1sio €,
{33, 22! ve s 23}, sela distinto de Z, iste &, = izg, 22, ,«a$zyﬁn

A L-distancis enire os dols vetores Z ¢ 27 &

0 Lepess de Z & simplesmenite a soma dog valores abscluios de suas

coordenadas.

A4 L-disténcia minima, dmin! de um cédige T ~ usudrios £ © menor

valor de dL{Z, %'} sobre todos os pares {2, £') comn Z # &7,

O namere de erros ge transmissio é detfintde como sende a L-disidn-

cia entre a palavra cddigo sransmitida 2 ¢ & saida do canal ¥, isto €,
ef2, U) = | 2 - Ul

O seguinte tecrema ¢ uma generallizagio do teorsma 3.3 2 permitiu
Wilson [31 obier uma classe de oédiges corretores de errog para o canal

aditivo bindriec T -~ usudries.

Teorema 3.7 : Sela B uma matriz g x g sobre {0, 1, ~1} para a qual
existe uma matriz A sobre {0, 1, -1} tal gue AB = dI, onde 4 & wm
inteiro positive ¢ I € a matriz jdentidade. Eeja ﬁﬁ a matriz diferenga
para um cddige T -~ usudrios de comprimente N e disténcia minims dba
Entfo o produto de Kronecker B@Bﬂ é a matrig diferengs para um cddige gl
- upsudries de comprimento gN com uma distdncls minima de pele Benos

d.d .
o
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Exempleo 3.7 ¢ Bela ﬁi a wmatriz diferenga do oddigo 3~usudrios

univocamente decodificdvel do exemple 3.1, isto &,

i 3
ﬁi ol -3
i o

11 14
-1 1 -1
B=ty 1 -1 =1
1 -1 -1 1

& facil wer que ﬁg“i = 4., onde &: denota 8 matriz transposta de E& &
T & w matriz identidade de ordem 4. Entfo, segundo o teorema 3.5, o

prosduto de Kronecker K@@ﬁi dada por,

1111 1111
1-1 1~-1 1-1 1~1
101 010 10
1 1~1~1 1 1-1-~1
1-1~-1 1 1-1-1 1%
1 0-1 ¢ 1 0-1 O
Rep = |1 1 1 1-i-1-1-1
1~ 1-1-1 1-1 1
t 01 o-1 0-1 @
1 1 -1 -1 -1-1 1 1
1 -1 -1 1-1 1 1 -1
1 0~1 D~ 0 1 0

é s matriz diferenca de um obédigo 12 ~ usudrios de comprimento K = B e

digtincia ninima d in = 4, culos oodiges constitulntes sdos
13

= { X = £1,1,4,1,1, 1, 8,18 ¥ = {0,0,0,0,0,0,0,0) }
C=1{%= €1,0,1,0,1,0,1,0}; ¥ = (0,1,0,1,0,1,0,13 }
=1 %= (1.0,3,0,1,06,1,00; ¥= (0.0,0.0,0.0,0,8) }
C= { x> {1,1,0,0,1,1,0,0); ¥= {0,0,1,1,0,0,1,1) }
€= { ¥ {1,0,0,1,1,0,0,1); ¥= {0,1,4,0,0,1,1,0) }
C= A xéa {1,0,0,0,1,0,0,0); ¥ = {6,0,1,0,0,0,1,0) }

C=q X?ﬁ (4,1.1,1,0,0,0,0): ¥= {0,0,0,0,1,1, 1,1} }
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ﬁsx { ng {1,0.1,0,0,1,0, 1} ?ém (0,1,0,1,1,0,1,0} }
L= { LS {1.0,1.0,0,0,0,0} ¥ (0,0,06,0,1,0,1,0} }

Cﬁﬁm {X’Eﬁx {Zgi,ag{}ggg{}gisi}; y’iﬁm {Q;&iiwlﬁl?%;{}fﬁ}}

zﬁx {xmm (1,0,0,1,0,1,1,0); ?’ﬁw {0,1.1,0.1,0,0, 133

ﬁlgw {Xizm {1,0,0,0,0,0,1,0); ?gax {0,0,1,0,1,0,0,0)}

A& tabela 2.3 apresenta uma ilista de parfmetros nfo exeustiva para a

ciangse de cddigos de Wilson,

Tabela 3.3

3 q T N din R (T)
o 2 ; 1
o 1
5 8 1
o 12 12 12 12 1
0 16 16 16 16 1
0 24 24 24 24 1
! 6 1.5
1 12 1.5
1 24 16 1.5
1 12 36 24 12 1.5
1 16 48 32 16 1.5
1 24 72 48 24 1.5
2 16 8 2 2
z 32 16 3 2
2 64 az z
2 12 96 48 12 2
2 16 128 64 186 2
2 28 192 26 24 2
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3.5 Algoritmos de Decodificagho

1, 5.1, Algeritmo de decodificaclo de Chang e Weldon

Para os oddigos lterativos do Tecrema 3.2, Chang e Weldon [1}
apresentam um método sistemalicn para dacodificar o vetor transmitide do
velor recebildo.

Sela £ = 23 * 22 SR 2?, Zi & Ci, orngde Ci é o 1 ~ éaimo oddigo
constituinte & sela ¥ = ¥i + Yz ... YT, Yia Cgﬁ Entio podenos re-
presentar & diferenca 8 =2 - ¥ em lernos dos T welores diferangsa,

g =% -%¥,1=12,...,7,
1 4 i

onde © = { %X, ¥ } e
i % i

§ {3, 12}

O
vl

Isto pode ser expresso enm Lermos da matriz diferenca D da seguinis

forms,

o= @ -~ ¥ = AD {3.13}

onde A = Ek@’ka°‘°"&r§‘

Degde gue Y & um wvelor fiwado, coada saids £ tem um vetor g
anivocamente especificsdo por 2. O papel de & na decodificacio do canal
miltiplo-acesse é similar a sindrome do caso cléssico a um usuario, por
esta razic chamaremos S de sindrome.

Fp virtude da existéncia de uma correspondéncia hiunivoca enire as
T - uplas bindrias A = {Ri,az,‘,,,ky} e oz conjuntos de palavrag codligos
(Eg_,zg,.,”ZTB gue geram a palavra Z na saida do canal aditive T =

usudrios, o seguinte lema € verdadelro.

Lema 3.5 : Dado um cédigo T - usudrio univooamente decodificével o
vetor ¥ mna saida de canal aditive T - usuarlos ¢ univocamente

determinado pela T - upla bindria & = {Ais%a,»..,%?§,
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0 problema de decodiflcagdo € achar o vetor bindrie A gue satisfaga
a equacho (3.13). O algoritme de decodificacio apresentadso por Chang e
Yeldon se utiliza da estrutura siméirica dos chdigos garades peln matriz
diferenca dada em 3.1. A 1déla béslca & decodificar o oddigo com Indlce
i primeiro decodificands os dols cédigos com Indices j-1. Repetindo este
processs } vezes decodiflicames o oodige T} ~ usudrics. Este processo €
apresentado a segulr.

Assuma que 2 ¢ a saida do canal & § = 7 - ¥ é a sindrome

correspondente. Entlo Z pode ser decodificade usando-sze o segulnie

(5 L. &iﬁlﬁ .

)
a sindrome inicial, isto &,

DrOCessn para resolver a eguacio 5
Sejn § = 5

sP og=z2-v {3.14}

entiio particlonando s enm duas 2777 ~ uplas obiemes,

s = (gl gt {3.15)
i 2
seja k{ﬁ n weltor solucho da sgquagdo,
W‘:}} = gt (3.16)
¢ particlonemos A em tres partes,
N P S A (3.17}

1 2 3

cujos comprimentos sdo, ngi’ T}mg & 2}“2, respectivamente, onde 33”1 =

{j@i}.ﬁyﬁ, pas equacBes (3.15), (3,16} e {3.17} obiemos o seguinte

sistena de squagbes,

1513 {J-13 (3-8} & gty 1
Ay ﬁjm% * Ay ﬁjwi Ay zgmz L
5 Ity BEERE RPN - gt {11}

1 -1 2 31 2

somando as equaches {1} e (11} oblemos,
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£33 {3.18)

2;&{}““3} s 30y g L g
H 1~1 3 -1 3 2
. . - £3-13 (31}
tomando a soma module 2 e observando gue RS 254 = };3 , obilemos,
AU e UYL g (e 2) (3. 19)
3 1 2
Por outre lado da sguagdo {3.18} temos,
{313 JREPPRS I3 SIS SRR S BF 3
;%i 333% (Sa + Sa Rg 32 (3,20}
cubstituindo {3.20) na equaglo (11} oblemos,
ké}wi?ﬁ - {Sumia _ gij«»ita _ ;‘ijwi}}fa (3.21)
2 b1 1 2 3

A equacic (3.19) nos da o valor de &;3“” e com ele podemos Lornar

conhecidos os lados direites das equacbes {3.20) e {3.21) que serdo

denowinados de sindromes inferiores dos seguintes ramos:

{317 a;ﬁﬂﬁ . foiioc de {3,203

Rame: 1: Sela a nova sindrome B Je1

Lamen,

E}-‘i} - Aiimi}}flz
& 3

Siﬁ»%} = {Sijwﬂ + 8

- -2
particionands s en duas 21 L yplas, cowo em (3.15) temos,

gty (gl g @,
1 2

A(j*i? - {kg}«z}s ki}“2§§ ki}wB}} = }k{jWﬂ
3 3 & 3

T e 277%  respectivamente, onde ’I“ng

cujos comprimentos sdo ?jug’ iz
3.277%. Ent#io (3.20) torna-se,

e gliV

Ajmlﬁng =

gue ¢ igual s (3. 16} substituindo § por 3 - L.
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{31 {343

Ramo 2: Analogamente, sela a nova sindrome 8 =R L. D

equagido {3.21} vemos que,

-1 gUt) Gy

s = (s
i # 3

procedendo come no rame 1 oblemos uma squacio ldéntica a {3, 16) com }

gubstituide por § - L.

3

o
Coantinuande com este processe § - veges, o nivel . 3; ten umi

Gnica componente gue pode ser obtida através da equacie {3.19}) e &im*

k;m poden ser obtidos atraves das seguintes sguagles,

@) ei0 o i

?“z w {Sz * S2 Rg 3WE

2 s . g . 3190 {3.22)
& i P 2

Conhecidos ?a;m @ ?a;m, podenos determinar todos oS Ri & kg dosg

nivels superiores £ conclulr ¢ processo de decodificagio.

Exemplo 3.8 : Conslidere o cédige 3 ~ usudrios do exemplo 3. 1 & zeja
2 = Kg * Yg + X3 = (2, 2} @ palavra receblda. Temwos que ¥ = Yg + ‘?2 * ¥3

= (D, 1} 2 & sindrome § = 2 ~ ¥ = {2, 1). Desejamos enconirar a solugio

. 1 : P
da  equacio S( - kiz}ﬁiﬂ Farticlonando ﬁei} em duas novas sindromes

s = (57, ) de comprimento P =1, isto ¢, S =2e58] =1L

Da equagio {3.1%) temos,

A, = s:{” + s;m (mod 2) = 2 + 1 {mod 2) = 1

Corhecido A3 podemos determinar A’a e ?"2 através das equagbes,

Y
ot

{2 + 1 - 1178

4§

PR GE w
A= {Si + Sg I&BVE

3
&

(z -1 - 1372

H

e
i

= (5% -8 A
3 2 3

e desta forma temos gque o vetor bindrio A = {hzg ?&.29 33} = {1, 0, 1} e
os vetores dos eddigos constitulntes, de scordo com a eguagdc {3,312},

slo: Z“ﬁ, = Xi; 22 = st. 23 = Xg,

Exemplo 3.8 ; Para J = 2 o matriz diferenga E%,sg
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ki
3

11 1 1

i -1 1 -1

i 0 1 0

i1 - -3

e PR
i 0 -~ 0

i 8 0 0O

o 1 0 0

gera o oddigo ¥ ~ usudrios de comprimento N = 2% = 4 wunivocamente

decodificdvel, cujes cddigos constiiulntes sio:

£1,1,1,1%; ¥1w {0,0,0,0} )

Cz = { Xﬁm

C,={X= (1,0,1,00; ¥ = (0,1,0,1) ¥
C,=1{%= {1,0,1,0); ¥ = (0,0,0,0) }
c, =4 X= {1,1,0,00 ¥ = {0,0,3,1) }
¢, = %= (1,0,0,1); Y= (0,1,1,0) }
C, o= {X= (1,0,8,0} Y= (0,0,1,0}) ¥

c, =1 XM{lﬁg&Gh'%m{&ﬁﬂhﬁ}}

)
#
e
B
B

(0,1,0,0) Y= (0,0,0,6) }

Suponha que a palavra recebida seja £ = Xa@ K2$ Yg@ ¥4+ X5+ Xﬁé Y?+
¥$ = {4,1,3,3). O problema de determinar os vetores oonstituintes a
partir da palavra recebida Z se resupe om determinar o vetor bindrie
A= {3, R k % A A A N } que satisfaga a equaglo (3,13}, Prineiro a
81nﬁram9 ﬁ = g - Y & aalcu}ada’ onde ¥ = Y’+ Y + Y & Y * Y * ¥'+ ¥ + Y

= {0,2,3,2). Entio § = {4,-1,0.1} & partic;enad& 25 ﬁuaﬁ BOVASR siﬁﬁrcmeq

de cowprimento 2, isto &, :1} {4, ~1) e ﬁ}~ {f), 1), Particionemos ©
vetor 2% da equacio {(3.16) em tres part@s, A e {R;XJ, R;if ‘*}} de
nomprinenios T1 e {2+§}¢20 = 3, Xﬁ w 3 oe Zig rasyectivamantﬁ. Da

eguacio {3.19) temos:

(11 o {13, o810 -
5 = Si + 52 {mod 2] {0, O}

e desta forma podemos tornar conhecldos o lados direltos dug eguaghes

{3,201 e (3.21), isto &,
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{1y
ASB = {8

ST fzs}fz = (2, 0)

Oy peidd o8] m .
;s%,z B} = {Si Sz 2w {2, ~1)

gque serfc denominadas sindromes inferiores dos segulntes ramos:

Ramo 1: Sels s nova sindrome s'V= }im?s = {2, 0}, Particlionemos

@ B2 4, isto &,

g em duas novas sindromes de comprimento 2

g'ﬂ? " {gw}x g;{‘?}3 = (2, 0}

& sela R;“ = EA;Q}, ?%;m? A;G}E = A" Entio de acordo com a equagdo
{3.19} temos,
01, gio 10} -
Ra = Si + S2 {mod 2}
) , i} ()
¢ desde gue neste nivel ?"3 tem uma Unlca componente, ?&3 i ;&2 poden
ser obtidos dags equagdes [3.22), isto &,
A = (51 s, aye = (240~ 0W2 =1
1 z 3
L8 {Siﬁ}w gt a“”}zz (2 -0~ 0}/2 = 1
2 1 2 3
Ramo 2: Analogamente, mejs a nova sindrome gt 2D e {2z, -1}

21
. 1} . O .
Farticlionemnos S{ em duss noves sindromes de comprimente 2= 1, isto &,

e seja A;}w {}iim, &f}, i{w} entdo de acerde com @ equagBo {3.19)

fenns,

i 4] o
?ii 3§§€ ;.§, S;)

5 ) {mod 2} =

e novamente, das equacBes {3.22) temos,
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0 _ ot o101 @) PP .
Ai = (Sg ¥ 32 kg /2 = (2 -1 1372 = 0
) _ oo f0)_ (01, (0 " _ _
Rg {Sz Sz 33 172 = {2 % 1 12 = 1

Heste nivel o vetor A é completamente determinade reconsiliulndo-se

tndos oz nivels do processo de decodificaglo, isto 2, A = AP {kii}
A;i}, Aéi}} = 1,4,0,0,1,1,0.0) e de acorde com {3.12) oa vetores cons-
tituintes sio: 2& w Xi, 22 = Xz’ 23 == ?33 Z@ = ?;p ES 5= ng z& = Xé, K?x
¥, & = ¥a.

¥ 8

3

3.5, 2. Algoritmo de decodificaclo de Wilson

Mests secio ilusiraremos, através de um exemplo, o algoritmoe de

decodificacic apresentade por Wilsonm, I3l

Exemplo 3. 10 : Considere o cédigo 12 - usudrios dado no exesplo 3.7
-3 & + k4 + e
¢ sela £ Xi* XE% X3 K@% ¥5% Yﬁ* Y? ¥8+ Xg Xzﬁ Xﬁz+ Xaz g, 5, 6,
3, 6, 5, 10, 3} o wvetor iransmitido. Assuma gque o vetor recebido seja
U= {7,6,6,3,6,5, 10,3}, Entdo vemos que o velor receblde difere do vetor
transmitido nas posicles 1 e 2, em um erro de magnitude 1 por bit. Como
em 13}, primeirc a sindrome § = U - ¥ ¢ calculada, onde ¥ = ¥ + LR
Yo Ve ¥+ ¥Y+¥er¥ +¥% +¥ +¥ =(0, 4 6, 4, 6, & 6, 4}. Entle
& s & 7T 8 @ 10 T1r B

5= {7, 2, 0, -3, 0, 1, &4 -1} & particionada em g = 4 segmenios de com
primento N = 2, onde g & a ordem da watriz de Hadamard e ¥ é o compri-
wento do codige univocamenie decodificdvel gerade pela mabriz ﬁiu Egtesn
segmenios sfo arranjados em uma matriz 4 % 2 que tem estes qualros seg-

mentos como linhas, isto 4,

Multiplicando 3 esguerda pels mailriz de Hadamard K@ Lenos,

e Dl $ad
pode puk £IT pur
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e desde gue as eniradas desta matriz ndo sdo miitiplas de g = &, isto
deve-ge aps Brros ocorrides nas posigles 1 e 2, & correcioc mals
provavel ¢ obtida trocendo-se us entradas da matriz pelo wmiltiplo de

q = 4 wals préxime, isto é,

12 %} it O

U T
HeB, =1y ol & )
12 0 3 0

dividindo as sntradas desta nova malrlz por ¢ = 4§ obtewns as sindromes
ne nivel E e neste ponio ullllzamos o algoritme de decodificagio de
Chang € %eldan para determinarmos quals as palavras codigos dog obdigos
constituinltes C io= 1,2,...,7T = 12 foram adicionadas para formar a
palavra transmitxda 7. Para isto considere o segulnie sistema matricial

de eqguandes,

A B g gt
211
U 11
il PR (3.23)
P B 3
3 0
i 24 ‘3' 5 i

onds A 1 o= 1,2,3 sdo os vetores bindrios de comprimento 3 no nivel ﬁﬁ
da equagaa 3,13 & | } denela a matriz transposta. Seja AZ% = {k§1§ Ai?
aé3}$ s = 1,2,3,4 e desenvelvende o lado gsguerde de (3.23) oblemos 08

gseguintes sisiemas de equagdes:

{1}

R —
W
Jaadh
i
[
B
L
33
.

b2

ke
L2

I
5 fad

o
i 3
W
x§~
ot
# it
pok ke

L
*

o

™
At

i

W W
H 4
ot
a&.

-

B i

—
Juucf
Foed
i, U — i,
= @
Lot
i
Bt
i
&3
#
]



& ags scoluches parz estes siszlemss =80 obtldas como na seqfio 3.5 1, Por

sxempleo, =a soluglo de (I} & encontrada da seguinte forme: sela

s = igzﬂ}, S;ﬁ}} = {3, 0}, onde o par {3, 0] ¢ formada pelos

elementos do lado direito de {I). EntBo, de acordo com a equaglo 3.19

A o, 5&0} {mod 21 = 1
13 3 z

i
28]

& das equagbes (3.22]),

- (ei® 10}
kii ng o+ ﬁa

i
[

- ;am}fz

|

(o} 1o
kw {si Sg 2&%3}{2

H
Sl

¢, portanto, }'23. = {Aﬁ; ?em, A.m} = {1, 1, 1} &nalngamﬁ?jf, B’zg pode

ser determinado do sistema (II) tomando-se ' = ES;MQ Sa }os {3, 13

e desta forma oblemos,

{4} (63

A mE + 5 imod 2! = 0
ket H 2
- (5@ + 5™ a2 =2
21 1 7 23
£ 2} B
?ﬁgg = {SE SE ;‘am}fz L]

{1, G, 0}. Hovamenie, do sisisma

e, portanto, A = {2‘21’ A ?6.233

(111) faca 5 = {sf}ﬂ Sf}} = (1, 0}, entdo,

- @@ te} .
33:5“ $1 + 52 {mod 2} i

{4

16}
e
gz

iSi

#
[

it

~ A 32
kH 33

#
]

RO CE R I
{Sz Sg ;s.m}/z

, A} = (0, 0@, 1}, Finalmenite, seja

2 desta forma }‘23 = fA -~

1 3z
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= 59 s;‘“ (mod 2} = 1

LI |
PP L3 L. T _—
0t (s~ + S LRI
L R TR -
P €S§ Sa &43}/2 i
e, portanto, R% = {?&My k%g ?@é?’} = {1, 1, 11. Com isto consegulmos
determinar completamente o velor bimdrio 2 = (A Xk ., & ., A }o=
Z1 2t e Z4

f4, 1, 1, 1, O, 0, 0, D, 1, %, 1, 1}. Agora, de acordo com 2 equaglc
{3.12} as palavras cédigos dos cddigos constitulptes sio: 2$ = ¥, & =

E R
£, 2 =X, Z =X, & = ¥g, 26 = ?6, £ =¥, & = ?é; )

2 Y3 at T PR ¥ 7t T 5 Xg’ 23@ N

Xiﬁ, 211 = xza 2 ziz = Xzz’ Destz manelira conclulmos o processo de deco~
dificagio.

Este algeritme de decodificagio corrige até t = L{qﬂiéfzj grres por
bit em um “burst® de erros consecutives de comprimento nfo malor do gue
o comprimente do oddige univocamentie decadificdvel definide por ﬁ:‘
Heste ewemplo § = i{&wi}fﬁj = 1 @, como vimos, o algoritmo feol capax de
corrigir 1 erro por bit em um "burst" de comprimentv 2, que & o

comprimente do cddige definido por ﬁz,

3.5 Conciusio

¥este capitule fizemos uma apresentagfc das classes de oddiges
univocanente decodificéveis para o canal T - Usudrios proposias por
Chang e Weldon [, 11}, Também mostrames a generalizagio dada por
Fergunson [2] para os cddigos univocamenie decndificdvels de Chang e
Weldon., Dande continuidade as pesguisas na busca de oddigos pars o canal
T - Usuérios, apresentamos ume classe de codiges corretores ge erros
obtida por Wilson (31,

Térnicas de decodifiecacBes para s esguepas de coedificagbes

propostos por Chang e Weldon [1] & Wilson [3] também foram apresentadas.
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Caplivis IV

thea Ulssse de Cédigon Corretores de Erre
para o Uanal Aditive T ~ Usudrios

4.1 Introducio

Heste capftule apresentamos uma classe de cbdiges para o Canal
Aditive T - Usudrios, (28, 2%]. Esta classe de obdigos & obtida a partir
de uma aplicaclo do teorema de Wilson {Capitulo 3, Teorema 3.7 ) para a
classes de coédigos 2 -~ usudrios 8 - decodiflicavels.

Também & dada uma generalizagdo dests classe de cddigos via a noglo

de classes de equivalénclia, segundo Fergunson, [2].

4,2 & Clagme de Codigos

0 corslério abaixe ¢ uma aplicagfo do tesrema 3.7 paras mailrizes
diferenga gue definam coddigos dois usudrios & - decodificévels, & 2 2 @
nos permite obler uma classe de cddiges corretores de erros para o Canal

T o~ Usudrios

Coroldrie 4.1 @ Seja B uma matriz de ordem g seobre {0, 1, -1}
para a qual existe uma matriz A sobre {0, 1, -1} tal que A.B = dﬁ,ﬁs
onda % é um inteire positive & I & a matriz ldentidade. Beja I}ﬁ #
matriz diferencs de um codige 2 - usudrles & - decodificédvel de compri-
mento N Entio o produtc de Kronecker 3@3@ ¢ 7 matriz diferengs para um
codigo 2q ~ usudrios de comprimento 4. N com L - distinclis minisa igual s
5.@96

Lema 4.1 : Um cédigo T - usudrios £ tes disténciz minims d@igﬁ dﬁ,
se e somente se para guaisguer duas palavras cédiges Z # &7 az suas

sindromes Szp 52? distan de pelo menos ﬁa* iste &,

i g - 3Z,EE = d .

Demonstracio : Supenha que U lenha distancia minima dﬁgﬁm dﬁ, entéo

para quaisguer duas palavras cdédigos £ ¢ 27 de C, com £ w Z2' temosm,
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¥

Hges flelliz--v) -2 ~¥1li=ilz-2lled.
2 Z 4]

Andlige do Coreoldrio 4.1.

£ clarce que 3@1‘}& é uma matriz 9.7 % g ¥ sobre { 0O, 1, -1} e
portantoe define um oddigo q. 71 - usyarios “C° de comprimento g. N, Para
mestrarmos que U tem distdncls minima &.,do mestrarenss que dadas duss
pelavras oddigos distintas de  suass sindromes disztan de pelo manos
@.dgs lema 4.1.

Sedam € & 2 duas palavras codigos de C, com 22 2., Sela ¥ a soma
das ?; palavras codiges dos 1-ésimos cédigos constituinles ﬂi, As
sindromes de 2 e Z' slo, respectivamente, 82 = &~ ¥ e Szy = 2 ~ ¥. E
possivel expressar as sindromes em termos da mairiz difersngs E&Bﬁ da

& A sio
23

seguinte manelra: S = &2{3@%} e B .= AZ}B@E}QL onde A
vetores bindrios.

Particionemos Sz & S%, em g segmentos iguals de comprimento H e Az’

Az* em ¢ segwentos de comprimento T. Desta forma ’E”az e igzz" ;?222, R
qu} . Sz?; {$2,§, 52,23 . §z,q3, &z = {&zz’ &223 Ceay hzq} 8 szm
éﬂkz,;, Rz*z’ s }&qu} onde 521 2 Sz_g tem ambos cowmprimento lgual a N e

}“zi' szj tem ambos comprimento igual a T. Seja M g matriz que lem como
tinhas os segmenios 521 - &?211,
{kzw A293§E®ﬁ0} na segulints forma satricial,

E possivel escrever a equagho 5 - 5 =

. {Rzz - %z'g} B
B . ; = M
O, = A, 1B

onde 3? é a matriz transposta de B

Multiplicando-se ambos 08 termos & esguerds por &? & usando a

hipdtese do teorsma Lemos,

5R21" Rz*g} ﬂg .
d . = & K
Ekzqv Al By
Desde gque Z # 2° & verdade que para algun i, {AZi - Rzrgé nio é o
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vetor nulo, Fara sste 1 a linha Ekgiw x2,§}~§§ tem peso B &, desde gue é
a sindrome para palavras cbdigoes do cddigoe & - decodifivdvel deflnido
pela malriz Qg, Desta forma, pele mepos wuma linha da mabriz &T CH o tem
peso & é,dgw

Por outro lado as eniradas da mairiz &tr pertencem a0 conjunte

{0, 1, -1} e desta forma s seguinte desipualdade ¢ verdadslrsa,

q 0%
Hs,-s, e T} Inl
j=1 k=i
g %
¥ z 2 Eaikmka &05’
J=i k=i

N T .
onde a. ®© mkg s3c as entradss das matrizes & e M, respectivamente,

a4 classe de cddiges introduzida pele coroldrie 4.1 pode ser obltida
da seguinie meneira:

Seja H a matriz de Hadaward de ordem g sabemos de (4] que K,ﬁ? =
g. 1, onde ﬁE denpta a mairiz iransposta de B & I é a matriz ldentidade
de ordem 4.

Seja Qﬁ uma matriz diferenca de ordem 2 X NQ gue defins um coddige 2
~ uysuarics & ~ decodificdvel de comprimento ﬁﬁ. Entio de scordo com ©
coroldrio 4.1. o produto de Kronecker ﬁ@ﬁﬂ ¢ uma malriz diferengs de
order 2.9 X Ngnq e, portante, deline um coddige 2.g-usuarios de
compr inento quG e dizténciz minima 4.8,

0 meguinte exemplo ilusira este fatlo.
Exemplo 4.1 : Seja {Cz’ Cg} o ohédlge dols usudiios 4§ - deoondifica-
vel de comprimento Nﬁm 4  dade dade por C} = {0000, 1111}, Cz = {0011,

1100 e seja Bﬁ a matriz 2 % 4 gue tem como linha o veter diferenca
d=¥-¥, it =1, 2onde C= {X, ¥} Entdo,
! i i i i i

Se ja ﬁg 2 matriz de Hadamard de ordem 2 dada por,
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entie o produto de Kronecker Hg@bﬁ € uma matriz diferenga de ordem 4 % 8

dada por,

~1 =1 «] -l =} -1 =1 -1
-t =1 1 1 -1=-1 1 1
-1 -1 =1~ 1 1 1 1
-1~ 1 1 1 1~1~1

H sl =
-

e, segundo o corpliric 4.1 define um codige T - usuarios, com T = 4 de
comprimento N = 8 ¢ distdnciz minima, d i 4.2 = 8.,
Bifk
Og oodigos constitulntes do cddige 4 ~ usudrios, segundo 2% regras

definidag no capitule 3, sdo

Cl = {sz {0,0,0,0,0,0,0,0], Yxm {1,1,1,5,1,1, 1,10}
c, = {Xgm {0,6,1,1,0,4, 1,11}, ¥ = {1,1,0,0,1,1,8,0}}
C? = {Xsm {0,0,0,0,1,1,1,1}, Y3w {1,1,1,1,0.9,0,0}}
Cg = {Xﬁw {0,0,1,4,4,1,0,0), ?ﬂx {1,1,0,0,0,0,1, 11}
A matriz diferencga do coddigs 2 ~ usudrios £ definlda da seguinte

maneira:

Escolha ﬁ{} come sendo ume matriz 2 0x N@* ﬁg B 2 ous lem come
primeira linha o velor composto por -1; Se %0 ¢ um nimero par, =nific a
segunda linha de Qb tem os primeiros Hg!g elementos igusis a ~1 e os
gitimog %gfz elepentos igusais a 1; Se EG ¢ i{mpar, entfc s segunda linha
de ﬁﬁ tem o pripeliros (ﬁ@ﬂ 11/2 elementos iguais a -1 e os Uitimos {ﬁﬁw
13/2 + 1 elementos iguais a 1. Esta escolbs € felta para garantir gue a

patriz ﬁﬁ tenha rank = 2,

Exemplo 4.2 : Para ﬁgm 2 & N=3 as matrizes diferencas sfo,

respeclivamente,



2y

e definen coddigos 2 - usudries 2 - decodificédvels de comprimentio 2 e 3,

respectivamente,

Lema 4,2 ¢ O codigo dols usudrics de comprimento Ho definido pels

matriz §0 acime ten as sepuinies proprisdades:

il Se &0 é par entio o cddige dols usudrios é Nﬁw decndificdvel;
i1} Se Nﬁ 4 dmpar entd3o o ocdédige dols  usudrics 28

{Nﬁw 1i-decodificdvel.

Bemonsiracio : 1} Sela {Ca‘ Cz} o cédigo dolzs usudrios definido
pola matriz B@ & seia Ci * ﬁa e {cl tej o € Cgﬁ c, € Ca}a Este con-
Jjunto item gualro vetores gue sfo: um velor cujas primeiras %9/2 coorde-
nadas sde iguals a8 zero e as dltimas Nﬁiz coordenadas igusis & 1) um
vetor culas primeliras Nafz roordenadas s80 lguzls a8 1 e as dliimas NGXZ
coordenadas igusis a zero; um velor cujes primelrss %sz cogrdenadags 830
Pguais 2 1 e as Uliimas %Qf2 coordenadas igusis a 2 & um welor cujas
primeiras NQKZ primeiras coordenadas s8o iguals 2 £ as dltimas %ﬁfﬁ Pt o
ordenadas sfio igusis a 1. O valor abseolubo da diferenga de cada coorde-
nada do primeire vetor descriio acima para o sepgunde & tercelro £ igual
1 e, portanio, a disténcia enire estes vetores ¢ igual a Nﬁ» €2 walor
abscluto da diferenga de cade uma das primeiras %ﬁ%z coordenadas do pri-
meire vetor para o guarto &€ jgual & 2 e dag Gltimas Mg/z coordenadas €
igusl 8 zero, iogo a disténcla entre estes velorss & 2.{Nﬁ/£} = %ﬁﬁ Con-
tinuando com este raclocinie podemos wer gue a distincla entre o segundo
vetor para os demals € Ilgual s Rs, a distincia do fercelire velor para o
demzis tambdém & igual 2 ﬁﬁ, Desta forma temos gue se ﬁg é par a distin-

cia minims do oddige definido pela mairiz ﬁﬂ & igual a No,

i1l Se Ha & impar, Cz + ﬁe tem os seguinies vebores: wm velor cujas
primeiras {%ﬂ - 1142 coordenadas s8c iguals a zers & as uHllinas Eﬁg +
1172 coordenadas iguals a 1; um velor cujlas primeiras iﬁg -~ 132 coorde-

nadas sfo iguais & 1 e as ditimas {&ﬁ + 1372 coordenadas igusls a zero:;
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wn vetor cujlas primeliras iﬁﬁ - 1}/2 coordenadas sfo lguals & 1 ¢ as ul-
timas {KG + 1}/2 coordenadas lguals a2 2 e um velor cujss primelras
iNa - 1142 coordenadaz gio iguals a 2 e a3 Ylllimas iﬁa ¢ 1172 coordena-

dag igusis a 1.

A distancia deo primeiro velor para o segundoc e lercelro € lgual a
NQ e para o guarto ¢ lgual a ﬁc ~ 1: @ distancia do segunds velor para ©
tereeire ¢ igual a %Q + 1 & para ¢ guarto € igual = Nm; a disténcia do
terceiro vetor para o quarte € igual a Haﬁ Portants, & disténclia minisma

do osdigo Eﬁi, ﬁaﬁ ¢ igual a N - 1.
E

A tabela 4.1 lista alguns codigos dols usudrios & - decodificdvels

no nivel ﬁa, para varics valeres de &,

Tabela 4.1

Cédigas dois Comprimenio &

ugusrios
C% = { 00, 11} 2 o
LZ = { 01, 10}
c, = { o0g, 111 % 3 5
ﬁz = { 011, 100 }
c1 = § 0000, 1111 } 4 4
Ez = { 0011, 1100 1}

= { 00000, 11111 ¢ 5 4

Cz = { 00111, 11000}
Ci = { OO0O0GO, 11111t} 6 &
Cz = { U011, 111000 }
C, = { ooooens, 1111111 3
52 = { O0O111Y, 1110000 ) 7 6
cl = § OO000000, 13181311181 3 2 g
C2 = £ 00001114, 11110000 3

A tabela 4.7 mostra og parfmetros de uma lista, ndc exaustives, de

cadigos T - usudrios segundo o coroléris 4.1.
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Tabels 4.2

Lodigo no nivel ﬁa {ddigos Extendidos
Wimero de Comprlmento P Nuimero de | Comprimente | d
usuarios Tﬁ ﬁg Usudrios T M min
2 2 2 4 4 &
2 2 2 g 8 @
2 2 2 i6 16 ié
2 2 2 24 24 24
2 3 2 4 & &
2 3 2 g i2 8
2 3 2 i 24 &6
2 3 2 24 35 24
2 4 4 4 3 A
2 4 4 8 16 16
Z 4 4 i6 3z 32
Z 4 4 &4 48 48
& 5 4 4 10 #
2 5 4 2] 20 i6
2 5 4 i 40 32
2 5 4 24 &G 4%

4 taxa do i-ésimo codigo
Ifqﬁﬁo

constituinte é Rim {iogziﬁii}fqnﬁﬁ =

e, desta forma, a tawa do cédige T - usudrios, R{T] & lgual a

+ R
T

R(T) = R+ RS ... = 2.9/8 .q = 2/N

A seguir mostraremos como podemos geberallzar esta classe de

eédigos vis a nogdio de classes de equivaléncla, segundo Fergunson [2].

4.3 Ceneralizacio da Classe de Cddigos do Coroléric 4.1
via & Noghe de Classes de Equivaléncia

Sela Qﬂ 5 matriz diferenca de um oédigo dols usudrios & - decedifi-
cével de comprimento ﬁg e selam P & § matrizes de permutagbes generali-
zadas de ordem 2 x 2 e Nﬁ = Nﬂ, respeciivanente. Enido ﬁﬁm ?«ﬁg@ & uma
matriz diferenca de ordem 2 X Nﬁ e desta forma define um cddige dois
usudrios de comprimento Nﬁ‘

0 seguinte teorema & uma generalizacdo do teorema 3.6 de Fergunson

(21.
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Teorema 4.1 1 Seja D uma matriz diferenga T w ¥ de um oddige T -
usudrios & disténcia minima igual a &  Sejan P e { mairizes de permula-
ooy generalizadas de ordens T e N respectivamente. Eniao p'= P.BG &
uma matriz diferenca de um od8dige T ~ usudrios e disténcls minisma malor

ou igual &,

DemonstracBo @ Sejam C e © os oddiges definidos pelas matrizes I e

D', respectivamente. Entdo, ssbemos de [1] gue,

dmhjiﬂ = min {j =D |}
=
&
d ()= Bin | @’Bz§§
B

onde m e m° sio T - uplas sobre { O, 1, »1 }.

*
Agora, sejam € {0, 1, ~1 3 tal que,

a4 (C)=pm PR} = (j®.DQ|, »' = mP
= Y
onde v = 8 DG

e ¥, 0 = mw' D, Por ouirc lade, temos gue,

d () = By o= vy

2 desde gue Qﬁi & wwma mairiz de permutaclo generallzada, lema 3.4,

pp. 35, temos que,

TRA RETEEIR TR A TR IR ()

e, desta forma tenss que,

Y
3

a (L} {c}

min win

Exemplo 4.3 @ Seja D a matriz diferenca dads por
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Peota mairiz define um oddigo 2 - usudries & - decodificdvel,

conforme pode-se ver na tsbela asbalixo.

Tabels 4.3
Cg 0101 1010
C
2
9110 0211 1128
18401 1162 2011

Setam P & Q as matrizes de permulagbes generalizadas de ordem 2 e

4, respectivamente dadas por,

-3 0 4] Y
4 -1 g 1 i 4
Pow o o 2 =0 o 4 -1
] g 1 4]
entdo P.0.8O & a matriz diferenga dada por,
) -3 -1 -3 «}
CER S A = T S 1J
gue define o cddigo 2 - ysudrios 4 - decodificével do exemplo 4.1.

Fazendo o produto de Kropecker pela matriz de Hadamard de ordem g, isto
€, el oblém-se um codige 2.g-usudrios de comprimento 4.q e distincia
minima dmuﬁ:&°%‘ Por exemplo, se H & 2 malriz de Hademerd de grdem 2

obtemss o codige 4-usudrios de comprimento 2.4 = 8 e digténeciz minima

da§=: 4.2 = 8 do exemplo 4.2. Isto pode ser sintetizado da seguinte
n
pangira,

Seja D ouma matriz diferenga de um oodige 2 - usudrios & -

decpdificdvel de comprimenteo ﬁ& para a qual existam malrizes de
permutagfes generslizadas F e Q de ordem 2 x 2 e Eﬁx ﬁg teis que a

matriz O P0G sela da forma;
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1
£1 A primeira linhs de B € o velor composio por -1

i
11} Se N é um numero par, sntBo 2 segunde linha de D lem os

primeiros N x’z slementos iguals a ~1 & og ditinos ﬁ{}xz elementos igualsg
8 I, Se ?&3 ¢ Impar, entio a segunda llinha de B tem os primeiros {2%5 -
13/2 elementos iguals a3 -1 & os Oltiimos {E%aw 11/2+1 mlenmentos iguals a
1.

Seja B a matriz de Hadsmard de ordem g % g, enido o produte de
Kronecker HeD é a mairiz diferenga de ordem 2.9 X ?\EQ.q e, desta forma
define wm oddigo 2.g-usudrios de comprimento ?éﬁ,sq e disténclis minima
e‘:ﬁ = g5, 3.

Um outro caminho para generalizarmos a clasze de padigos do
coroléric 4.1 via a nogloe de classes de equivalénclas ¢ o seguinte.

Se s %@ uma matriz diferenca da forma acima descrita {llens {i} &
{11)) que defina um cddigo 2-usudrios d-decodificdvel de comprimento %E{}
e geja B a matriz de Hadamard de ordem g, entio i%@%)g ¢ uma mairiz
diferenca que define wm cddige 2. g-usudrios de comprimento ﬁa‘g 2
digténcia minima s;imnm G.¢. Sejam F e 4 matrizes de permutaches
generalizadas de ordem 2.q % 2.9 & ?é g X 3% .g, respectivamente. Entao
pb = P, (N ﬁ} g ¢ a matriz diferenga de ardam 2.4 % N g e, yarmnia
definse um codxge 2.g-usuirios de comprimento N .g. Az matmzes e p
sio chamadas de patrizes equivalentes e 08 cédxgag por elas definidas

codigos equivalentes. O exemplo mbalxo jlustra esta genersllizacio.

Exenplo 4.4 @ Beja i}g a matriz diferenca do exemple 4.2 & H 2 melriz

de Hadamard de ordem 2, entdo,

Sejam P e Q malrizes de permutagies generalizadas de orden 4 e g,

regpectivanente dadag por,

[z o 0 0

[ £ T s B S
F=19 0 1 0
o -1 0 0
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e W s R + ST + S + AN + B

g 1 ¢ ¢ o ¢ ¢ ¢

g 9 D 1 8 o o 0

g=0 0 -1 0 O ¢ 0 D

o 0o o 9 0 0 -1 0

1 D o 0o 0o oo 0 0

oo 0 0 -1 G 0 0

5 0o o 0 0 1 0 O

entio,
1

-1 -« 1 =1 1 =1 1% 1
[ 5 T U S S B S S
FOHSDI.Q= 1y Ly 1 -1 -1 1 ~1 1
t 1 1 -1 1 =1 -1 -1

define un obdigo 4-usudrios de comprimento 8 cujos codigos constituintes

sdo

C={X=(00101011), ¥={11010100) }
Cr{X=1(01100110), ¥= (10011001} 1}
C={%={(101060101), ¥=1[(03101101 0} ¥

C={X={11101000} Yﬁﬁ (000310111}

4.4 Conclusio

Heste capitulo apresentamos, segundoe o coreldrio 4.1, uma classe de
cédigos corretores de erros pars o canal T - Usudrios e generallzamos
tals wédiges via a nocglo de classe de equivalénclia, segundo Fergunson
{z1.

No capitule seguinie apressentamos algumas proposias de algorliimos
de decodificacio que podem ser usadas tanto para os cbdigos apregeniados
neste capftule como para os oddigos de Chang e Weldon [1} e os oddlgos
de Wilsen 13]. Tanhém sapresentamos cowmparagdes dos algoritmos de
decodificacdc propustos com o algoritme de Wilson. Az simulacBes foram
realizadas para o canal Discreto sem Memdria e para o canal AWGN T -

usudrios.
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Capitule ¥

Algoritmos de DecodificacBo e Resuliados de Simulaghes

£.1 Introduglo

Reste capitulo aspresentamos alguwas propostas de algoriimos de
decodifivacdes para ¢ Canal Aditive T -~ usudrios baseadas na téonica 4o
table look-up, numa adaptaglc do algoriime de decodiflcacio de ¥ilson
apresentado no capiiule 3 & numa combinacio destes dols algoritmes com o
propdsito de unir a simplicidade do algoriime de Wilson com o palor
poder de corregdio de erro do algoritmo bageado no Table Look-up. Tambdm
tilustramos, através de exemplos, gque o algoriime de decodificaciio
proposto por Wilson ndo € apropriado para a classe de osdigos
apresentada no capitule &

Resultados de simulacBes para os cddigos apresentados nos capitulos
1 » 4 sfo mostrades para o Canal Discreto sewm Memdria T ~ Usudrios e
para o Danal AWGN T - Usudrios.

5. 2. Algoritmos de Decodificagio

5 2.1, Téenica de Decodificacdo baseada no Table Look-up

4 técpnica de decodificagio baseada no Table Lopk-up pode ser
enunciada da seguinte manelrs: para um dado vetor transmitido do ocddigo
T - ususdrios ¢ = { 2 } = { 23 + 22 ., # 2?, 31 & Ci }, sela ¥ oo
vetor receblido. O vetor decodificado € & aquele pertencente ac odédige C
para o qual a L ~ disténcia é minima, isto &, &&{Z’, U} ¢ minima.

Agora para determinar os velores cédigos constituintes a partir de
2 ecalculs, come em (3], a sindrome ﬁz = 2 - ¥ e particione estas sindrome
em § segmentos de comprimentos ﬂﬁ, onde g € & ordem da malriz de
Hadamard e KQ ¢ o comprimento do cddigo no nivel ﬁg‘ Fates segmentos ado
entic arranjados em uma malriz g = HQ que tem sstes segmenios como
linhas, gue denotaresmes por %%z. Multiplicande & esguerda esta matriz

pela matriz de Hadamard de crdem g obtemos a malriz Xq,%%g cujas
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entradas sfo miltiplas de ¢ As entradas desta mairiz sfe entdo
divididas por ¢ e &s linhas resultantes sSc as sindromes corretss do
eddige no nivel Do' {ada uma destas sin&ramea sko decomposias emn um
sistems matricial de equacdo cuja solucBc € ? vetor binaric A = ikx,
AEB e e kf} e os oadiges constifuintes s8o e&%ﬁa obtidos de acordo com
{3,123 da segdo 3.5.1.

0 seguinte exemplo ilusira este aigaritmo%

Exemplo 5.1 : Seja C o codige T - ugméria%, com T = 4 de comprimen-

to N= 2.4 =8 e distncia sinima dmgﬁm 2.4 % 8 do exemplo 4.1 & seja
Z =R+ X4 ¥+ ¥, = {2,2,2,2,0,0,2,2) o vetﬁﬁ {ransmitida. Suponha que
o vetor recebido sela U = (2,5,2, 2,0,0,2,2). Vemos que o velor recebldo
difere do wvetor transmitido na segunda e&ﬁfdeﬁada por um erre de magni-
tude 3. A fabels de decodificagdo desle aédigm é constituida peleos se-

guintes vetores:

P} b

Pad b B ker gk O3
HE I R L =
mwwmmmamwmmws\&mwm

B3 OLS e D40 dw B3 L3 e B e Do a0 e D
L3 e e DRI LY e P B L O3 = e B
TSI AT RN % S TR S . B T = B L

L L3 B L B B e ) B
B L4 me PO s B L o B e DG e W

dE L3 LB Lo P B e L B
FOVIE S AR ST A S S R L T B o

o2
2 fad

Usando esta tabela vemos que o velor ﬁais proxime do wetor U €
exatamente o vetor transmitido Z. ;

Agora seja a sindrome S =2 - ¥ = (-2 200 ~2-200) onde¥
Y€+ ?2% ?3% ?é = {4 4 2 2 2 2 2 2}, yi £ ?1, G wetor sindrome SZ é

¥

particionado em g = 2 segmentos de cemprimeni§ ﬁﬁm 4 & arranjedo en usa
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matriz 2 x 4 gue tem estes dols segmenios comoe linhas, Isto &,

Multiplicando estas matriz & esquerda pela mairiz de Hademard de

ardem 2, obiemes a seguinte matriz,

A% entradas desta matriz s8o ento divididas por q = 2 ¢ s3 linhas
resuliantes sSo as sindromes corretas do cdédigeo no nivel ﬁgﬂ Cada uma
desta sindromes sio decompostas no  seguinte sistema de  equagles

matricial,

[% E}‘g -2 =2 0 01
71 0] _

o o o o

onde Azf $ = 4, 2 & um vetor linha de comprimento 2. A solugio desle
sictema de eguacic wmatricial ¢ oblida resolvende-se os  seguinites

sistemas de eguacles lineares,

A=A, =2
1) ~A 4 A = O
1 =
A, = A =0
IE} wd o ko=
3 4

As solucBes deste sistemas podem ser gscritas  como  um velor
A o= {Kz* Rgs &3, %é} = {1,1,0.0} e os vetores cddigos iransmitidas por
cads usuirlos s&o Ezw Ki, Zam Xg, 23& Y3 2 2%% ?ﬁ, de acorde ocom 3
equacio {3,112}

Para este exemplo £ todos os casos em gue 8 magnitude do erro seja
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menor ou igusl a E{dmn;m 13f2j senpre £ possivel ldentiflcarmos o vetlor
transmitide e por conseguéncia determinarmes os vetores congtituintes.,

O exemple seguinte nos mostra gue quando a magnitude do erro for
malor do  gue i{dmlnw 1}/2} nfo ¢ possivel fazer a decodificagdo

correlamente.

Exemplo 5.2: Sejam €, {dwinm e Z= {2 2, 2, 2, 0,0, 2, 2} como
no sxemple 5.1 = suponha que o vetor recebido geja ¥ = (1 1 1 1 1 0 2
23, Vemos gue o vetor recebldo difere do transmitido na 18, 28, 3%, 4% g
5% coordenadas e que a magnitude do erro € Igual a & que & malor do gue

& capacidade de correglo de erro do cadign.

Favendo a decodificac8o pelo table look-up vemog que o vetor mals
prowimo de ¥ € 27 = (11 1 11 1 3 3} e, porianto, este € o velor
escolhide como sendo o transmitide. Agora seja a sindrome gz* SR A IR
{~3 =3 =~} -1 -1 -1 1 1} e,

Multiplicando esta matriz & esquerda pels matriz de Hadamard de

ordem & itemos,

Nividinde as enirsdas dests malriz por g % 2 pbhtemos as sindromes

no nivel B@, igto é,

A solucBo deste sistema @& obtida resolivendo-se oF seguinles

sistenas de sguagies lineares:
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“A~ A, = -2
3 &

1NN
-k A wm D
1 2
R, T ﬁ& =~}
v ~A 4+ A m =]
3 4
e & 0 vetor bindrio A = {1, %1, 1, 0} Neste caso os velores oddigos

constituintes decodificadas sdom Zi = Xx’ 22 = Xze 23

Como podemos ver estes nio sfco os velores escolhidos para formar o vetor

wxgﬁzﬁm‘iﬁv

rranswitido 2 {Ex. 5.1} e, portanto, a decodificaglo falharia. Isto
deve-se as fato de nio termos escolihide corretamente o veltor recebido Z°
comn sendo o tranemitido, em fungdo de gue o rulde, por hipdlese, produ-
iy um erro de megnitude malor do gue a capacidade de correclio do table

jook-up.
5.2.2 Algoritmo de Wilson Adapltado para os Novos Gddigos

Através dos exemplos apresentados a segulr mosiraremos como adaptar
o algoritmo de decodificagio proposto por Wilgson 13 para og oddigos
introduzidog pele coroldrio 4.1 2 llusiraremos porque exie algoritmc ndo

é apropriasde para estes cddigos.

Exepplo 5.3 Saja {Cig Czﬁ o oédipo Z2-usudrios 4-decoediflcdvel de

comprinenio ﬁﬂm 4 definido pela matriz diferenga
-1 =i -1 =l
To= 1 -1 1 1

e sejls ﬂé a matriz de Hadamard de ordem 4 dada por,

B R | 1 i

I I T SR B |
Ho= 1y 1 -1 -1
1 -1 -1 1

entio o produte de Kronecker ﬁ§@9@ £ a matriz diferenga de um oddigo 8 -

usudrics de comprimento N = 16 e disténcia minims dgig: 4.4 = 16, dada

DO,
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“l =1 ~1 =1 =1 ~1 =1 =3 =1 =1 =1 =}

-1 4 1-1-1 1 111 1 1-1-1 1 %
4 -1-1-1 1 1 1 1-1-1-1-1 1 1 1 1
-1 1 1 1 1-1-1-1-1 1 1 1 1-1-~1
BeB = 4 3 4.1 -1-1-1-1 1 1 1 %1 1t 1 1 9
-1 1 1-1-1 1 1 1 1-1-1 1 1-~1-1
el -1 -1 1 1 1 1 1 1 1 1-1-1-1-t
3

-3 -1 1 1 1 1 -1-1

g cutes codigos constitulntes sdor

L X}ﬁ GOOORHOO0OGHLGO00 Yx; 11113283803 31131 2
Cz sz GO1I0031601 10041 Yam 131001100116001100
£ Xax Q0111100001118 YS: $1111000011110000 }
C Xém 0011110000111100 Yﬁw 1100001111000011 }
C% Xgﬁ OUODGOG01111133Y ¢ ?&m 13111111100000000 }
C Xﬁx QOTI00I111001100 Y&m 1100110000110011 3
C X?m O0D01LT111110000 Y?x 1111000000001111 ¥
C X3= GUO111100110000618 ?85 TI00001106111100

Sejs £ = Xi& Xz * Y3 + ?Q + Xs + XS + Y? - Yg, onde X§ € Ca & Y} £
o, 1= 3, =16 ~ upla transmitida. O velor 26 {448440044444 4
%3% 4 4), Supenha gue ¢ vetor recebldo seja U = (B85 3500444444
4 4 & 4). Vemos enifo gue o vetor U é o resultade da adig¢io do velor
erro Em (-1 1110000000000 0C0) como velor transmitido 2,
0 trabalhe de decodificador € retirar o erro e delerminar que velores
cadiges constltuintes foram adicionadas para formar o vetor transmitido
.

Ne avorde com (3] primeiro a sindrome U -~ ¥ = Z -~ ¥ ¢+ E = Sz + E é
caloulada, onde ¥ = Y1+ ¥é+ ¥é+ Y§+ ¥S+ ?6% ¥?$ ?g é& o vetor (8 B 4 4 4
44 444444484 4). O wvelor Sz +Ew {~5-3-11~4-~-40000600¢0
0 ¢ 0} & entSo particlonado em g = 4 segmentos de comprimento NQ = 4,

onde q ¢ a ordem da matriz de Hadamard e ﬁa g o comprimento do codligo no
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nivel ﬁg, Estes sepmentos sdo enitBo arranjades em uma matriz 4 = 4 %syg
o 3

gue tem estes segmentos come linhas, 1.4,

-5 =3 o~ 3

_i~4 -4 & ]

szer 1 D 0O DO
o o o o

A mairiz ﬁqué entio multiplicvada & esquerda pela matriz de

Hadamard ﬁé g o resultade desta multiplicacfo ¢ a matriz,

e I A | 1

Ci-1 1 -1 1

Ha’%gz¢E e R A T |
-4 1 -1 i

Desde gque as entrades desta mairiz ndo s&0 miltiplag de g = 4,
entio alguns erros sfo indicados & a corregdo mais provével, 131, € ob-
tida trocando-se cada entrada desta matriz peloe miltiplo de 4 mals

prévime, desta maneira oblemos 3 geguinte matrieg,

)

s -8 © ¢©

. .1 0 0o 0o O
$Z -8 -8 & QO
[s} o 0 {}j

A matriz corrigida € entfo dividida por ¢ = 4 2 as linhas resultan-
tes sho as sindromes corretas no nivel BQ. Cada uma desias gualro sin-

dromes sic decompositas na seguinte equagio matriclal,

j”;a‘m“ T I £
210
% xzanﬁ 0 &
ap |1 -2 -z 0 0 (5.1
Z3 o
[ ) £ 3 3
240 1
onde A, 1 = 1, 2, 3, 4, & um welor linha de comprimento 2. Deg uma

forma diferente gue a apresentada por MWilson [31, a solugho desta

equagio matricial é obtida resolvends ot seguinies sistemas de eguagdes

lineares:
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Ay AR
v ol 3 4 h = O
P 2
Ay A
VIl 3 4 n =
a4
g " A, = -2
vii) .
whg YA = &
“A, = A=
T8
VIII) { e = O
T B

0 vetor solucic destes sistemas € o velor bindrio A o= {Ai’ Aa’ 23,
A&ﬁ %§$ AS, R?, Aa} {8, 1, o, 0, 1, 1, 0, 0} que de acorde com a

equacio {3.12) determins que velores cddiges dog cddiges constitulntes
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foram somadas para formar o vetor transmitide &, isto &, Egm Xi’ sz XZ,
ESM Y%, z%x Yﬁ, 25 = K54 Eém Kﬁ, Z?m Y7 e 23= ?EQ

Fata forma de fazer a decodiflicagloc no nivel ﬁﬁ diferentensnte de
Yilson ss faz necessdria em fungio do algoritme de Wilson utiilzar-se
neste nivel do algeriime de decodificaglo de Chang e Walden o gual se
utiliza da estruotura ilerativa dos seus cddigos para  fazer a
decodificacie, o que nfo ¢ o caso dos ndédigos apresentades no capitule
4.

Neste exsmple foi possivel corrigir o velor erro porgue Bas
posighes 1, 2, 3 e & o vetor recebido U difere do vetor transmitlide 2
somente de um erro de wagnitude 1. Neste ¢ em todos 0B 080T em gque a
megniiuvde do erre por digito for mepor ou lgual 3 [lg ~ 1172] em wum
burst consecutiveo ndo melor de gue o comprimento do oddigo 0o nivel ﬁa e
algoritmo é capaz de corrigir todos os erros, {33.

Por outro lade, para wm erro de magnitude malor, por exemplo, E =
(~1,2,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,8) ¢ algoritme n&o decodificaria

carretanente como mosire o segulnie exemplo.

Exemplo 5.4 ¢ Sejam E = {«1,2,1,1,0,0,0,06,0,0,0,0,0,0,0,0} & Z ¢
vetor transmitido, como no exenple anterior. Entio o velor receblde &

U= (3, 6, 5 5 0, 0,4, 4, 4, 4, 4 4, 4, 4, 4, 4}, Obgerve guse @ Bag-
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nitude do erro ¢ igusl a 5 e que na 2% coordenada do velor erro & magni-

tude do erro ¢ igual a 2 que & malor do gque [(4 - 1}3/2] = 1.

Calenlando a sindrome obtemos o seguinie vetor U - ¥ = -5 -2, 1,
1, ~4 -4, 0, 0, 0, 0, O, 0, &, 0, O, O} Particionando ests wvelor enm 4
segmentos de comprimento 4 oblemoes a segulnie mairiz cujas linhas séo

formadas por estes segmentos,

-5 =2 1 1
y _ -4 -4 0 0
sz + E ¢ o 0 0

B o 0 O

Multiplicando & esquerds pela malriz de Hadamard de ordem quatro,

H , obiemos s seguinte matriz,

- -6 1 1

-t 2 1 1

BB, el -9 - 1 1
11

-3 2

Heste ponito temos que Lrocar as entradas desta malriz pelo militiplo
de guatro mals préxime. Pordm para of elementos -6 & 2 ndp Lemos CONo
somar uma  decisis  correta.  Suponha  gue decldamos  por ~4 a4,

respectivamente, desta forma a matriz corrigida &,

;Mwﬁ -4 & &

W " G 4 & 4
8 gz ! -8 -4 £ {
£ & & 0

L N

Dividindo as entradas desta matriz por 4 oblemos o seguinte gistemna

matricial,

A -2 =1 0 O
210

LR L & 0 0
20 1

a b ~2 -1 o O
230

x D g 1 6 O

24U 5 N

&3



gue sio as sindromes do codigo no nivel ﬁg, 4 solucho deste sistema de
enguacio patricial € obtida resolvendo~se o$ seguinles sistemas de

egquacdes linsares,

S S W
F
134 ~A - A, = -1
1 2
~k v A= {0
1 2
~h, =
3 4
11} 4 =~ A, =
3 4
wk, ¥ A = U
4
wkﬁ - aﬁ w -2
1113 4 -, — &, = ~1
g &
-k * w g
v TE &
(-x, - A, = O
7 8
IVi 4 -a, =~ A =
7 8
~h, + A= U
s &

o desde gque nephum destes sistenas pogsul  solugldo, ndo & possivel

coneluir o processo de decodificagho.

Come vimos, em geral o algoritmo proposto por Wilson {3] somente é
capaz de corrigir t = {{q - 1)/2 | erros por digitos em um “purst” de
digitos consecutivos de comprimento ndoc malor do que ﬁﬁg onde g & a
srdem da matriz de Hadamard e Nﬁ # o compriments do cédige & ~ decodifi-
chvel definido pela matriz diferenga Bg, Fgta restriclc deve-se ao fato
de que o algoritme apresentado por Wilson supde que ne nivel Dﬁ o codigo
seja univocamente deccdificavel e se utiliza de um algoritme de decodi-
ficago para esta classe de cédigos, como € o caso dos eddigos de Chang
e Weldon [1]. Desde que a3 dist@ncla minima do oédigo ¢ de fato dmn:;
g.8, um algoritmo de decodificacio apropriado deverlia corrigir um erro
de magnitude pelo menos igusl a &t = {{g.8 ~ 1)/2 | como ¢ o caso do
algoritme baseado no table look-up mas de complexidade malor.

Em vista disso, na proxima seclo fazemos uma proposta de  um
algoritmo de decodificagBo para o8 codigos T ~ Usudrios basesds numa

combinacio do slgeritmo de Wilson e na técnica do table loock-up.

TG



5. 2.5 Téenica de Decodificagde Cowbinada

4 proposta spresentada nesta secfo pode ser sintetizada da seguinte
forma: sempre gue o sistems matricial {5, 1) nfo tlver solugdo ou & B0 -
cEo ndoe for bindrias a téocnlea de decodificaciio bazeada no table look-up
& ulilizadas para concluir o processo de decodificagdo.

Esta proposta de decodificaglo tem a vaniagem de reguerer ume fusan-
Eidade menor de cdloules computacionals para coenclulr o processo de de-
codificaclie ¢ apresenta um desempenho de decodificacio multo proxime da
téenica baseada no table look-up, conforme mosira os resullados das si-

mulaches gue serfic apreseniados na proxima seqdo.

% 2.4 Técnicas de Decodificacio por Decisdo Suave ¢ Abrupia
2 Decislo Buave

A téenica de decodificacBe por declislo suave {870} ¢ bazeads na
quantizaciio do velor recebldo que denotaremos por nym* isto 4,

Yﬁ&ﬁﬁ h {yx’ Fyr v y}, T yx}

0 nimere de niveis de guantizagio ou siveis threshold é igual a
GNESOFT . rorme Borelli [ 35 1, onde NBSOFT é o numere de bits de de-
cisfo ou blts de confianga. Os nivels de quantizagho whe igusimente
espagados com distdncia entre dois niveis consecutivos de guantlzagic

igusl a IfzgmﬁﬁTs desta forma estes nivels de guantizaglic assumenm valo-

res no conjunte {D, 1o FBSOFT oy RBSOFT L (pFESOFT 1y /o VESOFT s
Mo esquema de decodificacBo por declsio suave, HESOFT =+ {1, as

coordenadas do vetor guantizaedo, gue denciaremos por Y@, isto &,

sSo obtidas da seguinte forma: tome a j-ésima coordenada do  veltor
receblde, Yy ® caleule o valor de v, " iniﬁyj}, onde intiy}E dencta a
parte inteira de yj. Verifique no conjuntoe acima que nivel e
gquantizagio estd mals proximo de ¥ - int{y}}‘ Suponhamos que este nivel
seia kfzmﬁmq,_ende i =k = HWSET o entdo faca a j~ésima coordenada

do veltor guantlizado, yg igual a int{y}} + B2 T

ki
Por exemplo, suponbamos gue © numero de bits de conflianga seja

7%



NESOFT = 2, entfc o mimero de nivels de guantizagfo ¢ igual a 4 ¢ assu-
mem valores no cenjunte {0, 174, 274, 374, 1}. Agora, suponhanos nals
ums vezr gque a J-ésima coordenada do welor recebldo sela yj = §,3421,
entio yj - inﬁiy}} = L3421 e, # facil ver gue este mimero estd mals

privime de 174 o, portanto, a j~ésima coordensda do wvelor guantizaedo ¥

3
& igual & int{y}} + .25 = 1.25% 0 vetor guantizade & entfc decodificado

atravées de um algeritmo de decodificagho apropriade.

# Decislo Alrupta

Por outre lade, no esquema de decodificaclc por decizfo abrupta
(H/D) o nuimero de bits de confianga MESOFT = 0 e, nesie case, a j-ésima
coordenada  do  velor quantizade € obtide da seguinte manelira: se

Yy, " int{y}} 5 .5 entio Yy = ini{yé}, caso conlrédrio Vo 1 ini{ygi,

] 1
Por exenple, suponha que yj = 11,3421, entdo yj - inttyj} =, 421 <

.5 @, neste case, v = 1.
%3

5,3, Desempenbo dos Hoves Cdadigos

5.3.1 Similacdo para o Canal Biscreto sem Hemdrla CDHG)

Alguns resultados de simulagtes para © Canal Discreto sem Memdria T
- Usudrios foram apresentados em [29] da  seguinte forma @ seja U=
{ui, LI uN} s vetor ns safda do canal. Este vetor € ¢ resultadoe da
soms do vebtor transmitido 2 com um velor errc E = {ﬁz’ IR eﬁ}, tuto
#, U= g+ E, onde as coordenadas do vebor erro sio da forms eim Kl.Bf&,
onde Ki 4 um nimers aleaidric gerade com distribulgic uniforme entre
sero & +1 ou ~1 & B & um nimerc real positive relaclionado com & poténeia
do ruido, iste &, guanlo maler ¢ valor de D mencr 2 rolacio sinal/ruido.
0 métode utilizedo para as realizacBes das simulagbes £ o mélodo de Mon-
te Cario.

fe coédigos usados nas simulagbes foram os ohdigos da tabels 4.2 de
parameiros dmin e N conforme os segilntes velores dﬁigw {4, 4, 8, 81 e
w = (4, &, B, 10) denomipados coédigos 1, 2, 32 e &, respectivamente ¢ ©
algoritmo de decodificacglo utlilizade & o table lock-up.

e figuras 5.1a & 5.1d apresentam graflcamente os resultados {Pe
versus B ) destas simulacfes, onde Pe & a probsblilidade de erro de pala-

vras cédigos do cddige T ~ usudrios.

72



Ag figuras 5.1a ® 5. 1b mosiram os comportamentos don oddiges 1 & 2
e dos codigoz 3 e 4 para uma variaglio ampla do parfmetro B, engquanio que
sz Figuras 5.1c e 5.1id apresentam oS compportamentos desies Bnesmos

codigos sopente para probabllidades de erroes mencres do gue }{3“3',

4.0
O LOBE 9 BO00E 2
ol TeiNed  TreN:E J——
- /""Q"MM*‘&”»"W%
e
o8 P -

0.7

0%

0.8

4

Eﬁgm&mp

£.3

0.2

.4

0.0

Fig %.1a ~ Canal Discrelo sem Memdriamg

Cédigos cimn = 4; Tabela 4.2; O = B = 40

4.4

§.0

0.5 b O ennE s & oopE 4
) 4,88 Te 4, N A0

k]

0. %

0.8
0.7
8

0.5

.5

0.2

0.4

H 3 ; g 1 08
1% 20 25 A0 &4 &0
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Fig. 5.1b ~ Canal Discreto senm Memdria;
Cédipos ﬁm = §; Tabela 4.2; 0 = B = 4G
%3
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Conforme podemos ver em ambos 08 Ca$os para os codigos com 2 mesma
disténcia minima {a menos da taxe do ofdlgo T - usudrios E{T}} o que
apresents um mwelhor dessmpenho € agquele gue tem malor comprimento, lsio
d¢, o coédigo 2, gue tem & mesma disténcla minima do cddigo I, dm%n w &,
porém possul comprimento malor, N = 6, apresenta um desempenho melhor do
que o oodige 1. O cddige 4 que tes distincls minima lgual ao cddige 3,
s 8, mas de compriments malor, N = 1, apresenia um desempenho me-—
ihor do gue o obdigo 3.

U eédige 3 apresenta um desempenho melhor do que o codiges 1 & 2
por possulr fistincia sinlsa malor, dam = % ¢, portanito, de todos esles
cédigos o quae apresenta um desempenho melhor € o codige 4. Por exemplo,
para B =7 s cddiges 1 2 2 apresentam wums probabllidade de erro,
Pe > }ﬁt«'i, empaanto que o cédigo 3 tem Pe ¥ 1w eo codige 4 apresenta

uma probabilidade de erro Pe 2 3 % 1072,

5.3.2 Simlscic para o Canal AWGK T ~ Usudrios

Os ressiitados das simulacBes para o Canal AWGH T - Usudrios sdo
apresentados nas Tiguras 5.2a 2 5. 2d.

Dois 5t stemas sice considerados, conforme [24]

1 Siwtems banda baze antipodal, onde os sinals dos T -~

.

usudrios sSo superpostos por amplitude e podem ser escritos na forma,

W= (23 - THVIE}

onde E = A" é a energia média por usudrios. Por exemple, para T » 2,

k’iﬁ { ~F4, . 24 )}, como mostrado na fabela abalwo
Xﬁ Xz Xi Xa %gi
G {1 -4, - -2 h
1 O A ~ &
{2 1 - A &
13 1 A A 24

2t Wistems handa bagse on ~ off onde os sinais dos T -~ usudrios

B850 supsrpommios por poténeia e podem ser escrites na forma,

. = vz

onde E s ﬁsa‘_ﬁ e

15
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5.4 ComparagBe enire Esguesas de Decodiflcagles

Nesta segic fazemos comparacBes dos esquemas de decodificacbes
apresentandos nas segbes 3.5 {Algoriimo de Wilson) e 5.2, 08 cddigoes
gtilizados sBo os de Cheng ¢ HWeldon (Capftule 3, iabela 3.2} & o5 novos
cédigos (Capitule 4, tabela 4.2},

5.4, 1 Table Look-up versus o Algoritmo de Wilson

As figuras 5.3a e §.3b woslram as Ccurvas de desempenho do table
lopk~up versus o algoritme de Wilson para os codigos de Chang e Weldon,
(Cap. 3, tebela 3.2) de parémetros (T = 6, N =4, 4 = 2y e (T = 12,
N o= 8, &ﬁ

e 4) para o canal AWGH e o sistema antipodal, (B = 13,

T = ¥ e T 0
S
A
$ o $
)
- x;; Az
3
\;\\
5
- -%
I -3 % 3
= ‘&\:\#
g -4 & &
4
+ Al wWison o Tebie Lotk ~up
4—5 ,.»f)
-6 LN
-7 1 i i b I H F E— _k | -7
=80 4B C¥E T8 “ 4 o & B i g 15 20
SHME [dB?

Fig. 5.2a ~ Cddigo de Chang e Weldon;
T=& N=4; d = Z: Tabelaz 3.2;
win
ranal AWGH: Sistema Antipedal (E = 1}
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Fig. 5.3b - Cadigo de Chang e Weldon;
T = 12; H = §; cimmm &y Tabela 3.2;
Canal AHGN, Sistemz Anltipodal (E = 1}

Come podsmos ver enm awbas as figuras o table look-up apresenta um

degempenho melhor de que o alporiimo de Wilson,

5.4,2 Table Lock-up versus Algoritme de Wilson Adaptado para os KNovos
Codigos,

A figuras 5.4a, 5.4b e 35.4c¢ mostram as curvas de desempenho do
table loock-up versus o algoritme de Wilson adaptade para o8 DOVos o6dl~
gos e os codigos utilizados nas simulagbes gio os cdédiges 1, 2 e 3, res-—
pectivamente, (Cap.4. Tabela 4.2). Aqul também verifica-se que a téonica
de decodificacio baseada no table lock-~up apresenta um wmelhor desempe-
nho, =1 termos de ganho de decodificacBo versus probabilidade de erro,
Pe, do gue o algoritme de Wilson. Por exemple, o céddigo 1, fig. 5.4a
para wma relagio sipal/ruldo de B d8 ¢ algoritme de Wilson apresents uma
probabilidade de erro, Pe = 0.46 x 1ﬁ"1, enguante gque no table look-up,

para ests meswma relaglo sinalfruido, Pe = 0.75 x 10
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% 4.3 Técnivca de Decodificagdo Combinads versus o Algoriime de Wiison
As fipuras 5.53 e 5.5b mostram as curvas de desempenhbo da téonlca

de decodificacBo combinada proposta na segdo 5 2.3 versus o algoeriimo de

Wilason para o cédlgoes de Chang e Weldon das figuras 5.3z @« 5.3b,
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T
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Fig. %.5a - Codige de Lhang @ Heldon;
T = f; N = 4; 4 = 7; Tabela 3.2;
min
ranal AMGN: Sistema Antipodal {E = 1)
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respectivamente. Como podemos ver em ambog o8 casoes 2 téonicoa combinada

apresenia um melhor desempenhe do gue o algoriimo de Wilson.
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Fig. 5.50b ~ Cdédige de Chang e Weldon;
T =12: N = 8; & w 4 Tabsla 3.2
@min
Canal AWGH; Sistema Antipodal (E = 1),

5. 4.4 Técnica de Decodificacho Combinada versus Algoritme de Wilson

Adaptado para os Novos Cddigos

As figuras 5.6a, 5.5k ¢ L.6c apresentam os degempenhos da téonlea
de ﬁeasﬁificagéa combinada versus o algoritmo de Wilson adapiadoe para 08
novos oddigos, para os codiges I, 2 e 3, (Tabela 4. 2%, respectivamente.
Come se pods ver a téonica combinada apresenta um melhor desempento do
gque o algoritme de Wilson adaptado. Por exennlo, o obdige 1, fig. §.6a,
para uma relacdo sinal/ruide de 8 4B o© aigoritme de Wilson adapilado
apresenta uma probabilidade de erro Fe = 0.46 % 107 gnguante que a

téonics combinada Pe = 0,75 x 1073,
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5.4.5 Table Look-up versus Tdonica de Decodificacio Combinada

Az curvas de desempenho do  table lock-up versus a técnlcs de
decodificacis combinada sfo wmostrades nas figuras 5.7a2 e 5.7b para o5
cédigos de Chang e Weldon dag figuras 5.3a e 5.3b, respectivamenie & nas
figuras 5.8Ba, 5.8b e 5.8¢ para os chdigos 1, £ & 3, r&aﬁetiivamen{e$ da
tabeln 4,2, Como podemos ver, nas Flguras 5.7a, 3.7b ¢ 5.8 oz desempe-
nhoz dos dois esguemss de decodificaglo sic lguals, enquanito que nas
figuras 5.8%p e 5. 8¢ o esquema baseado na iécnica do table look-up €
melhor do gue a técnica combinada. Isto deve-se ao falo de que 13
técnics de decodificacis combinada sejs possivel gque a equaglo (5.1}
renha golucio bindria, pordm o vetor decadificado 7 ndo saa o vebor
transmitido 2, erro este qus ¢ detectado pele itable look-up, ¢ gue faz
com que este Gltimo algoritme de decodificagico apressnte um degenperho

melhor do gue a técnlica combinada.
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5.4.6 Comparaches entre os Esguemas de DecodificagBo por DeclisBo Suave e

por Decisio Abrupls

&s figuras 5.%a = 5.9%b spresentam o desemperho da decodifioacho par.
decisic suave [S/0) com ! bit de conflangs wversus a deocpdiflicagdo por
decisio abrupta (H/D) para os cdédigos 1 e 3, respectivamente, da tabela
4.2. 0 algoritmo de decodificacfio utilizade no processe de decodificacho
£ o table look-up. Como era de se esperar, o esquema {8/D] & superior ao
esguena (H/D1. Isto deve-se ao fato de gue na decodificaglo por decisio
suave, em mddia, o vetor gquantlizado YQ egtar mals prowime do wvelor
. do gue no caso de decislo abrupta.

oN
A figuras 5.102 e 5.10b apresentam as curvas de dessmpenho do

recabido Y
AW

esquena (8/D) com 1 e 2 bits de confianga, para os oodigos 1 e 3,
respectivamente., Conforme podemos ver, a decodificagBe suave com 2 bits
de conflianca apresenta um melher desempenho do que a decodificaclo suave
com 1 bit de confianca. Iste deve-se ao falo de que guanto malor for o
nuimere de bits de conflanca no processo de gquantizagio maig proxime do
vetor recebido sz encontra o vetor guantizado. Agul também, o alporitmo

de derodificacio utilizade fol o table look-up.
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4s figuras 5.1%a e 5. 11k apresentam as curvas de desempenho do es-
guema (8/D) com 2 e 3 bits de conflanga para ¢S cadigos 1 & 3, respecii-
vemente. Também nestes casos vemos que a decodiflcagdo suave com 3 bits
de confiancs apresenta um melhor desempenho do gus a decodiflicagio com

dois bits de confiangs.

@% IW@MMMWM Lo, @
w4 5 awg
1t 4 g
~%L S

§ 4 Dwe. Sott 2 Bl o Decod. Boft & bite

= - e

T

o

e 4
- B - 8
“§ e
= ? i i i 3 i k H )] i "“?

P n48 -2 -8 -4 G 4 # iZ 414 g0

SMR {481
Fig. 5.11a ~ Cédigo 11 T = 4; N = 4 d w g

min
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As figuras 5.12a e 5,120 apresentanm s desempenhos das decodifica-
ches por decisio abrupta {H/D) e declsbes suaves {(8/0) com 1, 2 ¢ 3 bits
de confianca para os codigoes 1 e 3, respectlvaments. Estas flguras mos-
tram o comportamento do incremento de ganho de decodificaglo puands se
passa do esguema (H/D) para o esquema (5/0) de 1 bit de conf langa, deste
para ¢ esquenms (S0} com 2 bils ¢ do esguema com doig bits para o asgue-
ws com 3 bits de confianca. Este incremento & menor guanio malor for ©
valor do pimero NESOFT de bits de conflanga. Um esquema com  NRBOFT = 4
pits para esbes obédigos traria ganho desprezivel em relaglo as curvas
com NBSOFT = 3, indicando que, como em oculras apllcaches {351 o esguema
{S/0) com 3 bits de conflanga pods ser o mails apropriado em termos do

binémio complexidade e ganho de decodificagio.
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5. 5% Conclusio

Heste capitulo apreseniamos proposias de algoritmos e
decodificacio para os cédiges de Chang € Weldon [11, John . Wilson {31
¢ para os ooédigoes introduzidos pelo coroldrie 4.1 {cap. 41 . Az ifenicoas
s%o haseadas no table look-up, numa adaplaglo do algoriimo de HWilisom
para o5 codigos apresentados no capitule 4 ¢ muma copbinacdo desias duas
téunicas de decodificactes. Também apresentamos as téonicas de
denodificacio por decisfo suave {5/D) e por decis@o ahrupta (B/D}.

Através de simulaches para o canal DMU e para © canal AWGH
T - usudriocs foram spresentados curvas de desempenho de probablidede de
erro para diverses codigos de Chang e Weldon {caso partleoular des codi-
gos de Wilson} e para os codigos do capitulo 4, usando as vdrias téoni-

can de decodificaches.
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Capituio VI

Copcluses Finals

Neste trabalhe apresentamos uma classe de oddigos correlores de
erros para o canal AWGN T -~ usudrios, cercldric 4.1, e propomos novas

técnicas de decodificaclo pars o gistema de comunivac@o T - usudrios.

No capitulo 2 apresentamos ¢ sistema de comunicagio objeto deste
trabalhe e enfocanos os esguemas de codificagles existentes na llteratu-
ra para os sistemas de comunicaghes dols usudrios com e sem ruido, Ha
seclo 2.4.1 tratameos ds cepacidade do ranal Aditive T - Usudrios sem
rufde e Julgsmos necessdrio ressaltar que a demenstracio dada para a
obtencio da exprassio algébrica gue determing a capacidade deste capal £
de sutoris do autor deste trabalhe, uma vez gue ndc nos fol pessivel

shie~la na literatura.

HNo capitule 3 mostramos a classe de ciédigos univosanente decodifi~
civels e & classe de cédigos com disténcia minima, dmin = 2§', i1
propostas por Chang e Weldon [1]. Tembém mostramos como Chang {11}
obteve, a partir dos cdédigos univocamente decodificdvelis de [11, uma
outra classe de cédigoes univocamente decodificdvels para o canal T -
ueudrios. Ma secdo 3.3 ¢ mostrada as generalizagbes fellas por Thomas J.
Fergunson (2] dos oédigos de Chang e Weldon. A secho 3.4 mostra como
John H. Wilson 3] generalizou os cédigos de Chang e Weldon e obleve uma
rlasse de o6digos coerrelores de erros ;ﬁar'a ¢ canal T - usudrios. Na
seciico 3.5 mostramos o algoritme de decodificacgho proposio por Chang e
Welden para os cbdigos univocaments decodificdvels apresentados na seglo
3.2, bem come o algoritme de decodificaclo proposto por Wilson para &

classe de oddigoes corrstores de erres apresentados na aagio 3.4,

No capitulo 4, seglio 4.2, apresentames uma classe de oddigos
corretores de erros, coroldric 4.1., para o canal T - usudrios, Esta
clasze de coodlgos € obilda a partir de uma aplicagdo do teoremas de
Wilson, ffeor. 3.7), pars matrizes diferenca que definam no nivel §}Q

cédigos dols usudrics & - decodificdvels.
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Ha seclo 4.3 damos uma generallzaglo, via a nocio de classes de
sguivaléncia, conforme Fergunson {21, para os codigos Introduzldes pele

corolério 4.1, Esta generalizacio & feils via dois caninhos:

o o primeire é considerar a matriz diferenga ﬁa gue define os cddi-
gos dois usudrics d-decodiflcdvels da iabela 4.1, multiplicé-~la
por matrizes de permulagbes gereralizadas, conforme Fergunsen
aplicar o coroldrio 4.1 para ssta nove matriz, iste &, fazer o
produte de Kronecker desta malriz por uma matriz difsrengas gue
satisfaca as hipdteses do voroldrio &.1, por exenplo, as matrizes
de Hadamard de ordem g e, desta forma obler uma matriz diferenca
gue define um codigo 2.g-usudrlios de comprimento q. ¥ e disténcia
minima dmlﬁ = ¢. 8, onde N & o comprizmento do codigo definido pela

matriz ﬁag

» u segunde caminho ¢ consliderar as matrizes diferenca dos codigos
dels usudrios da tabela 4.1, fazer o produio de Kropecker por uma
matriz diferenca que satisfaca as hipdteses do corplario 4.1, por
exemplo, as matrizes de Hadamard e multiplicar esta nova matrlz

por matrizes de permutagbes generalizadas, segundo Fergunson.

No capitulo 5 apresenlamos novas propostas de algoritmos de decodi-
ficago para os cédigos de Chang e Weldon, coddigoes de Wilson e para o
codigos introduzidos pelo corclério 4.1 do capitule 4. Estas propostas
sfio: a téonica de decodificacioc baseada no table look~up, o algoriime de
Wileon adaptado para os cédigos apreseniados no capitule 4, una combina-
cfio destas duas téonloas de decodifivacio, secdo 5.2.3 e as téenlcas de
decodificacic por decisfio suave, Se{iao % 2.3, gue incorporadas as ante-
riores melhors o desempenho final do sisiens T o~ usudrios.

Na seclio 5.3 apresentamos resultados de simulacdes para o canal
discrets zem meméria e para o canal AWGH T - usuarios, utilizando a ldo-
nica de decodificacio baseada no tsble look-up = 08 codigos do capltule
4, tabela 4.2, de pardmetros (T = 4, H o= 4, d%ia = 43, (T = 4, N =&,
dkin = 4}, (T = 4, ¥ = 8, dﬁim = 8} e {T = 4, H = 10, d&in = 8}, depomi-
nadoz oddiges 1, &, 3 e 4, respectivamente. Para o canal AMOEN T -
usudrios os sistemas considerados foram o sistema bands base antipodal e
o smistema banda base on -~ off, conforme segio 5.3.2, Comparagdes entre
os diversos esquemss de decodificaglo para o sanal AHGH sio mosirados Da

secio 5.4. O oddigos utilizados nas simulagbes foram o codigos de

o4



Chang e Weldon, capituls 3, tabela 3.2, de parémetros {7 = 6, N = 4,
a.. 2}, (T=12, KN=8 4 = 4] & os cédiges denominados de cddigus
1, 2 e 3. Has diversas comparagles fettas, verificamos gque o esguena de
decodificarBo que apresenta melhor desempenhe € a técnica de decodiflica-
che baseada no table look-up, porém com complexidade compulacional {(me-
méria e numerc de computacdes) que cresce exponencizlmente com © nimero
de usudrios - 1.

Por outro lado a técnica de decodificaclic apresentadsa na it
5.2.3 combina & simplicidade computacional do algoritmo de Wilson com ¢
maior poder de corregio do table look-up e pode contribulr no sentide de
diminuir o stmerc de compulaches necessérlo no esguens conbinado aliade
ao fato de apresentar um ganho de decodificaclo igual (figs. 5. 7a, 5.7b
e 5.8a) ou wm pouco menor {figs, 5.8b e 5, 8c) guande comparadoe som O
esquema de decodifica¢do baseado na téonica do fable look-up.

Nas comparagbes fellas entre 0% esquenas de decodificagio por deci-
sio suave e por declisdo abrupta verificamos gus o primelro apresenta um
desempenho melhor do gue o segundo £ que dentre os esguenas de decodifl-
caclic por decisfo suave aquele que apresenta um melhor desempenho e
termos do bindmio ganhe de decodificacio versus complexidade & agusle am
gue o mimerc de bits de confianca, MBSQFT é igusl a 3, isto €, o esguens

com B nivels de guantizagioe.

Come sugestio para fulures trabalhos apresentames of seguintes te-

e

- verificar se as duss formas de generalizar os codiges apresenta-
dos no capitulo 4 via a nogBo de classes de equivaléncia determi-
nam classes de codigos equivalentes por perautagbes de iinhas =
colunas das matrizes diferenca ou, segundo Fergunsom dada wes
das formas serd gque existem matrizes de permutagbes generallzadas

tals que uma forma é eguivalente a outra 7

~ aplicar o corolédric 4.1 para matrizes diferenca que também sabtis-

fagam as suas hipdleses, Comd por exsmplo ag matrizes confereéncia;

- pesquisar sequéncias de sincronismos (16, 141 para os codificado-
res gue permiianm ao decodificador, apds a recepgiic de cada uma
delas, estabelecer sincronisme de bloco com © acodificador que 2

ey iou;

9%



~ procurar esquemas mais complexos de correglio de erro que apresen-
ten estruturas de cddigos lineares de bloco ou estruturas de od-
digos convelucionals [8] a fis de utilizar-se dos esquemas de
decodificacho cléssicos gue permitam um malor ganho de codifica-

péo comparades acs esquemas apresentados nesie trabalho;
- construlr novos cddigos com disténclag mininas malores ou iguals

nz da classe de obdigos apreseniada nests trabalbo, porém com ta-

wa RIT) > 1, oomo sugerido em [1, 361,

a5



APENDICE

Yamos mosirar gue,

T T
¢ P

7 ——
E“’é‘"j v/;:{”f!z}

{4.1}

2 e (A.2)

4 demonstragio desta desigualdade € dividida s=m dols casos:

12 Eaas : Suponha T par, iste é, T = ZN. Sabemos de [13, pp. 4661 que,

N ~aN b
o A B {A.73)

onde u = 1 « A,

Fazendo em (A 1) T = 2N,

ep=1-34=1/2 entdo de [A 3] lemos,
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T T
1] - Y Maatd R V) Mt
) L) e B
?KZﬁfiif%}
oat 2!
Va(1/2) w{T/2)

e, portanto, a desigualdade & verdadeira para T par.

2% Boaos : T = 28 + 1. Devemos mostrar gue,
2R+l e —
2 s e

)

ou, egulivalentemsnte,

e S ?f;.{2%+1}f2 > D (4.4}
28+ 1
N
Desde gue a desigualdade ¢ verdadelirs para T par, temos
2N+Z grovssanm ey
A - Y a e > 0 (4.5)

g, desta forma a demomstraglo fica concluida se nosirarnos gue
o 18 membro da inequacio (A.4) € malor do que o i¥ menbro da

ineguacio {A.5), isto é,

ZZN&Z

2H+l SR
e = ¥ o, (BHF11/2 P e &f;«{§+i}

]

2N o+ 2
o+
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s, ¢ somenle se,

ZH+1 ZH+Z T o

SN S > ¥ % lEN+l32 - ., (H+1]
ek B 2N o+ 2
N H+ 1

se, & somente e,

A e g 2R e e )

{28 + 13 f28 + 23

b f{;“ g ?fﬁ + 1/2‘ - ?fﬁ + 1* }

e & zoments se,

2P e o 1yt o, L 206+ 1)
(28 « 1)1 2N+ 2

> @f;w Q{% + 1x2‘ - %fﬁ + 1 E

L

e, desde que o lade esquerdo desta desigualdade € z2er0o @ 0

lado direito & negative, a desigualdede ¢ verdadeira.

Ums deponstracio mals elegante, do ponto de vigta matemdtico, para
o raso 2 & apresentada a segulr e para lste, fazr-ase necessirio a demong-

tracio dos teoremas A.1 e A Z.

Teorema 4.1 3 Seja £ : &, bl — §§& uma funciso de classe ¢ tal gue

£'77{x} < 0, ¥ x & (a, b}. Entdo ¥ X € (g, by & ¥ £ » 0 tal que {xﬁ -,

X, * € o fa, bl, itemos,

L 2
£x,) > 17(28) fxﬁ £ (xddx (h.6)

it >
o
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Demonstracho : Desde que £7'(x)} < 0 segue gue ¥ X & {a, ») a reta tan-

genie no ponis X, 80 gréfico de § se enconira scbre o gréfico de £, con-

forme figura abalxo.

¥ é ;

B e e TR R 8

T

e et A L T TE e K O ol 30 D D e
e i, m s e T e N e e AT e oD MO AT i T e A A

=

B L e o i s o T s e 0 o i

& T
p
Q?

L3

0 e A€

Agors os irifngulos ABL e ADE =40 semelhantes, pols tém todos os

dngulos congruentes.

e Jaw ﬁﬁ = a Ares limitada pelos segmentos de retas E?§y ﬁg e pelo

grafico de § no intervalo Exa - g, XO};

&a = z srea limitada pelos segmenios de retas gg, DE' & pelo

grafice de { no intervalo {xg, B £

ﬁa = m drea do trifngule ABL;
1

ét = g ares do triidnguelo ADE;
2

Temes que,

Por oulro iado,

.
& = w
§X Fix} du = zvf{xﬁ} Aﬁ * aofixﬁﬁ * ﬁz

#E
o

= 2o fi{x 3 - A * A
0 1 2
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e desde gue Méi * &3 < O, temos,

G‘ﬂc
jx fixidy < Zﬁ,fixaﬁ
%€

portanto,

+E
£(x,) > (1/2¢) f‘} f (xJdx

¥ o~£
L

Teorema A.2 : Selam £, g la, bl —3 R fungbes de classe ot otais que:

iy 3 %, € {m, b} tal gue fixgﬁ > gixa};

31y £ mY > gt ind, Ve {xﬂ, bl
Entdo,
Tix) » gix}, ¥xne {xﬂ, bl

Demonsiracio : Beja bhix) = £{x} - glx}. Entho de {1} Lemos,

héxei > O

P

de (i)Y B ix) » O, ¥ xo= {xg, b, portanito hix} & uma funglo estrita-

mente crescente no intervale {xe, ], Desta forma iLemos gque,

hix) » hixai >3, ¥ x« {x9§ I

togo,
Fix) > gix), ¥ x e {xﬂ, 1l

Agora vamos demonstrar & desigusldade {4.2) para T = 25, isto é,

2
27 > ¥ mn
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4 He 4
ot n!
Ay
n Toin o+ 1) Iy
4 > 7 e 63
§mg
-

iag%n » legff;; +

4

{fogin 4+ 1} = Jogl{i})
1

e

hgora s fungio logariimica goza das seguintes propriedades,

#1752

log{i} » f logr 4éx, i 2 (A7)
1143
L2 ]

logi{i} < j logx dx, izl {4.8}

1

A desigualdade {A.B] ¢ trivial = {A.7) é um corolaric 4o teorsma
4.1 tomando £ = 1/2.
Agora, de {A,7) temos,

14358
- j togx dx > -~ logl{i], iz 2
1172
entic,
B L ieiss s
- z j logw dx » ~ z log(l}
jwa ¥ §e142 1%2
N
y1/2 1
- f logx dx > »-»E log{i} {4.9)
352 S

De (4.8} temos,
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jet
g logx du > logli}, 12
i

¢, portanto,

3]
z login + 1)

151 U ned 121
)
7% !
fg logx dx » z login + 1) {4.160)
nel §=f
Somando {A.2) com {(A.10]), obtemos z seguinte desigualdade,
e +31/E b¢:
jg logx dx ~ jn logx dx > Z {login + 1} ~ log{i}} {211}
ned /2 E=

Por oulro lado,
j togx dx = xiloge -~ 1]

e, porianto,

+§ &1/
j;?‘n Logx dx - j‘h logx dx = x[logx -~ 1}{1 fﬁ:%i ~ x{loge ~ iﬁf;;;?éfg
Bl : 32 N

#

(2o + 1}{logl2n + 1) ~ 1} - {n + 1}{log(n + 1) - 1} ~

- {n + 1/2){log{n + 1/72) = 1} + (372} {logl3/2} - 1}

i

(on + 1jlog@n + 1) -~ 2n -~ 1 ~ {n+ ilogln + 1) + n + 1 -

- {n o+ 1/23lagin + 172 + n ¢ 172 + (3/2}1ogl{3/2) ~ 372

¥

f2n + 1)liogi{Zn + 11 - (n + 1)logln + 1} ~

- o+ 1/2%10gin + 172 4 (3723 1og(372) -~ 1

2o+l
log (2n + 1) + {32 10g(372) - 3

(n o+ )P o+ 1s2)PHE

#
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e, de (A 111

Znel
(2n + 1) + {3/2)10g{3/2) - 1

n+isZd

iog
n+ U e 12)

T
> ¥ Clogln + 1) - log(i}) (A.12)
i=1
fgora, para concluirmos a demonsiragldo VAROS mosirar gque,
Zn+l
niogd > zagﬁf;; + log {2n v 1) +
(n e 7 (e 122
{&.13]

+ {3/231og{3/2}) ~ 1

Para esta demonstracio vamos aplicar o ieorema A 2 & desigualidade

(A.13). E facil verificar que para n = 12 {A.13) & verdadeira. Derivan-

do {4, 13} oblemos,

#

logd > 1/(2n) + 2 logl{Zn + 11 + 2 - log(n + 1} -
~ 1 = login + 172} ~ 1

= 1/{2n} + 2log(2n + 1) - login + 1} - login + 172) {A.14}

Agora para mosirarmos gue (A, 14) € verdadelra vamos aplicar, nova-

mente, o teorema A.2. Para n; = 23 a desigusldade {4 14] ¢ verdadelira.

Nerivande (A, 14) temos,

0> ~1/(20%) + 4/(2n + 1) ~ 1n + 1) ~ 1/{n+1/2]) (& 15)

Agora,
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10200 ¢+ 47(2n ¢+ 11 - Adn + 1) - 1/(n+1/2)

_ -4n' - 6n’ - 2n® - (11/2)n - 1/2
%2 + 1) (n+ 1) (n+ 172)

{4,186}

e desde gue para todo n % 1 o numerador de (A 18] é menor do que zero e
o denominador & malor do gue zero, entfo (A 16} ¢ pegative e, porisnio
(4.15) & verdadeira para tode n = 23, desta forms, pele teorems A.2
(4.14) também é verdadeira para todo n 2 23 & desde gue {A.12] & verda-
deirs para n = 12, novamenie, pelo teorema A 2 {£.13) & verdadelira para
todo n o= omax {12, 23} = 23,
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