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RESUMO

Sistemas lineares, Invariantes no tempo, sujeitos a Incertezas de parimetros
do processo, sdc considerados neste trabalho. Para um controlador dado, a maior regido
de incerteza hiperparalelepipedal no espago de parimetros do processo € calculada, tal
gue os polos do sistema em malha-fechada estejam contidos em wuma regifio conexa
desejada no plano complexo. Isto € equivalente a determinar os intervalos mdximos para
os pardmetros Incertos do processo, de modo que a estabilidade relativa do sistema
seja assegurada. Uma medida de robustez ¢ definida a partir desta regifo de incerteza,
para um controlador dado. Um procedimento de projeto & proposto para a obtengie do
controlador que maximiza esta medida de robustez. Neste algoritmo, os parametros do
controlador sio meodificados lterativamente de modo a aumentar a regiio de incerteza
admissfvel no espago de parfmetros do processo. A  dire¢io de busca para tais
modificacdes € determinada analiticamente. Estes resultados s#o ilustrados através de

exemplos.

Palavras-chaves: Sistemas lineares; atribuicdo de regifio de pdlos; controle robusto;
parimetros incertos; medida de robustez.

ABSTRACT

Linear time-invariant systems subject to uncertainties of the plant
parameters are considered In this work. For a given controller the greatest
hyperparallelopiped of uncertainty in the plant parameter space is calculated, so that
the closed-loop system poles stay confined to a desired connected region in the
complex plane. This is equivalent to determining the maximal intzrval bounds on the
uncertainties of the plant parameters such that the relative stability of the system
be invariant. A robustness measure of a given controller is defined from the strocture
adopted to the uncertainties. A design procedure is proposed in order to obtain a
controller which maximizes this robustness measure. In this algorithm, the controller
parameters are iteratively modified In order to augment the admissible uncertain
region in the plant parameter space. The search direction for this robustification of
the controller is analytically determinated. Some illustrative examples are presented.

Keywords: Linear  systems; pole  region  assignment; robust  control; uncertfain
parameters; robustness measure.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO



1.1 INTRODUCAO

O interesse pela andlise e projeto de sistemas de controle, que tenham
desempenho satisfatério na presenga de Incertezas paraméiricas, vem sendo renovado
nestes dltimos anos {éiljak,1989). O estudo sobre a estabilidade robusta de sistemas
de controle, sujeitos a incertezas estruturadas, teve um grande impulso com a
introdugio do teorema de Kharitonov (Kharitonov,1979) na literatura de controle. FEste
teorema € considerado um dos resultados recentes mails importantes sobre a estabilidade

de uma familia de polindmios, para sistemas em tempo continuo.

O teorema de Kharitonov estabelece que um polindmio, cujos coeficientes
estdo sujeitos a Intervalos de incertezas, ¢ estdvel se, e somente se, os quatro

polindmios, construfdos de forma especial a partir dos limites desses intervalos, sio
estdveis. Uma prova simples deste teorema pode ser vista em Yeung e Wang (1987). Este
resultado, entretanto, possui duas limitagdes fundamentais: ndo se aplica aos casos
onde hd dependéncia entre os coeficientes incertos, ¢ somente o semiplano esquerdo no

plano complexo pode ser considerado.

Entre os primeiros trabalhos que wutilizaram diretamente este teorema, estio
o de Barmish (1984) e o de Blalas e Garloff (1985). Este segundo apresenta um critério
mais simples, em relagdo ao primeiro, para a determinagdo dos intervalos méximos para
os coeficientes de um polindmio, tal que o mesmo permanega estdvel no plano s. Outras

simplificagdes deste problema sic dadas em Anderson et al. (1987) e Soh (1989).

Algumas extensbes do teorema de Kharitonov para polindmios de sistemas em
tempo discreto podem ser encontradas em Soh et al. (1985,1987), Hollot e Bartlett
(1986) e Bose et al. (1988). A malor hiperesfera de estabilidade no espaco de
cocficientes do polindmic caracterfstico € determinada em Soh et al. (1985), através
da soluggo de um problema de otimizagio de wm parimetro. Este resultado foi adaptado
em C. B. Soh et al. (1987) para regides mais gerais no plano complexo. Em Bose et al.
(1988), condigbes de suficiéncia bastante simples sdo apresentadas para verificacio da
estabilidade de wum pafinémio intervalo (polindmio com coeficientes Independentes,
sujeitos a intervalos de incerteza). Estes trabalhos - Soh et al. ¢ Bose et al. -
também sdo vdlidos para sistemas em tempo contfnuo. Demonstra-se, em Hollot e Bartlett
(1986), a impossibilidade em determinar uma versio an4loga direta do teorema de
Kharitonov para o caso discreto. O resultado obtido ¢ aplicdvel apenas a sistemas
discretos, onde somente a metade dos cocficientes do polindmio caracteristico est4

sujeita a Incertezas.



Todos os trabalhos citados anteriormente tratam de estabilidade robusta
apenas no espago de coeficlentes do polindmio caracterfstico, nio sendo vélidos no
espago de pardmetros do processo. A hipdtese de que todos os coeficientes do polinémio
caracteristico estejam sujeitos a incertezas independentes €& conservativa e, em geral,
também limita a aplicacdo dos resultados na sintese de controladores. Nota-se que, na
maloria dos problemas de controle robusto, o polindmio caracteristico possui
coeficientes que dependem de wm conjunto de parametros incertos (é;}jak,1989}, e que,
nestes casos, o teorema de Kharitonov passa a .estabelecer apenas uma condigdo de

suficiéncia.

Um resultado importante, no sentido de superar as limitagbes do teorema de
Kharitonov, ¢ o teorema de Bartlett-Hollot-Lin ("Edge Theorem"), que se encontra

transcrito em Bartlett e Hollot (1988). Este tecorema fornece as condigfes necessdrias
¢ suficientes para verificar se as raizes de um politopo de polindmios estdo contidas

numa regido conexa qualguer no plano complexo. O politopo de polindmios, definide como
uma combinagio convexa de polinbmios, estabelece uma maneira de se abordar a
dependéncia linear entre as Imcertezas paramétricas, descritas através de intervalos.
As rafzes do politopo pertencem a uma regido conexa dada se, ¢ somente se, todas as
combinagdes convexas de dois vértices ("edges") deste politope também possuirem rafzes

nesta reglio (um vértice € um polindémio que compde a combinagio que gera o politopo).

Ainda transcrito em Bartlett e Hollot (1988), encontra-se o teorema de Fu-
Barmish, que reduz o resuitado anterior 4 andlise dos autovalores de uma matriz, para
cada par de vértices do politopo, quando a regido conexa ¢ o semiplano esquerdo no
plano complexo. Uma simplificagido equivalente do teorema de Bartlett-Hollot~Lin para o
caso discreto ¢ dada em Bartlett ¢ Hollot (1988) e em Ackermann e Barmish (1988). A
aplicabilidade destes resultados, no entanto, pode tornar-se critica, devide a
explosdo combinatorial dos pares de vértices, necessdrios no teste de estabilidade,

mesmo para um nimero moderado de pardmetros incertos (Siljak,1989).

Outros trabalhos importantes, no sentido de se reduzir o conservantismo do
teorema de Kharitonov, sdo: Biernacki et al. (1987) e Wel e Yedavalli (1987). Ambos
levam em consideragio a dependéncia linear, no espago de parimetros do processo, na
solugdo do problema de estabilidade robusta no plano s. Em Biernacki et al. (1987), os
resultados para sistemas em tempo continuo de Barmish (1984) e Soh et al. (1985) sio
generalizados para os casos onde os coeficientes do polindmio caracteristico dependem
lincarmente dos parimetros do processo, permitindo, assim, calcular a maior
hiperesfera de estabilidade no espago de pardmetros do processo, para um controlador
dado. O raio desta hiperesfera ¢ considerado como uma medida de robustez do

controlador dado. Estes resultados s3o wusados também no projeto de controladores



robustos. O resultado obtido em Wel e Yedavalll (1987) ¢ uma versio menos conservativa

do teorema de Kharitonov,

Os resultados apresentados em Fam e Meditch (1978) ¢ em Ackermann (1980)
estdo também entre as primeiras contribuigdes na busca da solugéo para o problema de
alocagio de pélos robusta em sistemas de controle lineares, sujeitos a incertezas
paramétricas. Em Fam e Meditch (1978), encontra-s¢ uma das primeiras tentativas de se
caracterizar geometricamente o domfnio de estabilidade no espago de coeficientes do
polinémio caracter{stico, para sistemas em tempo discreto. Este resuitado foi wusado
por Soh et al. (1985), e consideravelmente estendido por Ackermann (1980). Neste
ditimo, foi determinado geometricamente o conjunto de controladores admissiveis para
um sistema dinimico, com finitos pontos de operagdo, tal que a estabilidade relativa

do mesmo seja mantida, Um sistema possui estabilidade relativa quando todos os seus

pélos de malha-fechada estdo contidos em uma regido desefada no plano complexo.

Todas as referéncias citadas anteriormente analisam o comportamento de
sistemas dinamicos, sujeitos a incertezas (paramétricas) estruturadas, em fung@o das
raizes de seus polindémios caracteristicos. Outras abordagens para o problema, ainda no
espago de parimetros, baseadas na teoria de estabilidade de Lyapunov, podem ser
encontradas em: Yedavallt (1985), Zhou e Khargonekar (1987), Keel et al. (i1988) ¢
Juang et al. (1989). Estes trabalhos, no entanto, fornecem resultados conservativos

para o problema de estabilidade.

Neste trabalho ¢ apresentada uma metodologia de projeto de controladores
robustos em relagdo as  incertezas dos parimetros do processo.  Os  processos
considerados s3c lineares, monovaridveis e descritos no domfnio da fregiiéncia; os
resultados obtidos, porém, podem ser aplicados a quaisquer sistemas cujos coeficientes

do polindmio caracteristico sejam fungodes lineares dos par&metros incertos.

A definicdo de robustez de um sistema de controle, baseada na atribuicio de
regiic de pdlos, considerada neste trabalho, € semelhante aquela introduzida por
Ackermann (1980). E suposto que todos os pdlos do sistema em malha~fechada devam
permanecer dentro de uma determinada regiio no plano complexo (estabilidade relativa),
apesar das incertezas paramétricas do processo. A inica restrigdo a esta regido € que
seja conexa. Os resultados obtidos em Ackermann (1980), ne entanto, sio limitados,
pois condigées algébricas de robustez nio foram possivels de ser obtidas, e, em
relagio 2s lIncertezas, somente um conjunto representativo de modelos do processo €

considerado.

Os pardmetros do processo, neste trabalho, estio sujeitos a intervalos de



incertezas cujos limites sfio supostamente conhecidos a priori. Esta hipdtese resulta
em wuma regido de incerteza hiperparalelepipedal no espago de pardmetros do processo.
Os casos em que ocorrem relagbes de dependéncia linecar entre os pardmetros também

serdo abordados.

O problema consiste, ent3o, em projetar um controlador robusto tal que os
pSlos do sistema em malha-fechada permanecam dentro de uma regido especifica no plano
complexo, considerando-se toda a incerteza admissivel do processo. Neste trabalho,

este problema de sintese ¢ dividido em duas partes.

Inicialmente, € avaliada a robustez de wmn controlador dado, para o sistema
em malha-fechada, baseando-se no concelto de medida de robustezr considerado em Barmish

(1984), e também wutilizado por Biermacki et al. (1987) ¢ Santos-Mendes (1988). Entio,
serd definida uma fungio medida de robustez, através da qual € possivel determinar a

maior regido de incerteza hiperparalelepipedal no espago de parametros, associada ao
controlador dado, tal que a estabilidade do sistema seja mantida. Em Barmish (1984) e
Biernacki et al. (1987), contudo, ¢ avaliado apenas o problema de estabilidade robusta

para sistemas em tempo continuo.

Em seguida, um método similar ao de Biernacki et al. (1987} € apresentado
para a determinagio do controlador que maximiza aquela medida de robustez. O algoritmo
proposto utiliza uma direcdo de busca obtida analiticamente. Este resultado € uma
melhoria daquele apresentado em Aradjo e Santos-Mendes (1991), onde a dire¢io de busca
é determinada heuristicamente. Em Biernacki et al. (1987), entretanto, a diregio de
modificacdo do controlador € obtida numericamente, o que resulta em um maior esforgo

computacional necessédrio.

A abordagem adotada neste trabalho ¢ uma extensio daquela considerada em
Santos~Mendes (1988), onde o mesmo problema € tratado para incertezas paramétricas do
tipo elipsoidal. Esta avaliagio, porém, pode fornecer resultados conservativos quando

as incertezas paraméiricas analisadas sio do tipe intervalo.

No capitulo 2, serdo apresentadas as suposigées preliminares em relagio a
descrigdo do sistema de controle e a metodologia adotada. As incertezas dos parametros
do processo serfio descritas no capitule 3, juntamente com as transformagdes de
coordenadas necessdrias no espago de parimetros. No capitulo 4, serd definida uma
funcdo medida de robustez para um controlador dado. Um procedimento para o projeto de

controladores robustos serd fornecido ne capitulo 5. No capitulo 6 encontram-se

algumas aplicagdes ilustrando o método proposto e, finalmente, as conclusées serdo

apresentadas no capitilo 7.
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2.1 INTRODUCAC

Neste capftulo, serd apresentada, inicialmente, uma descrigdo do modelo do
processo ¢ da estrutura do controlador a serem considerados e, em seguida, serd
esbogada a metodologia utilizada no projeto de sistemas de controle robustos,
definindo antes os tipos de problema de robustez para os quals os resultados obtidos

podem ser aplicados.

2.2 MoDELO DO PROCESSO

Os métodos usuais de projeto de controladores assumem que o modelo do
processo  seja conhecldo precisamente. Na prdtica, contudo, istoe nio ocorre. Em
modelamento tedrico, assim como em identificagho experimental, deve-se sempre levar em
consideragido as diferencas entre o modelo do processo obtido ¢ o comportamento do
processo real. Se, por simplicidade, suple-se que a estrutura do modelo do processo €
escolhida de forma exata, entido estas diferencas se manifestam como erros de
parametros. Além disso, em muites casos, durante a operacic normal, mudangas de
comportamento do processo surgem, por exemple, devido a varlagdes do ponto de operagio
ou a alteragdes do fluxo de energia e/ou massa (Isermann,1991). Portanto, no projeto
de sistema de controle, deve-se, em geral, considerar que o processo a ser controlado
possui uwm modelo sujeito a Incertezas e que seu comportamento varia com o tempo

durante a operagdo.

Neste trabalho, analisa-se como as mudangas de pardmetros do processo
influenciam no comportamento do sistema em malha-fechada, ¢ como estas podem ser

consideradas no projeto de contreladores.

Considera-se que o comportamento dinimico do processo, com sinal de entrada,
o controle u(t), e sinal de saida, y(t), no instante t, possa ser descrito pelo modelo

paramétrico definido pela seguinte fungdo de transferéncia pulsada:



o Y{z) 798z
F(z )= = - . {2.1)
U{z) Alz )

onde U(z) € a transformada z da entrada ¢ Y(z) a da safda, d ¢ o atraso de tempo do
processo, e Alz) e B(z) sio polinémios em z @ (z representa o atraso de um

perfodo de amostragem e ¢ definido por e ") com graus na ¢ nb, respectivamente, dados

por:

(2.2)

0s  coeflicientes de A(z’*l) € B(Z-I) - A, =1,2,....na, ¢ bi’ =0,1,2,...,nb~

sdo os parametros do processo, suposto causal.

E suposto adicionalmente que a estrutura do modelo do processo, isto ¢, a
forma ¢ a ordem das equagles do mesmo, nio varia, ¢ que seus parametros possam mudar
lentamente, se comparado com a dindmica em malha-fechada, ou variar de mancira
descontinua, porém com freqiéncia desprezivel, em relagio i dinamica do processo. Isto
acontece, por exemplo, em processos onde o rompimento da barreira do som tem um papel
importante (vdlvulas, avides), em processos ligados diferentemente a um mesmo
controlador ({(aquecimento e resfriamento em sistemas de condicionamento de ar) e em
sistemas sujeitos a acréscimo no ndmero de usudrios (sumento dos usudrios indutivos em

redes elétricas),

Com estas consideragdes, os processos mnio-lineares ou lentamente variantes
no tempo podem ser descritos aproximadamente por um modelo linear a parimetros

incertos {Isermann, 1991).

Uma descrigio mais dctalhada sobre as incertezas dos parametros do processo
serd dada no préximo capftulo. Nas se¢Ges seguintes serd visto que este trabalho ndo
se¢ restringe a sistemas em tempo discreto, podendo ser aplicado de forma andloga ao

caso contfnuo,



2.3 EsTRUTURA GERAL DO CONTROLADOR

Nas situagbes citadas anteriormente, por razdes de simplicidade e seguranga,
€ desejado um controlador constante que, para todos os valores possiveis dos
pardmetros do processo, garanta a estabilidade e assegure que certas especificacbes de
desempenho  sejamn  satisfeitas pelo sistema de controle. Estes controladores sio

referidos como controladores robustos.

Os sistemas de controle de estrutura 6tima sdo definidos como sendo aqueles
em que tanfo a estrutura quanto os pardmetros do controlador sfo adaptados otimamente

a estrutura ¢ aos pardmetros do modelo do processo (Isermann, 1991). Este trabalho se
limita a sistemas de controle em que apenmas os pardmetros sdo otimizados. Nestes

sistemas, a estrutura do controlador € dada ¢ somente os paradmetros do centrolador sdo
adaptados ao processo controlado, wusando algum critério de otimizagio ou regras de

sintonia.

Os métodos de projeto de sistema de controle baseados em sensibilidade nzo
serdo aplicados, pois se mostram adequados apenas para sistemas com pequenas mudangas
de parametros do processo em torno do ponto de operagio (Y. C. Soh et al., 1987; De
Larminat, 1989).

Considera-se a estrutura geral do controlador linear, ligado ao processo em
um sistema de controle em malha-fechada, definida pela seguinte fungio de

transferéncia pulsada:

L U@ Gz
Clz )= = - , (2.3}
Efz) H(z ')

onde E(z) € a transformada z do sinal erro atuante e(t), dado pela diferenca entre o
sinal de referéncia w{t) e¢ o sinal de safda do processo y(t), no instante t, e G(zﬁl)

e H(z™)) sao polindbmios em 7' com graus ng € nh, respectivamente, dados por:

(2.4)



Os graus ng ¢ nh sio escolbldos a priori, podendo ser modificados durante o
projeto do controlador, em fungio dos resultados obtidos. Portanto, o problema sc
resume em determinar os coeficientes dos polindmios 6z e HZH - g
i=0,1,2,...,ng, € hj, =1,2,..,nh = 1isto €, os pardmetros do controlador, de maneira
tal que certos critérios de desempenho de controle, definidos a seguir, sejam

satisfeltos, apesar das incertezas dos parimetros do processo.

2.4 SisTEMAS DE CONTROLE EM MALHA-FECHADA

Considera-se a configuragio do sistema de controle linear em malha-fechada
da figura 2.1 a seguir, onde o processo P(z") e o controlador em cascata C(z ') sio

definidos pelas fungdes de transferéncia pulsada (2.1) ¢ (2.3), respectivamente.

wit) e(t) - uit) y{t)
3@ Clz "} —m ! Pz ¥

Fig. 2.1. Sistema de controle em malha-fechada

A fungdo de transferéncia de malha-fechada, que relaciona a safda Y(z) com a

entrada de referéncia W(z), obtida para o sistema da figura 2.1, é dada por:

Y{z) 2Bz he ™

= (2.5)
wi(z) A HHE Y + 27 %BE e ™

Portanto, o polinémio caracteristico do sistema em malha-fechada, definido por Tz,

com grau nt, ¢é

Tz = ahueh + 7B e (2.6)

10



e nt € dado por
nt= max [na + nh;d + nb + ngl . (2.1

Os pélos do sistema em malha-fechada da figura 2.1 sio obtidos pela solugio

da seguinte equagdo caracteristica:

AGYHE Y+ B Y6 =0, (2.8)

Pode ser verificado facilmente gque, para a configuracio do sistema de
controle em gque o controlador se encontra no ramo de realimentagdo, o polindmio

caracteristico de malha~fechada ¢ o mesmo dado pela expressio (2.6). Logo, os pdlos do

sistema em malha-fechada sfo independentes do ponto de injecio do sinal de referéncia,

embora o mesmo ndo seja vdlido para os zeros de malha-fechada.

Em projetos de controladores através de alocagdo de pdélos, supondo
conhecidos o tempo de atraso d e os polindmios Az e Bz do processo, € possivel
determinar os coeficientes dos polinomios G(z) e H(z) do controlador, igualando-se
os coeficientes do polindmio cujas raizes sio os pélos de malha-fechada desejados, com
os coeficientes do polinémic caracterfstico dado em (2.6). Como a localizagio dos
pélos do sistema em malha-fechada depende dos polinémios Az e Bz, torna-se
necessdrio encontrar um controlador com desempenho robusto em relagio As incertezas
dos parametros do processo. Neste sentido e com o objetivo de simplificar as andlises
feitas para o problema, serd adotado um tratamento matricial para a equagdo polinomial

(2.6).

T natnb+l
V' e

Sejam’\w{laia“.,a b b ..b R e xsl 1h b .. h

2 na 0 i nb nh

g, By gngET € i?%ngmmz os vetores cujas componentes sdo os coeficientes  dos
polindmios do  processo, azhy e BEYH, e do controlador, Gz e HEY,
respectivamente ( o f{ndice superior T denota transposicio). Entdo, a equagio (2.6)

pode ser escrita na forma matricial, como segue:

t=X{x)P (2.9)

ou na sua forma dual

i1



t-—»M(ﬁ}x ,

onde tz{te t .. t 10 e B ¢ o vetor cujas componentes sio o0s

1 nt
polindmio caracterfstico (2.6), que pode ser escrito como

-1 -1
Tz )”‘0*‘13 + ..+t oz

(nt+1}x(na+nb+2) {at+1)x{ng+nh+2)

As matrizes X(x} € R e M(ﬁ) € R

' d
1 o +« 0 }
h 1 H
- h} : &y 0
Ki{x}= . S b
nh R T <4
B b o ng Eq
. : .
0 hnh : 0 ng
1 o+ 0 } d
a 1 H
Il :;i1 H i.je 0
A Lo HE
M(p)= a. - 1 b
a . 8b b
na H .0
S .o
0 a .0 bnb
na

sdo dadas por:

(2.10)

coeficientes do

(2.11)

(2.12)

(2.13}

A matriz X(x) em (2.9) pode ser vista como uma transformagdo linear que

mapela o vetor de parmetros do processo, definido por ﬁ, num vetor t de coeficientes

do polindmio caracterfsticc (uma interpretagdo andloga pode ser dada para M(ﬁ) na

equagio (2.10) ). Portanto, os coeficientes do polindmic caracteristico s3o fungdes

lincares dos parimetros do processo, para um controlador x fixo.

fundamental para o método que serd proposto na proxima segéo.
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Os resultados a seguir sio obtidos para sistemas em tempo discreto com uma
entrada ¢ wma safda. Todavia, estes podem ser estendidos para o caso continuo, € para
sistemas com miltiplas entradas e uma safda, ou com uma entrada ¢ miltiplas saidas -
em todos estes casos os coeficientes do polindmio caracterfstico de malha-fechada sdo
fungGes lineares dos parimeiros do processo (Biernacki et al., 1987, Keel et al,
1988).

2.5 MeroboLoaia DE PrOJETO

Considerando-se  os  modelos € as  suposighes  apresentados nas  segdes
anteriores para o processo e o controlador, o problema iniclal de projeto consiste em
determinar um  controlador com desempenho robusto em relagdo as  inceriezas
paramétricas, ou seja, que garanta a estabilidade e satisfaga as especificagfes
desejadas para o sistema em malha-fechada. Este problema pode admitir vdrias solugdes
ou, até mesmo, nenhuma. Para analisar tais situagdes serd definido um critério que
permita a comparagio entre controladores, com a finalidade de determinar o controlador

mais robusto.

Neste trabalho, supbe-se que os coeficientes a (i=1,2,...,na} ¢ bj
{1=0,1,2,...,nb) dos polinémios azh e BEYH do processo, respectivamente, estdo
sujeitos a variagbes desconhecidas, porém limitadas, que podem ser descritas no espago
de parametros do processo RO por uma regido de incerteza aberta, denotada por

.

Se ja pr{a1 a_ .. a be bl R o vetor cujas componenics

2 na
sdo os pardmetros incertos do processo. Desta forma, a regifo de incerteza T no espago

b }T c na+nb+l
nb

de parametros do processo, que contém o vetor de parametros incertos p, pode ser

definida como:

na+nb+l

I={ p/ peR , Q(p—pe)f: 11} , (2.14)

natab+l

onde P, € R
(11 .1 }’I‘ ¢ IRZ(na«mbﬂ)

¢ o centro da regiio N, 1 denmota o vetor

2{na+nb+I)x{na+nb+1)

e a matriz Q € R ¢ determinada a

partir de consideragbes geométricas, como serd visto com majores detalhes no

13



capitulo 3.

O  vetor ﬁ, definido anteriormente, pode entio ser escrito da seguinte

manecira:

o>
]
§
i
f

(2.15)

Em muitas situagdes prdticas, as caracteristicas de desempenho desejadas no
projeto de sistemas de controle em malha-fechada, tanto no caso continuo como no

discreto, s@o especificadas no dominio do tempo em termos da resposta tramsitdria para
uma entrada degrau unitdrio. O desempenho transitrio estd associado com a

configuracio dos pélos de malha-fechada do sistema no plano complexo. Em outras
palavras, as caracteristicas de resposta transitéria de um sistema de controle para a
entrada degrau unitdrio, como amortecimento, freqiéncia natural amortecida, sobre-
sinal méximo, tempo de acomodacdo, tempo de subida, etc., podem ser relacionadas com a
localizagio dos pdlos de malha~fechada. Uma andlise mais detalhada sobre a relacio
entre a resposta no tempo € o lugar das raizes da equagio caracteristica de um sistema
em malha~fechada pode ser encontrada em textos cldssicos de teoria de controle, como,
por exemplo, Kuo (1980} e Franklin ¢ Powell (1980). Convém lembrar que a localizagio
dos zeres de malha-fechada também determina a forma da resposta transitéria do

sistema, embora a sua alocagdo nio seja abordada neste trabalho.

Em sistemas de controle sujeitos a Incertezas de pardmetros do processo,
normalmente o desempenho € especificado em termos de intervalos aceitdveis para as
caracteristicas de resposta transitéria, que, por sua vez, podem ser traduzidos por
uma regiio no plano complexo, onde devem estar localizadas as rafzes da equagao

caracteristica de malha~fechada.

As figuras 2.2 e 2.3 apresentam dois tipos de regido no plano complexo que
sdo de grande interesse em projeto de controladores para sistemas em tempo continuo ¢
em tempo discreto, respectivamente (Ogata, 1987;Ackermann, 1985). Estas duas regides,
onde devem estar contidos os pélos de malha-fechada do sistema, sio obtidas a partir
de especificagbes de resposta transitéria para um sistema de segunda-ordem, tendo como

entrada o sinal degrau unitdrio.

14



Fig. 2.2. Regiao desejdvel para os pdlos de
maiha-fechada no plano s

Imiz]

Fig. 2.3. Regido descjével para os pélos de
malha-fechada no plano z
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O comportamento dinimico de sistemas de segunda~ordem pode ser descrito em
termos de dois parametros: o coeficiente de amortecimento £ e a fregliéncia natural ndo
amortecida W, tendoc em vista que as outras especificagbes de resposta transitéria
podem ser obtidas a partir destes. As regides vistas nas figuras 2.2 e 2.3 garantem
como caracterfsticas de resposta transitéria um amortecimento malor do que Cz e um

tempo de acomodaghio t_ menor do que 4&,1’(3"1 (critério de 2%).

Embora as regides no plano complexo mostradas nas figuras 2.2 ¢ 2.3 tenham
sido determinadas para sistemas de segunda-ordem, estas podem ser adotadas para
sistemas de ordem superior que possam ser aproximados por um modelo de segunda-ordem,
ou seja, que possam ser caracterizados por somente um par de pdlos dominantes. MNestes
casos, as caracterfsticas de resposta transitdria devem ser verificadas através de
simulagdo e/ou experimentos. Se estas ndo satisfazem as especificagbes do projeto,
mudancas na regido de localizagio dos pdlos do sistema em malha-fechada devem ser
feitas, considerando-se as limitagbes do  sistema fisico, até que resultados
satisfatdrios sejam obtidos. Neste trabalho, supde-se que os critérios de desempenho
desejdveis para o comportamento dindmico do sistema de controle em malha~fechada
possam ser especificados por uma regido no plano complexo, denotada por D, na qual
estdo localizados os pélos em malha-fechada do mesmo. Esta regidfo D no plano complexo
poderd ter qualquer forma geométrica, desde que seja conexa, e seu contorno serd

indicado por D* .

O problema inicial se resume, entdo, em cncontrar os coeficientes dos
polindémios G(z) e H(z'"), isto € determinar o vetor de parametros do controlador x,
tal gue todos os pdlos do sistema em malha-fechada permanegam dentro de uma regiio
especifica D, conexa, no plano complexo, para todo vetor de parametros incertos do
processo p admissivel. Em outras palavras, deseja-se obter um controlador x, tal que o
sistema em malha~fechada possua estabilidade relativa ou D-estabilidade, robusta em

relaglo s incertezas paramétricas do processe, limitadas i regido 1 dada por (2.14).

O projeto do controlador serd desenvolvide wtilizando-se, portanto, uma

técnica de alocaglo de pdlos robusta ou de atribuigio de regidio de pdlos.

Como a tnica restrigio a regidio D € que esta seja conexa, os resultados
desenvolvidos sio aplicdveis também a problemas de estabilidade robusta de sistemas
lineares sujeitos a incertezas de parimetros. Nestes problemas, os pdlos do sistermna em
malha-fechada devem estar contidos dentro da regifo de estabilidade no plano complexo

~ 0 scmiplano esquerdo, no case continuo, € o circulo unitdrio, no caso discreto.

O polinbmio caracteristico T(z“l) com rafzes pertencentes a uma reglic D no
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plano complexo serd chamado de pollnémio D-estdvel.

A metodologia utilizada para solugdo do problema inicial de se projetar um
controlador robusto pode ser dividida em duas etapas. Inicialmente, € avaliada a
robustez de um controlador x dade para o sistema em malha~fechada, através da
definicio de wuma funcio medida de robustez. Em seguida, tenta-se determinar o

controlador mais robusto para este sistema, baseando-se nesta medida.

A fungio medida de robustez ¢ definida para um controlador x gualquer -
desde que o polindmio caracterfstico T(z') obtido para este ¢ o vetor de parimetros
P, seja D-estdvel - a partir das informagbes conhecidas sobre o processo e da regido D
conexa no plano complexo. Por definigdo, esta fung#io utiliza como medida de robustez
de um controlador x uwm pardmetro que estd relaclonado diretamente com a maior reglio

de incerteza permissivel para o processo tal que o sistema mantenha a D-estabilidade,

ou, mals sucintamente, com a malor regifio T de estabilidade relativa, associada ao
controlador. Desta forma, se um controlador X, € mais robusto do gue outro X, entio a
maior regifo 1 de estabilidade relativa de X, contém a de X, considerando~se a mesma

regifo D no planc complexo € o mesmo processo controlado.

Na segunda etapa, um algoritmo € apresentado para a busca do controlador que
maximiza a fungio medida de robustez. Este algoritmo aumenta iterativamente a regido I
de estabilidade relativa, no espago de pardmetros do processo, através de modificagées

nos pardmetros do controlador em uma certa diregdo.

A diregdo escolhida para tais modificagdes ¢ a do gradiente da funcdo medida
de robustez. Caso este ndo exista, outra diregio de busca serd proposta. Em geral,

somente um méximo local pede ser assegurade por este tipo de algoritmo.

Em virtude da auséncia de propriedades simplificadoras, como, por exemplo,
convexidade, mndo fol possivel obter wuma solugao analftica para o problema. E
importante observar, no entanto, que a condigio necessdria e suficiente para se
encontrar uma solugdo para o problema inicial de alocagio de pdlos robusta, € que a
maior regiio T de estabilidade relativa admissivel associada aoc controlador, obtido
através deste algoritmo, «contenha a regldo de incerteza inicial dada para os

parémetros do processo,
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CAPITULO 3

DESCRICAO DAS INCERTEZAS
DOS PARAMETROS DO PROCESSO

3.1 INTRODUCAO
3.2 ReGciAo DE INCERTEZA T
3.3 DEPENDENCIA DE PARAMETROS

3.4 NORMALIZACAO DA REGIAO DE INCERTEZA
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3.1 INTRODUCAO

No capftulo anterior supds-se que os coeficientes dos polinémios do processo
estdo sujeitos a Incertezas ou varlagSes, limitadas, que podem ser descritas por uma
regidfo de incerteza aberta I, no espago de parametros do processo, definida em (2.14).
Neste capftulo, estas reglbes de incertezas paramétricas serfio abordadas de modo
detalhado, juntamente com as transformagdes de coordenadas necessdrias, no espago de

pardmetros, para a obtengdo de uma descrigio de tratamento mais simples.

Observa-se que todos os parametros do processo podem estar sujeitos a

incertezas; porém, como serd visto na segio 3.3, as relagdes lineares entre estes e o

fato de que alguns possam ser fixos, certamente simplificam a andlise € o projeto do

econtrolador robusto.

As eventuais relagdes de nao-linearidade entre os parimetros incertos do
processo, ou entre estes e os coeficlentes do polindmio caracteristico, nao constituem
um fator limitante para a aplicagdo do método proposto neste trabalho, visto que,
nestes casos, a regido de incerteza pode ser envolvida por uma regiso adequada. Esta

consideragéo, no entanto, pode fornecer resultados conservativos.

3.2 ReGiAo DE INCERTEZA 1T

Os parimetros do processo, dados pelos coeficientes a ¢ bj dos polindmios
A e Bz, estio sujeitos a variagbes limitadas, formadas pelos seguintes

intervalos de incerteza:

(3.1)

onde os a e _bj € 08 ;; € bj s&0, respectivamente, os limites inferior e superior,

supostamente conhecidos, de cada par de parimetros incertos a e bi. Esta hipdtese
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sobre a descri¢ho das variagbes dos parfmetros do processo, baseada em intervalos,
foi considerada por ser diretamente aplicdvel a uma grande variedade de problemas de

projeto de sistemas de controle, em que o processc estd sujeito a incertezas.

- T na+nb+l + - - ™
Sejam p =[ a a, .. a. _b_ﬁ "'b‘l an 1" e R e p=il a, a, .. a b0

™ - T b+l
b1 l:'.'nb I' e R™™" os vetores cujas componentes s3o os limites inferiores e
superiores, respectivamente, dos parametros incertos do Processo, Portanto,

considerando  inicialmente apenas variacbes independentes, o vetor de parimetros

incertos p, definido em (2.15), satisfaz a seguinte relagio:

p <p<p : (3.2)

Esta relacio resulta em uma regido de incerteza aberta no espago euclidiano
ERMW‘M, ou seja, o espago de pardmetros do processo, onde p deve estar contido, e
cujas  coordenadas  sdo al,az,...,aﬁa,bo,bi,...,bnb. Esta regldo, indicada por 1, pode
ser definida por:

m={ p/ p e R Jopp) <13}, (3.3)
onde Q € [522{“3+nb+1)x(nambﬂ}, g e ™™ ¢ o centro da regidfc T e 1 denota o
vetor [ 11 .. 11 e Rzmwnb”, como foi definido em (2.14). Q e p, s obtidos a
partir de p e p+ comao:
C
0=l - ' (3.4)
-C
onde C & ﬁ(na+nb+1)x{na+nb+1) ¢ dada por
2/(a1~§i) 0
C=
’ (3.5
0 2b_b
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= , (3.6)

A regiio de incerteza 1 em (3.3) representa a lIncerteza inicial dada para o
processo. Esta reglfo, descrita desta maneira, sempre terd as retas normals 2as suas
superficies paralelas a um dos eixos principais do sistema de coordenadas, no espago
de pardmetros do processo. A regido T, portanto, descreve um hiperparalelepipedo

aberto neste espago.

Exemplo 3.1:

Considera~se o processo a seguir

-1 -1
. z (bG+blz )
P(z )= ~ 3 ,
(i-z }(1+aiz )

2 3
sujeito a incertezas, representadas geometricamente no espago de pardmetros R, pela

figura 3.1, com p=[ a bn b1 e
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&

Fig. 3.1. Regido de incerteza 1T ¢ R

Portanto, a regiso de incerteza aberta T serd definida como:
I={ p/ p e R’ .Q(p-—pg) <11,

com Qe P, determinados diretamente a partir da figora 3.1:
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zf(alwgl) 0 0
0 2/(ba-—vb_0) 0
0 0 2/(b -b.)
Q= |- - —_— I 1 e IRﬁx.’:
m2/(al—gl) 0 0
0 —2/(b0~Q0) 0
0 0 w2/(b3-§i)
{al+g1)/2
= 3
= tb }f2 | € .
P, (be @G)/ R
(b1+hz)/2
Em certos casos, o8 pardmetros do  processo a {i=1,2,...,na} e b;
(=0,1,2,...,nb) apresentam wuma dependéncia ndo-linear de um outro conjunto de
parametros, os quals sdc conhecidos de maneira incerta, Este fato pode ocorrer, por

cxemplo, quando os pardmetros do processo dependem de grandezas fisicas (temperatura,

pressdo, etc.) que podem assumir diferentes valores.

Neste trabalho, serdo admitidas somente relacdes lineares entre os

pardmetros do processo © um outro conjunto de parimetros incertos. Obviamente, esta

porém,

restrigdo particulariza o problema.

Nos ndo-linearidades a reglio de

paramétrica real deve ser inscrita em um hiperparalelepipedo adequado no espage de

Cas0s em gue estas OCOrrem, variagio

parametros. Desta forma, pode-se obter uma regifo hiperparalelepipedal qualquer neste

espaco. Adota-se, pols, nestes casos, um nove sistema de coordenadas, de maneira a
obter uma representagio mais simplificada destas incertezas, similar aquela dada em
(3.3). Este novo sistema de coordenadas possuli a mesma origem do sistema de

coordenadas anterior, ¢ € obtido a partir deste através de uma rotagio apropriada, tal
que scus eixos principais se tornem paralelos a uma das retas normais s superficies

do hiperparalelepipedo de incerteza.

Esta regido hiperparalclepipedal qualquer no espago de parametros do
processo R'*1 serd descrita através de uma matriz de rotagdo, denotada por L', com
{na+nb+1)x(na+nb+1)

By R As colunas de L' podem ser formadas pelos vetores unitdrios

23



que dio as diregbes principals do novo sistema de coordenadas, descritos em relagio ao
antigo.

T
i

Seja r=[ r r_ .. v € R° o vetor de parametros do processo descritc em

12
relacio aoc novo sistema de coordenadas, com n=natnb+l. A relagio entre as duas

descriges serd dada, portanto, pela seguinte transformagio:

nxn

p= L'r , L eR ] (3.7)

A reglio de incerteza aberta no espago de parametros do processo pode ser

representada de forma similar 2 apresentada em (3.3), em relagio ao novo sistema de

coordenadas, comr =l r r .. r FeR e r=lr. 1 ..t IT € R", como:
1 72 n ) f
I=( r/ r eR" Qlr-r) <1}, (3.8)
onde Q € R*™ ¢ dada por
C
o (3.9}
-
Zl(rlwgl) 0
C# BXD
<k (3.10)
4; 2/(r -1 )
b1 n
e
+ -
r + T .
ro::-—_-—-——-—-—-—— [ R ’ (311}
2

Visto que os vetores unitdrios que compdem L', a matriz de descrigio do novo

sistema de coordenadas em relagio ao antigo em (3.7), também sio ortogonais entre si,
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entio L' ¢ uma matriz ortonormal. Logo, a seguinte relagio entre os vetores r ¢ p €
vélida:

r= L' p (3.12)

Desta forma, a regido de incerteza I em (3.8) pode ser escrita em fungdo de
p, como

m={ p/ p e R QL (pp) <1} , (3.13)

onde Q € R™™™ ¢ obtida a partir de (3.9) e (3.10).
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Fig. 3.2. Regido de incerteza inicial
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As filguras 3.2 ¢ 3.3 dio uma visio geométrica da mudanga de sistema de
coordenadas proposta, através de um exemplo de regido de Incerteza no espago de

parametros tridimensional.

4"

Fig. 3.3. Regido de incerteza descrita em relagio
a0 novo sistema de coordenadas
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3.3 DepeNDENCIA DE PARAMETROS

Em multos problemas priticos pode ocorrer gue certos pardmetros do processo,
ou algumas relagbes lineares entre estes, scjam bem definidos. Nestes casos, o vetor
de parimetros do processo r poderd entio ser expresso em termos de um vetor g, que
contém os pardmetros realmente incertos do processo, através da seguinte relagio de

dependéncia linecar:

r= 8'q + N , {3,14)

onde q € R, s eR e 5, € R" ¢ um vetor comstante.

A matriz & € suposta ter posto de coluna completo, sem perda de
generalidade, peis de outro modo poderia ser redefinida. Portanto, relembrande que

n=na+nb+l, a dimensio do vetor g satisfaz a scguinte relagio:

ng = ma + ob + 1 (3.15)

Como serd visto posteriormente, ocorre, nestes casos, uma simplificagio do problema,

uma vez que o grau de incerteza € reduzido.
De maneira similar a (3.3}, o vetor de parimetros efetivamente incertos g

deve estar contido em uma regido I, no espago de parimetros R'Y, dada por:

={ g/ q € R ,0(q—q0) <1} , (3.16)

Ingxng

onde q, € R, 0 € R el e R, Qe q, sio obtidos de forma andloga a (3.4) ¢

(3.6), respectivamente,

A expressio que relaciona o vetor de parimetros p com o vetor de pardmetros

incertos g do processo, obtida a partir de (3.7) e (3.14), ¢ dada por:

p= L'S'q + L's, (3.17)
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3.4 NorMALIZACAO DA REGIAO DE INCERTEZA

A fungio medida de robustez, que serd introduzida no capitule 4, € definida
a partir de uma descrigdo normalizada das Incertezas paramétricas do processo -
normalizagio que € possfvel de ser obtida através de uma transformagido de coordenadas
no espago de parametros R . Esta transformagio deve ser efetuada de um modo tal que
as incertezas, definidas em (3.16), passem a ser representadas pela regifo aberta,

denotada por P, descrita da seguinte maneira:
P={ q*/ q* € R ,Q*q* <1} , (3.18)

onde 1 & R2" ¢ Q* ¢ R*™*P9 ¢ definida por:

1 0
0 1
[0 LS [ ——— . {(3.19)
-1 0
0 ~1

A regido normalizada P representa uma regio hipercibica centrada na origem

do novo sistema de coordenadas, no espago de parmetros R™.

Considera-se a seguinte transformacio de coordenadas no espacgo R
q*= R"}(qmqg) ; {3.20)

onde q* € R e R* € R"V™,

De acordo com (3.16), tem-se que:
Q(q~q0) <1 : (3.21)
Substituindo-se (3.20) em (3.21), obtém-se:
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QR'q* < 1 . (3.22)

Como a matriz Q € construfda de forma similar a (3.4), considerando apenas
os parametros efetivamente iIncertos, pode-se concluir, de acordo com a definicio
(3.19), que:

R'=C ' (3.23)

onde C € R"V™ ¢ a matriz que compde Q, pois € fdcil verificar que Q*= OC—}.

Portanto, através do cdlculo da inversa de C, R’ resulta em:

(ﬁlwgi)/z 0

(3.24)

0 {inq"gnq /2

onde g € Eii, ¥i,i=1,2,...,nq, sdo os limites dos intervalos de incerteza das
i

componentes do vetor de parimetros incertos g. Como q, > g, Wi, a matriz C serd

sempre Inversivel, com determinante malor do que zero. R' pode ser vista como uma

matriz cujas colunas formam uma base ortogonal do R™,

Logo, a representagdo normalizada das incertezas dos pardmetros, dada em
(3.18), € eguivalente 3 representagio dada em (3.16). Isto ¢, R’ mapeia a regido 1 em
uma regido F e q € T & q* € P. Esta relagdo de equivaléncia ¢ sempre possfvel, pols

estd garantida a existéncia da matriz de transformacgio R’.

A equagiio (3.17) pode ser reescrita com q substituido por q¥ utilizando-se
a equagio (3.20), para se conseguir uma relagio entre o vetor de parametros p e o

vetor de parimetros Incertos normalizados g*, como segue:
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p= L'S'R'q* + L'S’qo + L'so . (3.25)

A figura 3.4 mostra como ficaria a regido de incerteza dada pela figura 3.1,
apés a normalizagéo.

e,

G

Fig. 3.4. Regido de incertgza normalizada
no espago R

A equacio (3.25) pode ser escrita da seguinte mancira:

ek
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]
o]
r
tn
[ 75]
£
-l
ft=]

*

30



Definindo-se as matrizes L, § ¢ R como:

1 : O
Lz |—eetee=| € R(ﬂ’fl))z(ml) (3.27)
0. L
10
= |mmmdiaee] g R{Ml)x(nqﬂ) (3.28)
Se: S
R= ”imfm?«, € R(nq*‘l}x(nqﬂ} ’
'R’ (3.29)
9, R
entéao:
1 1
e
' (3.30)
p q*

com S*=LSR, §* e Rt

Mo préximo capitulo, a fungic medida de robuster serd desenvolvida
utilizando-se a regido hipercibica normalizada (3.18) ¢ a matriz §* que contém toda a

informacdo a respeito dos pardmetros do processo.
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CAPITULO 4

A FUNCAO MEDIDA DE ROBUSTEZ

4.1 INTRODUGAO

4.2 DeFiNICAO DA FUNCAO MEDIDA DE ROBUSTEZ

4.3 CALcuLo DA FUNCAO MEDIDA DE ROBUSTEZ LOCAL

4.4 ALGORITMO PARA O CALCULO DA FUNGAO MEDIDA DE ROBUSTEZ

4.5 CoNclLUSOES
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4.1 INTRODUCAO

O problema inicial proposto, ou seja, o de determinar um controlador x D-
establlizante, robusto em relagic &s iIncertezas dos pardmetros do processo, pode
admitir solugdes miltiplas ou nenhuma solugio, para a regifc de incerteza inicial
dada. Torna-se necessdria, entdo, a definigio de algem critério que permita a

comparagio entre controladores.

Neste trabalho o critério a ser utilizado ¢ introduzido pela definicdo na
secio 4.2 de uma fungio medida de robustez m(x). Esta fungfo ¢ definida, para cada

problema, a partir da informagido conhecida sobre o processo, contida na matriz $*

definida em (3.30), do controlador x, da regido D no plano complexo onde os pdlos do

sistema devem estar contidos ¢ da parametrizagio da regifo hipercibica normalizada P,

dada em (3.18). Esta parametrizacio serd desenvolvida neste capitulo.

A funcdo mi(x) fornece a medida de robustez de um controlador x dado. Por
definicio, esta medida de robustez estd relacionada diretamente com a maior regiio 11
de estabilidade velativa, associada ae controlador dado. Portanto, através da funcio
m{x), ¢ possivel escolher entre as vdrias solugdes do problema inicial, quando for o
caso, a mais robusta, e, mesmo para um controlador x que ndo seja solugdo deste,

determinar a maior regifo 11 de estabilidade relativa associada.

Para o cédleulo da fungio mix), serd introduzida na segio segulnte a
defini¢do intermedidria de fungiec medida de robustez local mix,z) (Santos-Mendes,
1988). A fungio m(x,7} € calculada em um ponto z do plano complexo, que deve pertencer
a fronteira D* da regiio D. A solugfio analitica de mix,z) € dada pelo teorema 4.1 da
secio 4.3, E demonstrado, entfo, que a funcdo mix) pode ser determinada a partir da
minimizagio em z de mi{x,z), com z restrito 2 fronteira D*. Este problema de otimizagao

¢ resolvido através de um algoritmo proposto na segdo 4.4.

4.2 DerFiNICAO bA FUNCAO MEDIDA DE ROBUSTEZ

Considera-se inicialmente a familia de regides hiperciibicas, parametrizada
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pela varidvel k, dada a seguir:

P(k)= { q*/q* € R"? ,Q*q* < k } . (4.1)

onde k denota o vetor [ k k ... k ¥ & R®™, com k € [0,»). Esta famflia de regides
hipercibicas P(k) estd centrada na origem do sistema de coordenadas e possul arestas
de comprimento igual a 2k. A reglio de Incerteza P € um elemento desta familia para

k=1. Este parametro k serd utilizado na definigio da funcgio medida de robustez m(x).

A figura 4.1 mostra um elemento genérico da familia de regides F(k) no

espago R

} 9%

Y

RF

Fig. 4.1. Regido de incerteza P(k) no espago R’

Finalmente, para introdugdo da fungdo m(x), a equacio matricial do polindmio

caracterfstico (2.9) é reescrita a seguir com P substitufido por q*. Utilizando-se as
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equagdes (2.15) e (3.30), respectivamente, tem-se que:

1
t=X{x}| = (4.2)
p
1
=X (X)S*| ——m ) {(4.3)
q*

A relagdo (4.3) mostra claramente a dependéncia dos coeficientes do
polindmio caracteristico do sistema em malha-fechada T(zwi), que compdem ¢ vetor t,em
relagio aos parametros do controlader x € aos parametros iIncertos representados pelo

vetor de parametros g*. Esta dependéncia serd explicitada pela seguinte notagio:

nt -1
T = q*.z
z T(z ")= T(X,q%2) (4.4)
Por definigdo, um controlador x ¢ D-estabilizante para a regilo de incerteza
paramétrica  iniclal dada, se Vg* € P, Tix,gq%z) ¢ D-estdvel, ou seja,

Tx,q%2)=0 = z € D.

A fungiio mix), que dd a medida de robustez de um controlador x gqualquer, €

definida como:
mix)= k . (4.5)
11]

onde k € o malor valor do parémetro k em (4.1), tal que para Vg* € EP{km),

T(x,q*,z)=0 = z € D.

A partir da medida m(x), pode-se determinar a maior reglao de incerteza II de
estabilidade relativa assoclada ao controlador x, centrada em Py através da equagdo
{3.30), que estabelece a relagio entre os vetores p e 4q*. A justificativa para se usar

km como medida de robustez € que s X €Xx sao dois controladores, para o mesmo

2
processo e regido D, com m(xl) > m(xz), entio x € mals robusto do que X,, visto que a

maior regiso T de estabilidade relativa associada a X, estd contida na de X,-
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Os resultados que serfo apresentados a seguir permitem encontrar uma manelra
mais simples de se obter a fungio m(x), pois ndo fol possivel determinar uma expressio
analftica para o seu cédlculo, em virtude da complexidade do problema proposto. Convém
lembrar que, conforme definido no capftulo 2, a unica restrigdo imposta & regido D ¢

que esta seja concxa.
Considera~se inicialmente a definigio do conjunto de controladores W dada

ng+nh+2

w={ x/x € R JT{x,0,z)=0 s ze D} , {4.6)

onde 0 denota o vetor nulo em R"™. Portanto, W ¢ o conjunto dos controladores x D-

estabilizantes para o vetor de pardmetros do processo, associado ao centro da regdo de

Incerteza {(q*=0 & papa}‘

E possivel, entao, estabelecer a seguinte proposigio:

Proposicio 4.1,

Sejam x um controlador pertencente a W ¢ k’ um ndmero real nlo-negativo.
Se T(x,q*z)#0 para vg* € P(k’) e Vz € D?*,

entdo T(x,q*z}#0 para ¥q* € P(k’) e Vz ¢ D.

A demonstracio desta proposigio € similar 3quela da proposigio 3.1
apresentada em Santos-Mendes (1988), e, portanto, serd omitida. Esta demonstragio se

baseia nos dois fatos a seguir:

i) A regido de incerteza hipercibica em R"S ¢ convexa;

i1} Se os coeficlentes de um polindmio variam continuamente entio suas rafzes também

variam continuamente, desde que o seu grau ndo varie.
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Pela proposigio 4.1 tem-se, entio, que um controlador x D-estabilizante para
q*=0 serd D-estabilizante para todo gq* € P(k'), se os pontos z da frontelra D* nio
forem rafzes de T{(x,q*z) para todo g* € P(k’).

Portanto, para se determinar km ¢ suficiente restringir a andlise aos pontos
pertencentes a D*. Este resultado conduz % definigio iIntermedidria de medida de
robustez de um controlador x € W associada ao ponto z € D*, a medida de robustez local

m{x,z), que serd utilizada a seguir no cdlculo da funclo mix).
A fungio mix,z), que' dd a medida de robustez local de um controlador

arbitrério x € W em relaciio a um ponto z € D* qualquer, € definida como:

mix,z)= kz , {4.7)
onde l;Z ¢ o maior valor do parimetro kK em {(4.1), tal gue vg* € t?*(kz), T(x,q* 2)*0,

isto €, gue z nido seja raiz do polindmio caracteristico.

A partir da proposicio 4.1 e da definicdo da fungio medida de robustez

local, pode~-se concluir o seguinte:

Coroldrio 4.1.

A fungdo medida de robustez m{x), definida pela equagdo (4.5), pode ser dada

mi{x}= min mi{x,z) X e W {4.8)

s.aze€ D*

Isto €, o cdlculo de m(x) para um controlador x € W ¢é determinado pela minimizacio da
fungéio medida de robustez local em z, com z descrevendo a fronteira D*. A hipdtese da
proposicdo 4.1 fica completamente satisfeita quando se faz a varredura da fronteira D*

em (4.8) e, como conseqiiéncia, a defini¢io da fungio m(x).

Na proxima secio serd determinada uma expressio para o célculo da fungio

m{x,z).
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4.3 CALcuLo pa Funcio Mepipa pE RoBusTEz LocaL

Pela definigdo da funclio medida de robustez local m(x,z), dada pela eguacio
(4.7), para se obter o valor de kz ¢ necessdrio determinar a malor regido hipercibica

de incerteza para q* tal que T(x,q*2)*0, com x € W ¢ z € D* dados.

(nt+1)x2

Considera—~se inicalmente a matriz V(z) ¢ R definida como:

Re(z™) Re(z"?) ... Re(®) 1

viz)= " L ’ (4.9)
Im{z ) Im(z ) ... Im{z) O

onde Re(-) e Im(-) denotam, respectivamente, as partes real e imagindria de um ndmero

complexo, e nt € o grau do polindbmio T(z"") dado pela equagao (2.7).
Pode-se verificar facilmente gue a matriz V(z) satisfaz a seguinte relagio:
Relz"1(z H]

vit= o . (4.10)
Imlz" T(z )]

Substituindo-se t em (4.10) pela equagio (4.3) e considerando-se¢ a notagho introduzida

em (4.4), tem-se gque:

- 1 RelTlx,q%2)] {4.11)
V() Xx)8*| - = .
g* Im[T(x,q* 2]
(nq+1)x2

Seja a matriz Ulx,z) e R definida como:

Ul x,2)=vTz)X(x)s* . (4.12)

Portanto, um mimero complexo z é uma raiz do polindmio T(x,q*z} se ¢ somente se
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T
U{x,z)] - |=
- 0 (4.13)
Considera-se agora a definicie do conjunto v(x,z) dada por:
" 1 0
vix,n)={ g*/q* € R"U (x,2)| - |= S {4,14)
q* 0

L

E interessante observar que v{x,z)=vix,z), onde z denota o complexo conjugado do

1
]T c an+

mimero z, € gque o vetor [ 1 g* , com g* € vi(x,z), pertence ao espago nulo da

matriz UT(X,Z).

A partir da equagio {4.13) e da definigio de wu(x,z), pode-se concluir, para

um controlador x e um ponto z dados, que:

T(x,q*2)20 e q* ¢ v(x,z) . (4.15)

Portanto, para um valor qualquer do parimetro k € [0,»), tem-se que:

vg* € P(k), Tix,g*z}#0 & Pk} n vix,2)= ¢ , {4.16)

onde ¢ representa o conjunto vazio.

Como conseqléncia deste resultado, a fungio medida de robustez Jocal, dada

pela equagdo (4.7), pode ser redefinida como:
m(x,z)= kz , XeEWezeD (4.17)

onde kz é o mator valor do parimetro k em (4.1), tal que ﬁ’(kz) n uix,z)= ¢.

Reescrevendo-se a matriz U(x,z), definida em (4.12), como segue,
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T

a
UTix,2)=| ~-mm | e gZX09*D) , (4.18)

b'l"

]T ng+1

onde a={ a a .. a € R e b= b b .. b ]T € an+1, a fungio medida de
29 1 nq o 1 nq

robustez local m(x,z) pode ser determinada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1,

Sejam um controlador x € W dado ¢ z um ponto qualquer da fronteira D* de D.
A fungiio medida de robustez local m(x,z), definida pela equagio (4.17), € dada

analiticamente, para duoas sitvagdes possivels, por:

a} Os vetores @ e b em U(x,z) sio linearmente dependentes:

!aol
mix,zjs —— M ———
nq ! {4.19)
¥ iafi i

i=1

b) Os vetores @ ¢ b em Uix,z) nio s&o linearmente dependentes:

| Cq |
i
mix,z)=max ——— ,i=1,2,...,nq,

Tl ! (4.20)
=1
(=)

onde cjixajbi—aib .

i

A demonstragio deste teorema encontra~-se no Apéndice.
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Finalmente, a funcfio m(x) pode ser obtida pela minimizacio numérica, em
relagio a z ¢ D*, da fungio medida de robustez local, dada 'peias equagbes (4.19) e
(4.20). Na préxima segdo, um algoritmo serd apresentado para o cdlculo da medida de
robustez de um controlador x dado e, a partir desta, obter a malor regiio de incerteza

I de estabilidade relativa associada a2 este.

4.4 ALGORITMO PARA O CALcuULOo DA FUNCAO MepiDA DE RoBusTez

Nesta seglo € proposto um algoritmo para a solugdo do problema de
minimizagfo, definido pela equagdo (4.8), dado por:

m{x)= min mix,7) X e W,

(4.21)
s.az e D*

onde a fung¢lo mix,z)} € obtida analiticamente pelas equagdes (4.19) e {4.20).

Este problema de minimizagio torna-se mais simples devido & natureza
simétrica da fronteira D* em relagdo ao eixo real do plane complexo, visto que, para
pontos conjugados z ¢ z, o valor da fungdo mix,z) € o mesmo. Isto pode ser facllmente
verificado a partir da definigio de m(x,z), dada pela equagido (4.17), e do fato de que
v(x,2)=v(x,z). Portanto, somente uma metade de D*, contida no semiplano superior (ou

inferior) do plano complexo, precisa ser analisada.

E suposto, sem perda de generalidade, que a fronteira D* da regido D possa
ser parametrizada por uma varidvel o € [0,2n]. Isto &, para o variando de 0 a =n, z
descreve uma metade da fronteira D*. Logo, a equagdo (4.21) pode ser reescrita,

considerando~se a simetria da regifo D em relagio ao eixo real, como:

m{x)= min mix,e) X € W

(4.22)
s.a Osesn

Para os casos em que este procedimento nd3o se aplica, pode-se dividir a

. i
fronteira D* em trechos, cada um parametrizado por uma vidriavel e, i=1,2,..., €, em
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seguida, fazer a mintmizagio de m(x,ei) considerando-se todos os ei.

A solugio numérica da equagdo (4.22) ¢ apresentada pelo algoritmo 4.1. Este
algoritmo € computacionalmente simples e eficiente, ¢ sua precisio depende do nimero

de pontos verificados sobre a fronteira D*.

Algoritmo 4.1,

«Passo 1: estabelega o mimero de pontos N sobre D* ¢ faga o indice de lteragio ]=0;
«Passo 2: determine ejr-"rrj/ N;

«Passo 3: obtenha a matriz U(x,ej) pela equagio (4.12);

«Passo 4: caleule m(x,ej) pela equacglo (4.19) ou (4.20);

+Passo 5 se m(x,ej) < mi{x} ou j=0 entio faca m(x)mm(x,ej);

*Passo 6: se j < N enthdo faga j=j+1 ¢ retorne ao passo 2;

«Passo 7: faga g*=l m{x) mG0) ... mx) 17 € R™ ¢ calcule a maior regiio T de

estabilidade relativa, associada a x, por:

R| - | <q<R | - : (4.23)

Este algoritmo, além de calcular o valor da funcgio medida de robustez para
um controlador x dado, determina a malor regiio de incerteza paramétrica do processo,

associada a x, tal que os critérios de desempenho de controle adotados, descritos pela

regido D, sejam assegurados.
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4 5 ConcLusOES

Um controlador x serd solugio do problema inicial de alocaglio de pélos

robusta, tendo em vista que a regido normalizada P representa a incerteza inicial dada

para ¢ processo, s¢ ¢ somenie se:

pois P € um

A
controladores
de incerteza

gue 0s pdlos

mix)z1 |, (4.24)

elemento da familia de regides hipercdbicas P(k), definida em (4.1}, para

partir  desta medida de robustez, por definicdo, mesmo para 08
que nio satisfazem esta condiglo, € possivel determinar a malor regifo
paraméirica do processo, associada ao controlador, de mancira a garantir

de malha~fechada do sistema ndo estejam fora da regido D. E importante

ressaltar a generalidade de regifes D que podem ser tratadas por este trabalho. A

dnica restri¢io imposta a tals regides € que sejam conexas.
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CAPITULO 8§

PROJETO DE CONTROLADORES
ROBUSTOS

5.1 INTRODUCAD
5.2 O GrADIENTE DA FUNCAO m(x)
5.3 O GRADIENTE MoDIFICADO DA FuNCcAO m(x)

E.4 ALGORITMO PARA PROJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS
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5.1 INTRODUCAO

A funcio medida de robustez apresentada no capftulo anterior define um
critério gue permite a comparagdo entre controladores, censlderando-se o problema de
projeto do controlador D-estabilizante mais robusto em relaglio 2s  inceriezas

paramétricas do processo.

Portanto, o problema inicial de se projetar um controlador robusto x pode

ser traduzido naturalmente pele seguinte problema de otimizagio:

max mix),

S,.ax & W

onde m{x) ¢ a funcio medida de robustez definida pela equagio (4.3) ¢ W € o conjunto
de controladores D-estabilizantes para o vetor de pardmetros do processo, assoclado ao

centro da regiio de incerteza, definido em (4.6).

Entretanto, um controlador x, solugdo factivel dtima deste problema de
otimizacio, serd solugio do problema inicial de projeto se, ¢ somente se, sua medida
de robustez for malor do gue ou igual a unidade. Como fol visto ma seclo 4.4, esta € a
condicio mnecessdria e suficiente para que a regidc de incerteza Inicial dada para os
parametros do processo esteje contlda na maior regido I de estabilidade relativa

associada ao controlador.

Um algoritmo iterativo ¢ proposto para solugdo do problema de maximizagio
apresentado em (5.1). Neste algoritmo, a cada iteragdo, os parametros do controlador
sio modificados de wuma maneira tal que a regido  hipercibica (ou a reglio
hiperparalelepipedal) de estabilidade relativa admiss{vel, no espago de pardmetros do

processo, seja aumentada,

A diregio de busca do controlador robuste dtimo, ou seja, a diregio de
crescimento da fungio medida de robustez m(x), wutilizada neste algoritmo, € a do
gradiente de m(x). O gradiente foi escolhido por fornecer a direcio de malor taxa de
variagio da funclo. A expressio para o cdlculo do gradiente de m(x) serd obtida na

secdo 5.2.

O gradiente da fun¢io m(x)} pode nio existir para certos valores de x. Nestas

situaghes, € adotado o gradiente modificado (Santos-Mendes,1988) para a determinagio
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da nova diregdo de busca. Este serd desenvolvido na segfo 5.3.

Finalmente, utilizando-se estas dire¢des de modificagdo para o controlador
X, o algoritmo lterativo para projeto de controladores robustos ¢ apresentado na segdo
5.4. E importante observar que, em geral, este tipo de algoritmo n&oc garante a

obtengio do méximo global, e que a solugio encontrada depende da escolha dos

pardmetros do controlador imicial.

5.2 O GraDIENTE DA Funcio mix)

Nesta segdo € determinada a expressfo para o gradiente da fungio medida de
robustez mi{x), que serd utilizada no algoritmo para projeto de controladores robustos

como diregic de busca, nos pontos em que este estd definido.

Considera~se a funcio medida de robustez definida pela equacio  {(4.22),

transcrita a seguir:

m{x}= min mix,e) o8 W,

s. a Ofosn (5.2}

onde mix,e) ¢ a fungio medida de robustez local, obtida analiticamente pelas equagbes
(4.19) ¢ (4.20).

A funcio medida de robustez dada em {(5.2) pode ser reescrita como:

mi{x)= mix,o(x)) X 6 W, {(5.3)

onde o(x) é o valor de e € [0,n] que minimiza a fungio m(x,e) para um controlador x
dado.

A partir da equagio {5.3) o gradiente da funciio medida de robustez, denotado
por Vm(x), € dado por:
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3m(x,e(x))+ am(x,e(x}) delx)

Ym{x)= 5% S % X € W, {5.4)

desde que todas as derivadas gque aparecem na expressic acima tenham a sua existéncla

garantida.

Como a fungio m(x,e) é minimizada em relagic a e no ponto (x,e), onde x € o

controlador dado e e=e{x), tem-se que:

am(x,e)_

56 o . (5.5)

Isto ocorre, obviamente, para os casos em que esta derivada existe.

Portantn, para uwm ponto x € W, no qual o gradiente estd definido, 2

expressio (5.4) pode ser simplificada como:

amix,e(x))

Umix)= o

(5.6)

O gradiente da fung¢io medida de robustez no ponto x € obtido, entio, a partir da
derivada parcial da fungdo m(x,e) calculada no ponto {(x,e{x)), conforme a expressio

(5.6).

Antes de calcular o gradiente da fungfio m{x), os elementos da matriz U(x,z),
definida pela equagdo (4.12), serdo determinados de modo que fique explicita a suva
relacdo com o vetor x. Isto facilita a2 obtengdo da derivada parclal de mix,e) em

relagdo a x, considerando-sc as equacdes (4.19) e (4.20).

A matriz  Ulx,z), definida pela equagio (4.12), pode ser reescrita,

considerando-se a parametrizagio de z por ¢, como:

Ux,e)=viexm)ss . (5.7)

Particionando-se a matriz V(z), definida pela equagio (4.9) e parametrizada
por o, tem~se que:
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T
VvV (e)
VT(G): m...%.,_,,,_ em?x(nul) r
vel® (5.8)

(m+i}xle (nt+1)x1

onde Vr(e) € R Vc(e) € R sd0 matrizes que contém, respectivamente, a

primeira e a segunda coluna de V(z).

O produtoc matriclal X{x)S* em (5.7) pode ser desenvolvido, utilizando-se as

colunas de §%, como:

X(x)§*=

X(K}SE : X(x)s;‘ - X(x)s*q J ¢ piEtixng+D)
N . . n

onde
¥ . g% . T oe* * n+l
R i O an} 8T € R . (5.10)

A partir da dualidade existente entre as equagtes (2.9) e (2.10), pode-se

concluir, para as colunas da matriz X{x)§8*, que:

X(X)S: = M(S?)X ,VEEO,I“..,HQ‘ (5.11)

(nts1)xingenh+2) ¢ obtida de forma similar & matriz (2.13), com ﬁ

onde M(s‘;) € R
substituido por st. Nas cquagdes a seguir, a matriz M(s’;‘) serd referida simplesmente

como Mi'

Portanto, a matriz X(x)S*, desenvolvida em (5.9), pode ser determinada

usando-se o resultado anterior, da seguinte forma:

#o : . .
X(x)S Mux . Mlx C ot anx . (5.12)

Substituindo-se as equagdes (5.8) e (5.12) na equagdo (5.7), a matriz U(x,e)

passa a ser dada por:
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. vT(emax VT(e)Mlx . VieM x
U (x,0)= g ¥ d "

viemx  vieMx .. VieM x (5.13)
¢ 0 ¢ 1 ¢ ngq

Finalmente, os eclementos a e bE da matriz Ulx,e), definidos pela equaglo

(4.18), podem ser expressos, conforme a equagio (5.13), por:

o
#

V(oM x
T i

(5.14)

o
H

= Vf(e)Mix J=0,1,...,0q.

Considera-se, agora, a derivada parcial em relacio a x das equagbes (5.14) e
de cj,, definlde em (4.20) como cjima}bi - aibj, para o célculo do gradiente da fungido
13

mix):

da . T
L Mavr(e)
ox
4 {5.15}
&b, T
— = M.V (&) ,i=0,1,...,nq
% i e
%
8¢, i Ey,T T -
ém;jm{mjvméa}MﬁMiVM(@}Mj)x i=1,2,...,nq € (5.16)
X =0.1,....,nq (j=1},
onde VM(e) é definida como
vie= v @vie - vervie . (5.17)
M 'S ¢ [ r

Além disto, para o cdlculo do gradiente Vm(x), ¢ definida a fungdo sgn(-),

de argumento real, como:
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+1,8e ¢>0

sgnicl={ 0O,se c=0

~1,se c<0 (5.18)

O gradiente da fungdo medida de robustez m(x) € calculado a seguir, supondo a
existéncia da derlvada parcial de m(x,e) em ralagio a x, considerando-se as duas
expressbes possivels para a fungio medida de robustez local, determinadas pelo teorema
4.1:

a) A funcio m(x,6) é dada pela equacio (4.19):

nq '
vl a, E (5.19)
Portanto, derivande a equagio (5.19), obtém-se o gradiente da fungio m(x) como:

Mi(x,0)V (8)
5 T

Umiix ks ) {5.20)
ng
by iait
i=1
onde Mséx,e) ¢ definida por:
T o o T
Ms(x,e)z sgn(aO)Mg - m{x}} sgn(ai)Mi . {5.21)

i=1

b) A fungio m(x,e) €& dada pela ecquagio (4.20), supondo-se igual a I, com
1 € f{1,2,..,nq}, o dnico valor de i que soluciona aquela maximizagio no ponto

(x,e(x)}:
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BQ
T i-‘-‘”! (5.22)
j=1
(j#1)
Portanto, derivando a equagio (5.22), obtém-se o gradiente da fungio m{x} como:
T T T
{MSE(X,G)VM(B)M{ + MIVM(G}MsI(X‘e)} X
Vm{x)= - ,
3 (5.23)
le i l
=]
(]#1)
onde MSi{x,e) ¢ definida por:
T T 24 T
MSl(x,e)z sgn(cm)MG - m{x;isgn(cjl)hffj . (5.24)

(}#1)

As equagbes (5.20) e (5.23) fornecem a diregho de busca que serd wutilizada
no algoritmo para projeto de controladores robustos, nas sitwages em que este
gradiente existe. Esta direcdo € dada pelo seguinte vetor unitdrio Sx a partir das

equagdes (5.20) e (5.23), respectivamente:

T
MIv
Sy 5 r (5.25)
T
HM vV
(M:}V;MI + MTVMMSI)X
Sx= ) (5.26)

T ,T T
[l VoM o+ MV MO |
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Para um ponto x € W em que o gradiente da funcio mix) estd definido, a
diregio de busca Sx ¢ determinada, entio, pela equagio (5.25) ou (5.26), conforme a
relagio de dependéncia entre os vetores a4 e b, definidos em (4.18), calculados neste
ponto. Pelo teorema 4.1, se os vetores g € b sdc linearmente dependentes, a diregio de

busca &x ¢ calculada pela equago (5.25); caso contrédrio, pela equagdo (5.26).

5.3 O GraDIENTE MODIFICADO DA FUNCGAO mix)

Como fol visto na secio anterior, a existéncia do gradiente da funcio medida
de robustez estd vinculada 2 existéncia da fungdo e{x), definida pela equagio (5.3), e
de todas as derivadas presentes na expressio (5.4). Na ausénecia de tais condicdes €
proposta uma diregdo de busca bascada na definigao a seguir de gradiente modificado da

funcio mix).

Inicialmente, considera-se que somente a fungdo o{x}), com x € W, tenha a sua
existéncia garantida e que a maximizagdo na equagdo (4.20) ocorra para um idnico valor
do fndice i. Nesta situagho, para todo ponto x, a diregio de busca proposta continua a
ser obtida pelas equagdes (525} e (5.26). Isto € possivel, pols a mesma pode ser
calculada para gualquer ponto x, conhecendo-se o valor correspondente de o que
satisfaz a minimizaciio na equagio (5.2). Esta diregio fol escolhida em virtude dos
bons resultados  préticos  obtidos. Portanto, esta escolha possui um  cardter

heuristico.

Na sitvagio em que para o ponto X existe mais de um valor de @ que minimiza
a funcio mix,e) na equagio (5.2), e/ow que para o par (x.e(x)} o valor do indice i que
resolve a maximizagiio na equagic (4.20) nio € dnico, a diregic de busca do controlador
robusto &timo também nio € dnica. E necessdrio, entdo, definir uma nova diregic de

modifica¢io neste ponto x.

Considera-se um ponto x’ € W, onde a situagdo descrita no pardgrafo anterior
ocorre, € sejam <le,6>(2,...,<’51~:i as possivels diregdes obtidas pela equagiio (5.25) ou
(5.26), para cada ej(x’) ou para cada par (@j(x’).i(ej(x’}}), respectivamente, onde

ej(x’) sio os valores de @ € [0,n] que minimizam m(x',e) ¢ i(ej(x’)) sdo os valores de

i € {1,2,..,nq} que solucionam a maximizagio na equagio (4.20) para cada par

(x’,ej(x’)). Define~se a matriz J como:
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J= . c !gfxﬁngmlwz) )

(5.27)

A diregio de busca do controlador robusto 6timo, proposta neste trabalho,
para os pontos onde a diregdo 8x nio € ¥nica, € dada pelo vetor I', definido como sendo

o gradiente modificado da fungio m(x), obtido pela resolugic do seguinte problema de

otimizagio:
min T,
(5.28)
§. & J.=1
onde 1 € Rl,
A solugio deste problema € dada por:
r= TN . (5.29)

A Justificativa para tal escolha se baseia nos seguintes fatos:
T
1) 5xir‘m1 >0, Vi € {1,2,...,1%

2) O vetor T forma o mesmo &ngulo com todos os vetores axl. Este &ngulo, denotado por
B, ¢ dado por:

B=arccos(| || |7 , (5.30)

e, portanto, minimizado pela solugdo do problema (5.28).
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3) Para =1 a matriz J, definida em (5.27), se reduz a:

Jzaxf : (5.31)

Substituindo-se a equagio (5.31) na equaglo (5.29), tem-se que:

[=8x , (5.32)

ou seja, a diregio I' colncide com a diregfo 8x obtida pela equagdo (5.25) ou (5.26).

A partir do dltime fato acima, pode-se considerar que a direcio definida
pela equagdo (5.29) ¢ uma generalizagio daquela obtida pelas equagdes (5.25) e (5.26).
Portanto, a diregio I' serd utilizada como direcio de busca no algoritmo para projeto
de controladores robustos, Independentemente da existéncia do gradiente da fungio

mix).

5.4 ALGORITMO PARA ProJETO DE CONTROLADORES ROBUSTOS

Mesta secfo € apresentado um algoritmo iterativo para solugdo do problema de

otimizagdo definido na introdugdo pela equacio (5.1):

max mix).
(5.33)
Ss.a xXxeW

O objetivo deste, entio, ¢ encontrar um confrolador x que garanta =z
estabilidade relativa do sistema em maltha-fechada para a malor regido hipercibica de

incerteza possfvel, no espago de parimetros do processo.

Neste algoritmo, a cada iterag3o, os parimetros do controlador x sdo

modificados segundo a direcio T, ou seja, a direcio do gradlientc modificado, definida
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pela equagio (5.29). Como fol visto, a diregio T' coinclde com a direcdo do gradiente

para os pontos onde este existe.

segue:

O algoritmo para projeto de controladores robustos pode ser resumido como

Algoritmo 5.1,

= Passo

«Passo

«Fasso

*Passo

«Passo

« Passo

+Passo

= Passo

I:

faga o fndice de iteragfo j=0; escolha xj e We @ > 13

calcule m(xj) pelo algoritme 4.1;

se possivel, determine I“j pela equacdo (5.29); caso comtrdrio, pare;
faga a=e

se al'l{< ¢, para £¢> 0 suficientemente pequeno, entdo pare;
obtenha X 0= % + aI‘j VARR R BT

i

se XJH € W, entio calcule m(x}ﬁ) pelo algoritmo 41 e vé para o passo

seguinte; caso contrdrio, vé para o passo 9,

se m(xjﬂ) > m(xj), entfio faga j=j+1 e retorne ao passo 3;

*Passo 9. faca @=a/2 € retorne ao passo 5.
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No passo 6 nio foi realizada uma busca unidimensional para a determinagio do
« 6timo, primeiro porgue, em virtude da sua geometria, a soluclo deste novo problema
tornaria o algoritmo extremamente complexo, considerando-se, por exemplo, a
verificagio da restrighio x € W, ¢ depois porque os resultados prédticos obtidos pela

versio acima mostram-se satisfatdrios.

A auséncla de convexidade, tanto da funclo objetivo m(x) gquanto do conjunto
W na equagdo (5.1}, nlo permite assegurar a otimalidade global de tal algoritmo.
Conforme fol visto, no entanto, para se obter uma solugio do problema inicial dado €
necessdrio ¢ suficiente encontrar um controlador x com mix) = 1. Caso nio se ecncontre
um controlador robusto aceitdvel, pode-se modificar a ordem do controlador ou escolher

outros pardmetros para o controlador inicial X,

O algoritmo 5.1 fol implementado ¢ aplicado a vérios exemplos. Alguns deles

tém seus resultados apresentados no préximo capftulo.
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CAPITULO 6

APLICACOES

6.1 INTRODUGCAO
6.2 SisTEMA EM TEMPO DISCRETO
6.3 CONTROLE DE VELOCIDADE DE UM BRASO DE Roed

6.4 PrOBLEMA DE ESTABILIDADE DE UMA AERONAVE
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8.1 INTRODUCAC

Neste capftulo, seriio apresentados alguns exemplos com o objetivo de
tlustrar a mectodologia desenvolvida nos capftulos anteriores. Na proxima secdo, serd
considerado um processo em tempo discreto sujeito a incertezas de trés pardmetros
(Araijo e Santos-Mendes, 1991). Um controlador ¢ projetado de maneira tal que todos os
pélos do sistema em malha-fechada estejam contidos num determinado cfrculo, inscrito
no circulo unitdrio. Na segfio 6.3, um modele simplificado de acionamento de um robd

(Astrdbm e Wittenmark, 1989) serd analisado, considerando-se certos intervalos para as
caracterfsticas de resposta transitéria - o sobre-sinal méximo e o tempo de acomodagio

- no projeto do controlador robusto. Finalmente, a estabilidade longitudinal de uma

acronave (Petersen e Hollot, 1986) serd analisada na secho 6.4.

6.2 SiSTEMA EM TEMPO DISCRETO

Considera~-se © processo em  tempo discreto dado pela seguinte fungao de

transferéncia pulsada:

4 ¢ BGh ) z_iiqz* q3z"1)
P Y= = - —~ (6.1)
Alz ) (i-z, ) (1+gz )

onde os pardmetros q],qze q, estdo sujeitos aos seguintes jntervalos de incerteza:

-0,99 < q, < ~0,89
038 <g, < 0,58 (6.2)

0,36 < g, < 0,56
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Deseja-se¢ encontrar um controlador que aloque os pélos do sistema em malha-
fechada dentro da regido D no plano complexo, apresentada na figura 6.1, apesar das

incertezas paramétricas do processo.

Mﬁ]i"““”

TR TV P T

Fig. 6.1. Regido D para os pélos de malha-fechada

O vetor de parametros do processo p, definido pela expressao (2.15), € dado

por:

p=| 2 . (6.3)

Como uma das rafzes do polinémio Az ¢ conhecida, a dependéncia de
parametros ( equagio (3.17) ) pode ser expressa por:
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1 0 0 -1
-1 G 0 0
90 0 1

onde q € o vetor de pardmetros incertos, g=( q, 9, 4, }T.

Os intervalos em (6.2) resultam na seguinte regido T, definida pela

expressdo (3.16), na qual o vetor q deve estar contido:

T={q/qeR, Qg-g) <1, (6.5)
onde:
20 O
O 10
o= {} 4] 10 ”

~{),%4
(3,48
0,46

uf)
=
i

T descreve uma regido paralelepipedal no espago de pardmetros incertos.

A matriz $*, que contém toda a informagio do processo, obtida apds a

normalizagio descrita na segdo 3.4, € igual a:
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1 0 0 o
-1,94 0,08 0 0
S*= 0,94 -0,05 0 0
(6.6)
0,48 0 0,1 0
0,46 0 0 0,1
A estrutura adotada para o controlador robusto € dada por:
6z’ gG-&glz-l
o I (6.7)
Hiz ) 1+hz
Considera~s¢ o seguinte contrelador X,
1 1
h1 (,0887
“oT| g, | | 07317 : (6.8)
g -0,5509

Este controlador L pertenice ao conjunto W definido em (4.6).

O valor da medida de robustez obtido para X, através do algoritmo 4.1, &
m(xo)ﬂ 0,54.

Portanto, os maiores intervalos de incerieza admissiveis para as componentes do vetor

de parametros incertos g, associados ao controlador X, 540 dados por:
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-0,9674 -0,9125
0,4251 <g < (,5348
0,4051 0,5148

{6.9)

Esta relagio define a malor regifo T de estabilidade relativa associada ao controlador
X Obviamente, esta regiio de Incerteza nio contém a regiio de incerteza iniclal
apresentada em (6.2) e, como consequéncla, x,  ndo ¢ uma solugio do problema de
alocacio de pélos robusta ( m(xa) < 1 ). O lugar das raizes do polindmio
caracteristico do sistema em malha-fechada, determinado para o controlador X, € 2

regigo de incerteza inicial (6.2), pode ser visto na figura 6.2.

]
£
.

®

T 07 13 04 05 06 07 13 09 ¢

Fig. 6.2. O lugar das rafzes para o controlador X,
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Utilizando-se o algoritmo 5.1, para projeto de controladores robustos, com

X, como controlador inicial, obtém-se o seguinte resultado:

1 i
h1 0,1559
X= e, = 0.6707 e W , {6.10)
g, ~0,5530
LOT
mi{x}= 1,03

Portanto, a malor regido de incerteza admissivel para o vetor g, associada a x, é:

-0,9%15 ~(3,8885
G,3770 < g < 0,5830 . {6.11}
0,3570 0,5630

O controlador x ¢ uma solugdo do problema, pols m(x) = 1. O lugar das rafzes
do polindbmio caracteristico do sistema em malha-fechada, determinado para o

controlador x e a regifo de incerteza acima (6.11), estd contido na regido D, como

mostra a figura 6.3,
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Fig. 6.3. O lugar das raizes para o controlador x

6.3 CONTROLE DE VELOCIDADE DE UM Braso DE RoBO

Nesta secdo, um modelo simplificado de acionamento de um robd com apenas uma
junta serd analisado. Este modelo leva em consideragio o efeito de torgic na

transmissio de torque (Latre, 1988). Como em muitas aplicagbes em robdtica, nenhuma

malha de controle de posigio serd inclufda.

Considera-se um motor c.c. controlado por armadura para aclonamento da junta
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do robb. O torque fornecido por este € proporcional & corrente de armadura i&:

(6.12)

onde km ¢ a constante de torgue do motor.

Definindo-se o efecito de torcho através da constante de mola k e do

coeficiente de atrito viscoso d, o motor ¢ o robd satisfazem as seguintes equagbes

simplificadas:
T=Je +nle (6.13)
m mom g a
15
Je=kine -~ ) + dne - &) , (6.14)
a a m a m 2
onde:

e é o deslocamento angular do eixo do motor;
® ¢ a posigdo do brago do robod;

n € a relaclio deo engrenagem;

Jm ¢ o momento de inércia do motor;

J ¢ o momento de inércia do brago do robé,
a

Este efeito introduz pdies complexos conjugados com pouco amortecimento (Latre, 1988).

Supondo-se que todas as condigdes iniciais sic pulas e considerando-se as
transformadas de Laplace das equagbes (6.12), (6.13) e (6.14), a funcdo de
transferéncia que relaciona a velocidade angular do motor com a corrente de armadura €

igual a:

W (s) k (J s?+ds+ k) (6.15)
P(s)= — n T — -
I (s) JJ¥ g+ d{J +n“3 )s” + k(J +n"J )s
a a m m a m a
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com 3 ¢ (0,0002;0,002); Jm#0,0(}Z; d=0,0001; k=100; kmﬁﬂ,ﬁ; e n=l. O momento de

indrcia do robd Ja varia com a posigio do brago.

Deseja-se controlar a wvelocidade angular deste processo em tempo discreto,

com um periode de amostragem dado por:
T= 0,001 s . (6.16)

A transformada z da fungio (6.15), com o segurador de ordem zero, ¢ obtida

como:
q 2’ q,z2+*¢q
3 4 5
P(z)= > . (6.17)
(z-1)(z" + qz +q,)
1 2
Os  coeficientes g, |+ € {1,2,3,4,5), dos polindbmios do processo discretizado, sio

fungdbes ndo-lineares do parametro  incerto Ja. Neste caso, para a aplicagio da
metodologia desenvolvida neste trabalho, adota-se uma aproximagio lincar, e os
pardmetros  q ficam sujeitos, entdo, aos scguintes intervalos de incerteza, quando 1

varia de ,0002 a 0,002:

~1,90074 < g < -1,47434
0,99945 < q, < 0,99991
0,24792 < q, < 0,24797 {6.18)
~0,48344 < g, < -0,37646
0,24784 < g, < 0,24791

A discretizagho acima aumenta a incerteza do processe.

A regizo D no plano complexo, onde os pélos do sistema em malha-fechada

devemn estar contidos, pode ser vista na figura 6.4.
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Fig. 6.4. Regido D para os pdlos de matha-fechada

Esta regido D foi obtida considerando-se o tempo de acomodagio t < 0,1s (Lw > 40) e ©

sobre~sinal médximo Mp < 0,05 (¢ > 0,7), como especificagbes de resposta transitdria,

O vetor p de pardmetros do processo, definido pela expressdo (2.15), ¢ dado

por:

p=| 3 : (6.19)
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A relacdio de dependéncia entre o vetor de pardmetros p e o vetor de

pardmetros incertos g=[ 9, 9, 9, 9, 9 ]T € expressa por:

1 0 0 0 0
-1 g 0 0
g -1 0 0 0
¢ 0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

A matriz §*, definida pela equagio (3.30), € igual a:

i
~2,687540
2,687220
S*=) ~(,999680
(,247945
-(3,429950
0,247875

0 0

0,2132 0
~-(,2132 0,00023
0 -(3,00023

O 0

0 g

0 3]

o o O

0
2,510
0
0

oo o O

5

s T e B i N e

0,05349
0

Considera-se a seguinte estrufura para o controlador robusto:

2
G(s) _ B,S T BS TG

H{s} 2

O problema se resume, entio,

s + hs+h
1 2

o TR - T un T o B v

a

3,5%107°

(6.20)

(6.21)

(6.22)

em encontrar os coeficientes dos polindmios

G(s) e H(s) de modo que as especificagdes de controle adotadas, descritas pela regiao

D da figura 6.4, scjam asscguradas, apesar das incertezas paramétricas (6.18).

O controlador mais robusto obtide pelo algoritmo 5.1 foi:



1] 1
h, 6,3423
h, -8,3111
= og, | T | 240179 623
g, 58,2879
g, 33,5969

A medida de robustez do controlador x (6.23) € igual a:

m{x)= 0,0045

Portsnto, nio foi possivel obter um controlador com medida de robustez malor ou igual

a unidade.

Este resultado poderia, eventualmente, ser melhorado com wuma andlise mais
elaborada da regifo de incerteza paramétrica obtida para o processo em tempo discreto.
E importante observar que, ncste exemplo, apenas um pardmetro € incerto no modelo em
tempo contfnuo. No entanto, o procedimento utilizado Jevou a um aumento do grau de
incerteza nq dos parametros do processo em  tempo discreto. Nestes casos, duas
possibilidades se apresentam. Em  primeiro lugar, relagbes nido-lineares entre os
parametros discretos e o0s pardmetros continuos produzem uma variedade ndo-linear no
cspaco de parametros em tempo discreto. Nestz situagio, nada se pode fazer. Em segunde
fugar, a regido gerada no espago de pardmetros em tempo discreto pode estar contida em
alguma variedade linear de dimensido menor do que mg, o que reduziria o grau de

incerteza do problema, melhorando os resultados.

Outros aspectos que também poderiam ser analisados sio a reducio da reglio
de incerteza paramétrica inicial e o aumento da regido D que contém os pdlos de malha-

fechada do sistema.
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8.4 PROBLEMA DE ESTABILIDADE DE UMA AERONAVE

Virias formulagbes podem ser usadas para se obter as equacles de movimento
linearizadas de uma aeronave. Em andlises de controie, normalmente estas equagdes sio
separadas em dois conjuntos independentes - um deles contende as equagles do movimento
longitudinal e o outro as do movimento lateral (Elliott, 1977). Nesta secio ¢€
analisada a estabilidade longitudinal de uma aeronave, modelo A4D (Petersen ¢ Hollot,
1986), em certas condigdes de vdo. A figura 6.5 apresenta um esbogo da acromave,

juntamente com as notagbdes utilizadas.

Fig. 6.5. Esbogo da aeronave

A dindmica longitudinal lincarizada da aeronave, a 0,9 match e 15000 ft de
altitude, é dada pela seguinte equagio de estado:

x(D= Ax(t) + Bult) , (6.24)

com
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~0,06050 32,37 0 32,2
-0,00014 -1, 475 1 0
A=l _0,01110 M, 2,793 0
0 0 1 0
[+
0
-0,1064
B=l 338
0

O vetor de estado escolhido € dado por:

L

x{t)= , (6.25)

¢ @- R

onde:
v ¢ a velpeldade da aeronave (ft/s);
o ¢ o angulo de ataque (rad);

o € a inclinacio longitudinal (4ngulo de pifch) (rad).

A varidvel de controle u{t) ¢ a deflexio Sc (grau) do leme de profundidade, ¢ a
equagio de safda € Igual a:

yi)=101001x _ (6.26)
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O parimetiro Ma, na matriz A, em (6.24), chamado de derivada de estabilidade
estdtica longitudinal, desempenha um papel importante no estudo da dindmica de
acronaves. Este parimetro € bastante sensfvel a distérbios, podendo ser fortemente
Influenciado pelas distorgoes acro—-eldsticas da asa, cauda e fuselagem, e pelas
mudangas nos centros de gravidade e de aerodinimica da aeronave. Este dltimo € o ponto
sobre o qual as varlagbes no &ngule de ataque agemk efetivamente. Todos estes fatores

em conjunto indicam que existe um elevado grau de incerteza em Ma.

Neste exemplo, o parémetro Ma estd sujeito ao seguinte intervalo de

incerteza:

84,72 « Mcx < 25,28 . (6.27)

Deseja~se  obter um confrolador que mantenha a estabilidade robusta do
sistema descrito pelas equagdes (6.24) e (6.26). Para a aplicagio da metodologia
desenvolvida neste trabalhoe, € necessdrio determinar a fungio de transferéncia

equivalente para o sistema.

Notando-se que este sistema € observdvel, independentemente do pardmetro Ma’
a fungdo de transferéncia que relaciona a safda y(t) com o controle u(t) € obtida

COomo:

~0,10645°~34,10365°-2,062 9 5+0,1143

Pis)= 5 . (6.28)
s4+4, 328553'?(4, 3824-1\4“)8 +{0,9786-0, 0665?\4“} s+(0, 52720, 0045(}8Mm)

A relagio de dependéncia linear entre o vetor de pardmelros p ¢ o pardmetro

incerto M“ ¢ expressa por:
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.ai 0 4,3285
a, -1 4,3824
a, ~0,060500 0,9786
a, 0,004508 0,5272
P=lob, | T Myt | -0,1064 : (6.29)
b, 0 34,1036
b, o ~2,0629
b, 0 0,1143

H{s) ’ (6.30)

Utilizando-se o algoritmo 5.1, o seguinte controlador D-estabilizante, onde D € o
semiplano esquerdo no plano complexo, fol obtido:
i 1
hi 1,08
K= ge = 0,65 . (6.31)
g, -0,85
com medida de robustez igual a:
m(x)= 1,03
O maior intervalo de incerteza admissfvel para Ma‘ associado ac controlador x, é:
-96,99 < M < 27,55 . (6.32)

O controlador x ¢ uma solugio aceitdvel para o problema, pois m(x) z 1. O

lugar das rafzes do polindmio caracterfstico do sistema em malha-fechada, com o
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parémetro Ma variando no intervalo dado em (6.32), pode ser visto na figura 6.6.

Fig. 6.6. O lugar das rafzes para o controlador x
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CAPITULO 7

CONCLUSOES
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7.1 ConcrLusdes

Neste trabalho, fol apresentada uma metodologia de projeto de controladores
com desempertho robusto em relagio &s Incertezas paramétricas (estruturadas). Este
método ¢ aplicdvel a processos cujos pardmetros podem estar sujeitos a incertezas ow
depender linearmente de um outro conjunto de pardmetros incertos. As Incertezas sio
descritas através de intervalos, conhecidos @ priori, e nio hd restrigio quanto ao

nimero de pardmetros incertos.

As caracteristicas de desempenho descjadas no  projeto  de controladores

robustos sio especificadas por uma regido no plano complexo, na qual devem estar

localizados os polos de matha-fechada, para toda incerteza admissivel do processo. A

unica restrigho a esta regifio € que secja conexa.

Utilizando-se  estas consideracbes, uwma funcfio medida de robustez foi
definida para a comparagio entre controladores. Através desta € possfvel determinar os
intervalos mdximos para os parametros incertos, ou a maior regido hiperparaleiepipedal
no espaco de parametros do processo, associada a um controlador dado, de maneira que a

estabilidade relativa do sistema seja assegurada.

Este resultado também pode ser usado como um complemento pritico do método
do lugar das raizes, com o qual se analisa a influéncia de apenas um pardmetro na
localizacio das rafzes da equacho caracterfstica. Com este resultado ¢ possivel
verificar se as rafzes de um polinémio intervalo pertencem a uma regldo dada no plano

complexo.

Um algoritmo iterativo para o projeto de controladores robustos foi
apresentado. Este algoritmo s¢ basela ma busca do controlador que maximiza a fungio
medida de robustez. A diregio de busca propesta fol determinada analiticamente a
partir dc gradiente desta fungio. Nos pontos em que o gradiente nio existe, uma

direcio alternativa fol adotada,

Estc algoritme ndo assegura que um mdéximo global seja encontrado. A falta de
garantias de otimalidade, entretanto, pode ser compensada pelo fato de que uma
condigdo necessdria e suficiente para sc obter uma solugio para o problema de alocagio

de pélos robusta ¢ que o controlador resultante possuz uma medida de robustez malor ou

igual a unidade.

A fungio medida de robustez, definida neste trabalhe, pode fornecer
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resultados conservativos nos casos em que os coeficlentes do polindmio caracterfstico
do sistema em malha-fechada forem fungdes nfo-lineares de um conjunto de parimetros
incertos. Isto acontece, por exemplo, em sistemas com muiltiplas entradas e midltiplas
safdas, sujeitos a incertezas paramétricas. O problema de sintese de controladores
robustos, através de atribuicio de regifio de pdlos, para sistemas multivaridveis
sujeitos a Incertezas estruturadas, constitul uma importante 4rea de pesquisa, a Ser

desenvolvida.

Algumas sugestbes para estudos futuros sic a extensdo destes resultados de
modo a permitir o tratamento de regides mais gerais, para localizagio dos pdlos de
maltha-fechada do sistema, e o desenvolvimento de algoritmos de projeto mals
eficientes. A exigéncla de gue a regido de alocagio seja conexa pode ser limitante em

algumas aplicagbes como, por exemplo: problemas de alocagdo de pdlos dominantes e

projetos de filtros de Butterworth com pardmetros incertos, onde ¢ necesséria a

separaciio dos pdlos.

Uma extensio deste trabalho, que leva em consideragdio a presenga de

perturbagdes estocdsticas para o caso discreto, estd sendo realizada por Paiva (1991).

Outra possibilidade de extensio € a abordagem conjunta dos problemas de
estimagdo robusta e controle robuste. O problema de estimagio robusta consiste em
obter uma regido no espaco paramétrico do processo a partir de medidas de entrada e
safda e do conhecimento de limitantes para a amplitude das perturbagbes
( Clement, 1987). Esta regifo pode ser utilizada no contexto deste trabalho para a
obtencdoc de um controlador. Em Messaoud et al. {(1992), uma primeira tentativa de

resolucdo deste problema on /ine € realizada.

Finalmente, outra 4rea de pesquisa importante ¢ o desenvolvimento de

técnicas que trstem simultaneamente de incertezas estruturadas e nio-estruturadas.
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APENDICE:

PROVA DO TOEREMA 41
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Neste apéndice serd demonstrado o teorema 4.1, que determina a fungiio medida

de robustez local m(x,z).

Considera-se o item a) do teorema 4.1 — os vetores g € b em U(x,z) séo

lincarmente dependentes:

R TR (A1)

Pela definicio de m{x,z), kz ¢ o malor valor do parimetro k tal que
Pk} n u(x,z) = @. Observa-se que P(k) ¢ uma regiso hipercibica, centrada na origem,

com arestas de comprimento igual a 2k, e u(x,z) € definido pela expressio (4.14).

Inicialmente, serd provado, por contradigio, que I}”(kz) n vix,z) 8 @ Seja g*

um vetor pertencente 2 intersecdo entre P(k ) e v(x,z) dado por:
z

*o T ng

q*={ 4, 9y - 9, " eR . (4.2)
Como q* € P(kz), entio:

16:;{] < kz ¥ e {1,2,..,nq} . {(A.3)

A relagio a seguir € vélida, pols g* € vlx,2):

nq
Lag =-a . (A.4)
i=1

Considerando-se o mdédulo da equagdo (A.4), decorre da desigualdade

triangular que:

g nq
[-a | = iE}aiq;i = ;§1§a‘q‘E . (A.5)
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Logo:

ng
l~a 1 = F lallq,l . {A.6)
j=1

A partir da desigualdade (A.3), tem-se que:

nq a4
§iﬂiiiqil < §3015 L (A.7)

i=1 =1

Comparando-se as equagdes (A.6) ¢ (A.7), pode-se concluir que:

‘ 4 (A.8)

ta |
0
ic;zm ng
) iaii
i=1
A intersecio %”(kz) n vix,z) = @, portanto, ¢ wvazia, devido a arbitrariedade

na escolha do q*.

Em seguida, serd provado que kz é o malor valor de k tal que

P(k) n vix,z) = 2. Seja k' > kz tal que
Pk’) n vix,z) = @

(A9}

Considera-se o vetor q* € R cujas componentes sio definidas como:
q po
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qi= Sgn(ai)kl ,V! e {1.29«--&9} * (A.i(})

onde a fun¢fo sgn(+), apresentada em (5.18), € igual a:

+1,5e >0
sgni{a)={ O,se a=0 (A.11)
-1,se a<0
e kl ¢ dado por:
SRT . (A.12)
¥ olal ’

Serd demonstrado, a seguir, gque o vetor g*, definido em (A.10), pertence a

P(k’) € a u(x,z} e gue, portanto, a intersecdo em {A.%) nio € vazia com k' > k .
Z

Como iqiiz iklln kz, Vi € {1,2,...,nq}, entio:
lg i < k' ,vi . (A.13)

A partir da desigualdade (A.13), portanto, pode-se concluir que g* € P(k’).

Considerando-se a definicfio em (A.10), a seguinte relagio ¢ vélida:

ng g
fglaiq‘ = Elaisgn(ai)kl . (A.14)

A expressio (A.14) pode ser simplificada como:
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ng nq
Lag = Llalk . (A.15)
i=}l i=1

Substituindo-se o valor de kl’ dado pela equagiio (A.12), na expressio acima ({(A.15),

tem-se que:

g

L a9, = -4, (A.16)

Logo, o vetor q* também pertence a wv(x,z). Como conseqiléncia, kz € o maior valor de k

tal que Pk} n v(xz) = @ , ou seja, P{kz) ¢ o maior hipercubo, centrade na origem,

nq
limitado pelo hiperplano ¥ aq = -a.
=1

Considera-se, agora, o item b} do teorema 4.1 — os vetores @ ¢ b em Ulx,z)

nio sio linearmente dependentes:

fe |
0i
mix,z)= kzm BN e F01,2, .00,
. q

n
igltcji]
(1)

(A.17)

i

onde ¢ =ab-ab.
SIS N A

O conjunto wu(x,z), definindo em (4.14), pode ser expresso pela intersegio
entre os seguintes hiperplanos:

Rq

= - (A.18)
jElajqj %
ng
Ybg = -b
=1 1 0 (A.19)
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Neste caso, o problema de determinar kz, o malor valor do parimetro k tal
gue P(k) n vix,z) = @, pode ser dividido em vidrios problemas equivalentes ao do item
a). Com este objetivo serfo analisadas todas as projegbes de u(x,z) sobre os

hiperplanos ortogonais &s coordenadas 9. 1 € {1,2,...,nq}).

Obtendo-se, Inicialmente, o valor de q, em funcio dos qj (j#1) na equagio
(A18) e, em seguida, substituindo-o na equagio (A.19) (ou vice-versa), tem-se que a

projecdo de u(x,z) sobre o hiperplano ortogonal 2 coordenada q ¢ dada por:

ng
Ei(aibimaibi)q} = —(aobiwaibol .
{J#1)

ot mais sucintamente:

g
reg = -c .
=1 I o (A.20)

(3#1)

Como demonstrado anterlormente no Iltem a), o malor hipercubo, centrado na

origem, limitado pelo hiperplano (A.20) ¢ obtido para k igual a:

_— f-c,.}
i ng )

A2l
£ le | (A21)

= M

(j#1)
Obviamente, cji:O para =i

O mator valor do parimetro k tal que P(k) n vix,z) = @ ¢ dado pela

maximizagio de ki, i € {1,2,..,nq}, pois todas as projegdes de v(x,z) consideradas

sdo ortogonals a cada q, ou seja:
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kf max k! = MAX e 51,2,.0.,04.
i : 4 (A.22)
L e,
j=1
(ji)

kz determina, entio, o maior hipercubo, centrado na origem, limitado pela
intersegio entre os hiperplanos (A.18) e (A.19). Este resultado € igual ao apresentado

em (A.17). Portanto, a demonstracio do teorema 4.1 estd concluida.
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