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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre Computagdo Quantica Topoldgica,
uma drea de pesquisa inserida na computagdo quantica que busca resolver o problema
da decoeréncia na constru¢do do computador quantico de uma maneira inovadora. Essa
computagdo envolve aspectos de areas distintas relacionadas a mecénica quantica: teoria
de grupos, representacdo de grupo, anyons e outras. Por isso, uma fundamentacao tedrica
basica nesses topicos € necessiria e serda apresentada para embasar o modelo geral de
Computacao Quantica Topologica. O modelo de Fibonacci € um caso especifico que sera
tratado com €nfase por ser o mais difundido e o unico universal conhecido até o momento.
Com o modelo de Fibonacci, construimos novas portas quanticas, cuja andlise possibilitou

conclusdes e um refinamento no algoritmo existente para encontrar tais portas.

Palavras-Chave: computacdo quantica topolégica, computacdo quantica, anyons,
grupo de tranca, anyons de Fibonacci.
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Abstract

In this work, we present a study about Topological Quantum Computation, a research
area included in quantum computation that seeks to solve the problem of decoherence in
building a quantum computer according to an innovative way. This involves computing
aspects of different areas related to quantum mechanics: group theory, group representa-
tion, anyons and others. Thus a basic theoretical foundation in these topics is necessary
and will be presented to support the general model of Topological Quantum Computa-
tion. The Fibonacci model is a particular case, which will be discussed with emphasis,
being the most widespread and the only universally known until this moment. With the
Fibonacci model, we construct new quantum gates, whose analysis allowed a number of

conclusions to be draw, as well as a refinement of the existing algorithm to find such ports.

Key-words: topological quantum computation, quantum computation, anyons, braid

group, Fibonacci anyons.
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Capitulo

Introducao

A invengdo do transistor ficou marcada no século XX e possibilitou entre outras coisas a evolucao
dos microprocessadores e a revolugdo tecnoldgica decorrente desse processo. Porém outras revolucoes
na ciéncia estavam em curso, como a fisica quintica e seus subprodutos que agora comecam a des-
pontar em dreas como criptografia e computacao.

A computacdo quantica surge como uma nova alternativa para a computagdo tradicional. Prova-
velmente seja um novo paradigma [24], ja que alguns algoritmos quénticos se mostram muito mais
rapidos [29, 24] que os equivalentes cldssicos. Além disso a miniaturizacdo dos processadores atuais
estd cada vez mais se aproximando do raio de relevancia da mecénica quantica e, por isso, essa nova
alternativa também € necessaria.

A Computagao Quantica Topoldgica [20] é uma linha de pesquisa dentro da computacdo quantica
e se preocupa em resolver alguns problemas presentes na constru¢do do computador quantico de uma
maneira inovadora.

Neste capitulo, € feita uma breve revisao historica dos processos que levam a mecanica quantica
e sua conexdo com o mundo real através dos postulados. Em seguida, é feita uma introducdo a
computagio quéntica, e apresentado seu histérico e suas vantagens. E apresentada também a motivagio
para se estudar a computac¢ao quantica topoldgica, objeto de estudo desta dissertacdo. Por fim, descre-

vemos nosso objetivo e como ele serd tratado na dissertagao.

1.1 O Novo Mundo Quéantico

Os primérdios da mecanica quantica datam do final do século XIX, quando Max Planck oferece
ao mundo uma maneira de solucionar o problema da catdstrofe do ultravioleta. Planck descreve o pro-

cesso de producao de luz de corpos aquecidos através de pacotes de energia, denominados “quanta”,
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que significa quantidade em Latim. Porém como dito por Planck “Tratou-se de uma hipotese pura-
mente formal, e ndo refleti muito sobre ela, mas apenas sobre o fato de que, sobre quaisquer cir-

cunstdncias, custasse o que custasse, um resultado positivo tinha de ser obtido”!

. Mal sabia o quao
abrangente e consistente se tornaria a teoria que ajudou a criar.

Apesar de inicialmente a proposta de Planck ter sido bastante debatida, mesmo com certas ressal-
vas, alguns pesquisadores a utilizaram. Um exemplo foi Einstein, que, em 1905, em um de seus cinco
célebres artigos, propde a quantizacdo do campo eletromagnético e, com isso, explica entre outros
fendmenos o efeito fotoelétrico, que lhe rende o prémio Nobel de Fisica em 1921.

Além de Einstein, Bohr, Heisenberg e Schrodinger também desenvolvem trabalhos nessa fase
construtiva da mecanica quantica, sendo os dois tltimos nomes citados em associacdo com 0 processo
de formalizacdo da teoria quantica, processo esse que se estabelece plenamente em 1926 com Paul
Dirac.

A mecanica quantica preocupa-se em estudar sistemas fisicos nos quais os efeitos quanticos sao
relevantes, e isso se dd proximo ou abaixo da escala atdmica; porém ela deve ser compativel com
a fisica cldssica em escala macroscopica, sendo dessa maneira mais universal. Matematicamente

falando, ela é uma estrutura para o estudo de teorias fisicas e a conexao com o mundo real ¢ dada

através dos postulados da mecénica quantica [24].

Postulado 1

A qualquer sistema fisico isolado existe associado um espago vetorial complexo com produto
interno (ou seja, um espago de Hilbert), conhecido como espaco de estados do sistema. O sistema é

completamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitdrio no espago de estados.

Postulado 2

A evolugdo de um sistema qudntico fechado é descrita por uma transformagdo unitdria. Ou seja,
o estado |y) de um sistema em um tempo 1, estd relacionado ao estado |y') do sistema em ty por um

operador unitdrio U que depende somente de t| e ty:

V') =Uly).
Postulado 2’

A evolucdo temporal do estado de um sistema quadntico fechado é descrita pela equagcdo de

'H. Fleming, Max Planck e a Idéia do Quantum de Energia. In: M. Hussein e S. Salinas (Orgs.). 100 Anos de Fisica
Quantica (Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo, 2001), p. 10.
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Schrodinger:

d|y)
dt

Nessa equagdo, h é uma constante fisica chamada de constante de Planck, cujo valor é determinado

ih

=H|y).

experimentalmente. Na prdtica, é comum absorver o fator h dentro de H, efetivamente convencionando-

se h=1. H é um operador Hermitiano conhecido como Hamiltoniano do sistema.

Postulado 3

As medidas quanticas sdo descritas por determinados operadores de medida {M,,}. Esses opera-
dores atuam sobre o espaco de estados do sistema. O indice m se refere aos possiveis resultados da

medida.

Postulado 4

O espaco de estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial dos espacos de estados
dos sistemas individuais.

Interpretando os postulados vemos que o primeiro postulado estabelece a arena para a mecanica
quantica, ja o postulado 2 nos diz que a dinamica de um sistema fechado é governada pela equacdo
de Schrodinger e, portanto, por transformagdes unitarias. O postulado 3 especifica como extrair
informacodes de sistemas quanticos e o postulado 4 estabelece como compor diferentes sistemas quan-
ticos.

Algumas propriedades da mecanica quantica decorrentes dos postulados sdo, a principio, estra-
nhas, como a impossibilidade de observar diretamente um vetor de estado e o fato de que a observagao
em mecanica quantica € um processo invasivo que muda o estado do sistema. No entanto, essas pro-

priedades contra-intuitivas sao fundamentais para a computacao quantica.

1.2 Origens da Computacao Quantica

A ciéncia da computa¢cdo moderna se inicia com o artigo de Alan Turing em 1936, onde € descrita
a no¢ao abstrata de computador programavel e, nao muito tempo depois desse artigo, surgiram 0s
primeiros computadores construidos a partir de componentes eletronicos. Além disso, a formulacdo
da tese de Church-Turing que estabelece que qualquer algoritmo pode ser simulado por uma maquina
de Turing universal se tornou amplamente aceita e estabeleceu bases para o desenvolvimento de uma

teoria da computacao.
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No final da década de 1960 e inicio da década de 1970, a tese de Church-Turing foi modificada para
uma versao mais forte, porém, problemas como o algoritmo de Solovay-Strassen sobre a fatoracao de
primos e a computacao analdgica levaram a uma modifica¢do ad-hoc na tese forte de Church-Turing.

Motivado pelo problema de enunciar um modelo de computacgao universal, Deutsch, em 1985, per-
guntou se as leis da fisica poderiam ser utilizadas para derivar uma versao ainda mais forte da tese de
Church-Turing e, como as leis da fisica sdo em ultima andlise quanticas, Deutsch foi naturalmente le-

vado a considerar aparatos quanticos, e isso culminou na concep¢ao moderna de computador quantico

[24].

1.2.1 Vantagens da computaciao quantica

Dois sdo os pilares fundamentais que explicam a necessidade de se construir um computador
quantico. O primeiro estd relacionado com a miniaturizacdo dos componentes dos processadores,
que se deve a busca por maior rapidez no processo de computacdo. Essa miniaturizacao podera levar
a processos que se aproximem do raio de relevincia da mecénica quantica, que, portanto, devera
ser levada em consideragdo no futuro na construcao de computadores. Porém, o mais fascinante na
mecanica quantica sio os algoritmos que propiciam ganho de velocidade com relagdo a computagao
classica.

Boa parte do problema de se transmitir informagdes entre pessoas de maneira privada com a velha
arte da criptografia reside na dificuldade da transmissdo de chaves de maneira confidvel: isso € feito
em [28] e em [5] utilizando os problemas do logaritmo discreto e da fatoracao de ndmeros grandes.
No entanto, para surpresa da comunidade cientifica, Shor propde, em 1994, um algoritmo [29], em
que soluciona os problemas apresentados em [28, 5] com reducdo exponencial em termos de comple-
xidade computacional através da computagdo quantica, sendo esse realmente um fator importante e
que motivou estudos na drea, ja que o sistema RSA e similares sdo amplamentes utilizados até hoje.

Além do algoritmo de Shor, outro algoritmo importante é o de Grover, que faz a busca em uma
lista com reducdo quadratica em termos de complexidade computacional. E apesar de o ganho nio ser

extraordindrio, € de extrema importancia, pois esse processo € corriqueiro em computacao.

1.2.2 Computacao quantica topoldogica

No desenvolvimento do computador quantico, muitas dificuldades sdo recorrentes, sendo uma das
principais a decoeréncia, que é a perda de informacao quando o sistema quantico interage com o ambi-

ente. Para lidar com esse problema, foram propostos os cddigos corretores de erros quanticos [26, 1],
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em principio utilizando ideias semelhantes aos c6digos corretores de erros classicos, mas com o viés da
computacdo quantica. Porém, dentre os c6digos corretores de erros quanticos, Kitaev [20] propde uma
linguagem alternativa utilizando topologia, possibilidade ja considerada por Michael H. Freedman em
1988, mas sé posteriormente publicada [23]. A ideia foi utilizar certas propriedades de particulas
confinadas em um plano para realizar computacdo quantica, particulas estas chamadas anyons. As
propriedades do sistema estariam relacionadas a topologia do sistema fisico: assim, deformagdes
continuas causadas pelo ambiente ndo seriam capazes de alterar tais propriedades. Essa proposta de
Kitaev da origem a Computag¢ao Quantica Topolégica (CQT), como observado em [23], uma das areas
mais notaveis de desenvolvimento envolvendo processos quanticos. Essa computacdo € naturalmente

tolerante a falhas, ja que a protecao da informagao ocorre durante o processo de computacao.

1.3 Proposta do Trabalho

A partir da proposta inicial de Kitaev [20], houve um grande avanco na CQT, como a construgdo
do modelo geral de computacdo [27], a construcdo de portas de modelos especificos que levam a
universalidade [2], a descricdo algébrica da dindmica de anyons apresentada em [25] e referéncias, a
partir da teoria de categoria , além da abordagem distinta desses mesmos problemas apresentada em
[17, 19].

A construcao propriamente dita do computador quantico topoldgico esbarra na dificuldade fisica
de encontrar e controlar essas particulas bidimensionais responsaveis por realizar a CQT, os anyons,
mas também possui entraves tedricos que serdo abordados nesse trabalho. Acreditamos que, assim
como aconteceu com a computacdo cléssica, € preciso um desenvolvimento teérico da CQT para
estabelecer um avanco tecnolégico pleno, sendo esse o nosso ponto de partida.

Neste trabalho, sdo apresentados os diversos avangos obtidos na drea de CQT, com abordagens
e enfoques diferentes, de uma maneira organizada e critica. Também serdao mostradas novas portas
quanticas para um modelo especifico de CQT, além de propostas de trabalhos futuros em alguns pontos
especificos. Pretende-se, com isso, tornar a CQT mais acessivel e encorajar futuras pesquisas nessa

area ainda pouco difundida no Brasil.

1.4 Descricao da Dissertacao

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte maneira:
O Capitulo 2 contém elementos bésicos para o entendimento da CQT. Possui se¢cdes independen-

tes que tratam da computacdo quantica, do grupo de permutacio e do grupo de tranca.
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O Capitulo 3 é dedicado exclusivamente aos anyons, objetos fundamentais da CQT. A maneira
como naturalmente surgem em sistemas quanticos bidimensionais, seu embasamento fisico e sua
dindmica sdo abordados. Por fim, apresentamos um modelo geral de CQT.

O Capitulo 4 é dedicado, em boa parte, a0 modelo de Fibonacci, o tinico modelo de CQT universal
conhecido até o momento. Sdo mostradas as leis de fusdo, a construcdo das matrizes de representacao
de duas maneiras diferentes, a constru¢ao das portas de um qubit e a constru¢do de uma porta de dois
qubits. Sdo apresentadas também novas portas de um qubit para o modelo de Fibonacci, e, um novo
algoritmo para encontrar tais portas. Por fim, € mostrado o que existe na literatura além dos anyons de
Fibonacci.

No Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusoes e sugestdes de trabalhos futuros.



Capitulo

Conceitos Basicos

Na primeira secdo deste capitulo, € feita uma abordagem dos processos que envolvem computacao
quantica. O bit quantico, as portas quanticas e a questdo da universalidade em computacdo quantica
sao assuntos tratados. Na segunda secdo, o grupo de permutagao € abordado. E, por fim, o grupo de
tranca e suas representacoes sao explorados na dtima secdo. Essas secdes sao independentes, contudo,

estdo intimamente relacionadas a CQT.

2.1 Computacao Quantica

A computagao quantica é baseada em premissas quanticas, e isso possibilita novos conceitos sobre
a unidade fundamental denominada qubit, novas possibilidades de portas basicas e de conjuntos uni-
versais. A arena em que a computacao quantica € realizada sdo os espagos vetoriais complexos com

produto interno, chamados espacos de Hilbert.

2.1.1 O bit quantico

O andlogo na computagdo quantica do bit classico é denominado bit qudntico ou qubit, e, ao
contrario do bit cldssico, que assume apenas dois valores, o qubit pode assumir uma infinidade de

valores, uma vez que sua caracterizacio se dd através das superposi¢oes dos estados |0) e |1), isto €,

W) = a0) +Bl1),

onde o, B € C com ||?+|B|* = 1. Porém, é importante salientar que, apesar de o qubit ser caracteri-
zado como uma superposi¢do de estados, no momento em que € feita a medida, o estado colapsa para

|0) com probabilidade & e |1) com probabilidade 3.
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Como o qubit é um vetor unitdrio em um espaco de Hilbert, é possivel visualizid-lo através da

esfera de Bloch, como mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Esfera de Bloch.

O qubit também pode ser representado na forma matricial, partindo de:

Essa representacdo é importante para entender as operagdes que sdo realizadas sobre qubits, ou
seja, como operar com as portas quanticas.
No caso geral de n qubits, podemos ter 2" superposicao dos estados, [00...0),[00...1), ... |11...1),

que sdo representados por:
21
v) =} aili),
i=0

satisfazendo a condicdo
2" -1

Z |OC,'|2 =1.

i=0
2.1.2 Portas quanticas

Na computacdo cldssica, existem apenas duas portas de um bit: uma € trivial, a identidade, e a
outra é¢ a NOT. Podemos nos perguntar primeiramente quais sdo os andlogos quanticos dessas portas.
Utilizando a representacdo matricial, verificamos que a porta identidade para um qubit pode ser

expressa da seguinte maneira:
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o)
visto que I([w) Y 1|y) = “) ?Hg}: lg}

A porta quantica andloga a NOT pode ser representada por

I

1
0

visto que X (|1)) =10) e X(]|0)) = |1).

A condig@o necessdria para que uma matriz M», 2, com coeficientes em C seja uma porta quantica
de n qubits é que ela seja unitéria', ou seja, MM = MM = I. Matrizes com essa caracteristica fazem
parte do grupo SU (n), onde n é a dimensdo da matriz e a operagdo é a multiplicagdo de matrizes. Note
que essa propriedade ¢ satisfeita por [ e por X.

As principais portas de um qubit sdo conhecidas como matrizes de Pauli e sdo representadas por:

10 [0 1
o V] x=es] V6]

0 —i I 0
deyz{i O}’ ZEGZE[O _11.

Outra porta de um qubit importante é a Hadamard, que gera estados emaranhados:

1

5[]

A CNOT € um exemplo de porta de dois qubits:

1
0
0

—_ o O

0
0
CNOT = 0
1

oo = O

0 0

Analisando a porta CNOT, podemos verificar que sua atuagdo pode ser separada em dois qubits, o
qubit de controle e o qubit alvo. Assim, se o qubit de controle estiver no estado |0), o qubit alvo ndo é
alterado, porém se o qubit de controle estiver no estado |1), entao € feita a operagdo X no qubit alvo,

disso decorre o nome Controlled-Not, ou nao-controlado em portugués.

10 sfmbolo 1 na equacio de unitaridade indica a matriz conjugada transposta.
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2.1.3 Universalidade em computacao quantica

Primeiramente, definiremos o produto tensorial de dois espacos de Hilbert.

Definicao 1 (Produto tensorial) Sejam V e W espacos de Hilbert de dimensoes m e n respectiva-
mente. O produto tensorial V Q W é um espago vetorial de dimensdo mn, cujos elementos sdo
combinagdes lineares de produtos tensoriais |v) @ |w) dos elementos |v) € V e |w) € W. O produto

tensorial deve satisfazer as propriedades:

o ) @|w)) = (2v) ®@|w) = |[v) @ (2|w)), onde [v) €V,

wyeWezeC;

o (|vi)+ ) ®@|w) = |vi)|w) + |[v2)|w), onde |vi),|v2) €V e |w) € W;

o V)@ (lwi)+|w2)) = [v)[w1) +[v)[w2), onde |[v) €V e [w1),|w2) € W.

Além disso, se A e B sdo operadores em V e W, pode-se definir o operador A®@ B em V @ W como
(AR B)([v)®|w)) =A|v) @B|w). (2.1)

Como exemplo, considere Ay, x2m, Banx2, portas quanticas de m e n qubits respectivamente, entao

A ® B é dado pela matriz 4mn x 4mn

a1 B appB ... al(2m)B
ay B a»nB ... a B
ADB = ) 2(2m) ,
aomnB apmpB ... agpmem)B

onde a;; € o elemento localizado na linha i e coluna j da matriz A e cada termo q;;B denota uma
sub-matriz 2n X 2n cujos elementos sio os produtos de a;; por cada elemento da matriz B.

Com isso, podemos introduzir o conceito de universalidade em computacdo quantica.

Definicao 2 (Portas quanticas universais) Sejam U e V portas quanticas. U é dita universal se qual-
quer porta V puder ser decomposta em fungcdo de U e de um conjunto de portas de um qubit. Nesse
caso, decompor V significa escrever V como produto de portas que sdo produto tensorial de U por

portas de um qubit.

Como exemplo de porta universal temos a CNOT [24]. Observe que podemos decompor a porta

V, descrita abaixo, como:

10 0 0
01 0 0

V=150 o _1|=U®Y).CNOT.(I®Y).
00 -1 0
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2.2 Grupo de Permutacao

O grupo de permutagdo desempenha papel importante na evolugdo de sistemas quanticos tridimen-
sionais. Basicamente, o grupo de permutacio ¢ formado por todas as bijecdes de um conjunto finito
nele mesmo, com a operagdo composicao de fungdes. O conteido desta secdo estd contido em [6],
assim como as demonstragdes que serao omitidas.

Como podemos colocar um conjunto finito em bijecdo com o conjunto {1,2,...,n} temos a se-

guinte defini¢do.

Defini¢ao 3 (Grupo de Permutacio S,) Seja A o conjunto finito {1,2,...,n}, o grupo de todas as

permutacoes de A é denotado por S,,.

Um exemplo de grupo de permutagdo € o S3, cujos elementos sao:
o — 1 23 o — 1 23 o — 1 3
"\123) T 132) 232 1)
o — 1 23 o — 1 23 ox — 1 23
T 213 ) T 231 ) T3 2)

Como exemplo de operacdo, considere a composi¢do 07 o 04 em S3, realizada da esquerda para a

NS T \S]

direita. Temos entdo:

o1 —>1—2;
e 233 —1;
e 323
. . 1 2 3 P ~
Com isso, conclui-se que 07004 = 213 )09 Além disso, toda permutagdo de S, pode

ser escrita de uma maneira mais conveniente através de transposicoes.

Definicao 4 (Transposicoes em S,,) Uma transposicdo em S, é uma permutagcdo que ndo alteran—?2

elementos e troca os dois restantes.
Do exemplo sobre S3, vemos que 07, 0, € 03 sao transposi¢des.
Corolario 1 Toda permutacdo ¢ em S, pode ser escrita como o produto de transposicdes.
A Defini¢ado 5 estd relacionada ao nimero de transposi¢cdes na decomposi¢ao de uma permutacgao.

Definicao 5 (Sinal de uma permutacdo em S,) O sinal de uma permutacdo o, sin(c), é 0 se G for

escrita com um nimero par de multiplicacdo de transposicoes e 1 se for escrita com um niimero impar.



2.3. Grupo de Tranca 12

2.3 Grupo de Tranca

O grupo de tranca é mais rico que o grupo de permutagdo pois considera a ordem em que ocorrem
as trocas dos elementos. O grupo de tranca de ordem n serd denotado por B, do inglés braid, que
siginifica tranca. Geometricamente, cada elemento pode ser visto como entrancamentos de n cordas
presas em cima e em baixo por barras horizontais. Uma maneira conveniente de representar os ele-
mentos do grupo de tranca € em fungdo dos geradores do grupo. Na Figura 2.2 sao mostrados os n — 1

geradores de um grupo de tranga de ordem n.

g1 o On—-1

1 2 3 n 1 i i+l gp 1 n—-1 n

DN O
1 N |

n 1 7 i+1 n 1 n-—1 n

Figura 2.2: Geradores do grupo de tranca de ordem n.

O elemento inverso de um grupo de tranca é obtido trocando-se a ordem de entrancamentos, €

o elemento neutro / € composto de cordas verticais sem nenhum entrangcamento, como mostrado na

Figura 2.3.
01 o} I
1 2 3 1 2 3 1 2 3
e
R e

Figura 2.3: Elemento inverso e elemento neutro em Bs.

A operagao de composicao entre os geradores do grupo de tranca é realizada através de justaposicao
vertical de cada elemento em sequéncia. A Figura 2.4 ilustra um exemplo de uma sequéncia dada por

010, 163 em termos dos geradores do grupo.

Definicao 6 (Grupo de Tranca) Seja B, consistindo dos geradores 61,03, ...,0,_1 com as seguin-

tes relagdes, 6;0,0; = 6;0;0; se |i— j| =1 e 0,06j = 0j0; se |i— j| > 2. Denotaremos B, por

0;6; = O0;C; Se‘i—j‘zz

0;0;j0;, = 0;j0;0; seli—jl=1
Bn:<61,62,...,6n_1 I J J .
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0109 103

Figura 2.4: Operacdes em Bj.

Considere como exemplo o grupo de tranca B3. Como mostrado na Figura 2.5, os geradores de
B3, 01 e 0, obedecem a relagdo 610,0] = 0,010;. Essa é uma relacdo importante e estd conectada
fortemente aos anyons de Fibonacci, como veremos no capitulo 4.

1 2 3 1 2 3

\ \

L)L
AN
) )

3 2 1 3 2

010201 = 020102

Figura 2.5: Geradores de B3.

2.3.1 Representacoes do Grupo de Tranca

Representagdes do grupo de tranga sdo de fundamental importancia na CQT. Apresentaremos nesta
secdo duas maneiras distintas de se obter representacdes do grupo de tranca. A primeira € a partir de
solucoes da equacao de Yang-Baxter.

Seja R solugdo da equacdo da equacao de Yang-Baxter:

(RRNIRR)(RRI) = (IRR)(RRI)(IXR). (2.2)

E R com dimensao 4 x 4. Uma representacdao do grupo de tranca B,, por matrizes 2" x 2" é dada

por:

0=I®...QR®...I (i=1,....n—1). (2.3)
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A equacdo (2.3) envolve n — 1 matrizes, e a matriz R atua no i-ésimo termo do produto tensorial.
Os outros termos sao matrizes identidades I de dimensdo 2. Em [16] sdo mostradas trés solu¢des para

a equacao(2.2), sendo uma dessas solucdes a seguinte matriz,

1 1
n 007
o L =L o
R=| o ¥ 0
0 55 5 0
=1 o o L
V2 V2

Que assim como a CNOT pode ser vista com uma porta quantica universal.

A outra representacao do grupo de tranca € obtida a partir da dlgebra de Temperley-Lieb.

Definicao 7 A dlgebra de Temperley-Lieb de ordem n, denotada por T L, possui os seguintes gerado-

res {I,Uy,U,,...,U,_1}, onde I é o elemento identidade e o outros geradores satisfazem as relagées:
1. U} = 38Uy
2. UiUinU; = Uy;

3. UU; =UU,

i—jl>1

Geometricamente o conjunto {/,U;,Us,...,U,_} tem a seguinte interpretacio ilustrada na Figura
2.6.
I U1 []1 Un,—l

1 2 n 1 2 n 1 4 i+1 n 1 n—1 n

_/ _/

1 2 n 1 2 n 1 i 1+1 n 1 n—1 n
Figura 2.6: Geradores da dlgebra de Temperley-Lieb.

As operacdes de composi¢ao com os geradores da dlgebra de Temperley-Lieb sdo feitas de maneira
semelhante as trangas, ou seja, opera-se fazendo justaposicao vertical. Como exemplo, as propriedades
1 e 2 dos geradores da algebra de Temperley-Lieb sdo verificadas para um caso particular mostrado
na Figura 2.7. Observe que o 6 da Definigdo 7, estd associado geometricamente a um circulo.

Em [13] mostra-se que € possivel construir uma representagdo do grupo de tranca, a partir da
algebra de Temperley-Lieb. Ou seja, primeiro representam-se os geradores da dlgebra de Temperley-

Lieb, e, como consequéncia, obtém-se a representacao do grupo de tranga.
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\J J
o Qf\ ﬁf\

) O C

U,U,U, = Uy

Figura 2.7: Propriedades 1 e 2 da algebra de Temperley-Lieb.

Teorema 1 Seja B, o grupo de tranca de ordem n e TL, a dlgebra de Temperley-Lieb de ordem n.
Sejam ainda ©1,03,...,0,—1 os geradores de B, e {I,Uy,U,,...,U,_1} os geradores de TL,. Se

tomarmos 8§ = —A% — A2 e definirmos p(o;) = AU; + A" e p(6;') = A~U; + A, obtemos uma

1
representacdo do grupo de tranca.
Demonstracio: E preciso verificar as trés propriedades:

Lop(a)p(o; ) =1;

2. p(a))p(oi+1)p(0;) = p(oi+1)p(oi)p(0;+1);

3. p(a)p(o)) = p(0))p(cy). para |i— j| > 1.

Lp(o)p(o;!) = (AUA+AH)AT'U+A)
= U+ A@+AHU+1
= (“A2—ATHU 4 (A2+AU;+1

=1.

2.p(0)p(Gir1p(0) = (AU+A"") (AU +A™ 1) (AU +A71)
= (A’UUi Ui+ Ui+ Ui + A7) (AU +A7
= AU +AUU; 1 + SAU + A7 Ui + AU Ui + AU + AT U A3
= AU+ AUU 1 + Ui\ U) + 247 W0+ A7 W0 + (—A% —A2)AU; + A3

= A(UiUip + Ui U) + A" U4 Uiy ) +A73
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Observe que a expressao anterior nao altera se trocarmos i por i+ 1, e i+ 1 por i, com isso conclui-se
que p(6;)p(0i+1)p(6:) = p(0i+1)p(0:)P(Oi+1)-
3. Como U;Uj = U;U; para |i — j| > 1, segue que p(0;)p(0;) = p(0)p(0i).

Um exemplo de representacao de B3 utilizando o teorema 1 é mostrado na secao 4.3.



Capitulo

Computacao Quantica Bidimensional

O titulo do capitulo é bem sugestivo pois realmente trataremos de um novo mundo quantico, porém
agora bidimensional. Veremos como isso possibilita novas particulas com comportamentos diferentes
do “antigo” mundo quantico. O surgimento dos anyons serda abordado, ou seja, como eles natural-
mente emergem de processos quanticos bidimensionais. O efeito Hall quantico fraciondrio também
serd apresentado, pois teoricamente possibilita a existéncia de anyons. Além disso, a dindmica dos
anyons serd explorada, os espacgos de fusdo, as matrizes de representacdo e os axiomas de consisténcia.

Por fim, apresentaremos um modelo geral de CQT, com todas as suas caracteristicas e peculiaridades.

3.1 O Surgimento dos Anyons

Considere um sistema com »n particulas idénticas no espaco tridimensional. A permutacdo dessas
particulas deixa o sistema fisico inalterado do ponto de vista da mecanica cldssica, no entanto, pela
mecanica quantica o estado do sistema pode mudar, adquirindo uma fase [25]. Dessa maneira, o
espaco de estado do sistema deve carregar uma representacao unitaria p do grupo de permutacao S,,.
Assim, sendo ¢ uma permutagio, p(c) = ¢®1.

Se 7 € uma transposi¢do, entao 12 = id, onde id é a permutacdo identidade, com isso obtemos
p(7?) = [p(t)]> =1, entdo p(t) = %1. Vamos supor agora que T e T, compartilhem um elemento, ou
seja, T| realiza a troca de a por c e 7, realiza a troca de b por ¢, entdo T; T, T] = T, T Tp. Da igualdade
anterior, podemos afirmar que p(7;) = p(72). Dessa maneira inferimos que para todas as transposi¢des
7, p(7;) =1 ou p(1;) = —1. E como toda permutacdo pode ser escrita em fungdo de transposi¢des,
podemos generalizar ainda mais e afirmar que dada uma permutagdo o, entio p (o) = (—1)*"(9)].

Portanto, 6 =0, 7.
Definicao 8 (Béson e Férmions) Particulas que obedecem p(0) = I sdo chamadas bésons, e particulas

17
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que obedecem p (o) = —I sdo chamadas férmions.

Essa evolucao de sistemas quanticos dada pelas representacoes do grupo de permutagdo, pode
ser chamada também de func@o de onda (), com isso temos a seguinte caracteristica para bsons e

férmions ilustrada na Figura 3.1.

Bosons Fermions
1 T2 1 T2
\I’(Tlﬂ"z) = ‘1’(7‘177"2) ‘1’(7“177“2) = —‘I’(Tlﬂ"z)
1 T2 T1 ]

Figura 3.1: Béson e Férmions.

Consideremos agora um sistema com n particulas no espaco bidimensional. A permutagao des-
sas particulas pode alterar o estado do sistema, adquirindo uma fase. No entanto a evolucido desse
sistema € dada pelo grupo de tranga, ao invés do grupo de permutacao [25, 23, 27], como ilustrado
na Figura 3.2, onde do ponto de vista tridimensional possuem a mesma permutagdo, porém vistos

bidimensionalmente os entrangamentos sao diferentes.

Figura 3.2: Permutacdo e entrancamentos.

O grupo de tranca € muito mais rico que o grupo de permutacao [25]. Note por exemplo que

o} # I no grupo de tranga, o que ndo ocorre para transposi¢des no grupo de permutagdes S,, onde
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72 =id. O fato de o grupo de tranca ser mais rico possibilita representacdes ndo triviais para a
evolucdo do sistema, ou seja, valores para 0 diferentes de 0 e 7. Como observado primeiramente em
[22], a evolucgdo de sistemas quanticos bidimensionais possibilita um continuo de valores para 0, e

isso define os anyons.

Definicao 9 (Anyons) Suponha que tenhamos duas particulas idénticas, ry e rp, em duas dimensaes.
Quando trocamos essas particulas em sentido anti-hordrio, a fungdo de onda (3.1) adquire uma fase
arbitrdria:

(ry,r2) = O¥(r, 1) (3.1)

Os casos 8 = 0,1 correspondem a bosons e férmions, respectivamente, enquanto particulas com

outros valores para 0 sdo chamadas anyons.

3.1.1 O efeito Hall quantico fracionario

Suponha que exista uma faixa no plano xy, limitada na direcdo y e com corrente circulando na
direcdo x. Quando um campo magnético € aplicado entrando perpendicularmente na dire¢ao z, produz-

se uma tensao na direcao y, conhecida como tensdo de Hall, Vy, que deve obedecer a seguinte relacao:

v
¢op="1 (3.2)
C w

onde v € a velocida dos elétrons, B o campo magnético, e € a carga dos elétrons e ¢ € a velocidade da
luz. A equacdo (3.2) pode ser rearranjada da seguinte maneira:
Vo B

R, = — 3.3
v I nec’ (3-3)

utilizando o fato de que I = nevw, com n sendo a densidade de elétrons.

A razao VT” em (3.3) € conhecida como resisténcia de Hall, e € denotada por Ry, = —R,, = ou Ry.
No entanto, quando o processo de obtengdo da resisténcia Hall € realizado em baixas temperaturas,
coisas diferentes acontecem. Nesse caso, a resisténcia Hall deixa de ser linear no campo magnético,
em contraste com (3.3), e passa a apresentar platos e vales [23], cuja descricdo € feita elegantemente
através da mecanica quantica e da equacao (3.4):
h1

—, (34

Ry =
elv

onde A € a constante de Planck, e € a carga de um elétron e v e indica um platd, que assume valores

inteiros. Além disso, e% ¢ denominado o quantum da resisténcia.
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Experimentalmente, foi observado que v assumia valores inteiros e a isso foi dado o nome de efeito
Hall quantico inteiro (IQHE). Klaus von Klitzing, responsavel por esta descoberta, recebeu o prémio
Nobel de Fisica em 1985 por este feito. Valores fraciondrios para v foram observados teoricamente
e, a isso, deu-se o nome efeito Hall qudntico fraciondrio (FQHE). Os valores para v que, segundo

experimentos, seriam possiveis, sdo do tipo v = com p um inteiro positivo. O FQHE sugere a

_D
2p+1°
existéncia fisica de anyons, porém, até 0 momento, tal existéncia ndo foi verificada [23].

3.2 A Dinamica dos Anyons

Um modelo que comporte a dinamica dos anyons € descrito em [27], e deve, a principio, possuir

trés caracteristicas basicas:

1. Uma lista de tipos de particulas. Os tipos devem representar as cargas que as particulas conser-

vaml.

2. Regras de fusdo e separacdo, que especificam valores de cargas quando duas particulas se fun-

dem ou se separam.
3. Regras para entrancamentos, que especificam o que ocorre quando duas particulas sdo trocadas.

Assumiremos também que a quantidade de tipos de particulas € finita e denotaremos essas particulas
por {a,b,c,...}. Dentre os tipos, existe o tipo especial que serd denotado por 1, a particula identidade,
que ndo altera o sistema. Além disso, cada particula a deve possuir uma particula conjugada a que,

quando fundidas, produzem a particula identidade 1.

3.2.1 Espacos de fusao

Duas particulas a e b, quando combinadas, podem produzir outras particulas, e essa lei de fusao é

denotada por:

axb= ZNaCbC' (3.5)

Cada N7, € um inteiro ndo negativo e indica de quantas maneiras € possivel combinar a com b para
obter c. Se N, = 0, entdo ¢ ndo pode ser obtido a partir de a € b. Se N, = 1, entdo ¢ pode ser obtido
a partir de a e b de uma Unica maneira e, se N, > 1, entdo ¢ pode ser obtido de mais de uma maneira

a partir de a e b. Um exemplo de lei de fus@o para anyons:

axb=a+2b+3c. (3.6)
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Na equagdo (3.6) temos N, = 1, Nfl’b =2 e Nj, = 3. O que significa que se combinarmos a € b,

podemos obter a de uma maneira, b de duas maneiras distintas, e ¢ de trés maneiras distintas.

Definicao 10 (Espaco de fusao) Chamaremos de espago de fusdo V;, o espago cuja base é composta
dos elementos {|ab;c,u), p=1,2,...,N5 }, onde |ab;c,p) indica a base obtida quando funde-se

a com b e obtém-se ¢ da maneira L.

O vetor dual de |ab;c, u) é definido como (ab;c, 11|, e indica que ¢ esta sendo separado em a e b
da maneira t. E conveniente nesse momento introduzir uma representacdo grafica para esses vetores,
como ilustrado na Figura 3.3.

a

= ‘ab§ C, ,U> = <ab; Cwu’

Figura 3.3: Representacdo grafica do vetor da base e seu dual.

Note que, em (3.6), temos os seguintes espacos de fusdo: ;’b,Vfb, > com dimensdo 1,2,3,

respectivamente. E, pelo fato de Vfb ter dimensao 2 e as bases serem ortonormais, € possivel simular

o espago de Hilbert.
Definicao 11 (Anyons nao-abelianos) Um modelo anyonico é ndo-abeliano se

5 >2 (3.7)
para no minimo algum par de tipos ab; se isso ndo ocorrer, 0 modelo é chamado abeliano.

Anyons ndo-abelianos sd@o de fundamental importancia, pois possibilitam simular o espaco de
Hilbert, o que chamaremos de “espaco de Hilbert topolégico”. O caso (3.6) e os anyons de Fibonacci,

do capitulo 4, sdo modelos anyonicos nao-abelianos.

3.2.2 O operador de tranca R

Quando duas particulas com cargas a e b sdo trocadas em sentido anti-hordrio, isso nio altera a
carga total, que denotaremos por ¢; no entanto, essa operagao pode produzir uma a¢do nao trivial no

espaco de Hilbert, jd que leva o estado V;,, para V. Temos entdo o operador de tranga:

R:V,, — V5. (3.8)
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Além disso, se escolhermos as bases candnicas {|ba;c, )} e {|ab;c,u’)} para esses espagos,

podemos escrever R como a matriz unitéria:

R:|basc,u) — Y |abic,u’)( )it -
u'

Na forma de diagrama, a matriz R pode ser ilustrada através da Figura 3.4.

a b a b
y
R ,

= (Rj,)h

C C

Figura 3.4: Matriz de entrancamento R.

3.2.3 O operador de mudanca de base F

(3.9

Suponha que existam trés particulas com cargas a, b e c, respectivamente, que se fundem para obter

uma particula com carga d. Note que ndo € possivel fundir as trés particulas a0 mesmo tempo, mas

apenas de duas em duas, e isso produz dois modos de fusao distintos.

A Figura 3.5 indica esses dois modos de fusdo. No diagrama a esquerda a primeira fusao é do par

(ab) e o resultado € fundido com c para obter d, ja no diagrama a direita, a primeira fusdo é do par

(bc) e o resultado é fundido com a para obter d.

Figura 3.5: Dois modos de fusdo de trés particulas.

A matriz F ndo estd relacionada propriamente aos entrangamentos, mas sim com a mudanga na

ordem de fusio, e € definida da seguinte maneira:

(ab)c;d,env) = Y |a(be);d, e W'v')(Fh )50,

T

cuja representacao ¢ ilustrada através da Figura 3.6.

(3.10)
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Figura 3.6: Matriz F' de mudanga de ordem de fusao.

3.2.4 O operador de tranca B

A matriz B é semelhante a matriz R, pois realiza uma troca de particulas em sentido anti-hordério,

porém no segundo par. A matriz B leva o estado Vjcb no estado V;Z o
.yd d
B:V,p,— Ve (3.11)
cuja representacdo € ilustrada através da Figura 3.7.
b\ c
a m/ a b c
N =D (Bhoh” ¢
e'u'v'
d d

Figura 3.7: Matriz de entrancamento B.

Além disso, como observado na Figura 3.8, B pode ser escrita em fung¢do de R e F, como B =

FIRF.
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bk c bk c
a a
F
e
d
a c b c
-—
F—l
d d

Figura 3.8: Matriz B em funcdo de Re F.

3.2.5 Axiomas de consisténcia

E possivel, a partir das operacdes F e R, definidas anteriormente, estabelecer relacdes que, in-
dependentemente das leis de fusdo, devem ser satisfeitas, sdo os chamados axiomas de consisténcia
[25]; isto é, o axioma do pentdgono e o do hexdgono, respectivamente ilustrados nas Figuras 3.9 e
3.10. Esses axiomas serdo utilizados na constru¢do do modelo de Fibonacci no capitulo 4.

O axioma do pentadgono leva esse nome pois envolve cinco estados distintos, pictoricamente co-
locados em forma de pentdgono na Figura 3.9. Além disso, descreve dois modos diferentes de se
atingir o estado final (*). Para facilitar a visualizacdo, indicamos por linha continua onde o operador
F realmente estd atuando e por linha pontilhada onde nao ocorre essa atuacao.

Os dois modos diferentes de se obter o estado final (*) resultam na seguinte equacdo de con-

sisténcia associada ao axioma do pentdgono:

(Fie)d(Fag)5 = ZF234 (Fra)t(Fhs)s. (3.12)
e
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12 3 412 3 4

Figura 3.9: Axioma do pentidgono.

O axioma do hexdgono leva esse nome pois envolve seis estados distintos, pictoricamente colo-
cados em forma de hexdgono na Figura 3.10, e da mesma maneira que no axioma do pentidgono,
existem duas maneiras de se atingir o estado final (*). Para facilitar a visualizacdo indicamos por linha
continua onde os operadores F e R realmente estao atuando e por linha pontilhada onde nao ocorre

essa atuacgdo.

Figura 3.10: Axioma do hexagono.
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Os dois modos diferentes de se obter o estado final (¥) resultam na seguinte equacdo de con-

sisténcia associada ao axioma do hexdgono:

c b
3 (Fa)sRY = Y (Fh1 )sR 1, (Fias )b. (3.13)
b

3.3 Modelo Geral de Computacao Quantica Topologica

A partir dos conhecimentos adquiridos neste capitulo podemos estabelecer procedimentos que

conduzem a concepcao de um modelo geral de CQT;

1. O computador quantico topoldgico trabalha com os anyons;

2. Diferentes maneiras de combinar anyons ndo-abelianos geram espagos vetoriais complexos (si-

mulam o espaco de Hilbert);
3. A computagdo € iniciada com a criag¢do de pares de particulas/anti-particulas;
4. Quando anyons sdo trocados eles formam entrancamentos;

5. Cada entrangamento acarreta uma alteracdo no sistema, e essa alteracdo € descrita por representacoes

do grupo de tranga;
6. Um conjunto de entrancamentos com a¢do unitdria serd uma porta quantica;

7. Uma medida € feita no final observando o resultado da fusao.

Esse modelo de computagdo € esquematizado na Figura 3.11.
O capitulo 4 une os elementos que irdo esclarecer esses pontos, pois apresentard um modelo es-

pecifico de CQT com todo o aparato descrito por esse modelo geral de CQT.
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criacao aniquilacao

<£/
|

Entrancamentos

>

>?

t

>

Figura 3.11: Modelo geral de CQT.



Capitulo

Computacao Quantica via Modelo de Fibonacci

O foco deste capitulo sdo os anyons de Fibonacci, que possibilitam um modelo especifico de CQT.
Veremos como tais anyons de Fibonacci se fundem na se¢do 4.1, e como essas fusdes podem ser in-
terpretadas de maneiras diferentes. Também serdo construidas as matrizes R, F' e B para o modelo de
Fibonacci de dois modos distintos nas secoes 4.2 e 4.3, um a partir dos axiomas de consisténcia e o
outro utilizando propriedades da dlgebra de Temperley-Lieb. Com as matrizes R e B construiremos,
na secao 4.4, portas de um qubit para o modelo de Fibonacci, e uma tnica porta de dois qubits cha-
mada i-CNOT na se¢do 4.5, que torna o modelo de Fibonacci universal. A secdo 4.6 serd dedicada
exclusivamente as novas portas de um qubit para o modelo de Fibonacci que construimos, € ao novo
algoritmo para encontrar tais portas. Finalmente, a se¢do 4.7 aborda modelos diferentes do modelo de

Fibonacci.

4.1 Leis de Fusao dos Anyons de Fibonacci

O nome anyons de Fibonacci foi introduzido em [27], mas as leis de fusd@o que serdo abordadas
jé eram conhecidas, porém pelo nome de “Modelo de Yang-Lee”. As razdes para alterar esse nome
estdo estritamente ligadas & CQT. O modelo de Fibonacci possui apenas duas particulas, {7,1}, onde

1 € a particula trivial, e deve satisfazer as seguintes leis de fusdo:
e TxXx1l=1x71="1;
o I x1=1;
e TXT=1+4T7.

O nome anyons de Fibonacci, decorre do fato que " = F,,_» + F,,_1 7, onde F; denota o i-ésimo

termo da sequéncia de Fibonacci e 7" denota a fusdo de 7 por ele mesmo n vezes. Observe também

28
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que os anyons de Fibonacci satisfazem a Defini¢do 11 para 7*", com n > 3. Na verdade, o modelo de
Fibonacci é o mais simples com a caracteristica de ser ndo-abeliano [27].
As leis de fusdo do modelo de Yang-Lee estdo relacionadas a feoria de Chern-Simons associada

ao grupo SU(2), indexada por um inteiro positivo k, SU (2)y.

Em SU (2)y, particulas podem ter spins 0, %, 1, %, cee, % E as leis de fusdo sdo do tipo:
S1Rsy = |s1— 82| D |s1 —s2| B 1...Emin(s) + 52,k — 51 — 52). 4.1)

Essas leis se assemelham as leis de fusdo de SU(2), porém truncadas em um nivel k. Um exemplo
das leis de fusdo utilizando a equagdo (4.1) € mostrado na Tabela 4.1 para k = 3. Essa discussdao em
torno de SU(2); se deve ao fato de que as leis de fusdo dos anyons de Fibonacci podem ser vistas
como a parte inteira dos elementos de SU(2)3: se associarmos (0 — 1) e (1 — 1), e as operagdes

(+ — @) e (x — ®), ambas na Tabela 4.1.

© | 0] 1 OE
0[] 1 ONE
Tl Joet] Ies |1
OO I
3 3 1 1 0
2 2 2

Tabela 4.1: Operagoes em SU (2)3.

Os elementos entre parénteses na Tabela 4.1 possuem exatamente as leis de fusdo dos anyons
de Fibonacci: sendo assim, a escolha de uma ou outra nomenclatura € apenas questao de propdsito.
No entanto, [12, 10] sugerem uma outra possibilidade, que é associar todo SU(2)3 ao modelo de

Fibonacci. Para isso basta definir 0 = [O, %] el = [%, 1] , como realizado através da Tabela 4.2.

® 0 ;=1 1 350
0 0 53— 1 1 30
To1[ I 01 Ios 0@l | 1
1 1 |;83001 0@ 1 I-1
35030 1 Il 0

Tabela 4.2: Defini¢do de 0= [0,3] e 1 = [5,1] em SU(2)s.

Feitas a operagdes acima obtemos a Tabela 4.3. Note que obtemos as mesmas leis do modelo de
Fibonacci, a menos de um fator de fase global [12, 10].

A abordagem de [14] sobre o modelo de Fibonacci € semelhante as encontradas em [27, 12], no
quesito leis de fusdo, que sdo as mesmas do modelo de Fibonacci se associarmos (7 — P) e (1 — %),

mas difere quando sequéncias maiores sdo construidas, pois, na definicdo de [14], o dnico resultado
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® |0 1 1 0
00 1 1 0
111|001 |01 |1
1 11[{001 |01 |1
010 1 1 0

Tabela 4.3: Resultado da definicio de 0= [0,3] e 1 = [3,1] em SU(2)3.

possivel de uma composicio de operagdes é P. Em [14], a fusdo 7 x 7 é indicada por (PP) e, se

tomarmos sequéncias do tipo (T X 7) X T, equivalentemente (PP)P, obteremos apenas dois resultados:
e (PP)P — (x)P — P;
e (PP)P — (P)P — P.
Porém em [27, 12], as possibilidades de (7 x T) x 7 incluem o caso a mais de
(TXT)XT—=TXT— 1.

Essa diferenca de como as sequéncias sdo construidas interfere na constru¢do das matrizes R, F e
B, como veremos nas proximas secoes.
Os anyons de Fibonacci sdo importantes ndo somente pela sua simplicidade, com rela¢do aos
12

processos de fusdo, mas principalmente por estarem associados ao FQHE [23], no nivel v = Z.

4.1.1 Anyons de Fibonacci e o Espaco de Hilbert

Conhecidas as leis de fusdo do modelo de Fibonacci, iremos agora simular o espago de Hilbert,

isto é, simular um qubit propriamente. Observe que:

(txt)xt = (1+71)%x7
= T4+ (TX71)
= 74+ (1+4+71)
= 1421 (4.2)

Graficamente a interpretagdo de (7 X T) x 7 € ilustrada na Figura 4.1.
O que a Figura 4.1 e a equag@o (4.2) nos diz com respeito ao processo de fusdo (T x ) X 1, é
que obtemos T como resultado de dois modos distintos, € 1 de um modo apenas. Com isso, o modelo

com os anyons de Fibonacci torna-se ndao-abeliano. Como consequéncia, podemos construir as bases
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Figura 4.1: Anyons de Fibonacci e o espaco de Hilbert.

ortonormais da seguinte maneira:

0) = l(zx7)x77,1), (4.3)
1) = |[(tx71)x71;7,2). 4.4)

Os numeros destacados nas equagdes (4.3) e (4.4) indicam as maneiras distinstas de se obter o
mesmo resultado final 7: 1 corresponde a primeira maneira de se obter T na figura 4.1 e 2 corresponde
a segunda maneira de se obter T na mesma figura. Com isso, estamos aptos a simular o espaco de

Hilbert. A outra base obtida é denominada nao-computacional (NC):
INC) =|(tx 1) x1;1,1).

Esse nome decorre do fato de que ela ndo serd utilizada no processo de computagao.

As bases |0),|1) e [NC), podem ser vizualizadas de uma outra forma, como mostrado na Figura
4.2.

Figura 4.2: Bases do modelo de Fibonacci.

Portanto, o modelo de computacdo utilizando anyons de Fibonacci devera ser realizado como
esquematizado na Figura 4.3. Dois pares de particulas/anti-particulas sdo criados e, inicialmente en-
contram-se no estado |0). Dentre essas quatro particulas do tipo 7, a primeira é descartada e as outras
trés particulas sao entrangadas: isso causard uma alteracdo no espaco de Hilbert, que serd verificada
observando o processo de fusdo no final da computagao.

Todavia, € necessario obter uma representacdo do grupo de tranca B3 que esteja em consonancia
com o modelo de Fibonacci, para que seja realizada a computagdo quantica topoldgica. Isso serd

realizado nas proximas segoes.
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[ L ]
1 ?
PS Entrangamentos PY
@ L ]
T T

Figura 4.3: Modelo de Fibonacci de CQT.

Observe que a possibilidade de simular o espaco de Hilbert a principio, sem nos preocuparmos
com as representacdes, se deve ao fato de existirem dois modos distintos de se obter 7. Por esse
motivo, existem outras maneiras de simular o espaco de Hilbert com os anyons de Fibonacci, como,

por exemplo, em [33], onde é realizado o processo de fusdo (7 X 7) X (7 X 7), e, obtém-se o resultado:

(txt)x(tx1) = (14+7)x(1+7)

= (I+7)+(t+(1x7))
= (I+79)+(t+(1+7)
= 2437
Com isso, podem ser definidas as bases
0) = [(tx71)x(Tx71);1,1),
1) = |(tx71)x(Tx71);1,2).

S6 que, neste caso, teriamos trés bases nao-computacionais relacionadas aos processo de fusdo
que resultam em 7. Por esse motivo, essa abordagem nao serd muito utilizada nesta dissertacdo, ja que
a quantidade de bases nao-computacionais dificulta o processo de computagdo. Porém, salientamos
que, para generalizar as leis do modelo de Fibonacci, a constru¢do de bases dessa maneira € mais

adequada, como proposto em [33].

4.2 Construcao das Matrizes do Modelo de Fibonacci a Partir dos
Axiomas de Consisténcia

Um teorema proveniente da teoria de categoria mostra que, para as operagdes de fusao serem con-
sistentes, devem satisfazer os axiomas do pentdgono e do hexdgono. Se os axiomas forem satisfeitos,
ou seja, se as equagoes (3.12) e (3.13) possuirem solu¢do, entdo o modelo é vidvel [27], e, nesse
caso, é possivel obter uma tnica representagao do grupo de tranca. No nosso caso, resolveremos essas

equagdes para o modelo de Fibonacci. Determinaremos primeiramente F,; e F,

r77» Para encontrar a
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matriz F. Em seguida, determinaremos R%, e Rl para encontrar a matriz R. A matriz B serd mais

facil de se obter, ja que ela € escrita em funcdo de F e R.

4.2.1 A matriz I

Observe que F}.. = [1], onde [1] representa a matriz que contém apenas o elemento 1, pois, como

existe apenas uma maneira de se obter o resultado 1 fundindo (7 X 7) X 7, ndo ocorre altera¢do ne-
nhuma na base [25, 27]. Porém, é mais complicado obter F5,;, ja que isso envolve calculos com o
axioma do pentagono.

Na equacao (3.12), relacionada ao axioma do pentdgono, podemos fixar alguns valores e com
isso obter informagdes sobre a solugdo, além disso, F;,, deve ser unitdria. Se fixarmosa=c=1¢e

b =d = 7 na equagdo (3.12) do axioma do pentdgono, obtemos:

(Fflrlﬁ(Fllﬂ)% = Z (Frrrr)i(Fger)g(FTTn)i
ec{l,t}
2
1 = [(F,f”)ﬂ + (Frrrr)i'(FrTm)ﬂlca

que pode ser escrita como

1 = F} + Fy1 Fig, (4.5)

Fry Fre
Uma solugio geral para a equagio (4.5) é do tipo Fi; = @, Fi; = Fy; = €% /@, com ¢> + ¢ = 1.

~ Fi1 F
se adotarmos a notagdo Ff; = { 1t } ‘

Entdo, podemos considerar a solug@o particular Fi; = Fr = /@, se 0 = 0.
Utilizaremos agora o fato de F ser unitdria para encontrar Fr;. Através da solucdo da equacdo

(4.6), onde ¢é realizada a operacio FF' =1.

EA RN

1 CeVetVPla=bi) ] _[1 0]
Lo\/@r\/a(aqtbz) ¢ +a’+b* } {01}

Cuja solucdo é b =0 e a = —¢@. Com isso concluimos que

Ffmz[\;% ﬁ}.
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Além disso serd considerada apenas a solucio positiva da equacio @ + @ = 1 para que F seja
unitdria, ou seja, ¢ = Y31 ~ 0.618034.

Portanto, a matriz F que atua em (7 X 7) x t é dada por:

¢ Vo0
F=| o —9|0|. 4.7)
0 0 |1

Observe que a sub-matriz 2 X 2 no canto superior esquerdo de F', limitada por tracos, atua propri-

amente na base computacional, e a sub-matriz [1], associada a F,!_,, atua na base nio-computacional.

4.2.2 A matriz R

A matriz R serd obtida a partir dos cdlculos com o axioma do hexdgono, cuja equacdo (3.13), com

as hipdteses do modelo de Fibonacci, pode ser escrita como

c c c b
Re; (Frrrr)aRfrlr = Z (Frrrr>bR§b (F‘cfn)a' (4.8)
be{l,t}

Porém, a matriz R, >, que descreve a troca de duas particulas do tipo 7, tem apenas dois valores

nao triviais. Um é quando 7 X T = 7T e outro € quando 7 X T = 1. Com isso a equagao (4.8) se torna

RCFrrRa = Ficf7r + F‘ETRTFT‘D 4.9)
onde R° representa o valor de R obtido quando 7 x T = T e R! representa o valor obtido de R quando
TXT=1.

Da mesma maneira que foi feito com a matriz F, atribuiremos alguns valores para a e ¢ na equagao

(4.9). Como resultado obteremos equacdes envolvendo R e R!. Se substituirmos a = ¢ = 7 na equagio

(4.9), obtemos:

RTFM'RT = FlrFrl +F‘L'TRTFT‘C
= —¢(R)* = ¢+¢K*
=0 = Q((R")*+o(R")+1)
=0 = (R)*+(R)+1

T +2mi
=R = —e 5 .

Se substituirmos a = ¢ = 1 na equacao (4.9), obtemos:
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R'F R = FF+FuRF;
= (R')?’¢ = ¢°+9K

=R = Jo+R*

=R! = —e#.
Com isso, obtemos a solugao:
R' 00 0 | o
R=| 0 R |0 |=| 0 —%]| 0 (4.10)
0 0 RT 0 0 _e+§m

A outra solucdo para R é a complexa conjugada dessa, que pode ser vista como o mesmo modelo,
porém, com o sentido dos entrangamentos trocados [27].

Observe que a sub-matriz 2 X 2 no canto superior esquerdo de R, limitada por tragos, atua propria-
mente na base computacional, e —¢*%" atua na base ndo-computacional. E importante ressaltar que R
¢ a representacdo de o] no grupo de tranca B3. Além disso, note que as matrizes R e F' satisfazem to-
das as equagdes do axioma do hexagono e do pentadgono, associadas as particularidades das equacdes

(3.12) e (3.13).

4.2.3 A matriz B

Na secio 3.2.4, foi observado que B = FRF~!. Logo,

(peme. —i\/@e%ﬂ 0
B=| —i/geT0 —Q 0 . (4.11)
0 0 T

Note que a sub-matriz 2 X 2 no canto superior esquerdo de B, limitada por tragos, atua propriamente
. 2z ~ . . .
na base computacional, e —e 5 atua na base ndo-computacional. E importante ressaltar que B € a

representacdo de 0, no grupo de tranca Bs.

4.3 Construcao das Matrizes do Modelo de Fibonacci a Partir da
Algebra de Temperley-Lieb

Construiremos nesta se¢ao as matrizes R, F' e B do modelo de Fibonacci, de uma maneira alterna-
tiva, sem a utiliza¢ao dos axiomas do pentdgono e do hexdgono. Essa constru¢ao encontra-se em [17],

e decorre da dlgebra de Temperley-Lieb.
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Note que, na abordagem de [17] do modelo de Fibonacci, o processo (PP)P, equivalente a fuséo
(T x 1) X 7, possibilita apenas dois resultados, ou seja, duas bases. A base ndo-computacional nao é

considerada. A Figura 4.4 ilustra esse processo.

P P P

1) = |+) ou |P)

Figura 4.4: Bases do modelo de Fibonacci.
Com isso, a matriz R que descreve a troca de particulas é do tipo:
_[uo
=[5 3]
onde 1 e A representam os entrangamentos ilustrados na Figura 4.5.

P P P P

o AleRY

Figura 4.5: Entrancamentos do modelo de Fibonacci.

A matriz F de mudanga de base € do tipo:

F= [ Z _ba } , satisfazendo a+b=1.

Pois adimite-se que F é real, ou seja, F2 = I. A interpretacio de F é dada através da Figura 4.6.

Da mesma maneira que descrito na Figura 3.8, obtemos B = FRF !,

4.3.1 AsmatrizesRe F

A constru¢do das matrizes R e F serd simultanea, ja que, utilizando a dlgebra de Temperley-Lieb,
esses processos estdo intimamente relacionados. Para facilitar os calculos os geradores Uy, U, serdo

chamados de U,V respectivamente. Observe que:
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P P P P P P P P P
F = P
* a y —|— b
P P P
P P P P P P P P P
F = P
P b\ + —a
P P P

Figura 4.6: Interpretacao da matriz F.

lmw 0] A0 u—~A 0| (A 0 116 0
R‘[o A}_{OA+ o o ot oo @12
ou seja, escrevemos R = AT+ AU, onde § = A(u — ) e U ¢é a tltima matriz da equagio 4.12.
Porém, para que U seja gerador da dlgebra de Temperley-Lieb, § = —A? — 172, e, com isso, obtemos
u=—-1"3.

Por outro lado, B=AI+ AU, = AT+ A~'V. Se considerarmos V = FUF, verificamos que:
V2= (FUF)(FUF) = FU?F = §(FUF) = §V.
Com isso, uma possivel representacdo de V € dada por:

a b o 0 a b a’ ab
V:FUF:L; —aHo po —a]zé[ab bZ}’

mas V deve satisfazer também VUV =V e UVU = U. Como VUV = §%a*V, devemos ter §%a* = 1,
ou seja, a = 8. Condicdo igual é encontrada fazendo UVU = U. Lembrando que a4 b* = 1, basta
agora encontrarmos o valor de 0 para obter uma representagio do grupo de tranga compativel com o

modelo de Fibonacci. Até 0 momento, temos as seguintes matrizes:

a b 1 1—_62
b= {b —a]:{ 1_6572 1 }7 (4.13)
v = {gg}’ (4.14)
a* ab a b 1 V1—-62
V_S{ab bz}:[b 5192]:[\/1_5*(32 5_5_1}- (4.15)
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Existe uma relacdo entre os processos realizados com as trancas e a dlgebra de Temperley-Lieb,

ilustrada na Figura 4.7.

1 X)

—
—

ﬁ"d

Tranca | Temperley-Lieb

use u | multiplique por ¢

X

use A | multiplique por 0

use F| use V

use F| use V

o
e

Figura 4.7: A algebra de Temperley-Lieb e as trangas.

O processo descrito na Figura 4.7 pode ser estendido para uma base |X X ...X,). No cason =5,

temos as seguintes caracteristicas descritas na Figura 4.8.

K Tranca | Temperley-Lieb
|P % P)
L \ use F| use V
P * P
K |PPP)
L \ use F| use V
P P P
K | % Px)
L \ use p | multiplique por ¢
* P *
K | * PP)
L \ use A | multiplique por 0
* P P
K |PPx)
L \ use A | multiplique por 0
P P *

Figura 4.8: A élgebra de Temperley-Lieb e as trangas para o caso n=5.

Tendo por base a Figura 4.8, podemos construir as seguintes equagdes:
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Us|P«P) = a|PxP)+Db|PPP),

Us|PPP) = b|P*P)+ 8b*|PPP),
U3|*PP = 0,

)
)
Us|+Px) = §|%Ps),
)
) = 0.

Us|PPx

Ao realizar o célculo de U,UsUy = Uy, encontramos as condi¢des sobre 0.

UsUsUs|PPPP) = U,Us(b|PP+ P) + 8b*|PPPP))
= Uy(bUs|PPx P) + 8b*Us|PPPP))
= 8b*(bUy|P + PP) + 8b*U,4|PPPP))
= §°b*U4|PPPP)

8%t = 1.
Mas 8%b* = §%(1 —672)2 = (1_‘2_2)2. E portanto, obtemos as equagoes # = =41, cujas
solugdes sdo & = # Porém, se utilizarmos a equag@o de unitaridade da matriz F, obtemos
apenas como solugao i(%ﬂ@ Assim, a menos do sinal dos elementos da matriz F, encontramos a

mesma solugdo, que na se¢ao 4.1, para R, F e B, se utilizarmos o teorema 1, de representacdo do grupo

de tranca a partir da 4lgebra de Temperley-Lieb e as equagdes (4.13),(4.14) e (4.15).

4.4 Construcao das Portas de Um Qubit do Modelo de Fibonacci

Para construir portas de um qubit utilizando o modelo de Fibonacci, devemos utilizar as matrizes
R e B, encontradas na secao 4.2, e através das operagdes de multiplicagdo com as respectivas matri-
zes, tentar aproximar uma porta quantica. Encontrando essa aproximacao, podemos estabelecer os
entrancamentos necessarios que realizam a porta quantica na CQT. Por exemplo, suponhamos que

uma aproximacao P, para uma porta Fy, inicialmente dada, seja,

o) 0 P 0
~ 0 | =R 'B>...R, (4.16)
0 01 0 00X

entdo, como ilustrado através da Figura 4.9, o estado inicial |y;) é alterado pelos entrancamentos da

porta P, resultando no estado final yy. Deve-se lembrar que P e Py sdo sub-matrizes complexas de
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dimensdo 2 X 2, que a matriz P atua apenas na base computacional, e X indica a atuacdo na base

nao-computacional, que (para efeito de portas de um qubit) ndo necessariamente precisa valer 1.

) w g = Pl

.«

_ —1_2
P=o;{05...01

t

»
>

Figura 4.9: Exemplo de porta de um qubit do modelo de Fibonacci.

Esse processo de encontrar as portas quanticas topoldgicas, ou seja, encontrar a sequéncia de
entrangamentos que aproxima uma porta inicial dada, é chamado em [32] de “black art”!, ou magia
negra em portugués, pois ndo existe até o momento uma forma sistematica de realizi-lo.

Utilizaremos, nesta dissertacdo, a abordagem de [10] para a construcido de portas de um qubit
do modelo de Fibonacci, trabalho em que se mostra como reduzir o conjunto de buscas de possiveis

portas. Primeiramente, definiremos a distancia entre matrizes, como encontado em [10].

Definicao 12 (Distancia entre matrizes) Sejam U e V matrizes quadradas com coeficientes em C.
Denotamos d(U,V) = ||U — V|| a distancia entre as matrizes U e V, onde ||0|| € a raiz quadrada do

maior auto-valor de OTO.

A métrica d € uma medida de proximidade, e sua utiliza¢do € feita simplesmente pelo fato da baixa
complexidade computacional envolvida em seu célculo.

Em [30], é mostrado que um conjunto particular de entrancamentos, chamado weave, possibilita
uma computagdo universal quando entrancamos particulas do mesmo tipo, como no caso dos anyons

de Fibonacci, onde combinamos trés particulas do tipo 7.

Definicao 13 (Weave) Uma weave é qualquer tranca que é topologicamente equivalente a uma tranca

onde apenas uma tnica particula se move.

O termo topologicamente equivalente, na defini¢ao anterior, se refere ao fato de que, quando a
tranca nao for constituida de apenas uma particula se movendo, mas se utilizarmos as propriedades do

grupo e obtermos uma weave, entao ela é também considerada weave.
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Figura 4.10: Exemplo de weave em B3.

A Figura 4.10 ilustra uma weave em B3, onde a corda pontilhada entranca as cordas com linha
continua.

Outra restricdo realizada em [10] com relacdo a busca por essas sequéncias que aproximam a
porta quintica, é feita observando o fato de que R'® = B'® = 1. Com isso, segue que R® = R™* ¢
B® = B~*. Além disso, em [10, 2], é mostrado experimentalmente, que o conjunto das matrizes do
tipo R?,B>,R*,B*, e suas respectivas inversas, geram todas as possiveis portas de um qubit. Com
essas observacOes, as portas quanticas topoldgicas do modelo de Fibonacci podem ser descritas por

sequéncias do tipo:

P =R"B2RS. B Rm. (4.17)

onde ny,ns,...,n,_1 assumem valores no conjunto {+2,+4}, e, ny,n,, assumem valores no conjunto
{0,£2,+4}.
Portanto, para se obter uma porta do modelo de Fibonacci, faremos uma busca computacional em
sequéncias possiveis na equacao (4.17). O comprimento maximo dessa sequéncia, ou seja, 0 nimero
m

de entrancamentos maximo € 4m, e o nimero exato de entrangcamentos ¢ dado por Z”i'

1
Uma restricdo que pode ser considerada, e que sera necessaria quando construirmos portas de
dois qubits para o modelo de Fibonacci, é com relacdo a base nao-computacional. Observe que, nas
2
5

) - . . i 27\ 10
matrizes R e B, o elemento que atua na base ndo compuational ¢ —e5 . Como (—e5 )'” = 1, devemos

m
ter Zn,- = 0(mod 10) para que a porta P, da equagdo (4.17), ndo altere a base ndo-computacional. A
alterlagﬁo da base ndo-computacional pode levar a erros que sdo chamados leakage-errors no caso de
mais de um qubit: esse € um problema complicado que serd abordado na secdo 4.5.

A definicdo das sequéncias, como na equacao (4.17), faz com que os entrangamentos nao alterem
a ordem dos anyons, ou seja, o anyon da primeira posi¢ao antes dos entrancamentos permanece efeti-
vamente na primeira posicdo depois dos entrancamentos, € assim com todos os outros anyons, Como

ilustrado na Figura 4.11.

IPagina 94.
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3 _ _ 3
7 N 7 N
/ \ / \/
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/ \ / \
2 _ . o N N _2
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\ . \
\ I ‘\ /
1 N o ~__ 7 1

Figura 4.11: Exemplo de tranca efetiva.

Essa caracteristica é importante na CQT, pois, no final, € realizada uma medida, como observado
no modelo geral da se¢do 3.3 e no modelo de CQT com anyons de Fibonacci, na se¢do 4.1.1 através

da Figura 4.3.

Definicao 14 (Tranca efetiva) Uma tranca é efetiva se ndo alterar as posicoes iniciais e finais dos

anyons.

4.4.1 Portai-NOT

i
0
nacci com uma distancia de 2,3.1073 da seguinte maneira:

A porta quantica i-NOT = [ (z) } foi aproximada em [2] por uma porta P do modelo de Fibo-

P=R 2B *R*B2R’B’R2B*R2B*R’B *R’B2R’B 2R 2 ~

O~ O
olo «.
— o O

Os entrancamentos sdo ilustrados através da Figura 4.12.

o0 1 0 O o
ol it AL 0

X iR

Figura 4.12: Porta i-NOT do modelo de Fibonacci.

A porta i-NOT sera utilizada na se¢do 4.5 para a constru¢cdo de uma porta de dois qubits denomi-

nada i-CNOT.
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4.5 Construcao de Portas de Dois Qubits do Modelo de Fibonacci

A construgdo de portas de mais de um qubit para o modelo de Fibonacci torna-se muito dificil [2,
23], pois a quantidade de bases computacionais e ndo-computacionais aumenta de maneira expressiva.
Além disso, como ndo existe um método sistematico de buscar essas portas, o simples aumento de
dimensao, por exemplo de matrizes 2 x 2 para matrizes 4 X 4, no caso de portas de dois qubits, torna o
processo computacionalmente complexo. De maneira natural, poderiamos tentar estender o processo

das portas de um qubit para portas de dois qubits para o0 modelo de Fibonacci, como ilustrado na

Figura 4.13.

® L
: e
(o (o)
® L
=/ Nt
\J’ Entrancamentos u
T T >
@ L DN
& @
@ .

1

pare

Figura 4.13: Portas de dois qubits do modelo de Fibonacci.

Portanto, necessitariamos de uma representacao de Bg que fosse densa no conjunto das portas de

dois qubits. Porém, note que:

(txt)x7t)x((tx1)x7) = (1427)x(1+27)
= 14+274+274+4(Tx71)
= 1+471+474+4
= 5+438r7,
ou seja, esse processo na verdade terd oito bases computacionais e cinco bases nado-computacionais,

0 que o torna invidvel computacionalmente. Em [2, 10], é exibida uma alternativa a esse processo na

construcdo da porta de dois qubits i-CNOT,

(4.18)

S OO~
S O~ O
- O O O
O~ O O
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4.5.1 Portai-CNOT

Vamos supor que P seja um conjunto de entrancamentos que é uma tranca efetiva em B3. Se
realizarmos as operacdes BPR, como ilustrado através da Figura 4.14, esse novo entrangamento altera

0 anyon da posicao 3 para a posicao 1.

1.7»._‘ﬁ - e
2 ... P 9

o] A

Figura 4.14: Porta nao efetiva.

Além disso, note que se BPR puder aproximar o operador identidade, entdo poderiamos construir

uma porta que insere um qubit [2] sem alterar o sistema. Esse tipo de porta foi encontrado em [2]:

P=BR 2B *R’B*R*B?R?B*R*B’R*B*R’B*R*B’R’ ~ (4.19)

OO =
| = O
— o O

A porta P mostrada em (4.19) sera denominada injecdo, e sua distancia é 1,5 x 107> da identidade.
Seus entrancamentos sdo ilustrados na Figura 4.15. Note a troca de posi¢ao dos anyons em destaque e
o fato de a base ndao-computacional permanecer inalterada, ndo produzindo assim leakage-errors, ou

seja, ndo alterando os demais estados.

e

Figura 4.15: Porta injecao.

o C

Um modelo para a construcao da i-CNOT, baseado na proposta em [2], é esquematizado na Figura
4.16. Dois anyons sdo inseridos através da porta I, que, nesse caso, denota a porta injecdao. Esses

anyons funcionam como o qubit de controle. Se o qubit de controle estiver no estado |0), entdo
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nenhuma alteracdo ocorre no sistema. Porém, se eles estiverem no estado |1), a porta i — NOT é
realizada e os anyons de controle sao retirados do sistema, através da porta inversa da injecao, denotada
por I~!. Sendo assim, obtém-se a i-CNOT se utilizarmos como porta injegdo e porta i-NOT as portas

encontradas anteriormente.

O

||||||
',
.
.
.
1y

vl ENOT e >

Figura 4.16: Modelo da porta i-CNOT.

Com a construcao da porta 1-CNOT, que € universal, o modelo de Fibonacci torna-se o tnico

modelo de CQT universal conhecido até o momento.

4.6 Novas Portas de Um Qubit do Modelo de Fibonacci

Dentre as portas de um qubit conhecidas, foi realizada uma busca, primeiro utilizando o programa
1(Apéndice A), baseado na equacdo (4.17), para se obter uma aproximac¢do com distancia maxima
de 0,1 da porta original. Depois de encontradas essas possiveis portas, foi utilizado o programa

2(Apéndice A) para uma melhor aproximacao. A primeira porta € a seguinte:

1 110
P=R'BR B RBRB'R*B'R *B2R*B2R*~-_ | 1 —1]0

\/EOOI

Cujos entrangamentos sio ilustrados através da Figura 4.17, com distincia 1,3 x 1073 da porta
original. Denotaremos essa porta por iH.

Outra porta encontrada é:

P=B2R’B*R*B*R *B*R 2B*R *B*R*B*R* ~
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L

VOO L L
A

Figura 4.17: A porta iH.

J

Cujos entrangamentos sdo ilustrados através da Figura 4.18, com distancia 5,6 x 1073 da porta

original. Denotaremos essa porta por iZ.

B A L
ﬁﬁM%MMﬁm%

Figura 4.18: A porta iZ.

A terceira e dltima porta encontrada é:

1
P=R *B*R 2B *R*B*R?B*R ’B*R*B*R*B~* ~

| — O

0
0

— o O

Cujos entrancamentos so ilustrados através da Figura 4.19, com distincia 7 x 1073 da porta ori-

ginal. Denotaremos essa porta por XZ.

L
MMWWWWWW

Figura 4.19: A porta XZ.

As portas 1H, iZ e XZ sdo originais. Além disso, observou-se com esses testes uma grande dificul-
dade de encontrar portas de um qubit para o modelo de Fibonacci, pois muitas portas foram testadas

e apenas essas trés foram possiveis de aproximar. Por fim, notou-se que essas portas possuem duas
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caracteristicas especiais. A primeira é que todas as portas P encontradas até o momento, inclusive a
i-NOT [2], possuem ordem 4, ou seja P* = I. A outra caracteristica comum a todas as portas é que
os elementos da diagonal principal possuem o sinal trocado. Assim, propomos um novo método para
encontrar uma porta P de um qubit do modelo de Fibonacci:

Método para encontrar portas de um qubit do modelo de Fibonacci

1. Decomponha P em portas de ordem 4, A1,A»,...,A,, cujos elementos da diagonal principal tem

sinal trocado, P =A A ... A,;
2. Aproxime Ay,A»,...,A, utilizando a equagdo (4.17);
3. Utilize A1A, ... A, para aproximar P.

Note que nosso método nao engloba todas as portas de um qubit: por exemplo, a porta NOT nao
pode ser decomposta em portas de ordem 4, pois possui ordem 2. Porém, a porta NOT ndo possui

nenhuma aproximacgao para o modelo de Fibonacci conhecida, como dito em [32].

4.7 Além dos Anyons de Fibonacci

A CQT nao se resume apenas ao modelo de Fibonacci, que tem sua importancia, pois € o tnico
conhecido até o momento que possibilita uma computacao universal e possui essas portas construidas
propriamente. Em [8], por exemplo, mostra-se que, para todo k > 3,k # 4, SU(2); possibilita uma
computacdo universal. No entanto, para K # 3, a complexidade aumenta com relagdo ao problema de
encontrar as representacdes do grupo de tranga em consonancia com o modelo e também com relagcao
ao problema de encontrar as portas quanticas. A capacidade de SU(2), possibilitar uma computagio
universal decorre do fato de gerar anyons nao-abelianos e poder simular o espaco de Hilbert, além do
fato de poder simular portas de dois qubits. Em [23, 11], sdo construidas portas para SU(2)s, porém,
o numero de portas € reduzido e ndo se tem propriamente uma computacao universal.

A universalidade de SU(2); é abordada também em [33], onde é exibida uma maneira geral de
construir bases para SU(2);. Além disso, uma porta especifica, denominada Toffoli%, é construida.
Todavia, na abordagem de [33], o problema da representacdo do grupo de tranca para esses modelos
nao € considerado.

Um modelo conhecido como Ising € exibido em [32, 23]. Esse modelo, apesar de possuir algumas

portas construidas e relacdo com o FQHE, ndo possibilita computacao universal [32, 23].

ZPorta de trés qubits, semelhante a CNOT, porém com um qubit de controle a mais.



Capitulo

Conclusoes

Esta dissertacdo apresentou a CQT como alternativa na constru¢cdo do computador quantico. A
CQT ¢€ tolerante a falhas pois o meio fisico, os anyons, naturalmente possibilitam evitar o problema
da perda de informagao quando o sistema quantico interage com o ambiente.

Para construir um computador quantico topoldgico, € necessario descobrir se os anyons realmente
existem na natureza e se podemos controld-los. Além disso, baseado nas leis de fusdo, devemos
construir representacdes do grupo de tranca que estejam em consonancia com o modelo, e construir
portas com essas representacdes. Observou-se uma grande dificuldade nesses processos, ja que existe
apenas um modelo de CQT universal, e, mesmo para o modelo mais simples envolvendo os anyons
de Fibonacci, a constru¢do de representacdes do grupo de trancas e das portas quanticas acarretou
complexidade elevada.

O processo de construcao de portas quénticas para o modelo de Fibonacci adotado nesta dissertagao,
e que possibilitou a constru¢do de novas portas quanticas originais, ndo € sisteméatico, e impede que
em outros modelos, sobre outras condi¢des, essas portas sejam encontradas. No entanto, o fato de,
entre as portas quanticas encontradas, existirem duas caracteristicas em comum, sugere que existe
uma estrutura matemdtica envolvida nesse processo, o que possibilitaria um método sistematico de
encontrar tais portas. Essa falta de sistematicidade ao buscar as portas quanticas € um entrave tedrico,
e isso pode ser observado na constru¢ao da i-CNOT para o modelo de Fibonacci, onde € utilizado um

artificio diferente, visto que a busca computacional que existe até o momento seria inviavel.

Sugestoes para Futuras Pesquisas
Para dar prosseguimento a este trabalho, sugerimos os seguintes topicos:
e Analisar a utilizacdo da dlgebra de Temperley-Lieb na constru¢do de matrizes de representacao

48
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para modelos diferentes do modelo de Fibonacci, como por exemplo as leis obtidas de SU (2)y.

e Como alternativa a sistematizacdo no processo de encontrar as portas quanticas, podemos de-
compor as portas quanticas pelas matrizes de representacdo da dlgebra de Temperley-Lieb e
com isso analisar possiveis caracteristicas sobre as portas quinticas topoldgicas decorrentes

desse processo.

e Como alternativa a sistematiza¢ao no processo de encontrar as portas quanticas, podemos anali-

sar o método de reducdo de Gauss, e sua aplicac@o para encontrar portas quanticas topoldgicas.

e Analisar a CQT do ponto de vista criptografico, ou seja, quais seriam as implicagdes e as

possiveis implementacdes necessarias para proteger a informacao na CQT.

Comentario Final

A computacdo quantica é uma drea de estudos ampla e diversificada, que tem atraido a curiosidade
de pessoas em todo o mundo, além de pesquisadores empenhados em extrair os beneficios que essa
computacdo pode proporcionar. A CQT € uma area dentro da computagdo quantica que estd em
processo de construcdo, muitos avancos ainda devem ocorrer para que ela se estabeleca plenamente,
como tecnologia. Com esta dissertacao, esperamos avangar nesse processo, difundindo esse assunto

ainda pouco conhecido no Brasil, e que estd na fronteira da ciéncia.
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Apéndice

Apéndice A: programas utilizados para gerar
novas portas

O programa 1 realiza a busca da porta de um qubit P do modelo de Fibonacci no MATLAB, com

tamanho maximo 44.

R=[[exp(-4*pi*i/5) 0 1;[0 -exp(-2*pi*i/5) 1];
B=[[(-exp(-pi*i/5))*((sqrt(5)-1)/2) (-ixexp((-pi*i)/10))*sqrt((sqrt(5)-1)/2) 1;
[(-i*xexp((-pix*i)/10))*sqrt((sqrt(5)-1)/2) -1*x((sqrt(5)-1)/2) 11;
P=[[ pil p12];

[p21 p2211;
P=1;
P2=1;
for i=-4:2:4

for j=[-4,-2,2,4]
for il=[-4,-2,2,4]
for j1=[-4,-2,2,4]
for i2=[-4,-2,2,4]
for j2=[-4,-2,2,4]
for i3=[-4,-2,2,4]
for j3=[-4,-2,2,4]
for i4=[-4,-2,2,4]
for j4=[-4,-2,2,4]
for ib=-4:2:4
P=R~i*B~j*R"i1*B~j1*R~i2+B~j2+R~i3+B"j3*R~14*B" j4+R"i5
P2=sqrt (max (abs (eig ((P-IX)*ctranspose(P-IX)))));

if P2<0.1

[i j i1 j1 i2 j2 i3 33 i4 j4 i5]

P

P2

end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end

O programa 2 realiza a busca da porta de um qubit P do modelo de Fibonacci no MATLAB, com

tamanho maximo 60.
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R=[[exp(-4*pi*i/5) 0 1;[0 -exp(-2*pi*i/5) 11;
B=[[(-exp(-pi*i/5))*((sqrt(5)-1)/2) (-ixexp((-pi*i)/10))*sqrt((sqrt(5)-1)/2) 1;
[(-i*exp((-pi*i)/10))*sqrt((sqrt(5)-1)/2) -1*x((sqrt(5)-1)/2) 11;
pP=[[p11 p12];
[p21 p2211;

for i=-4:2:4

for j=[-4,-2,2,4]

for i1=[-4,-2,2,4]
for ji=[-4,-2,2,4]
for i2=[-4,-2,2,4]
for j2=[-4,-
for i3=[-
for j3=
for i4=[-
for j4=
for i

for jb=[-
for i6=[-
for j6=[-4,-

for i7=-4:2:4
P=R~"i*B~j*R"11%B~j1*R"i2*B~j2*R"i3*B~ j3*R"i4*B~ j4*R"i5*B~ j6*xR"16*B~j6*R"i7;
P2=sqrt (max (abs (eig ((P-IX)*ctranspose(P-IX)))));

if P2<0.01

[i j i1 j1 i2 j2 i3 j3 i4 j4 i5 j5 i6 j6 i7]

P

P2

end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end
end



