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Resumo 

 Esta tese apresenta contribuições para o controle inteligente de sistemas não lineares 

com incertezas paramétricas e funcionais. São desenvolvidas duas abordagens. Em primeiro 

lugar, é proposta uma modificação ao backstepping adaptativo clássico, fundamentada em 

Extensão do Princípio de Invariância de La Salle que contempla o caso em que a derivada 

da função de Lyapunov ao longo das soluções do sistema é permitida ser definida positiva 

em regiões limitadas do espaço de estados, que favorece o pleno uso de técnicas de 

otimização baseadas em computação evolutiva com vistas à melhoria de desempenho da 

solução em termos de redução expressiva de esforço de controle e conformação da resposta 

transitória conforme critérios de tempo de estabilização, magnitude de sobre-sinal, etc. Em 

segundo lugar, é proposta uma metodologia de controle adaptativo neural, estruturada na 

técnica de backstepping, aplicável a sistemas não lineares com incertezas com múltiplas 

entradas e múltiplas saídas compostos de subsistemas interconectados cujas matrizes de 

entrada apresentam funções não lineares e cujas interconexões entre subsistemas também 

apresentam não linearidades. A estratégia apresentada propõe-se a sanar várias das 

dificuldades encontradas em metodologias análogas, eliminando a questão de singularidade 

nas leis de controle, evitando o uso de funções de Lyapunov com integrais e suprimindo a 

necessidade de introdução de derivadas dos controladores virtuais nas redes neurais, o que 

se traduz em projetos de controle menos complexos, com menor custo computacional e 

com melhor desempenho na solução em comparação aos métodos similares existentes. 
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Abstract 

 This thesis presents contributions to the intelligent control of nonlinear systems with 

parametric and functional uncertainties. Two approaches are advanced. Firstly, it is 

proposed a modification to the traditional adaptive backstepping grounded on an Extension 

to the La Salle’s Invariance Principle that allows the Lyapunov function derivative along 

the systems solutions to be positive definite in limited regions of the state space, which 

favours the deployment of optimisation techniques based on evolutionary computation 

aiming at the improvement of the solution performance in terms of an expressive reduction 

of control effort and transient conformation according to criteria such as settling time, 

overshoot magnitude, etc. Secondly, it is proposed a neural adaptive control methodology, 

structured on the backstepping technique, applicable to nonlinear systems with 

uncertainties with multiple inputs and multiple outputs constituted of interconnected 

subsystems whose input matrices feature nonlinear functions and whose subsystems 

interconnections also bear nonlinearities. The advanced strategy removes several 

difficulties found in analogous methodologies, namely eliminating control laws singularity 

issues, avoiding the use of Lyapunov functions with integrals, and suppressing the need for 

the introduction of virtual controllers’ derivatives into the neural networks, which leads to 

less complex control designs, with decreased computational cost and with better response 

performance in comparison with similar existing methods. 
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Capítulo 1  

 

Introdução 

 

 

1.1. Objetivos 

 

 Os últimos anos têm assistido a um desenvolvimento crescente nas teorias 

relacionadas ao estudo de sistemas não lineares, especialmente no campo da síntese de 

controladores eficazes e eficientes. Os conceitos desenvolvidos com base na geometria 

diferencial, cuja utilização em controle não linear remonta a meados da década de 80, 

mostraram-se, com o passar dos anos, bastante úteis na construção de ferramentas para 

análise e síntese de sistemas não lineares, tendo a técnica de linearização por 

realimentação, em especial, se convertido num dos métodos mais empregados no 

tratamento de não-linearidades (Isidori, 1996). Algumas desvantagens importantes da 

metodologia atrelada à geometria diferencial, no entanto, são a impossibilidade de 

tratamento de vários tipos de sistemas não lineares e o elevado esforço de controle 

despendido na aplicação das leis de controle obtidas conforme essa abordagem. A 

introdução de métodos recursivos de síntese de controladores, a partir dos anos 90 

(Kanellakopoulos et al., 1992), resolveu vários desses problemas. A técnica de 

backstepping, descrita em detalhes por Krsti  et al. (1995) é, hoje, um dos meios mais 

populares de tratamento de sistemas não lineares, sendo, inclusive, aplicável a vários 

sistemas não “linearizáveis” (Kokotovi , 1992). 
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 A idéia de controle inteligente foi originalmente proposta por Fu (1971), que a 

definiu como “uma forma de se gerar ações de controle através do emprego conjunto de 

aspectos de inteligência artificial, pesquisa operacional e sistemas de controle automático” 

(Tamariz, 2005). No universo do controle inteligente, as estratégias de controle são 

definidas de modo a se alcançar e a se manter o nível desejado de desempenho da resposta 

do sistema em malha fechada na presença de, por exemplo, não-linearidades, incertezas, 

complexidade computacional, não-estacionariedade, etc. Sistemas de controle inteligente 

são, portanto, aqueles capazes de lidar de maneira eficaz com tais dificuldades por meio do 

emprego de técnicas de inteligência artificial, tais como: redes neurais, lógica nebulosa, 

sistemas especialistas, computação evolutiva, etc. em combinação com métodos de controle 

tradicionais. O êxito conseguido na utilização de controle inteligente em, por exemplo, 

projetos de controle de sistemas não lineares com incertezas é evidenciado pelo grande e 

crescente número de trabalhos publicados sobre o assunto na literatura especializada. 

 

 Objetiva-se, nesta tese, a exploração de duas das combinações mencionadas no 

parágrafo anterior, a saber: backstepping aliado a algoritmos genéticos e backstepping 

aliado a redes neurais, de modo a se obter, no final, metodologias de controle que reúnam 

as já aludidas vantagens da técnica de backstepping aos bons resultados da aplicação de 

inteligência artificial em controle de sistemas. No primeiro caso, propõe-se uma 

modificação ao backstepping clássico de Krsti  et al. (1995) de forma a se conseguir 

respostas de alto desempenho em projetos de controle não linear com e sem incertezas. A 

estratégia de controle inteligente proposta remete a e estende os resultados apresentados em 

Grinits (2002). No segundo caso, é proposta uma metodologia de controle inteligente de 

sistemas não lineares com incertezas com múltiplas entradas e múltiplas saídas. 

 

1.2. Organização 

 

 Esta tese compõe-se de sete capítulos. 
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 Os conceitos relacionados às noções de convergência e estabilidade em sistemas não 

lineares são apresentados no Capítulo 2. 

 

 O Capítulo 3 trata da construção de controladores para sistemas não lineares com e 

sem incertezas e apresenta o método de backstepping tradicional para sistemas de 

realimentação estrita paramétricos e não paramétricos. São abordados o caso regulador e o 

caso seguidor. 

 

 O Capítulo 4 é dedicado à estruturação dos conceitos associados a controle 

inteligente com enfoque na contextualização das propostas deste trabalho, i.e. projetos de 

controle de sistemas não lineares via backstepping aliados a redes neurais e a algoritmos 

genéticos. 

 

 No Capítulo 5, é desenvolvida uma modificação ao backstepping clássico de Krsti  

et al. (1995) de forma a se conseguir respostas de alto desempenho em projetos de controle 

não linear com e sem incertezas. O backstepping modificado aqui introduzido fundamenta-

se na Extensão do Princípio de Invariância de La Salle apresentada por Rodrigues et al. 

(2002), o que favorece o pleno uso de técnicas de otimização baseadas em computação 

evolutiva com vistas à melhoria de performance da solução em termos de redução 

expressiva de esforço de controle e conformação da resposta transitória conforme critérios 

de tempo de estabilização, magnitude de overshoot, etc. 

 

 O Capítulo 6 propõe uma metodologia de controle adaptativo neural, estruturada na 

técnica de backstepping, aplicável a sistemas não lineares com incertezas com múltiplas 

entradas e múltiplas saídas compostos de subsistemas interconectados cujas matrizes de 

entrada apresentam funções não lineares e cujas interconexões entre subsistemas também 

apresentam não linearidades. A estratégia apresentada propõe-se a sanar várias das 

dificuldades encontradas em metodologias análogas, eliminando a questão de singularidade 

nas leis de controle; evitando o uso de funções de Lyapunov com integrais; e suprimindo a 

necessidade de introdução de derivadas dos controladores virtuais nas redes neurais, o que 
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se traduz em projetos de controle menos complexos, com menor custo computacional e 

com melhor desempenho na solução em comparação aos métodos similares existentes. 

 

 O Capítulo 7 traz as conclusões e os comentários pertinentes, assim como apresenta 

perspectivas de trabalhos futuros. 

 

 Os resultados das seções originais deste trabalho foram publicados conforme a 

tabela a seguir: 

Correlação entre seções desta tese e artigos publicados pelo autor 

Seção 5.2.1 GRINITS, E. V. & BOTTURA, C. P. Adaptive Control of Parametric Strict 

Feedback Systems with Improved Performance Using Modified 

Backstepping. Proceedings of the 16th IFAC World Congress. Prague, 

Czech Republic, 2005. 

Seção 5.2.2 GRINITS, E. V. & BOTTURA, C. P. Control of Uncertain Chaotic Systems 

with Improved Performance Using Modified Adaptive Backstepping and 

Genetic Algorithms. Proceedings of the 2004 IEEE International 

Symposium on Intelligent Control. Taipei, Taiwan, 2004. 

Seção 5.3.1 GRINITS, E. V. & BOTTURA, C. P. Nonlinear Control with Improved 

Performance Using Modified Backstepping and Genetic Algorithms. 

Proceedings of the 2004 International Conference on Complex Systems, 

Intelligence and Modern Technological Applications. Cherbourg, France, 

2004. 

Seção 5.3.2 GRINITS, E. V. & BOTTURA, C. P. Control of Chaotic Systems with 

Improved Performance Using Backstepping and Genetic Algorithms. 

Proceedings of the 2003 IEEE International Symposium on Intelligent 

Control. Houston, TX, 2003. 

Seção 6.2 GRINITS, E. V. & BOTTURA, C. P. Adaptive Neural-Based Backstepping 

Control of Uncertain MIMO Nonlinear Systems. Proceedings of the 2006 

IEEE World Congress on Computational Intelligence. Vancouver, Canada, 

2006. 
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Capítulo 2  

 

Estabilidade e Convergência em Sistemas Dinâmicos 

 

 

2.1. Introdução 

 

 Este capítulo trata de conceitos fundamentais de estabilidade e convergência em 

sistemas dinâmicos. O emprego de funções de Lyapunov para a determinação de níveis de 

estabilidade e limitação para soluções de sistemas não lineares fundamentado, por exemplo, 

no Método Direto de Lyapunov e em Princípios de Invariância é o pilar sobre o qual se 

sustentam os processos tradicionais de síntese de controladores para sistemas não lineares 

por meio de procedimentos recursivos como o backstepping. Após uma exposição dos 

conceitos principais associados à teoria de sistemas dinâmicos, contida na Seção 2.2, a 

Seção 2.3.1 dedica-se a expor as definições básicas utilizadas na elaboração de ferramentas 

de análise estruturadas a partir do uso de funções de Lyapunov. A Seção 2.3.2 versa sobre 

os requisitos para existência e unicidade de soluções em um sistema não linear genérico. As 

Seções 2.3.3 e 2.3.4 trazem definições acerca dos vários tipos de estabilidade e limitação 

que se pode conseguir ao final de um processo de controle. A Seção 2.3.5 aborda, de forma 

separada, os casos dos sistemas autônomos e não autônomos, apresentando aspectos 

importantes relacionados ao Método Direto de Lyapunov, ao Princípio de Invariância de La 

Salle – juntamente com uma extensão desse princípio introduzida recentemente –, expondo 

conceitos essenciais relativos ao Teorema de La Salle-Yoshizawa e evidenciando algumas 

formas possíveis de emprego de funções de Lyapunov na determinação de variados níveis 

de limitação para a solução de um sistema não linear. 
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2.2. Sistemas Dinâmicos 

 

2.2.1. Definição e Caracterização 

 

 O termo dinâmico associa-se a fenômenos que produzem padrões variantes no 

tempo, estando as características de um dado padrão em determinado instante inter-

relacionadas com aquelas de outros instantes. Refere-se, portanto, ao desenrolar de eventos 

num processo que se desenvolve seqüencialmente (Luenberger, 1979). 

 

 Praticamente todas as situações observadas no cotidiano ou em investigações 

científicas apresentam aspectos dinâmicos importantes. Em vista disso, muitos fenômenos 

dinâmicos podem ser percebidos e examinados de forma intuitiva. No entanto, é necessária 

a introdução de esquemas sistemáticos que empreguem ferramentas matemáticas quando se 

deseja analisar tais fenômenos com maior eficiência e profundidade. 

 

 Dinâmico adquire, dessa maneira, duas acepções: a primeira vincula-se aos 

fenômenos em si e sua evolução ao longo do tempo; a segunda, aos procedimentos 

matemáticos utilizados para sua representação e análise. 

 

 O termo sistema designa uma coleção de elementos unidos por algum tipo de 

interação ou interdependência, possuindo cada elemento um conjunto de atributos 

relevantes que o descreve (Luenberger, 1979). Um sistema massa-mola, por exemplo, é 

composto de vários elementos (objeto móvel, mola, atrito, etc.). 

 

 O padrão de resposta relativo ao fenômeno associado a um sistema (por exemplo, o 

tipo de movimento do objeto móvel num sistema massa-mola) recebe influências, em maior 

ou menor grau, de todos os elementos que constituem o sistema. Dessa forma, uma 

investigação que se queira produtiva acerca de algum fenômeno específico requer que se 

leve em conta o meio no qual ele está inserido. Os elementos selecionados para análise, 

contudo, possivelmente representarão apenas algum(alguns) aspecto(s) dentre os vários que 
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compõem todo o complexo formado pelo fenômeno e os eventos que o cercam e o afetam. 

No exemplo do sistema massa-mola, uma análise minimamente eficaz deverá levar em 

conta os seguintes aspectos: massa do objeto móvel, caracterização da mola e do atrito e 

condições iniciais. 

 

 Encontrar a descrição matemática de um sistema equivale a determinar um conjunto 

de relações matemáticas entre os atributos dos elementos que compõem o sistema a partir 

do conhecimento das relações entre esses elementos e entre os atributos de um mesmo 

elemento. Isso significa que modelos matemáticos de sistemas envolvem, de forma geral, 

uma pluralidade de variáveis inter-relacionadas (sistemas multivariáveis). 

 

 Um sistema dinâmico equivale, portanto, a uma estrutura multivariável (ou 

monovariável, caso se considere apenas um aspecto dessa estrutura) que se desenvolve no 

decorrer do tempo. Todos os sistemas examinados neste trabalho serão sistemas dinâmicos. 

Os sistemas dinâmicos são usualmente representados através de equações diferenciais e 

equações a diferenças. O emprego de equações diferenciais ou a diferenças se dá, 

respectivamente, conforme a evolução do fenômeno por elas descrito é considerada ocorrer 

em tempo contínuo ou discreto. Os sistemas estudados neste trabalho restringir-se-ão ao 

caso contínuo. 

 

 O estado de um sistema dinâmico é definido como o conjunto de valores de suas 

variáveis necessário e suficiente para caracterizar univocamente a situação física desse 

sistema (Kalman et al., 1969). 

 

 A representação matemática de um sistema dinâmico adota, habitualmente, a 

seguinte notação: 

• Sistema dinâmico: ( )uxx ,,: tf=Σ ; 

• Variável temporal: Tt ∈  (nesta tese, +ℜ=T ); 
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• Função de entrada: UT →:u  (nesta tese, 1m
U ℜ= )1; 

• Função de saída: YT →:y  (nesta tese, 2m
Y ℜ= )2; 

• Função de estado: XT →:x  (nesta tese, n
X ℜ= ). 

 

Supondo-se que, para cada Tt ∈ , Σ  receba alguma entrada ( ) Ut ∈u  e produza alguma 

saída ( ) Yt ∈y , a saída y dependerá tanto da entrada instantânea u quanto da história 

pregressa de Σ . A introdução da classe de funções de entrada ( )
fi tt ,Λ  que assumem 

valores instantâneos em U e estão definidas no intervalo [ ]fi tt ,  – logo, [ ] Utt fi →,:u  e 

( )
fi tt ,Λ∈u  –, com fi tt ≤≤0 , permite que se enuncie a definição de estado consoante a 

notação apresentada (cf. Kalman et al. (1969)): 

 

 Definição 2.1. O estado ( ) Xt ∈x  de um sistema dinâmico Σ  é um atributo interno 

de Σ , no instante de tempo Tt ∈ , que descreve completamente a parte da história passada 

de Σ  que é relevante na determinação da saída ( ) Yt ∈y  para uma dada entrada 

( )10 , ttΛ∈u . 

 

Assim, se ( )0tx  for o estado do sistema dinâmico no instante 10 tt < , o conhecimento de 

( )10 , ttΛ∈u  deverá ser necessário e suficiente para determinar ( )1tx . 

 

 As variáveis de estado de um sistema dinâmico são as variáveis que pertencem ao 

menor conjunto de variáveis que determina o estado do sistema dinâmico (Ogata, 1997). 

Todo estado pode ser expresso por um ponto no espaço de estados, sendo que cada 

coordenada representa uma variável de estado. A evolução do estado de um sistema 

                                                 

1 Se 11 =m , diz-se que o sistema possui entrada única (SI – “Single Input” em inglês). Se 11 >m , diz-se que 

o sistema possui múltiplas entradas (MI – “Multiple Inputs” em inglês). 

2 Se 12 =m , diz-se que o sistema possui saída única (SO – “Single Output” em inglês). Se 12 >m , diz-se 

que o sistema possui múltiplas saídas (MO – “Multiple Outputs” em inglês). 
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dinâmico ao longo do tempo no espaço de estados é denominada trajetória (ou fluxo, ou 

órbita). 

 

 Parte do estudo efetuado nesta tese irá lidar com a equação de estado ( )uxx ,,tf= ; 

na maioria das vezes, sem a presença explícita de uma entrada u, ou seja, 

( )xx ,: tf=Σ  (2.1) 

Isso não significa, contudo, que a entrada do sistema é nula. De fato, a entrada pode ter sido 

expressa como função do tempo, ( )tγ=u , função do estado, ( )xu γ= , ou ambos os casos, 

( )xu ,tγ= . A substituição de γ=u  em ( )uxx ,,tf=  conduz, então, à configuração (2.1). 

 

 Quando a função f não depende explicitamente de t, é possível reescrever (2.1) da 

seguinte forma: 

( )xx f=Σ :  (2.2) 

Diz-se, nesse caso, que o sistema é autônomo ou invariante no tempo. Um sistema 

autônomo é invariante a deslocamentos temporais na origem, pois uma mudança na 

variável de tempo de t para at −=τ  não altera o lado direito da equação de estado (2.2). 

Se o sistema não for autônomo, ele será denominado não autônomo ou variante no tempo. 

 

 Um sistema dinâmico será linear se for possível o emprego do princípio da 

superposição (mais detalhes em Bottura (1982)). Esse princípio afirma que a resposta 

produzida pela aplicação da soma de duas entradas diferentes num sistema é a soma das 

respostas individuais de cada uma das entradas. Na impossibilidade de aplicação do 

princípio da superposição, o sistema dinâmico será não linear. Embora muitos sistemas 

reais sejam representados por modelos lineares, na maior parte dos casos as relações físicas 

que os constituem são não lineares. Na prática, portanto, muitos sistemas eletromecânicos, 

hidráulicos, pneumáticos, etc., envolvem interações não lineares de suas variáveis. Os 

sistemas tratados neste trabalho serão todos não lineares. 
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2.2.2. Estados Estacionários em Sistemas Não Lineares 

 

 Nesta seção, os sistemas dinâmicos não lineares autônomos são classificados em 

termos de seu comportamento de estado estacionário (ou de regime). A razão de se 

restringir as classificações expostas a seguir apenas para o caso de sistemas autônomos se 

deve ao fato de o campo vetorial de sistemas não autônomos ser dependente do tempo, não 

fazendo sentido analisá-los com base em conceitos definidos para ∞→t . 

 

 A despeito de um mesmo sistema dinâmico poder apresentar trajetórias iniciais 

completamente diferentes, essas trajetórias convergem para um padrão característico 

quando ∞→t , conhecido como comportamento de estado estacionário (ou de regime). 

Para um dado sistema, o caminho percorrido pela trajetória de estado entre o estado inicial 

e o estado final denomina-se transitório (mais detalhes em Bottura (1982)). 

 

2.2.2.1. Ponto de Equilíbrio 

 

 Um estado exx =  será um estado de equilíbrio (ou ponto de equilíbrio, ou ponto 

fixo) de um dado sistema dinâmico Σ  caso ele seja invariante sob a dinâmica associada ao 

sistema, ou seja, se se constatar que ( ) 0== ee f xx . Um sistema não linear pode possuir 

múltiplos pontos de equilíbrio. 

 

2.2.2.2. Soluções Periódicas 

 

 Sistemas não lineares podem apresentar oscilações de amplitude e período 

constantes sem que sejam verificadas excitações externas continuadas. Essas oscilações, 

soluções periódicas, são, grosso modo, denominadas ciclos-limites. 
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2.2.2.3. Soluções Quase-Periódicas 

 

 Uma solução quase-periódica, por sua vez, corresponde a uma oscilação que 

combina oscilações periódicas de várias freqüências não comensuráveis não múltiplas entre 

si. 

 

2.2.2.4. Caos 

 

 Um sistema não linear pode exibir um comportamento de regime mais complicado 

que não se insere em nenhum dos três padrões acima descritos (ponto de equilíbrio, solução 

periódica ou solução quase-periódica) e que aparenta ser aleatório. Tal comportamento é 

designado por caos. Uma solução caótica não é, de fato, aleatória. Aleatoriedade implicaria 

em que o modelo do sistema ou sua entrada contivessem incertezas, o que resultaria na 

impossibilidade de se analisar as soluções produzidas por esse sistema sem recorrer a 

métodos estatísticos. No caso de ocorrência de caos, ao contrário, o problema em questão é 

determinístico, isto é, não há incertezas no modelo, entrada ou condições iniciais. 

 Sistemas dissipativos – como é o caso do sistema (2.2), ao se supor que 0<⋅∇ f  

em alguma região de seu espaço de estados – são, tipicamente, assinalados pela presença de 

conjuntos atratores ou, simplesmente, atratores em seus espaços de estados, ou seja, 

subconjuntos limitados em direção aos quais regiões de condições iniciais de volume não 

nulo convergem, assintoticamente, com o passar do tempo. Pontos de equilíbrio e ciclos-

limites são exemplos de atratores de dimensões zero e um, respectivamente3. Os atratores 

de dinâmicas caóticas possuem, caracteristicamente, estruturas geométricas bem mais 

intrincadas do que pontos de equilíbrio e ciclos-limites, com dimensões não inteiras. Na 

terminologia de Mandelbrot (citado por Ott (1997)), tais estruturas são designadas por 

fractais. Quando um atrator é um fractal, ele é denominado atrator estranho. 

 Um atributo típico de um atrator estranho é sua exponencial sensibilidade a 

variações nas condições iniciais – o que traz como implicação o fato de que, à medida que o 

                                                 
3 Dimensões de Hausdorff (mais detalhes em Ott (1997)). 
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tempo evolui, pequenos erros na solução crescem rapidamente (i.e. exponencialmente). Um 

indicador dessa sensibilidade a perturbações é o expoente de Lyapunov, que provê uma 

maneira de se determinar os padrões de contração e expansão de atratores e outros 

conjuntos invariantes4. Mais detalhes a respeito de caos podem ser encontrados em Ott 

(1997). 

 

2.2.3. Aspectos Relativos ao Estudo de Sistemas Dinâmicos 

 

 Como descreve Luenberger (1979), o estudo de um sistema dinâmico pode ser 

dividido em quatro estágios: representação, determinação de soluções, exploração de 

relações estruturais e controle. Dependendo dos objetivos a que se propõe o estudo, na 

maior parte dos casos enfatiza-se um ou dois desses aspectos. 

 

2.2.3.1. Representação 

 

 O processo de obtenção de uma descrição matemática associada a um sistema 

dinâmico real é denominado modelagem, sendo o resultado final um modelo. Esta etapa é 

essencial, pois deve assegurar um grau de fidelidade aceitável entre o comportamento do 

fenômeno real sob investigação e os padrões produzidos pela interação das variáveis 

selecionadas que compõem o estado do sistema-modelo5. 

 

2.2.3.2. Determinação de Soluções 

 

 O uso mais imediato de um modelo dinâmico se dá na determinação de soluções 

que atendem às equações que descrevem o sistema. O padrão temporal das variáveis que 

                                                 
4 A definição de conjunto invariante será apresentada na Seção 2.3.5.1 a seguir. 
5 Neste capítulo e nos seguintes, a palavra sistema incorporará a acepção associada a modelo, devendo o 

sentido ficar claro conforme o contexto em que o termo for utilizado. 
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compõem o estado do sistema numa solução específica é estudado visando-se aos mais 

variados propósitos. 

 

 Uma solução pode, às vezes, ser expressa analiticamente; mais freqüentemente, e, 

especialmente, no caso de sistemas não lineares, porém, faz-se necessária a geração 

numérica de soluções específicas por meio de simulações. As simulações podem ser 

empregadas para se testar a validade de um modelo, de maneira que uma dada solução 

deverá apresentar as propriedades comumente associadas ao fenômeno representado pelo 

sistema-modelo. As simulações contidas neste trabalho foram efetuadas no aplicativo 

Matlab. 

 

 Um modelo representa um rol de soluções, cada uma delas determinada por 

diferentes entradas, diferentes valores de parâmetros e diferentes condições iniciais. 

 

2.2.3.3. Exploração de Relações Estruturais 

 

 Boa parte da teoria de sistemas dinâmicos é motivada pelo desejo de se ir além do 

estágio do simples cômputo de soluções particulares de um modelo, tendo como meta a 

investigação e o estabelecimento de relações estruturais entre, por exemplo, um dado 

parâmetro do sistema e sua interferência na solução. Tais relações são obtidas 

indiretamente, através do uso de conceitos analíticos auxiliares. Um exemplo disso é a 

averiguação da estabilidade de um dado sistema por meio de funções auxiliares que levem 

em conta a estrutura do sistema-modelo, sem que seja necessária a geração prévia de 

soluções. 

 

2.2.3.4. Controle 

 

 Muitas das metodologias de estudo de sistemas dinâmicos são movidas pelo 

objetivo de se criar maneiras eficazes de mudar um dado sistema de sorte que sua resposta 

seja melhorada segundo algum aspecto. Dessa forma, o controle é uma atividade 
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continuada executada sobre e ao longo da operação do sistema que deverá ter como 

resultado uma resposta tão próxima da ideal quanto for possível de acordo com algum 

critério. 

 

 Este trabalho enfatiza o terceiro e o quarto aspectos no estudo de sistemas 

dinâmicos não lineares – respectivamente, a exploração de relações estruturais e a 

determinação de estratégias para um controle eficiente desses sistemas. 

 

2.3. Estabilidade e Convergência 

 

 Esta seção apresenta alguns conceitos fundamentais que serão empregados ao longo 

desta tese. 

 

2.3.1. Propriedades de Conjuntos 

 

 O termo conjunto, neste trabalho, está relacionado a uma coleção finita ou infinita 

de pontos. Por exemplo, os pontos que compõem uma reta ou que se localizam dentro de 

uma esfera no nℜ  são conjuntos. Um conjunto n
S ℜ⊂  será limitado caso exista um 

escalar 0>r  tal que r<x  para todos os pontos S∈x . Neste estudo, 
2

.. =  (norma 

Euclidiana). 

 

 Definição 2.2. Seja um escalar 0>ε  e sejam x e y pontos no nℜ . O conjunto 

( ) { }εε <−ℜ∈= xyyx |, nN  é denominado vizinhança de x com raio ε . O vetor x 

chama-se centro. Caso o valor do raio não seja relevante, representa-se a vizinhança de x 

por ( )xN . 

 

Supondo-se que S seja um subconjunto do nℜ , o vetor S∈x  será um ponto interior de S 

se existir uma vizinhança ( )xN  tal que todos os seus pontos pertençam a S. Admitindo-se, 
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por outro lado, que x não necessariamente pertença a S, x será um ponto de acumulação de 

S se toda vizinhança de x contiver pelo menos um ponto de S distinto de x. 

 

 Teorema 2.1. Se nℜ∈x  for um ponto de acumulação de n
S ℜ⊂ , toda vizinhança 

( )xN  conterá infinitos pontos de S. 

 

Prova. Cf. Apostol (1965), p. 49. 

 

Está implícito nesse teorema o fato de que não se observam pontos de acumulação em 

conjuntos com finitos pontos. A afirmação contrária, todavia, não se verifica. O conjunto 

{ },3,2,1* =+Z , por exemplo, é composto de infinitos termos e não possui pontos de 

acumulação. Por outro lado, um conjunto limitado com infinitos termos sempre apresenta 

um ponto de acumulação. Esse resultado é conhecido como Teorema de Bolzano-

Weierstrass. 

 

 Teorema 2.2 (Bolzano-Weierstrass). Se um conjunto limitado n
S ℜ⊂  possuir 

infinitos pontos, haverá pelo menos um ponto no nℜ  que será um ponto de acumulação de 

S. 

 

Prova. Cf. Apostol (1965), pp. 49-51. 

 

 Uma seqüência de vetores no nℜ  { },,,, 10 nxxx , representada por { }nx , 

convergirá para um vetor-limite x caso se verifique 0→− xxn  quando ∞→n . Um 

vetor x será um ponto de acumulação da seqüência { }nx  se existir alguma subseqüência de 

{ }nx  que convirja para x, ou seja, se houver um conjunto Ξ  com infinitos termos 

pertencentes a +Z  tal que { }
Ξ∈nnx  convirja para x. De acordo com o Teorema de Bolzano-

Weierstrass, uma seqüência limitada { }nx  no nℜ  possui pelo menos um ponto de 

acumulação no nℜ . Uma seqüência de números reais { }nr  monótona, não decrescente e 

superiormente limitada converge para um número real. De forma similar, uma seqüência de 
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números reais { }nr  monótona, não crescente e inferiormente limitada também converge 

para um número real. 

 

 Exemplo 2.1. O conjunto S de números da forma n1 , com ,3,2,1=n  tem 0 como 

ponto de acumulação. Deve-se atentar ao fato de 0 não pertencer ao conjunto S. 

 

 Um conjunto n
S ℜ⊂  será aberto se todo ponto de S for um ponto interior de S. Por 

exemplo, um intervalo aberto ( )ba,  é um conjunto aberto em ℜ . No entanto, não é um 

conjunto aberto no nℜ , pois vizinhanças n-dimensionais não estão definidas em ( )ba, . 

 

Um conjunto n
S ℜ⊂  será fechado se ele contiver todos os seus pontos de acumulação. Por 

exemplo, um intervalo fechado [ ]ba,  é um conjunto fechado em ℜ  e também no nℜ . 

Intervalos abertos em ℜ  não são conjuntos fechados porque não contêm seus extremos, 

ambos pontos de acumulação. Pelo mesmo motivo, intervalos semi-abertos do tipo ]( ba,  

ou )[ ba,  não são conjuntos fechados. Entretanto, tais intervalos tampouco são conjuntos 

abertos. Com efeito, para o caso ]( ba,  a vizinhança ( )bN  não contém apenas pontos 

interiores. O nℜ  é um conjunto aberto e, simultaneamente, um conjunto fechado. O mesmo 

vale para o conjunto vazio. 

 

 Um conjunto n
S ℜ⊂  será compacto se for limitado e fechado. 

 

 Um ponto nℜ∈p  será um ponto-limite de um conjunto n
S ℜ⊂  se toda vizinhança 

de p contiver pelo menos um ponto de S e um ponto não pertencente a S. O conjunto de 

todos os pontos-limites de S, expresso por S∂ , é denominado limite (ou fronteira) de S. Um 

conjunto fechado contém todos os seus pontos-limites. Um conjunto aberto não contém 

nenhum de seus pontos-limites. O interior de S é designado por SS ∂− . Um conjunto 

aberto é igual ao seu interior. Um conjunto fechado é igual a SS ∂+ , i.e. à união de S e sua 

fronteira. 
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 Um conjunto aberto n
S ℜ⊂  será conexo se todo par de pontos em S puder ser 

interligado por um arco contido em S. A união de um conjunto S aberto e conexo com 

alguns, nenhum ou todos os seus pontos-limites denomina-se região. Caso nenhum dos 

pontos de fronteira pertença à união, a região em questão será designada por domínio ou 

região aberta. 

 

2.3.2. Existência e Unicidade 

 

 Considerando-se o problema de valor inicial 

( ) ( ) 00 com,, xxxx == ttf  (2.3) 

onde nℜ∈x  e nnf ℜ→ℜ×ℜ+: , como a representação matemática de um sistema físico 

sob experimentação, deseja-se que, ao partir de um estado inicial 0x  no instante 0t , o 

sistema (2.3) assuma um estado definido no instante futuro 01 ttt >= , ou seja, demanda-se 

a existência de uma solução para o problema (2.3). Além disso, caso o sistema seja 

determinístico, espera-se que, se as condições do experimento anterior puderem ser 

repetidas de maneira exata, a dinâmica do sistema seja a mesma e se alcance novamente o 

mesmo estado em 01 tt > . Para que o modelo matemático (2.3) preveja de forma inequívoca 

o estado futuro de um sistema dinâmico a partir do estado atual em 0tt = , o problema (2.3) 

deverá ter solução única para cada condição inicial. 

 

 Entende-se como solução de (2.3) num intervalo [ ]10 , tt  uma função contínua 

[ ] n
tt ℜ→10 ,:x  tal que ( )tx  seja definida e ( ) ( )[ ]ttft xx ,=  [ ]10 , ttt ∈∀ . Se ( )x,tf  for 

contínua em t e em x, então a solução ( )tx  será continuamente diferenciável. Caso ( )x,tf  

seja contínua em x, mas somente contínua por partes em t, a solução ( )tx  será apenas 

continuamente diferenciável por partes. A suposição de continuidade por partes em t 

remonta aos casos em que o sistema ( )x,tf  depende de uma entrada variável no tempo 

com descontinuidades do tipo degrau, por exemplo. 

 



 18 

 A questão de existência e unicidade, que será abordada por meio de restrições 

introduzidas em ( )x,tf , é essencial para que o modelo descrito por equações diferenciais 

(2.3) seja válido como representação do comportamento de um sistema dinâmico real. 

 

 Definição 2.3. Seja nnf ℜ→ℜ×ℜ+:  uma função ( )x,tf . Se a desigualdade 

( ) ( ) 2121 ,, yyyy −≤− Ltftf  (2.4) 

for satisfeita para todo ( )1, yt  e ( )2, yt  em alguma vizinhança de ( )00 , xt , a função f será 

Lipschitz em x. A constante positiva L é denominada constante de Lipschitz. 

 

Diz-se que uma função ( )xf  é localmente Lipschitz num dado domínio n
D ℜ⊂  se cada 

ponto de D possuir uma vizinhança 0D  de tal forma que f atenda à condição de Lipschitz 

(2.4) para todos os pontos de 0D  com alguma constante de Lipschitz 0L . Uma função 

( )xf  será Lipschitz num conjunto W se (2.4) for satisfeita para todos os pontos de W com a 

mesma constante de Lipschitz L. Uma função localmente Lipschitz num domínio D não é 

necessariamente Lipschitz em D, uma vez que a condição (2.4) pode não valer de maneira 

uniforme (i.e. com a mesma constante L) para todos os pontos em D. No entanto, uma 

função localmente Lipschitz num domínio D será Lipschitz em todo subconjunto compacto 

de D (Khalil, 1992). Diz-se que uma função é globalmente Lipschitz caso ela seja Lipschitz 

no nℜ . Pode-se mostrar que o fato de uma função ( )xf  ser Lipschitz num conjunto W 

implica continuidade de ( )xf  em W (Khalil, 1992). 

 

Essa terminologia permanece sendo válida no caso de uma função dependente do tempo 

( )x,tf , contanto que a condição de Lipschitz valha de maneira uniforme em t para todos os 

instantes num dado intervalo de tempo. 

 

 Teorema 2.3 (Existência e Unicidade Locais). Seja nnf ℜ→ℜ×ℜ+:  uma função 

( )x,tf  contínua por partes na variável t que satisfaz a condição de Lipschitz (2.4) para 
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todo { }rB n ≤−ℜ∈=∈ 021 |, xxxyy , [ ]10 , ttt ∈∀ . Existirá, então, um 0>δ , 

dependente de 0x , tal que a equação de estado (2.3) possua solução única em [ ]δ+00 , tt . 

 

Prova. Cf. Khalil (1992), p. 74. 

 

No Teorema 2.3, a principal restrição introduzida em ( )x,tf  corresponde à exigência de 

satisfação de (2.4). Todavia, o resultado obtido é local, pois existência e unicidade são 

conseguidas apenas no intervalo [ ]δ+00 , tt , onde δ  pode ser muito pequeno. Pode-se 

requerer, a fim de se garantir existência e unicidade globais, que f atenda a condições 

globais de Lipschitz, i.e. tornam-se mais fortes as restrições a serem atendidas por f. Esse é 

um recurso restritivo, entretanto. Muitos modelos de sistemas físicos que apresentam 

soluções únicas e globais não atendem a condições globais de Lipschitz. Ainda, exemplos 

de funções f contínuas e contínuas por partes que não satisfazem condições locais de 

Lipschitz são raros, sendo razoável supor que representações matemáticas de sistemas 

práticos como (2.3) atendam a condições locais de Lipschitz (Khalil, 1992). Pode-se, dessa 

maneira, buscar um teorema que garanta existência e unicidade globais requerendo-se 

apenas a validade de condições locais de Lipschitz, à custa de se ter de antemão mais 

informações sobre a solução do sistema. Para o caso de sistemas autônomos, por exemplo, 

tem-se o teorema a seguir (a extensão para sistemas não autônomos pode ser encontrada em 

Hahn (1967)). 

 

 Teorema 2.4. Seja nnf ℜ→ℜ:  uma função ( )xf  localmente Lipschitz em x num 

domínio n
D ℜ⊂  e seja W um subconjunto compacto de D. Suponha que W∈0x  e que se 

sabe que toda solução de ( )xx f= , com ( ) 00 xx =t , localiza-se inteiramente em W. 

Existirá, então, uma solução única para cada 0x  definida para todo 0tt ≥ . 

 

Prova. Cf. Khalil (1992), p. 83. 
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O ponto a ser destacado nesse teorema é a necessidade de se saber que a solução está de 

fato num conjunto compacto sem que se tenha de resolver o sistema de equações 

diferenciais. O Método Direto de Lyapunov é uma ferramenta muito útil nesse sentido. 

 

2.3.3. Definições de Estabilidade 

 

 Considere o sistema dinâmico variante no tempo 

( ) ( ) 00 com,, xxxx == ttf  (2.5) 

onde nℜ∈x  e nnf ℜ→ℜ×ℜ+:  é suposta localmente Lipschitz em x num dado domínio 

n
D ℜ⊂  com D∈= 0x . Um ponto exx =  no espaço de estados será um ponto de 

equilíbrio de (2.5) quando 

( ) 0, ≥∀= ttf e 0x  (2.6) 

 

Por conveniência, todas as definições e teoremas deste capítulo referem-se ao caso em que 

o ponto de equilíbrio localiza-se na origem do nℜ , ou seja, 0=ex . Essa suposição não 

acarreta perda de generalidade, pois qualquer ponto de equilíbrio pode ser transladado para 

a origem através de uma mudança de variáveis. 

 

 Definição 2.4. O ponto de equilíbrio 0=ex  de (2.5) será estável se houver, para 

cada 0>ε  e 00 ≥t , um ( ) 0, 0 >tεδ  tal que ( ) 0ttt ≥∀< εx  sempre que ( ) ( )00 , tt εδ<x  

e ( ) Dt ∈x . 

 

Ressalta-se que estabilidade é uma propriedade de um ponto de equilíbrio e não de um 

sistema. Muitas vezes, entretanto, diz-se que um sistema é estável quando todos os seus 

pontos de equilíbrio forem estáveis. 

 

 Definição 2.5. O ponto de equilíbrio ex  de (2.5) será instável se não for estável. 
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Um mesmo sistema dinâmico pode conter pontos de equilíbrio tanto estáveis quanto 

instáveis. Os algoritmos para controle adaptativo não linear propostos nesta tese objetivam 

que o sistema final não apresente instabilidades. 

 

 Definição 2.6. Na Definição 2.4, se δ  for independente de 0t , ou seja, se ( )εδδ = , 

o ponto de equilíbrio ex  será uniformemente estável. 

 

Se a função f for independente do tempo (i.e. o sistema (2.5) for um sistema autônomo), ex  

ser estável implica em estabilidade uniforme. Ressalta-se que estabilidade uniforme é uma 

propriedade local. 

 

 Definição 2.7. O ponto de equilíbrio 0=ex  de (2.5) será assintoticamente estável 

se for estável e se, para todo 00 ≥t , existir um ( ) 00 >tη  tal que ( ) 0lim =
∞→

t
t

x  sempre que 

( ) ( )00 tt η<x . 

 

 Definição 2.8. O ponto de equilíbrio 0=ex  de (2.5) será uniformemente 

assintoticamente estável se for uniformemente estável e se, para cada 0>ε  e 00 ≥t , 

existir um 0>δ  independente de 0t  e de ε  e um ( ) 0>εT  independente de 0t  tal que 

( ) ε≤− et xx  para todo ( )εTtt +≥ 0  sempre que ( ) δ≤− et xx 0 . 

 

Novamente, se a função f for independente do tempo, ex  ser assintoticamente estável 

implica em estabilidade assintótica uniforme. Ressalta-se que estabilidade assintótica 

uniforme é uma propriedade local. 

 

 Definição 2.9. O conjunto nℜ⊂Ψ  de todos os estados iniciais ( ) n
t ℜ∈0x  tal que 

( ) et xx →  com ∞→t  para todo ( ) Ψ∈0tx  é denominado domínio de atração de ex . 
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 Definição 2.10. O ponto de equilíbrio ex  de (2.5) será globalmente 

assintoticamente estável se nℜ=Ψ . 

 

As definições desta seção partem do pressuposto de que as soluções de (2.5) são definidas 

para todo 00 ≥t . Essa suposição não é garantida pela condição local de Lipschitz atendida 

por f. Todavia, as exigências adicionais demandadas pelo Método Direto de Lyapunov, no 

Teorema 2.5 da Seção 2.3.5.1 a seguir, garantirão existência de ( )tx , para todo 00 ≥t , no 

contexto do Teorema 2.4. 

 

2.3.4. Definições de Limitação 

 

 Esta seção traz algumas definições importantes acerca de limitação de soluções. 

Maiores detalhes podem ser obtidos em Spooner et al. (2002). Considere o sistema 

dinâmico genérico (2.5). 

 

 Definição 2.11. Uma solução ( )tx  de (2.5) será limitada caso exista um 0>β , que 

pode depender de cada solução, tal que ( ) β<tx  para todo 00 ≥≥ tt . Diz-se que um 

sistema possui estabilidade de Lagrange se, para cada 00 ≥t  e ( ) n
t ℜ∈0x , a solução ( )tx  

correspondente for limitada. 

 

Verifica-se que, se um ponto de equilíbrio for globalmente assintoticamente estável, o 

sistema para o qual esse equilíbrio é definido possui estabilidade de Lagrange (o contrário, 

entretanto, não é válido). Ainda, o fato de um ponto de equilíbrio ser estável não implica 

que o sistema correspondente apresente estabilidade de Lagrange, uma vez que talvez seja 

possível encontrar uma forma de determinar ( )0tx  tal que este seja próximo de um 

equilíbrio instável e fazer com que ( ) ∞→tx  quando ∞→t . 
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 Definição 2.12. Uma solução ( )tx  de (2.5) será uniformemente limitada caso exista, 

para cada 0>α  e 00 ≥t , um ( ) 0>αβ  (independente de 0t ) tal que, se ( ) α<0tx , então 

( ) ( )αβ<tx  para todo 00 ≥≥ tt . 

 

Se a solução ( )tx  de (2.5) for uniformemente limitada, ela será limitada e o sistema 

apresentará estabilidade de Lagrange. 

 

 Definição 2.13. A solução ( )tx  de (2.5) será uniformemente ultimamente limitada 

caso exista algum 0>B  e se, correspondendo a cada 0>α  e 00 ≥t , existir um ( ) 0>αT  

(independente de 0t ) tal que ( ) α<0tx  implique em ( ) Bt <x  para todo ( )αTtt +≥ 0 . 

 

Dessa forma, diz-se que um sistema é uniformemente ultimamente limitado quando todas 

as suas trajetórias terminam numa vizinhança ( )BN ,0 . 

 

2.3.5. Condições para Estabilidade e Limitação 

 

 A idéia central do Método Direto de Lyapunov resulta da extensão matemática de 

uma constatação física fundamental: se a energia total de um sistema (elétrico, mecânico, 

etc.) for continuamente dissipada, o sistema, seja linear ou não linear, deverá tender a um 

estado de equilíbrio. Logo, é possível entrever a estabilidade de um sistema dinâmico por 

meio do exame da variação de alguma função escalar (como a função da energia, por 

exemplo) cuja derivada irá indicar o grau de estabilidade e convergência das soluções do 

sistema em questão. 

 

2.3.5.1. Sistemas Autônomos 

 

 Considere o sistema não linear invariante no tempo 

( ) ( ) 00 com, xxxx == tf  (2.7) 
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onde nℜ∈x  e nnf ℜ→ℜ:  é suposta localmente Lipschitz em x num dado domínio 

n
D ℜ⊂  com D∈= 0x . 

 

 Teorema 2.5 (Método Direto de Lyapunov). Seja 0=ex  um ponto de equilíbrio de 

(2.7) e presuma que ( )xf  seja localmente Lipschitz em x. Seja +ℜ→ℜnV :  uma função 

( )xV  continuamente diferenciável que satisfaz 

• ( ) 0>xV , i.e. ( )xV  é definida positiva e ( ) 0=0V ; 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ;0≤−≤
∂

∂
= xx

x

x
x Wf

V
V  

• ( ) ∞→xV  com ∞→x , i.e. ( )xV  é ilimitada radialmente. 

Então, ( )xV  será uma função de Lyapunov e o ponto de equilíbrio ex  será globalmente 

estável caso ( ) 0≥xW  (W semidefinida positiva) ou globalmente assintoticamente estável 

caso ( ) 0>xW  (W definida positiva). 

 

Prova. Cf. Hahn (1967), pp. 102-103, e Khalil (1992), pp. 101-102. Deve-se ressaltar que a 

prova desse teorema, que foge dos propósitos deste capítulo, garante existência e unicidade 

das soluções de (2.7) no nℜ  para 0tt ≥ . 

 

A exigência de que ( )xV  seja ilimitada radialmente é necessária para que os resultados do 

Teorema 2.5 sejam globais (conforme Teorema de Barbashin-Krasovskii em Khalil 

(1992)). Entretanto, as condições do teorema são apenas suficientes, pois o fato de não se 

satisfazer as condições de estabilidade ou estabilidade assintótica para uma dada candidata 

a função de Lyapunov não significa que o ponto de equilíbrio em questão não seja 

globalmente estável ou globalmente assintoticamente estável. Indica, apenas, que tais 

características não podem ser estabelecidas utilizando-se tal candidata a função de 

Lyapunov. De fato, não há um procedimento sistemático que construa funções de 

Lyapunov adequadas para todos os tipos de problemas. A introdução dos métodos 

recursivos de backstepping configura-se, nesse sentido, num grande avanço, pois resolve 

essa questão para diversas classes de sistemas não lineares. 
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 A necessidade de se ter ( ) 0>xW  (ou ( ) 0<xV ) para que se consiga estabilidade 

assintótica global é, em muitos casos, difícil de ser satisfeita (Fossen & Strand, 1999). O 

Princípio de Invariância de La Salle pode, então, ser empregado para que se consiga 

verificar se um sistema não linear autônomo é globalmente assintoticamente estável mesmo 

com ( )xV  semidefinida negativa. Algumas definições, porém, devem ser introduzidas 

antes de se enunciar o Teorema de La Salle. 

 

 Definição 2.14. Seja ( )tx  uma solução do sistema dinâmico (2.7). Um ponto p será 

um ponto-limite positivo de ( )tx  caso haja uma seqüência { }nt , com ∞→nt  para ∞→n , 

de tal forma que ( ) px →nt  quando ∞→n . O conjunto de todos os pontos-limites 

positivos de ( )tx  é denominado conjunto-limite positivo de ( )tx . 

 

Deve-se destacar que o conceito de ponto-limite positivo é de natureza inteiramente diversa 

do de ponto-limite apresentado na Seção 2.3.1. A definição de ponto-limite positivo 

associa-se ao conceito de ponto de acumulação. 

 

 Definição 2.15. Considere o sistema dinâmico (2.7). Um conjunto M será 

denominado invariante se qualquer solução ( )tx  desse sistema que pertença a M em algum 

instante 1t  pertencer a M em todos os instantes, i.e. ( ) ( ) 01 ttMtMt ≥∀∈∈ xx . 

 

Um conjunto Υ  será positivamente invariante caso a definição acima seja verdadeira 

apenas para instantes futuros, i.e. ( ) ( ) 11 tttt ≥∀Υ∈Υ∈ xx . 

 

 Uma propriedade fundamental dos conjuntos-limites é o lema a seguir, cuja prova 

pode ser encontrada em Khalil (1992): 

 

 Lema 2.1. Seja ( )tx  uma solução limitada de (2.7). Supondo-se que ( )tx  pertença 

ao domínio D para todo 0tt ≥ , seu conjunto-limite positivo +L  será um conjunto compacto 

invariante não vazio. Além disso, ( ) +→ Ltx  quando ∞→t . 
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Prova. Cf. Khalil (1992), p.491. 

 

 Apresentadas as definições e comentários necessários, pode-se, agora, enunciar o 

Teorema de La Salle: 

 

 Teorema 2.6 (Princípio de Invariância de La Salle). Seja Ω  um conjunto compacto 

positivamente invariante de (2.7). Seja, ainda, ℜ→Ω:V  uma função ( )xV  continuamente 

diferenciável tal que ( )( ) 0≤tV x  Ω∈∀x . Defina ( ){ }0| =Ω∈= xx VE  e seja M o maior 

conjunto invariante contido em E. Então, toda solução limitada ( )tx  iniciando-se em Ω  

converge para M com ∞→t . 

 

Prova (Khalil, 1992, p. 117). Seja ( )tx  uma solução de (2.7) iniciando-se em Ω . Como 

( ) 0≤xV  em Ω , ( )xV  é uma função não crescente. Ademais, a continuidade de ( )xV  no 

conjunto compacto Ω  implica que ( )xV  é inferiormente limitada em Ω . Logo, ( )xV  

possui um limite a para ∞→t . Note, ainda, que o conjunto-limite positivo +L  localiza-se 

em Ω , pois Ω  é um conjunto fechado e positivamente invariante. Considerando-se a 

Definição 2.14 e a continuidade de ( )xV , tem-se que ( ) ( )[ ] atVV n
n

==
∞→

xp lim , onde +∈ Lp  

e ( ) px →nt  quando ∞→n  para uma seqüência { }nt  com ∞→nt . Portanto, ( ) aV =x  

em +L . Como, pelo Lema 2.1, +L  é um conjunto invariante, verifica-se que ( ) 0=xV  em 

+L . Assim, Ω⊂⊂⊂+ EML . Como ( )tx  é limitado, ( )tx  tende a +L  quando ∞→t  

(Lema 2.1). Conseqüentemente, ( )tx  aproxima-se de M quando ∞→t . 

 

Deve-se notar que o Teorema de La Salle não requer que ( )xV  seja definida positiva. A 

Figura 2.1 traz uma interpretação geométrica do Teorema 2.6. 
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Figura 2.1. Interpretação geométrica do Princípio de Invariância de La Salle. 

 

Supondo-se, por hipótese, que na fronteira do conjunto positivamente invariante Ω  a 

função de Lyapunov assuma o valor ( ) 1vV =x , define-se ( ){ }1| vVn ≤ℜ∈=Ω xx , uma 

vez que ( ) 0≤xV  em Ω . A linha tracejada representa o conjunto E onde ( ) 0=xV . 

Admite-se que o maior conjunto invariante M em E seja composto apenas pelo ponto de 

equilíbrio estável ex . Define-se a curva de nível ( ){ }12| vvV <=Ω∈=Γ xx ; seja s um 

ponto Γ∈s . Em s: 

( ) 0≤
∂

∂
=

∂

∂
=

== sxsx

x
x

x
x

f
VV

V  (2.8) 

Como x∂∂V  é o vetor gradiente de ( )xV  – logo, perpendicular a Γ  e “saindo” – e ( )xf  é 

o vetor velocidade x  – tangente às trajetórias do sistema –, a equação (2.8) indica que o 

produto escalar do vetor gradiente de ( )xV  com o vetor velocidade ( )xf  deve ser menor 

ou igual a zero. Isso significa que o ângulo entre os dois vetores deve ser maior ou igual a 

90o. Dado que essa relação é verificada para todos os pontos de Γ , as soluções ( )tx  de 

(2.7) estão necessariamente entrando na região delimitada por Γ . Como isso é válido para 

todas as curvas de nível internas a Ω , conclui-se que toda solução com condição inicial em 

Ω  converge para o ponto de equilíbrio ex . 

 

 Corolário 2.1 (Estabilidade Assintótica). Seja 0=ex  o único ponto de equilíbrio de 

(2.7). Seja +ℜ→ℜnV :  uma função ( )xV  continuamente diferenciável, definida positiva 

e ilimitada radialmente tal que ( ) 0≤xV  nℜ∈∀x . Seja, ainda, ( ){ }0| =ℜ∈= xx VE n  e 
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presuma que nenhuma solução senão ( ) 0=tx  possa permanecer indefinidamente em E. 

Então, a origem será globalmente assintoticamente estável. 

 

Conclui-se, portanto, que as propriedades de convergência do sistema dinâmico em questão 

serão tanto mais poderosas quanto menores forem as dimensões de M. No caso de 

estabilidade assintótica, o maior subconjunto invariante M de E reduz-se à origem 0=ex . 

 

 Rodrigues et al. (2002) propuseram uma extensão do Princípio de Invariância de La 

Salle na qual não se exige que a derivada da função de Lyapunov seja sempre, no mínimo, 

semidefinida negativa. O teorema a seguir apresenta essa versão mais geral do Teorema 2.6 

que permite que a derivada da função de Lyapunov ao longo das trajetórias do sistema seja 

positiva em algumas regiões. 

 

 Teorema 2.7 (Extensão do Princípio de Invariância de La Salle). Seja ℜ∈v  uma 

constante tal que ( ){ }vV
n

v <ℜ∈=Ω xx |  seja um conjunto limitado positivamente 

invariante de (2.7). Seja, ainda, ℜ→ΩvV :  uma função ( )xV  continuamente 

diferenciável. Defina ( ){ }0| >Ω∈= xx VC v  e presuma que ( ) vlV
C

<=
∈

x
x

sup . Defina, 

ainda, ( ){ }lVvl ≤Ω∈=Ω xx |  e ( ){ } lv VE Ω∪=Ω∈= 0| xx  e seja M o maior conjunto 

invariante de (2.7) contido em E. Então, toda solução limitada ( )tx  iniciando-se em vΩ  

converge para M quando ∞→t . Além disso, se lΩ∈0x , então ( ) lt Ω∈x  para todo 0tt ≥  

e ( )tx  tende para o maior conjunto invariante de (2.7) contido em lΩ . 

 

Prova (Rodrigues et al., 2002, p.53). Suponha, primeiramente, que vΩ∈0x  e lΩ∉0x . 

Seja ( )tx  uma solução de (2.7) iniciando-se em vΩ . Presuma, de início, que ( )tx  

permaneça fora do conjunto lΩ  para 0tt ≥ . Como lC Ω⊂ , verifica-se, nesse caso, 

( ) 0≤xV . Assim, ( )xV  é uma função não crescente. Ainda, o conjunto-limite positivo +L  

de ( )tx  está contido no conjunto invariante vΩ ; mais precisamente, no subconjunto 

compacto de vΩ  dado por ( ) ( ){ }0| xxx VVv ≤Ω∈ . Como a função ( )xV  é não crescente e 
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contínua, ( )xV  é inferiormente limitada nesse conjunto. Logo, ( )xV  possui um limite a 

para ∞→t . Considerando-se a Definição 2.14 e o Lema 2.1, tem-se que ( ) aV =x  em +L  

e, uma vez que +L  é um conjunto invariante de (2.7), ( ) 0=xV  em +L . Assim, 

CL v −Ω⊂+ , donde se conclui que ( ) MLt ⊂→ +x  quando ∞→t . 

 

Admitindo-se, agora, que lΩ∈0x , tem-se que ( ) lV ≤0x . Afirma-se que a solução ( )tx  

permanece em lΩ  para todo )[ +∈ ttt ,0 . Para provar essa afirmação, suponha que há um 

instante 0
*

tt >  em que ( )[ ] ltV >*x . Existirá, então, um [ )*
0 , tts ∈  tal que ( )[ ] lsV =x  e 

( )[ ] ltV >x  para ( )*, tst ∈ . Isso significa que existe algum ( )*, tst ∈′  em que se verifica 

( )[ ] 0>′tV x , o que contradiz o fato de que ( ) 0≤xV  fora de Cl ⊃Ω . Assim, ∞=+t  e a 

solução permanece dentro de lΩ  para 0tt ≥ . Portanto, o conjunto-limite positivo +L  é não 

vazio e a solução aproxima-se dele quando ∞→t . Ademais, +L  é um subconjunto 

invariante contido em lΩ . Logo, a solução ( )tx  aproxima-se do maior conjunto invariante 

contido em lΩ  quando ∞→t . 

 

A Figura 2.2 traz uma interpretação geométrica da Extensão do Princípio de Invariância de 

La Salle. O Teorema 2.7 garante que todas as soluções de (2.7) com condição inicial dentro 

de vΩ  tendem para o maior conjunto invariante contido em E. Se, em particular, esse maior 

conjunto invariante estiver contido em lΩ , então todas as soluções com condição inicial em 

vΩ  tendem para o maior conjunto invariante contido em lΩ . Uma vez dentro de lΩ , as 

soluções não saem desse conjunto. Duas coisas podem ocorrer dentro de lΩ : ou as 

soluções tendem para o conjunto ( ){ }0| =Ω∈ xx Vl  ou permanecem entrando e saindo do 

conjunto C (Rodrigues et al., 2002). 
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Figura 2.2. Interpretação geométrica da Extensão do Princípio de Invariância de La Salle. 

 

 O Teorema 2.8 a seguir traz a versão global da Extensão do Princípio de Invariância 

de La Salle: 

 

 Teorema 2.8 (Versão Global da Extensão do Princípio de Invariância de La Salle). 

Seja ℜ→ℜn
V :  uma função ( )xV  continuamente diferenciável. Defina 

( ){ }0| >ℜ∈= xx VC n  e presuma que ( ) ℜ∈=
∈

lV
C

x
x

sup . Defina, ainda, 

( ){ }lV
n

l ≤ℜ∈=Ω xx |  e ( ){ } l

n
VE Ω∪=ℜ∈= 0| xx  e seja M o maior conjunto 

invariante de (2.7) contido em E. Então, toda solução limitada ( )tx  converge para M 

quando ∞→t . Além disso, se lΩ∈0x , então ( ) lt Ω∈x  para todo 0tt ≥  e ( )tx  tende para 

o maior conjunto invariante de (2.7) contido em lΩ . 

 

Prova (Rodrigues et al., 2002, p.54). Suponha, primeiramente, que lΩ∉0x  e presuma que 

a solução ( )tx  de (2.7) seja limitada para 0tt ≥ . Presumindo-se que ( )tx  permaneça fora 

do conjunto lΩ  para 0tt ≥ , verifica-se que ( ) 0≤xV  para 0tt ≥ . Como ( )xV  é uma função 

não crescente e inferiormente limitada, ( ) ℜ∈→ aV x  quando ∞→t . O conjunto-limite 

positivo +L  de ( )tx  é compacto, não vazio e invariante (Lema 2.1). Isso implica que 

( ) aV =x  em +L  e, conseqüentemente, que ( ) 0=xV  em +L . Assim, ML ⊂+ , donde se 

conclui que ( ) MLt ⊂→ +x  quando ∞→t . 
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Presumindo-se, agora, que lΩ∈0x , tem-se que ( ) lV ≤0x . Afirma-se que a solução ( )tx  

permanece em lΩ  para todo )[ +∈ ttt ,0 . Para provar essa afirmação, suponha que há um 

instante 0
*

tt >  em que ( )[ ] ltV >*x . Existirá, então, um [ )*
0 , tts ∈  tal que ( )[ ] lsV =x  e 

( )[ ] ltV >x  para ( )*, tst ∈ . Isso contradiz o fato de que ( ) 0≤xV  fora de Cl ⊃Ω . Assim, 

tal como no teorema anterior, a solução permanece dentro de lΩ  para 0tt ≥ . Portanto, o 

conjunto-limite positivo +L  é não vazio e a solução aproxima-se dele quando ∞→t . 

Ademais, +L  é um subconjunto invariante contido em lΩ . Logo, a solução ( )tx  aproxima-

se do maior conjunto invariante contido em lΩ  quando ∞→t . 

 

Se acaso, no Teorema 2.8 acima, ℜ→ℜn
V :  for ilimitada radialmente, ou seja, 

( ) ∞→xV  com ∞→x , toda solução ( )tx  será limitada para 0tt ≥  e as conclusões do 

Teorema 2.8 serão válidas para todas as soluções. 

 

2.3.5.2. Sistemas Não Autônomos 

 

 No caso de sistemas autônomos, o Teorema de La Salle (Teorema 2.6) mostra que a 

trajetória do sistema em consideração tende ao maior subconjunto invariante contido em E, 

onde E é o conjunto de todos os pontos de Ω  que satisfazem ( ) 0=xV . Por outro lado, no 

caso do sistema não autônomo (2.5), mesmo o processo de se determinar um conjunto E 

pode não ser evidente, uma vez que ( )x,tV  é função tanto de t  como de x . A situação 

torna-se mais clara, no entanto, quando 

( ) ( ) 0, ≤−≤ xx WtV  (2.9) 

visto que, nesse caso, o conjunto E poderá ser definido como o conjunto de pontos onde 

( ) 0=xW . Dessa forma, pode-se esperar que a trajetória do sistema aproxime-se de E à 

medida que ∞→t . 
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 O Teorema de La Salle-Yoshizawa, importante ferramenta para a análise de 

convergência de sistemas não autônomos, formaliza esses resultados: 

 

 Teorema 2.9 (La Salle-Yoshizawa). Seja 0=ex  o ponto de equilíbrio de (2.5) e 

presuma que ( )x,tf  seja localmente Lipschitz em nℜ∈x  uniformemente em t. Seja 

++ ℜ→ℜ×ℜ nV :  uma função ( )x,tV  continuamente diferenciável que satisfaz 

• ( ) 0, >xtV , i.e. ( )x,tV  é definida positiva; 

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;0,
,,

, ≤−≤
∂

∂
+

∂

∂
= xx

x

xx
x Wtf

tV

t

tV
tV  

• ( ) ∞→x,tV  com ∞→x , i.e. ( )xV  é ilimitada radialmente. 

onde W é uma função contínua. Então, todas as soluções de (2.5) serão globalmente 

uniformemente limitadas e atenderão a 

( )[ ] .0lim =
∞→

tW
t

x  (2.10) 

Ainda, se W for definida positiva, i.e. ( ) 0>xW , o ponto de equilíbrio 0=ex  de (2.5) será 

globalmente uniformemente assintoticamente estável. 

 

Prova. Versões gerais podem ser encontradas em Khalil (1992), p.187, e Krsti  et al. 

(1995), p. 492. 

 

 Funções de Lyapunov também podem ser empregadas para se avaliar a limitação 

das soluções do sistema não autônomo (2.5) em situações não globais. 

 

Definição 2.16. Diz-se que uma função contínua [ ) +ℜ→a,0:α  pertence à classe 

Κ  se for estritamente crescente para algum ℜ∈a  e ( ) 00 =α . Ela pertence à classe ∞Κ  se 

( ) ∞→ra  com ∞→r . 

 

 Suponha que a função ( )x,tV , definida em R≥x  (onde o valor de R pode ser 

elevado) e 0≥t , seja continuamente diferenciável em x  e em t e que existam soluções 

únicas ( )tx  para (2.5) válidas em todo o nℜ . 
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 Definição 2.17. As soluções de (2.5) serão uniformemente limitadas para todo 

R≥x  e 0≥t  se existirem ( )x,tV  continuamente diferenciável e ∞Κ∈21 , αα  tal que 

( ) ( ) ( )xxx 21 , αα ≤≤ tV  (2.11) 

( ) 0, ≤xtV  (2.12) 

 

Nota-se que essa condição é menos restritiva que o Teorema de La Salle-Yoshizawa, uma 

vez que se requer que ( ) 0, ≤xtV  para todo R≥x  para algum R, não em todo o nℜ . 

 

Definição 2.18. As soluções de (2.5) serão uniformemente ultimamente limitadas 

para todo R≥x  e 0≥t  se existirem ( )x,tV  continuamente diferenciável, ∞Κ∈21 , αα  e 

Κ∈3α  definido em [ )∞,0  tal que 

( ) ( ) ( )xxx 21 , αα ≤≤ tV  (2.13) 

( ) ( )xx 3, α−≤tV  (2.14) 
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Capítulo 3  

 

Métodos Recursivos para o Controle de Sistemas Não Lineares 

 

 

3.1. Introdução 

 

 Tal como mencionado no capítulo anterior, a maior parte dos sistemas dinâmicos 

reais possui interações não lineares entre as diversas variáveis que os compõem. A 

representação desses sistemas por meio de modelos lineares conduz, portanto, a inevitáveis 

discrepâncias entre o comportamento do sistema real e as soluções geradas por sua 

descrição matemática. Por exemplo, a linearização de um sistema não linear ao redor de um 

ponto de operação é válida apenas nessa região restrita. Técnicas de controle que tenham 

como objetivo uma atuação mais ampla sobre a resposta do sistema são inviáveis sob tal 

enfoque. 

 

 Os últimos anos presenciaram um desenvolvimento crescente na teoria associada ao 

estudo de sistemas não lineares, especialmente no campo da síntese de controladores 

eficientes. A partir dos anos 80, conceitos desenvolvidos a partir da geometria diferencial 

provaram ser ferramentas eficazes na análise e síntese de sistemas não lineares, sendo a 

técnica de linearização por realimentação, por exemplo, um método amplamente 

empregado no tratamento de alguns tipos de não-linearidades (cf. Isidori (1996)). 

 

 Algumas desvantagens da metodologia atrelada à geometria diferencial, no entanto, 

são a impossibilidade de resolução de vários tipos de sistemas não lineares e o elevado 
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esforço de controle despendido. A introdução de métodos recursivos de síntese de 

controladores a partir dos anos 90 (cf. Kanellakopoulos et al. (1992)), entretanto, resolveu 

vários desses problemas. A técnica de backstepping, descrita em detalhes por Krsti  et al. 

(1995) é, hoje, um dos meios mais populares de tratamento de sistemas não lineares, sendo, 

inclusive, aplicável a vários sistemas não “linearizáveis” (Kokotovi , 1992). 

 

 O backstepping fundamenta-se no conceito de Funções de Lyapunov de Controle 

(cf. Seção 3.3) e nas teorias de estabilidade e convergência de sistemas dinâmicos 

apresentadas no Capítulo 2 desta tese – em especial, os Teoremas de La Salle e La Salle-

Yoshizawa e o Método Direto de Lyapunov. Após uma breve descrição dos aspectos mais 

relevantes das abordagens tradicionais de controle não linear (cf. Seção 3.2), a Seção 3.4 

dedica-se a expor as características básicas do backstepping integrador, versão preliminar 

de processos de backstepping mais genéricos. A Seção 3.5 traz formalizações conceituais 

basilares. A Seção 3.6 apresenta o método de backstepping aplicado a um sistema genérico 

de realimentação estrita. As Seções 3.7 e 3.8 contemplam o caso adaptativo com exposições 

referentes ao backstepping adaptativo integrador (Seção 3.7) e ao backstepping adaptativo 

aplicado a um sistema genérico de realimentação estrita paramétrico. 

 

3.2. Técnicas Precursoras de Controle de Sistemas Não Lineares 

 

 Muitas tentativas de introdução de abordagens sistemáticas visando a um controle 

eficaz de sistemas não lineares têm sido propostas nos últimos anos. Um dos primeiros e 

mais populares métodos voltados para o projeto de controladores para sistemas não lineares 

é a técnica de linearização por realimentação, descrita por Isidori (1996). Essa 

metodologia utiliza mudança de coordenadas e controle por realimentação com o objetivo 

de transformar um sistema dinâmico não linear em um sistema cujas dinâmicas sejam, ao 

menos parcialmente, lineares. 

 

 Seja o sistema não linear genérico 
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( ) ( )
( )x

xxx

hy

ugf

=

+=
 (3.1) 

onde nℜ∈x  é o estado, ℜ∈u  é a entrada e ℜ∈y  é a saída. As funções f, g e h são não-

linearidades suaves conhecidas. Diz-se que o sistema (3.1) possui grau relativo ρ  num 

ponto 0x  se houver uma vizinhança ( )0xN
6 na qual se verifique 

( ) ( ) ( ) 0121 =
∂

∂
==

∂

∂
=

∂

∂ −
x

x
x

x
x

x
ggg

ρψψψ
 (3.2) 

e 

( ) 0≠
∂

∂
x

x
g

ρψ
 (3.3) 

onde ( ) ( )xx h=1ψ  e ( ) ( ) ( )xxx fii ∂∂= −1ψψ , ρ,,2=i . Se acaso (3.2) e (3.3) forem 

válidos para todo nℜ∈x , o grau relativo de (3.1) será definido globalmente. 

 

 Supondo que o sistema (3.1) apresente grau relativo n<ρ  no ponto 0x , pode-se 

empregar uma mudança de coordenadas e controle por realimentação para transformar 

(localmente) esse sistema numa conexão em cascata de um sistema linear de dimensão ρ  e 

um sistema não linear de dimensão ρ−n . De fato, derivando-se ρ  vezes a saída ( )xhy = , 

tem-se: 

( ) ( ) ( )ugfy x
x

x
x ∂

∂
+

∂

∂
= ρρρ ψψ

 (3.4) 

Como ( ) 0≠∂∂ gxρψ  numa vizinhança de 0x , pode-se linearizar a representação entrada-

saída do sistema (3.1) através de uma realimentação que cancele as não-linearidades em 

(3.4) (linearização entrada-saída): 

( )
( )+

∂

∂
−

∂

∂
= vf

g

u x
x

x
x

ρ

ρ

ψ

ψ
1

 (3.5) 

 

                                                 
6 O conjunto de pontos onde um grau relativo pode ser definido é um subconjunto aberto e denso do conjunto 

aberto U onde o sistema (3.1) é definido (Isidori, 1996). Para uma definição de conjunto denso, cf. Isidori 

(1996), p. 474. 
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 Assim, as dinâmicas de y e suas derivadas são governadas por uma cadeia de ρ  

integradores ( ) vy =ρ . Não obstante, como o sistema original tem dimensão n, é necessário 

considerar, ainda, as ρ−n  variáveis de estado restantes. Através do uso de ferramentas de 

geometria diferencial, é possível (Krsti  et al., 1995) encontrar ρ−n  funções 

( ) ( )xx nψψ ρ ,,1+ , com ( ) 0=∂∂ gi xψ , ni ,,1+= ρ , de tal forma que a mudança de 

coordenadas 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )x

x

x

x

xx

nn

y

y

hy

ψζ

ψζ

ψζ

ψζ

ψζ

ρρ

ρ
ρ

ρ

=

=

==

==

===

++

−

11

1

22

11

 (3.6) 

seja inversível localmente e transforme, junto com (3.5), o sistema não linear (3.1) em 

( ) ( )

( ) ( )

1

1
1

1

1

21

ζ

φ
ψ

ζ

φ
ψ

ζ

ζ

ζζ

ζζ

ρ
ρ

ρ

ρ

ρρ

=

=
∂

∂
=

=
∂

∂
=

=

=

=

+

+

+

−

y

f

f

v

n
n

n ζζζζ

ζζζζ

x
x

x
x

 (3.7) 

onde [ ]Tnζζ ,,1=ζζζζ . A aplicação do controle (3.5) torna as variáveis de estado do 

subsistema não linear de (3.7), nζζ ρ ,,1+ , não observáveis a partir da saída y. 

 

 A utilização da nova entrada de controle v com a finalidade de estabilizar o 

subsistema linear de (3.7) não garante a estabilidade de todo o sistema, a menos que a 

estabilidade da porção não linear de (3.7) seja estabelecida separadamente. 
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 Quando v é empregada para manter a saída y igual a zero para todo 0tt > , ou seja, 

quando 01 === ρζζ , as dinâmicas de nζζ ρ ,,1+  são descritas por 

( )

( )nnn

n

ζζφζ

ζζφζ

ρ

ρρρ

,,,0,,0

,,,0,,0

1

111

+

+++

=

=

 (3.8) 

e são denominadas dinâmicas nulas de (3.1), pois evoluem no subconjunto do espaço de 

estados no qual a saída do sistema é nula. Se o equilíbrio em 01 ===+ nζζ ρ  das 

dinâmicas nulas (3.8) for assintoticamente estável, o sistema (3.1) será de fase mínima. 

 

 Dado que o grau relativo e as dinâmicas nulas de um sistema não podem ser 

alterados por meio de realimentação de saída (Kokotovi  & Arcak, 2001), sistemas com 

dinâmicas nulas instáveis (sistemas de fase não mínima) são muito mais difíceis de se 

controlar que sistemas de fase mínima. 

 

 Considerando-se, pois, o problema de estabilização por realimentação de um 

sistema em cascata genérico formado por uma parte linear e outra parte não linear oriundo 

de um processo de linearização entrada-saída, 

( )ςςςςφφφφφφφφ

ςςςςςςςς

,f

BvA

=

+=
 (3.9) 

tem-se que o fato de se constatar estabilidade assintótica global de ( )0,φφφφφφφφ f=  não é 

suficiente para garantir estabilidade assintótica global de toda a cascata por meio de uma 

realimentação ςςςςKv =  (Kokotovi  & Arcak, 2001). Em geral, é necessária uma 

realimentação tanto de ςςςς  quanto de φφφφ , ou seja, ( )ςςςςφφφφςςςς ,wKv += . Kokotovi  e Sussman 

(1989) propuseram, por exemplo, o método de passivação por realimentação, no qual 

busca-se converter (3.9) numa interconexão de dois blocos passivos como a ilustrada na 

Figura 3.1 e encontrar, então, uma expressão para a lei de controle ( )ςςςςφφφφςςςς ,wKv +=  que 

traga estabilidade a todo o sistema. Destaca-se o fato de que um sistema constituído pela 

interconexão de dois blocos passivos com a configuração indicada na Figura 3.1 é passivo 

(Krsti  et al., 1995). A noção de passividade, que remonta à idéia de dissipação de energia 

em resistores num circuito elétrico, tem sido muito utilizada com o propósito de se analisar 
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a estabilidade de sistemas não lineares. Sistemas passivos, tais como circuitos lineares 

contendo apenas resistores positivos, são estáveis (Byrnes et al., 1991). 

 

 
Figura 3.1. Interconexão de dois sistemas passivos (H1 e H2). 

 

 Apesar de sua popularidade, a abordagem ligada ao conceito de passividade é 

limitada a sistemas com grau relativo menor que dois (Kokotovi  et al., 1992). Devido à 

impossibilidade de se alterar o grau relativo de um sistema dinâmico através de 

realimentação de saída, tal restrição tem sido um obstáculo na criação de leis de controle 

eficazes para sistemas não lineares em geral segundo essa metodologia. 

 

 Essa limitação, no entanto, foi removida de forma muito eficiente por meio da 

introdução de procedimentos recursivos para a geração de leis de controle para sistemas 

não lineares, especialmente o backstepping (Kokotovi  et al., 1992). A idéia básica do 

backstepping é projetar uma seqüência de sistemas virtuais de grau relativo unitário, sendo 

o sistema original o último elemento dessa seqüência. Para cada sistema virtual, o grau 

relativo é reduzido a um através da seleção de uma entrada virtual, conseguindo-se, então, 

passividade com relação a uma saída virtual. A escolha de pares entrada-saída virtuais é 

flexível e o processo de estabilização faz uso de funções de Lyapunov de controle. 

 

3.3. Funções de Lyapunov de Controle 

 

 A noção de função de Lyapunov de controle, uma extensão do conceito de função 

de Lyapunov introduzida por Artstein (1983) e Sontag (1983), representou uma mudança 
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no paradigma das teorias de estabilização vigente ao final dos anos 70 (Kokotovi  & Arcak, 

2001), pois redirecionou o enfoque dessas teorias, até então centradas na análise das 

características de um dado sistema dinâmico, para o objetivo de se criar sistemas em malha 

fechada com propriedades de estabilidade desejáveis (veja também Parks (1966)). 

 

 Tradicionalmente, uma maneira de se estabilizar um sistema não linear é selecionar 

uma função de Lyapunov ( )xV  e então tentar encontrar uma lei de controle ( )xu  que faça 

com que ( )xV  seja definida negativa. Supondo que o sistema apresente a configuração 

( )uf ,xx =  (3.10) 

com nℜ∈x , ℜ∈u  e ( ) 00 =0,f , objetiva-se determinar ( )xu  de tal forma que o equilíbrio 

0=x  do sistema em malha fechada seja globalmente assintoticamente estável. Pode-se 

tomar uma função ( )xV  como uma candidata a função de Lyapunov e requerer que sua 

derivada ao longo das soluções de (3.10) atenda à desigualdade ( ) ( )xx WV −≤ , onde ( )xW  

é uma função definida positiva, ou seja, 

( ) ( ) 0, <−≤
∂

∂
xx

x
Wuf

V
 (3.11) 

Escolhas inadequadas de ( )xV  e ( )xW  podem levar à não-satisfação de (3.11). Diz-se de 

um sistema para o qual é possível uma escolha conveniente de ( )xV  e ( )xW  que possui 

uma função de Lyapunov de controle. 

 

 Definição 3.1. Seja +ℜ→ℜnV :  uma função ( )xV  suave, definida positiva e 

ilimitada radialmente. ( )xV  será uma função de Lyapunov de controle para (3.10) se 

( ) 0,inf <
∂

∂
ℜ∈

uf
V

u
x

x
 (3.12) 

0≠∀x . Artstein (1983) demonstra que a relação (3.12) é suficiente para assegurar a 

existência de uma lei de controle que satisfaça (3.11), i.e. a existência de uma função de 

Lyapunov de controle é equivalente à estabilizabilidade assintótica global. 

 

 A principal limitação do conceito de função de Lyapunov de controle como 

ferramenta de projeto consiste em não se conhecer uma função de Lyapunov de controle 
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adequada para a maior parte dos sistemas não lineares. A tarefa de se encontrar uma função 

de Lyapunov de controle apropriada pode ser tão complexa quanto a de se determinar uma 

lei de controle estabilizadora. Para várias classes importantes de sistemas não lineares estes 

dois problemas são resolvidos simultaneamente por meio da utilização do backstepping. 

 

3.4. Funções de Lyapunov de Controle e Backstepping Integrador 

 

 A construção recursiva de funções de Lyapunov de controle através do backstepping 

integrador – uma versão preliminar dos processos de backstepping mais genéricos – será 

ilustrada por meio do sistema não linear de segunda ordem (cf. Fossen & Strand (1999)) 

( ) ξ+= xfx  (3.13a) 

u=ξ  (3.13b) 
xy =  (3.13c) 

onde ℜ∈x , ℜ∈ξ , ℜ∈y  e ℜ∈u . A função ( )xf  é uma não-linearidade conhecida. 

Tenciona-se a regulação de ( )ty  em zero, ou seja, deseja-se que ( ) 0→ty  com ∞→t  para 

todo ( ) ( )[ ]T
x 0,0 ξ . Obviamente, o sinal ( )tξ  deverá permanecer limitado. De (3.13a), o 

ponto de equilíbrio com 0=x  corresponde a [ ] ( )[ ]TT
fx 0,0, −=ξ . O objetivo é, portanto, 

fazer com que esse ponto de equilíbrio seja globalmente assintoticamente estável. Como o 

sistema (3.13) compõe-se de duas variáveis de estado, x e ξ , o projeto compreenderá dois 

passos. Dessa forma, (3.13) será encarado como uma disposição em cascata de dois 

subsistemas de primeira ordem, cada um apresentando entrada e saída únicas. O 

procedimento inicia-se com o tratamento do subsistema x e prossegue com o tratamento do 

subsistema ξ . O subsistema ξ  é um integrador que precede o subsistema x. 

 

 Introduzir-se-á uma mudança de coordenadas durante o processo recursivo dada por 

( )xz φ=  (3.14) 

onde [ ]T
zz 21 ,=z  e [ ]T

x ξ,=x . A transformação ( ) nn ℜ→ℜ:xφ  será um difeomorfismo 

global se o mapeamento ( )xφ  for válido no nℜ  com ( )xφ  e ( )z1−φ  continuamente 

diferenciáveis e local se a transformação inversa 
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( )zx 1−= φ  (3.15) 

existir apenas num domínio do nℜ . 

 

3.4.1. Passo 1 

 

 Inicialmente, escolhe-se a primeira variável auxiliar do processo: 

01 α−= xz  (3.16) 

Como o objetivo principal do projeto é a regulação da saída xy =  em zero, o valor 

desejado para x é 

0=dx  (3.17) 

Definindo-se dx=0α , tem-se que a variável 1z  corresponde ao desvio de x em relação ao 

valor desejado dx . Logo, 1z  é uma variável de erro. Se o objetivo fosse o seguimento de 

algum sinal de referência ( )tr  variante no tempo, ter-se-ia r=0α . 

 

 Para o subsistema x, divisa-se a variável de estado ξ  como sua entrada de controle 

virtual. Do mesmo modo como foi feito para o estado x, a variável auxiliar relativa a ξ  tem 

a forma 

12 αξ −=z  (3.18) 

Quando ∞→t , 1α  corresponderá ao valor desejado para ξ : 

( )01 fd

t

−==
∞→

ξα  (3.19) 

 

 O subsistema x pode ser reescrito em termos das variáveis de erro: 

( ) 211 zxfz ++= α  (3.20) 

A nova variável de estado 2z  não é utilizada neste primeiro passo, mas sua presença é 

importante, pois é o elo entre o subsistema 1z  (3.20) e o subsistema 2z  a ser tratado no 

próximo passo. 
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 A função estabilizadora 1α , representando o valor desejado para a entrada de 

controle virtual ξ , provê a realimentação necessária para o subsistema 1z . Escolhendo-se, 

por exemplo, 

( ) 111 zcxf −−=α  (3.21) 

tem-se que 

2111 zzcz +−=  (3.22) 

A expressão (3.21) equivale à lei de controle para o subsistema x obtida segundo a técnica 

de linearização por realimentação. 

 

 Uma candidata a função de Lyapunov para o subsistema 1z  é 

2
11 2

1
zV =  (3.23) 

cuja derivada ao longo de (3.22) é dada por 

21
2
11

111

zzzc

zzV

+−=

=
 (3.24) 

onde 01 >c  é um ganho de realimentação constante. O termo 21zz , de magnitude e sinal 

desconhecidos, será cancelado no passo seguinte. 

 

3.4.2. Passo 2 

 

 A dinâmica do subsistema 2z  é computada derivando-se (3.18) em relação ao 

tempo: 

1

12

α

αξ

−=

−=

u

z
 (3.25) 

Uma candidata a função de Lyapunov para o subsistema 2z  é 

2
212 2

1
zVV +=  (3.26) 

cuja derivada ao longo de (3.25) é dada por 
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( )
( )112

2
11

212
2
11

2221
2
11

2212

zuzzc

zzzzc

zzzzzc

zzVV

+−+−=

++−=

++−=

+=

α

 (3.27) 

Como o sistema dinâmico original (3.13) é composto de apenas duas variáveis de estado, a 

entrada de controle real u aparece neste segundo passo. Para que se consiga estabilidade 

assintótica global, consoante o Método Direto de Lyapunov, é necessário que 02 <V . 

Portanto, uma expressão conveniente para u é a seguinte: 

2211 zczu −−= α  (3.28) 

onde 02 >c  é uma constante. Dessa forma, 

02
22

2
112 <−−= zczcV  (3.29) 

01 ≠∀z  e 02 ≠∀z  e 2V  é uma função de Lyapunov de controle para o sistema formado 

pelas equações (3.22) e (3.25) e, por extensão, para o sistema (3.13). 

 

3.4.3. Aspectos de Implementação 

 

 Uma característica importante do método de backstepping é a não-utilização de 

diferenciadores na implementação da derivada 1α  presente na lei de controle (3.28) (Krsti  

et al., 1995); como 1α  é uma função conhecida, pode-se computar sua derivada 

analiticamente: 

( ) ( ) ( )[ ]ξ
α

α ++
∂

∂
−=−

∂

∂
−=

∂

∂
= xfc

x

xf
xcx

x

xf
x

x
11

1
1  (3.30) 

Conseqüentemente, a expressão final para a lei de controle é dada por 

( ) ( )[ ] ( )[ ]xcxfcxxfc
x

xf
u 121 ++−−++

∂

∂
−= ξξ  (3.31) 

 

3.4.4. Transformação de Coordenadas do Backstepping 

 

 A transformação de coordenadas ( )xz φ=  assume a forma: 
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( )++
=

xcxf

x

z

z

12

1

ξ
 (3.32) 

enquanto a transformação inversa ( )zx 1−= φ  é 

( )−−
=

1112

1

zczfz

zx

ξ
 (3.33) 

 

3.4.5. Sistema Resultante 

 

 Ao final do projeto efetuado segundo o método de backstepping, a dinâmica do 

sistema em malha fechada expresso nas coordenadas ( )21 , zz  pode ser escrita como a soma 

de uma matriz diagonal e uma matriz anti-simétrica multiplicadas pelo novo vetor de 

estado. Para o sistema de segunda ordem em questão: 

−
+−=

2

1

simétrica-anti
matriz      

2

1

diagonal matriz

2

1

2

1

01

10

0

0

z

z

z

z

c

c

z

z
 (3.34) 

ou, de forma equivalente, 

SzCzz +−=  (3.35) 

onde [ ]T
zz 21 ,=z , { } 0,diag 21 >= ccC  e 

−
=−=

01

10
TSS  (3.36) 

onde S atende a 0=SzzT , z∀ . 

 

3.4.6. Avaliação da Estabilidade 

 

 Como zzTV 2
1

2 =  e 

( )
Czz

SzCzz
T

TV

−=

+−=2  (3.37) 
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o Método Direto de Lyapunov para sistemas autônomos – (3.35) é um sistema autônomo – 

garante a estabilidade assintótica global do ponto de equilíbrio [ ] [ ]TT
zz 0,0, 21 = . 

Conseqüentemente, [ ] ( )[ ]TT
fx 0,0, −=ξ  é globalmente assintoticamente estável. 

 

3.5. Backstepping Integrador 

 

 O backstepping integrador como ferramenta de projeto genérica baseia-se na 

Suposição 3.1 e no Lema 3.1 (cf. Krsti  et al. (1995)) a seguir: 

 

 Suposição 3.1. Considere o sistema 

( ) ( )ugf xxx +=  (3.38) 

com ( ) 00 =f , onde lℜ∈x  é o estado e ℜ∈u  é a entrada de controle. É presumida a 

existência de uma lei de controle 

( )xα=u  (3.39) 

com ( ) 00 =α , continuamente diferenciável e de uma função +ℜ→ℜ lV :  suave, definida 

positiva e ilimitada radialmente tal que 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0≤−≤+
∂

∂
xxxx

x
Wgf

V
α  (3.40) 

lℜ∈∀x  onde ℜ→ℜ l
W :  é semidefinida positiva. 

 

Essa suposição estabelece que o controle (3.39) aplicado ao sistema (3.38) assegura 

limitação global de ( )tx  e, por via do Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 2.9), a 

regulação de ( )[ ]tW x : 

( )[ ] 0lim =
∞→

tW
t

x  (3.41) 

Um resultado de convergência mais forte é obtido empregando-se o Teorema de La Salle 

(Teorema 2.6) com lℜ=Ω : ( )tx  irá convergir para o maior conjunto invariante M contido 

em ( ){ }0| =ℜ∈= xx WE l . Se acaso ( )xW  for definida positiva, o controle (3.39) fará 

com que 0=x  seja o ponto de equilíbrio globalmente assintoticamente estável de (3.38). 
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 Lema 3.1 (Backstepping Integrador). Seja o sistema (3.38) acrescido de um 

integrador: 

( ) ( )ξxxx gf +=  (3.42a) 

u=ξ  (3.42b) 

e admita que (3.42a) satisfaça a Suposição 3.1 com ℜ∈ξ  como sua entrada de controle. 

(i) Se ( )xW  for definida positiva, 

( ) ( ) ( )[ ]2

2
1

, xxx αξξ −+= VVa  (3.43) 

será uma função de Lyapunov de controle para o sistema (3.42) inteiro, ou seja, haverá uma 

lei de controle ( )ξα ,xau =  que fará com que [ ] [ ]TTTT 0,, 0=ξx  seja o ponto de equilíbrio 

globalmente assintoticamente estável de (3.42). Uma expressão possível para u é 

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )x
x

xx
x

x g
V

gfcu
∂

∂
−+

∂

∂
+−−= ξ

α
αξ  (3.44) 

com 0>c . 

(ii) Se ( )xW  for apenas semidefinida positiva, existirá então um controle de realimentação 

de modo que aV  (3.43) atenda a ( ) 0, ≤−≤ ξxaa WV , onde ( ) 0, >ξxaW  sempre que 

( ) 0>xW  ou ( )xαξ ≠ . Isso garante limitação global e convergência de ( ) ( )[ ]TT
tt ξ,x  para 

o maior conjunto invariante aM  contido em 

( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }xxx αξξ ==ℜ∈= + ,0|, 1
WttE

l
TT

a . 

 

Prova (Krsti  et al., 1995, p.34). Introduzindo-se a variável de erro 

( )xαξ −=z  (3.45) 

e derivando-a em relação ao tempo, pode-se reescrever o sistema (3.42) da seguinte forma: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]{ }zgfuz

zgf

++
∂

∂
−=

++=

xxx
x

xxxx

α
α

α
 (3.46) 

Utilizando-se (3.40), a derivada de (3.43) ao longo das soluções de (3.46) será dada por 
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( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
∂

∂
+++

∂

∂
−+−≤

∂

∂
+++

∂

∂
−++

∂

∂
=

++
∂

∂
−+++

∂

∂
=

g
V

zgfuzW

g
V

zgfuzgf
V

zgfuzgzgf
V

Va

xx
x

xxx

xx

α
α

α
α

α

α
α

α

 (3.47) 

Com base no Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 2.9), qualquer escolha de u em 

que se verifique ( ) 0, ≤−≤ ξxaa WV , com a parcela em ( )xαξ −=z  de aW  definida 

positiva, assegura limitação global de x, z e ξ  e regulação de ( )[ ]tW x  e ( )tz . Além disso, o 

Teorema de La Salle (Teorema 2.6) garante convergência de ( ) ( )[ ]TT
tzt ,x  para o maior 

conjunto invariante contido em ( ) ( )[ ] ( ){ }0,0|, 1 ==ℜ∈= +
zWtztE

l
TT

a xx . A maneira 

mais simples de se fazer aV  definida negativa em z é a escolha do controle (3.44). Dessa 

forma, 

( ) ( ) 0,2 ≤−=−−≤ ξxx aa WczWV  (3.48) 

Ainda, se ( )xW  for definida positiva, o Teorema 2.9 garante estabilidade assintótica global 

de [ ] [ ]TTTT z 0,, 0=x , o que, por sua vez, implica que ( )ξ,xaV  é uma função de Lyapunov 

de controle e que [ ] [ ]TTTT 0,, 0=ξx  é o equilíbrio globalmente assintoticamente estável de 

(3.42), visto que ( ) 00 =f . 

 

 Deve-se ressaltar o fato de que o principal resultado do backstepping tradicional não 

é a forma específica do controle (3.44), mas sim a possibilidade de construção de uma 

função de Lyapunov cuja derivada possa ser feita negativa por meio de várias leis de 

controle diferentes. Por conseguinte, no caso do backstepping integrador segundo o Lema 

3.1, o projeto de um controlador estabilizador se resume ao atendimento da desigualdade 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0,, ≤−=
∂

∂
+++

∂

∂
−+−≤ ξα

α
ξα x

xx
xx aaa Wg

V
zgfzWV  (3.49) 

 

 Aplicando-se o Lema 3.1 repetidas vezes, torna-se possível o tratamento de sistemas 

dinâmicos da forma (3.38) precedidos de uma cadeia de integradores (Krsti  et al., 1995). 
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 Corolário 3.1. Seja o sistema (3.38), que atende à Suposição 3.1 com ( ) ( )xx 0αα = , 

acrescido de uma cadeia de k integradores: 

( ) ( )

u

gf

k

kk

=

=

=

+=

−

ξ

ξξ

ξξ

ξ

1

21

1xxx

 (3.50) 

Para esse sistema, aplicações seguidas do Lema 3.1 com kξξ ,,1  como controles virtuais 

resultam na função de Lyapunov 

( ) ( ) ( )[ ]
=

−−−+=
k

i

iiika VV
1

2
1111 ,,,

2
1

,,, ξξαξξξ xxx  (3.51) 

Qualquer escolha de controle u que resulte em ( ) 0,,, 1 ≤−≤ kaa WV ξξx , com 

( ) 0,,, 1 =kaW ξξx  apenas se ( ) 0=xW  e ( )111 ,,, −−= iii ξξαξ x , ki ,,1= , garante que 

( ) ( ) ( )[ ]Tk

T
ttt ξξ ,,, 1x  permanece limitado globalmente e converge para o maior conjunto 

invariante aM  contido em 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ){ }kiWtttE iii

n
T

k

T

a ,,1,,,,,0|,,, 1111 ===ℜ∈= −− ξξαξξξ xxx . 

com kln += . Além do mais, se ( )xW  for definida positiva, ou seja, se 0=x  puder ser 

feito globalmente assintoticamente estável através de 1ξ , então (3.51) será uma função de 

Lyapunov de controle para (3.50) e o equilíbrio ( ) ( ) ( )[ ] [ ]TT
T

k

T
ttt 0,,0,,,, 1 0=ξξx  será 

feito globalmente assintoticamente estável por meio de u. 

 

 Portanto, o cerne dos processos de backstepping (em geral) consiste em, iniciando-

se com um sistema estabilizável através de uma lei de realimentação conhecida obtida por 

meio de uma função de Lyapunov conhecida, adicionar recursivamente integradores à 

entrada e projetar novas leis de realimentação estabilizadoras através de novas funções de 

Lyapunov. 
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3.6. Backstepping 

 

 Krsti  et al. (1995) empregam os conceitos associados ao backstepping integrador 

para construir procedimentos de projeto sistemáticos para classes mais gerais de sistemas 

não lineares, tais como os sistemas de realimentação estrita. 

 

3.6.1. Sistemas de Realimentação Estrita 

 

 Os sistemas não lineares de realimentação estrita apresentam a forma 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )ugf

gf

gf

gf

kkkkk

kkkkkk

ξξξξξ

ξξξξξξ

ξξξξ

ξ

,,,,,,

,,,,,,

,,

11

1111111

211111

1

xx

xx

xx

xxx

+=

+=

+=

+=

−−−−−

 (3.52) 

onde l∈ℜx  e kξξ ,,1  são escalares. As funções ( ).f , ( ).g , ( ).if  e ( ).ig , ki ,,1= , são 

não-linearidades conhecidas. O subsistema x atende à Suposição 3.1 com ( )xV , sendo 1ξ  

sua entrada de controle virtual. O processo recursivo de controle inicia-se com o subsistema 

( ) ( )
( ) ( ) 211111

1

,, ξξξξ

ξ

xx

xxx

gf

gf

+=

+=
 (3.53) 

Se 01 =f  e 11 =g , o Lema do Backstepping Integrador (Lema 3.1) poderia ser aplicado 

diretamente em (3.53), admitindo-se 2ξ  como controle. Proceder-se-á, contudo, de maneira 

análoga, introduzindo-se a função de Lyapunov ( )11 ,ξxV  para (3.53): 

( ) ( ) ( )[ ]2
111 2

1
, xxx αξξ −+= VV  (3.54) 

onde ( )xα  é um sinal de realimentação estabilizador que satisfaz (3.40) para o subsistema 

x. Leis de controle intermediárias – como ( )xα  – são denominadas funções estabilizadoras 

(como já mencionado na Seção 3.4). A determinação de uma função estabilizadora 

( )11 ,ξα x  para 2ξ , o controle virtual em (3.53), deverá levar em conta a exigência de se ter 

a derivada 1V  não positiva quando 12 αξ = : 
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( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( )

( )[ ]
( )

( ) ( )[ ]11211

,

1

,

11111111

111211

1111111

)40.3(

1211111

1

111

,,

,,,

,,

,,,

,,

1
1

1

11

ξαξξαξ

ξ
α

ξαξξαξ

ξ
α

ξαξξ

ξαξξαξ

ξ
α

ξξξαξ

αξα

α
ξαξ

ξ
ξ

ξ

xxx

xx
x

xxxx
x

xx

xx
x

xx

xxxx
x

xx

xx
x

xxx

xxxx
x

x
x

xx
x

x

x

−−+

++
∂

∂
−++

∂

∂
−+−=

+
∂

∂
−−+

+++
∂

∂
−+−≤

+
∂

∂
−+−+

+−++
∂

∂
=

∂

∂
−−+

∂

∂
=

∂

∂

−

g

gfgfg
V

W

gfg

gfg
V

W

gfgf

gf
V

V
V

V

W

 

Logo, 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]112111
1

1
111 ,,,, ξαξξξ

ξ
ξ xxxx −

∂

∂
+−≤ g

V
WV  (3.55) 

onde ( ) 0, 11 >ξxW  quando ( ) 0>xW  ou ( )xαξ ≠1 . Se ( ) 0, 11 ≠ξxg  para todo x e 1ξ , uma 

escolha possível para 1α  é 

( )
( )

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]+
∂

∂
+−

∂

∂
−−−= 11111

11
11 ,

,
1

, ξ
α

ξαξ
ξ

ξα xx
x

xx
x

x
x

x gffg
V

c
g

 (3.56) 

com 01 >c . Dessa forma, ( ) ( ) ( )[ ]2
1111 , xxx αξξ −+= cWW . Entretanto, como já 

mencionado anteriormente, outras escolhas para ( )11 ,ξα x  são possíveis, mesmo com 

( ) 0, 11 =ξxg  em alguns pontos (Krsti  et al., 1995). 

 

 Terminado o processo de determinação de ( )11 ,ξα x , o próximo passo consiste em 

se acrescentar em (3.53) o subsistema 2ξ . Adotando-se uma notação mais compacta, 

obtém-se 

( ) ( )
( ) ( ) 32122122

211111

,, ξξξξ

ξ

XX

XXX

gf

gf

+=

+=
 (3.57) 

onde 
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( )
( ) ( )

( )
( )

( )
=

+
==

11
11

11

1
11

1
1 ,

0
,

,
,

ξξ

ξ

ξ x
X

x

xx
X

x
X

g
g

f

gf
f  (3.58) 

A estrutura de (3.57) é a mesma de (3.53). Repete-se de forma similar, portanto, o 

procedimento efetuado no passo anterior. Introduz-se, assim, a função de Lyapunov 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
=

−−−+=

−+=

2

1

2
11

2
11211212

2
1

2
1

,

i

iiiV

VV

Xx

XXX

αξ

αξξ
 (3.59) 

onde, por conveniência, faz-se xX =0  e ( ) ( )xX αα =00 . A função estabilizadora ( )22 Xα , 

com [ ]TT

212 ,ξXX = , para o controle virtual 3ξ  é então determinada de tal forma que se 

verifique 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]22321221
2

2
2122 ,,, XXXX αξξξ

ξ
ξ −

∂

∂
+−≤ g

V
WV  (3.60) 

com ( ) 0, 212 >ξXW  quando ( ) 0, 11 >ξxW  ou ( )112 Xαξ ≠ . 

 

 O procedimento recursivo será concluído no passo k, quando todo o sistema (3.52) 

será estabilizado por meio do controle real u. Na notação compacta adotada, o sistema 

(3.52) é reescrito da seguinte forma 

( ) ( )
( ) ( )ugf

gf

kkkkkkk

kkkkkk

ξξξ

ξ

,, 11

11111

−−

−−−−−

+=

+=

XX

XXX
 (3.61) 

onde 

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

=

+
==

−−−

−−

−−−

−−−−−
−−

−

−

121
11

121

12222
11

1

2
1

,

0

,
,

,

kkk

kk

kkk

kkkkk

kk

k-

k

k

g
g

f

gf
f

ξ

ξ

ξ

ξ

X
X

X

XX
X

X
X

 (3.62) 

As expressões (3.61) e (3.62) possuem a mesma conformação de (3.57) e (3.58). Logo, a 

função de Lyapunov para (3.61) terá a seguinte configuração: 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
=

−−

−−−−

−+=

−+=

k

i

iii

kkkkkkk

V

VV

1

2
11

2
11111

2
1

2
1

,,,

Xx

XXx

αξ

αξξξ
 (3.63) 
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Uma observação atenta da equação (3.63) leva à conclusão de que as funções 

estabilizadoras ( )ii Xα  atuam como ferramentas para se construir uma função de Lyapunov 

adequada para o sistema (3.52). 

 

 Uma escolha apropriada para o controle u produz 0≤−≤ kk WV , com 0>kW  

quando 01 >−kW  ou 1−≠ kk αξ : 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )+
∂

∂
−++

∂

∂
−+−=

+
∂

∂
−+−+−

∂

∂
+−≤

∂

∂
−−+

∂

∂
=

−−

−

−
−

−

−
−−−−

−−

−

−
−−−

−

−
−−−

−

−

−
−−

−

−

kkk

k

k
kkk

k

k
kkkkk

kkk

k

k
kkkkkkk

k

k
kkk

k

k

k
kkkk

k

k
k

gfugfg
V

W

gfugfg
V

W

V
V

ξ
α

ξ
αξξ

ξ
α

αξαξ
ξ

ξ

α
ξαξ

11
1

1
1

1

1
1121

11
1

1
111

1

1
121

1
1

1
11

1

1

,

,

X
X

X
X

X
X

X
X

 

Conseqüentemente, 

( ) 0,1 ≤−≤ − kkkk WV ξX  (3.64) 

Caso a condição de não-singularidade 

( ) 0,, 1 ≠kkg ξξx  (3.65) 

lℜ∈∀x  e ℜ∈∀ iξ , com ki ,,1= , seja satisfeita, a escolha mais simples para o controle 

u é expressa por 

( ) ( )+
∂

∂
+−

∂

∂
−−−= −−

−

−
−

−

−
− kkk

k

k
kk

k

k
kkk

k

gffg
V

c
g

u ξ
α

ξ
αξ 11

1

1
1

1

1
1

1

X
 (3.66) 

com 0>kc . Assim, ( )2
11 −− −+= kkkkk cWW αξ . Deve-se reiterar o fato de que esta 

conformação para u não é única, sendo possível o emprego de outras opções. 

 

 Krsti  et al. (1995) definem procedimentos de projeto para outras classes de 

sistemas não lineares, como os de realimentação pura e os de realimentação estrita em 

bloco. Estre trabalho limita-se aos sistemas de realimentação estrita. 
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3.7. Backstepping Adaptativo Integrador 

 

 O backstepping adaptativo integrador surge com a introdução de termos com 

incertezas paramétricas nas expressões das equações que compõem o sistema em estudo e, 

como ferramenta de projeto genérica, baseia-se na Suposição 3.2 e no Lema 3.2 (cf. Krsti  

et al. (1995)) a seguir: 

 

 Suposição 3.2. Considere o sistema 

( ) ( ) ( )ugFf T xxxx ++= θθθθ  (3.67) 

onde lℜ∈x  é o estado, pℜ∈θθθθ  é o vetor de parâmetros e ℜ∈u  é a entrada de controle. É 

presumida a existência de um controlador adaptativo 

( )
( )θθθθθθθθ

θθθθ
ˆ,ˆ

ˆ,

x

x

T

u

=

= α
 (3.68) 

onde pℜ∈θθθθ̂  é o vetor de estimativas paramétricas, e de uma função 

( ) +ℜ→ℜ×ℜ plV :ˆ,θθθθx  suave, definida positiva e ilimitada radialmente tal que 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0ˆ,ˆ,
ˆ

ˆ, ≤−≤
∂

∂
+++

∂

∂
θθθθθθθθ

θθθθ
θθθθθθθθ xxxxxx

x
WT

V
gFf

V T α  (3.69) 

( ) pl ℜ×ℜ∈∀ θθθθ̂,x  onde +ℜ→ℜ×ℜ plW :  é semidefinida positiva. 

 

Essa suposição estabelece que o controle (3.68) aplicado ao sistema (3.67) assegura 

limitação global de ( )tx  e de ( )tθθθθ̂  e, por via do Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 

2.9), a regulação de ( ) ( )[ ]ttW θθθθ̂,x : 

( ) ( )[ ] 0ˆ,lim =
∞→

ttW
t

θθθθx  (3.70) 

 

 Lema 3.2 (Backstepping Adaptativo Integrador). Seja o sistema (3.67) acrescido de 

um integrador: 

( ) ( ) ( )
u

gFf T

=

++=

ξ

ξxxxx θθθθ
 (3.71) 

onde ℜ∈ξ . Considere, para esse sistema, o controlador 
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( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )[ ]θθθθθθθθθθθθ

θθθθθθθθ

θθθθθθθθ
θθθθ

θθθθθθθθθθθθ

ˆ,ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ,
ˆ

ˆˆ,ˆ,

xxx
x

x

xx
x

x

xxxx
x

x

αξ
α

α

ξ
α

αξ

−
∂

∂
−=

=

∂

∂
−

∂

∂
+

+++
∂

∂
+−−=

T

T

F

T

g
V

T

gFfcu

ΓΓΓΓ

 (3.72) 

onde θθθθ̂  é uma nova estimativa para θθθθ  e 0>= TΓΓΓΓΓΓΓΓ  é uma matriz de ganhos. Conforme a 

Suposição 3.2, o controlador (3.72) garante limitação global de ( )tx , ( )tξ , ( )tθθθθ̂  e ( )tθθθθ̂  e 

regulação de ( ) ( )[ ]ttW θθθθ̂,x  e ( ) ( ) ( )[ ]ttt θθθθ̂,xαξ − . Tais propriedades podem ser estabelecidas 

com a função de Lyapunov 

( ) ( )[ ] −−+−+= − θθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ ˆˆ
2
1ˆ,

2
1ˆ,ˆ,ˆ,, 12

ΓΓΓΓ
T

a VV xxx αξξ  (3.73) 

 

Prova (Krsti  et al., 1995, p.97). Com o auxílio da variável de erro ( )θθθθ̂,xαξ −=z , as 

equações do sistema (3.71) podem ser reescritas da seguinte forma: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ } ( )θθθθ

θθθθ
θθθθθθθθ

θθθθθθθθ

ˆ,
ˆ

ˆ,

ˆ,

xxxxx
x

xxxxx

TzgFfuz

zgFf

T

T

∂

∂
−+++

∂

∂
−=

+++=
α

α
α

α
 (3.74) 

Ressalta-se que a lei de atualização ( )θθθθθθθθ ˆ,ˆ xT=  foi introduzida em (3.74) em substituição à 

derivada de θθθθ̂ . Derivando-se a função de Lyapunov (3.73) ao longo de (3.74) com a 

aplicação de (3.69), chega-se a 
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( )

( )[ ]

( )

( )[ ]

( ) ( )

+
∂

∂
−−

−
∂

∂
+

∂

∂
−+++

∂

∂
−+−≤

−−
∂

∂
+

∂

∂
−+++

∂

∂
−+

+
∂

∂
+++

∂

∂
=

−−
∂

∂
−+++

∂

∂
−+

+
∂

∂
++++

∂

∂
=

−

−

−

θθθθθθθθθθθθ

θθθθ
θθθθθθθθ

θθθθθθθθθθθθ
θθθθ

θθθθ

θθθθ
θθθθ

θθθθθθθθθθθθ
θθθθ

θθθθ

θθθθ
θθθθ

ˆˆ

ˆ
ˆˆ,

ˆˆ
ˆ

ˆ

ˆˆ
ˆ

ˆ

1

1

1
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 (3.75) 

O termo em −θθθθθθθθ ˆ  é eliminado com a introdução da lei de atualização paramétrica 

zF

T

∂

∂
−=

x

α
ΓΓΓΓθθθθ̂  (3.76) 

e a lei de controle u em (3.72) é utilizada para fazer com que o fator entre chaves que 

multiplica z em (3.75) seja igual a cz− : 

( ) g
V

TzgFfczu
T

xx ∂

∂
−

∂

∂
++++

∂

∂
+−=

θθθθ
θθθθ ˆ
ˆ α

α
α

 (3.77) 

o que resulta na derivada de aV  ser não positiva: 

( ) 0ˆ, 2 ≤−−≤ czWVa θθθθx  (3.78) 

Conclui-se, portanto, que ( )θθθθ̂,xV , θθθθ̂  e z são limitados. Pela Suposição 3.2, isso significa 

que ( )tx  e ( )tθθθθ̂  são limitados. Ainda, ( )θθθθ̂,xαξ += z  e u são limitados. Pelo Teorema 2.9, 

a limitação de todos os sinais aliada à equação (3.78) comprova a regulação de ( ) ( )[ ]ttW θθθθ̂,x  

e de ( )tz . 

 

3.8. Backstepping Adaptativo 

 

 Analogamente ao verificado no backstepping não adaptativo, os conceitos 

associados ao backstepping adaptativo integrador podem ser empregados para construir 
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procedimentos de projeto sistemáticos para classes mais gerais de sistemas não lineares 

com incertezas paramétricas, tais como os sistemas de realimentação estrita paramétricos. 

 

3.8.1. Sistemas de Realimentação Estrita Paramétricos 

 

 Os sistemas não lineares de realimentação estrita paramétricos apresentam a 

forma7 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )tftFugx

txxftxxFxtxxgx

txxftxxFxtxxgx

txftxFxtxgx

nn

T

n

iiii

T

iiii

T

T

,,

,,,,,,,,,

,,,,,,

,,,

1111

21221232122

11112111

xxx ++=

++=

++=

++=

+

θθθθ

θθθθ

θθθθ

θθθθ

 (3.79) 

onde [ ] nT

nxx ℜ∈= ,1x  é o estado e ℜ∈u  é a entrada. As funções ( ).iF , ( ).if  e 

( ) 0. ≠ig , com ni ,,1= , são não-linearidades suaves conhecidas. pℜ∈θθθθ  é o vetor de 

parâmetros constantes desconhecidos. Supõe-se que ℜ∈= 1xy  seja a saída do sistema. 

 

 Objetiva-se que y siga assintoticamente a referência ry , em que ry  é a saída (i.e. 

( )txy rr 1= ) do sistema de referência 

( )
( )=

≤≤≤=

txy

mnmitfx

rr

riri

1

,1,,rx
 (3.80) 

onde [ ] mT

rmr xx ℜ∈= ,,1rx  é o estado, ry  é a saída e ( ).rif , com mi ,,1= , são não-

linearidades suaves conhecidas, ou seja, deseja-se que o controlador adaptativo para o 

sistema (3.79) garanta estabilidade global e 

( ) ( ) 0→− tyty r  (3.81) 

quando ∞→t . 

 

                                                 

7 O sistema (3.79) é uma extensão do sistema (3.71), com l
ℜ∈x  escalar, ou seja, l = 1 e, aqui, 

1
x=x . 
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 O processo recursivo de controle inicia-se com o tratamento do subsistema 

( ) ( ) ( )txftxFxtxgx T ,,, 11112111 ++= θθθθ  (3.82) 

por meio da definição da primeira variável de erro, 

111 rxxz −=  (3.83) 

cuja derivada é dada por 

( )

ss

T

rr

T

r

r

fFgzg

xgffFxxg

xxz

111121

21111221

111

+++=

+−++−=

−=

θθθθ

θθθθ

α

 (3.84) 

onde 1222 α−−= rxxz , 11 FF s = , 21111 rrs xgfff +−=  e 1α  é um sinal de realimentação 

estabilizador que será definido a seguir: 

( )ss

T
fFzc

g
11111

1
1

ˆ1
−−−= θθθθα  (3.85) 

onde 01 >c  é uma constante de projeto e 1̂θθθθ  é um vetor com as estimativas paramétricas 

deste primeiro passo. Ressalta-se que o processo de determinação de 1α  segue a diretriz de 

se fazer com que a derivada da função de Lyapunov deste passo resulte negativa quando 

12 α=z . Substituindo (3.85) em (3.84) obtém-se 

( ) s

T

Fzgzcz 1121111 θ̂θθθθθθθ −++−=  (3.86) 

O projeto da lei de atualização paramétrica para 1̂θθθθ  é determinado com o auxílio da função 

de Lyapunov deste passo, que possui a seguinte conformação: 

( ) ( )1
1

1
2
11

ˆˆ
2
1

2
1

θθθθθθθθθθθθθθθθ −−+= −ΓΓΓΓ
T

zV  (3.87) 

onde 0>= TΓΓΓΓΓΓΓΓ  é uma matriz de ganhos. A derivada de 1V  ao longo de (3.86) é dada por 

( )
( ) Γ−−+−=

Γ−−=

−

−

1
1

111
2
11211

1
1

1111

ˆˆ

ˆˆ

θθθθθθθθθθθθ

θθθθθθθθθθθθ

zFzczzg

zzV

s

T

T

 (3.88) 

A última parcela da expressão de 1V  é cancelada com a lei de atualização que segue: 

111̂ zF sΓΓΓΓ=θθθθ  (3.89) 

Dessa forma, tem-se que 

2
112111 zczzgV −=  (3.90) 
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A fim de que se consiga estabilidade global ao final do processo, o termo 211 zzg  será 

cancelado no passo seguinte. 

 

 Os vários subsistemas de (3.79) são tratados nos 2−n  passos intermediários que 

compõem o processo de backstepping adaptativo. A metodologia de projeto do i-ésimo 

passo, onde 1,,2 −= ni , repete o mesmo procedimento efetuado no primeiro passo 

descrito anteriormente, iniciando-se pela definição da variável de erro 

1−−−= iriii xxz α  (3.91) 

cuja derivada, após um pequeno algebrismo, pode ser expressa da seguinte forma: 
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T

ii

iriii

fFzg
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+

−

θθθθ1
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 (3.92) 

onde iirii xxz α−−= +++ )1(11 , 
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 (3.93) 

e iα  é a função estabilizadora associada a 1+ix , definida como segue: 

( )isis

T

iiiii

i

i fFzgzc
g

−−−−= −− θθθθ̂
1

11α  (3.94) 

onde 0>ic  é um escalar constante e iθθθθ̂  é o vetor com as estimativas paramétricas do i-

ésimo passo. A determinação de iα  e da lei de atualização paramétrica iθθθθ̂  objetiva fazer 

com que a derivada da função de Lyapunov deste passo, 

( ) ( )i

T

iiii zVV θθθθθθθθθθθθθθθθ ˆˆ
2
1

2
1 12

1 −−++= −
− ΓΓΓΓ  (3.95) 

resulte negativa quando iiz α=+1 . Derivando-se, portanto, (3.95) ao longo de (3.92) chega-

se a 
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( )
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Substituindo (3.94) em (3.92) e (3.96) chega-se, respectivamente, a 

( ) is

T

iiiiiiii Fzgzgzcz θθθθθθθθ ˆ
111 −++−−= +−−  (3.97) 

e 

( ) Γ−−++−= −
+
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=
iiis

T

iii
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k

kki zFzgzcV θθθθθθθθθθθθ ˆˆ 1
1

1

1

2  (3.98) 

O termo em ( )iθθθθθθθθ ˆ−  da expressão de iV  será eliminado com a lei de atualização que segue: 

iisi zFΓΓΓΓ=θθθθ̂  (3.99) 

Portanto, 

1

1

1

2
+

−

=

+−= iii

i

k

kki zzgzcV  (3.100) 

A parcela 1+iii zzg  será cancelada no passo subseqüente. 

 

 O procedimento recursivo será concluído no passo n, quando todo o sistema (3.79) 

será estabilizado por meio do controle real u, que aparece, por fim, na derivada da variável 

de erro 1−−−= nrnnn xxz α : 
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onde 
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 (3.102) 

A lei de controle u e a lei de atualização paramétrica para nθθθθ̂  são determinadas de forma a 

fazer com que a derivada da função de Lyapunov do sistema completo, 

( ) ( )n

T

nnnn zVV θθθθθθθθθθθθθθθθ ˆˆ
2
1

2
1 12

1 −−++= −
− ΓΓΓΓ  (3.103) 

seja negativa. Derivando-se, portanto, (3.103) ao longo de (3.101) chega-se a 
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A lei de controle u tem a seguinte configuração: 

( )nsns

T

nnnnn

n

fFzgzc
g

u −−−−= −− θθθθ̂
1

11  (3.105) 

A substituição de (3.105) em (3.101) e (3.104) resulta, respectivamente, em 

( ) ns

T

nnnnnn Fzgzcz θθθθθθθθ ˆ
11 −+−−= −−  (3.106) 

e 

( ) Γ−−+−= −

=
nnns

T

n

n

k

kkn zFzcV θθθθθθθθθθθθ ˆˆ 1

1

2  (3.107) 

A lei de atualização paramétrica deste passo final é dada por 

nnsn zFΓΓΓΓ=θθθθ̂  (3.108) 

o que conduz, finalmente, a 

=

−=
n

k

kkn zcV
1

2  (3.109) 

 

 A equação (3.106) aliada aos subsistemas (3.86) e (3.97) compõem o sistema 

completo em função das variáveis de erros: 

( )

( )

( ) ns

T

nnnnnn
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T

iiiiiiii

T

Fzgzcz

Fzgzgzcz

Fzgzcz

θθθθθθθθ
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1121111
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−++−=

−−

+−−
 (3.110) 

onde 1−−−= iriii xxz α , com ni ,,1=  e 00 =α . As leis de atualização paramétricas são 

as seguintes: 

iisi zFΓΓΓΓ=θθθθ̂  (3.111) 

com ni ,,1= . 
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 Teorema 3.1. O sistema em malha fechada composto pelo sistema (3.79), pelo 

modelo de referência (3.80), pelo controlador (3.105) e pelas leis de atualização (3.111) 

possui um ponto de equilíbrio globalmente uniformemente estável em [ ] 0==
T

nzz ,,1z , 

o que garante limitação global do estado [ ]Tnxx ,,1=x , do controle u e das estimativas 

paramétricas [ ]Tnθθθθθθθθθθθθ ˆ,,ˆˆ
1=  e ( ) 0=

∞→
t

t
zlim , ou seja, ( ) ( )[ ] 0lim =−

∞→
tyty r

t
. 

 

Prova. As equações em termos das variáveis de erro (3.110) correspondem ao sistema em 

malha fechada. A derivada da função de Lyapunov (3.103) ao longo das equações de 

(3.110) é (3.109), o que prova que o equilíbrio 0=z  é globalmente uniformemente estável. 

Ainda, as expressões (3.103) e (3.109) permitem concluir que nθθθθθθθθ ˆ,,1̂  são limitados. 

Como 111 rxxz −=  e 1rx  é limitado, conclui-se que 1x  também é limitado. A limitação de 

ix , com ni ,,2= , segue da limitação de 1−iα , com ni ,,2=  (definido em (3.94)) e de 

rix  e do fato de que 1−++= iriii xzx α , com ni ,,2= . De (3.105), chega-se à conclusão 

de que o sinal de controle u também é limitado. 

 

Pelo Teorema de La Salle-Yoshizawa (Teorema 2.9), estabelece-se, ainda, que todas as 

soluções de (3.110) convergem para 0=z  quando ∞→t . De (3.83), conclui-se que 

( ) ( ) 0→− tyty r  quando ∞→t . 

 

 Krsti  et al. (1995) definem procedimentos de projeto para outras classes de 

sistemas não lineares com incertezas paramétricas, tais como os sistemas de realimentação 

estrita em bloco paramétricos. Esta tese limita-se aos sistemas de realimentação estrita 

paramétricos. 

 

 

 Como descrito neste capítulo, a síntese de controladores através do backstepping e 

do backstepping adaptativo sustenta-se na premissa de que a derivada da função de 

Lyapunov de controle do sistema é, no mínimo, semidefinida negativa de modo que sejam 

garantidas estabilidade do sistema resultante em malha fechada e limitação de seus sinais 
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constituintes. De fato, a cada passo é introduzida uma candidata a função de Lyapunov 

intermediária e escolhida uma função estabilizadora (e, no caso adaptativo, uma lei de 

atualização paramétrica) de tal forma que a derivada dessa função-candidata resulte 

(semi)definida negativa. A função de Lyapunov de controle corresponde à soma das 

funções de Lyapunov intermediárias. Como conseqüência, chega-se, ao final do processo 

de backstepping, a um sistema de erros assintoticamente estável na origem. Os objetivos de 

estabilização e seguimento são, em vista disso, satisfatoriamente atingidos. 
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Capítulo 4  

 

Técnicas de Controle Inteligente Aplicadas ao Controle de Sistemas Não 

Lineares 

 

 

4.1. Introdução 

 

 A idéia de controle inteligente foi originalmente proposta por Fu (1971), que a 

definiu como uma “forma de se gerar ações de controle através do emprego de aspectos de 

inteligência artificial, pesquisa operacional e sistemas de controle automático” (Tamariz, 

2005). No universo do controle inteligente, as estratégias de controle são definidas de modo 

a se alcançar e a se manter o nível desejado de desempenho da resposta do sistema em 

malha fechada na presença de, por exemplo, não-linearidades, incertezas, complexidade 

computacional, não-estacionariedade, etc. Denominam-se sistemas de controle inteligente 

os sistemas de controle capazes de lidar de maneira eficaz com tais dificuldades por meio 

do emprego de técnicas de inteligência artificial, tais como: redes neurais, lógica nebulosa, 

sistemas especialistas, computação evolutiva, etc. em combinação com métodos de controle 

tradicionais (Serra, 2005). 

 

 Nesta tese, são exploradas duas dessas combinações, a saber: backstepping aliado a 

redes neurais e backstepping aliado a algoritmos genéticos. No primeiro caso, é proposta 

uma metodologia de controle de sistemas não lineares com incertezas com múltiplas 

entradas e múltiplas saídas; no segundo, propõe-se uma modificação ao backstepping 
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clássico de Krsti  et al. (1995) de forma a se conseguir respostas de alto desempenho em 

projetos de controle não linear com e sem incertezas. 

 

 As seções a seguir dedicam-se a estruturar o contexto de ambas as propostas, 

apresentando arrazoados acerca da utilização de redes neurais em projetos de controle 

adaptativo não linear (em especial, nos que seguem a filosofia do backstepping – Seção 4.2) 

e do emprego de algoritmos genéticos como ferramenta de otimização em sistemas de 

controle não linear (novamente, com ênfase na metodologia de backstepping – Seção 4.3). 

 

4.2. Redes Neurais para Controle de Sistemas Dinâmicos 

4.2.1. Redes Neurais Artificiais 

 

 Redes neurais artificiais podem ser definidas como sistemas de processamento de 

informação formados pela interconexão maciça de unidades simples de processamento, 

denominadas neurônios artificiais. Os neurônios artificiais recebem essa denominação 

porque foram originados a partir de um modelo matemático de um neurônio biológico. 

Uma rede neural artificial (doravante designada apenas por rede neural) encerra uma 

propensão natural à acumulação de informações previamente a ela disponibilizadas e por 

ela apreendidas, havendo a possibilidade de utilização futura dessas informações. 

Assemelha-se ao cérebro em dois aspectos, a saber (Haykin, 1999): 

 

1. O conhecimento é adquirido pela rede, a partir de dados amostrados, através de um 

processo de aprendizagem; 

2. As conexões entre neurônios, conhecidas como pesos sinápticos, são utilizadas na 

acumulação do conhecimento adquirido. 
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 O poder de uma rede neural provém de sua estrutura de processamento paralela e 

distribuída e de sua habilidade de aprender – i.e. capacidade de generalização8. Tais 

características fazem com que seja possível a resolução de problemas complexos via redes 

neurais. 

 

 Uma rede neural estruturada na interconexão de neurônios não lineares é, ela 

própria, não linear; não-linearidade esta de tal forma que se “distribui” pela rede. Trata-se 

de uma propriedade importante, particularmente se o sistema físico subjacente, responsável 

pela geração do sinal de entrada, é inerentemente não linear. 

 

 Embora seja teoricamente possível projetar uma rede neural a partir da definição do 

papel que ela deve desempenhar apenas por meio da combinação dos efeitos individuais de 

todos os neurônios, uma rede neural normalmente se adapta para atingir a funcionalidade 

desejada com base em uma ou mais estratégias de aprendizado que atuam junto a 

parâmetros configuráveis da rede. É fundamental, portanto, para que se consiga resultados 

satisfatórios, que a rede neural possua meios de interagir com o mundo exterior. 

 

 Por exemplo, um paradigma popular de aprendizado, denominado aprendizado 

supervisionado, envolve a modificação dos pesos sinápticos de uma rede neural a partir da 

aplicação de um conjunto de dados de treinamento ou de exemplo. Cada exemplo constitui-

se de um sinal de entrada e uma saída associada desejada. Cada passo do processo de 

aprendizado caracteriza-se pela apresentação à rede de um dos exemplos – selecionado de 

maneira aleatória – e a decorrente modificação dos seus pesos sinápticos (parâmetros 

livres) de tal forma que se minimize a diferença entre a resposta desejada e a resposta 

fornecida pela rede de acordo com algum critério estatístico que se julgue conveniente. O 

treinamento conforme a metodologia de aprendizado supervisionado compreende a 

repetição deste processo para os vários exemplos do conjunto até que a rede neural atinja 

um estado estacionário no qual não haja mais mudanças significativas nos pesos sinápticos. 

Logo, a rede neural aprende, por condicionamento, a construir um mapeamento entrada-

                                                 
8 Entende-se generalização como a capacidade de produção de saídas tidas como apropriadas quando a rede é 

submetida a entradas inexistentes durante o processo de aprendizagem. 
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saída baseado nos dados de treinamento disponíveis. Outra abordagem de aprendizado é o 

aprendizado não supervisionado, em que apenas os padrões de entrada estão disponíveis 

para a rede. 

 

 Uma outra maneira – complementar à apresentada no parágrafo anterior – de se 

qualificar as formas de aprendizado em redes neurais é sua classificação em aprendizado 

off-line e aprendizado on-line. No ambiente de controle de sistemas, a abordagem off-line é 

aquela na qual o ajuste dos pesos sinápticos da rede (que pode estar sendo usada, por 

exemplo, para aproximar não-linearidades do sistema) ocorre em etapa separada ao 

processo de controle da planta. Já nos métodos de aprendizado on-line, procede-se ao ajuste 

dos pesos paralela e simultaneamente ao processo de controle da planta. As garantias de 

estabilidade em malha fechada e convergência às soluções de interesse são conseguidas 

através da incorporação das hipóteses dos teoremas do Capítulo 2 (atendimento do Método 

Direto de Lyapunov, por exemplo) pela estratégia de controle adotada. Os processos de 

treinamento das redes neurais empregados nesta tese seguem esta última abordagem. 

 

 Maiores detalhes acerca de processos de aprendizado em redes neurais podem ser 

encontrados em Haykin (1999). 

 

4.2.1.1. Modelo de Neurônio 

 

 O neurônio é a unidade de processamento de informação básica de uma rede neural. 

O diagrama da Figura 4.1 ilustra o modelo de um neurônio; três elementos podem ser 

identificados (Haykin, 1999): 

 

1. Um conjunto de sinapses ou conexões, cada qual caracterizada por um peso. 

Especificamente, um sinal jx  na entrada da sinapse j conectada ao neurônio k é 

multiplicado por um peso sináptico kjw . É importante destacar a notação utilizada 

no subscrito do peso sináptico. O primeiro índice refere-se ao neurônio em questão 
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e o segundo, ao terminal de entrada relacionado àquele peso. O peso sináptico de 

um neurônio artificial pode tomar valores tanto positivos quanto negativos; 

2. Um somador que executa a soma dos sinais de entrada ponderados pelos pesos 

sinápticos correspondentes a cada sinal – faz-se, pois, uma combinação linear dos 

dados de entrada; 

3. Uma função de ativação que limita a amplitude da saída do neurônio. Geralmente, a 

função de ativação de um neurônio possui formato sigmoidal (logo, não linear). 

 

 Em termos matemáticos, descreve-se um neurônio k através do seguinte par de 

equações: 
=

+=
m

j jkjkk xwbu
1

, em que m é o número de sinapses, e ( )kk uy ϕ= . Uma 

função de ativação ϕ  sigmoidal usual é a função logística ( ) ( )avev −+= 1/1ϕ . 

 

 
Figura 4.1. Modelo não linear de um neurônio (reproduzido de Haykin(1999)). 

 

4.2.1.2. Percéptron Multicamadas 

 

 A rede percéptron multicamadas (MLP – “MultiLayer Perceptron” em inglês) é uma 

das arquiteturas para redes neurais artificiais mais conhecidas e aplicadas, representando 

uma generalização do percéptron proposto por Rosenblatt (1958). Sua proposta consistia na 
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utilização do percéptron (um neurônio como o da Figura 4.1) como estrutura-base do 

paradigma de aprendizado supervisionado. 

 

 A arquitetura (topologia) MLP consiste de uma camada de entrada, uma ou mais 

camadas intermediárias e uma camada de saída. A camada de entrada, cujos neurônios a ela 

pertencentes denominam-se unidades de entrada, difunde o sinal de entrada para as 

camadas seguintes sem exercer sobre estes quaisquer modificações. A camada 

intermediária, cujos neurônios são denominados unidades intermediárias, transmite 

informações através das conexões entre as camadas de entrada e de saída. A camada de 

saída, formada pelas unidades de saída, transmite ao mundo exterior a resposta 

determinada pela rede neural ao sinal aplicado na camada de entrada. A Figura 4.2 ilustra a 

arquitetura MLP com uma camada intermediária. 

 

 A topologia MLP possui três características distintivas (Haykin, 1999): 

 

1. O modelo de cada neurônio que compõe a rede inclui uma função de ativação não 

linear. Deve-se enfatizar que a não-linearidade deve ser suave, ou seja, diferenciável 

em todos os pontos – como a função logística anteriormente citada. O uso da função 

logística possui motivação biológica, mas também podem ser empregados outros 

tipos de não-linearidades sigmoidais, como a função tangente hiperbólica; 

2. A rede contém uma ou mais camadas de unidades intermediárias que não fazem 

parte nem da entrada nem da saída da estrutura neural. Esses neurônios “ocultos” 

permitem à rede o aprendizado de disposições complexas por meio da extração de 

características relevantes dos padrões de entrada (vetores de entrada); 

3. A arquitetura MLP apresenta um alto grau de conectividade, determinado pelas 

sinapses. Uma modificação na conectividade da rede demanda uma alteração na 

população de conexões sinápticas ou em seus pesos. 

 

A combinação dessas características aliada à capacidade de aprendizado por meio de 

treinamento supervisionado provê o poder computacional da rede MLP. 
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Figura 4.2. Rede neural MLP com uma camada intermediária. 

 

A rede neural da Figura 4.2 possui m entradas (uma correspondendo ao bias – “nível dc”), 

uma saída e uma camada intermediária com n neurônios. ijwi  e iws  indicam os pesos 

(parâmetros ajustáveis) a serem determinados e iϕ  e sϕ  são as funções de ativação das 

unidades intermediárias e de saída respectivamente. Os n neurônios intermediários 

perfazem a soma ponderada das entradas e as transformações não lineares associadas à 

função de ativação sigmoidal iϕ . O neurônio de saída executa uma soma ponderada das 

saídas de todas as unidades intermediárias e aplica sobre o resultado a não-linearidade sϕ , 

produzindo o valor de saída final. 

 

 O modelo MLP requer a aplicação do paradigma de aprendizado supervisionado, ou 

seja, é necessário um “professor” que indique a resposta desejada para o padrão de entrada 

apresentado à rede durante a fase de aprendizagem. Um sinal de erro é definido como sendo 

a diferença entre a resposta desejada e a resposta observada (i.e. gerada pela rede). Os 

parâmetros da rede neural são ajustados de acordo com este sinal de erro. Há, dessa forma, 

uma adaptação progressiva da rede, efetuada por meio de um processo iterativo de ajustes 

sucessivos de seus pesos. 
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 Para o treinamento da rede MLP, o método de aprendizagem mais utilizado é o 

algoritmo de retropropagação do erro. Esse algoritmo consiste, basicamente, de duas 

fases. Na primeira fase, denominada fase “forward”, as entradas são apresentadas à 

arquitetura e propagadas através das conexões da rede, camada por camada, calculando-se, 

a cada passo, a saída correspondente a cada unidade. Durante essa fase, os pesos não são 

alterados e a saída resultante da passagem do sinal pela rede é comparada com a saída 

desejada, o que determina um valor de erro. Na segunda fase, o erro é propagado da 

camada de saída para a camada de entrada e os pesos são ajustados de acordo com alguma 

regra para a correção do erro. Esta é a fase “backward”. Descrição mais detalhada do 

algoritmo de retropropagação pode ser encontrada em Haykin (1999). 

 

 Apesar de largamente utilizados, métodos de primeira ordem como o algoritmo de 

retropropagação (que emprega a derivada primeira da função de ativação) são 

caracterizados por uma baixa taxa de convergência. Ainda, em alguns casos, é exigido o 

estabelecimento arbitrário de alguns parâmetros (como taxas de aprendizagem) antes de se 

iniciar a tarefa. Escolhas inadequadas podem, como conseqüência, fazer com que sejam 

criados obstáculos para sua execução correta. Métodos de aprendizagem de segunda ordem, 

como o Método do Gradiente Conjugado (cf. Haykin (1999)), são empregados visando-se à 

superação dessas dificuldades. É relevante citar que o custo computacional do Método do 

Gradiente Conjugado é aproximadamente o dobro do custo de um método de primeira 

ordem, apesar da utilização de derivadas de segunda ordem (que normalmente implicariam 

em um incremento quadrático no custo). 

 

 Conforme exposto por Ge et al. (1998), redes MLP apresentam importantes 

limitações quando utilizadas em estratégias para controle de sistemas dinâmicos. Em 

primeiro lugar, algoritmos de retropropagação não asseguram estabilidade nem 

convergência do sistema em malha fechada resultante e, no caso de as haver, pode-se levar 

um tempo demasiado longo para que se alcance o estado estacionário objetivado. Tais 

restrições são indesejáveis em esquemas de controle on-line, como os utilizados em 

problemas de controle adaptativo. Em segundo lugar, embora a topologia MLP possua 

capacidade de aproximação universal, não existe um método que determine a estrutura de 
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rede necessária para que se atinja um valor previamente tido como adequado de exatidão. 

Outro aspecto relevante a se destacar é o fato de as redes MLP serem não lineares em seus 

parâmetros, ou seja, suas saídas são relacionadas aos pesos ajustáveis de maneira não 

linear, o que dificulta sobremaneira a análise de sistemas contendo esse tipo de rede. 

Finalmente, é característica inerente à arquitetura MLP o rápido “esquecimento” de 

informações “antigas”. Em outras palavras, os ajustes de pesos efetuados com o 

recebimento de novos padrões de entrada-saída, ainda que pequenos, muitas vezes 

conduzem a uma piora na qualidade da aproximação dos dados em relação aos quais a rede 

já havia sido treinada. 

 

4.2.1.3. Redes Neurais com Funções de Ativação Radiais 

 

 Considere um modelo ( )Xnnh , onde [ ] mT

mxx ℜ∈= ,,1X , para uma função ( )Xh  

com a forma ( ) ( )
=

=
n

i iinn swh
1

XX . Trata-se de uma combinação linear de n funções 

fixas, geralmente denominadas funções-base por analogia com o conceito de vetor gerado a 

partir de uma combinação linear de vetores-base. 

 

 As funções-base e quaisquer parâmetros que elas possam conter são supostos fixos. 

No caso, se as funções-base is , com ni ,,1= , forem não lineares, o modelo será não 

linear, mas linear nos parâmetros, porque a flexibilidade de nnh , ou seja, sua habilidade em 

assumir formas diferentes, deriva apenas da liberdade de escolher diferentes valores para os 

coeficientes da combinação linear iw , ni ,,1= . Caso os parâmetros destas funções-base 

sejam ajustáveis e as funções, não lineares, o modelo será não linear e também não linear 

nos parâmetros. 

 

 Em princípio, qualquer conjunto de funções pode ser escolhido para formar a base 

{ }is , com ni ,,1= , embora existam conjuntos mais adequados para cada problema e 

também conjuntos suficientemente flexíveis para apresentarem desempenho adequado 

frente a uma ampla classe de funções h . 
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 Um dos grandes atrativos apresentados pelos modelos lineares nos parâmetros está 

na possibilidade de se obter o conjunto de coeficientes da combinação linear em forma 

fechada, através da aplicação de técnicas de solução baseadas em, por exemplo, quadrados 

mínimos. O mesmo não se aplica a modelos não lineares nos parâmetros, os quais, como 

mencionado na seção anterior, requerem processos numéricos iterativos (técnicas de 

otimização não linear) para a obtenção de soluções. 

 

 Uma função-base radial é caracterizada por apresentar uma resposta que decresce 

(ou cresce) monotonicamente com a distância a um ponto central. Os centros (designados 

nesta seção por jic , com mj ,,1=  e ni ,,1= ) e a taxa de decrescimento (ou 

crescimento) em cada direção são alguns dos parâmetros a ser definidos. Esses parâmetros 

devem ser constantes caso o modelo de regressão seja tomado como linear nos parâmetros 

ajustáveis. Uma função-base radial monotonicamente decrescente típica é a função 

Gaussiana. 

 

 Funções radiais (não lineares) podem ser utilizadas como base em qualquer tipo de 

modelo de regressão não linear (linear ou não linear nos parâmetros) e, particularmente, 

como função de ativação de qualquer tipo de rede multicamadas. 

 

 As redes neurais com funções de ativação radiais (RBF – “Radial Basis Functions” 

em inglês) (Figura 4.3) apresentam três diferenças principais em relação às redes do tipo 

percéptron multicamadas: 

 

1. Elas sempre apresentam uma única camada intermediária; 

2. Os neurônios de saída são sempre lineares; 

3. Os neurônios da camada intermediária têm apenas funções radiais como funções de 

ativação, em vez de funções sigmoidais. 
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Figura 4.3. Rede neural com funções de ativação radiais. 

 

 A conseqüência imediata do uso de funções de ativação radiais está na forma como 

as entradas são processadas pelos neurônios da camada intermediária. Em vez da ativação 

interna de cada neurônio da camada intermediária se dar pelo emprego do produto escalar 

entre o vetor de entradas e o vetor de pesos, como no caso do percéptron, ela é obtida a 

partir de uma norma ponderada da diferença entre ambos os vetores. 

 

 Dado um número suficiente de neurônios com funções-base radiais, qualquer função 

contínua definida numa região compacta pode ser devidamente aproximada usando uma 

rede RBF (Park & Sandberg, 1991). 
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 Segundo Ge et al. (1998), decorre das particularidades inerentes à arquitetura típica 

das redes RBF sua melhor adequabilidade para problemas de controle e modelagem 

adaptativos não lineares executados de maneira on-line em relação às redes MLP. Em 

primeiro lugar, a já citada característica de se fazer com que a saída da rede RBF esteja 

associada de forma linear aos parâmetros ajustáveis torna possível a obtenção de garantias 

analíticas de convergência e facilita o projeto de leis de atualização dos pesos da rede. 

Além disso, as funções de ativação da rede RBF são espacialmente distribuídas, de sorte 

que as informações são armazenadas localmente. Isso significa que o processo de adaptação 

conduzido em uma parte do espaço não afeta o conhecimento adquirido em uma área 

diferente, resultando na memória das redes RBF ser melhor do que a das redes MLP. Por 

fim, redes neurais RBF apresentam alta taxa de convergência. 

 

 Na metodologia de controle com redes neurais e backstepping proposta nesta tese, a 

ser apresentada no Capítulo 6, são utilizadas redes neurais com funções de ativação radiais. 

 

4.2.2. Limites do Backstepping Adaptativo 

 

 Tem-se observado, nos últimos anos, um interesse crescente no controle adaptativo 

de sistemas não lineares. Durante a primeira metade da década de 90, avanços nas técnicas 

e teorias de controle não linear baseadas em conceitos matemáticos derivados do campo da 

geometria diferencial constituíram os alicerces de quase todos os controladores adaptativos 

desenvolvidos para sistemas não lineares com incertezas (Seto et al., 1994). 

 

 Como descrito no capítulo anterior, a metodologia geométrica tradicional de 

controle não linear fundamenta-se em transformações de coordenadas que convertem uma 

dada classe de sistemas não lineares em sistemas lineares ou parcialmente lineares. Este 

procedimento é efetuado por meio de realimentação de estados, sendo, pois, denominado 

linearização por realimentação. 
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 Uma desvantagem importante desta metodologia, todavia, reside na exigência de 

um perfeito conhecimento das não-linearidades do sistema original durante o processo. Na 

análise de aplicações práticas geralmente isto não é possível, dado que na maioria das vezes 

não se dispõe de informações suficientes sobre todas as não-linearidades da planta. Tais 

procedimentos configuram-se, portanto, demasiado restritivos, devido à não-robustez a 

dinâmicas desconhecidas. 

 

 Por outro lado, o advento da linearização por realimentação abriu um campo 

propício à integração de técnicas de controle adaptativo para sistemas lineares no 

tratamento de sistemas não lineares com incertezas paramétricas. Algumas das primeiras 

propostas de controle adaptativo em sistemas linearizáveis foram introduzidas por Sastry & 

Isidori (1989), Nam & Arapostathis (1988) e Taylor et al. (1989). Uma amostra desses 

resultados é ilustrada pelo exemplo a seguir (Marino, 1997): 

1

3
22

21

xy

uxx

xx

=

+=

=

θ  (4.1) 

onde ℜ∈θ  é um parâmetro constante desconhecido. Seja θ̂  a estimativa de θ  na lei de 

controle 

2211
3
2

ˆ xcxcxu −−−= θ  (4.2) 

onde 01 >c  e 02 >c , de tal forma que o sistema em malha fechada correspondente seja 

2211
3
22

21

)ˆ( xcxcxx

xx

−−−=

=

θθ
 (4.3) 

No caso de 0ˆ <−θθ , a origem será globalmente assintoticamente estável. Se 0ˆ >−θθ , 

verifica-se um ciclo limite – correspondente à fronteira da região de atração da origem – e 

não há estabilidade assintótica global. Os obstáculos para se conseguir estabilidade 

assintótica global para quaisquer condições iniciais e qualquer θ  são suprimidos por meio 

de técnicas de controle adaptativo. De fato, o controle (4.2) com 

[ ]= 3
2

21

0ˆ
x

xx Pθ  (4.4) 

onde P é a solução (simétrica, definida positiva) da equação de Lyapunov 
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IPP −=
−−

+
−− 2121

1010

cccc

T

 (4.5) 

garante que 0)(lim =∞→ tt x , onde [ ]T
xx 21 ,=x , para quaisquer condições iniciais x(0), 

)0(θ̂  e para qualquer parâmetro desconhecido θ , seja ele positivo ou negativo. Comprova-

se esta conclusão através da função de Lyapunov 

2)ˆ( θθ −+= PxxTV  (4.6) 

cuja derivada é 

xxTV −=  (4.7) 

 

Assim, a introdução de técnicas de controle adaptativo trouxe robustez aos processos de 

linearização por realimentação para os casos em que se verificam incertezas paramétricas 

(Åström & Wittenmark, 1995). Essas abordagens, contudo, caracterizam-se pela atribuição 

de restrições estruturais ao sistema. Em Sastry & Isidori (1989) e Nam & Arapostathis 

(1988), por exemplo, condições globais de Lipschitz são impostas às não-linearidades. Em 

Taylor et al. (1989), essas limitações traduzem-se num “grau de incerteza estrutural” 

(Krsti  et al., 1995), ou seja, no número de integradores permitidos entre a entrada de 

controle e o parâmetro desconhecido. Na condição de combinação estrita (“strict matching 

condition”), a incerteza poderá aparecer somente nas equações que incluírem um termo de 

controle. Kanellakopoulos, Kokotovi  & Marino (1991) ampliaram o grau de incerteza 

tratável para a situação de combinação estendida (“extended matching condition”). 

 

 Um ponto importante a se ressaltar em todos esses métodos reside na presunção de 

incógnitas linearmente parametrizadas. Com efeito, essa suposição tem sido essencial no 

desenvolvimento de estratégias de controle adaptativo (Narendra & Annaswamy, 1989). No 

caso de observadores adaptativos, por exemplo, visa-se a esquemas que permitam que as 

saídas mensuráveis sejam expressas como combinações lineares de variáveis acessíveis do 

sistema. 

 

 Mais recentemente, a introdução do backstepping adaptativo (cf. Kanellakopoulos, 

Kokotovi  & Morse (1991), Kokotovi  (1992), Kokotovi  & Arcak (2001)) ampliou a 
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classe de sistemas não lineares para os quais controladores adaptativos podem ser 

projetados de maneira sistemática, eliminando-se as restrições correspondentes ao grau de 

incerteza estrutural. Algumas das principais desvantagens do método de backstepping 

adaptativo tradicional (Krsti  et al., 1995), contudo, permanecem sendo a necessidade de se 

ter uma parametrização linear dos termos desconhecidos do sistema e o imperativo de se ter 

um conhecimento exato das funções não lineares. 

 

 Diversas tentativas com o objetivo de se contornar esses dois obstáculos têm sido 

apresentadas, uma vez que o emprego de relações constitutivas e equações de conservação 

não-linearmente parametrizadas torna-se premente caso se aspire a descrições mais 

acuradas das variáveis físicas presentes no sistema em estudo e suas relações entre si. 

Karsenti et al. (1996), por exemplo, propuseram uma aproximação de Taylor de primeira 

ordem a fim de se eliminar a problemática da exigência de parametrização linear. No 

entanto, a descrição precisa das não-linearidades do sistema continua sendo essencial. Além 

disso, apenas estabilidade assintótica local é conseguida. 

 

 Annaswamy et al. (1998) destacam a inevitabilidade de se ter uma parametrização 

não linear caso se queira um modelo dinâmico realista para os casos em que a aplicação 

prática possui dinâmicas intrincadas e complexas e propõem uma metodologia de controle 

adaptativo que garante estabilidade global para sistemas com parametrização convexa ou 

côncava na forma 

( )utf ++= )),(( θθθθφbAxx  (4.8) 

onde nℜ∈x  é o estado, ℜ∈u  é a entrada, pℜ∈θθθθ  é o vetor de incógnitas paramétricas e f 

é não linear em φ  e θθθθ . Essa abordagem demanda que o sistema atenda à conformação de 

(4.8), o que expõe a obrigatoriedade de validade de condições de combinação. Além disso, 

os parâmetros desconhecidos devem estar localizados num conjunto compacto. 

 

 Koji  et al. (1998) relaxam a obrigatoriedade de verificação de condições estruturais 

fixas e estendem o algoritmo desenvolvido por Annaswamy et al. (1998) para o caso de 

sistemas de segunda ordem, incluindo dinâmicas adicionais entre as não-linearidades e a 

entrada de controle. No entanto, o procedimento não garante que θθθθ  permaneça num 
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conjunto compacto, sendo necessário o acoplamento de técnicas de projeção. Outra 

tentativa de tratamento do problema da parametrização não linear em sistemas de 

configurações específicas inclui, por exemplo, o trabalho de Boškovi  (1998), para o caso 

de sistemas de primeira ordem. 

 

 Enquanto Annaswamy et al. (1998) lidam com parametrizações côncavas e 

convexas, Loh et al. (1999) tratam de parametrizações não lineares genéricas, mas que 

ocorrem de maneira aditiva. A principal característica explorada nestes trabalhos (e também 

por Koji  et al. (1998)) consiste no fato de a verificação de convexidade ser suficiente para 

que se assegure que o algoritmo de otimização baseado no método do gradiente “caminhe 

na direção certa” numa dada região do espaço de estados. Aplica-se, então, um esquema 

adaptativo padrão nesta região; nas regiões remanescentes, os efeitos das incertezas devem 

ser trabalhados de outras formas. Em Annaswamy et al. (1998) e Loh et al. (1999), por 

exemplo, a estabilidade da configuração é garantida através do ajuste adaptativo dos ganhos 

de uma estrutura de auxílio localizada fora da malha principal, uma tarefa que requer algum 

conhecimento prévio a respeito da topologia da parametrização. 

 

 Dentro da estratégia de controle por backstepping adaptativo, a problemática de 

incertezas relacionadas a não-linearidades desconhecidas tem sido abordada, por exemplo, 

por meio da introdução de conceitos de controle robusto. Polycarpou & Ioannou (1996), 

por exemplo, combinam o algoritmo de backstepping clássico com um esquema adaptativo 

de estimação on-line de parâmetros desconhecidos. Estes parâmetros multiplicam funções 

conhecidas que atuam como limites previamente estabelecidos às não-linearidades. Apesar 

de se permitir que as incertezas resultem tanto de incógnitas paramétricas quanto de 

funções não conhecidas, demanda-se que se tenham disponíveis informações extras a 

priori. 
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4.2.3. Redes Neurais em Controle Adaptativo Não Linear 

 

 Paralelamente aos desenvolvimentos na área de controle adaptativo não linear, 

muitas novas abordagens de controle neural têm sido propostas e estudadas (Gupta & Rao, 

1994), (Lewis & Parisini, 1998). Nesses estudos, redes neurais são empregadas 

principalmente como modelos adaptativos de aproximação de não-linearidades 

desconhecidas. Modelos desse tipo são denominados aproximadores on-line (Polycarpou, 

1996) e compreendem também outras técnicas, como, por exemplo, sistemas nebulosos e 

funções spline. Metodologias de controle que fundamentam-se em aproximadores on-line 

são designadas por controle baseado em aproximação on-line. 

 

 A distinção usualmente reconhecida entre controle adaptativo não linear e controle 

baseado em aproximação on-line manifesta-se no fato de que o primeiro lida com 

incertezas paramétricas em sistemas não lineares, enquanto que o segundo lida com plantas 

nas quais as incertezas são devidas a não-linearidades desconhecidas. 

 

 Grosso modo, no que tange à forma de utilização de redes neurais em processos de 

controle de sistemas dinâmicos à luz do conceito de controle baseado em aproximação on-

line, há dois paradigmas de aplicação: esquemas de controle adaptativo indireto e de 

controle adaptativo direto. 

 

 O projeto de controle conforme o esquema de controle adaptativo indireto divide-se 

em dois estágios (Polycarpou & Mears, 1998): primeiramente, a não-linearidade 

desconhecida (i.e. a planta) é representada por uma rede neural (aproximador on-line 

selecionado). O projetista deverá escolher, inicialmente, uma dada configuração estrutural 

da rede (número de camadas, número de pesos em cada camada, etc.). Posteriormente, 

desenvolve-se uma lei de controle apropriada e uma lei de atualização para o ajuste dos 

pesos. Esta segunda etapa, sob o ponto de vista analítico, é similar ao problema de controle 

adaptativo não linear, desde que a estrutura do aproximador on-line seja fixa (vide, por 

exemplo, Knohl & Unbehauen (2000)) e pode envolver uma segunda rede neural. Verifica-

se, portanto, que a estratégia de controle indireto depende fortemente de um processo de 



 82 

identificação (que, em geral, não traz garantias de estabilidade e convergência 

(Sundararajan et al., 2001)) 

 

 A utilização de redes neurais para o controle de sistemas dinâmicos foi proposta 

pela primeira vez por Narendra & Parthasarathy (1990). Inicialmente, a maioria dos estudos 

apoiavam-se em técnicas clássicas de otimização (especialmente o método do gradiente) 

para o projeto das leis de adaptação dos pesos. Apesar de apresentarem bom desempenho 

em muitos casos (Gupta & Rao, 1994), dificuldades surgem quando se deseja produzir 

resultados analíticos concretos referentes à estabilidade, robustez e desempenho do sistema 

como um todo (Polycarpou & Mears, 1998). Além disso, muitas complicações sobrevêm 

junto à aplicação de redes neurais sob essa ótica tradicional em sistemas em malha fechada. 

Os problemas principais incluem (Lewis & Parisini, 1998): inicialização conveniente dos 

pesos de modo que se consiga estabilidade em malha fechada, determinação de parâmetros 

adequados para o algoritmo de retropropagação, determinação de quais variáveis serão 

retropropagadas, necessidade de treinamento prévio off-line, etc. 

 

 Objetivando suprir a falta de análises rigorosas de estabilidade e convergência em 

processos de controle adaptativo com redes neurais, Sanner & Slotine (1992) propuseram 

um esquema de controle adaptativo direto em que não se verifica a demanda explícita de 

determinação de um modelo da dinâmica da planta desconhecida, promovendo uma 

redefinição do projeto de controle, agora focado em estabilidade, convergência e 

desempenho. 

 

 Redes neurais introduzidas em um sistema dinâmico em malha fechada ocasionam 

problemas que não são verificados quando são utilizadas em aplicações em malha aberta, 

tais como classificação ou identificação de sistemas (Lewis et al., 1996). Numa aplicação 

em malha fechada, por exemplo, não é possível garantir um desempenho satisfatório do 

sistema em termos de valores pequenos do erro de saída seguidor ou uma limitação para os 

valores dos pesos da rede, o que garantiria entradas de controle apropriadamente limitadas. 

Ainda, a falta de informações suficientes no que tange a uma inicialização adequada dos 
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pesos de modo a se conseguir estabilidade fatalmente conduz à demanda de um treinamento 

off-line preliminar. 

 

 Numa tentativa de se resolver alguns desses problemas, foram propostas alternativas 

de projeto que envolvem a utilização da teoria de estabilidade de Lyapunov como elemento 

basilar na construção de leis de controle adaptativas no contexto da metodologia de 

controle baseado em aproximadores on-line segundo o paradigma de controle adaptativo 

direto (Sanner & Slotine, 1992), (Kosmatopoulos et al., 1995), (Lewis et al., 1996), 

(Polycarpou, 1996). Evidencia-se a vantagem dessa abordagem no fato de que a lei de 

controle adaptativo é construída levando-se em conta o Método Direto de Lyapunov e 

técnicas associadas. Portanto, as propriedades de estabilidade do sistema em malha fechada 

são determinadas de forma muito mais clara. 

 

 Contribuições relevantes na teoria de controle adaptativo neural foram também 

introduzidas por Rovithakis & Christodolou (1994) e Farrel (1998), que apresenta uma 

análise detalhada de conceitos de convergência e estabilidade. 

 

 Até recentemente, as abordagens de controle adaptativo neural baseadas em técnicas 

de Lyapunov foram aplicadas apenas em classes relativamente limitadas de sistemas não 

lineares. A principal restrição (estrutural) referia-se à localização das não-linearidades, que 

deveriam atender a algum tipo de condição de combinação. Estas limitações foram 

eliminadas em (Polycarpou, 1996), que propôs a junção entre a abordagem de controle 

neural fundamentada em esquemas de Lyapunov e os procedimentos de backstepping 

adaptativo. 

 

4.2.4. Backstepping Adaptativo Neural 

 

 Esta seção dedica-se a expor, em linhas gerais, os três métodos mais conhecidos e 

difundidos que aliam o emprego do backstepping adaptativo com a metodologia de controle 
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neural sustentada pelos conceitos de estabilidade e convergência de Lyapunov aplicáveis a 

sistemas de realimentação estrita (cf. (3.52)): 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )ugfx

xxxgxxfx

xxxgxxfx

xxgxfx

nnn

iiiiii

xx +=

+=

+=

+=

+111

32122122

211111

,,,,

,,

 (4.9) 

onde [ ] nT

nxx ℜ∈= ,1x  é o estado e ℜ∈u  é a entrada. As funções if  e ig , com 

ni ,,1= , são não-linearidades que contêm incertezas tanto paramétricas quanto não 

paramétricas. 

 

Para maiores detalhes, o leitor é convidado a verificar as referências citadas. Reitera-se que 

os três métodos seguem o paradigma de controle adaptativo direto. 

 

4.2.4.1. Método de Kwan & Lewis (2000) 

 

 Na metodologia proposta por Kwan & Lewis (2000), as redes neurais são utilizadas 

com a finalidade de se aproximar as não-linearidades desconhecidas if , ni ,,1= . Supõe-

se que ig , ni ,,1= , sejam conhecidas e inversíveis. O objetivo de controle é fazer com 

que a saída 1xy =  do sistema (4.9) siga a referência 1rr xy = . 

 

 Os passos do backstepping adaptativo neural de Kwan & Lewis (2000) são como 

segue: consideram-se, inicialmente, as variáveis de estado 2x  até nx  como sinais de 

controle virtuais. Redes neurais são empregadas no projeto de controladores virtuais 

intermediários 1α  até 1−nα . Na determinação de cada iα , leva-se em conta o objetivo de 

redução do erro 1−− iix α  do passo anterior. Ao final, a lei de controle u procura tornar o 

erro entre nx  e 1−nα  tão pequeno quanto possível. Utilizam-se, em cada passo do processo, 

redes neurais com vistas a se aproximar as funções não lineares nas dinâmicas de erro. 
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 A primeira etapa deste procedimento inicia-se com a definição da lei de controle 

intermediária 

( )1111
1

11
ˆ zcxfg r −+−= −α  (4.10) 

onde 01 >c  e 1̂f  é a estimativa de 1f . Aplicando-se (4.10) na primeira equação de (4.9), 

chega-se à dinâmica do erro 111 rxxz −= : 

2111111
ˆ zgzcffz +−−=  (4.11) 

onde 122 α−= xz . Segundo Kwan & Lewis (2000), a abordagem tradicional de 

backstepping, neste ponto, supõe que as incertezas de 1f  são linearmente parametrizáveis, 

de modo a partir para o uso de técnicas-padrão de controle adaptativo. Como tal hipótese 

não será, aqui, seguida, uma rede neural de duas camadas será utilizada para aproximar 1f . 

 

A dinâmica do erro 2z  é dada por: 

1322122 αα −+=−= xgfxz  (4.12) 

Define-se, a seguir, a lei de controle intermediária para 3x : 

( )112212
1

22
ˆ zgzcfg −−+−= − αα  (4.13) 

onde 02 >c  e 2f̂  é a estimativa de 2f . Aplicando-se (4.13) em (4.12), chega-se a 

321122222
ˆ zgzgzcffz +−−−=  (4.14) 

onde 233 α−= xz . 

 

 Procede-se, nos 3−n  passos seguintes, de maneira análoga: define-se a lei de 

controle intermediária 

( )111
1 ˆ

−−−
− −−+−= iiiiiiii zgzcfg αα  (4.15) 

de forma a se minimizar o erro 1−−= iii xz α , cuja dinâmica será expressa como 

111
ˆ

+−− +−−−= iiiiiiiii zgzgzcffz  (4.16) 

onde iii xz α−= ++ 11 , 0>ic  e if̂  é a estimativa de if . 

 

 No passo final, a lei de controle u será dada por 
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( )111
1 ˆ

−−−
− −−+−= nnnnnnn zgzcfgu α  (4.17) 

e a dinâmica do erro nz  será 

11
ˆ

−−−−−= nnnnnnn zgzcffz  (4.18) 

onde 0>nc  e nf̂  é a estimativa de nf . 

 

Todas as funções if , com ni ,,1= , serão aproximadas via redes neurais: 

ii

T

ii df += ξξξξθθθθ *  (4.19) 

com ni ,,1= , onde *
iθθθθ  são os vetores de pesos com valores ótimos para aproximar if  e 

iid ε<  é limitado. As funções iξξξξ  podem ser, por exemplo, funções de base radiais. As 

estimativas if̂  serão, portanto: 

i

T

iif ξξξξθθθθ=ˆ  (4.20) 

com ni ,,1= , onde θθθθ  são as estimativas para os pesos geradas por leis de atualização 

definidas a posteriori. 

 

 A análise de estabilidade do sistema em malha fechada resultante, 

nnnnnn

T

nn

iiiiiiii

T

ii

T

T

dzgzcz

dzgzgzcz

dzgzgzcz

dzgzcz

+−−=

++−−=

++−−=

++−=

−−

+−−

11

111

2321122222

12111111

~

~

~

~

ξξξξθθθθ

ξξξξθθθθ

ξξξξθθθθ

ξξξξθθθθ

 (4.21) 

onde iii θθθθθθθθθθθθ −= *~
, ni ,,1= , é efetuada com o auxílio de funções de Lyapunov. Mostra-se 

(Kwan & Lewis, 2000) que todos os sinais do sistema são uniformemente ultimamente 

limitados quando são aplicadas leis de atualização dos pesos com a forma 

iiiiii cz θθθθξξξξθθθθ θθθθ zΓΓΓΓΓΓΓΓ −=  (4.22) 

com ni ,,1= , onde 0>=i ΓΓΓΓΓΓΓΓ  são matrizes constantes, [ ]T

nzz ,,1=z  é o estado do 

sistema (4.21) e θθθθc  é um escalar positivo. 
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4.2.4.2. Método de Zhang, Ge & Hang (2000) 

 

 Na metodologia proposta por Zhang, Ge & Hang (2000), ao contrário do que ocorre 

em Kwan & Lewis (2000), as não-linearidades ig , ni ,,1= , assim como if , ni ,,1= , 

são desconhecidas, supostamente suaves e não linearmente parametrizáveis. Para se evitar 

problemas decorrentes de singularidade nas leis de controle gerados pelos termos ig , 

Zhang, Ge & Hang (2000) introduzem um novo tipo de função de Lyapunov, que não 

requer a estimativa dos ig . O objetivo de controle é fazer com que a saída 1xy =  do 

sistema (4.9) siga a referência 1rr xy = . 

 

 A primeira etapa do backstepping adaptativo neural de Zhang, Ge & Hang (2000) 

inicia-se com o tratamento do primeiro subsistema de (4.9), i.e. ( ) ( ) 211111 xxgxfx += . 

Considerando 2x  como entrada de controle virtual, determina-se a lei intermediária 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

+−−−=

11

1

0 11111111
11

*
1

1

Zh

rr dyzyxfxztc
xg

ττββα  (4.23) 

onde 111 rxxz −=  é a variável de erro deste passo, [ ]T

rr yyx ,,11 =Z , 

( ) ( ) ( )111111 / xgxgx =β , ( ) 0*
11 >≥ ctc , ( )11 xg  é uma função suave tal que 

( ) ( ) 0101111 >≥≥ gxgxg  ℜ∈∀ 1x  e 

( ) ( ) ′+′+++=
2

111

2

111

1

0 11
1

1
ˆˆ1

1
ZZ

T

F

T

r dyzg
C

tc δδδδξξξξξξξξθθθθτττ  (4.24) 

com 01 >C , ( )1111̂ ZTδδδδξξξξξξξξ =  e { }
11111

ˆ,,ˆˆ
ldiag ξξ ′′=′ξξξξ , onde 

( ) ( )[ ]
1,11

1111,11,1 /ˆ
Z

Z T
j

ddT

jj δτ
ττξδξξ

=
=′=′ , 1,,1 lj =  e 01 >l . 

F
.  denota a norma de 

Frobenius. 

O termo entre colchetes ( )11 Zh  será aproximado por uma rede neural com três camadas, de 

modo a fazer com que (4.23) possa ser dado como 

( )
( ) ( )[ ]111111

11
1

1
Z

TT
ztc

xg
δδδδξξξξθθθθ−−=α  (4.25) 
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A função de Lyapunov deste primeiro passo é a seguinte: 

( )+=
1

0 11
2
11 τττβ dyzzV r  (4.26) 

Sua derivada pode ser expressa (Zhang, Ge & Hang, 2000) como segue: 

( ) ( ) 211111
2
111 zxgzzdztcV +−−=  (4.27) 

onde ( ) ( )1111111 ZZ hd TT −= δδδδξξξξθθθθ . O ajuste dos pesos das redes neurais é feito conforme as 

leis de atualização abaixo: 

( )[ ]111111111
ˆˆ θθθθδδδδξξξξξξξξθθθθ σ−′−= zT

a ZΓΓΓΓ  (4.28) 

[ ]11111111
ˆ δδδδξξξξθθθθδδδδ γ−′= zT

b ZΓΓΓΓ  (4.29) 

 

 Os passos seguintes prosseguem de maneira análoga. É importante ressaltar que o 

grau de complexidade do processo aumenta à medida que são introduzidos novos 

subsistemas. Além disso, as redes neurais recebem, como entrada, as derivadas das leis de 

controle intermediárias, o que acentua a dificuldade de aplicação do método. Ao final, tem-

se a seguinte lei de controle para u: 

( )
( ) ( ) ( )[ ]n

T

nn

T

nnnnnn

n

ztczxxg
g

u Z
x

δδδδξξξξθθθθ−−−= −−− 1111 ,,
1

 (4.30) 

onde 

( )
( )

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

−

= =

−−
+

+

−

−

−−
−

1

1 1
,

,

11
1

1

1

1

1

1

1
1 ,,,,,

n

j

l

k

kj

kj

n

j

j

n

jrd

jrd

n

n

nn

n

T

n

j

xx
δ

δ

ααααα
α θθθθ

θθθθ
y

y
xZ  (4.31) 

com [ ]Ti

rrrird yyy )(
)1( ,,,=+y , e 

( ) ( ) ′+′+++= −−

221

0 111
ˆˆ,,,1

1
n

T

nn
F

n

T

nnnnnn

n

n dzxxg
C

tc ZZ δδδδξξξξξξξξθθθθταττ  (4.32) 

com 0>nC , ( )n

T

nnn Zδδδδξξξξξξξξ =ˆ  e { }
nnlnn diag ξξ ′′=′ ˆ,,ˆˆ

1ξξξξ , onde 

( ) ( )[ ]
n

T
jnn

nnnn

T

jnnjn dd
Z

Z
,

/ˆ
,, δτ

ττξδξξ
=

=′=′ , nlj ,,1=  e 0>nl . 1−−= nnn xz α  é a variável 

de erro deste passo, ( ) ( ) ( )xxx nnn gg /=β , ( ) 0* >≥ nn ctc , ( )xng  é uma função suave tal 

que ( ) ( ) 00 >≥≥ nnn ggg xx  nℜ∈∀x . O ajuste dos pesos das redes neurais é feito 

conforme as leis de atualização abaixo: 
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( )[ ]nnnn

T

nnnnan z θθθθδδδδξξξξξξξξθθθθ σ−′−= ZˆˆΓΓΓΓ  (4.33) 

[ ]nnnn

T

nnnbn z δδδδξξξξθθθθδδδδ γ−′= ˆZΓΓΓΓ  (4.34) 

 

 Mostra-se (Zhang, Ge & Hang, 2000) que todos os sinais do sistema são 

uniformemente ultimamente limitados. 

 

 É relevante notar que a maior parte das técnicas de controle adaptativo neural para 

sistemas não lineares disponíveis na literatura baseia-se na abordagem de linearização por 

realimentação, suas estruturas de controle usualmente assumindo a forma ( ) 11 ˆ/ˆ gvfu +−= , 

com f̂  e ĝ  estimativas das não-linearidades f e g, respectivamente, e v uma nova entrada 

de controle. Para se evitar a ocorrência de singularidade quando 0ˆ →g , lança-se mão, em 

geral, de duas soluções: (a) considerar conhecidos os termos g, tal como é verificado na 

seção anterior (4.2.4.1) e também, por exemplo, em Polycarpou (1996) e em Sharma & 

Calise (2002); ou (b) propor métodos adaptativos modificados, como em Ye ildirek & 

Lewis (1995) e em Kosmatopoulos (1996). Entretanto, com relação a esta última 

abordagem, via de regra tais metodologias fazem uso de algoritmos de projeção (as 

estimativas de pesos θθθθ  são projetadas via algoritmo dedicado num conjunto factível pré-

determinado) e/ou descontinuidades (chaveamentos nos controladores para que as 

magnitudes de controle sejam mantidas limitadas), o que inviabiliza sua sistematização via 

backstepping para sistemas mais gerais de realimentação estrita. A proposta de Zhang, Ge 

& Hang (2000) contorna tal dificuldade por meio da introdução de novos formatos para 

função de Lyapunov. Todavia, como já apontado no decorrer desta seção, o projeto 

segundo esse paradigma é excessivamente complexo e de difícil implementação. 

 

4.2.4.3. Método de Ge & Wang (2002) 

 

 Na metodologia introduzida por Ge & Wang (2002), da mesma forma como em 

Zhang, Ge & Hang (2000), as não-linearidades ig , ni ,,1= , assim como if , ni ,,1= , 

são desconhecidas, supostamente suaves e não linearmente parametrizáveis. No entanto, 
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para se evitar problemas decorrentes de singularidade nas leis de controle gerados pelos 

termos ig , Ge & Wang (2002) supõem que ng  não depende de nx ; tal medida, segundo 

Zhang et al. (1999), faz com que a possibilidade de singularidade seja completamente 

eliminada sem a necessidade de introdução de funções de Lyapunov com integrais. O 

objetivo de controle é fazer com que a saída 1xy =  do sistema (4.9) siga a referência 

1rr xy = . 

 

 A primeira etapa deste procedimento inicia-se com a definição da lei de controle 

intermediária 

( )ryfgzc −−−= −
1

1
111

*
1α  (4.35) 

para o subsistema associado à variável de erro ryxz −= 11 , cuja derivada é 

( ) ( ) ryxxgxfz −+= 211111  (4.36) 

Em (4.35), 01 >c  é uma constante de projeto que faz com que a derivada da função de 

Lyapunov ( ) 2
11 2/1 zV = , 

( ) 2
111

)35.4(
*
11111 zgcygfzV r −=−+= α  (4.37) 

seja não positiva, uma vez que, por hipótese, ( ) 0101111 >≥≥ gxgg  ℜ∈∀ 1x . Como 1f  e 

1g  são funções desconhecidas, a lei de controle intermediária *
1α  não pode ser 

implementada na prática. Denotando-se 

( )
( )

( )[ ]ryxf
xg

h −= 11
11

11

1
Z  (4.38) 

onde [ ]T

ryx ,11 =Z , Ge & Wang (2002) propõem a aproximação do termo ( )11 Zh  por uma 

rede neural com funções de base radiais. Assim, a lei de controle intermediária *
1α  pode ser 

expressa como 

( ) 111
*

111
*
1 dzc T −−−= Zξξξξθθθθα  (4.39) 

onde *
1θθθθ  é o vetor com os valores ideais para os pesos da rede neural e 11 ε<d  é o erro de 

aproximação da rede, limitado por 01 >ε . O controlador virtual deste passo emprega uma 

estimativa para *
1θθθθ : 
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( )111111 Zξξξξθθθθ Tzc −−=α  (4.40) 

Definido-se a variável de erro 122 α−= xz  e aplicando (4.40) em (4.36), tem-se: 

( ) ( )[ ]1111112111

~
dzczxgz T +−−= Zξξξξθθθθ  (4.41) 

onde ∗−= 111

~~
θθθθθθθθθθθθ . A função de Lyapunov deste passo é 

( ) 1
1

11
2
1

11
1 2

1

2

1
θθθθθθθθ −+= ΓΓΓΓT

z
xg

V  (4.42) 

onde 011 >= ΓΓΓΓΓΓΓΓ  é uma matriz de ganhos. Com a lei de atualização dos pesos da rede 

neural 

( )[ ]1111111 θθθθξξξξθθθθ σ−= zZΓΓΓΓ  (4.43) 

a derivada de (4.42) ao longo de (4.41) pode ser escrita como 

11111
2
12

1

12
11211

~

2
θθθθθθθθ Tdzz

g

g
zczzV σ−+−−=  (4.44) 

Ge & Wang (2002) mostram que, à exceção do termo 21zz , a ser cancelado no passo 

seguinte, todas as parcelas que compõem 1V  podem ser feitas negativas. 

 

 A lei de controle virtual do passo genérico i, onde 1,,2 −= ni , é a seguinte: 

( )ii

T

iiiii zcz Zξξξξθθθθ−−−= −1α  (4.45) 

onde 0>ic , 1−−= iii xz α  é a variável de erro deste passo, 211 −−− −= iii xz α  é a variável de 

erro do passo anterior (obs.: para 2=i , tem-se que ryxz −= 11 ) e 

( )[ ]{ }−
∂

∂
+

∂

∂

∂

∂

∂

∂
=

−

=

−−

−

−−
1

1

11

1

1

1

1
1 ,,,,,,

i

j

jjjjjj

j

i

r

r

i

i

ii

ii z
xx

xx θθθθξξξξ
θθθθ

σ
αααα

Zy
y

Z ΓΓΓΓ  (4.46) 

com [ ]T

rmrrr yyy ,,, 21=y , em que m é a ordem do modelo de referência gerador de ry . 

A lei de atualização dos pesos da rede neural é dada por 

( )[ ]iiiiiii z θθθθξξξξθθθθ σ−= ZΓΓΓΓ  (4.47) 

 

 Ao final do processo, chega-se à lei de controle 

( )nn

T

nnnn zczu Zξξξξθθθθ−−−= −1  (4.48) 
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Capítulo 5  

 

Proposta de Backstepping Modificado Aplicado a Sistemas Não Lineares 

com e sem Incertezas Paramétricas 

 

 

5.1. Introdução 

 

 O backstepping adaptativo modificado proposto nesta tese emprega a Extensão do 

Princípio de Invariância de La Salle como base para a síntese de leis de controle que 

provêem estabilidade e convergência a uma classe de sistemas não lineares sem que se 

requeira que a derivada da função de Lyapunov ao longo das soluções do sistema seja 

(semi)definida negativa em todo o espaço de estados. Como será apresentado neste 

capítulo, tal característica permite que se obtenha um processo de controle mais eficiente – 

por exemplo, em termos de esforço de controle demandado –, no cotejo com a técnica 

tradicional de backstepping de Krsti  et al. (1995), ao facilitar a incorporação de 

ferramentas de otimização baseadas em computação evolutiva no algoritmo de projeto do 

controlador. 

 

 A Seção 5.2 introduz a metodologia de backstepping adaptativo modificado 

aplicada a um sistema de realimentação estrita paramétrico. As Seções 5.2.1.2 e 5.2.1.3 

trazem os passos do algoritmo recursivo e a Seção 5.2.1.4 contempla o processo de 

otimização do controlador. A aplicação de técnicas de computação evolutiva para esse fim 

resulta em uma melhoria substancial no desempenho da solução relativamente à diminuição 

do esforço de controle despendido e à adequada conformação da resposta transitória em 
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comparação aos melhores resultados conseguidos com a metodologia tradicional de 

backstepping. A Seção 5.3.1 apresenta a proposta de backstepping modificado aplicada a 

um sistema de realimentação estrita. Os exemplos de aplicação das Seções 5.2.2 e 5.3.2 

evidenciam o método e suas vantagens. 

 

5.2. Controle Adaptativo de Sistemas de Realimentação Estrita 

Paramétricos com Melhor Desempenho Utilizando Backstepping 

Modificado 

 

 Esta seção propõe um procedimento genérico para a obtenção de controladores – 

cujos parâmetros podem ser otimizados segundo algum critério conveniente com base na 

flexibilização do backstepping – aplicável em sistemas não lineares de realimentação estrita 

com incertezas da forma 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )tftFugx

txxftxxFxkx

txxftxxFxkx

txftxFxkx

nn
T

n

iiii
T

iii

T

T

,,

,,,,,,

,,,,

,,

111

212212322

1111211

xxx ++=

++=

++=

++=

+

θθθθ

θθθθ

θθθθ

θθθθ

 (5.1) 

O sistema (5.1) segue a conformação de um sistema de realimentação estrita paramétrico 

(vide Equação (3.79), onde, aqui, ( ) iii ktxxg =,,,1 , com 1,,1 −= ni ) onde 

[ ] nT
nxx ℜ∈= ,1x  é o estado e ℜ∈u  é a entrada. As funções iF , if  e 0≠g , com 

ni ,,1= , são não-linearidades suaves conhecidas. Os termos ik , com 1,,1 −= ni , são 

escalares constantes não nulos e qℜ∈θθθθ  é o vetor de parâmetros constantes, porém 

desconhecidos. Supõe-se que ℜ∈= 1xy  seja a saída do sistema. Visa-se a que y siga a 

referência ry , em que ry  é a saída (i.e. ( )txy rr 1= ) do sistema de referência 
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onde [ ] mT
rmr xx ℜ∈= ,,1rx  é o estado, ry  é a saída e rif , com mi ,,1= , são não-

linearidades suaves conhecidas. 

 

5.2.1. Proposta de Algoritmo Genérico para Síntese de Controladores Eficientes 

para Sistemas Não Lineares de Realimentação Estrita com Incertezas 

 

 O projeto de controladores consoante a metodologia de backstepping é composto de 

n passos. Cada passo consiste na geração de uma lei de controle virtual por meio de uma 

função de Lyapunov quadrática. A expressão “função de Lyapunov” neste capítulo também 

compreende o caso em que sua derivada é permitida ser positiva. 

 

5.2.1.1. Passo 1 

 

 O processo se inicia pela definição da variável de erro relativa à saída do sistema: 

ryxz −= 11  (5.3) 

onde ry  é o sinal de referência desejado. Derivando (5.3) ao longo de (5.1) e (5.2), chega-

se a 

( ) 111212211 r
T

rr ffFxkxxkz −+++−= θθθθ  (5.4) 

A variável de erro correspondente à segunda variável de estado é dada por 

1222 : α−−= rxxz  (5.5) 

onde 1α  é a lei de controle intermediária quando 22 rxx −  é considerado como entrada de 

controle virtual. Portanto: 

ss
T fFkzkz 1111211 +++= θθθθα  (5.6) 

onde 11 FF s =  e 21111 rrs xkfff +−= . A função de Lyapunov (i.e. “Lyapunov-like”) para o 

subsistema (5.6) é a seguinte: 
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onde 0>= TΓΓΓΓΓΓΓΓ  é a matriz de ganhos, ℜ∈1a  é um escalar constante e 1̂θθθθ  é o vetor com 

as estimativas paramétricas deste passo. A derivada de (5.7) ao longo de (5.6) é dada por 

( ) ( ) 1
1

11111112111
ˆˆ θθθθθθθθθθθθθθθθ −−−−+++= ΓΓΓΓ

T

ss
T zafFkzkzV α  (5.8) 

A lei de controle intermediária 1α  é definida: 

( )ss fFzc
k 111111

1
1

ˆ1
−−−= θθθθα  (5.9) 

onde ℜ∈11c  é um escalar constante. O subsistema 1z  (5.6) pode, agora, ser reescrito da 

seguinte forma: 

( ) s

T
Fzkzcz 11211111 θ̂θθθθθθθ −++−=  (5.10) 

Com (5.9), (5.10) e a lei de atualização paramétrica 

( )1111̂ azF s −= ΓΓΓΓθθθθ  (5.11) 

chega-se a 

2111111211
2
1111 zkazcazzkzcV −++−=  (5.12) 

Deve-se ressaltar que, ao contrário do que é demandado na metodologia tradicional de 

backstepping (Krsti  et al., 1995), não se requer aqui que 11c  seja estritamente positivo. 

Valores negativos para 11c  são permitidos. 

 

5.2.1.2. Passo i ( )12 −≤≤ ni  

 

 O i-ésimo passo, com 12 −≤≤ ni , se inicia com a definição da variável de erro iz : 

1: −−−= iriii xxz α  (5.13) 

Sua derivada é dada por 
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A variável de erro correspondente à ( )1+i -ésima variável de estado é expressa por 

iirii xxz α−−= +++ 1,11 :  (5.17) 

onde iα  é a lei de controle intermediária quando 1,1 ++ − iri xx  é considerado como entrada de 

controle virtual. Portanto: 

isis
T

iiiii fFkzkz +++= + θα1  (5.18) 

A função de Lyapunov para o subsistema (5.18) é a seguinte: 
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onde 0>= TΓΓΓΓΓΓΓΓ  é uma matriz de ganhos, ℜ∈ia  é um escalar constante e iθθθθ̂  é o vetor 

com as estimativas paramétricas deste passo. A derivada de iV  ao longo dos subsistemas 

jz  anteriores, com 1,,1 −= ij , é dada por 
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A lei de controle intermediária iα  é definida por: 
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onde ℜ∈ijc , , com ij ,,1= , são escalares constantes. Ao contrário do que é demandado 

no backstepping tradicional (Krsti  et al., 1995), não se requer aqui que ijc ,  seja 

estritamente positivo. O subsistema iz  (5.18) pode, agora, ser reescrito da seguinte forma: 
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Com (5.21), (5.22) e a lei de atualização paramétrica 

( )iiisi azF −= ΓΓΓΓθθθθ̂  (5.23) 

chega-se a 
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5.2.1.3. Passo n ( )2≥n  

 

 O n-ésimo passo, com 2≥n , se inicia com a definição da variável de erro 

correspondente à ultima variável de estado, nz : 

1: −−−= nrnnn xxz α  (5.25) 

Sua derivada é dada por 
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A função de Lyapunov para o sistema completo (5.1) é a seguinte: 
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onde 0>= TΓΓΓΓΓΓΓΓ  é uma matriz de ganhos, ℜ∈na  é um escalar constante e nθθθθ̂  é o vetor 

com as estimativas paramétricas deste último passo. A derivada de (5.29) ao longo dos 

subsistemas jz  anteriores, com 1,,1 −= nj , e de (5.26) é dada por 
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A lei de controle para o sistema completo (5.1) pode ser, finalmente, definida: 
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onde ℜ∈njc , , com nj ,,1= , são escalares constantes. O subsistema nz  (5.26) pode, 

agora, ser reescrito em sua forma definitiva: 
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Com a lei de atualização paramétrica 

( )nnnsn azF −= ΓΓΓΓθθθθ̂  (5.33) 

e substituindo-se (5.31) em (5.30), chega-se a 
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5.2.1.4. Otimização Paramétrica do Controlador via Computação Evolutiva 

 

 Conforme a notação adotada no Teorema 2.7 da Seção 2.3.5.1, o conjunto C, em 

que a derivada da função de Lyapunov é definida positiva, é definido tal como segue: 

{ }0:: >ℜ∈= n
n VC z  (5.35) 

De acordo com a Extensão do Princípio de Invariância de La Salle, consegue-se o controle 

adaptativo do sistema de realimentação estrita paramétrico (5.1) quando o conjunto C for 

limitado, uma vez que a função de Lyapunov (5.29) é radialmente ilimitada (é aplicável, 

aqui, o Teorema 2.8). A equação 0=nV  representa vários tipos de lugares geométricos. 

Dependendo dos valores assumidos pelo conjunto de parâmetros 

{ }njtnjc tj ,,;,,1:, ==ℜ∈ , o conjunto C será limitado ou ilimitado. Testes 

geométricos baseados nos coeficientes da forma quadrática nV  podem ser conduzidos de 

maneira a se avaliar a limitação ou não de C (Zwillinger, 1996). 
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 Tanto o formato de C quanto o desempenho da lei de controle (5.31) no que tange 

ao esforço de controle demandado fundamentam-se nos valores adotados pelo conjunto de 

parâmetros { }njtnjc tj ,,;,,1:, ==ℜ∈ . Isso faz com que seja possível a utilização de 

técnicas de otimização nesses parâmetros de forma a se conseguir um processo de controle 

mais eficiente. Uma maior eficiência no processo de controle equivale, aqui, a uma 

minimização da magnitude do sinal de esforço de controle aliado ao requisito de se manter 

uma qualidade satisfatória dos sinais de saída de interesse (no caso, em termos de uma 

duração de transiente não excessiva). Como a restrição representada pela limitação de C é, 

conforme a Extensão do Princípio de Invariância, um requisito para estabilidade, tem-se, 

portanto, a seguinte tarefa de otimização associada à metodologia proposta de backstepping 

adaptativo modificado: 

{ }
{ }

( )

{ }n

c
ji

VC

uc
ji

 de escoeficient pelos adeterminad  conjunto do limitação a sujeito      

 de estado de               

 variáveisdas io transitórdo duração
 de magnitudeminarg

,

, +=
x  (5.36) 

onde nji ,,1, = . 

 

 De acordo com o Teorema de No Free Lunch (Wolpert & Macready, 1997), não 

existe uma única ferramenta que resolva todos os problemas de maneira ótima. Na 

resolução de problemas de otimização, por exemplo, métodos clássicos e dedicados 

mostram-se mais eficientes do que, por exemplo, algoritmos evolutivos quando são válidas 

hipóteses restritivas quanto ao espaço de busca, tais como: continuidade, existência de 

derivadas, convexidade, unimodalidade, etc. Por outro lado, como destaca Von Zuben 

(2000), algoritmos evolutivos são capazes de lidar com problemas para os quais não é 

possível ou é muito custoso obter uma descrição detalhada, ou ainda junto aos quais não é 

possível supor restrições muito fortes (ambas condições necessárias para a aplicação de 

ferramentas de solução dedicadas). Por exemplo, algoritmos de programação linear 

requerem que a função-objetivo seja linear; caso ela não seja linear, algoritmos de busca 

baseados no gradiente requerem que a função-objetivo seja diferenciável e que se possa 

calcular essa derivada a um baixo custo computacional. Na ausência de linearidade e na 

impossibilidade de se obter a derivada (seja porque ela não existe ou por representar uma 
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etapa muito custosa) da função-objetivo, os algoritmos evolutivos passam a representar 

uma das poucas alternativas de se chegar à solução. 

 

 Para o problema (5.36), não é possível obter formalização e descrição apropriadas 

para o uso de métodos convencionais (baseados em gradientes, por exemplo). De fato, a 

função-objetivo em (5.36) não permite o cômputo de derivadas e características do espaço 

de busca cujo conhecimento é necessário para a aplicação desses métodos – continuidade, 

convexidade, etc. – não são passíveis de verificação. Opta-se, portanto, pela utilização de 

técnicas de otimização baseadas em computação evolutiva na busca de valores adequados 

para { }njtnjc tj ,,;,,1:, ==ℜ∈ . 

 

 O emprego de algoritmos genéticos (Michalewicz, 1996), em particular, em 

problemas cuja formalização matemática para o uso de técnicas convencionais é tida como 

inviável, tais como o controle adaptativo otimizado de sistemas não lineares com espaço de 

busca descontínuo, não diferenciável, não convexo e/ou multimodal, tem conduzido a 

resultados bastante satisfatórios (Fleming & Purshouse, 2001). Por exemplo, problemas que 

requerem busca dentre um número muito grande de candidatos à solução podem se 

beneficiar do paralelismo inerente aos algoritmos genéticos, em que muitas possibilidades 

de solução são exploradas simultaneamente. Por conta disso, a probabilidade de 

convergência a soluções subótimas é reduzida e a identificação de regiões de melhor 

performance no espaço de busca é acelerada sem que sejam verificados problemas 

decorrentes de sua potencialmente elevada dimensionalidade. 

 

 Como apresentado na Seção 4.3.2, as vantagens exclusivas oferecidas pelos 

algoritmos genéticos tornaram-nos, ao longo dos anos, uma ferramenta valiosa a ser 

incorporada no projeto de sistemas de controle seja como uma forma de se projetar 

estruturas para controladores, seja como uma estratégia para a obtenção de parâmetros para 

uma lei de controle conhecida (Fleming & Purshouse, 2001). Novamente, com respeito a 

esta última abordagem, Dracopoulos (1997) ressalta que seu êxito reside, especialmente, na 

possibilidade de se utilizar resultados de estabilidade do controlador previamente 
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estabelecidos, ao mesmo tempo em que se atinge um melhor desempenho na tarefa de 

controle. 

 

 Destaca-se, contudo, que, como enfatiza De Jong (1985), os algoritmos genéticos 

não são diretamente comparáveis a algoritmos tradicionais de otimização, visto que não 

garantem convergência para o mesmo ótimo local quando executados várias vezes. Por 

outro lado, a otimização é um dos campos mais significativos do espectro de aplicações dos 

algoritmos genéticos, pois excelentes resultados são obtidos quando do emprego desses 

algoritmos em problemas de otimização de elevada complexidade, nos quais não é possível 

o uso de métodos tradicionais (Michalewicz, 1996). Dessa forma, embora não assegurem 

eficiência total na obtenção da solução, podendo não convergir para o ótimo global, os 

algoritmos genéticos geralmente garantem a obtenção de uma “boa aproximação” para a 

solução. 

 

 É importante ressaltar que não seria, em princípio, possível a introdução de um 

algoritmo genético para otimizar os parâmetros de um controlador obtido por meio da 

técnica tradicional de backstepping adaptativo (Krsti  et al., 1995) que resultasse num 

desempenho satisfatório do sistema controlado (em termos de esforço de controle 

demandado, por exemplo) comparado à metodologia aqui proposta, pois as condições 

exigidas pelo Método Direto de Lyapunov (Teorema 2.5) e pelo Princípio de Invariância de 

La Salle (Teorema 2.6) estabelecem fortes restrições no espaço de busca paramétrico, 

expressas tanto na quantidade reduzida de parâmetros otimizáveis (vide Tabela 5.1) quanto 

na obrigatoriedade de que estes sejam estritamente positivos (Seção 3.8). 

 

Metodologia Ordem do sistema Parâmetros otimizáveis 

Backstepping adaptativo tradicional n n 

Backstepping adaptativo modificado n −

=
−

1

1

2 n

k
kn  

Tabela 5.1. Comparação entre o número de parâmetros potencialmente otimizáveis no backstepping 

adaptativo proposto nesta tese e na metodologia tradicional. 
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O backstepping adaptativo modificado aqui proposto permite, por ser estruturado na 

generalização do Princípio de Invariância de La Salle apresentada por Rodrigues (2002) 

(que, reforça-se, inclui o caso em que a derivada da função de Lyapunov ao longo das 

soluções do sistema pode ser positiva num conjunto limitado do espaço de estados), que as 

condições de estabilidade tornem-se menos severas, aumentando a dimensão e a região 

factível do espaço de busca paramétrico; possibilitando, assim, o emprego satisfatório de 

algoritmos genéticos na busca de parâmetros que conduzam a um melhor desempenho do 

controlador em termos de esforço de controle e outros critérios de performance. 

 

5.2.2. Exemplo de Aplicação – Controle Adaptativo Otimizado de Sistemas 

Caóticos com Incertezas 

 

 Comportamentos de estado estacionário caóticos podem ser observados em muitos 

sistemas físicos (Ott, 1997). Por exemplo, fenômenos de turbulência em mecânica de 

fluidos, vibrações aparentemente aleatórias em sistemas elétricos ou mecânicos e oscilações 

atmosféricas imprevisíveis. Tais acontecimentos irregulares e complexos são usualmente 

indesejáveis. Muitas aplicações práticas demandam o controle de fenômenos caóticos – 

para se evitar, por exemplo, falhas advindas de fadiga num sistema mecânico –, de modo 

que se consiga que a trajetória estacionária do sistema seja periódica ou, preferencialmente, 

que seja atraída para um ponto fixo. O problema de controle do caos é, portanto, um campo 

de pesquisas importante na área de sistemas não lineares (Fradkov & Pogromsky, 1998), 

(Chen & Dong, 1998). 

 

 Em aplicações reais, nem sempre é possível conhecer por completo o modelo do 

sistema caótico com o qual se está trabalhando. Nestes casos, é requerida a aplicação de 

técnicas que reflitam esse conhecimento apenas parcial do sistema de modo a se conseguir 

o controle do sistema caótico. Grosso modo, há duas abordagens para o controle por 

realimentação de um sistema caótico com incertezas: controle baseado em dados e controle 

baseado em modelo. 
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 A abordagem baseada em dados segue, geralmente, a técnica tradicional proposta 

por Ott, Grebogi e Yorke (OGY), (Ott et al., 1990), que consiste, em linhas gerais, na 

seleção de uma resposta desejada dentre a grande variedade de padrões naturalmente 

presentes em um atrator estranho (Ott, 1997) e na estabilização desse padrão por meio da 

aplicação controlada de pequenas modificações em algum parâmetro acessível do sistema. 

A metodologia OGY converte, dessa forma, uma resposta caótica em uma das órbitas 

periódicas contida no atrator estranho. Com a incorporação de atraso de coordenadas, o 

método OGY é aplicável em situações nas quais um conhecimento analítico a priori da 

dinâmica do sistema não está disponível. A aplicação da metodologia OGY, entretanto, é 

limitada por conta de, por exemplo, erros de medição (Fuh & Tung, 1995). Um sistema 

dinâmico não linear com comportamento de regime caótico tem esse tipo de erro 

amplificado de forma exponencial no decorrer do tempo, de tal modo que a trajetória pode 

não ser controlada com a precisão necessária para o método OGY. Além disso, é essencial 

o desenvolvimento de metodologias de controle que sejam capazes não somente de fazer 

com que o sistema siga uma órbita periódica, mas também de fazer com que se encaminhe 

a um estado de equilíbrio, pois soluções na forma de pontos fixos representam o modo de 

operação mais vantajoso em muitos sistemas não lineares, tais como circuitos eletrônicos 

(Madan, 1993). Ainda, com o propósito de se obter abordagens de aplicabilidade mais geral 

é desejável que se desenvolvam técnicas que não sejam relacionadas a um sistema caótico 

em particular. 

 

 A abordagem baseada em modelo elimina essas desvantagens, mas exige algum 

conhecimento analítico do modelo do sistema sobre o qual será estruturado o projeto de 

controle por realimentação. Nesse caso, normalmente as incertezas consistem em 

parâmetros desconhecidos que aparecem linearmente nas equações do sistema. Técnicas de 

linearização por realimentação adaptativa são exemplos de abordagens baseadas em 

modelo. A introdução de linearização por realimentação adaptativa no controle de caos 

(vide, por exemplo, Fradkov (2000) e as referências ali citadas) permite que se converta 

uma resposta de regime caótica para qualquer padrão de estado estacionário desejado 

(órbita periódica ou ponto fixo). Uma vantagem importante consiste no fato de que a 

referência de estado estacionário pode ser qualquer ponto de equilíbrio ou órbita periódica 
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arbitrária, mesmo fora do atrator estranho. A idéia principal do esquema é transformar 

algebricamente um sistema não linear em um sistema cuja dinâmica seja linear, de tal modo 

que técnicas de controle linear possam ser aplicadas. Abordagens fundamentadas em 

linearização por realimentação, no entanto, apresentam a desvantagem de requerer um 

esforço de controle excessivo, pois objetivam antes a linearização do sistema ao invés de 

estabilização ou seguimento de alguma referência. 

 

 Como ferramentas de uso genérico, metodologias fundamentadas em funções de 

Lyapunov têm sido largamente utilizadas no projeto de leis de controle para sistemas 

caóticos com incertezas paramétricas (vide, por exemplo, Dong et al. (1997) e Fradkov 

(2000)). Em especial, o backstepping adaptativo (Krsti  et al., 1995) tornou-se um dos 

métodos de projeto mais populares no campo do controle adaptativo não linear, tendo, 

inclusive, se revelado uma técnica eficaz de controle de caos (Ge, Wang & Lee, 2000). Por 

conta de sua sistematização, o backstepping é aplicável a vários tipos de sistemas caóticos 

(Ge, Wang & Lee, 2000). Todavia, em algumas aplicações, como, por exemplo, na 

estabilização de circuitos de Chua com incertezas, o esforço de controle resultante do 

emprego do projeto de backstepping tradicional pode ser considerado elevado. De fato, 

magnitudes elevadas de esforço de controle na estabilização de um sistema caótico 

acarretam um dispêndio excessivo e desnecessário de energia. É desejável, assim, a 

concepção de sistemas de controle adaptativo de caos que mantenham a sistematização dos 

processos de backstepping ao mesmo tempo em que incorporem mecanismos de otimização 

de maneira a reduzir o esforço de controle. A metodologia de backstepping adaptativo 

modificado apresentada nesta seção atende a esta necessidade, como será evidenciado pelo 

exemplo numérico a seguir. 

 

5.2.2.1. Controle Eficiente de Caos em Modelo de Circuito de Chua com Incertezas 

Paramétricas 

 

 Circuitos eletrônicos analógicos são exemplos conhecidos de sistemas que exibem 

respostas não lineares caóticas. Dentre esses sistemas, o circuito de Chua tornou-se um 

paradigma, por conta de sua relativa simplicidade e riqueza de padrões de comportamento. 
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Esta seção traz o projeto de controle adaptativo otimizado com backstepping modificado 

aplicado ao circuito de Chua adimensional (Madan, 1993): 

( )

273

3625142

11312211 11

xpx

xpxpxpx

xxpxpxpx

′−=′

′+′−′=′

−′−+′−′−′=′

 (5.37) 

As equações (5.37) podem ser escritas na forma de um sistema de realimentação estrita 

paramétrico com o auxílio da seguinte transformação de variáveis de estado: 31 xx ′= , 

22 xx ′=  e 13 xx ′= . Assim, com 71 pb = , 42 pb = , 61 p=θ , 52 p=θ , 13 p=θ , 24 p=θ  e 

35 p=θ  chega-se a 

( )11 33534233

2211322

211

−−+−−+=

−+=

−=

xxxxux

xxxbx

xbx

θθθ

θθ  (5.38) 

onde é suposta a introdução de um controlador u na terceira equação. Comparando (5.38) 

com (5.1) e levando-se em conta que os elementos do vetor [ ]T
521 ...,,, θθθ=θθθθ  são 

desconhecidos, tem-se que 

( )

( ) [ ]
( ) [ ]
( ) ( )[ ]T

T

T

xxxxF

xxF

F

fff

g

bk

bk

11,,,0,0.

0,0,0,,.

0,0,0,0,0.

0

1

33323

212

1

321

22

11

−−+−−=

−=

=

===

=

=

−=

x

 (5.39) 

Objetiva-se a determinação de uma lei de controle via realimentação de estado que garanta 

a regulação do estado [ ]Txxx 321 ,,=x  na origem e a limitação de todos os sinais (variáveis 

de estado, controle, estimativas paramétricas) no sistema em malha fechada com o menor 

esforço de controle possível. 

 

 Passo 1. É definida, inicialmente, a variável auxiliar correspondente à primeira 

variável de estado: 

11 xz =  (5.40) 
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A derivada de (5.40) é dada por: 

211 xbz −=  (5.41) 

Considerando-se 2x  como entrada virtual de controle, projeta-se a lei de controle 

intermediária 1α . A diferença entre o valor real da variável 2x  e 1α  é definida como sendo 

a segunda variável de erro: 

122 α−= xz  (5.42) 

Assim, (5.41) pode ser reescrita da seguinte maneira: 

11211 αbzbz −−=  (5.43) 

Introduz-se a função de Lyapunov relativa ao subsistema (5.43): 

( ) ( ) ( )1
1

1
2

11
ˆˆ

2
1

1
2
1

θθθθθθθθθθθθθθθθ −−+−= −ΓΓΓΓ
T

zV  (5.44) 

onde 1̂θθθθ  é o vetor de estimativas paramétricas deste passo e { } 0...,,,diag 521 >ΓΓΓ=ΓΓΓΓ  é a 

matriz de ganhos. A derivada de (5.44) ao longo de (5.43) é dada por 

( ) 1
1

11111
ˆˆ θθθθθθθθθθθθ −−−−= ΓΓΓΓ

T
zzzV  (5.45) 

Aplicando-se a lei de controle intermediária 

111
1

1

1
zc

b
=α  (5.46) 

onde ℜ∈11c  é um escalar constante, e a lei de atualização paramétrica deste passo 1̂θθθθ , 

0=1̂θθθθ  (5.47) 

tem-se que 

21111211
2
1111 zbzczzbzcV ++−−=  (5.48) 

O termo de acoplamento 211 zzb−  será cancelado no próximo passo. Pode-se, agora, 

exprimir o subsistema 1z  em sua forma definitiva: 

211111 zbzcz −−=  (5.49) 

 

 Passo 2. A derivada de 2z  pode ser expressa como 

2112211322 xcxxxbz +−+= θθ  (5.50) 
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De maneira análoga ao passo anterior, 3x  é considerado como entrada virtual de (5.50). A 

lei de controle intermediária correspondente é 2α . A terceira variável de erro é definida 

como 

233 α−= xz  (5.51) 

A função de Lyapunov deste passo é dada por 

( ) ( ) ( )2
1

2
2

212
ˆˆ

2
1

1
2
1

θθθθθθθθθθθθθθθθ −−+−+= −ΓΓΓΓ
T

zVV  (5.52) 

onde 2θ̂θθθ  é o vetor de estimativas paramétricas deste passo. A derivada de (5.52) ao longo 

de (5.49) e (5.50) é expressa por 

(

) ( ) 2
1

22211221122

3211221111
2
1112

ˆˆ θθθθθθθθθθθθ −−−−+−++

++−+++−=

ΓΓΓΓ
T

zxcxxb

zbzbzzbzczcV

θθα
 (5.53) 

Como θθθθ  é desconhecido, 2α  emprega a estimativa 2θ̂θθθ : 

( ) ( )( )2221122
2

21
1

221111
2

2
ˆˆ1

zczcxxxczb
b

−−+−−= θθα  (5.54) 

onde ( ) ( ) ( )[ ]T5
2

2
2

1
22

ˆ...,,ˆ,ˆˆ θθθ=θθθθ  e ℜ∈2212 , cc  são escalares constantes. Pode-se, agora, 

escrever o subsistema 2z  em sua forma definitiva: 

( ) ( )( ) ( )( ) 2
2

221
1

213222211122
ˆˆ xxzbzczbcz θθθθ −−−++−−−=  (5.55) 

Com (5.54), (5.55) e as leis de atualização paramétricas 

( ) ( )
( ) ( )
( )

( )

( ) 0ˆ

0ˆ

0ˆ

1ˆ

1ˆ

5
2

4
2

3
2

222
2

2
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1

2

=

=

=

−Γ−=

−Γ=

θ

θ

θ

θ

θ
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 (5.56) 

chega-se a 

( ) ( ) 3223221221112112112
2
222

2
1112 zzbzbzbczbcczzczczcV +−++−++−−−=  (5.57) 

O termo de acoplamento 322 zzb  será cancelado no próximo passo. 

 

 Passo 3. A derivada de 3z  pode ser expressa da seguinte forma: 



 121 

( )( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2
22

1
213

2
222112

1
2121

2

1

53343322211
2

22211
2
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θθθθθθ

α
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b

b

xxxxxxcc
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u
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 (5.58) 

A função de Lyapunov do sistema (5.38) é a seguinte: 

( ) ( ) ( )3
1

3
2

323
ˆˆ

2
1

1
2
1

θθθθθθθθθθθθθθθθ −−+−+== −ΓΓΓΓ
T

zVVV  (5.59) 

onde 3θ̂θθθ  é o vetor de estimativas paramétricas deste passo. A derivada de (5.59) ao longo de 

(5.49), (5.55) e (5.58) é dada por 

( ) ( )

( ) ( ) 3
1

333223

3221221112112112
2
222

2
1113

ˆˆ θθθθθθθθθθθθ −−−−++
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T
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 (5.60) 

A lei de controle u do sistema pode ser, finalmente, definida 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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 (5.61) 

onde ( ) ( ) ( )[ ]T5
3

2
3

1
33

ˆ...,,ˆ,ˆˆ θθθ=θθθθ  e ℜ∈332313 ,, ccc  são escalares constantes. Substituindo (5.61) 

para u em (5.58), tem-se que 
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 (5.62) 

Com (5.49), (5.55), (5.62) e as leis de atualização paramétricas 
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 (5.63) 

chega-se à expressão da derivada da função de Lyapunov de todo o sistema: 

( )
( ) ( ) 32332212322

11131211322331132112
2
333

2
222

2
111

zbczbbcc

zbccczzczzczzczczczcV

−+++++

+−+++−−−−−−=
 (5.64) 

 

 O conjunto C (onde 0>V ), para este exemplo, é o seguinte: 

{
( ) ( ) ( ) }0

:

3233221232211131211

322331132112
2
333

2
222

2
111

3

>−+++++−+++

+−−−−−−ℜ∈=

zbczbbcczbccc

zzczzczzczczczcC z
 (5.65) 

Conforme a Extensão do Princípio de Invariância (aqui, Teorema 2.8), o objetivo de 

regulação – e, portanto, a estabilização do sistema de Chua com incertezas – será atingido 

se o conjunto C for limitado, uma vez que a função de Lyapunov V (5.59) é radialmente 

ilimitada. A equação 0=V  representa vários tipos de superfícies quádricas; o conjunto C 

será limitado se a superfície 0=V  – que corresponde à fronteira de C – for um elipsóide 

real, além de se o sentido do vetor gradiente z∂∂V , avaliado nos pontos desse elipsóide, 

for “para dentro” do mesmo. Para que a superfície onde 0=V  seja um elipsóide real, no 

que tange às matrizes 
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 (5.66) 



 123 

onde ( )1131211
14
2 5.0 bcccM −++= , ( )233

34
2 5.0 bcM −=  e ( )212322

24
2 5.0 bbccM +++= , 

as seguintes condições devem ser satisfeitas: rank(M1) = 3, rank(M2) = 4, det(M2) < 0 e as 

partes reais dos autovalores de M1 devem ter o mesmo sinal (Zwillinger, 1996). 

 

 Tanto a forma de C quanto o desempenho do controlador (5.61) em termos de 

esforço de controle sustentam-se nos valores assumidos pelo conjunto de parâmetros 

{ }231312332211 ,,,,, cccccc . A determinação dos elementos desse conjunto será feita por meio 

de um processo de otimização via algoritmo genético. O algoritmo genético selecionado 

buscará, de maneira off-line, em meio a uma população de controladores (i.e. em meio a 

uma população de conjuntos de parâmetros { }231312332211 ,,,,, cccccc ), o indivíduo mais 

adequado para ser implementado. 

 

 Como descrito no Capítulo 4, algoritmos genéticos são algoritmos estocásticos cujos 

métodos de busca emulam alguns fenômenos naturais, a saber: herança genética e 

mecanismos de seleção de indivíduos ao longo de gerações sucessivas propostos por 

Darwin (Michalewicz, 1996). Um dos requisitos que devem ser atendidos para que o 

algoritmo genético encontre a melhor solução para um determinado problema é que os 

indivíduos da população (i.e. os candidatos à solução) devem ser codificados num formato 

que permita a operação eficaz do algoritmo. Na presente tarefa de otimização, a população 

possui 100 indivíduos (cromossomos) e cada cromossomo, seis genes – que correspondem 

ao conjunto de seis parâmetros –, cujos alelos podem assumir qualquer valor no intervalo [-

10, 10] com uma precisão de quatro dígitos após a vírgula. Esta abordagem de 

representação proporciona uma simplificação do processo de codificação/decodificação, 

permitindo um fácil monitoramento da dinâmica de operação do algoritmo genético. A 

definição da quantidade de indivíduos da população foi estabelecida de maneira a garantir 

uma variabilidade mínima de candidatos a solução – variabilidade esta cuja medida é dada, 

indiretamente, por uma velocidade de convergência apropriada (convencionada em 50 

gerações) a uma solução tida como adequada segundo as características de desempenho 

desejadas. Populações maiores não apresentaram, nas simulações, desempenho 

significativamente superior ao conseguido com 100 cromossomos. Os limites de variação 

dos alelos gênicos em [-10, 10] e sua precisão foram estabelecidos empiricamente após uma 
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bateria de simulações com a população congelada em 100 indivíduos, sendo que a 

configuração aqui apresentada é a que trouxe, na média, melhores resultados em termos de 

se encontrar uma solução adequada com velocidade de convergência em, no máximo, 50 

gerações. 

 

 Como já referido anteriormente, dado que os algoritmos genéticos emulam 

processos de evolução natural, eles incluem operações biomiméticas tais como seleção, 

recombinação e mutação. Seleção é o processo através do qual uma nova geração é 

formada por meio da escolha de indivíduos de uma dada população conforme seus valores 

de fitness. Disso resulta a possibilidade de que os cromossomos com maiores valores de 

fitness tenham uma ou mais cópias de si na geração seguinte, enquanto que os com menores 

valores podem ter nenhuma. Fundamentando-se na idéia de que, em média, os membros da 

população da geração atual devam ser tão bons quanto (ou melhores que) os da geração 

anterior na maximização da função de fitness, utiliza-se uma variante da estratégia elitista 

na qual os 20 membros mais aptos seguem sem sofrer alterações rumo à geração seguinte. 

Com efeito, se o indivíduo mais apto apontar para um ótimo local do espaço de busca, mas 

um indivíduo ligeiramente menos apto apontar para o ótimo global, é interessante que 

ambos sobrevivam inalterados na geração subseqüente. O operador de recombinação reune 

as características de dois cromossomos-pais para compor dois cromossomos-filhos, que 

podem substituir indivíduos menos aptos da população. Emprega-se, aqui, o crossover 

aritmético. Os 80 membros mais aptos são selecionados para reprodução; destes, a escolha 

dos pais é feita de maneira aleatória, com igual probabilidade. O operador de mutação 

reduz a probabilidade de que o algoritmo genético convirja para soluções locais. Utiliza-se, 

aqui, mutação não uniforme, com a função ( )yt,∆  retornando um valor no intervalo [0, y] 

tal que a probabilidade de ( )yt,∆  ser próximo de 0 aumenta à medida que t aumenta (vide 

Seção 4.3.1.3.2). Essa propriedade permite que esse operador faça a busca de maneira 

uniforme inicialmente (quando t é pequeno) e localmente em estágios posteriores. É 

utilizada a seguinte função: 

( ) −=∆
−

2

1

1., T

t

ryyt  (5.67) 
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onde r é um número aleatório no intervalo [0, 1] e T é o número máximo de gerações. No 

caso presente, como já mencionado em parágrafos anteriores, T = 50. 

 

 A função de fitness leva em conta o objetivo desejado: magnitudes de esforço de 

controle tão pequenas quanto possível sem um aumento excessivo na duração da resposta 

transitória. Considera-se que uma duração adequada para o transiente seja não mais que 

3=tt  unidades de tempo. Para cada cromossomo da geração t é feita uma simulação de 

forma a avaliar sua performance (i.e. a performance do controlador associado) em termos 

da função de fitness 

++
=

ττβτ dup
fitness

2

2 )(.)(

1
3

0

x

 (5.68) 

onde a norma Euclidiana 
2

)(τx  representa o efeito da resposta transitória e β  é um peso; 

para o problema sendo tratado, 100=β  (valor determinado empiricamente de maneira a 

conferir magnitudes compatíveis entre )(2 τu  e 
2

)(τx ). Antes de se proceder à simulação 

propriamente dita, cada indivíduo é considerado factível ou infactível em termos das 

condições associadas às matrizes (5.66). Os indivíduos factíveis são os que fazem com que 

o lugar geométrico onde 0=V  seja um elipsóide real. Os cromossomos infactíveis são 

penalizados com p = 1010. Simulações são conduzidas apenas para os indivíduos factíveis 

(neste caso, p = 0). 

 

 Os parâmetros do sistema de Chua adotam, originalmente, os seguintes valores 

(Madan, 1993): 
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b

 (5.69) 
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Para esses valores, o sistema de Chua (5.38) exibe resposta caótica quando u = 0. As 

condições iniciais escolhidas são 2.0)0(1 =x , 5.0)0(2 =x  e 3.0)0(3 =x . A Figura 5.1 

mostra a evolução do fitness do melhor indivíduo ao longo de 50 gerações. 
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Figura 5.1. Evolução do fitness do melhor indivíduo. 

 

 Depois de 50 gerações, o melhor cromossomo tem um fitness de 5106327.1 −×  e é 

composto pelos seguintes genes: 

1743.0

5991.0

9612.4

3747.0

7052.6

4056.1

23

13

12

33

22

11

−=

=

=

−=

−=

−=

c

c

c

c

c

c

 (5.70) 

O conjunto C correspondente a esses parâmetros é o seguinte: 

{
}03747.11205.108453.111743.0

5991.09612.43747.07052.64056.1:

32132

3121
2
3

2
2

2
1

3

>−+−+

+−−++ℜ∈=

zzzzz

zzzzzzzC z
 (5.71) 

Desempenho do melhor indivíduo 

Gerações 
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O lugar geométrico onde 0=V  é um elipsóide real. No entanto, o gradiente z∂∂V , 

avaliado nos pontos desse elipsóide, está voltado “para fora” da superfície quádrica. Assim, 

o conjunto C descrito em (5.70), definido após o processo de otimização, é ilimitado – o 

que faz com que, neste caso em particular, não seja aplicável a Extensão do Princípio de 

Invariância de La Salle. Entretanto, a introdução da lei de controle (5.61) e das leis de 

atualização paramétricas (5.47), (5.56), e (5.63) com parâmetros (5.71) e I=ΓΓΓΓ  (matriz 

identidade) no sistema de Chua com incertezas faz com que a trajetória z convirja para a 

origem 0=z . Levando-se isso em conta e considerando-se as expressões (5.40), (5.42) e 

(5.51), a trajetória do estado x também converge para a origem 0=x , atingindo-se, com 

isso, o objetivo de controle de caos no modelo de circuito de Chua com incertezas. 

 

 A Figura 5.2 traz as respostas temporais das variáveis de estado 1x , 2x  e 3x  quando 

o controlador (5.61) e as leis de atualização paramétricas (5.47), (5.56), e (5.63) são 

aplicados ao sistema (5.38) (linhas cheias). Verifica-se a eficácia da metodologia de projeto 

proposta com relação ao objetivo de estabilização com duração de transitório 2≈tt . A 

figura também traz as respostas obtidas quando é aplicado o backstepping adaptativo 

tradicional (Krsti  et al., 1995) (linhas tracejadas). Neste caso, os parâmetros da lei de 

controle são 3332211 === ccc  e 0231312 === ccc . Com vistas a um estudo comparativo 

mais apurado, escolhe-se, também, I=ΓΓΓΓ . Esses são os melhores valores paramétricos que 

resultam em 2≈tt . É importante ressaltar que, no backstepping tradicional, deve-se ter, 

obrigatoriamente, 0,, 332211 >ccc  e 0231312 === ccc , conforme procedimento exposto na 

Seção 3.8, o que evidencia a desvantagem em termos dimensionais e, também, no que tange 

ao cenário de possibilidades combinatórias de alelos componentes de indivíduos 

potencialmente factíveis do espaço de busca paramétrico associado ao backstepping 

clássico em relação à metodologia proposta nesta tese (vide Tabela 5.2). 
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Características do Espaço de Busca 
Metodologia 

Dimensão Restrições a Alelos 

Backstepping adaptativo 

tradicional 
3 Obrigatoriamente positivos 

Backstepping adaptativo 

modificado 
6 

Devem estar contidos em [-10, 10] (intervalos cujos limites foram 

convencionados; a rigor, não se trata de uma restrição) 

Tabela 5.2. Comparação entre as características dos espaços de busca do backstepping adaptativo modificado 

proposto e do backstepping clássico. 
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Figura 5.2. Resposta temporal das variáveis de estado. 

 

 A Figura 5.3 mostra a limitação das estimativas paramétricas, tal como desejado. A 

Figura 5.4 traz o esforço de controle requerido para o objetivo de regulação adaptativa 

quando são aplicados o controlador (5.61) e as leis (5.47), (5.56), e (5.63) no sistema de 

Chua com incertezas (linha cheia). A figura também apresenta o esforço de controle quando 

é aplicado o controlador construído a partir da metodologia tradicional de backstepping 

adaptativo com parâmetros 0,, 332211 >ccc  e 0231312 === ccc  (linha tracejada). A 

magnitude do esforço de controle é reduzida substancialmente quando o controlador obtido 

segundo a metodologia de backstepping adaptativo modificado com parâmetros otimizados 

Tempo 

Estabilização do circuito de Chua com incertezas 
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via algoritmo genético proposta nesta tese é utilizado. É importante ressaltar que, conforme 

apontado por simulações efetuadas com uma amostra de indivíduos { }332211 ,, ccc  do espaço 

de busca, pode-se concluir que não há valores para os parâmetros 0,, 332211 >ccc  do 

procedimento tradicional de backstepping que conduzam a um menor esforço de controle 

com 2≈tt . 
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Figura 5.3. Norma 2L  de todas as estimativas paramétricas. 
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Figura 5.4. Redução da magnitude do esforço de controle. 

 

5.3. Controle de Sistemas de Realimentação Estrita com Melhor 

Desempenho Utilizando Backstepping Modificado 

 

 Esta seção pode ser considerada como um caso particular do algoritmo genérico 

exposto na Seção 5.2 em que o sistema dinâmico não linear cujo controle se deseja ser 

obtido tem sua estrutura completamente conhecida. As linhas a seguir trazem, de maneira 

análoga ao caso adaptativo, um procedimento genérico para a obtenção de controladores 

cujos parâmetros podem ser otimizados segundo algum critério conveniente com base na 

flexibilização do backstepping estruturada na Extensão do Princípio de Invariância de La 

Salle aplicável em sistemas não lineares de realimentação estrita da forma 

( )
( )

( )

( ) ( )xx nn

iiiii

fugx

xxfxkx

xxfxkx

xfxkx

+=

+=

+=

+=

+ ,,

,

11

212322

11211

 (5.72) 

Tempo 

Esforço de controle 

- - -  Backst. adaptativo tradicional 

        Backst. adaptativo modificado com alg. genét. 
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O sistema (5.72) segue a conformação de um sistema de realimentação estrita paramétrico 

(vide Equação (3.52)) onde [ ] nT
nxx ℜ∈= ,1x  é o estado e ℜ∈u  é a entrada. As funções 

if  e 0≠g , com ni ,,1= , são não-linearidades suaves conhecidas e os termos ik , com 

1,,1 −= ni , são escalares constantes não nulos. Supõe-se que ℜ∈= 1xy  seja a saída do 

sistema. Visa-se a que y  convirja assintoticamente ao ponto fixo sy . 

 

5.3.1. Proposta de Algoritmo Genérico para Síntese de Controladores Eficientes 

para Sistemas Não Lineares de Realimentação Estrita sem Incertezas 

 

 O projeto de controladores conforme a metodologia de backstepping é composto de 

n passos. Cada passo consiste na geração de uma lei de controle virtual por meio de uma 

função de Lyapunov quadrática. Como apontado no início deste capítulo, a expressão 

“função de Lyapunov”, aqui, também compreende o caso em que sua derivada é permitida 

ser positiva. 

 

5.3.1.1. Passo 1 

 

 O processo se inicia pela definição da variável de erro relativa à saída do sistema: 

syxz −= 11  (5.73) 

onde sy  é o ponto de equilíbrio desejado. Derivando (5.73) ao longo de (5.72), chega-se a 

2111 xkfz +=  (5.74) 

A função de Lyapunov (i.e. “Lyapunov-like”) para o subsistema (5.74) é a seguinte: 

( )2
111 2

1
azV −=  (5.75) 

onde ℜ∈1a  é um escalar constante. A derivada de (5.75) ao longo de (5.74) é dada por 

( ) 1112111 zafxkzV −+=  (5.76) 

A lei de controle intermediária 1α  para a entrada virtual 2x  é definida como segue: 
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( )1111
1

12

1
fzc

k
x −−== α  (5.77) 

onde ℜ∈11c  é um escalar constante. Com (5.77), a equação (5.76) pode ser reescrita como 

11
2
1111 zazcV −−=  (5.78) 

Ressalta-se novamente que, tal como no caso adaptativo, ao contrário do que é demandado 

na metodologia tradicional de backstepping (Krsti  et al., 1995), são permitidos valores 

negativos para 11c . 

 

5.3.1.2. Passo i ( )12 −≤≤ ni  

 

 O i-ésimo passo, com 12 −≤≤ ni , se inicia com a definição da variável de erro iz : 

( )

( )++−+=

−=
−

=
−−−

>

−−

−

−

1

1
1,22

2

21
1

1

1 i

j
jijii

i

ii
i

i

iii

zczkf
k

x

xz

α

α

 (5.79) 

Tendo em vista (5.79), pode-se expressar o subsistema 1−iz  em sua forma definitiva: 

( ) iiiiiiiii

ii

j
jij

i

i zkzczkczcz 11)1(),1(22)1(),2(

)2(3

1
)1(,

)3(

1 −−−−−−−−

>−

=
−

>

− +−+−−=  (5.80) 

Derivando-se (5.79), tem-se: 

111 −+− −+=−= iiiiiii xkfxz αα  (5.81) 

A função de Lyapunov para o subsistema (5.81) é a seguinte: 

( )2
1

1 2
1

ii

i

j
ji azVV −+=

−

=

 (5.82) 

onde ℜ∈ia  é um escalar constante. A derivada de (5.82) ao longo dos subsistemas jz  

anteriores, com 1,,1 −= ij , e (5.81) é dada por 

( ) iiiiiiiiiiiiiii

i

iii

i

j
j

i

jt
jjjjtji

ii

j

i

jt
tjtji

zaxkfzkzzkazkaca

zkakacazzcV

−−+++−−+

+−++−=

−+−−−−−−−

>

−−−

−

=

−

=
−−+

>−

=

−

=

111111122

)2(

)1(),1(1

2

1

1

111,

)2(1

1

1

,

α

(5.83) 
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A lei de controle intermediária iα  para a entrada de controle virtual 1+ix  é definida como 

segue: 

++−−==
=

−−−+

i

j
jijiiii

i
ii zczkf

k
x

1
,1111

1
αα  (5.84) 

onde ℜ∈ijc , , com ij ,,1= , são escalares constantes. Aplicando (5.84) em (5.83), tem-

se que 

( ) jjiiiiiiiii

i

j
j

i

jt
jjjjtjt

ii

j

i

jt
tjtji

zazkazkaca

zkakacazzcV

−−−+

+−++−=

−−−−−−−−

−

=

−

=
−−+

>

= =

11122)1(),1(1

2

1

1

111,

)2(

1
,  (5.85) 

 

5.3.1.3. Passo n ( )2≥n  

 

 O n-ésimo passo, com 2≥n , se inicia com a definição da variável de erro 

correspondente à ultima variável de estado, nz : 

( )

( )++−+=

−=
−

=
−−−

>

−−

−

−

1

1
1,22

2

21
1

1

1 n

j
jnjnn

n

nn
n

n

nnn

zczkf
k

x

xz

α

α

 (5.86) 

Tendo em vista (5.86), pode-se expressar o subsistema 1−nz  em sua forma definitiva: 

( ) nnnnnnnnn

nn

j
jnj

n

n zkzczkczcz 11)1(),1(22)1(),2(

)2(3

1
)1(,

)3(

1 −−−−−−−−

>−

=
−

>

− +−+−−=  (5.87) 

Derivando-se (5.86), tem-se: 

11 −− −+=−= nnnnn gufxz αα  (5.88) 

A função de Lyapunov (i.e. “Lyapunov-like”) para o sistema (5.72) é a seguinte: 

( )2
1

1 2
1

nn

n

j
jn azVV −+=

−

=

 (5.89) 

onde ℜ∈na  é um escalar constante. A derivada de (5.89) ao longo dos subsistemas jz  

anteriores, com 1,,1 −= nj , e (5.88) é dada por 
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( ) nnnnnnnnnnnnn

n

nnn

n

j
j

n

jt
jjjjtji

nn

j

n

jt
tjtjn

zagufzkzzkazkaca

zkakacazzcV

−−+++−−+

+−++−=

−−−−−−−−

>

−−−

−

=

−

=
−−+
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=

−

=

11111122

)2(

)1(),1(1

2

1

1

111,

)2(1

1

1

,

α

(5.90) 

A lei de controle para o sistema completo pode ser, finalmente, definida: 

++−−=
=

−−−

n

j
jnjnnnn zczkf

g
u

1
,111

1
α  (5.91) 

onde ℜ∈njc , , com nj ,,1= , são escalares constantes. Aplicando (5.91) em (5.88) e 

(5.90), tem-se, respectivamente, 

=
−− −−=

n

j
jnjnnn zczkz

1
,11  (5.92) 

e a expressão da derivada da função de Lyapunov do sistema completo (5.72): 

( ) nnnnnnnnn

n

nnnnnnnn

n

j
j

n

jt
jjjjtjt

nn

j

n

jt
tjtjn

zkacazkakacaca

zkakacazzcV

11,122

)2(

1),1()1(),1(1

2

1
111,

)2(

1
,

−−−−−

>

−−−−−

−

= =
−−+

>

= =

−+−+−+

+−++−=

 (5.93) 

 

 O projeto para regulação em ponto de equilíbrio apresentado nesta seção pode ser 

facilmente estendido para a tarefa de seguimento. O objetivo de controle será, então, fazer 

com que a saída 1xy =  do sistema (5.72) siga, no limite, o sinal de referência ( )tyr , cujas 

primeiras n derivadas são, por hipótese, conhecidas, limitadas e contínuas. De maneira 

análoga à metodologia para regulação, a primeira variável de erro será ryxz −= 11  

 

 Da mesma forma como no caso adaptativo, o processo de otimização aplicado na 

determinação de um controlador eficiente para (5.72) estrutura-se em características do 

conjunto { }0:: >ℜ∈= n
n VC z , cuja conformação é definida pelo conjunto de parâmetros 

{ }njtnjc tj ,,;,,1:, ==ℜ∈ . A tarefa de otimização é dada por (5.36) e faz uso, pelas 

mesmas razões expostas na Seção 5.2.1.4, de técnicas de computação evolutiva – em 

particular, de algoritmos genéticos. 
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5.3.2. Exemplo de Aplicação – Controle de Sistema de Chua 

 

 A avaliação da eficácia da metodologia proposta será feita por meio do controle do 

circuito de Chua (5.37) com todos os seus parâmetros conhecidos, situação em que segue a 

conformação de um sistema de realimentação estrita do tipo (5.72) após uma pequena 

transformação de variáveis de estado: 

( )11 33534233

2211322

211

−−+−−+=

−+=

−=

xxxxux

xxxbx

xbx

θθθ

θθ  (5.94) 

Objetiva-se a determinação de uma lei de controle via realimentação de estado que garanta 

a regulação de [ ]Txxx 321 ,,=x  na origem e a limitação de todos os sinais (variáveis de 

estado, controle) no sistema em malha fechada com o menor esforço de controle possível. 

 

 Passo 1. É definida, inicialmente, a variável auxiliar correspondente à primeira 

variável de estado: 

11 xz =  (5.95) 

A derivada de (5.95) é dada por: 

211 xbz −=  (5.96) 

Introduz-se a função de Lyapunov associada ao subsistema (5.96): 

( )2
11 1

2
1

−= zV  (5.97) 

A derivada de (5.97) ao longo de (5.96) é dada por 

( ) 12111 zxbzV −−=  (5.98) 

Aplicando-se a lei de controle intermediária relativa à entrada de controle virtual 2x  

( )111
1

12

1
zc

b
x −−== α  (5.99) 

tem-se que 

1
2
1111 zzcV −−=  (5.100) 

 

 Passo 2. O segundo passo se inicia com a definição da variável de erro 2z : 
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111
1

2122

1
zc

b
xxz −=−= α  (5.101) 

O subsistema 1z  pode ser expresso, agora, em sua forma definitiva: 

21111111
1

211

1
zbzczc

b
zbz −−=+−=  (5.102) 

Derivando-se (5.101), tem-se: 

12211322 αθθ −−+= xxxbz  (5.103) 

A função de Lyapunov para o subsistema (5.103) é a seguinte: 

( )2
212 1

2
1

−+= zVV  (5.104) 

A derivada de (5.104) ao longo de (5.102) e (5.103) é dada por 

( ) ( ) ( ) 212211322211112111112 zxxxbzzbzczbzczV −−−++−−−−−= αθθ  (5.105) 

A lei de controle intermediária 2α  para a entrada de controle virtual 3x  é definida como 

segue: 

( )2221121221111
2

23

1
zczcxxzb

b
x −−++−== αθθα  (5.106) 

onde ℜ∈2212 , cc  são escalares constantes. Aplicando (5.106) em (5.105), tem-se que 

2211112112
2
222

2
1112 zzbzczzczczcV −++−−−=  (5.107) 

 

 Passo 3. Este passo se inicia com a definição da variável de erro correspondente à 

ultima variável de estado, 3z : 

( )2221121221111
2

3

233

1
zczcxxzb

b
x

xz

−−++−+=

−=

αθθ

α
 (5.108) 

Tendo em vista (5.108), pode-se expressar o subsistema 2z  em sua forma definitiva: 

( ) 3222211122 zbzczbcz +−−−=  (5.109) 

Derivando (5.108), tem-se: 

( ) 233534233 11 αθθθ −−−+−−+= xxxxuz  (5.110) 

A função de Lyapunov para o sistema inteiro é a seguinte: 
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( )2
323 1

2
1

−+== zVVV  (5.111) 

A derivada de (5.90) ao longo de (5.102), (5.109) e (5.110) é dada por 

( ) ( )
( )[ ] 323353423223

3221221112112112
2
222

2
1113

11 zxxxxuzbz

zbzbczbcczzczczcVV

−−−−+−−+++

+−++−++−−−==

αθθθ
 (5.112) 

A lei de controle para o sistema completo pode ser, finalmente, definida: 

( ) 3331231132335342322 11 zczczcxxxxzbu −−−+−−+++−−= αθθθ  (5.113) 

onde ℜ∈332313 ,, ccc  são escalares constantes. Aplicando (5.113) em (5.110) e (5.112), 

tem-se, respectivamente, 

( ) 33322231133 zczbczcz −+−−=  (5.114) 

e a expressão da derivada da função de Lyapunov do sistema completo (5.94): 

( ) ( ) ( ) 3233221232211131211

322331132112
2
333

2
222

2
111

zbczbbcczbccc

zzczzczzczczczcV

−+++++−+++

+−−−−−−=
 (5.115) 

 

 A estrutura do conjunto C, onde 0>V , é a mesma obtida para o caso de projeto de 

controle para o circuito de Chua com incertezas estudado na Seção 5.2.2.1 (vide Equação 

(5.65)). A tarefa de otimização no caso presente é, portanto, análoga à do adaptativo, 

inclusive no número de parâmetros que compõem cada cromossomo da população 

localizada no espaço de busca. Devido a isso, a configuração de algoritmo genético aqui 

utilizada (população com 100 indivíduos; alelos gênicos compreendidos no intervalo [-10, 

10] com precisão de quatro dígitos após a vírgula; seleção elitista com os vinte indivíduos 

de maior fitness sobrevivendo inalterados em cada passagem de geração; crossover 

aritmético; mutação não uniforme), bem similar à do caso adaptativo, à exceção do limite 

máximo de gerações comportado pelo algoritmo ( 200=T ), trouxe bons resultados. A 

função de fitness também se repete (vide Equação (5.68)). 

 

 Os parâmetros do sistema de Chua que conduzem a um comportamento caótico 

quando u = 0 são os seguintes: 161 =b , 12 =b , 11 =θ , 12 =θ , 8008.93 =θ , 8028.24 =θ , 

e 1021.25 −=θ  e as condições iniciais do sistema são 2.0)0(1 =x , 5.0)0(2 =x  e 
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3.0)0(3 =x . A Figura 5.5 mostra a evolução do fitness do melhor indivíduo ao longo das 

200 gerações. 
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Figura 5.5. Evolução do fitness do melhor indivíduo. 

 

 Depois de 200 gerações, o melhor cromossomo tem um fitness de 5100035.2 −×  e é 

composto pelos seguintes genes: 

9058.1

9353.1

8282.8

8451.0

9593.4

8120.4

23

13

12

33

22

11

−=

−=

=

=

=

=

c

c

c

c

c

c

 (5.116) 

O conjunto C correspondente a esses parâmetros é o seguinte: 

{
}01549.00535.202951.49058.1

9353.18282.88451.09593.48120.4:

32132

3121
2
3

2
2

2
1

3

>−+−+

++−−−−ℜ∈=

zzzzz

zzzzzzzC z
 (5.117) 

Sua fronteira é um elipsóide real. Como C é um conjunto convexo e a função de Lyapunov 

(5.111) é uma função convexa, o )(sup zz VC∈  ocorre na fronteira do conjunto C. Consegue-

Performance do melhor indivíduo 

Gerações 
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se, por meio do uso da técnica de multiplicadores de Lagrange, determinar seu valor. A 

função de Lagrange 

( ) ( ) ( ) ( ) (

)321323121

2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

1549.00535.202951.49058.19353.18282.8

8451.09593.48120.41
2
1

1
2
1

1
2
1

zzzzzzzzz

zzzzzzL

−+−++−

−−−−+−+−+−= λz
 (5.118) 

e as condições de contorno 

0;0;0;0
321

=
∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂

λ

L

z

L

z

L

z

L
 (5.119) 

produzem 7236.251 −=z , 9572.252 =z  e 7724.03 −=z  para 11.2=λ . Substituindo esses 

valores na expressão da função de Lyapunov, chega-se a 

( ) 0769.6707724.0,9572.25,7236.25sup 321 =−==−==
∈

zzzVl
Cz

 (5.120) 

Portanto, o conjunto lΩ  é a esfera 

( ) ≤−ℜ∈=Ω
=

0769.6701:
3

1

23

i
il zz  (5.121) 

A Figura 5.6 ilustra os conjuntos C e lΩ  no espaço de estado de z. 

 

O conjunto no qual 0=V  está contido em lΩ . Logo, toda solução converge para o maior 

conjunto invariante contido em lΩ . A introdução da lei de controle (5.113) com parâmetros 

(5.116) no sistema de Chua (5.94) faz com que a trajetória z convirja para a origem 0=z . 

Levando-se isso em conta e considerando-se as expressões (5.95), (5.101) e (5.108), a 

trajetória do estado x também converge para a origem 0=x , atingindo-se, com isso, o 

objetivo de controle de caos no modelo de circuito de Chua. 
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Figura 5.6. Conjuntos C e 
l

Ω . 0>V  dentro de C. 

 

 A Figura 5.7 traz as respostas temporais das variáveis de estado 1x , 2x  e 3x  quando 

o controlador (5.113) é aplicado ao sistema (5.94) (linhas cheias). Verifica-se a eficácia da 

metodologia de projeto proposta com relação ao objetivo de estabilização com duração de 

transitório 3≈tt . A figura também traz as respostas obtidas quando é aplicado o 

backstepping tradicional (Krsti  et al., 1995) (linhas tracejadas). Neste caso, os parâmetros 

da lei de controle são 1332211 === ccc  e 0231312 === ccc . Esses são os melhores valores 

paramétricos que resultam em 3≈tt . É importante ressaltar que, tal como no caso 

adaptativo, o backstepping tradicional exige que se verifique 0,, 332211 >ccc  e 

0231312 === ccc . 
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Figura 5.7. Resposta temporal das variáveis de estado. 

 

 A Figura 5.8 traz o esforço de controle requerido para o objetivo de regulação 

quando é aplicado o controlador (5.113) no sistema de Chua (linha cheia). A figura também 

apresenta o esforço de controle quando se é aplicado o controlador construído a partir da 

metodologia tradicional de backstepping adaptativo com parâmetros 0,, 332211 >ccc  e 

0231312 === ccc  (linha tracejada). A magnitude do esforço de controle é reduzida 

substancialmente quando o controlador obtido segundo a metodologia de backstepping 

modificado com parâmetros otimizados via algoritmo genético proposta nesta tese é 

utilizado. É importante ressaltar que, conforme apontado por simulações efetuadas com 

uma amostra de indivíduos { }332211 ,, ccc  do espaço de busca, pode-se concluir que não há 

valores para os parâmetros 0,, 332211 >ccc  do procedimento tradicional de backstepping 

que conduzam a um menor esforço de controle do que o ilustrado com 3≈tt . 

 

Estabilização do circuito de Chua sem incertezas 

Tempo 
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Figura 5.8. Redução da magnitude do esforço de controle. 
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Capítulo 6  

 

Proposta de Backstepping Neural para Sistemas Não Lineares com 

Incertezas com Múltiplas Entradas e Múltiplas Saídas 

 

 

6.1. Introdução 

 

 Verifica-se, na literatura, que, em comparação à grande quantidade de trabalhos que 

abordam a aplicação de técnicas de backstepping em problemas de controle para sistemas 

não lineares com incertezas SISO (cf. Krsti  et al. (1995), Kokotovi  & Arcak (2001)), é 

ainda pequeno o número de resultados que tratam da aplicação de backstepping em 

sistemas não lineares com incertezas MIMO (cf. Liu et al. (1999), Yao & Tomizuka (2001), 

Lin & Qian (2001)). 

 Isso se deve, principalmente, à maior complexidade estrutural dos sistemas MIMO – 

refletida, por exemplo, na existência de diferentes tipos de acoplamentos entre entradas e 

saídas, dentre outras características. A presença de incertezas paramétricas e/ou funções 

não lineares na matriz de acoplamento de entrada faz, ainda, com que dificuldades 

adicionais sejam introduzidas no projeto de leis de controle para sistemas não lineares 

MIMO. Com efeito, Krsti  et al. (1995) trazem uma metodologia de controle adaptativo via 

backstepping para um sistema não linear com incertezas MIMO na forma de realimentação 

estrita paramétrica, porém sem incertezas na matriz de entrada. Recentemente, técnicas de 

controle adaptativo foram propostas para sistemas não lineares MIMO na forma de 

realimentação semi-estrita, também com matriz de entrada conhecida (Yao & Tomizuka, 

2001). 
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 Quanto às interconexões entre os subsistemas, observa-se, em todos esses trabalhos, 

que essas interconexões são ou funções conhecidas (cf. Liu et al. (1999), Lin & Qian 

(2001)) ou limitadas por funções não lineares conhecidas (Yao & Tomizuka, 2001). Além 

disso, não são verificadas não-linearidades desconhecidas nas matrizes de acoplamento de 

entrada. De fato, poucas são as referências que trazem projeto de leis de controle para 

sistemas MIMO que contêm funções não lineares desconhecidas tanto nas matrizes de 

acoplamento de entrada quanto nas interconexões entre os subsistemas (sem restrições de 

limitação) (Ge & Wang, 2004). 

 Nos últimos anos, metodologias de controle adaptativo com redes neurais têm se 

mostrado bastante eficazes em problemas de controle de sistemas não lineares com 

incertezas que apresentam razoável complexidade (cf., por exemplo, Sundararajan et al. 

(2001)). Entretanto, assim como no caso da literatura de controle adaptativo sem o emprego 

de redes neurais ou outros aproximadores universais, existem poucas referências no campo 

de controle adaptativo neural para sistemas não lineares com incertezas MIMO (cf. Lewis 

et al. (1999), Ge et al. (1998), Ge, Hang & Zhang (2000)). Ge & Wang (2004), por 

exemplo, apresentam uma técnica para projeto de leis de controle aplicável em sistemas não 

lineares com incertezas MIMO na forma triangular-em-bloco cujas diretrizes seguem 

princípios de backstepping adaptativo neural. 

 Não obstante o fato de se ter observado progresso significativo no desenvolvimento 

de metodologias de controle adaptativo que combinem backstepping com redes neurais, 

ainda há alguns problemas que precisam ser encarados no que tange à viabilidade de 

implementação dessas metodologias, seja no ambiente de sistemas SISO, seja no de 

sistemas MIMO. Por exemplo, na grande maioria das abordagens propostas em trabalhos 

recentes, é suposto que as funções ( ).ig , com ρ,,1=i , para sistemas SISO (vide equação 

(6.3) a seguir), e ( )., jijg , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , para sistemas MIMO (vide equação 

(6.1) a seguir), são ou constantes ou funções conhecidas, de modo a se evitar problemas de 

singularidade (cf., por exemplo, Kwan & Lewis (2000), Knohl & Unbehauen (2000), 

Zhang, Ge & Hang (2000)). No entanto, na prática, em muitos casos essa hipótese não é 

verificada (Li et al., 2004). Em Zhang, Ge & Hang (2000), as funções ( ).ig  são supostas 

desconhecidas e um procedimento estruturado em backstepping com a incorporação de 

redes neurais é proposto. Todavia, o uso de funções de Lyapunov com integrais faz com 
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que a abordagem se revele por demais complicada, com dificuldades de implementação 

prática. Em (Ge & Wang, 2002) e em (Ge & Wang, 2004), um esquema similar, porém 

mais simples (i.e. sem o uso de funções de Lyapunov com integrais), é apresentado. 

Entretanto, o fato de as derivadas das leis de controle virtuais serem incluídas nas redes 

neurais faz com que estas sejam de difícil cálculo e implementação. 

 Neste capítulo, é proposta uma metodologia de controle adaptativo neural, baseada 

em backstepping, aplicável a sistemas não lineares com incertezas MIMO compostos de 

subsistemas interconectados cujas matrizes de entrada apresentam funções não lineares e 

cujas interconexões entre subsistemas também apresentam não-linearidades, sem restrições 

de limitação. O método apresentado resolve de maneira simples a questão de singularidade 

sem o uso de algoritmos de projeção (como usado por Sastry & Isidori, 1989) nem funções 

de Lyapunov com integrais e também elimina a necessidade de introdução de derivadas dos 

controladores virtuais nas redes neurais. 

 

6.2. Proposta de Algoritmo para Síntese de Controladores para Sistemas 

Não Lineares com Incertezas com Múltiplas Entradas e Múltiplas Saídas 

Genéricos 

 

 Esta seção propõe um procedimento genérico para a obtenção de controladores 

aplicável em sistemas não lineares com incertezas com múltiplas entradas e múltiplas 

saídas da forma 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

≤≤=

+=

−≤≤+=

Σ −−−

+−−−−

mjxy

uguufx

ixgfx

jj

jmjjjj

jjijimiijimiijij

mjjj

jmjjjjjmjjjjjj

1,

,...,,...,,

11,,...,,...,

:

1,

1,1,1,11,,

1,,,1,,,1,,

1

,1,,1,

ρρρρρ

ςςςς ρ

xxX

xxxx

 (6.1) 

por hipótese controláveis, onde 
jijx , , com jji ρ,...,1= , são as variáveis de estado do j-

ésimo subsistema e [ ] j

jj

iT
ijjij xx ℜ∈= ,1,, ,...,x , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , denota o vetor 

de variáveis de estado parciais do j-ésimo subsistema. O vetor [ ]TT
m

T

mρρ ,,1 ,...,
1

xxX =  contém 

as variáveis de estado do sistema completo. ℜ∈ju  e ℜ∈jy  são, respectivamente, a 
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entrada e a saída do j-ésimo subsistema. As funções 
jijf ,  e 

jijg , , com jji ρ,...,1=  e 

mj ,...,1= , são não-linearidades suaves desconhecidas. Os índices j, ji , jρ  e m são 

inteiros positivos e lj ,ς  é definido como a diferença de ordem entre os j-ésimo e l-ésimo 

subsistemas: 

ljlj ρρς −=,  (6.2) 

Quando lj = , essa diferença de ordem é nula, ou seja, 0, =jjς . Isso significa que, para 

esta situação, ( ) jjjj ijij ,, ,
xx =−ς , i.e. o próprio vetor de variáveis de estado do j-ésimo 

subsistema. Quando lj ≠ , duas situações devem ser consideradas, à luz do vetor genérico 

( )ljjil ,, ς−x : 0, >− ljji ς  e 0, ≤− ljji ς . Se 0, >− ljji ς , ( )ljjil ,, ς−x  representa o vetor com o 

maior número de variáveis de estado do l-ésimo subsistema embutidas no j-ésimo 

subsistema. Se 0, ≤− ljji ς , o vetor ( )ljjil ,, ς−x  não existe. 

 

 A presença dos vetores ( )ljjil ,, ς−x , com mlj ,,1, = , nos argumentos das funções 

jijf ,  e 
jijg , , com 1,...,1 −= jji ρ  e mj ,...,1= , assim como os termos 

jjf ρ,  e 
jjg ρ,  fazem 

com que o sistema MIMO (6.1) seja caracterizado por uma série de interconexões entre as 

variáveis de estado dos vários subsistemas que o compõem. Além disso, o argumento de 

jjf ρ,  inclui não apenas X , como também as entradas de controle dos 1−j  subsistemas 

anteriores ao j-ésimo subsistema. Essas características ampliam o domínio de 

representatividade do sistema MIMO (6.1) em comparação ao dos sistemas não lineares de 

realimentação estrita com múltiplas entradas e múltiplas saídas derivados dos apresentados 

em Krsti  et al. (1995) (vide, por exemplo, (Ge, Hang & Zhang, 2000)). 

 

 Problemas de singularidade no projeto do(s) controlador(es) são evitados fazendo 

com que os termos 
jjg ρ,  independam das variáveis de estado 

jjxx ρρ ,,1 ,,
1

, com 

mj ,...,1=  (Ge & Wang, 2004). 

 

De fato, uma das principais causas da ocorrência indesejável de singularidades em projetos 

de leis de controle para sistemas não lineares com incertezas é o termo que multiplica a 
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entrada de controle. A título de ilustração, considere o sistema não linear de realimentação 

estrita SISO a seguir: 

( ) ( )
( ) ( )

=

+=

−≤≤+=

Ρ

+

1

111 11,,,,,

:

xy

ugfx

ixxxgxxfx iiiiii

xx ρρρ

ρ

 (6.3) 

onde o vetor [ ] ρ
ρ ℜ∈=

Txx ,,1x  contém as variáveis de estado do sistema completo. 

ℜ∈u  e ℜ∈y  são, respectivamente, a entrada e a saída do sistema. As funções if  e ig , 

com ρ,,1=i , são não-linearidades suaves desconhecidas. 

 

Uma das principais dificuldades no projeto de leis de controle para o sistema (6.3), de 

acordo com Zhang, Ge & Hang (2000), reside na estrutura dos termos ig , com ρ,,1=i . 

Se, por um lado, a metodologia de projeto de backstepping neural introduzida por 

Polycarpou (1996), por exemplo, é diretamente aplicável ao sistema (6.3) na situação em 

que ig  são funções conhecidas, por outro lado, problemas de singularidade (Isidori, 1996) 

são passíveis de ocorrer no decorrer do projeto quando ig  são funções não conhecidas. 

Algumas alternativas foram propostas para lidar com esta situação, como a utilização de 

funções de Lyapunov com integrais (cf. Zhang, Ge & Hang (2000), Ge, Hang & Zhang 

(2000)). Entretanto, a introdução de integrais em funções de Lyapunov faz com que tais 

abordagens se tornem excessivamente complicadas e de difícil aplicação prática (Li et al., 

2004). 

 

Através da suposição que 0=∂∂ ρxgi  Ω′∈∀x , onde Ω′  é um conjunto compacto que 

contém a origem, Zhang et al. (1999) elimina por completo problemas de singularidade no 

controlador. 

 

No caso do sistema (6.1), o fato de os termos 
jjg ρ, , com mj ,...,1= , não dependerem de 

jjxx ρρ ,,1 ,,
1

 evita o aparecimento de problemas de singularidade e a estabilidade do 

sistema resultante é garantida sem que se requeira o uso de funções de Lyapunov com 

integrais. 
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 Objetiva-se, neste capítulo, projetar controladores adaptativos neurais para o sistema 

(6.1) de tal forma que todos os sinais em malha fechada permaneçam semiglobalmente 

uniformemente ultimamente limitados e as saídas jy  sigam trajetórias de referência 
jdy  

geradas pelo seguinte modelo de referência suave e limitado: 

( )
≤≤≤=

≤≤=
Σ

nmjxy

nifx

djdj

didi

ref 1,

1,
: dx

 (6.4) 

onde [ ] mT
dmd xx ℜ∈= ,,1dx  é o estado, ℜ∈djy , com mj ,,1= , são as saídas e dif , 

com ni ,,1= , são não-linearidades suaves conhecidas. 

 

 As seguintes hipóteses são feitas em relação ao sistema MIMO com incertezas (6.1): 

 

 Hipótese 1: Os sinais de 
jijg ,  são conhecidos, e existem constantes 

0
,, >≥

jj ijij gg , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , tal que 
jjj ijijij ggg

,,, ≥≥ . 

 

A hipótese acima implica que as funções suaves 
jijg ,  são ou estritamente positivas ou 

estritamente negativas. Sem que se perca generalidade, supõe-se, nesta tese, que 

jjj ijijij ggg
,,, ≥≥ . 

 

 Hipótese 2: Existem constantes 0, >d
ij j

g , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , tal que 

d
ijij jj

gg ,, ≤  no conjunto compacto 0, ≥∀Ω t
jij . 

 

Dado que as derivadas de 
jijg ,  são 

( ) ( )( )

[ ]
=

−

=
+

=
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=
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+
∂
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 (6.5) 
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 (6.6)) 

com 1,...,1 −= jji ρ  e mj ,...,1= , i.e. dependem apenas de X, e porque 
jijf ,  e 

jijg ,  são 

funções suaves, as derivadas ( )., jijg , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , são, conforme a 

Hipótese 2, limitadas no conjunto compacto 
jij ,Ω . 

 

 Nos projetos dos controladores adaptativos neurais deste capítulo, as aproximações 

das redes neurais são garantidas somente dentro de um conjunto compacto ( qΩ , definido a 

seguir). O fato de os resultados de estabilidade obtidos nesta seção serem classificados 

como semiglobais significa que, contanto que as variáveis de entrada das redes neurais 

permaneçam dentro de conjuntos compactos (onde esses conjuntos compactos podem ser 

feitos tão grandes quanto se deseje), existirão controladores com número suficiente de nós 

nas redes neurais que os compõem que garantam que todos os sinais em malha fechada 

permaneçam limitados. 

 

 A habilidade de redes neurais com funções de base radiais aproximar funções 

suaves em conjuntos compactos é vastamente registrada na literatura (Narendra, 1991). 

Nesta tese, é utilizada a seguinte rede neural com funções de base radiais para aproximar 

uma função contínua ( ) ℜ→Ωqh :Z  (onde qΩ  é um conjunto compacto de qℜ ): 

( ) ( )ZSWZ T
nnh =  (6.7) 

onde q
q ℜ⊂Ω∈Z  é o vetor de entrada, [ ] lT

lwww ℜ∈= ,...,, 21W  é o vetor de pesos, o 

número de nós da rede neural é 1>l  e ( ) ( ) ( )[ ]T
lss ZZZS ,...,1= , com 

( ) ( ) ( )−−−
= 2exp

i

i
T

i
is

λ

ϑϑϑϑϑϑϑϑ ZZ
Z  (6.8) 

onde [ ]Tiqiii ϑϑϑ ,...,, 21=ϑϑϑϑ  é o centro e iλ  é a largura da função Gaussiana. Mostra-se, em 

geral, que, dada uma função suave ( ) ℜ→Ωqh :Z  e 0>ε , existe um vetor de funções de 
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base radiais lq ℜ→ℜ:S  e um vetor de pesos lℜ∈*W  de tal maneira que 

( ) ( ) ε≤− ZSWZ Th *  qΩ∈∀Z . A expressão ( ) ( ) ( )ZZSWZ h
T dh =− *  é definida como o 

erro de reconstrução da rede. O vetor de pesos ótimo *W  é definido somente para fins de 

análise. Caracteristicamente, *W  é escolhido como o valor de W que minimiza ( )Zhd  em 

qΩ , ou seja, 

( ) ( )−=
Ω∈ℜ∈

ZSWZW
ZW

Th
q

l
supminarg*  (6.9) 

 

 A metodologia de projeto de leis de controle nesta seção segue a técnica de 

backstepping (Krsti  et al., 1995) para cada subsistema em (6.1). Para cada ji -ésimo passo 

é obtida uma lei de controle virtual *
, jijα . O subsubsistema de ji -ésima ordem do j-ésimo 

subsistema é estabilizado por meio de uma função de Lyapunov 
jijV ,  que leva em 

consideração uma função estabilizadora 
jij ,α , na qual redes neurais de base radiais são 

usadas para aproximar as partes desconhecidas de *
, jijα . A lei de controle ju  para o j-ésimo 

subsistema é projetada no jρ -ésimo passo. 

 

6.2.1. Passo 1 

 

 A variável de erro correspondente à primeira variável de estado é 

djjj xxz −= 1,1,  (6.10) 

Sua derivada é expressa por 

djjjjj xxgfz −+= 2,1,1,1,  (6.11) 

A equação (6.11) pode ser reescrita da seguinte forma: 

[ ]djjjjjjj xgxfggz 1
1,2,1,

1
1,1,1,

−− −+=  (6.12) 

Considerando 2,jx  como a entrada de controle virtual em (6.12), pode-se escolher o 

seguinte controlador ideal *
1,jα : 
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1,1,
1
1,1,

1
1,

*
1, jjdjjjjj zcxgfg −+−= −−α  (6.13) 

onde 01, >jc . Utilizando-se redes neurais com funções de base radiais para aproximar os 

termos desconhecidos, a lei de controle para 2,jx  pode ser expressa da seguinte forma: 

( ) ( ) 1,1,1,1,1,1,1,1,1, jjdjjj
T
jjj

T
jj zcx −+−= ZZα  (6.14) 

com 

( ) ( )[ ] 1,1,1,11, ,1,
,, j

TT
m

T
j mjj

Ω∈= −− ςς xxZ  (6.15) 

onde ( )ljl ,1, ς−x , ml ,...,1= , representa as variáveis de estado do l-ésimo subsistema que estão 

embutidas no j-ésimo subsistema. Definindo 

1,2,2, jjj xz α−=  (6.16) 

pode-se reescrever (6.12) da seguinte forma: 

[ ]
( ) ( )[ ]1,1,2,1,1,

*
1,1,1,

*
1,1,

1,2,
1
1,1,

1
1,1,1,

jjjdjjj
T

jjj
T

jj

jjdjjjjjj

dzxg

zxgfggz

+++−=

++−= −−

α

α

ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ
 (6.17) 

onde *
1,jθθθθ  e *

1,jδδδδ  são os vetores de pesos com valores ótimos para aproximar 1,
1
1, jj fg −  e 1

1,
−
jg . 

O erro de reconstrução neural 

[ ] [ ] djj
T

jjj
T

jjjj xgfgd 1,
*

1,
1
1,1,

*
1,1,

1
1,1, ηηηηδδδδξξξξθθθθ +−+−= −−  (6.18) 

é limitado, i.e. existe uma constante 01, >jε  tal que 1,1, jjd ε< . Substituindo (6.14) por 

1,jα  em (6.17), chega-se a 

[ ]1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,

~~
jjjjdjj

T
jj

T
jjj dzzcxgz ++−−= ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.19) 

onde 1,
*

1,1,

~
jjj θθθθθθθθθθθθ −=  e 1,

*
1,1,

~
jjj δδδδδδδδδδδδ −= . A função de Lyapunov deste passo é a seguinte: 

1,
1
1,1,1,

1
1,1,

2
1,

1,
1,

~~

2

1~~

2

1

2

1
jbj

T
jjaj

T
jj

j

j z
g

V δδδδδδδδθθθθθθθθ −− ++= ΓΓΓΓΓΓΓΓ  (6.20) 

onde 01,1, >= T
ajaj ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e 01,1, >= T

bjbj ΓΓΓΓΓΓΓΓ  são matrizes constantes. A derivada de (6.20) é 

dada por 
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[ ] [ ]

1,1,2,1,
2

1,2
1,

1,
1,

1,
1
1,1,1,1,1,

1
1,1,1,1,

1,
1
1,1,1,

1
1,1,

2
1,2

1,

1,

1,

1,1,
1,

2

~~

~~

2

jjjjj
j

j
j

jbjdjjj
T
jjajjj

T
j

jbj
T
jjaj

T
jj

j

j

j

jj
j

dzzzz
g

g
c

xzz

z
g

g

g

zz
V

+++−

−+−−=

−−−=

−−

−−

δδδδηηηηδδδδθθθθξξξξθθθθ

δδδδδδδδθθθθθθθθ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

 (6.21) 

As leis de atualização para os vetores de pesos 1,jθθθθ  e 1,jδδδδ  são as seguintes: 

[ ]1,1,1,1,1,1, jjjjajj z θθθθξξξξθθθθ σ−= ΓΓΓΓ  (6.22) 

[ ]1,1,1,1,1,1, jjdjjjbjj xz δδδδηηηηδδδδ γ−−= ΓΓΓΓ  (6.23) 

onde 01, >jσ  e 01, >jγ  são constantes. Fazendo bjajj ccc 1,1,1, += , com 01, >ajc  e 

01, >bjc , pode-se reescrever (6.21) da seguinte maneira: 

1,1,1,1,1,1,1,1,
2

1,1,
2

1,2
1,

1,
1,2,1,1,

~~
2 j

T
jjj

T
jjjjjbjj

j

j
ajjjj dzzcz

g

g
czzV δδδδδδδδθθθθθθθθ γσ +++−+−=  (6.24) 

Completando-se os quadrados, tem-se: 

( )
2

~

2
~~~

2

1,1,

2*
1,1,

1,
*

1,1,1,1,1,1,

jjjj

jj
T
jjj

T
jj

θθθθθθθθ
θθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ

σσ
σσ −≤−=  (6.25) 

( )
2

~

2
~~~

2

1,1,

2*
1,1,

1,
*

1,1,1,1,1,1,

jjjj

jj
T
jjj

T
jj

δδδδδδδδ
δδδδδδδδδδδδδδδδδδδδ

γγ
γγ −≤−=  (6.26) 

bj

j

bj

j
jjjbj cc

d
dzzc

1,

2
1,

1,

2
1,

1,1,
2

1,1, 44

ε
≤≤+−  (6.27) 

Como ( )[ ] ( )[ ] 2
1,

2

1,1,1,
2

1,
2

1,1,1, 22 jj

d
jajjjjaj zggczggc −−≤+− , a escolha de ajc 1,  tal que 

( ) 02: 2

1,1,1,
*

1, >−=
j

d
jajaj ggcc  gera a seguinte desigualdade: 

bj

j
jjjjjjjjjajjjj c

zczzV
1,

2
1,2

1,1,

2*
1,1,

2

1,1,

2*
1,1,

2
1,

*
1,2,1,1, 4

~
2

1

2

1~
2

1

2

1 ε
γγσσ +−+−+−≤ δδδδδδδδθθθθθθθθ  (6.28) 
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6.2.2. Passo ji ( )12 −≤≤ jji ρ  

 

 A ji -ésima variável de erro é definida como segue: 

1,,, −−=
jjj ijijij xz α  (6.29) 

Sua derivada é dada por 

1,1,,,, −+ −+=
jjjjj ijijijijij xgfz α  (6.30) 

Pode-se reescrever (6.30) da seguinte forma: 

[ ]1,
1
,1,,

1
,,, −

−
+

− −+=
jjjjjjj ijijijijijijij gxfggz α  (6.31) 

Considerando 1, +jijx  como entrada de controle virtual de (6.31), pode-se definir um 

controlador ideal *
, jijα  como segue: 

1,,,1,
1
,,

1
,

*
, −−

−− −−+−=
jjjjjjjj ijijijijijijijij zzcgfg αα  (6.32) 

com 0, >
jijc . Redes neurais com funções de base radiais podem ser empregadas para 

aproximar os termos desconhecidos de (6.32). Dessa forma, a lei de controle para 1, +jijx  

pode ser expressa da seguinte maneira: 

( ) ( ) 1,,,1,,,,,,,, −− −−+−=
jjjjjjjjjjj ijijijijijij

T
ijijij

T
ijij zzcαα ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.33) 

onde 

( ) ( )[ ]
jmjjjjj ij

TT
im

T
iij ,,,1, ,1,

,, Ω∈= −− ςς xxZ  (6.34) 

Define-se, a seguir, a ( )1+ji -ésima variável de erro: 

jjj ijijij xz ,1,1, α−= ++  (6.35) 

Pode-se, assim, reescrever (6.31): 

[ ]
[ ]

jjjjjjjjj

jjjjjjjj

ijijijijij
T
ijij

T
ijij

ijijijijijijijij

dzg

zgfggz

,,1,1,,
*
,,

*
,,

,1,1,
1
,,

1
,,,

+++−=

++−=

+−

+−
−−

αα

αα

ηηηηδδδδξξξξθθθθ
 (6.36) 

onde *
, jijθθθθ  e *

, jijδδδδ  são os vetores de pesos com valores ótimos para aproximação de 
jj ijij fg ,

1
,

−  

e 1
,

−

jijg . O erro de reconstrução neural 

[ ] [ ] 1,,
*
,

1
,,

*
,,

1
,, −

−− +−+−=
jjjjjjjjj ijij

T
ijijij

T
ijijijij gfgd αηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.37) 
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é limitado, ou seja, existe uma constante 0, >
jijε  tal que 

jj ijijd ,, ε< . Substituindo (6.33) 

por 1,jα  em (6.36), tem-se: 

[ ]
jjjjjjjjjjjj ijijijijijijij

T
ijij

T
ijijij dzzzcgz ,1,1,,,1,,,,,,,

~~
+−+−−= −+−αηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.38) 

onde 
jjj ijijij ,

*
,,

~
θθθθθθθθθθθθ −=  e 

jjj ijijij ,
*
,,

~
δδδδδδδδδδδδ −= .A função de Lyapunov deste passo é a seguinte: 

jjjjjjj

j

jj ijbij
T

ijijaij
T

ijij
ij

ijij z
g

VV ,
1
,,,

1
,,

2
,

,
1,,

~~
2

1~~
2

1

2

1
δδδδδδδδθθθθθθθθ −−

− +++= ΓΓΓΓΓΓΓΓ  (6.39) 

com 0,, >= T
aijaij jj

ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e 0,, >= T
bijbij jj

ΓΓΓΓΓΓΓΓ  matrizes constantes. A derivada de (6.39) é dada 

por: 

[ ] [ ]

jjj

j

j

jjjjj

jjjjjjjjjjjj

jjjjjjj

j

j

j

jj

jj

ijijij
ij

ij

ijijijijij

ijbijijijij
T

ijijaijijij
T

ijij

ijbij
T

ijijaij
T

ijij
ij

ij

ij

ijij

ijij

dzz
g

g
czzzz

zzV

z
g

g

g

zz
VV

,,
2
,2

,

,

,1,,1,,

,
1
,1,,,,,

1
,,,,1,

,
1
,,,

1
,,

2
,2

,

,

,

,,

1,,

2

~~

~~

2

++−+−

−+−−+=

−−−+=

+−

−
−

−
−

−−
−

δδδδηηηηδδδδθθθθξξξξθθθθ

δδδδδδδδθθθθθθθθ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

α  (6.40) 

As leis de atualização dos vetores de pesos 
jij ,θθθθ  e 

jij ,δδδδ  são as seguintes: 

[ ]
jjjjjj ijijijijaijij z ,,,,,, θθθθξξξξθθθθ σ−= ΓΓΓΓ  (6.41) 

[ ]
jjjjjjj ijijijijijbijij z ,,1,,,,, δδδδηηηηδδδδ γα −−= −ΓΓΓΓ  (6.42) 

onde 0, >
jijσ  e 0, >

jijγ  são constantes. Fazendo bijaijij jjj
ccc ,,, += , com 0, >aij j

c  e 

0, >bij j
c , (6.40) torna-se 

jjjjjj

jjj

j

j

jjjjjjjjj

ij
T

ijijij
T

ijij

ijijij
ij

ij

aijijbijijijijijijij dzz
g

g
czczzzzVV

,,,,,,

,,
2
,2

,

,

,
2
,,1,,,1,1,,

~~
2

δδδδδδδδθθθθθθθθ γσ ++

+++−−+−= +−−

 (6.43) 

Completando-se os quadrados, tem-se que 

( )
2

~

2
~~~

2

,,

2
*
,,

,
*
,,,,,,

jjjj

jjjjjjj

ijijijij

ijij
T
ijijij

T
ijij

θθθθθθθθ
θθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ

σσ
σσ −≤−=  (6.44) 

( )
2

~

2
~~~

2

,,

2
*
,,

,
*
,,,,,,

jjjj

jjjjjjj

ijijijij

ijij
T

ijijij
T

ijij

δδδδδδδδ
δδδδδδδδδδδδδδδδδδδδ

γγ
γγ −≤−=  (6.45) 
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bij

ij

bij

ij

ijijijbij

j

j

j

j

jjjj cc

d
dzzc

,

2
,

,

2
,

,,
2
,, 44

ε
≤≤+−  (6.46) 

Como ( )[ ] 2
,

2

,,,
2
,

2
,,, 22

j
j

jjjjjj ijij

d
ijaijijijijaij zggczggc −−≤+− , a escolha de aij j

c ,  tal que 

02: 2

,,,
*

, >−=
jjjj ij

d
ijaijaij ggcc  gera a seguinte desigualdade: 

=

===
+

++

++−+−≤

j

jjj

jjj

i

k
kjkjkjkj

i

k
kjkjkjkj

i

k kbj

kj
i

k
kjkajijijij c

zczzV

1

2*
,,

2*
,,

1

2

,,

2

,,
1 ,

2
,

1

2
,

*
,1,,,

2
1

~~
2
1

4

δδδδθθθθ

δδδδθθθθ

γσ

γσ
ε

 (6.47) 

 

6.2.3. Passo jρ  

 

 A variável de erro do passo jρ  (último passo do backstepping do subsistema j) é 

definida como segue: 

1,,, −−=
jjj jjj xz ρρρ α  (6.48) 

e sua derivada é dada por: 

1,,,, −−+=
jjjj jjjjj ugfz ρρρρ α  (6.49) 

A equação (6.49) pode ser assim reescrita: 

[ ]
( ) ( )[ ]

jjjjjjjjj

jjjjjj

jjjjj
T

jjj
T

jj

jjjjjjj

dug

gufggz

ρρρρρρρρρ

ρρρρρρ

α

α

,1,,,
*
,,,

*
,,

1,
1
,,

1
,,,

++−=

−+=

−

−
−−

ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ
 (6.50) 

onde  

[ ]
jj j

T
jj uu ρρ ,11, ,,, Ω∈= −XZ  (6.51) 

e *
, jj ρθθθθ  e *

, jj ρδδδδ  são os vetores de pesos com valores ótimos para aproximação de 
jj jj fg ρρ ,

1
,

−  e 

1
,

−

jjg ρ . O erro de reconstrução neural 

[ ] [ ] 1,,
*
,

1
,,

*
,,

1
,, −

−− +−+−=
jjjjjjjjj jj

T
jjj

T
jjjj gfgd ρρρρρρρρρ αηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.52) 
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é limitado, i.e. existe uma constante 0, >
jj ρε  tal que 

jj jjd ρρ ε ,, < . O controle de 

realimentação ideal para o j-ésimo subsistema, *
ju , é escolhido como segue: 

1,,,1,
1
,,

1
,

*
−−

−− −−+−=
jjjjjjj jjjjjjjj zzcgfgu ρρρρρρρ α  (6.53) 

com 0, >
jjc ρ . O emprego de redes neurais com funções de base radiais para aproximação 

dos termos desconhecidos faz com que a lei de controle para o j-ésimo subsistema possa ser 

expressa da seguinte maneira: 

1,,,1,,,,, −− −−+−=
jjjjjjjj jjjjj

T
jj

T
jj zzcu ρρρρρρρρ αηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.54) 

Substituindo (6.54) em (6.50), chega-se a 

[ ]
jjjjjjjjjjj jjjjjj

T
jj

T
jjij dzzcgz ρρρρρρρρρρ α ,1,,,1,,,,,,,

~~
+−−−= −−ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.55) 

onde 
jjj jjj ρρρ ,

*
,,

~
θθθθθθθθθθθθ −=  e 

jjj jjj ρρρ ,
*
,,

~
δδδδδδδδδδδδ −= . A função de Lyapunov deste jρ -ésimo 

passo é a seguinte: 

jjjjjj

j

j

jj jbj
T
jjaj

T
j

j

j

jj g

z
VV ρρρρρρ

ρ

ρ

ρρ ,
1
,,,

1
,,

,

2
,

1,,

~~
2

1~~
2

1

2
δδδδδδδδθθθθθθθθ −−

− +++= ΓΓΓΓΓΓΓΓ  (6.56) 

com 0,, >= T
ajaj jj ρρ ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e 0,, >= T

bjbj jj ρρ ΓΓΓΓΓΓΓΓ  matrizes constantes. A derivada de (6.56) é 

[ ] [ ]

jjj

j

j

jjj

jjjjjjjjjjjj

jjjjjjj

j

j

j

jj

jj

jjj
j

j

jjj

jbjjjj
T
jjajjj

T
jj

jbj
T
jjaj

T
jj

j

j

j

jj

jj

dzz
g

g
czz

zzV

z
g

g

g

zz
VV

ρρρ

ρ

ρ

ρρρ

ρρρρρρρρρρρρ

ρρρρρρρ

ρ

ρ

ρ

ρρ

ρρ

α

,,
2
,2

,

,

,1,,

,
1
,1,,,,,

1
,,,,1,

,
1
,,,

1
,,

2
,2

,

,

,

,,

1,,

2

~~

~~

2

++−−

−+−−+=

−−−+=

−

−
−

−
−

−−
−

δδδδηηηηδδδδθθθθξξξξθθθθ

δδδδδδδδθθθθθθθθ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

 (6.57) 

As leis de atualização dos vetores de pesos 
jj ρ,θθθθ  e 

jj ρ,δδδδ  são dadas por: 

[ ]
jjjjjj jjjjajj z ρρρρρρ σ ,,,,,, θθθθξξξξθθθθ −= ΓΓΓΓ  (6.58) 

[ ]
jjjjjjj jjjjjbjj z ρρρρρρρ γα ,,1,,,,, δδδδηηηηδδδδ −−= −ΓΓΓΓ  (6.59) 

onde 0, >
jj ρσ  e 0, >

jj ργ  são constantes. Fazendo bjajj jjj
ccc ρρρ ,,, += , com 0, >aj j

c ρ  e 

0, >bj j
c ρ , (6.57) torna-se: 
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jjjjjjjj

j

j

j

jjjjjjj

j
T
jjj

T
jjjj

j
j

j

ajjbjjjjj

dz

z
g

g
czczzVV

ρρρρρρρρ

ρ

ρ

ρ

ρρρρρρρ

γσ ,,,,,,,,

2
,2

,

,

,
2
,,,1,1,,

~~
2

δδδδδδδδθθθθθθθθ +++

++−−−= −−

 (6.60) 

Completando-se os quadrados, chega-se a 

2

~

2
~

2

,,

2
*
,,

,,,
jjjj

jjj

jjjj

j
T
jj

ρρρρ

ρρρ

σσ
σ

θθθθθθθθ
θθθθθθθθ −≤  (6.61) 

2

~

2
~

2

,,

2
*
,,

,,,
jjjj

jjj

jjjj

j
T
jj

ρρρρ

ρρρ

γγ
γ

δδδδδδδδ
δδδδδδδδ −≤  (6.62) 

bj

j

jjjbj

j

j

jjjj c
dzzc

ρ

ρ

ρρρρ

ε

,

2
,

,,
2
,, 4

≤+−  (6.63) 

Como ( )[ ] 2
,

2

,,,
2
,

2
,,, 22

j
j

jjjjjj jj

d
jajjjjaj zggczggc ρρρρρρρρ −−≤+− , a escolha de aj j

c ρ,  tal 

que 02: 2

,,,
*

, >−=
jjjj j

d
jajaj ggcc

ρρρρ
 gera a seguinte desigualdade: 

=

===

++

++−+−≤

j

jjj

j

k
kjkjkjkj

k
kjkjkjkj

k kbj

kj

k
kjkajj c

zcV

ρ

ρρρ

ρ

γσ

γσ
ε

1

2*
,,

2*
,,

1

2

,,

2

,,
1 ,

2
,

1

2
,

*
,,

2

1

~~
2

1

4

δδδδθθθθ

δδδδθθθθ

 (6.64) 

Definindo 

==

++=
jj

k kbj

kj

k
kjkjkjkjj c

ρρ ε
γσφ

1 ,

2
,

1

2*
,,

2*
,, 42

1
: δδδδθθθθ  (6.65) 

e selecionando *
,kajc  tal que 

kjjkaj gc
,

*
, 2µ≥ , ou seja, 

2

,

,

,

,
22

kj

d
kj

kj

j
kaj

g

g

g
c +≥

µ
 (6.66) 

onde jµ  é uma constante positiva e kj ,σ , kj ,γ , kaj ,ΓΓΓΓ  e kbj ,ΓΓΓΓ  seguem 

{ }1
,max,

−≥ kajjkj ΓΓΓΓλµσ  (6.67) 

{ }1
,max,

−≥ kbjjkj ΓΓΓΓλµγ  (6.68) 

onde {}.maxλ  é o maior autovalor da respectiva matriz e jk ρ,,1= , tem-se: 
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jjj

j
k

kjkbj
T

kjkjkaj
T

kj
k kj

kj
j

j
k

kjkbj
T

kjkjkaj
T

kjj
k

kj

kj

j

j
k

kjkjkjkj
k

kjkajj

j

jj

jj

jj

j

V

g

z

z
g

zcV

φµ

φµ

φµ
µ

φγσ

ρ

ρρ

ρρ

ρρ

ρ

+−≤

++−−≤

++−≤

++−−≤

=

−−

=

=

−−

=

==

,

1
,

1
,,,

1
,,

1 ,

2
,

1
,

1
,,,

1
,,

1

2
,

,

1

2

,,

2

,,
1

2
,

*
,,

~~
2
1~~

2
1

2

~~
2
1~~

2
1

2

~~
2
1

δδδδδδδδθθθθθθθθ

δδδδδδδδθθθθθθθθ

δδδδθθθθ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ

ΓΓΓΓΓΓΓΓ
 (6.69) 

Seja 
=

=
m

j j j
VV

1 ,ρ . Sua derivada é 

( ) φµφµ ρρ +−<+−≤=
==

VVVV
m

j
jjj

m

j
j jj

1
,

1
,  (6.70) 

onde { }mµµµ ,min 1=  e 
=

=
m

j j1
φφ  são constantes positivas. 

 

 Nas leis de atualização (6.22), (6.23), (6.41), (6.42), (6.58) e (6.59), a introdução 

dos termos 
jj ijij ,, θθθθσ−  e 

jj ijij ,, δδδδγ− , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , remete à proposta de 

“modificação-σ ”, de Ioannou & Kokotovi  (1984), para se evitar o aparecimento de 

instabilidades na resposta do sistema em malha fechada, aumentando, portanto, sua 

robustez. 

 

6.2.4. Limitação e Convergência 

 

 De acordo com o Lema 6.1 a seguir, todos os sinais 
jijz , , 

jij ,θθθθ  e 
jij ,δδδδ , com 

jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , são uniformemente ultimamente limitados para condições iniciais 

limitadas. 

 

 Lema 6.1. Considere a função positiva dada por 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ttttttttttV b
T

a
TT δδδδδδδδθθθθθθθθ

~~
2

1~~
2

1

2

1 11 −− ++= ΓΓΓΓΓΓΓΓzQz  (6.71) 

onde ( ) ( ) ( )ttt dxxz −= , ( ) ( )tt θθθθθθθθθθθθ −= *~
 e ( ) ( )tt δδδδδδδδδδδδ −= *~

, com ( ) nt ℜ∈x , 

( ) n
dt ℜ⊂Ω∈dx , ( ) 1mt ℜ∈θθθθ  e ( ) 2mt ℜ∈δδδδ . 1* mℜ∈θθθθ  e 2* mℜ∈δδδδ  são constantes. 
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( ) ( ) 0>= tt TQQ , ( ) ( ) 0>= tta ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e ( ) ( ) 0>= tt bb ΓΓΓΓΓΓΓΓ  são matrizes dimensionalmente 

compatíveis. Se a desigualdade a seguir for válida: 

( ) ( ) φµ +−< tVtV  (6.72) 

então, dado um conjunto inicial compacto definido por 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }finito 0,finito 0,0,0|0,0,0,00 δδδδθθθθδδδδθθθθ dΩ∈=Ω dd xxxx  

pode-se concluir que: 

(i) Os estados e os pesos das redes neurais, no sistema em malha fechada, permanecerão 

dentro do conjunto compacto definido por 

( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ){ } ( ) ( ){ }*
~

*
~

,0 maxmaxmax
,,max|,, δδδδδδδδθθθθθθθθδδδδθθθθ

δδδδθθθθ
+≤+≤+≤=Ω

∈
ctcttctttt

t
dz xxx

τ
 

(ii) Os estados e os pesos das redes neurais, no sistema em malha fechada, irão convergir 

para o conjunto compacto definido por 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ====Ω
∞→∞→∞→

minminmin

2~
lim,

2~
lim,

2
lim|,,

ba

tttttt
ttt

S
ΓΓΓΓΓΓΓΓ µλ

φ

µλ

φ

µλ

φ
δδδδθθθθδδδδθθθθ

Q

zx  

onde 
( )

min

max

202

Q

z
λ

µ
φ+

=
V

c , 
( )

min

max

202
~

a

V
c

Γ

+
=

λ

µ
φ

θθθθ
 e 

( )

min

max

202
~

b

V
c

Γ

+
=

λ

µ
φ

δδδδ
. 

 

Prova. A partir das deduções deste capítulo, pode-se verificar facilmente que a função de 

Lyapunov de todo o sistema (6.1), 

= =

−

= =

−

= ==

++==
m

j i
ijbij

T
ij

m

j i
ijaij

T
ij

m

j i ij

ij
m

j
j

j

j

jjj

j

j

jjj

j

j j

j

j g

z
VV

1 1
,

1
,,

1 1
,

1
,,

1 1 ,

2
,

1
,

~~
2

1~~
2

1

2

1 ρρρ

ρ δδδδδδδδθθθθθθθθ ΓΓΓΓΓΓΓΓ  (6.73) 

pode ser reescrita na forma (6.71), onde ( ) { }
jijgt ,1diag=Q , ( ) { }1

,
1 diag −− = aija j

t ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e 

( ) { }1
,

1 diag −− = bijb j
t ΓΓΓΓΓΓΓΓ , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= . Multiplicando (6.70) por teµ , tem-se: 

( )[ ] tt eetV
dt

d µµ φ≤  (6.74) 

Integrando (6.74) ao longo de [ ]t,0 , chega-se a 

( ) ( )
µ

φ

µ

φ µ +−≤≤ − teVtV 00  (6.75) 
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onde ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
~

00
~

2
1

0
~

00
~

2
1

000
2
1

0 11 δδδδδδδδθθθθθθθθ −− ++= b
T

a
TTV ΓΓΓΓΓΓΓΓzQz . 

(i) Limitação Uniforme. De (6.75), tem-se que: 

( ) ( ) ( )
µ

φ

µ

φ

µ

φ µ +≤+−≤≤ − 000 VeVtV t  (6.76) 

De (6.71), tem-se que: 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tVtttttt T ≤≤≤ zQzzQzQ 2
1

2
1

2
1 2

min

2

min
λλ  (6.77) 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tVtttttt a
T

aa
≤≤≤ −− θθθθθθθθθθθθθθθθ

~~
2
1~

2
1~

2
1 1

2
1

min

2

min
ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ λλ  (6.78) 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tVtttttt b
T

bb
≤≤≤ −− δδδδδδδδδδδδδδδδ

~~
2
1~

2
1~

2
1 1

2
1

min

2

min
ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ λλ  (6.79) 

Combinando as expressões (6.77), (6.78) e (6.79) com (6.76): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
max

minmin

2022
z

QQ

zz ct
VtV

t ≤
+

≤≤
λ

µφ

λ
 (6.80) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
max

minmin

~
~2022~

θθθθ
θθθθθθθθ ct

VtV
t

aa

≤
+

≤≤
ΓΓΓΓΓΓΓΓ λ

µφ

λ
 (6.81) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
max

minmin

~
~2022~

δδδδ
δδδδδδδδ ct

VtV
t

bb

≤
+

≤≤
ΓΓΓΓΓΓΓΓ λ

µφ

λ
 (6.82) 

onde 
[ ]

( )[ ]τλλ
τ

QQ min
,0

min
min t∈

= , 
[ ]

( )[ ]τλλ
τ

1
min

,0
min

min

−

∈
= a

ta
ΓΓΓΓΓΓΓΓ  e 

[ ]
( )[ ]τλλ

τ

1
min

,0
min

min

−

∈
= b

tb
ΓΓΓΓΓΓΓΓ . ( )Amaxλ  e 

( )Aminλ  denotam o maior e o menor autovalores da matriz quadrada A, respectivamente. 

Como ( ) ( ) ( )ttt dxxz −= , ( ) ( )tt * θθθθθθθθθθθθ −=
~

 e ( ) ( )tt * δδδδδδδδδδδδ −=
~

: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ){ }tctctttt
t

dzzdd xxxxxx
,0

max
maxmax ∈

+≤≤−≤−
τ

 (6.83) 

( ) ( ) ( ) *
~~

**

maxmax
θθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθθ

θθθθθθθθ
+≤≤−≤− ctctt  (6.84) 

( ) ( ) ( ) *
~~

**

maxmax
δδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδδ

δδδδδδδδ
+≤≤−≤− ctctt  (6.85) 

(ii) Limitação Última Uniforme. De (6.75), (6.77), (6.78) e (6.79): 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
minmin

2
lim

202

QQ

zz
µλ

φ

λ

µφµφ µ

=
+−

≤
∞→

−

t
eV

t
t

t

 (6.86) 
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
minmin

2~
lim

202~

aa

t
eV

t
t

t

ΓΓΓΓΓΓΓΓ µλ

φ

λ

µφµφ µ

=
+−

≤
∞→

−

θθθθθθθθ  (6.87) 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
minmin

2~
lim

202~

bb

t
eV

t
t

t

ΓΓΓΓΓΓΓΓ µλ

φ

λ

µφµφ µ

=
+−

≤
∞→

−

δδδδδδδδ  (6.88) 

 

 Três conjuntos compactos são descritos no Lema 6.1: 0Ω  (conjunto compacto 

inicial), Ω  (conjunto compacto limitador) e SΩ  (conjunto compacto do estado 

estacionário). A partir da análise efetuada nesta seção, tem-se que o tamanho de 0Ω  afeta o 

de Ω , porém não o de SΩ . O tamanho de SΩ  pode ser alterado (e ser feito tanto menor 

quanto se deseje) através da mudança dos valores dos parâmetros µ , φ , ( )tQ , ( )ta
1−ΓΓΓΓ  e 

( )tb
1−ΓΓΓΓ , ou seja, o tamanho dos conjuntos residuais (6.86), (6.87) e (6.88) depende dos 

parâmetros 
jijc , , 

jij ,σ  e 
jij ,γ , de 1

,
−

aij j
ΓΓΓΓ  e 1

,
−

bij j
ΓΓΓΓ  e dos erros de reconstrução neural 

jijd , , 

com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= . 

 

 Observa-se que um aumento de aij j
c ,  e de bij j

c , , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , 

resulta, respectivamente em aumento de jµ  e diminuição de jφ , o que, à luz de (6.86), 

(6.87) e (6.88), implica numa diminuição do tamanho de SΩ . Entretanto, aumentar 
jijc ,  

equivale a um esquema de controle com altos ganhos. É sabido que o emprego de 

metodologias de controle com altos ganhos é desvantajoso na prática, uma vez que 

comporta o risco de que as dinâmicas não modeladas do sistema sejam excitadas, 

destruindo assim a estabilidade do sistema em malha fechada (Zhang, Peng & Jiang, 2000). 

No tocante a 
jij ,σ  e 

jij ,γ , apesar de se requerer que assumam valores pequenos conforme 

as diretrizes da aplicação da estratégia de modificação-σ  (Kwan & Lewis, 2000), 

magnitudes excessivamente pequenas para 
jij ,σ  e 

jij ,γ  podem não ser suficientes para 

evitar que as estimativas dos pesos das redes neurais se encaminhem indesejadamente para 

valores muito grandes (Zhang, Peng & Jiang, 2000), o que se constituiria, analogamente, 

numa variação de controle com altos ganhos. Portanto, em aplicações práticas, os 
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parâmetros de projeto devem ser ajustados de forma cautelosa para que a performance do 

transiente e a ação de controle no sistema em malha fechada sejam adequadas. 

 

 Quanto a 0Ω  e Ω , Ω  será tanto maior quanto maior for 0Ω . Pode-se projetar 

facilmente um controlador adaptativo neural estável se a rede neural for escolhida de tal 

modo que cubra a extensão de Ω  para condições iniciais limitadas em 0Ω . Dessa forma, a 

resposta final segue a definição de limitação última uniforme semiglobal, pois condições 

iniciais limitadas garantem a limitação de todos os sinais do sistema em malha fechada 

contanto que a rede neural seja definida de tal forma que cubra um conjunto compacto Ω  

suficientemente extenso (Ge & Wang, 2004). 

 

 Por conta das várias interconexões presentes nos subsistemas que compõem (6.1), a 

estabilidade do sistema em malha fechada não pode ser provada subsistema a subsistema, 

como ocorre na metodologia de backstepping tradicional (Krsti  et al., 1995). De maneira 

análoga a Ge & Wang (2004), irá se recorrer aqui a um procedimento iterativo para a prova 

de estabilidade do sistema completo realimentado. 

 

 Teorema 6.1. Considere o sistema em malha fechada composto pelo sistema (6.1), 

pelo modelo de referência (6.4), pelos controladores (6.54) e pelas leis de atualização dos 

vetores de pesos das redes neurais (6.22), (6.23), (6.41), (6.42), (6.58) e (6.59) para todos 

os subsistemas (i.e. para mj ,...,1= ). Então, para condições iniciais limitadas, existem 

conjuntos compactos 
jij ,Ω  tal que 

jj ijij ,, Ω∈Z , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , para todo 

0≥t  e todos os sinais do sistema em malha fechada permanecem limitados. 

 

Prova. De acordo com o Lema 6.1, sabe-se que, por conta de jjjj jj
VV φµ ρρ +−≤ ,, , todos 

os sinais 
jijz , , 

jij ,θθθθ  e 
jij ,δδδδ , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , são uniformemente ultimamente 

limitados. Como djjj xxz −= 1,1,  e dx  são limitados, tem-se que a primeira variável de 

estado 1,jx  de todos os m subsistemas é limitada. Para provar que o sinal 1,2,2, jjj zx α+=  é 

limitado, é necessário mostrar que 1,jα  é limitado. Como 1,jα  é função de 1,jz , 1,jZ , 1,jθθθθ  e 
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1,jδδδδ , i.e. função de ( )1,1,1 jς−x , ..., ( )mjm ,1, ς−x , dx , 1,jθθθθ  e 1,jδδδδ , não é possível, em princípio, 

definir prontamente a limitação de 1,jα , uma vez que nem todas as variáveis de estado de 

( )ljl ,1, ς−x , com mlj ,...,1, =  e jl ≠ , são, ainda, comprovadamente limitadas. 

 

Duas situações são possíveis: 

 

(i) Todos os subsistemas têm a mesma ordem, ou seja, mρρρ === 21 . Logo, como a 

diferença de ordem entre o j-ésimo e o l-ésimo subsistemas é nula, i.e. 0, =−= ljlj ρρς  

mlj ,...,1, =∀  e, portanto, ( ) jljj ilil ,, ,
xx =−ς , com jji ρ,...,1=  e mj ,...,1= , 1,jα  será função 

de 1,1x , ..., 1,mx , dx , 1,jθθθθ  e 1,jδδδδ . Como as primeiras variáveis de estado de todos os 

subsistemas são comprovadamente limitadas, conclui-se que o sinal 1,jα  é limitado. Isso 

leva, por sua vez, à comprovação da limitação de 2,jx , com mj ,...,1= . Seguindo-se o 

mesmo raciocínio, é possível provar, um por um, que todos os 1, −jijα  e 
jijx , , com 

jji ρ,...,3=  e mj ,...,1= , são limitados. Prova-se, dessa forma, que as variáveis de estado 

que compõem X são todas limitadas. 

 

(ii) Nem todos os subsistemas de (6.1) têm a mesma ordem, i.e. há, pelo menos, dois 

subsistemas (por exemplo, o j-ésimo e o l-ésimo subsistemas) tal que lj ρρ ≠  e, portanto, 

0, ≠−= ljlj ρρς . Supondo que 0>− j,lji , as variáveis de estado ( )ljjil ,, ς−x  do l-ésimo 

subsistema estarão embutidas no j-ésimo subsistema. Nesse caso, não é possível provar a 

limitação de 1,jα  seguindo os passos descritos em (i), uma vez que outras variáveis além de 

1,jx , com mj ,...,1= , estão contidas em 1,jZ , do qual 1,jα  depende. Pode-se apenas, neste 

momento, comprovar a limitação de 1,qα , onde q(q’s) é(são) dado(s) por: 

( )
( )

{ }jj
Uij

q iiq
rj

−=
∈

ρ
,
maxarg,  (6.89) 

com ( ){ })limitado(s mentecomprovada não ainda , , jijjr xijU = . 
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Neste momento, 2=ji  e, portanto, 2=qi . A definição dos elementos do conjunto rU  

levará em conta a existência de combinações possíveis para 2=ji  no rol de subsistemas 

existentes em (6.1), i.e. mj ,...,1= . Fazendo-se a escolha do(s) q-ésimo(s) subsistema(s) 

conforme (6.89), pode-se selecionar, neste passo, apenas aquele(s) 1,qα  que seja(m) 

função(funções) das variáveis já comprovadamente limitadas dx , 1,qx , 1,qθθθθ  e 1,qδδδδ . 1,qα  

será(serão), dessa forma, limitado(s). Da limitação de 2,qz  e de 1,qα  decorre a limitação de 

2,qx . Os passos subseqüentes (i.e. análise para 3≥ji ) contemplam as provas dos vários 

1, −qiqα  e 
qiqx ,  por meio da aplicação sucessiva de (6.89). Com efeito, a aplicação de (6.89) 

faz com que, em cada iteração, 1, −qiqα  seja(m) aquele(s) que depende(m) do menor número 

de variáveis embutidas de outros subsistemas naquele momento, ou seja, aquele(s) que 

é(são) função(funções) de variáveis de estado cujas provas de limitação já foram efetuadas. 

Desse modo, todos os 1, −jijα  e, portanto, todos os 
jijx , , com jji ρ,...,2=  e mj ,...,1= , são 

limitados, o que, por sua vez, torna todos os elementos de X limitados. 

 

Da expressão de ju  (6.54), com mj ,...,1= , conclui-se que todos os sinais das leis de 

controle são limitados, pois dependem das variáveis limitadas X, dx , 1,jθθθθ , ..., 
jj ρ,θθθθ , 1,jδδδδ , 

..., 
jj ρ,δδδδ , com mj ,...,1= . Conseqüentemente, todos os sinais do sistema em malha fechada 

são limitados. 

 

 Em Ge & Wang (2004), apenas uma rede neural é utilizada na aproximação da 

função não linear [ ][ ]1,,,1 −−
jjj ijijij fg α  em cada passo do projeto. O fato de, nessa 

abordagem, as derivadas das expressões das leis de controle virtuais estarem presentes na 

composição de 
jij ,Z  faz com que as dimensões dos vetores de entrada das redes neurais se 

tornem indesejavelmente grandes, o que, como apontado pelos próprios Ge & Wang 

(2004), restringe demasiadamente a aplicabilidade do método. 
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A metodologia proposta nesta tese, por outro lado, emprega duas redes neurais em cada 

passo do projeto para a aproximação das funções não lineares [ ]
jj ijij fg ,,1  e 

jijg ,1 . A 

aplicabilidade prática, neste caso, é bem mais simples, uma vez que 
jij ,Z  não depende das 

derivadas de 1, −jijα . As vantagens da metodologia proposta neste trabalho serão 

concretamente evidenciadas no exemplo estudado na próxima seção. 

 

6.2.5. Exemplo de Aplicação I – Sistema Não Linear MIMO de Ge & Wang 

(2004) 

 

 Para verificar a eficiência do método proposto, a metodologia de backstepping 

adaptativo neural introduzida neste trabalho será empregada no projeto de controle do 

mesmo sistema MIMO não linear empregado por Ge & Wang (2004): 

( ) ( )
( ) ( )[ ]

( )[ ]
( ) ( )

==

++++=

++=

+++=

+++=

Σ
−

1,221,11

2
2

12,21,22,11,12,2

2,21,21,11,21,11,2

11,21,12,21,22,11,12,1

2,1
2

1,2
2
1,11,21,11,1

;

sen2

cos2

1.015.0

:
1,21,1

1

xyxy

ueeuxxxxx

xxxxxx

uxxxxxxx

xxxxxx

xx
E  (6.90) 

Serão comparados os resultados de controle obtidos através do método de backstepping 

adaptativo neural proposto nesta tese com os conseguidos por meio da metodologia de 

projeto introduzida por Ge & Wang (2004). 

 

Objetiva-se o projeto de controladores 1u  e 2u  para o sistema (6.90) de tal forma que todos 

os sinais do sistema em malha fechada permaneçam limitados e as saídas 1y  e 2y  sigam as 

trajetórias de referência 1dy  e 2dy  definidas pelo sistema a seguir: 

( )
==

−+−=

=

Σ

2211

2
2
112

21

;

1:

dddd

dddd

dd

E

xyxy

xxxx

xx

r
β  (6.91) 
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O sistema (6.91) é um oscilador de van der Pol (Vidyasagar, 1978). Como descrito em 

Vidyasagar (1978), as trajetórias desse sistema encaminham-se para um ciclo limite quando 

0>β , a partir de um estado inicial que não a origem. 

 

• Método Proposto: 

 

 O sistema (6.90) segue a conformação de (6.1), com 2=m , 21 =ρ  e 22 =ρ . As 

leis de controle para as entradas 1u  e 2u  são definidas de acordo com a expressão (6.54): 

( ) ( ) 1,12,12,11,12,12,12,12,12,12,11 zzcu TT −−+−= αZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.92) 

( ) ( ) 1,22,22,21,22,22,22,22,22,22,22 zzcu TT −−+−= αZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.93) 

Os controladores virtuais 1,1α  e 1,2α  são, respectivamente (conforme (6.14)): 

( ) ( ) 1,11,111,11,11,11,11,11,11,1 zcxd
TT −+−= ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθα  (6.94) 

( ) ( ) 1,21,221,21,21,21,21,21,21,2 zcxd
TT −+−= ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθα  (6.95) 

onde 11,11,1 dxxz −= , 21,21,2 dxxz −= , 1,12,12,1 α−= xz , 1,22,22,2 α−= xz , [ ]Txx 1,21,11,1 ,=Z , 

[ ]Txx 1,21,11,2 ,=Z , [ ]Txxxx 2,21,22,11,12,1 ,,,=Z  e [ ]Tuxxxx 12,21,22,11,12,2 ,,,,=Z . Os pesos das 

redes neurais são atualizados segundo as expressões abaixo (obtidas a partir de (6.22), 

(6.23), (6.58) e (6.59)): 

( )[ ]1,11,11,11,11,11,11,1 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.96) 

( )[ ]1,11,111,11,11,11,11,1 δδδδηηηηδδδδ γ−−= db xz ZΓΓΓΓ  (6.97) 

( )[ ]1,21,21,21,21,21,21,2 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.98) 

( )[ ]1,21,221,21,21,21,21,2 δδδδηηηηδδδδ γ−−= db xz ZΓΓΓΓ  (6.99) 

( )[ ]2,12,12,12,12,12,12,1 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.100) 

( )[ ]2,12,11,12,12,12,12,12,1 δδδδηηηηδδδδ γα −−= ZzbΓΓΓΓ  (6.101) 

( )[ ]2,22,22,22,22,22,22,2 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.102) 

( )[ ]2,22,21,22,22,22,22,22,2 δδδδηηηηδδδδ γα −−= ZzbΓΓΓΓ  (6.103) 

Os parâmetros de projeto são os seguintes: 
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{ }========

=

====

========

3.0diag

;001.0

;10;3;5;2

;05.0

2,22,22,12,11,21,21,11,1

2,22,11,21,1

2,22,11,21,12,22,11,21,1

babababa

cccc

ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

β

γγγγσσσσ

 (6.104) 

As redes neurais ( )1,11,11,1 Zξξξξθθθθ T , ( )1,11,11,1 Zηηηηδδδδ T , ( )1,21,21,2 Zξξξξθθθθ T  e ( )1,21,21,2 Zηηηηδδδδ T  contêm 16 nós; seus 

centros iϑ  são igualmente distribuídos em [ ] [ ]2,25.2,2 −×−  e as larguras das funções 

Gaussianas são todas 5=iλ , com 16,...,1=i . As redes neurais ( )2,12,12,1 Zξξξξθθθθ T  e ( )2,12,12,1 Zηηηηδδδδ T , 

por sua vez, contêm ambas 81 nós com centros iϑ  igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ] [ ]3,22,23,25.2,2 −×−×−×−  e larguras 10=iλ , com 81,...,1=i . As redes neurais 

( )2,22,22,2 Zξξξξθθθθ T  e ( )2,22,22,2 Zηηηηδδδδ T , por fim, contêm ambas 243 nós com centros iϑ  igualmente 

distribuídos em [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]3,23,22,23,25.2,2 −×−×−×−×−  e larguras 10=iλ , com 

243,...,1=i . 

As condições iniciais e os pesos iniciais são: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] [ ]

( ) ( )[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0========

=

=

00000000

;8.0,5.10,0

;1,7.0,2,5.00,0,0,0

2,22,22,12,11,21,21,11,1

21

2,21,22,11,1

δδδδθθθθδδδδθθθθδδδδθθθθδδδδθθθθ

TT
dd

TT

xx

xxxx

 (6.105) 

 

• Abordagem apresentada por Ge & Wang (2004): 

 

 Simulações em Matlab foram conduzidas de maneira a se proceder à comparação 

entre os resultados fornecidos pela metodologia proposta neste capítulo e os gerados por Ge 

& Wang (2004) para o problema de controle do sistema (6.90). Conforme o 

equacionamento apresentado em Ge & Wang (2004), tem-se que as leis de controle para as 

entradas 1u  e 2u  são dadas por: 

( ) 1,12,12,12,12,12,11 zzcu T ′−′′−′−=′ Zζζζζχχχχ  (6.106) 

( ) 1,22,22,22,22,22,22 zzcu T ′−′′−′−=′ Zζζζζχχχχ  (6.107) 

Os controladores virtuais 1,1α ′  e 1,2α ′  são, respectivamente: 

( ) 1,11,11,11,11,11,2 zcT ′′−′−=′ Zζζζζχχχχα  (6.108) 



 168 

( ) 1,21,21,21,21,21,2 zcT ′′−′−=′ Zζζζζχχχχα  (6.109) 

onde 11,11,1 dxxz −=′ , 21,21,2 dxxz −=′ , 1,12,12,1 α ′−=′ xz , 1,22,22,2 α ′−=′ xz , 

[ ]Tdxxx 11,21,11,1 ,,=′Z , [ ]Tdxxx 21,21,11,2 ,,=′Z , 

[ ]Txxxxxx 1,11,21,11,11,12,21,22,11,12,1 ,/,/,,,, φαα ′∂′∂∂′∂=′Z  e 

[ ]Txxuxxxx 1,21,21,21,11,212,21,22,11,12,2 ,/,/,,,,, φαα ′∂′∂∂′∂′=′Z  e 

( ) ( ) ( ) 1,11,11,1221,1111,11,1 /// χχχχχχχχ∂′∂+∂′∂+∂′∂=′ αααφ dddd xxxx  (6.110) 

( ) ( ) ( ) 1,21,21,2221,2111,21,2 /// χχχχχχχχ∂′∂+∂′∂+∂′∂=′ αααφ dddd xxxx  (6.111) 

Os pesos das redes neurais são atualizados segundo as expressões abaixo: 

( )[ ]1,11,11,11,11,11,11,1 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.112) 

( )[ ]1,21,21,21,21,21,21,2 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.113) 

( )[ ]2,12,12,12,12,12,12,1 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.114) 

( )[ ]2,22,22,22,22,22,22,2 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.115) 

Os parâmetros de projeto utilizados por Ge & Wang (2004) são os seguintes: 

{ }=′=′=′=′

=

=′=′=′=′

=′=′=′=′

2diag

;001.0

;20;6;10;5.2

;1.0

2,21,22,11,1

2,21,22,11,1

2,21,22,11,1

ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

β

σσσσ

cccc
 (6.116) 

A rede neural ( )1,11,11,1 Z ′ζζζζχχχχ T  contém 27 nós; seus centros iϑ  são igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ]2,25.2,5.25.2,5.2 −×−×−  e as larguras das funções Gaussianas são todas 3=iλ , com 

27,...,1=i . A rede neural ( )2,12,12,1 Z ′ζζζζχχχχ T  contém 2187 nós; seus centros iϑ  são igualmente 

distribuídos em [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1.0,2.06.1,9.15.1,5.15.2,5.25.1,5.15.2,5.2 −×−−×−×−×−×−  

[ ]4,4−×  e as larguras das funções Gaussianas são todas 5=iλ , com 2187,...,1=i . A rede 

neural ( )1,21,21,2 Z ′ζζζζχχχχ T  contém 27 nós com centros iϑ  igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ]5.2,5.25.2,5.25.2,5.2 −×−×−  e larguras 3=iλ , com 27,...,1=i . A rede neural 

( )2,22,22,2 Z ′ζζζζχχχχ T , por sua vez, contém 6567 nós com centros iϑ  igualmente distribuídos em 
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]4,44.1,7.10,3.02,25.1,5.15.2,5.25.1,5.15.2,5.2 −×−−×−×−×−×−×−×−  e 

larguras 8=iλ , com 6567,...,1=i . 

As condições iniciais são as mesmas de (6.105) e os pesos iniciais são: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0==== 0000 2,21,22,11,1 χχχχχχχχχχχχχχχχ  (6.117) 

 

 As Figuras 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4 trazem os resultados das simulações quando são 

aplicados, respectivamente, os controladores (6.92) e (6.93) (obtidos através da 

metodologia aqui introduzida) e (6.106) e (6.107) (abordagem de Ge & Wang (2004)) com 

vistas ao seguimento dos sinais 1dy  e 2dy . Verifica-se que um bom desempenho é 

conseguido quando as leis de controle geradas pelo método proposto neste capítulo são 

utilizadas, bastante similar ao obtido por Ge & Wang (2004). É essencial ressaltar que o 

número total de nós necessário para a obtenção de uma estrutura neural que forneça uma 

resposta adequada com a técnica proposta é significativamente reduzido em comparação 

aos milhares de nós presentes nas redes neurais demandados pela abordagem de Ge & 

Wang (2004) para este exemplo. 
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Figura 6.1. A saída do primeiro subsistema de 
1E

Σ  segue a referência 
1d

y  – método proposto. 
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Figura 6.2. A saída do segundo subsistema de 
1E

Σ  segue a referência 
2d

y  – método proposto. 

 

Figura 6.3. A saída do primeiro subsistema de 
1E

Σ  segue a referência 
1d

y  (figura extraída de Ge & Wang 

(2004)). 
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Figura 6.4. A saída do segundo subsistema de 
1E

Σ  segue a referência 
2d

y  (figura extraída de Ge & Wang 

(2004)). 

 

As Figuras 6.5 e 6.6 apresentam, respectivamente, a evolução dos sinais de esforço de 

controle 1u  e 2u . Nota-se que todos os sinais são limitados, tal como requerido. As Figuras 

6.7 e 6.8 mostram o comportamento dos sinais 1u′  e 2u′ . Ressalta-se a elevada magnitude de 

esforço de controle presente nos instantes de transitório do processo de controle utilizando 

1u′  e 2u′  em comparação ao que emprega 1u  e 2u . As Figuras 6.9, 6.10, 6.11 e 6.12 

mostram a limitação de todos os sinais do sistema em malha fechada resultante do processo 

de controle através do método introduzido nesta tese, a saber: variáveis de erro 
jijz , , 

controladores virtuais 1,1α  e 1,2α , variáveis de estado de 
1EΣ  

jijx ,  e pesos das redes neurais 

jij ,θθθθ  e 
jij ,δδδδ , onde jji ρ,...,1= , 2,1=j  e 221 == ρρ . Apesar de se verificar um 

crescimento na norma L2 dos pesos das redes neurais, sua evolução oscilatória é assintótica 

em direção a um intervalo de valores finito. 
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Figura 6.5. Limitação do sinal de controle 1u  gerado pelo método proposto. 
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Figura 6.6. Limitação do sinal de controle 2u  gerado pelo método proposto. 
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Figura 6.7. Evolução do sinal de controle 1u′  gerado pelo método de Ge & Wang (2004) (figura extraída de 

Ge & Wang (2004)). 

 

Figura 6.8. Evolução do sinal de controle 2u′  gerado pelo método de Ge & Wang (2004) (figura extraída de 

Ge & Wang (2004)). 
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Figura 6.9. Limitação dos sinais das variáveis de erro – método proposto. 
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Figura 6.10. Limitação dos sinais dos controladores virtuais – método proposto. 
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Figura 6.11. Limitação dos sinais das variáveis de estado – método proposto. 
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Figura 6.12. Limitação dos sinais dos pesos das redes neurais – método proposto. 
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6.2.6. Exemplo de Aplicação II – Sistema Não Linear MIMO 

 Prosseguindo com a verificação da eficiência do método proposto, a metodologia de 

backstepping adaptativo neural introduzida neste trabalho será, agora, empregada no 

projeto de controle do seguinte sistema MIMO não linear: 

( ) ( )
( )

( )
==

+++=

+=

++=

Σ

−

1,221,11

22,2
2

11,21,12,2

2,21,21,2

1
2

1,22,21,11,21,1

;

cos

1sen

:
1,2

1,2

2

xyxy

uexuxxx

xxex

uxxxxx

x

x

E  (6.118) 

Serão comparados os resultados de controle obtidos através do método de backstepping 

adaptativo neural proposto nesta tese com os conseguidos por meio da metodologia de 

projeto introduzida por Ge & Wang (2004). 

 

Objetiva-se o projeto de controladores 1u  e 2u  para o sistema (6.118) de tal forma que 

todos os sinais do sistema em malha fechada permaneçam limitados e as saídas 1y  e 2y  

sigam as trajetórias de referência 1dy  e 2dy  definidas pelo mesmo sistema (6.91) do 

exemplo anterior. 

 

• Método Proposto: 

 

 O sistema (6.118) segue a conformação de (6.1), com 2=m , 11 =ρ  e 22 =ρ . A lei 

de controle para a entrada 1u  é definida de acordo com a expressão (6.54): 

( ) ( ) 1,11,111,11,11,11,11,11,11 zcxu d
TT −+−= ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.119) 

O controlador virtual 1,2α  e a lei de controle para 2u  são, respectivamente (conforme (6.14) 

e (6.54)): 

( ) ( ) 1,21,221,21,21,21,21,21,21,2 zcxd
TT −+−= ZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθα  (6.120) 

( ) ( ) 1,22,22,21,22,22,22,22,22,22,22 zzcu TT −−+−= αZZ ηηηηδδδδξξξξθθθθ  (6.121) 
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onde 11,11,1 dxxz −= , 21,21,2 dxxz −= , 1,22,22,2 α−= xz , [ ]Txxx 2,21,21,11,1 ,,=Z , 1,21,2 x=Z  e 

[ ]Tuxxx 12,21,21,12,2 ,,,=Z . Os pesos das redes neurais são atualizados segundo as expressões 

abaixo (obtidas a partir de (6.22), (6.23), (6.58) e (6.59)): 

( )[ ]1,11,11,11,11,11,11,1 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.122) 

( )[ ]1,11,111,11,11,11,11,1 δδδδηηηηδδδδ γ−−= db xz ZΓΓΓΓ  (6.123) 

( )[ ]1,21,21,21,21,21,21,2 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.124) 

( )[ ]1,21,221,21,21,21,21,2 δδδδηηηηδδδδ γ−−= db xz ZΓΓΓΓ  (6.125) 

( )[ ]2,22,22,22,22,22,22,2 θθθθξξξξθθθθ σ−= ZzaΓΓΓΓ  (6.126) 

( )[ ]2,22,21,22,22,22,22,22,2 δδδδηηηηδδδδ γα −−= ZzbΓΓΓΓ  (6.127) 

Os parâmetros de projeto são os seguintes: 

{ }======

=

===

======

3.0diag

;001.0

;35;5;2

;05.0

2,22,21,21,21,11,1

2,21,21,1

2,21,21,12,21,21,1

bababa

ccc

ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

β

γγγσσσ

 (6.128) 

As redes neurais ( )1,11,11,1 Zξξξξθθθθ T  e ( )1,11,11,1 Zηηηηδδδδ T  contêm ambas 27 nós; seus centros iϑ  são 

igualmente distribuídos em [ ] [ ] [ ]2,82,25.2,5.2 −×−×−  e as larguras das funções 

Gaussianas são todas 5=iλ , com 27,...,1=i . A rede neural ( )1,21,21,2 Zξξξξθθθθ T  contém 16 nós 

com centros iϑ  igualmente distribuídos em [ ]2,2−  e larguras 12=iλ , com 16,...,1=i . A 

rede neural ( )1,21,21,2 Zηηηηδδδδ T , por sua vez, contém 10 nós com centros iϑ  igualmente 

distribuídos em [ ]2,2−  e larguras 12=iλ , com 10,...,1=i . As redes neurais ( )2,22,22,2 Zξξξξθθθθ T  

e ( )2,22,22,2 Zηηηηδδδδ T  contêm ambas 81 nós com centros iϑ  igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ] [ ]2,22,82,22,2 −×−×−×−  e larguras 10=iλ , com 81,...,1=i . 

As condições iniciais e os pesos iniciais são: 

( ) ( ) ( )[ ] [ ]

( ) ( )[ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0======

=

−=

000000

;8.0,5.10,0

;7.0,2.1,5.00,0,0

2,22,21,21,21,11,1

21

2,21,21,1

δδδδθθθθδδδδθθθθδδδδθθθθ

TT
dd

TT

xx

xxx

 (6.129) 
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• Abordagem apresentada por Ge & Wang (2004): 

 

 Simulações em Matlab foram conduzidas de maneira a se proceder à comparação 

entre os resultados fornecidos pela metodologia proposta neste capítulo e os gerados pela 

abordagem introduzida por Ge & Wang (2004) no que tange ao problema de controle do 

sistema (6.118). Conforme o equacionamento de Ge & Wang (2004), tem-se que a lei de 

controle para a entrada 1u  é dada por: 

( ) 1,11,11,11,11,11 zcu T ′′−′−=′ Zζζζζχχχχ  (6.130) 

O controlador virtual 1,2α ′  e a lei de controle para 2u  são, respectivamente: 

( ) 1,21,21,21,21,21,2 zcT ′′−′−=′ Zζζζζχχχχα  (6.131) 

( ) 1,22,22,22,22,22,22 zzcu T ′−′′−′−=′ Zζζζζχχχχ  (6.132) 

onde 11,11,1 dxxz −=′ , 21,21,2 dxxz −=′ , 1,22,22,2 α ′−=′ xz , [ ]Tdxxxx 1,2,21,21,11,1 ,,,=′Z , 

[ ]Tdxx 2,1,21,2 ,=′Z  e [ ]Txuxxx 1,21,21,212,21,21,12,2 ,/,,,, φα ′∂′∂′=′Z  e 

( ) ( ) 1,21,21,2221,21,2 // χχχχχχχχ∂′∂+∂′∂=′ ααφ dd xx  (6.133) 

Os pesos das redes neurais são atualizados segundo as expressões abaixo: 

( )[ ]1,11,11,11,11,11,11,1 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.134) 

( )[ ]1,21,21,21,21,21,21,2 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.135) 

( )[ ]2,22,22,22,22,22,22,2 χχχχζζζζχχχχ σ ′−′′′= ZzΓΓΓΓ  (6.136) 

Os parâmetros de projeto, obtidos de modo a se conseguir resposta em malha fechada 

similar aos obtidos com o método proposto, são os seguintes: 

{ }=′=′=′

=

=′=′=′

=′=′=′

1.0diag

;001.0

;40;25;7

;05.0

2,21,21,1

2,21,21,1

2,21,21,1

ΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓΓ

β

σσσ

ccc
 (6.137) 

A rede neural ( )1,11,11,1 Z ′ζζζζχχχχ T  contém 256 nós; seus centros iϑ  são igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ] [ ]2,22,82,25.2,5.2 −×−×−×−  e as larguras das funções Gaussianas são todas 18=iλ , 

com 256,...,1=i . A rede neural ( )1,21,21,2 Z ′ζζζζχχχχ T  contém 25 nós com centros iϑ  igualmente 
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distribuídos em [ ] [ ]2,22,2 −×−  e larguras 3=iλ , com 25,...,1=i . A rede neural 

( )2,22,22,2 Z ′ζζζζχχχχ T , por sua vez, contém 729 nós com centros iϑ  igualmente distribuídos em 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]10,106,42,22,82,22,2 −××−×−×−×−  e larguras 5=iλ , com 729,...,1=i . 

As condições iniciais são as mesmas de (6.129) e os pesos iniciais são: 

( ) ( ) ( ) 1=== 000 2,21,21,1 χχχχχχχχχχχχ  (6.138) 

Essas são as configurações das redes neurais (em termos de número de nós, centros e 

larguras) e valores paramétricos que conduzem a um desempenho de saída similar ao 

conseguido pelas leis de controle obtidas por meio do método proposto nesta tese. 

 

 As Figuras 6.13 e 6.14 trazem os resultados das simulações quando são aplicados os 

controladores (6.119) e (6.121) (obtidos através da metodologia aqui introduzida) e (6.130) 

e (6.132) (abordagem de Ge & Wang (2004)) com vistas ao seguimento dos sinais 1dy  e 

2dy . Verifica-se que um bom desempenho é conseguido quando as leis de controle geradas 

pelo método proposto neste capítulo são utilizadas. Um transiente indesejável é observado 

quando são empregados os controladores projetados segundo a metodologia de Ge & Wang 

(2004). É essencial ressaltar, ainda, que o número total de nós necessário para a obtenção 

de uma estrutura neural que forneça uma resposta adequada com a técnica proposta é 

significativamente reduzido em comparação aos milhares de nós presentes nas redes 

neurais demandados pela abordagem de Ge & Wang (2004) para este exemplo. 
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A Figura 6.15 apresenta a evolução dos sinais de esforço de controle 1u  e 2u , além do 

controle virtual 1,2α . Nota-se que todos os sinais são limitados, tal como requerido. A 

Figura 6.16 mostra o comportamento dos sinais 1u′ , 2u′  e 1,2α ′ . Ressalta-se a elevada 

magnitude de esforço de controle presente nos instantes de transitório do processo de 

controle utilizando 1u′ , 2u′  e 1,2α ′  em comparação ao que emprega 1u , 2u  e 1,2α . As Figuras 

6.17, 6.18 e 6.19 mostram a limitação de todos os sinais do sistema em malha fechada 

resultante do processo de controle através do método introduzido nesta tese, a saber: 

variáveis de erro 
jijz , , variáveis de estado de EΣ  

jijx ,  e pesos das redes neurais 
jij ,θθθθ  e 

jij ,δδδδ , onde jji ρ,...,1= , 2,1=j  e 11 =ρ  e 22 =ρ . Apesar de se verificar um crescimento 

na norma L2 dos pesos das redes neurais, sua evolução oscilatória é assintótica em direção a 

um intervalo de valores finito. 
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Figura 6.15. Limitação dos sinais de controle gerados pelo método proposto. 
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Figura 6.16. Limitação dos sinais de controle gerados pelo método de Ge & Wang (2004). 
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Figura 6.17. Limitação dos sinais das variáveis de erro – método proposto. 
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Figura 6.18. Limitação dos sinais das variáveis de estado – método proposto. 
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Figura 6.19. Limitação dos sinais dos pesos das redes neurais – método proposto. 
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Capítulo 7  

 

Conclusões 

 

 A teoria associada às noções de estabilidade e convergência em sistemas dinâmicos, 

apresentada no Capítulo 2, tem servido de base, nos últimos anos, ao desenvolvimento de 

técnicas recursivas de síntese de controladores adaptativos para diversas classes de sistemas 

não lineares. Uma delas, o método de backstepping, exposto no Capítulo 3, é, hoje, a 

metodologia mais popular para o tratamento de sistemas não lineares com incertezas, pois 

permite uma abordagem sistemática mais eficaz que as observadas em outras técnicas mais 

tradicionais, como processos oriundos da geometria diferencial. A grande quantidade de 

publicações envolvendo o método de backstepping adaptativo evidencia tal êxito. 

 

 Ao mesmo tempo, como apresentado no Capítulo 4, verifica-se crescente interesse 

nos resultados positivos advindos da combinação de estratégias de controle adaptativo 

recentemente desenvolvidas para sistemas não lineares (como o backstepping) e técnicas de 

inteligência artificial, tais como redes neurais e lógica nebulosa (Spooner et al., 2002) e 

algoritmos genéticos (Alander, 2004), ou seja, abordagens de controle inteligente para 

sistemas não lineares com incertezas. 

 

 Esta tese apresentou propostas originais para controle inteligente de sistemas não 

lineares com incertezas em duas vertentes: backstepping aliado a algoritmos genéticos 

(Capítulo 5) e backstepping aliado a redes neurais (Capítulo 6). 

 

 No Capítulo 5, foram introduzidos dois algoritmos genéricos para o controle de 

sistemas de realimentação estrita – paramétricos e não paramétricos – com melhor 
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desempenho utilizando backstepping modificado. O backstepping modificado sustenta-se 

na Extensão do Princípio de Invariância de La Salle, que garante a estabilidade dos 

resultados ao mesmo tempo em que permite, por meio do emprego de otimização via 

algoritmo genético, melhor performance da resposta do sistema em malha fechada, tanto 

em termos de redução significativa de esforço de controle e de conformação do transitório – 

no que tange à redução do tempo de estabilização, da magnitude de overshoot e da 

ocorrência de oscilações indesejáveis. Os exemplos apresentados confirmam os melhores 

resultados da metodologia aqui proposta em comparação aos conseguidos com o 

backstepping tradicional. 

 

 No Capítulo 6, foi introduzida uma estratégia de controle adaptativo neural 

genérica, baseada em backstepping, focada no projeto de controle de sistemas não lineares 

com incertezas com múltiplas entradas e múltiplas saídas compostos de subsistemas 

interconectados cujas matrizes de entrada possuem funções não lineares e cujas 

interconexões entre subsistemas também apresentam não-linearidades. O método proposto 

resolve várias das dificuldades encontradas em metodologias análogas, eliminando a 

questão de singularidade nas leis de controle; evitando o uso de funções de Lyapunov com 

integrais; e suprimindo a necessidade de introdução de derivadas dos controladores virtuais 

nas redes neurais. Os resultados conseguidos com a técnica apresentada nesta tese 

mostram-se superiores aos existentes na literatura, tanto em termos de desempenho das 

soluções obtidas quanto relativamente à complexidade e ao custo computacional do 

processo de controle, aqui substancialmente reduzidos. 

 

 Propõe-se, para trabalhos futuros, a extensão da metodologia de backstepping 

modificado adaptativo para sistemas SISO para casos em que o sistema a ser controlado 

possui incertezas funcionais – situação que demandaria a introdução de redes neurais no 

projeto de controle. Vislumbra-se, além disso, a incorporação de técnicas de otimização 

baseadas em computação evolutiva para o ajuste dos parâmetros no processo de 

backstepping neural apresentado no Capítulo 6, assim como sua reformulação de modo a 

converter-se em “backstepping neural modificado para sistemas MIMO”, através de uma 

possível estruturação na Extensão do Princípio de Invariância de La Salle. 
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