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Resumo

Atualmente as fibras ópticas microestruturadas (FOMs) estão sendo cada vez mais exploradas por
possuírem geometricamente um maior grau de liberdade em seu projeto, além da possibilidade do
uso de materiais não usados em fibras convencionais, proporcionando características ópticas antes
inalcançáveis.

Sendo assim, através do uso do programa para obtenção de modos de propagação pelo método
dos elementos finitos totalmente vetorial disponível no grupo do Prof. Dr. Hugo E. H. Figueroa,
foram apresentadas técnicas de simulação em FOMs multimodais, as quais foram implementadas em
FORTRAN e adicionadas ao programa principal.

Neste trabalho também foi estudado os esforços mecânicos gerados pelo o uso de diferentes ma-
teriais na constituição da FOM em seu processo de fabricação. Tais esforços são conhecidos como
tensão residual térmica e proporcionam variações anisotrópicas dos índices de refração dos meios que
compõem as FOMs. Primeiramente o cálculo das tensões residuais foi feito analiticamente para uma
geometria generalizada de FOM, e então tratando-as como uma pertubação no modo propagante anal-
isado anteriormente pelo programa de análise modal. Por ultimo foi implementado um código para
o cálculo estimativo da birrefringência de fase e de grupo levando em conta os esforços mecânicos
induzidos no processo de fabricação, portanto o objetivo final foi alcançado.

Palavras-chave: fibras ópticas microestruturadas, método dos elementos finitos, análise modal,
tensões residuais térmicas, birrefringência, multifísica.
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Abstract

Nowadays micro-structured optical fibers (MOFs) are being increasingly exploited since they have
a greater geometrical flexibility in its project, in addition to the possibility of using un-conventional
materials, providing optical features unreachable before.

Therefore, a full-vectorial finite element modal solver developed by Prof. Dr. Hugo E. H.
Figueroa’s group was used, since it has already proved its efficiency. New techniques for multi-
modal MOFs simulation were presented, they were implemented using FORTRAN and then added to
the main program to make the search for the propagation constants easier.

Mechanical stress was also studied. It is generated by the use of different materials whithin
the MOF constitution, in its manufacturing process. These stresses are known as thermal residual
stresses and they provide variations of the anisotropic refractive indexes of the MOFs media. First, the
calculation of the residual stresses was done analytically for a general geometry of MOF, and then they
were treated as perturbations in the propagating mode, discussed previously by the full-vectorial finite
element modal solver. Finally a code was implemented to estimate the phase and group birefringence,
considering the mechanical stresses induced in the manufacturing process, therefore the ultimate goal
was achieved.

Keywords: microstrctured optical fibers, finite element method, modal analysis, thermal residual
stresses, birefringence, multiphysics .
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Capítulo 1

Introdução

Fibras Ópticas de Cristais Fotônicos (do inglês, Photonic Crystal Fibers, PCFs), também chamadas

de Fibra Holey ou ainda Fibras Ópticas Microestruturadas, FOM (do inglês, Microstructured Optical

Fibers, MOF), estão sendo intensamente estudadas nos últimos anos [1]. Proposta no início dos anos

70 como um guia de onda de baixa perda e monomodo para telecomunicações e feita puramente de

sílica, a primeira desse tipo de estrutura consistia de uma casca tubular conectada ao núcleo por duas

membranas finas de vidro [2]. Essa primeira FOM era muito difícil de ser fabricada, e quando a

deposição modificada de vapor químico (em inglês, Modified Chemical Vapor Deposition, MCVD)

surgiu, as FOMs foram abandonadas [2].

As Fibras Ópticas Microestruturadas voltaram a ser interessantes quando as fibras ópticas conven-

cionais começaram a atingir seus limites de projetos, que tem basicamente como variáveis a diferença

entre o índice de refração do núcleo e da casca e o raio do núcleo. Assim o número de pesquisas sobre

FOM aumentou estrondosamente devido as inúmeras configurações de estrutura obtidas nesse tipo de

fibra, permitindo o alcançar propriedades não obtidas antes, como por exemplo o aumento de potência

na fibra óptica, facilidade em sensoriamento, múltiplos núcleos, altas não-linearidades, baixas não-

linearidades, alta birrefringência, maior estabilidade térmica, controle de dispersão em fibras curtas,

etc [2, 3].

Diferentemente das fibras ópticas convencionais, que só guiam a luz por reflexão interna total, as

FOMs também podem guiar a luz pelo efeito de bandas proibidas, mais conhecido pelo termo em

inglês, PBG, Photonic Bandgap [4]. Nas FOMs, o mecanismo de guiamento por reflexão interna

total também é conhecido por reflexão interna total modificada (do inglês, Modified Total Internal

Reflection, M-TIR) [4].

O guiamento pelo efeito de bandas proibidas ocorre quando os bastões em torno do centro da FOM

estão arranjados de forma periódica, como eletróns em sólidos periódicos, proibindo a propagação da

onda eletromagnética pela casca para uma certa faixa de comprimento de onda [5].

1



1.1 Organização da Dissertação 2

A M-TIR ocorre quando o índice de refração efetivo da casca é menor do que o índice de refração

do núcleo [5]. Em contraste com o guiamento pelo efeito de bandas proibidas, para que M-TIR ocorra

não é necessário um arranjamento periódico na estrutura, contudo, isso é frequentemente usado [5].

Juntamente com o intenso estudo de projeto das FOMs nos últimos anos, análises multifísicas

também vem sendo feitas de forma a explorar suas amplas possibilidades assim como auxiliar no dis-

cernimento de suas propriedades físicas para garantir projetos mais confiáveis e abrir a possibilidade

de agregar mais graus de liberdade em seu projeto.

No trabalho aqui apresentado, a ideia de análise multifísica é feita estudando-se as característi-

cas de guiamento da FOMs quando suas propriedades elétricas podem ser alteradas por grandezas

mecânicas. Sabe-se que anisotropia óptica geralmente ocorre devido aos efeitos foto-elásticos em

meios isotrópicos como fibras ópticas [6]. As mudanças nos índices de refração linearmente propor-

cionais às tensões induzidas nas fibras ópticas [6].

Como proposta de melhoramento dos projetos de fibras ópticas microestruturas, nesse trabalho é

apresentado um método de avaliação de como os esforços residuais podem influenciar na propagação

da onda eletromagnética. Os esforços residuais aqui estudados, também conhecidos como tensões

residuais, têm origem no processo de fabricação, uma vez que as FOMs são anisotrópicas com relação

aos coeficiente de expansão térmica dos vários materiais que as constituem.

1.1 Organização da Dissertação

A dissertação está dividida em quatro outros capítulos além deste. No capítulo 2 é apresentado

um método para cálculo analítico das tensões residuais em fibras ópticas microestruturas totalmente

sólidas. Após a descrição do método são feitos três exemplos, sendo que o terceiro é a combinação

dos dois primeiros, sugerindo o uso do princípio da superposição.

No capítulo 3 é feita uma breve apresentação do programa de análise modal disponível no grupo

do Prof. Hugo E. H. Figueroa, para então mostrar duas sugestões de melhoramento no programa.

Posteriormente é apresentado um exemplo no qual os melhoramentos sugeridos são de grande valor.

No capítulo 4 é apresentado um método para se mensurar a influência dos esforços mecânicos na

propagação da onda eletromagnética nas FOMs. Após, é apresentado um exemplo no qual envolve

todos os capítulos dessa dissertação.

E finalmente no capítulo 5 é realizada a conclusão sobre todo o trabalho além da apresentação de

sugestões de trabalhos futuros.



Capítulo 2

Cálculo analítico dos Esforços Residuais em

Fibras Ópticas Microestruturadas

Nesse capítulo é apresentado um método de calculo analítico das tensões causadas por dilatação

térmica em fibras ópticas microestruturadas. Tal dilatação ocorre durante o resfriamento das fibras

ópticas quando estas estão sendo fabricadas.

2.1 Cálculo da Tensão Residual

2.1.1 O Método

Por concepção, as fibras ópticas possuem seu eixo principal muito mais longo que as dimensões

de sua seção, permitindo-nos imaginar como se fosse infinita quando estivermos analisando apenas

uma seção ao longo de todo seu comprimento. Dessa forma, a estrutura aqui estudada é considerada

um cilindro infinito, que na mecânica é tratado como um problema de deformação plana em duas

dimensões. Por consequência, a deformação ao longo do eixo da fibra óptica é considerado zero.

Dessa forma, a deformação total no cilindro é dado pela equação (2.1) [7].

e = ǫx + ǫy (2.1)

onde ǫx e ǫy são as componente x e y da deformação, relacionadas com os deslocamentos u e v, nas

direções x e y respectivamente, de acordo com as equações abaixo [8].

ǫx =
∂u

∂x
(2.2a)

3



2.1 Cálculo da Tensão Residual 4

ǫy =
∂v

∂y
(2.2b)

A deformação angular é dada por

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(2.3)

As equações em (2.4) descrevem a relação da deformação total e e os deslocamentos u e v com a

deformação sofrida por um corpo quando submetido a mudança de temperatura de acordo com [8].

∂e

∂x
+ (1− 2ν)∇2u = 2(1 + ν)

∂αT

∂x
(2.4a)

∂e

∂y
+ (1− 2ν)∇2v = 2(1 + ν)

∂αT

∂y
(2.4b)

onde α é o coeficiente de expansão térmica dos materiais e T , no caso tratado, é diferença de temper-

atura ambiente (ou final) e a temperatura de amolecimento dos materiais que constituem a fibra [9].

Uma maneira de se obter soluções para as equações em (2.4) consiste em definir uma função

auxiliar como se segue

u =
∂ψ

∂x
e v =

∂ψ

∂y
(2.5)

sendo ψ uma função denominada potencial termoelástico de deslocamento [8], relacionada com as

variáveis espaciais x e y e com o tempo se a temperatura variar temporalmente. Aplicando a definição

da equação (2.5) na equação (2.1) encontra-se a relação de e com ψ, como

e = ∇2ψ =
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
(2.6)

Combinando a equação (2.6) com a definição (2.5), e com umas das equações em (2.4), chega-se

a

∇2ψ =
1 + ν

1− ν
αT (2.7)

A solução da equação (2.7) é uma solução particular das equações em (2.4), assim para encontrar

a solução complementar, faça-se a equação homogênea das equações em (2.4).

∂e

∂x
+ (1− 2ν)∇2u = 0 (2.8a)

∂e

∂y
+ (1− 2ν)∇2v = 0 (2.8b)

Derivando a equação (2.8a) com relação a x e derivando (2.8b) com relação a y, somando-as em

seguida, obtém-se

∇2e+ (1− 2ν)∇2e = 0 ⇒ ∇2e = 0 (2.9)
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Para a resolução da equação (2.9) é introduzido uma nova função, denominada função de tensão

ou função de tensão de Airy [7, 8].

σx =
∂2φ

∂y2
e σy =

∂2φ

∂x2
(2.10)

onde σx e σy são, respectivamente, as componentes x e y da distribuição de tensão numa fibra ho-

mogênea. Através de [8], sabe-se que

σx =
νEe

(1 + ν)(1− 2ν)
+

Eǫx
1 + ν

(2.11a)

σy =
νEe

(1 + ν)(1− 2ν)
+

Eǫy
1 + ν

(2.11b)

Usando as equações (2.9), (2.10) e (2.11) chega-se a

∇4φ = 0 (2.12)

O problema de achar a distribuição de tensão no interior da fibra óptica fica reduzido em achar a

solução da equação de Poisson (2.7) para a solução particular e a equação biharmônica (2.12) para a

solução homogênea, as quais devem satisfazer as condições de contorno que em coordenadas polares

estão descritas nas equações abaixo [7].

σr(r = b, θ) = 0 (2.13a)

σrθ(r = b, θ) = 0 (2.13b)

onde σr é a componente normal da tensão na direção radial, σrθ é a componente cisalhante da tensão

e b é o raio externo da fibra.

De acordo com [7], a solução de (2.12) em coordenadas polares pode ser descrita como

φ(r, θ) = b0r
2 + a0 +

∞
∑

n=1

(anr
n + bnr

n+2)cosnθ (2.14)

onde os coeficientes an e bn são determinados através das condições de contorno descritas nas equações (2.13),

sendo as componentes da tensão em coordenadas polares dadas pelas equações (2.15) [7].

σr =
−E

1 + ν

1

r

(

∂χ

∂r
+

1

r

∂2χ

∂θ2

)

(2.15a)
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σθ =
−E

1 + ν

∂2χ

∂r2
(2.15b)

σrθ =
E

1 + ν

∂

∂r

(

1

r

∂χ

∂θ

)

(2.15c)

onde E e ν são o módulo de Young e o coeficiente de Poisson do material da região analisada na fibra

e χ é a soma da solução particular de ψ com a solução homogênea de φ como na equação (2.16).

χ = ψ + φ (2.16)

2.1.2 Cálculo Generalizado para Fibras Ópticas Microestruturadas

Para o cálculo alcançar um conjunto grande de configurações das FOMs foi feito um cálculo

para a distribuição das tensões residuais numa geometria generalizada. É importante salientar que o

problema da determinação da distribuição da tensão residual resume-se na determinação da função

de tensão de Airy (φ) e da função potencial termoelástico de deslocamento (ψ). A maneira que foram

definidas, essas funções são escalares e lineares, sendo assim, o princípio da superposição pode ser

usado. Por consequência a distribuição da tensão residual total nas fibras ópticas é obtido através

da soma da contribuição individual de cada região geradora de tensão [7]. Dessa forma a geometria

utilizada para cálculo genérico é a apresentado na figura 2.1.

ρ
dl

rc

rl

αc

αl

αs

Fig. 2.1: Geometria genérica.

Para a geometria da figura 2.1 o cálculo foi divido em três etapas em ordem: contribuição da região

circular central, contribuição das regiões circulares descentralizadas e determinação dos coeficientes
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da função de tensão de Airy. As duas primeiras etapas são a solução particular do problema em

cada região individualmente (equação (2.7)) e a terceira etapa parte da solução do problema para um

cilindro infinito homogêneo, ou seja, a solução da equação homogênea (2.12).

Contribuição da região circular central no cálculo das tensões residuais

Para encontrar a contribuição da região ciruclar central à distribuição de tensão residual deve-se

encontrar a solução da equação (2.7), considerando ainda a expansão relativa entre o material da

região central e o material que a envolve.

∇2ψ =
1 + ν

1− ν
(αc − αg)T = βcT (2.17)

onde αc e αg são, respectivamente, o coeficiente de expansão térmica do material da região central e

o do material que envolve essa região.

Como afirmado em [7], a solução da equação de Poisson que é circularmente simétrica e tem valor

finito na origem é

ψc(r) =
βcT

4
r2 +K1, r ≤ rc (2.18)

e a solução da equação de Laplace é

ψc(r) =
r2cβcT

2
ln r +K2, r ≥ rc (2.19)

onde K1 e K2 são constantes sem importância para o cálculo das tensões, e a constante multiplicando

ln r é determinada através do fato da derivada do potencial de deslocamento (ψ) ser contínuo na

mudança de meio (r = rc).

Contribuição das regiões circulares descentralizadas no cálculo das tensões residuais

Novamente seguindo o procedimento em [7], para o cálculo das contribuições das regiões não

centralizadas usa-se de uma translação no sistema de coordenadas para aproveitar o resultado já en-

contrado em (2.18) e em (2.19). Tal translação é indicada na figura 2.2.

Assim equação da contribuição da região circular no primeiro quadrante da figura 2.2 é dada por

ψl1 =
βlT

4
R2 +K‘1, R ≤ rl (2.20)

e

ψl1 =
βlr

2
l T

2
lnR +K‘2, R ≥ rl (2.21)
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θ
dl

rl

αl

αs

r

R

ρ
ρ+180°{

P

Fig. 2.2: Translação no sistema de coordenadas.

onde pela translação indicada na figura R é dado por

R2 = r2 − 2rdlcos(θ − ρ) + d2l (2.22)

Dessa forma o potencial de deslocamento devido a essa região será

ψl1 =
βlT

4
[r2 − 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘1 (2.23)

na parte interna dessa região. E

ψl1 =
βlrlT

4
ln[r2 − 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘2 (2.24)

na parte externo dessa região.

Para a região circular no terceiro quadrante, a contribuição é dada por

ψl3 =
βlT

4
[r2 − 2rdlcos(ρ+ 180◦ − θ) + d2l ] +K‘3 (2.25)

para a parte interna a essa região, e

ψl3 =
βlrlT

4
ln[r2 − 2rdlcos(ρ+ 180◦ − θ) + d2l ] +K‘4 (2.26)

para a parte externa a essa região. Simplificando as equações (2.25) e (2.26)
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ψl3 =
βlT

4
[r2 + 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘3 (2.27)

para a parte interna a essa região, e

ψl3 =
βlrlT

4
ln[r2 + 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘4 (2.28)

para a parte externa a essa região. Nas equações acima as contantes K‘1, K‘2, K‘3 e K‘4 não são

importantes para o cálculo das tensões.

Determinação dos coeficientes da função de tensão de Airy

Para se determinar os coeficientes da função de tensão de Airy dada pela equação (2.14), considera-

se primeiramente apenas a existência da região circular central e posteriormente apenas as existência

das duas regiões descentralizadas, depois aplica-se o teorema da superposição.

Começando pela região central e usando as condições de contorno dadas pela equação (2.13), a

solução geral para a parte preenchida da figura 2.3 é dada pela soma da equação (2.14) com (2.19)

χ = b0r
2 + a0 +

∞
∑

n=1

(anr
n + bnr

n+2)cos(nθ) +
r2cβcT

2
lnr +K2, r ≥ rc (2.29)

Fig. 2.3: Região externa à região circular central.

Agora substituindo a equação (2.29) na equação (2.15a) e usando a condição de contorno dada

pela equação (2.13a) tem-se
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σr(b, θ) =
−E

1 + ν

1

r

{

2b0r +
∞
∑

n=1

[(−n2 + n)anr
n−1 + (−n2 + n+ 2)bnr

n+1)]cos(nθ) +
r2cβcT

2r

}

|r=b

= 0 (2.30)

Rearranjando a equação (2.30) tem-se

2b0b+
∞
∑

n=1

[(−n2 + n)anb
n−1 + (−n2 + n+ 2)bnb

n+1)]cos(nθ) +
r2cβcT

2b
= 0 (2.31)

Baseando-se na semelhança com uma série de Fourier, os coeficientes da função de tensão de

Airy serão obtidos de forma similar aos coeficientes de uma série de Fourier. Assim primeiramente

integrando-se a equação (2.31) de −π a +π

+π
∫

−π

{

2b0b+
∞
∑

n=1

[(−n2 + n)anb
n−1 + (−n2 + n+ 2)bnb

n+1)]cos(nθ) +
r2cβcT

2b

}

dθ = 0 (2.32)

Assim, como

+π
∫

−π

Kcos(nθ) dθ = 0, ∀ n ∈ Z (2.33)

onde K é uma constante real. Então,

+π
∫

−π

2b0b dθ = −

+π
∫

−π

r2cβcT

2b
dθ (2.34)

Logo,

b0 = −
r2cβcT

4b2
(2.35)

é a contribuição da região circular central à b0.

Agora, multiplicando-se a equação (2.31) por cos(mθ) e integrando-se de −π a +π

+π
∫

−π

{

2b0b+
∞
∑

n=1

[(−n2 + n)anb
n−1 + (−n2 + n+ 2)bnb

n+1)]cos(nθ) +
r2cβcT

2b

}

cos(mθ) dθ = 0

(2.36)
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onde m pertence ao conjunto dos números inteiros.

Então devido ao fato de

+π
∫

−π

Kcos(nθ)cos(mθ) dθ = 0, ∀ n 6= m (2.37)

e da equação (2.33), tem-se

+π
∫

−π

{

[(−m2 +m)amb
m−1 + (−m2 +m+ 2)bmb

m+1]cos(mθ)
}

cos(mθ) dθ = 0 (2.38)

Assim, pode-se afirmar que

(−m2 +m)amb
m−1 + (−m2 +m+ 2)bmb

m+1) = 0 (2.39)

Agora, substituindo a equação (2.29) na equação (2.15c) e usar a condição de contorno dada pela

equação (2.13b), tem-se

σrθ(b, θ) =
E

1 + ν

{

−
∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anr
n−2 + (n2 + 1)bnr

n]sen(nθ)

}
∣

∣

∣

∣

∣

r=b

= 0 (2.40)

Rearranjando a equação (2.40) tem-se

∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anb
n−2 + (n2 + 1)bnb

n]sen(nθ) = 0 (2.41)

Novamente usando uma multiplicação na equação (2.40) por sen(mθ) e a integrando de −π a +π

+π
∫

−π

{

∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anb
n−2 + (n2 + 1)bnb

n]sen(nθ)

}

sen(mθ) dθ = 0 (2.42)

Semelhantemente, devido ao fato de

+π
∫

−π

Ksen(nθ)sen(mθ) dθ = 0, ∀ n 6= m (2.43)

Tem-se que
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+π
∫

−π

[(m2 − 1)amb
m−2 + (m2 + 1)bmb

m]sen(mθ)sen(mθ) dθ = 0 (2.44)

Logo,

(m2 − 1)amb
m−2 + (m2 + 1)bmb

m = 0 (2.45)

Através do sistema de equações dado pelas equações (2.39) e (2.45) tem-se

an = 0 e bn = 0 (2.46)

Agora faz-se o cálculo da contribuição das regiões descentralizadas aos coeficientes da função

de tensão de Airy. Novamente, como as condições de contorno são para r = b, substitui-se a

equação (2.24) somado à equação (2.26), assim como novamente a equação (2.14) na equação em

χ.

χ = b0r
2 + a0 +

∞
∑

n=1

(anr
n + bnr

n+2)cos(nθ) +
βlr

2
l T

4
ln[r2 − 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘2

+
βlrlT

4
ln[r2 + 2rdlcos(θ − ρ) + d2l ] +K‘4 (2.47)

Fig. 2.4: Região externa às regiões circulares descentralizadas.
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A parte preenchida da figura 2.4 mostra a região para a qual a equação (2.47) é válida. Como feito

para a região central, substitui-se a equação (2.47) na equação (2.15a) e aplicando-se a condição de

contorno dada pela equação (2.13a) tem-se

σr(b, θ) =
−E

1 + ν

1

r

{

2b0r −
∞
∑

n=1

[(n2 − n)anr
n−1 + (n2 − n− 2)bnr

n+1)]cos(nθ)

+βlr
2
l T

−2d4l r
3 + r7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l rcos[2(θ − ρ)]− d2l r

5cos[2(θ)]

{d4l + r4 − 2d2l r
2cos[2(θ − ρ)]}

}
∣

∣

∣

∣

∣

r=b

= 0 (2.48)

Rearranjando a equação (2.48) tem-se

2b0b−
∞
∑

n=1

[(n2 − n)anb
n−1 + (n2 − n− 2)bnb

n+1)]cos(nθ)

+βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

= 0 (2.49)

Seguindo mesmo procedimento feito para o cálculo da contribuição da região circular centra ao

coeficiente b0, integra-se a equação (2.49) de −π a π.

+π
∫

−π

{

2b0b−
∞
∑

n=1

[(n2 − n)anb
n−1 + (n2 − n− 2)bnb

n+1)]cos(nθ)

+βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

}

dθ = 0 (2.50)

Assim, usando (2.33) tem-se

−

+π
∫

−π

βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

dθ

=

+π
∫

−π

2b0b dθ (2.51)

Logo, a contribuição da região circular descentralizada à constante b0 é
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b0 = −
βlr

2
l T

2b2
(2.52)

Agora, multiplicando-se a equação (2.49) por cos[m(θ − ρ)] e integrando-se de de −π a π

+π
∫

−π

{

2b0b−
∞
∑

n=1

[(n2 − n)anb
n−1 + (n2 − n− 2)bnb

n+1)]cos(nθ)

+βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

}

cos[m(θ − ρ)] dθ

= 0

(2.53)

Sabendo-se que

+π
∫

−π

Kcos(nθ)cos[m(θ − ρ)] dθ = 0, ∀ n 6= m (2.54a)

+π
∫

−π

Kcos(nθ)cos[m(θ − ρ)] dθ = πcos(mρ), ∀ n = m (2.54b)

onde K e ρ são constantes reais e m é um número inteiro.

Assim, usando (2.33) e (2.61) tem-se

+π
∫

−π

βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

cos[m(θ − ρ)] dθ

=

+π
∫

−π

[(m2 −m)amb
m−1 + (m2 −m− 2)bmb

m+1]cos(mθ)cos[m(θ − ρ)] dθ

(2.55)

Definindo uma função auxiliar f como

+π
∫

−π

βlr
2
l T

−2d4l b
3 + b7d4l cos[4(θ − ρ) + d6l bcos[2(θ − ρ)]− d2l b

5cos[2(θ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

cos[m(θ − ρ)] dθ

= f(m)

(2.56)
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Tem-se

(m2 −m)amb
m−1 + (m2 −m− 2)bmb

m+1 =
f(m)

πcos(mρ)
(2.57)

Agora, usando-se a condição de contorno (2.13b) com χ dado pela equação (2.47) tem-se

σrθ(b, θ) =
E

1 + ν

{

−
∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anr
n−2 + (n2 + 1)bnr

n]sen(nθ)

+βld
2
l r

2
l T

d4l − 3r4 + 2d2l r
2cos[2(θ − ρ)]

{d4l + r4 − 2d2l r
2cos[2(θ − ρ)]}

sen[2(θ − ρ)]

}
∣

∣

∣

∣

∣

r=b

= 0 (2.58)

Rearranjando a equação acima,

−
∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anb
n−2 + (n2 + 1)bnb

n]sen(nθ)

+βld
2
l r

2
l T

d4l − 3b4 + 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

sen[2(θ − ρ)] = 0 (2.59)

Por conseguinte, multiplica-se a equação (2.58) por sen[m(θ − ρ)] e integra-se de −π a π

+π
∫

−π

{

−
∞
∑

n=1

[(n2 − 1)anb
n−2 + (n2 + 1)bnb

n]sen(nθ)

+βld
2
l r

2
l T

d4l − 3b4 + 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

sen[2(θ − ρ)]}sen[m(θ − ρ)] dθ

= 0 (2.60)

Sabendo-se que

+π
∫

−π

Ksen(nθ)sen[m(θ − ρ)] dθ = 0, ∀ n 6= m (2.61a)

+π
∫

−π

Ksen(nθ)sen[m(θ − ρ)] dθ = πcos(mρ), ∀ n = m (2.61b)

e da equação (2.43), tem-se
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−

+π
∫

−π

[(m2 − 1)amb
m−2 + (m2 + 1)bmb

m]sen(mθ)sen[m(θ − ρ)] dθ

+

+π
∫

−π

βld
2
l r

2
l T

d4l − 3b4 + 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

sen[2(θ − ρ)]sen[m(θ − ρ)] dθ

= 0 (2.62)

Definindo então a função auxiliar g como

g(m) =

+π
∫

−π

{

βld
2
l r

2
l T

d4l − 3b4 + 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]

{d4l + b4 − 2d2l b
2cos[2(θ − ρ)]}

sen[2(θ − ρ)]

}

sen[m(θ − ρ)] dθ (2.63)

Tem-se

(m2 − 1)amb
m−2 + (m2 + 1)bmb

m =
g(m)

πcos(mρ)
(2.64)

Resolvendo o sistema dado pelas equações (2.57) e (2.64), encontra-se os coeficientes da função

tensão de Airy como

an = −
b1−n[−nf(n) + (nb− b)g(n)]

2nπ(n− 1)cos(nρ)
(2.65a)

bn =
b−n−1[−f(n) + bg(n)]

2π(n+ 1)cos(nρ)
(2.65b)

onde f(n) e g(n) são dados respectivamente pelas equações (2.56) e (2.63). Fazendo então as devidas

integrações dadas por essas equações, encontra-se

f(n) =







πβlr
2
l T (n+ 1)

dn
l

bn+1 , se n = 2, 4, 6, ...

0, se n = 1, 3, 5, ...
(2.66)

e

g(n) =







−πβlr
2
l T (n+ 1)

dn
l

bn+2 , se n = 2, 4, 6, ...

0, se n = 1, 3, 5, ...
(2.67)

Reescrevendo as equações acima substituindo n por 2n,

f(2n) = πβlr
2
l T (2n+ 1)

d2nl
b2n+1

, para n = 1, 2, 3, ... (2.68)
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e

g(2n) = −πβlr
2
l T (2n+ 1)

d2nl
b2n+2

, para n = 1, 2, 3, ... (2.69)

Fazendo a mesma substituição na equação (2.65),

a2n = −
b1−2n[−nf(2n) + (n− 1)bg(2n)]

2nπ(2n− 1)cos(2nρ)
(2.70a)

b2n =
b−2n−1[−f(2n) + bg(2n)]

2π(2n+ 1)cos(2nρ)
(2.70b)

Substituindo as equações (2.68) e (2.69) em (2.70),

a2n =
2n+ 1

2n
βlr

2
l T

(

dl
b2

)2n

sec(2nρ) (2.71a)

b2n = −βlT
(

rl
b

)2
(

dl
b2

)2n

sec(2nρ) (2.71b)

Sendo essa equação juntamente com a equação (2.52) a contribuição das regiões ciruculares não

centralizadas aos coeficientes da função tensão de Airy.

Finalizando o Cálculo

Já conhecidos as contribuições dos coeficientes da função de tensão de Airy, assim como, as

funções de potencial de deslocamento de cada região estudada, a determinação das tensões residu-

ais é feita para cada região da seção da FOM. Primeiramente através das equações (2.35), (2.46),

(2.14), (2.16) e das equações (2.15), determina-se a contribuição da região central às tensões residu-

ais levando em conta apenas a função de tensão de Airy.

σA
rc =

βcEr
2
cT

2b2(1 + ν)
(2.72a)

σA
θc =

βcEr
2
cT

2b2(1 + ν)
(2.72b)

σA
rθc = 0 (2.72c)

Através das equações (2.52), (2.71), (2.14), (2.16) e das equações (2.15), determina-se a con-

tribuição das regiões descentralizadas às tensões residuais levando em conta apenas a função de Airy.
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σA
rd =

ET

1 + ν







βlr
2
l

b2
+
βlr

2
l

b2

∞
∑

n=1



(4n2 − 1)

(

dl
b

)2 (
rdl
b2

)2n−2

−2(n− 1)(2n+ 1)

(

rdl
b2

)2n


 cos(2nθ)cos(2nρ)







(2.73a)

σA
θd =

ET

1 + ν







βlr
2
l

b2
−
βlr

2
l

b2

∞
∑

n=1



(4n2 − 1)

(

dl
b

)2 (
rdl
b2

)2n−2

−2(n− 1)(2n+ 1)

(

rdl
b2

)2n


 cos(2nθ)cos(2nρ)







(2.73b)

σA
rθd = −

ET

1 + ν

βlr
2
l

b2

∞
∑

n=1



(4n2 − 1)

(

dl
b

)2 (
rdl
b2

)2n−2

= −2n(2n+ 1)

(

rdl
b2

)2n


 cos(2nθ)cos(2nρ) (2.73c)

Agora, usando as equações (2.18), (2.19), (2.16) e as equações (2.15), determina-se a contribuição

da região central às tensões residuais levando em conta apenas o potencial de deslocamento.

σD
rc =







− ETβc

2(1+ν)
, se r ≤ rc

− ETβcr
2
c

2(1+ν)r2
, se r ≥ rc

(2.74a)

σD
θc =







− ETβc

2(1+ν)
, se r ≤ rc

ETβcr
2
c

2(1+ν)r2
, se r ≥ rc

(2.74b)

σD
rθc = 0 (2.74c)

Usando as equações (2.23), (2.24), (2.27), (2.28), (2.16) e as equações (2.15), determina-se a

contribuição das regiões descentralizadas às tensões residuais levando em conta apenas o potencial

de deslocamento.
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σD
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
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


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


















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− ETβl
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1 + r2l
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l
cos[2(θ−ρ)]

(r2±2rdlcos(θ−ρ)+d2
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, dentro das regiões descentralizadas

−
ETβlr

2
l

2(1+ν)

{

r2+d2
l
cos[2(θ−ρ)]−2rdlcos(θ−ρ)

(r2+d2
l
−2rdlcos(θ−ρ))

2
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r2+d2

l
cos[2(θ−ρ)]+2rdlcos(θ−ρ)

(r2+d2
l
+2rdlcos(θ−ρ))

2

}

, fora das duas regiões descentralizadas

(2.75a)

σD
θd =










































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2

}
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ETβlr
2
l

2(1+ν)

{

r2+d2
l
cos[2(θ−ρ)]−2rdlcos(θ−ρ)

(r2+d2
l
−2rdlcos(θ−ρ))
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+
r2+d2
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cos[2(θ−ρ)]+2rdlcos(θ−ρ)

(r2+d2
l
+2rdlcos(θ−ρ))

2

}

, fora das duas regiões descentralizadas

(2.75b)

σD
rθd =







































ET
1+ν

βlr
2
l dlsen(θ − ρ) r±dlcos(θ−ρ)

(r2±2rdlcos(θ−ρ)+d2
l )

2 , dentro das regiões descentralizadas

− ET
2(1+ν)

βlr
2
l dlsen(θ − ρ)

{

r−dlcos(θ−ρ)

(r2−2rdlcos(θ−ρ)+d2
l )

2

− r+dlcos(θ−ρ)

(r2+2rdlcos(θ−ρ)+d2
l )

2

}

, fora das duas regiões descentralizadas

(2.75c)

As equações acima que apresentam o artificio matemático “±” possuem a operação de adição

quando a região analisada for a região original e será subtração quando a região analisada for a região

oposta, com coordenada angular ρ+ 180◦.
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2.2 Exemplos de Cálculos dos Esforços Residuais

2.2.1 Exemplo 1

Nesse primeiro exemplo é calculada a distribuição das tensões residuais na seção de uma fibra

óptica convencional, cuja geometria é apresentada na figura 2.5, e as propriedades de interesse para o

cálculo são

E = 7830kg/mm2

ν = 0.186

αc = 2.125× 10−6 ◦C−1

αs = 5.4× 10−7 ◦C−1

T = −850◦C

rc = 5µm

b = 60µm

rc

αc

αs

b

Fig. 2.5: Seção da fibra óptica do exemplo 1.

A figura 2.6 mostra os gráficos da tensão radial e da tensão angular ao longo do eixo radial em

coordenadas polares, do centro da fibra óptica até sua borda externa.

A região central não contribui para a tensão cisalhante de acordo com equação (2.72c) e com a
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Fig. 2.6: Tensão radial e angular para o exemplo 1.

equação (2.74c).

2.2.2 Exemplo 2

Nesse exemplo o cálculo é feito para a geometria da figura 2.7. Os parâmetros para o cálculo

continuam os mesmo do exemplo anterior.

E = 7830kg/mm2

ν = 0.186

αl = 1.45× 10−6 ◦C−1

αs = 5.4× 10−7 ◦C−1

T = −850◦C

rl = 18, 5µm

dl = 26, 5µm

b = 60µm

A figura 2.8 mostra os gráficos da tensão radial e da tensão angular ao longo do eixo radial num
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rl
αl

αs

dl

αl

b

Fig. 2.7: Seção da fibra óptica do exemplo 2.

ângulo de zero graus, do centro da fibra até a sua borda externa.

Fig. 2.8: Tensão radial e angular para o exemplo 2.

A tensão cisalhante não está presente no gráfico da figura 2.8 pois esta é zero quando θ = 0 nas

equações (2.73c) e (2.75c).
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2.2.3 Exemplo 3

Nesse exemplo a fibra óptica analisada é composta pela combinação geométrica das duas fibras

ópticas dos exemplos anteriores. A figura 2.9 mostra a geometria da seção da fibra óptica desse

exemplo.

rl
αl

αs

dl

αl

b

rc

αc

Fig. 2.9: Seção da fibra óptica do exemplo 3.

Os parâmetros para cálculo das tensões nessa fibra óptica são os seguintes:
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E = 7830kg/mm2

ν = 0.186

αc = 2.125× 10−6 ◦C−1

αl = 1.45× 10−6 ◦C−1

αs = 5.4× 10−7 ◦C−1

T = −850◦C

rc = 5µm

rl = 18, 5µm

dl = 26, 5µm

b = 60µm

A figura 2.10 mostra os gráficos da tensão radial e da tensão angular ao longo do eixo radial em

um ângulo de zero graus, do centro da fibra até a sua borda externa.

Fig. 2.10: Tensão radial e angular para o exemplo 3.
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2.3 Conclusão

Nesse capítulo foi apresentado um método que serve de base para o cálculo dos esforços residuais

em FOMs compostas por bastões circulares de materiais sólidos. Também é considerado que os

materiais presentes na FOM possuem mesmos coeficiente de Poisson e módulo de Young. O problema

resolvido trata basicamente do efeito dos diferentes coeficientes de expansão térmica dos materiais

presentes na FOM nos esforços mecânicos que surgem quando a FOM é resfriada no processo de

fabricação. O método aqui descrito tem como base a aplicação do princípio da superposição, o que

permite tratar cada região da seção da FOM como um problema separado e posteriormente as soluções

serem somadas chegando ao resultado final.



Capítulo 3

Análise Modal

Nesse capítulo é apresentado o programa simulador para análise modal disponível no grupo de

pesquisa do Prof. Dr. Hugo Enrique Hernández Figueroa, apresentado em [10, 11], feito totalmente

em FORTRAN. A esse programa foram adicionadas sub-rotinas que facilitam a busca pelos modos

de propagação, as quais também serão descritas. Após é feita a análise modal em determinadas faixas

de frequências para algumas FOMs como exemplo de uso do programa simulador.

3.1 Programa de Análise Modal

O programa de análise modal usado nesse trabalho tem seu algoritmo baseado no Método dos

Elementos Finitos e foi fundamentado no artigo [12] o qual descreve o uso de elementos triangulares

curvilíneos híbridos aresta/nodal em análise modal de guias de onda, não só para elementos de 1a

ordem, mas de ordem superiores. A figura 3.1 mostra o fluxograma do programa de análise modal.

Entre os parâmetros de entrada do programa, os mais relevantes usados nesse trabalho estão rela-

cionados na tabela 3.1.

O funcionamento do analisador modal, tomando como base o fluxograma da figura 3.1, dá-se da

seguinte forma. Primeiramente, o bloco “Leitura dos parêmetros” consiste em:

• Identificação dos arquivos de dados da malha da geometria a ser simulada;

• Identificação do arquivo das propriedades elétricas dos materiais (ǫ e µ);

• Determinação da faixa discreta de comprimentos de onda a serem simulados;

• Configurar o uso do módulo de soluções de sistemas numéricos;

• Determinação dos dados a serem armazenados para pós-processamento.

26
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Fig. 3.1: Fluxograma do analisador modal.

No bloco “Leitura da malha”, faz-se a pré-armazenagem dos dados dos arquivos da malha na

memória do computador. Posteriormente é iniciada a sequência de simulação dos comprimentos de

onda discretos.

No bloco “Montagem do sistema”, faz-se a montagem do sistema dado pela equação (3.1), onde

suas matrizes [K] e [M ] e o vetor {φ} são definidos em [10, 12].

[K] {φ} − β2 [M ] {φ} = 0 (3.1)
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Parâmetro Descrição

Malha Localização dos arquivos com dados da malha gerados pelo GiD

Materiais
Localização do arquivo com as propriedades elétricas (ǫ e µ)

dos materiais, sendo que esses podem ser anisotrópicos
λi Comprimento de onda inicial da faixa de frequências a ser simulada
λf Comprimento de onda final da faixa de frequências a ser simulada

Nλ
Número de comprimentos de onda a serem

simuladas dentro da faixa especificada
Kick Valor semente para o módulo de soluções
Ordem Ordem dos elementos da malha

τ
Número de autovalores e autovetores a serem buscados pela

sub-rotina de resolução de sistemas lineares

Tab. 3.1: Parâmetros de entrada relevantes do analisador modal.

onde β é a constante de propagação no guia de onda a ser simulado e, β2 e {φ} são, respectivamente,

o autovalor e o autovetor do sistema.

No bloco “Resolução do sistema”, o sistema dado pela equação (3.1) é resolvido de modo itera-

tivo, o que justifica o uso do parâmetro de entrada Kick.

No bloclo “Verificação e organização das soluções”, os autovetores encontrados são comparados

com os mesmo encontrados para o comprimento de onda anteriormente simulado. Essa comparação

permite também a identificação e organização entre as soluções. Esse bloco será descrito com mais

detalhes na seção 3.2. Caso os autovetores encontrados não sejam compatíveis com os anteriores, a

simulação é finalizada com a armazenagem dos dados usados para pós-processamento no bloco “Ar-

mazenamento de dados para o Matlab”. Caso os autovetores sejam compatíveis, tanto os autovetores

quanto os autovalores são armazenados, e um novo autovalor é estimado para a solução do sistema

no próximo comprimento de onda a ser simulado.

3.1.1 Simples Exemplo

Nesse exemplo é calculado a distribuição do campo eletromagnético para uma fibra óptica padrão

de índice degrau para apenas um comprimento de onda. Segue os parâmetros da simulação:
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rn = 8 µm

nn = 1, 45

nc = 1, 44

λ0 = 1500 nm

A figura 3.2 mostra a geometria da seção da fibra óptica desse exemplo.

rn

nn

nc
b

Fig. 3.2: Geometria da seção da fibra óptica do exemplo 1.

A distribuição normalizada de potência para o modo fundamental da fibra óptica desse exemplo é

apresentada na figura 3.3.

3.2 Aperfeiçoamento do Simulador

Originalmente, o programa usado em [10, 11] possui sub-rotinas de Algoritmos Genéticos para

otimização de parâmetros de dispersão de alta ordem. Tais sub-rotinas e suas consequentes passagens

para implementação no código foram suprimidas, uma vez que no trabalho aqui apresentado não foi

necessário. Ao código foram adicionadas duas novas subrotinas que objetivam facilitar a busca pelos

modos de propagação e pela identificação destes.
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Fig. 3.3: Distribuição normalizada de potência do modo fundamental.

As novas subrotinas atuam nos blocos Verificação e organização das soluções e Estimação do

próximo autovalor solução, referentes ao fluxograma apresentado na figura 3.1.

3.2.1 Aperfeiçoamento do Bloco Verificação e Organização das Soluções

O aperfeiçoamento do bloco “Verificação e Organização das Soluções"que era baseado origi-

nalemnte no produto interno definido na equação (3.2), foi motivado principalmente pelo alto tempo

de execução além do alto consumo de memória.

Ici(k) =
{φn}i

√

{φn}i · ([Xn] · {φ∗
n}i)

·
[Xn] ·

{

φ∗

n−1

}

k
√

{φn−1}k ·
(

[Xn] · {φ∗
n−1}k

)

(3.2)

onde Ici(k) é definido como índice de compatibilidade do autovetor i da solução n com o autovetor

k da solução n − 1, e [Xn] é a matriz peso, podendo essa ser tanto [K] como [M ], já definidos na

equação (3.1). Então, para cada autovetor da solução n eram calculados τ valores de Ic, ou seja, um

valor de Ic para cada autovetor da solução n−1. A figura 3.4 mostra a associação entre os autovetores

da solução n com a solução n− 1 no calculo dos Ic’s.

Então para organizar os autovetores das soluções n de acordo com a soluções da intereção anterior

(n − 1), procurava-se a posição de maior valor no vetor Ici, caso fosse a posição km, este iésimo

autovetor seria o correspondente ao késimo
m autovetor da solução anterior.

Com esse procedimento era possível fazer a organização dos autovetores e seus repectivos auto-
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1
2
3

τ

1
2
3

τ

1
2
3

τ

1
2
3

τ

1
2
3

τ

1
2
3

τ

Soluções

      n

Soluções

     n-1

Fig. 3.4: Associação entra a solução n e a n− 1.

valores, porém os operandos da equação (3.2) ocupam muita memória, principalmente o [Xn] que é

uma matriz. Sendo assim, foi proposto o seguinte produto interno:

Ici(k) =
{

φ̂n

}

i
·
{

φ̂∗

n−1

}

k
(3.3)

onde
{

φ̂
}

é definido por
{

φ̂
}

=
{φ}

√

{φ} · {φ∗}
(3.4)

Dessa forma, como o novo produto interno não possui operando matricial e contém menos opera-
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ções, o tempo de processamento e o uso da memória foram reduzidos.

Com o novo produto interno dado pela equação (3.3) e (3.4) os valores achados para Ic ficam com-

preendidos entre 0 e 1, sendo que quanto mais próximo de 0, menor a semelhança ou compatibilidade

entre os vetores, enquanto que quanto mais próximo de 1, maior a compatibilidade entre os vetores.

Com isso, considera-se que quando tem-se um Ic próximo de 1, tem-se autovetores pertencentes ao

mesmo modo de propagação.

3.2.2 Aperfeiçoamento do Bloco Estimativa do Próximo Autovalor Solução

Como já descrito, o programa calcula τ autovalores e seus repectivos autovetores em cada passo

de comprimento de onda, porém como o sistema númerico que deve ser resolvido para o cálculo

desses valores são grandes, necessita-se então de métodos iterativos para sua resolução e métodos

iterativos precisam de valor semente para encontrar a solução. Contanto ainda, é necessário que o

programa estime um valor semente para o cálculo de cada autovalor em cada passo de comprimento de

onda fazendo com que o programe faça o calculo por muitos comprimentos de onda sem intervenção

humana.

O método orginal usava simplemente o primeiro autovalor das soluções do passo anterior, após

estas já estarem organizadas pelo bloco de “Verificação e Organização das Soluções". Esse método

é funcional para guias de onda que possuem poucos modos de propagação, porém quando trata-se

de guias com muitos modos esse métoda mostra-se pouco eficaz. A figura 3.5 mostra uma curva do

índice de refração efetivo de um modo de propagação qualquer pelo comprimento de onda num guia

de onda hipotético, um exemplo em que esse método funciona.

n

λ

(λn,nn)

(λn-1,nn-1)

erro

Fig. 3.5: Desmonstração da estimativa original.

Como pode ser visto na figura 3.5, quanto menor for o passo de comprimento de onda, ou seja,

quanto maior for o número de comprimentos de onda a serem simulados (Nλ) numa mesma faixa



3.2 Aperfeiçoamento do Simulador 33

de frequências, menor será o erro entre o valor semente e o valor calculado na simulação. Porém

para certas fibras ópticas microestruturadas, a simulação ficaria muito custosa computacionalmente

com esse tipo de estimação, requerendo o aumento da densidade de comprimentos de onda a serem

simulados na faixa de frequências ou o aumento do número de autovalores a serem buscados (aumento

de τ ). Um exemplo onde isso ocurre é mostrado na figura 3.6, onde é apresentado duas curvas

de índice de refração efetivo de dois modos de propagação quaisquer num guia de onda também

hipotético.

n

λ

(λn,nn)

(λn-1,nn-1)

erro1 erro2

Fig. 3.6: Desmonstração de um erro da estimativa original.

No exemplo da figura 3.6, caso o número de modos a serem calculados for apenas um (τ = 1), o

simulador acharia um modo de propagação referente a curva tracejada ao invés de achar o modo de

propagação da curva contínua, e posteriormente continuaria a achar o modo da curva tracejada. Isso

corre pois o bloco “Resolução do sistema” procura por apenas um modo de propagação, e como a

curva mais próxima do valor estimado nn−1 em λn é a curva tracejada (erro2 < erro1), ou seja, a

curva que representa outro modo de propagação.

Vale lembrar que o índice de refração efetivo está relacionado com a constante de propagação de

acordo com a seguinte equação

ne =
β

κ0
(3.5)

onde κ0 é a constate de propagação de uma onda eletromagnética no espaço livre.

Assim, para melhorar a estimativa do autovalor, usa-se uma interpolação linear com dois índices

refrativos calculados para os comprimentos de onda exatamente anteriores λn−1 e λn−2, para extra-

polar um autovalor em λn. Logo, o índice efetivo estipulado em λn é dado por

nn = nn−1 + (nn−1 − nn−2)

nn = 2nn−1 − nn−2 (3.6)
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Assim, para espaçamentos pequenos em comprimento de onda, a curva de índice efetivo ver-

sus comprimento de onda é praticamente uma reta quando comparando 3 pontos consecutivos nessa

curva, o que torna esse método de estimação muito conveniente, e muito mais preciso que o método

original.

3.2.3 Exemplo de Aplicação dos Aperfeiçoamentos

O exemplo aqui apresentado está baseado na FOM proposta em [4, 13]. Tal FOM apresenta

ambos mecanismos de guiamento da onda eletromagnética, reflexão interna total, e por reflexão não

ressonante devido ao efeito das bandas de energia fotônicas. A figura 3.7 mostra a seção da fibra

óptica usada nesse exemplo [4].

Fig. 3.7: Seção da FOM do exemplo de aplicação dos aperfeiçoamentos.

A FOM mostrada na figura 3.7, foi escolhida para este exemplo pelo fato dela possuir muitos

modos de propagação, o que dificulta sua simulação. A figura 3.8 mostra varias curvas de índice

efetivo por comprimento de onda para alguns modos de propagação na fibra mostrada na figura 3.7

assim como duas curvas auxiliares para a fabricação do gráfico [4].

Através das curvas referentes aos modos híbridos 2 e 3 da figura 3.8, fica claro o esforço com-

putacional que seria necessário para o calculo dos valores dos índices efetivos para cada curva caso

estivesse sendo usado o método antigo para estimação do próximo autovalor. Na região destacada da

figura 3.8, é mostrado que caso o passo de simulação em comprimento de onda fosse de apenas 1nm,

não seria suficiente para diferenciar a curva do segundo para o terceiro modo hibrido com um valor

pequeno de τ . É importante frisar que quanto maior o valor de τ , maior a quantidade de memória

gasta para armazenar cada solução que contém todos os autovetores, aumentando o custo computa-

cional. Também deve-se salientar que a figura 3.8 não mostra todos os modos existentes em na fibra
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Fig. 3.8: Índice efetivo v. comprimento de onda para vários modos.

usada como exemplo, há muitos modos que não tiveram seus gráficos traçados por questão de tempo

de processamento.

3.3 Conclusão

Nesse capítulo foi apresendo o programa simulador de análise modal disponível no grupo de

pesquisa do Prof. Dr. Hugo Enrique Hernández Figueroa, mostrando seus principais blocos através do

fluxograma da figura 3.1, assim como seus principais parâmetros de entrada. Dois dos principais blo-

cos foram explicados detalhadamente para justificar duas propostas de melhoramento do analisador

modal, também apresentadas nesse capítulo. Ao final foi apresentado um resultado de simulações

feitas com os melhoramentos já implementados, exemplificando o uso dos melhoramentos feitos.



Capítulo 4

Relação dos Esforços Mecânicos com a

Birrefringência

Nesse capítulo é apresentado um método para se mensurar a influência dos esforços mecânicos

na propagação da onda eletromagnética dentro do guia de onda. Após a descrição do método, será

apresentado um exemplo juntamente com uma discussão sobre os resultados das simulações.

4.1 O Método

Na literatura encontra-se inúmeros trabalhos como [7, 9, 14–16], publicados entre 1981 e 1992,

que usam a seguinte a relação:

Br(x, y) = C (σx(x, y)− σy(x, y)) (4.1)

onde σx e σy são, respectivamente, a tensão residual na direção x e y. C é o coeficiente de estresse

óptico [17]. Br é a birrefringência residual, que surge devido aos esforços residuais.

Para se ter uma relação entre campo eletromagnético e tensão residual, ainda é necessário incluir

como a potência da onda eletromagnética que se propaga no guia óptico se distribui em uma seção

transversal desse. Então, numa fibra óptica onde a birrefringência induzida é desprezível 1, pode-se

tratar a distribuição das tensões residuais como uma pertubação como mostrado na equação (4.2). Ou

seja, primeiramente usa-se programa de análise modal apresentado no campítulo 3 para obtenção da

distribuição dos campos eletromagnéticos no interior da fibra óptica analisada, para posteriormente

sobrepor a equação (4.1) a esses campos eletromagnéticos [15, 18].

1Birrefringência calculada considerando apenas o problema eletromagnético (nx

e
− n

y

e
). Muito menor quando com-

parada com a birrefringência calculada pela equação (4.2)

36
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Bre = (σx − σy)e =

s
∞
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∣
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2
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∞
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∣
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∣
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2
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(4.2)

onde o subíndice e refere-se a efetivo.

A figura 4.1 mostra o fluxograma para obtenção da relação entre os esforços residuais e os campos

eletromagnéticos através dos parâmetros das birrefringências de fase e de grupo.

Fig. 4.1: Fluxograma para obtenção da birrefringência de fase e de grupo.

No bloco CG do fluxograma da figura 4.1 é feito a configuração dos parâmetros de entrada para a

análise modal e para o cáculculo das tensões residuais, assim como os ajustes necessários na geome-

tria da qual será feita a malha para o uso do programa baseado em MEF.

No bloco ELE é feita a análise modal na fibra óptica na faixa de frequência determinada, con-

siderando os índices de refração como isotrópicos. Para isso é usado o analisador modal já apresen-

tado no capítulo 3. Como resultado da simulação é armazenado a distribuição dos campos eletromag-

néticos para cada frequência requerida.

No bloco MEC é feito o cáculo das distribuições de tensão residual na fibra óptica objetivo como

apresentado no capítulo 2. A tensão residual nas direções x, y e de cisalhamento são calculadas para

cada centro geométrico de um elemento da malha gerada no bloco CG.

A partir dos resultados armazenados pelos blocos ELE e MEC, no bloco Birrefringência, é calcu-

lado a birrefringência de fase a partir da equação (4.2) para cada distribuição de campos eletromag-

néticos encontrada na faixa de frequência simulada.

Assim, finalizando o fluxograma, no bloco Birrefringência de Grupo é feito o cálculo da bir-

refringência de grupo como descrito na equação (4.3)[18–20].

Bg = B − λ
dB

dλ
(4.3)

4.2 Exemplo e Sintonização

Como exemplo de projeto de uma FOM que leva em consideração as tensões residuais advindas

do processo de fabricação da fibra, foi tomado como base a fibra óptica I estudada em [18]. Trata-
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se de uma FOM que possui ambos mecânismos de propagação, reflexão interna total e PBG. Um

esquema da seção transversal da fibra é mostrado na figura 4.2 [18].

Fig. 4.2: Esquema da FOM.

No esquema da figura 4.2 os círculos brancos representam bastões de sílica dopada com germânio,

os círculos pretos representam sílica dopada com boro, e o restante da fibra é sílica. Os índices de

refração dos materiais constituintes dessa fibra óptica estão indicados na tabela 4.1.

Material Sigla Índice de Refração

Sílica ns 1, 45
Sílica dopada com germânio nge 1, 4848∗

Sílica dopada com boro nb 1, 44942

*Máximo índice de refração usado para a sílica dopada com germânio, sendo que o perfil de
índice de refração deste foi considerado parabólico, tendo o centro do bastão o maior índice
e as bordas do bastão o menor [18].

Tab. 4.1: Índices de refração dos materiais da FOM exemplo.

Os parâmetros geométricos estão listados na tabela 4.2.

A figura 4.3 mostra o gráfico das birrefringências de fase e de grupo obtidos experimentalmente

para a FOM exemplo [18].
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Parâmetro Sigla Valor

Raio do bastão dopado com germânio rge 0, 26Λ
Raio do bastão dopado com boro rb 0, 45Λ
Periodicidade da estrutura Λ 8, 6 µm

Tab. 4.2: Parâmetros geométricos da FOM exemplo.

Fig. 4.3: Birrefringências de fase e de grupo obtidas experimentalmente.

4.2.1 Problemas

Um esforço muito grande foi empregado na simulação dessa fibra óptica, levando a 2 questões

mais relevantes: diferença entre geometria final da fibra e a preforma; valor do coeficiente de estresse

óptico.

Diferença entre a Preforma e o Estado Final da Fibra Óptica

As fibras ópticas microestruturadas que possuem guiamento por PBG (do inglês, Photonic Bandgap)

são muito sensíveis a variações da estrutura em sua simulação [21]. Em [21] é mostrado por exemplo

a variação da primeira região de confinamento por PBG com o diâmetro e a periocidade da estrutura

da fibra óptica. Em [22] é sugerido a mudança do raio dos bastões de germânio da fibra proposta

em [4] de forma a sintonizar a região de confinamento por PBG com a obtida experimentalmente.

Um exemplo de deformação da estrutura final é mostrado nas figuras 4.4, no qual a preforma

continha todos os capilares com seção geométrica circular [23]. Pela figura 4.4 é nítido que alguns

dos furos mais externos obtiveram uma deformação não uniforme após o puxamento, o que pode



4.2 Exemplo e Sintonização 40

modificar as frequências permitidas nos cristais fotônicos.

Fig. 4.4: Fotos de partes de uma fibra óptica do tipo holey.

Como as simulações feitas aqui consideram a forma final dos tubos como circulares, limitação

dada pelo método de cálculo das tensões residuais, deve-se ajustar a estrutura para que o guia-

mento por PBG aconteça na mesma faixa de frequência da obtida experimentalmente mostrada na

figura 4.5 [18].

Fig. 4.5: Transmissão e dispersão de grupo para o 3o bandgap.

Então, para se fazer a sintonização da banda proibida (do inglês, bandgap) simulada do cristal

fotônico com a do gráfico da figura 4.5 foi usado o parâmetro rge. Então a partir de simulações

de análise modal foi medido a perda por confinamento através da equação (4.4) [24] na faixa de

comprimento de onda que compreende a banda proibida da figura 4.5.

αp = 8.686 Im [β] (4.4)

onde β é a constante de propagação da onda eletromagnética no guia de onda e αp é dado em dB/m.
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Coeficiente de Estresse Óptico

Não foi encontrado na literatura algum trabalho que descreva como o coeficiente de estresse óptico

se comporta para uma fibra óptica microestruturadas. Porém, através de [6, 17], pode-se dizer que em

uma fibra baseada em sílica não há muita variação com o comprimento de onda. Mas ainda o valor

desse coeficiente não pode ser pré-determinado, então a resposta para a birrefringência será ajustada

com base num valor do coeficiente de estresse óptico.

4.2.2 Os Resultados

A partir da discussão feita em 4.2.1, foram feitas várias simulações de análise modal variando-

se o parâmetro rge. Aproveitando da simetria, foi simulado apenas um quarto da FOM, sendo que

as malhas tinham entre 270 a 300 mil nós.A figura 4.6 mostra a perda por confinamento para cada

simulação.

Fig. 4.6: Perdas por confinamento para cada valor de rge.

Assim para a banda de transmissão mostrada na figura 4.5, das curvas mostradas na figura 4.6,

a que mais se adéqua é a para rge = 0, 305Λ. Então, tomando como base o valor considerado mais

adequado de rge, a curva do índice de refração efetivo para a faixa de comprimentos de onda simulado

é mostrada na figura 4.7.

As figuras 4.8, 4.9 e 4.10 mostram a distribuição do campo elétrico para polarização no eixo lento

(eixo x) para o início da banda analisada, meio e fim, respectivamente.
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Fig. 4.7: Índice de refração efetivo.

Fig. 4.8: Campo elétrico em 910 nm polarizado no eixo lento.

A birrefringência geométrica obtida através de simulação é mostrada na figura 4.11. A bir-

refringência geométrica vem diretamente da equação (4.5) [14].

Bgeo = nx0 − ny0 (4.5)

onde nx0 e ny0 são os índices de refração efetivos para as polarizações x e y, respectivamente, para
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Fig. 4.9: Campo elétrico em 1050 nm polarizado no eixo lento.

Fig. 4.10: Campo elétrico em 1150 nm polarizado no eixo lento.

uma condição em que não há tensões atuando na estrutura da fibra [14].

Através do método de cálculo apresentado no capítulo 2, é obtida a distribuição diferencial de

tensão mostrada na figura 4.12. Os parâmetros termomecânicos para o cálculo são os seguintes.

Para o cálculo da tensão diferencial foi usado apenas 2 anéis pois como a maior parte da potência

óptica é guiada pelo centro da fibra, a contribuição dos outros anéis à região no qual a potência está
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Fig. 4.11: Birrefringência geométrica.

Parâmetro Valor Descrição

E 7830 kg/mm2 Módulo de Young.
ν 0.164 Coeficiente de Poisson.

αge
−1, 7×
10−6 ◦C−1

Coef. de expansão diferencial entre
os tubos de Ge e a sílica pura.

αb
−1, 42×
10−6 ◦C−1

Coef. de expansão diferencial entre
os tubos de B e a sílica pura.

Tge −800◦C
Diferença entre a temperatura de derretimento e

a temperatura ambiente para os tubos de Ge.

Tb −1000◦C
Diferença entre a temperatura de derretimento e

a temperatura ambiente para os tubos de B.
rge 0, 26Λ Raio dos tubos de Ge.
rb 0, 45Λ Raio dos tubos de B.
b 100 µm Raio externo da fibra óptica

Tab. 4.3: Parâmetros termomecânicos da FOM da figura 4.2.

mais confinada é muito baixa. Como pode ser visto na figura 4.12, as maiores porções da tensão difer-

encial são encontradas na transição entre os materiais. Agora que já se tem a distribuição de campo

eletromagnético ao longo da banda e a distribuição da tensão diferencial, usando a equação (4.2),

com uma constante de estresse óptica de 6, 5 mm2/kg, a birrefringência residual efetiva é calculada

e mostrada na figura 4.13.

Final, a birrefringência modal, será dada pela soma da birrefringência geométrica com a bir-



4.2 Exemplo e Sintonização 45

Fig. 4.12: Distribuição da tensão diferencial na fibra óptica da figura 4.2.

Fig. 4.13: Birrefringência residual efetiva.

refringência residual efetiva. A figura 4.14 mostra a birrefringência modal no banda de propagação

para a FOM exemplo mostrada na figura 4.2 [14, 15, 25].

A partir da birrefringência modal, foi calculada a birrefringência grupo através da equação (4.3).

A figura 4.15 mostra o gráfico da birrefringência de grupo associada à birrefringência modal mostrada

na figura 4.14.
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Fig. 4.14: Birrefringência modal obtida com o método utilizado.

Fig. 4.15: Birrefringência de grupo.

4.3 Conclusão

Nesse capítulo foi apresentado um método para mensurar como as tensões residuais afetam a

propagação da luz na fibra óptica. Tal medida é feita através da birrefringência modal, a qual possui

uma parcela proveniente das tensões residuais da fibra provenientes do seu processo de fabricação.

Foi apresentado como a equação que relaciona as componentes da tensão residual com o índice de

refração.

Vale frisar o sintonia da banda proibida feita através da simulação modal, para que a banda de

transmissão da FOM usada no exemplo fosse equivalente com as perdas por confinamento obtidas

através de simulação. Para tal, foi utilizado o parâmetro rge como variável de sintonia.

Ainda influenciando no resultado final, a constante de estresse óptico não teve um valor definido

previamente por questão de complexidade das estruturas das FOMs. O valor foi definido de tal forma
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para que as curvas de birrefringência modal de fase e de grupo fossem aproximadas às experimentais.

A diferença mais acentuada entre a birrefringência modal de fase experimental para a aqui obtida, nos

comprimentos de onda mais longos da banda analisada, provavelmente ocorreram por uma sintonia

de banda não muito afinada, uma vez que a birrefringência geométrica apresenta valores elevados

para esse extremo da banda.

Nesse capítulo é apresentado um método para se mensurar a influência dos esforços mecânicos

na propagação da onda eletromagnética dentro do guia de onda. Após a descrição do método, será

apresentado um exemplo juntamente com uma discussão sobre os resultados das simulações.



Capítulo 5

Conclusão

Nesse trabalho foi apresentado um procedimento para viabilização do projeto de fibras ópticas

microestruturadas que levam em consideração as tensões residuais térmicas geradas no processo de

fabricação da fibra óptica.

Primeiramente, o método apresentado para cálculo analítico dos esforços residuais em FOMs

totalmente sólidas é baseado no princípio da superposição, visto que as equações envolvidas são

todas lineares. Dessa forma pode-se fazer com que cada região da seção transversal da FOM possa

ser resolvida de forma independente, facilitando a implementação de subrotinas. Os exemplos de

cálculo dos esforços residuais apesar de simples demonstram exatamente o princípio da superposição

que é a chave da resolução analítica.

Também foram propostos dois melhoramentos a serem incluídos no código FORTRAN do pro-

grama disponível no grupo do Prof. Hugo E. H. Figueroa. Esses melhoramentos foram simples de

serem implementados, porém de grande eficácia, pois com eles foi viabilizada a simulação do exem-

plo final do capítulo 3, que trata de uma fibra híbrida que possui muitos modos de propagação.

Um método para obtenção da birrefringência também foi apresentado. Tal método ainda precisa

ser desenvolvido uma vez que as constantes de estresse óptico não estão bem definidas, gerando

um grau de liberdade não desejado no projeto de uma FOM. Apesar disso, o exemplo resolvido no

capítulo 4 apresenta uma resposta satisfatória, contando com o melhoramento na sintonização das

bandas de frequências proibidas.

5.1 Trabalhos Futuros

Como sugestão para trabalhos futuros pode ser feita a implementação de um código que utiliza o

Método dos Elementos Finitos para cálculo dos esforços residuais, agregando grande valor pois esse

código facilitaria a inclusão de forças externas ao sistema como parâmetros na obtenção dos esforços

48
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internos da estrutura mecânica, no caso, FOMs.

Para complementação do trabalho, seria interessante se as FOMs com furos fossem analisadas,

visto que uma parcela significativa das FOMs possuem essa característica.

Mensurar as constantes de estresse óptico também é importante, pois possibilitaria projetos de

FOMs que levam em consideração os cálculos dos esforços residuais com maior precisão.
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