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��	+��� �� �+������ � ���	�� ����� � ∈ CMR×MT � ����	���+�����( ��������� � ���������

���� �	��������	 � ���� 	������	� �� ���	���� ����� ���	��( kij 	��	������� � ����� ��

����� �� ������ �	��������	� j ��	� � ������ 	������	� i� ���� �����( ������ ��� 	���	���

�� ���-���� �����( PT ( ���	� �� ������ ��� ������� �� �	��������� � ���������� �� ��

������� ����	��� ��	 $%�&' ���� ��	 ��������� ���� ����������� �� ����	 �� ����� �� ��

����������� �� ���#������ ,��������� ������	�� ������������� ��	������� .��� /����	� ��#

���	 �/����( ���� �	���0�	���� �����	 ���� ��	 	��	�������� ���� ��� ��������� �� �	-�

���	��1��2 ��� ���	��� �� 	�����( ��� ���	��� �� ��������������� � ���	� ���	���

�� 	������ *� ������ �� ���	����( � ���	�� � ��� ��� ����������� �������	 �� ����	��

���� �� �������� 0�	�� 3%4

K = UΛV
∗ $%�56'

���� � ∈ CR×R � � ∈ CT×T �� ���	���� ����/	��� ���� �( �∗� = ��∗ = � � Λ ∈ ℜR×T �

��� ���	�� 	��������	 ����� ��������� �� �������� �� �7��	�� 	���� � �� ���������� "�

��������� �� �������� λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λnmin
�� �� ����	�� �������	�� �	������� �� ���	��

�( ���� nmin := min(T,R)� 8���

KK∗ = UΛΛtU∗ $%�59'

�� ����	�� λ2
i �� �� ���� ����	�� �� ���	�� KK∗( 
�� �� �� ����� �� ���	�� K∗K� 8������

nmin ����	�� �������	��� : ����+��� 	����	���	 � ���	�� K ���������� � ����������� ���

�� �������� 0�	��

K =

nmin∑

i=1

λiuiv
∗

i $%�5%'



��� ���������	 �	 
�����	����� �	 ������ ���� ��

���������	�

x̃ := V∗x 
���

ỹ = U∗y 
����

ñ = U∗n 
����

����� � ����� 
���� ���� 	�� ���	����� ����

ỹ = Λx̃+ ñ 
����

���� ñ ∼ CN(0, N0Inr) ��� � ��	�� ��	��������� ��� n � ‖x̃‖2 = ‖x|2 �� � !		�� � ����"��

# ���	��$��� � � �����	������� ����$������ �� ����� %��		���� �������� #

ỹi = λix̃i + ñi 
��&�

���� i = 1, 2, . . . , nmin�

'�"� ��&( )��$��	�� �� �� ����� *+*, �� �� ����� �������� ����$#	 �� -.��

! -.� ���� 	�� ������������ ���� ���	 ����	/�����0�	 �� ����������	( � ������� #

�1���		� �� �����	 �� �� 	�	���� �� ����������	 ������� ����	 ������	 �� V � � ��	������

# �1���		� �� �����	 �� �� 	�	���� �� ����������	 ������� ����	 ������	 �� U2 ��		�

/���� � ������� �� ������� � 	�3�� ��� ����� 	�����	� ! ������� 
���� # ��� �����	�������

�� ����� ���"���� 
���� ��� � ������� � 	�3�� �1���		�	 �� �����	 ��	 ��$�	 ����������	�

! ���������� # ���� ��� �� 

C =

nmin∑

i=1

log2

(

1 +
P ∗

i λ
2
i

N0

)

bits/s/Hz 
��4�



��� ���������	 �	 
�����	����� �	 ������ ���� ��

���� P ∗

1 , · · · , P ∗

nmin
��� �� ��	
����� �� ���������	
 �������

P ∗

i =

(

µ− N0

λ2
i

)+

������

��� µ �������� ���� ��	������� � ���	����� �� ��	
���� 	�	�
∑

i P
∗

i = P � ���� �� ���

λ′

is ����������� � �� ��
�	��� ���	������ �� ����� 	����� ������� �� ��
�	���		���

���� ��
�	���		�� �������	� �� ���� ���� �����	�� �� �� � �� ������ ���	��	� � ����

!"!# ���� �����	�� $%���� �� �� �� ����� �� ����� ����	&����

����� �����		�
�������	

# ��	��	�� '����������������� �������������(�� �� �� ��	��	�� ���$�������� ��������	�

� 	������������ ����� T = K−1 ���� K−1 � � ��	��� ��$���� �� ��	��� ����� '���� ������

��� �����)��� � �����	������� ��� ��	�������� �� ���� �������� ��� ��$���� �� ��	���

����� ��������� �� �����	��� ������� ���	� ����� � ��	�����
���� ��	����%��� *+�,� -

.�/� ��0 ���	�� � �����)��� �� �����������	� �� ��	��	�� '����������������� 1� .�/� ��0

.�/� ��02 '�	��	�� '�����������������

b̂1� b̂2 � b̂k ���� ������	�$����	�� �� ��	� b1� b2 � bk ��	�������
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, #-./� 0������ "#1% ���	�� ��� � �����
 ��������2�� ��	 3 ����	���� ����	��

# � ����	�� 3� ��	�
 �
��� � �
4
 �� ����� ������
��� � �����
� �� �	
������� ���	�


���� ��	����� "##% � ������5�
��� ��	����� "#1%�"#.%� 6� ���� ����	��� �������������

����� �����
 ��� �������	
��� ��� �
	���	��� ���� 
!�� �	�� ������
	 � 
� ���	� �
	


����
	 ��
 ���
�� 
 ,78 9,��
��� 7���� 8
��:� �� ���
� 
 ���
�� �� ����	�� # ��	�

����
�
 �
��� ���� �	��	�� ����	�� #� ��� �
!� ���� ��� �
	���	�� �� �
��� � ����	��

3� 6 ��� ���		� �� � ����	�� 3 ��� ��	� ��
 ���
�� ����
�
 �
��� ��	 ��� ��
���
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��� ������	 
	���� ��

���� ��� ���	�
��� �����
� �

� 
��������� ��� ���� ������
�
�� ��� ����� �����
�� � �������� ��� Wj ���� j� ���

���� j ��������� � ���� �����
� ������	� � 
���������� � �����
�  �
�
�� ��� 
���������

W1 �� ���� ������� W10 � ��� ���
��� �
��������� �  !"� � W12 � ��� ���
��� �  !" �
�

�����
� ��

#��� ��� �� 
�������$�� �	
�� ��%�� 	���&�� �� ����� ���
����� � ��������� �� ������

�
���� �� �
��� ��'�� � ������� �� ��'�
��� ������� ��������� ��� (
����� )*+

X1 = X10 +X12 + C1 ,-�.

���� X1 � � �
��� ���
��� ���� �����
�  ��� � 	������� ��� ��/� ���0����� 1� ��
��
��

���0��� � �����
�  ������
�� � �
��� X10 ���� ���
�� ��� 
��������� W10 �
��������� ����

�  !"� 2������ � ��'���� ���0���� � �
��� X12 � ������
�
�� ���� ���
�� � 
��������� W12

���� � �����
� �� ��� ���	�
��� � C1 � � ����� �� �
��� ��� 	����'� � 
��������� 	���������

�� ��%�� � ����� ���0��� ��� � �
��� �� 	��� �����
� ���
��� ���� ��� ���	�
�� �� ���0���

�����
�� ���� ������
�
�� �  !"� 3�� ���/�	
� ����� � �
�
�
�� �� ��'�
��� �����

P1 = P10 + P12 + PC1 ,-��.

#��� X10 � ���	��� � ���/�	
� P10 ���� ���
�� � 
��������� W10 	�� ��4� R10 �
�����

����� ���� �  !"� #��� ������
�
� X12 � ���	��� ���/�	
� P12 ���� ������
�
� � 
���������

W12 ���� � �����
� � 	�� ��4� R12 � ���� C1 � ���	��� ���/�	
� PC1 ��� � ��
�
&��� ����

���
�� � 
��������� 	�������� ���� �  !"� � ��������� �� ������
���� �� �
��� �� �����
�

�� X2� � � �
�
��� �� ���/�	
� P2 � ��
�� �� ����� �
�
���� ���
�

X2 = X20 +X21 + C2 ,-�-.

P2 = P20 + P21 + PC2 ,-�5.

#��� ������� �� 	��	�
�� ���
	� �������� �� ,-�. � ��	�����
� ��� � ���	�
�� ��%� 	���& ��

��	������
� � 
��������� 	�������� �����
�������� ����� ������ � ������
���� �� ��4� ��

W12 ���
��� ���� � �����
� � � 
��� �� R12� � � ���/�	
� ���	��� � W12 � 
��� �� P12 � ���� ���

��� ��� W12 ����� ��� �����
������� ��	��
6	��� ���� �7��� �� 2�6����� 	��� 
���������

	�������� � 
��������� �� �����
� j� ���� j �  �� ��� � ���
��� ���� � ��� ���	�
���

� ������
���� ���	�
�� �	
�� �	���� ������� B "��	�� �� 	����
����� n� � 	���������

�� ���	� i� ���� i � ����B� � ���
�� ������� �� 	��������� ��� �
��
� C1 � C2 �������� ��

,W12(i− 1.� W21(i− 1). ��� �'��� ��� 	��8�	
��� ���� �7���  � ���� �7��� �� � ��	�����
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��� ��

������ ��� ��	�� �� B 
����� ���� ��	� ����
�	�� � ����� � 	���	����� � ������ 	� �����


���� �	���	������� �������� ��

��� �����	
��� �� ���	��� �� �����
���

� ������ 	� ������� ����� ����� ��� � � ������ ���������	� ��� 	��� �������� �

���������� � 	�����	� � � 	� �� ��� �� ��!����"�� ����������� �� �������� �� � ����

��#� ����� ��� ���� �� 	� ���������� ��	� ������� �� ���� ���� � $%& ���� ��'�����

����(��� ��� ��
� � ����(� 	� �������� �� � ���� ���� ��������	��

)���� !���* � +�,- � +�.- � �������� � �	��� 	� ���������� 	� �������� � ����

���� 	������� � �����/�	� ����� ���
��0�� &����	� � ����� � ����� �� 	� �	�� � �	��� 	�

���������� 	���� ������ � 	��� ������1 � ����� ��	� ��	� ������� �� �� ����(���

	��������� � $%& � ��� ���� ���� �0��	� 	� ����� ��������$%& � � ����� ��	� ��

�������� ����� ��!����"�� 	������	� ��� ����� �������������

2�(� ���1 3���� �������� � $%&�

4 ����� ���������$%& ���� 	������� �� 2�(� ���* ����� ����� �� ������ 	� ��	� �������

��(�� 	��������� ���� � $%&� 5� 2�(� ��6 ����� ��������/�	�� �� ������ ����� ���������
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	� �	�	 ������	��� �� ����	 � �����	����

���	
� � ������ �
� ������� 	 �����	���� � ������� � 
 �	 � �� ��
	�� X1 �	�	 �

�	����� 	��	 !� ��� �	
	�� � "���	 �����	� � �	 	 ����
��	��� �� ������� � �	�	 �



��� ������	
��� � ������
 � �����	
��� ��

������� �� 	 
��� ��� ������ � ����� �� ���� ��� ���������� ����� �������� ���� ����

���� ������ ��� ������ �������� � ������� �� ���� ����������� ��� �������� � � ������

���������� ��� �� ���� �������� ������ ���� ��������� � ���� ������������ 	 �� ������

��� ������ ������� �� ���� ��� ������ ��������� �� ����� ��������� ! ���������� ������

"�� ���� ����� �� ���� # ��������$�� ��� ������ ��� ������ ������������� � �������%�� �

�� "�� ���� ���������� � ���������� �&������� ���$���� ���� � ���� # ������� �������

���� � �� '���� �������%�� ( � ���� � ���� # ������� ���� � ���������� �������� ��

���� ������� '������ �������������(� )���� *����� ���� "�� � ���������� ���� ����$��� �

���� ����������� ���� ��� ��������� ���� ����������� ��*�����+�� ��� �� ���� � �� � ���

����#� ���� � ���������

	 *�������� ���������� �� ����� �������� # ���� ���

Y0 = K10X1 +K20X2 + Z0 '��,(

Y1 = K21X2 + Z1 '��-(

Y2 = K12X1 + Z2 '��.(

���� Y0� Y1 � Y2 ��� �� ������ ��������� ��� �� � ��� ������� �� � ��� ������� /� ������%

���������� ������� �� ���$��� �� �$����� Xi # � ���� ����������� ��� ������� i� ����

i 0 �� / � Zi # � ��$�� ������� �� ���� ��# � �� � ������� � � ������� /� ���� i 0 1� ��

/� ���������������� 	�����%�� "�� �� ���2������� �� �������������� 'Kij( ����������

���������� �� ���� �� ��� ����� �� ���$��� �� �$����� � ��� ���������� �� ���� ��

����� ����� � *���� �� ��������� ������������ ���������� ��������� �� ���������������

��� �������� �� *��"34�����

5� ����� ������������ ���� �"���+�� '��,( % '��.( ��� �&���� ������������ �� X2 ��

Y2� ������ ����� ������� ��������� �� ������� ����������� �� ������� /� ! ����������

�������� "�� ��� 6� ���6��� �����*��4���� �� X2 �� Y2 � �� X1 �� Y1 '����������� ��

��� ���*����(� 5� �������� ���� �� 7�89 ������%�� "�� � ����������� �� ��� ��� ������

# ����$��� :��� *������ � ������2����� ��� ����*$���� �� ���������� ��� ����� ���� �������

;��� �&����� �� ��"34���� ����� ���$��� ���� ����������� ��� ������������ "�� *��

��� �� �#����� �� �<���� ������� ;)=	� ���� ����� ���� ������ ���������� ���������

����� � ����������� �� ��� ����������� 	#� ������ � ������� �� ����� ����� �� ������ *��

����������� �� 7�,9 � ���� *�� ����������� "�� � ���������� �������� � �*������ �����������

��������

> ����� �� ���� �� 
��� ��� ������ "�� � ���� Xi ��� ��� ��������� �� ���4����

�#��� �� Pi� ���� i0 �� /? �� ������ ��*������� ��� ��$��� Zi ��� ��������� ��������� �������
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�� ���������	���� ��� ��������� ���������� ���������� ��	
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��� ��������� �	� ����(�� ����6 
��� �����0

6�� � �����	� �� ���
���(�� # � 3��� �� ��*��	�(�� ��� ������ ���
��4���� �� �����	����� 

/���� ��� �� �������� ���'�(�	 � ���������� �� ���������	���� �� ����� �������������

� ������� �� ����6 � ������ ��*��	�(�� ���� 
�����	 ��"�� � ���������� �� ���������0
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���	����� �� ���������	���� �� ����� �� �����	����� # �����0
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����0
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���� �� *��� ��� ����������� �� ���������	���� 

< �	
������� ����� ��� ����� ���"��'� # �����6��� �	 	����� �� �����	� �4������ 
���

�������� �� �	� *��	� ��	
��� � ����� �� "���*4���� �� ���
���(�� �� �������� 	��� ��


������� �� ���� �������� ��� ���4������� 

$	 �	 �����	� 9/=>� ��� # �	 ��� *���� �� �	
��	����(�� ����� ���"��'�� � ����

���������	� �� �����	�� �	
���� ��� � ���'���	���� �� *��� �� �����	����� ��� # �	


��"��	�� ������ � 3����� ���3��� �� "���� �� ��	
� �� ����� 9/=> 



��� ��������	
�� ���� �
 ��	�
	���
 �� ����
�� ��

��� ��������	
�� ���� �
 ��	�
	���
 �� ����
�

��

�� ���� � �	
���� 	�� �������
� �� ���������� ���� � ������ �� ����� �� �
� ���

���� �	� �� 	�	���� ����� ������� �� ������� �	�� ����� �� ����� �� ������ � � !�

"��� �������� ��� ���	�����# � � ! �����
� � ���	��� �� �������� $����

% ���������� �	� � 	�	��� i ��� ���&������� �� '��� �� Ki0 �� ����������� %

���������� 	� ������ ()*+ �� �	�� ���� 	�	��� ��� 	� �$�
� �� �����
����# ���� ��

�$�
�� ��� ����
���� � �	� � ����� �� ����,��� �� ����� � ���������� 
	�� � L ���-����

�� �-�.���� /��� �# ����� �� ���0������ �� ���1��������� ���������� ��������������

���������� �	����� �� L ���-����� "��� ���������� � ���	��� �� ���������� �������� ��

���� ���� ��������� �����&��� 	� ������� ������ �������� ��� ��� 	�	���� ��� L

2 � �	� ���� ��� �������� ���� �	���	�� L�  �������� � ������ �� 	� ������ ���

����������# �	����� ��,� ���-���� �� �-�.���� ������	�1��# �� 	�	���� ��� ��������

X1 = a1b11c1, a1b21c1, a1b31c1 3��45

X2 = a2b12c2
︸ ︷︷ ︸

, a2b22c2
︸ ︷︷ ︸

, a2b32c2
︸ ︷︷ ︸

3��65

L1 L2 L3

���� bij � � .� ��������� �� 7���� ���-��� �� 	�	��� j# cj � � 1���� �$�
� �� 	�	���

j # � aj =
√

Pj/Ts ���� Pj � � ���,��� �� 	�	��� j � TS � � ���-��� �� �-�.���� P1# P2 �

P3 ��'����7�� � ����� ��� ���-��� �� ���������� ��� 	�	����� +��	���� �	� �� 	�	����

��� 	����� � ���	��� �� ���������� ����# �	����� ��,� ���-���� �� �-�.���� ������	�1��#

�� 	�	���� ��� ��������

X1 = a11b11c1, a12b21c1, a13b21c1 + a14b̂22c2 3���85

X2 = a21b12c2
︸ ︷︷ ︸

, a22b22c2
︸ ︷︷ ︸

, a23b̂21c1 + a24b22c2
︸ ︷︷ ︸

3����5

L1 L2 L3

���� b̂ij � � .� � � .� ��������� �� 7���� ���-��� �� 	�	��� j� 9� ���0������ :aij;

��������� �	���� ���,��� � ������� ��� .�� �� ��$��� 	�	��� � ��� .�� �� �������#

��������� � �������� �� ���,��� ���� Pj �� 	�	��� j �	����� L ���-�����

9 ������ ���-���# "�# � 	������ ���� ��1�� ����� ������ ���� � � !� <� �	����� �

���-��� =# "=# �� ����� ��� ��1���� ����� ���� � � ! �	���� ���� � �������� +� ������

�� ���������� �� ���-��� = ���� 	�	��� ����� � .� �� ��	 ������� �	� � 	������ ����
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� ��	������� ���	
�	�	 � ���� �������� 	��	 �  ���	 ��� �	�	 ������� ���
�!	���

�"����� �� 	��� �������� #c1 � c2$� � ��� ������ ��� �� ���� �	������� ����	 ����	� �

���	
 ������	��� � �
����	%�� �	 ��	������� �������	 ����	 ��%�� ���� ��� ����	
�!	�	 �	

&��� ��'�

&��� ��'( )����	 �� ������	%�� ���
�!	��� �"���� �� ����	�	%�� *+,� �� - . ��

/ �����	��� ������	� ��� � ������� ����� � ��	�� 	 0 �� ������	�� �� ����	  ��	� 	

�� ��	%�� ����	�	 ������	
���� �� ������� 1� 2��� ��
��	 ��� �� �������� ����	 	���	�

���� ����� ���� ��� ���� �������� �� ����
��� *	�� ��� �������� ������	%�� ����	 ����	3

��� ���� ����� ���� ��� ���� �������� �� ����
� 45'6� 2��� ���� �	����� ����������� 	��

� ����	� �����%��� �� �	�	
� � 7�����������7�� 	
���� �������� �� ����
� �	�	 	 ���
�!	%��

�	 ������	 �� ������	%�� ���� ��� �����0�	�	� ) �������	�	� ����	%��� ���� ��� �
���

������� ���� ���� �� �	 	
�	 89: �� ��� ������� � ��	��� �;��� �� ���� �� �	�<	

89:� 2��� ������ ������ � �������� �� ��������� � 	 �	<	 �� ��	�� ������	� � �;��� ��

����=��	������� ��������� �� �<���� � ��! �� �;��� �� ���� ��	��������=����
���
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� ��������
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Q
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�CBSC(p) = 1 + plog2p+ (1− p)log2(1− p)
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 ��	
 ����	�
 ��	�	�� 2Lc ��
 ������
 ��� � ��������� � � �
�����

��
 ������
 ��� ���	� 	�!������ 
�� ���������� ���� Lc � ����� 	���	� ���� - �

L/2� ��� Lc0- ��� �3	
�� ��������� ���� �
 �
��	�
� ��� Lc = L/2 �3	
�� ���������

���� �
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�	

�� � j � � �
��	� �� ���� �

	�!������ �������� � �
����� �� ��������� ��
�	�� ���� 
� �3��
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� Lc �� ������	� 
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X1 =

⎧

⎪⎨

⎪⎩

a11bi1c1, i = 1, 2, ..., Ln

a12b((Ln+1+i)/2)1c1 i = Ln + 1, Ln + 3, ..., L− 1

a13b((Ln+i)/2)1c1 + a14b̂((Ln+i)/2)2c2 i = Ln + 2, Ln + 4, ..., L

������

X2 =

⎧

⎪⎨

⎪⎩

a21bi2c2, i = 1, 2, ..., Ln

a22b((Ln+1+i)/2)2c2 i = Ln + 1, Ln + 3, ..., L− 1

a23b̂((Ln+i)/2)1c1 + a24b((Ln+i)/2)2c2 i = Ln + 2, Ln + 4, ..., L

������

���� Ln = L− 2Lc � ���� � aij ��� ���������� ���� ��	��
���� � ���	����� �� ��	����� ����

���
1

L
(Lna

2
11 + Lc(a

2
12 + a213 + a214)) = P1 ������

1

L
(Lna

2
21 + Lc(a

2
22 + a223 + a224)) = P2 ������

� ����	����� ��� �� ���� ��	� ��!��� �� ���������� " ������	� �� #��� ��� ���� � ���� ��

L $� � Lc$%�

#��� ���& '�� � ���������� " ������	��� ���� '()� ���*��������
�

��� ������	 
	 ���	 
� ��

+��	� ����� ����� ���������� �� *����� ���,�,�������� �� ���� �� ,�	 ��������� �� ��-

!���. ���� Lc. aij. � Kij� / *���� �� Lc ��
��� � �0*�� �� ����������. aij ��������	� �

�������� �� ��	����� �� ��!��� � Kij ��� �� ��� ����	�� �� ���*�������	�� � *���� " ��-

 ���� ��� � �1��� �� ,�	� ��� �0,��� ����,���� �����	���	� ��2� � �������� �� ������

+��	� 	��,���� � *���� ���� ��	�,������� ��� � ���������� �� � ����� ��"	���� ,������

�� ���,�,������� ������� ����� � ���,�,������� �� ���� ��������� ���� � ��!��� ���	�-

������ 3������ ��� �������� �� *���� � 4��5 �� *������ �� Lc � aij ����� ��	�������� ����
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����	
 �	�	 ���	��
 �� �	��������	 Nc �
 
��
 �	
  ���	
 �
�	
� 	��� Nc �

	 �	��������	 �	 �����	 �� �
��(����	 �������	� )� 
����� ��  �*��
�� 

����
�

��� 	
 �����	
 �� ��	��'�	 ci 
�	 	��	�	��
� + �*����	 �	 ���	 �	 ��� 
��* &���	 ���


�� 	 �
�*��	 "� �	 �����	  ��	�������� �� ���	 �	 �
�*��	 , �	�� 
�� 	���� �	�


�������

����� ���� �	 	

� �	 �� ��
� �	
���� �	� ����	
����

������ 	
 L − 2Lc ����	�	
 
�� �		���'�	� �� �
�*��	 ���� 
	����� 
�� ������	

��	 ��� � �������	 � �������	 ���
 ��� %-.� + 
��� ���
�����	 ���	 �
�*��	 " �

�1 = a11b1c1 � � �������	 � %-. �� �	��	 �	� Y0 = K10X1 + K20X2 + Z0� �����	

/ 	��	�	������ �	
 �����	
 �� ��	��'�	� 	 ��� �
����	 �	 �
�*��	 " ������ �
��


����	�	
 � ��	 �	�

b̂1 = sign

(
1

Nc

�
T
1�0

)

= sign(K10a11b1 + n0) 0#�"12

	���  &��'�	 sign(·) �� ��  &��'�	 
����� n0 ∼ N (0, σ2
0/Nc)� � 	��� σ2

0 = N0/2Tc� Tc �

	 ����	�	 �� �(��� � N0/2 �  ���
���� �
������ �� Z0� �	�	 ��
����	�  ��	��������

�� ���	 �� ��� � �� �	�

Pe1 = Q

(

K10a11

√
Nc

σ0

)

0#�"32

����� ���
���
� �� 
	�	���
 ������� 	 ���� �	 	

� ��
� �	
�����

��� ����	
����

+ ����	�	 �		������	� Lc� 	�	��� ������ �	�
 ����	�	
 �� ���
��

�	� �	�	 4* ���	

�����	������� 
��* &��� �� ��
���'�	 ����� 	
 �	�
 ����	�	
 ��� 	 �	��5��6 ����	�	


7�����
7� ����	�	
 7���
7� + �������	 ����	�	� 	��� 	�	����*  �		���'�	� 
��* ���	���

��	 �	�	 ����	�	 ����� 8 ���	����� �	�� ���� ����	 � ��&�������	 �������	 ����	�	

�� �		���'�	� ����
� � ������� �	 
�����	 ����	�	 �	
 ��9
 ����	�	
 �	 �
���� ��

���
��

�	 �������	� �	 �����	 �:�
��  ����
�	 ����� 	 ����	�	 	��� ��	 �:�
�� �		����

'�	 ��� � 	 �������	 ����	�	 �	 
�
��� (Ln)� � �	 ����	�	 �� �		���'�	 �	�
������	 �	�

�	�
 ����	�	
 (2Lc)� �
�� �������	 
��� �	 ����	�	 2Lc ��� 
��* ���	����	 �	�	 ����	�	

���������	
 �� ��
 ���������	 �� �� � ��������
 �� ���
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����� �� �		����
�	 � 	 �����	 ����	�	 � ��� ����������	 �� Lc ���� ���	�����	 ��

����	�	 ���� �	 ����	�	 ����� �� �		����
�	 ���� ������	 ����� ��	 �	����� ���� ���	�

��� ��	 �������	� � ��������	� ���� ��� ��� ������ 	� ���������� ���� 	 ��� �������	�

� ����� ����������	 ���	 ������	 � � X1 = a12b21c1� ���� ����� � �������	 ���	 �������	 ��

��	��	 �	� Y1 = K12X1+Z1 � ���� ��� �� ��	��	 �	� Y
impar
0 = K10X1+K20X2+Z

impar
0 �

� �������	 ��� Y1 ���� �� �� ��� ������
�	 �� b21� !	���������	 ��� � ��� ��� 	 �����

�������	 ���� �	���� ��� ������	 ����� "���� �������	#�

$ ���������� �� b21 ���	 �������	 � ���� �	�

b̂21 = sign

((
1

Nc

)

�
T
1Y1

)

"%��&#

���������	 �� ��� ��	���������� �� ���	 �� ��� ���� �

Pe21 = Q

(

K12a12
Nc

σ1

)

"%�'(#

	��� σ2
1 = N1/2Tc � N1/2 � � ��������� ��������� �� Z1� $ ���) �	� 	���	 ���	) �	���

��� ������	 ����� ���������	

yimpar =
1

Nc

�
T
1�

impar
0 "%�'�#

���� ���	� � ����	 �� �	�*���	 �	� � ���	���
�	 	����� �	 ����	�	 ���� +������

	� ����	�	� �����) 	� �	�� ������	� ������ �� ����� �	� �		����
�	 � ���) ������	 ��

���������� �	 ��� �	 �������	 ����� �	� ���� ������	 �	 ����	�	 ������	�) ������ �����

����	�	 ��� ���� ������	 ����� 	 ����� ����������	 ������� 	 ����	�	 ����� ���� 	 �����

�������	 �	 �������	 �	 ����	�	 ������	�� �� ������ ����������	� ���	� �	�� �������	� ��	

X1 = a13b21c1 + a14b̂22c2 "%�''#

X2 = a23b̂21c1 + a24b22c2 "%�'%#

$ ��� ������ ����� ������ �� ��	��	 �	� �
par
0 = K10�1 +K20�2 + �

par
0 � �,���� ���

������	 ����������� ���������	) ���� 	 ������	 �

ypar =
1

Nc

�
T
1�

par
0 "%�'-#

$ ������	 ����������� �� ��� ���� 	 ������	 � � ���� �	�



��� ������� 	� 
��� 	
 �� ��

yimpar = K10a12b1 + nimpar ������

ypar = K10a13b1 +K20a23b̂1 + npar ������

�	
� b̂1 � � �� b1 
� ������� � ������
� ���� ������� �� �� ���� � � �� ��� 
���	�� � �����
�

����� � ������� � �	��� ���� � ������� �� ���� 
� ����� �	���� ���� � �� � ! ����"

���
�
� 
� ���� ���� b1 � 
�
� ��� ����#�� !��� 
����� nimpar � npar �$� ���������%���	��

�	
���	
�	��� � ���� ���$� 
�������
�� 
� �%��
� %�� N(0, σ2
0/Nc)� & 
���%��� '����


� b1 ����
� �� yimpar � ypar ����� � 
���	����
� �� (�)*� +� �	��	�� ���� 
���%���

���� 
� ��� ����� %�����,�� 	$� ������ ��� �,�����$� -�%.�
� ���� � �������
�
� 
�

���� 
� ��� /��� ���	� � �	����� 
� ������� �������� ������ ����	�� ������� 
� ������01��

�����2�
�� �� %������
����� 3��� � ����0$� 
���� ������� ���� %�	��
���
� �� 
���%���

��"'����� � 
���%��� λ"4�5� 
�
� ���

b̂1 = sign([K10a12 λ(K10a13 +K20a23)]�) ����#�

�	
� λ ∈ [0, 1] � � ��
�
� 
� %�	6�	0� ��� � �� ������ ���� �� ��� ������
�� ����

���%����� ! ������ 
���� �	������ ���	
� � �� %�	��
��� ��� � %�	�� �	���������� � ���-�����

�� ����� Pe12 7 8� � 
���%��� '���� � ��������	�� �� 
���%��� λ"4�5 %�� λ 7 �� ����

%�������	
� � �� %���	�
�� 
� ��2$� ��,��� �4�5� (�9* � :��	
� � %�	�� �	����������

���	�"�� ��	�� %�	6����� �� ����� � Pe12 ����	��� ����� ���� 	$� ���� ��������	�� �	���

�� 
���%����� '����� � ��"'������ � ����� 
� ���.�� λ �� ����#� 
���	�� ��	
�	
� � 2����

;�	����2�	
�� � 
���%��� �� ����#� � �� 4�5 ��
�6%�
�� �	
� � ����6%�0$� ��� ������

� ���������� 
� �� �	%���� 
� ���%���� ��� �� ��	�� ���� 
� ��� � ����6%�0$� ��� �	
�

�� ��� 
� ��'���� ������� �$� ���	�����
��� /	�%�����	�� ��
�� ��� 	���
�� ��<�	� -����

	�<������ ���� � 
���%��� 
��%���� �%���� λ"4�5� 3�
�"�� ������� ��� ���� � �������


�� %�	
�01�� 
� %�	��� 	�	.�� λ ∈ [0, 1] ��������� 	�� ������ ����������� 
� �� ��� �

��%����� �
���� � ��� �����%� �� ��� ���
� 
� 
������	.�� !��� 
����� � ���.�� λ ����

��	���2� � ��,� 
� ���� 
� ��� � ��� -�	0$� 
�� %�	
�01�� ������ 
� %�	��� ��� %��� �

�������
�
� 
� ���� 
� %�	�� �	���������� �Pe12�� ��� � ��� �	-����0$� ��� � �� ��
�

��� �� 	$��

!�'� � �����2�0$� 
� ��� �	���0$� ���� ��6	�
� � �������� ���%��� ��� � λ"4�5 ���

��<���� �������
�
�� ����� 
�����
��� �� �������� ��<��� � λ"4�5 ���� � ������� 
��

%�	
�01�� 
� %�	�� ��� ��� ���-����	%� ��� � ����� ��',��� � 
� 
���%��� '����� ��

� ���=����� λ ∈ [0, 1] � ��%��.�
� ��������
���	��� 3����	��� � ���
� 
� 
������	.�
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 Pe12 � λ���� ���
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�
�	��� �� ���� "�
��"���
 � λ ��
�� � 
����	���� �
 ����� ����	�	����
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�
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 �
 ���� �� �����
� �
 λ �!� �
������� � ������������
 �
 
��� �
 ��	 ����

� λ����� ���� � λ� � ���� ��� $�
�� �
����	�� !� �� %�&����
 %'

Pe2 = (1− Pe12)Q

(

vT
λv1

√

vT
λvλ

)

+ Pe12Q

(

vT
λv2

√

vT
λvλ

)

$(�)*'

���
 vλ = [K10a12 λ(K10a13+K20a23)]
T , v1 + [K10a12 (K10a13+K20a23)]

T
√

Nc/σ0 


v2 = [K10a12 (K10a13 −K20a23)]
T
√

Nc/σ0�
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� � ,�- �
�
��� ��� � ����� �
 λ ���� ������.�� � ������������
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 Pe12�
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�	���� � λ 3	���� � λ ����
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 �!� �
�2 � ��
��� 4� 
�	��	�� ����� � ����� 3	��� ���� λ $��	���

��
�����
�	
� ���� �� ����� 1
� �� �����'� �	����� ��� �2����� � ����5�
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����	��� �

�
���� ����� 6
 �����	��2 � �
���� �
�
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��� ���� � λ����� 7
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�
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