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Neste trshalho, estrategias de Projecio, Relaxacio o Linearizacao Ex-
terna, de emprego freguente em programacio matematica, sao incorporadas aon
desenvolvimento de uma nova metodologia para a resolucio interativa de pro-
blemas de decisao envolvendo mittiplos objetivos. Através de  uma projecao
adequada, o problema multiobjetivo original & decomposto em um problema mes-
tre inteiramente definido no espaco dos objetives, cuja resolucac fica a car
go de um Tecdsor, e em um subproblema, que analisa a viabilidade das solucoes
propostas pelo problema mestre. Algoritmos para resslucio destes dois  ni-
veis sao apresentados e discutidos. FEm particular, demonstra-se que atraves
de estrateégias de Relaxacdo, o Decisor pode desenvolver adequadamente o seu
aprendizado acerca do comportamento do sisteme em questac. O trabalho  in-
clui resultados numericos obtidos com a a;?igacéo do método a problemas de

planejamento na area de energia.
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In this work, solution strategies based on Projection, Relaxation and
Outer Linearization frequently employed in mathematical programming are  in-
corporated to the proposition of a newly developed methodology for the in-
teractive solution of decision preblems under multiple objiectives. By means
of a suitable projection, the original multiobjective problem is decomposed
into a master problem complietely defined in the objective space, whose solu-
tion is furnished by a Decisdon-Maken, and into a subproblem which anatises
the feasibility of the solutions proposed by the master one. Algorithms for
solving both levels are presented and discussed. In particuiar, Relaxation
is shown to constitute an appropriate basis through which the Decision-Maken
can develop his apprenticenship about the behaviour of the system being con-

cidered. Mumerical experiences regarding th

o]

application of the method fo

eneray planning problems are included.
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d, b, X, v, Z para designar escalares ou vetores

A, B, P, O, M - para designar matrizes

A, B, B, F, X - para designar conjuntos ou funcoes especiais

T -~ conjunto de todos os numersos reais
rh - conjunto de todos os vetores reais de dimensioc n
1 n .
R xR - produtc cartesiano
R AT - conjunto de todas as matrizes de dimensao nxm
n . n
X R - subconjunto do R
c" - conjunto de todas as funcoes com n primeiras deriva-

das continuas

X e X - elemento de X

VETORES £ ESCALARES

X! - transposicao de x
X,y¥> = X'y - produte escalar entre x e y
o /2 o
Hxl] = < - norma euclidiana de x
max {a,b} - o maior valor real dos conjuntos f{a.b} ou
max {;“’_E} {:’(,} 5X25.~,995Xn}
- ¥ H
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ja| valor absoluio de a
x| = max {|x | norma Tchebyshev de x
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MATRIZES
I matriz Identidade
—_ 1 P . »
0 = {qijf matriz de elementos q%j
Q20 matriz simeétrica semi-definida positiva.
DESIGUAL DADES
X 2y implica em Xy 8 Ysa =1, ,n
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Dentre todas as possiveis formas de abordagem dos processos de decisdo
fol sem duvida o enfogue por técnicas de otimizacio interativas, segundo as
quais o problema de decisac & visto como um problema de otimizacio com milti

plos objetivos a ser resolvido interativamente, aquele que maiores contribul

cOBS expe TWMENtou a0 Tongo das duas UItinas decadas. De fato, 0s progressos
teorices nesta area foram notiveis e beneficiaram-se diretamente do enorme
desenvelvimento alcancado pela programacao matematica de um modo geral. Con-
tudo, muito pouco do esforgo dirigido para a elaboracdo de técnicas aplica-
veis a probiemas multiobjetivos foi efetivamente traduzido em termos de apli
cacoes praticas.

Embora a multiplicidade de objetivos em muitos problemas  importantes
no dominio da pesquisa operacional fosse ha muito amplamente reconhecida,per
sistiu ainda como regra geral o enfoque classico de se tentar descrever con-
flitos e incomensurabilidades de objetives, inerentes a qualquer probiema de
decisao, atraves de um critério global, representativo de todas estas carac-
teristicas e matematicamente tratével. Neste sentido sdo frequentes, por
exemplo, as apticacoes de tecnicas classdicas de otimizacdo em que algum Tndi
ce de eficiéncia econdmica & proposto como substituto para um conjunto de in
dices igualmente importantes como qualidade e impacto ecolbgico da  producao
e equilibrio de mercado. 0 sistema econdmice vigente nos paises em que a
programecac matematica mais desenve?veumée em termes de aplicacoes (EUA,

Franca,...) parece haver influenciado decisivamente formulacoes deste tipo.

Contudo, aste quadro vem sendo graduzlmente alterado nos Ultimos dez
anos, pressionado pela crescente complexidade dos sistemas tratados e nela
forte interdependencia das funcoes que thes servem de medida de desemnenho,
muitas de carater nao pecuniario, mas de grande importancia para a socieda-
de, Estes fatores torpam alge irrealistas gquaisquer tentativas de abordagem
destes problemas por tecnicas convencionais de otimiza¢do. A operacdc de re
servatorios multiproposito com fins de geracao de energia, navegacdo, irriga

cao, controle de cheias e Tazer em sistemas hidroelétricos (Haimes, 1977) &

B

um exemplo tipico da aplicacds dos resultados de pesquisas em Drogramacac
multiobjetivo a problemas complexos de planejamento.

A adogac da programacdao multicbjetivo como suporie teorico e filosofia
de projeto de sistemas auxiliado por computador tambem ja vem merecendo algu
mas contribuicoes teoricas.(Fieming e Pashkevich, 1985: Radford et. ali,1985)



e no futuro deve constityir-se numa alternativa real para o desenvolvimento
de noves sistemas.

Em seu favor, os métodos baseados em programacao matemdtica exibem duas

sentidoc de que os metodos desta classe podem ser implementados, na maioria
das vezes, atraves de rotinas ja existentes, incorporando-se apenas os ele-
mentos proprios a tomada de decisdo. Na verdade, a énfase da pesquisa nesta
area consiste exatamente em procurar utilizar a teoria de programacac matemd
tica existente de forma a permitir gue um Decison possa exprimir suas prefe-
rencias por um determinado tipo de solucao de uma maneira simples.

Ma husca de uma solucao para um dado problema multicbjetivo, a assis-
tencia de um ou mais Decisores torna-s2 indispensavel devido 3 perda do con-
ceito de otimalidade, induzida pelo natural conflito de cbietives. Assim, a
menos de formulacoes inadequadas, o problema passard entfo a exibir solucdes
nao-comparaveis dentre as cuais uma devers ser escolhida por apresentar uma
retagcac de compreomisso adequada entre os objetivos.

Quaiguer gue seja a abordagem, 2 solugao final sempre exibird um certo
grau de subjetividade e dependera fundamentalmente da nocdo de  equilibrio
adotada. A mais frequente ¢ a2 de equilibrio cooperativo de Pareto, cujas con
dicoes de existencia no ambito da programacdo matematica foram estabelecidas
por Kuhn e Tucker (veja Geoffrion, 1968) e interpretadas em termos de domi-

nancia por Zadeh (1963) e Klinger (1964},

Em termos de analise pode-se mencionar ainda o conceito de solucao pho
priamente eficiente introduzide por Geoffrion (1968}, que velo eliminar cer-
tas deficiencias do formalismo de Kuhn e Tucker, estudos sobre propriedades
do conjunto de todas as solugnes eficientes do problema multiobjetive [Reid
e Citron, 19715 Yu, 1974), existencia de soluctes otimas (Salukvadze, 1974:
Athans e Gehring, 1973) e condicoes necessarias e suficientes para problemas
com ohjetivos nao-diferenciaveis {Ishizuka e Shimizu, 1984).

De maneira geral, a conceituacao e a caracterizecao analitica de pone
tos de equilibrio sao aspectos do problema susceptiveis de sistematizacio.
Chankong e Haimes (1982) forneceram recentemente uma interessante abordagem

unificada de parte da teoria dedicada as solucgoes de Pareto.

Por outro lado, a situacac em termos de sintese de metodos multiobjeti
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vos se apresenta completamente diferente, pois a elaboracao de qualguer meto
do desta ciasse parte de hipoteses sobre a forma de pensar do Decisor e de
sua capacidade em transmitir corretamente suas preferencias. £ naoc existindo
nenhum consenso neste sentido, a solugao firal obtida dependera inevitavel

mente dos meios (no caso, os metodos) utilizados para atinai-l

a3 £33 ot
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Os trabalhos de Roy (1971, McCrimon {1973} ¢ Hwang e Masud {(1979)
ciassificam e analisam proprisdades dos principais netodos  multicobjetivos,
em diferentes fases da pesguisa na area.

A agregacao das varias funcoes objetivo numa Unica funcio {Funcao Uti-
lidade ou de Indiferenca Social, Keeney (1972)) impondo uma completa ordena-
cao das alternativas viaveis haseada em julgamentos subjetivos do Becisor
foi provavelmente a primeira forma de abordagem 2 ser tentada. Esta linha ti
nha como principal vantagem o fato de remeter o probiema multiobjetivo para
os dominios bem estabelecidos da programacao matematica. Entretanto, a pra-
tica demonstrou que a hipctess na qual baseia-se a abordagem - compieta esti
macao (a prdiond) de uma funcao utilidade - & bastante restritiva  sobretudo
para problemas complexos.

A pesguisa entdo evoluiu e, basicamente permanece dirigida a metodos
que preveem algum tipo de interacao do Decisor com o modelo matemdatico do
sistema tratado. A partir desta interacac, o Decisor vai adquirindo progres
sivamente uma melhor compreensao sobre o comportamento do sistema e passa a
tentar influir na obtencao de solucoes gue venham de encontro &5 suas prefe-
rencias. Elimina-se com isto a necessidede de uma funcao utilidade explici-
ta.

0s metodos desta classe distinguem-se na forma de viabilizarem esta in
teracac e quanto ao tipo de informacaoc que o Decisor € supostamente capaz de
transmitivr ao modelo. Por exemplo, quando se admite que o Decisor & capaz
de especificar suas Taxas Marginais de Substituicac (fnade-od4s explicitos)
entre 0s objetivos (Keeney & Raiffa, 1976) para qualquer solucdc local gue
The seja proposta, entao metodos come os de Zionts & Wallenius (1576), Dyer
(1972) e Geoffrion et. al. (1972}, entre outros, sac adeguados.

Em geral, metodos baseados em frade-offs  Amplicditos costumam ter me-
Thor aceitacao, admitindo-se mesmo que o Decisor esteia mais qualificade a
indicar ndveds de aspiracdo ou mefas a atingir do gue taxas de substifuicao

Tocais. Sintomaticemente, metodos com estas caracteristicas e/ou que incor



poram elementos da teoria de Conjuntos Nebulosos como forma de modelar o com
portamento erratico do Decisor vém tendo presenca marcante na 1iteratura es-
pecializada (Baptistella e Olero, 1980; Koneyama e Sawaragi, 1984).

Contude,-o-Decisor-posoo i itada capacidade para processar as in

formacoces que The sao passadas pelo modelo e que nac e jevada em conta por
muitos destes metodos. Embora a suposicio sobre sua habilidade em especifi-
car niveis de satisfagio seja apropriada; 0 Decisor e sempre levado a indi-
car estes niveis sem um conhecimento prévio muito preciso de sua viabilidade
no nivel estrutural. Sem duvida este conhecimento cresce com o nimero de in
teragoes, porem manter o processc de decisao baseado num modelo matematico
rigoroso parece ser desnecessario e computacionalmente oneroso.

Assim, no inicio da fase interativa parece suficiente considerar um mo
delo mais simpies que forneca algumas poucas informacoes sobre como os objeti
vos se relacionam e entao ir aumentando sua complexidade na medida em que o
Decisor caminhe na direcac de sua solucadoc de compromisso. FEsta e precisamen
te a filosofia na qual baseja-se este trabalho, e gue serd viabilizada atra-
ves de estratégias de Relaxacao, Projecio e Linearizacio Externa.

0 conteldo do trabalho estd organizado em 5 Capituios, assim distribui
dos:

CAPITULO T - Afguns Topdcos em Proghramacde MULEiohietive

Introduz varias nocles pertinentes ao estudo de problemas com  moalti-
plos objetivos. Este Capitulo subdivide-se em duas partes distintas: a pYr -
meira & referente a identificacio e caracterizacio analftica de solucBes que
satisfazem as condicoes de Pareto-otimalidade. HNa sequnda parte & feita ung
lassificacao sucinta das principais linhas de desenvolvimento de  métodes

[

muttiobietivaes.

CAPITULD 7 - Programacao Multiobjietiveo via Prcjecido

Sao revistas algumas propriedades de conjuntos e funcles convexas & em
sequida inicia-se a proposicao de um nove matodo multiohietive com nivel de
decisao no espago dos objetivos. Através de manipulacoes adeguadas, o pro-
é%ema-ﬁrégiﬁa? e decomposto em um subproblema escalar {@gﬁaﬁjetﬁvﬁ} do  tipo
Min-Max e em um problema mestre inteiramente formulado no espaco éég obieti-

vos. VYarias caracteristicas importantes do m@todo sao apontadas.



CAFTITULO 3 - Metodos pana o Espaco dos Objetivos

Discute a transposicac de alguns metodos interativos de reconhecida efid

ciencia ao espace dos objetivos, como suporte a resolucic do subproblema mes

tre formulado no Capituia? Demorsfra-se gue.8sSta fransposicas proporciona

inimeras vantagens do ponto de vista de interacio com o Decisor. A  conver-
gencia do algoritmo proposto & estudada com detalhes.

CAPITULO 4 - Aspectos da Resofucde do Prooleme Min-Max

Analisa os varios aspectos envelvidos na resolucdo do problema Min-Max
gerado no Capitulo 2. Procedimentos numéricos para a maximizacio e minimi-
zacao das fungoes envolvidas s2o propostos e entdo aplicados a uma nova for-
mulacao do problema de planejamento da geracido em sistemas hidrotZrmicos.

CAPITULD 5 - Apficacdes
Registra o emprego da metodologia proposta no trabaTho a problemas de
planejamento na area de snergia:

. Planejamento economico da geracao de usinas térmicas com demanda
estocastica;

. Controle multiobjetivo de recursos hidraulicos.

APENDICE A

i}

te da apresentacan dos nrogramas-fonte (FORTRAN) desenvolvidos du
o

5
rante o decorrer da Tess,



CAPTTULD 1



1.1. INTRODUCAD

A Programacao Multiobjetivo (Multicritério, Vetorial), se distingue,
essenciaimente, de todos os demais ramos da programacio matemitica guanto ao
sentido que empresta ao conceito de scfucdo do problema. Do pento de  vista

mafomabdo
k¥

s man e e Air\
e (i O e S - L PR R S

e A e PrOUTAmATAT mottTobjetivo (o) enveTve 3 Gtzmiza
cao (neste trabalho, minimizacao) de um vetor de funcGes escalares, escolhi-
do de forma a quantificar certas caracteristicas que um dado sistema dava
apresentar. Contudoe, o espaco de solucses de problemas desta natureza e par-
cialmente ordenado (Zadeh, 1963) e portanto existem solucdes que nao obede-
cem nenhuma relagao de ordem do tipo "<". Deste modo, ¢ conceito usual de
sclucao otfima fica complietamente descaracterizado e, em principio, qualquer
elemento do conjunto de solugoes eficientes ou dominantes gue satisfazem as
condigoes de equilibrio cooperativo de Pareto & candidato a solucao do PMO.
Como nenhuma destas solucoes pode ser considerada o44ma com respeito & gual-
quer outra, lorna-se evidente a necessidade de critérios (subjetivos) adicio
nais para se chegar a solugcdo final do problema. Estes critérios adicionais
sao fornecidos por um Decisor que atraves deles procura encontrar uma sclu-
Ca0 que proporcione um compromisso adequado entre 0s seus objetivos.

Distinguem-se portanto na sclugde de um problema multiobjetivo aspec-
tos de anafise - conceituacio e geracac de solucoes eficientes - e de sinfe.
se ~ elaboracao de prsceéimeﬁtqs que permitam aoc Decisor conduzir convenien-
temente © processoc de anilise. Este CapTtulo estd informalmente dividido em
duas partes distintas., A pr@mgi;a parte e dedicada acs aspectos de  anilise
do problema multiobjetive e, em parultgiar a caracterizacao de solucoes eti
cientes em termos de solugoes de problemas escalares bem definides. Na segun
da parte sac introduzidas algumas nocdes de Utilidade e Preferencia e em se-

quida & feita uma classificacdo bastante sucinta dos meétodos myltiobietivos

m:f

existentes.

1.2. FORMULACAD DO PROBLEMA MULTIOBJETIVO

Um problema de programacdo multiobjetive generico com n  variaveis ﬁe.

decisac, p restricoes funcionais e m objetivos a minimizar pode ser f@rnd*,.fﬁ

tado matematicamente de duas formas distintas. A formuiacdo do VMO no espa

i

co das variaveis de decisio & a mais usual e consiste em



Min f{x}' = [f1(x) e T {1)

in

g.(x}) = 0, 3=1,....p {2}

1

gride, DoV HiDnotEse; Téi.}: BTR AT, 2 Y e Qj(-}:mﬂ~+ﬂ2,
J=1,....p sao funcoes de classe 619 podendo ser nao-lineares e, possivel-
mente, nac-convexas. Por conveniencia, o espaco de decisdes viaveis sera
representado na maioria das vezes por X Q,Rﬂ,a X4 ixe Rnl g.{x} 20
j=1,...,pr. Deste modo, (1)-(2) pode tambem ser colocado como ’

s

Min fx) (3)

X e X

A notacao fLX] sera empregada para representar o mapeamento ponio-a-
ponte do espaco de decisges X no  espace dos objetivos (ou critérios)
F=1FX]alye ﬂﬁWi y = f(x), x € X}. A formulacdo do PMO no espaco dos ob
jetivos fica entao sendo

Min y (4)

‘g
M
T

A ordenacao parcial dos vetores do R @ responsavel pela distincao ba
sica entre problemas de otimizacao multicbjetive {(vetoriais) e problemas de
otimizacao escalares.

ﬁEFEﬁEQ%ﬁ 1.1:  CONJUNTOS ORDENADOS,

Diz-se oue um conjunto 7 e completamente ordenado de acordo com a re-

- - . . 2 -
lacac ae ordem "s% se, dados gquaisquer dois elementos z)E g z de Z, e

T, .2 2 1 ‘s -
sempre verdade que 7z = 7 pU 7z £ 7 se verifica, e a relacao de ordem

[HR

£" exibe as propriedades,

i} z’i < zj
1 - P

g
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B
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Um conjunto & parciafmente ordenado auando satisfaz (i)-(ii1i) mas nao

. . i 2 - - . . ~
necessariamente gquaisquer z e z & I sao comparaveis. 0 conjunto de nu-
meros reais B & completamente ordenado; ¢ conjunto F apenas parcialmente,

pois a minimizacao indicada em (3)-(4) induz o aparecimento de solucoes nao-

Lvmydr;vtgéb. Assimsos problemas deprogramacae muTtiohietive sdo caracteri

zados pela inexistencia de sojucdes Otimas, isto €, em geral
A x* e X ] Flx®) 2 f{x), ¥ x e Nx*,o) (83

onde N{x*,z} & |[x*-x|| < ¢, qualouen que seja e > 0. Em outras  pala-
vras, o conceito usual de otimalidade nac e aniicavel a problemas com multi-
plos objetivos.,

Ignorando momentaneamente que o problema (4) e apenas uma abstracado ma
tematica, uma formulacdo para o problema multiobjetivo baseada no espago dos
criterios poderia oferecer vantagens importantes schre a formulacio no espa
co de decisoes, A principal delas diz respeitc a dimensio do espaco no quat
o problema & tratado. Problemas reais com relativamente poucos objetives a
otimizar podem exibir milhares de variaveis de decis3o, quando entdo uma
abordagem com enfase no espaco dos objetivos seria mais adequada, se conside
rados 0s custos computacionais envelvidos. De certa forma, a metodologia
proposta no Capitulo 2 viabitiza a formulacdo (4), introduzindo uma represen
tacao adequada para F.

1.3. EXISTENCIA E CARACTERIZAGKAD DE SOLUCOES EFICIENTES

Embora a nocac de vizinhanca ndo seja adequada a problemas multiobjeti
vos devido a presenca de solucoes nao-comparaveis, € possivel usar a ordena-
cao parcial existente e assim procurar excluir pontos de F que ndo poderiam
ser considerados objetivamente, solugdes do PMO. Pareto {di Roccaferrera,
1973) motivou esta analise ao propor o ssouinte padrio de comportamento para
a Sociedade:

"A Sociedade deve oferecer os meios adequades para que cada individuo,
come membro dela, possa auferir o maximo de wufilidade para si propric, desen
volvendo certas acoes, sem entretanto prejudicar as acdes desenvelvidas por
qualquer outro individuc, no mesmo sentido. Quando esta situacio & alcanca-
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da, a Parneto-oiimalidde tambem e atingida.”

Zaden (1963) e mais tarde Yu {1974) interpretaram as ideias de Pareto
em termos de dominancia. As solucoes domdinantes seriam aguelas para as quais
nio existiriam quaisguer outras sclucoes factiveis do PMO fornecendo, compo-

nente-a-componente, valores menores ou iguais para todos os m objetivos,com
pelo menos uma desigualdade estrita. Exclu idas as solucoes dominadas, resta
riam as nao-comparaveis - eflcientes - uma das quais, segundo um criterio

subjetivo do aecisor, seria a sclucao final do problema.

DEFINICAD 1.2: SOLUCOES EFICIENTES.

Diz-se gue x* < X & uma solucdo eficiente do PMO se nao existe qual-
quer outra solucac x & X tal que Fx) < F{x*). O
0s termos eficiente, dominante, ou Pareto-0Otima devem ser entendidos
como sinonimos neste trabalho. U conjunto de todas as solucoes  eficientes
do PMO serd representado por X* no espaco de decisoes e por T = fLX*] no

espago dos objetivos.

Nos metodos existentes para geracao de soiugoes gue satisfazem a Def.
1.2 & comum 0 emprego de tBcnicas especialmente desenvolvidas para a resoiu-
cio de problemas escalares. Estas tecnicas fornecem, a menos de probiemas
convexos, apenas solucoes otimas locais, Portante @ natural supor gue qual-
quer método usado para a goragac de pontos de X¥  gue incorpore estas tecni
as seja canaz de fornecer solugOes eficientes focais. A Fig. 1.1 tenta 1tius
trar esta situacao para um prob?éma com dois objetivos e uma variavel de de-

cisan,

guatquer ponto no intervalo {xagxhj ou {x X representa uma solu

dd
cao localmente eficiente do PMO. Observe que mesm@ para uma situacdoc  sim-
ples como a mostrada na Fig. 1, ¢ conjunto X7 & disjunto, em virtude da
fungao f!{,} ser nao-convexa. {uasi-convexidade das funcoes fii“}ﬁ i =
Teeuwest SObre X g;§f§ Z a condicao suficiente exigida para que X*  seje
sonexs {(Warburton, 1983). 0 conceito de efic ia Tocal motiva a seguinte

definicao (Geoffrion, 1963; Paine et al., 59!5},
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Fig. 1.1 - Exemplo tipice de eficiencia local

EEFI%I@%Q\%.S: EFICIENCIA LOCAL.

Xx* e X e uma solucdo Tocalmente eficiente numa dada vizinhanca
N(x*,8), dsto e, x* e X*N N(x*,8) se existe & >0 tal que x* & efi-
ciente em X M N{x*,87,

TEOREMA 1.1: EFICIENCIA GLOBAL
. n ; . . o e e
Sejam fiiu):ﬁ = R, 1 = 1,....m funcoes convexas definidas snhre
. . N - - ~ .
um conjunto convexo e compacto X © R'. Entdo toda sclucio lTocalmente efi-

ciente e tambem globalmente eficiente.
PROVA : Geoffrion, ?Qﬁgxz}

C Teorema enunciado a seguir & fundamental para a caracierizacio anal?
tica de solucoes eficientes como solugBes de probiemas de otimizacio escala-

-5
g

e

@
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TEOREMA 1.2: TUCREMA FUNDAMENTAL.

Se x¥ < X e eficiente entdo existem um inteirc 1 & [1,...,m] e ni-
meros reais c., J = 1,...,m (i £ J) tais que fi(x*} < fi(x}, para todo

- e
3 3 . o o

& Xopompativer-com-as-g=restricoes:

fj{x} S 2., J=T,cc.m (14 3) (6)
PROVA: Chankong 2 Haimes, 1982,

COROLARID 1.2.1%:

Se x* e eficiente, entdc para todo 1 &[1,....m7, x* & a solucio

otima do problema escalar

Min fo{x) (P)
fj(X} f;r,‘-g jx1a»=~am (é?éj)

para ey = a§ = fj(x*}g J=1.0...m (14 3). A prova deste Corolaris seque
imediatamente das consequencias do Teorema 1.72.

Dasta forma torna-se pessivel estabelecer condicdes de existéncia de
soiucoes eficientes em termos das COﬁdigées de otimalidade de {Ppﬁ}g Note
que estes resultados sac compativeis com a Def. ] po um decrescimo no  va-
Yor do objetive fii“} sG ¢ possivel, para alguma solucdo factivel x & X |
viplando as eg-restricoes, isto €. degradando ac menos um dos {m-1) obijetivos
restantes,

Portanto, se x* resolve (P ) existem multiplicadores Aj = G,

N s

T

3 Toewwsm (3 #14) e B, 20, k=17,...,p tais gue, sob qualificacio de
fa

restricoes 2% satis as condicbes necassaries de Huhn-Tuckar para &

L

a4z
existencia ée um minimo local {iuenbﬁre«?3 1973), Adotando a notacao funcio
nal pare X e lembrando que Ej = (v?}9 estas condicoes se escrevem nz
forma ’
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9 (x*) =0, (7)

Bkgk(X*) =0, k=1,....p (8)

AR GG NE DD WA N 6700 BT /el 650 S | (9)
’ it

Como a solucao de P(e*) ndo se altera quando o objetivo fi(') e mul
tiplicado por uma constante positiva ;. a condicao (9) reduz-se entdo a

<GLUF(x*)> 4 <8, 7g(ex)> = 0 (10)

As condicoes (7)), (8) e {10}, creditadas a Kuhn e Tucker {Chankong ,
1977; Mukati, 1980) sao condicfes necessarias para que x* seja uma  solucdo
Tocalmente eficiente do rwU. wunvew entretanto destacar que nem toda solu-
can de {Pﬁﬁ} e necessariemente eficiente. Suponha, por exemplo, que x
tambem satisfaz as condicOes de Kuhn e Tucker de (Pgﬁ}ﬁ isto e, (Pﬁ*) pos

sui solugoes miltiplas. As condicBes de interesse Sao

fj(xo} < fj(x'f‘) {11)
lj(fj(xa) wfj(x*}} = 0 (12)
8

Suponha ainda que a solugao X~ & nac-degencrada e que, para aloum

o~

344, h. =0, Entio f.(x°) < FLl0xy, o gue junto com féixg} = F.{x*)
2 a conéécés (11) dmplica em F(x°) < f{x*}), contradizendo x*e X*. Fcla

ro que esta situacao deixa de ocorrer se, para algum i, x* & a solugdo and
ca de {Pgﬁ} pois, neste caso, para todo x & X satisfazendo fjix);ifj{x*%
. s . 0 -

J=1,....m {J £ 1) tem-se que £o{xr) < fi{x ). Portanto, nenhuma funcdo

fi{,}ﬁ J # 1 pode ter seu valor decrescido sem gue o valor de fq{.} au-
W — . ¢
mente em relacac ac obtido com x* e, consequentemente x* & X*,

A unicidade de solucac de (P_,) para algum 1 pode ser relaxada  se
C.
em contrapartida x* vresolve (P ) para todo 1 =1,...,m. De fato, as-

sumindo-se esta Ultima hipotese, x* s0 nao seria eficiente se  existisse
] e . - .
"= X compativel com  as c*-restricoes . tal que, vpara algum i

-3

1

3 4
1 = iac s e giiin

o . i i -
F ) < fi{x*), Mas isto contradiria a otimalidade de  x* para todo
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Fm termocs praticus, 2stes resultados sao uteis por permitirem a gera-
cio de soluctes eficientes, indispensavel ao desenvolvimento de qualquer me-
todo multiobjetivo, atraves da escolha apropriada de Ej , J = Tsae.,m
(3 #1). Em particular, o metodo de Haimes e Hall (1974) e seus desenvolvi-

osteripres [Chankong, 1977) fazem usc constante do problema (P)
e

Contudo, o emprego desta tecnica fica condicionada a alguns  fatores.
B escotha de €55 i=1,....m [(j#£ 1) dave ser tal que P(e) possua solu
cio factivel, o que pode nao ser uma tarefa simples. Obtida uma solucao de
(PE) para algum i, restaria ainda comprovar que a sojucao unica €, a menos
de problemas estritamente convexos, isto exigiria um exame das condicoes de
segunda ordem de (P_}. A estrategia alternativa de resolver (P_) para to
do i parece nao ser muito pratica. Por outrc lado, atraves da tecnica das
c-restricoes & possivel lidar com problemas nao-convexos e, uma vez que  as
condicoes de sequnda ordem sejam satisfeitas, interpretar os multiplicadores
de tagrange associados as c-restricoes ativas como fZrade-cvf4's Tocais entre
objetivos do PMO {Chankong e Haimes, 198Z). HNa pratica, entretanto, estas
caracteristicas parecem compensar qualquer eventual ocorréncia de solucoes

militipias, sobretudo em problemas muitiobjetivos nac-lineares.

Qutra técnica de geracao de solugoes eficientes bastante popular - em
programacdo multiobjetivo e a tecnica de ponderacac, na qual os m objetivos
originais do problema sac combinados aditivamente numa tnica fungao. Esta
tBcnica pode ser justificada a partir da analogia entre as condicoes (7} ,
(8} e (10) 2 as condicoes de Kuhn e Tucker do problema escalar,

i Y
MEY%KE}{ <n,flx):

P
)
St

Motivados por esta correspondencia, grande parte £os metodos multiocbje
rivos existentes, incorporam de alguma forma o probiema {P}} {Hwang e Masud,
1975; Cohon, 1978}, Entretanto, para a maioria destes métédﬁsﬁ x deixs de
ter interpretacac de vetor de multiplicadores de Lagrange associados as e~
restricoes para assumir o papel de vetor de pesos, atribuidosa cada objeﬁjygﬂ
conforme a sua importancia relativa ou ainda para compatibilizar suas dﬁfé;f?”
rentes unidades. E comum que estes pesos estejam normalizados: o

re b a{heR

X =20 e L.h. =11 g3



Uma interpretacac precisa do problema ponderado
utilidade em certas demonstracoes deste trabalho.
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Assim, verifica-se intuitivamente gue pontos em x* sao mapeados em
I ¢ sF, onde 3F -e o contorno de F. Contudo, todos os pontos sobre I sio
eficientes. mas apenas os que pertencem a algum hiperplano suporte de F po
dem ser gerados atraves do problema ponderado (P)}. Esta limitacao  pode

ser explicada pela ausencia de convexidade no prohlema (DAE sugerida im

]

) hatliee B
plicitamente na Fig., 1.2. 0 exemplo a seqguir enfatiza esta caracteristica do
problema (P ).

EXEMPLO 1-1: (Bowman, 1975). Considere o seguinte problema bichjetive, do
Tipo 0-1:

Min ,{x)
’ &
xeX e () 1e)
- 2 w—
onde
fé(x} = xivb3x24-£x3
£ ) = * PN,
§2§x} 4x§-+3x21- 5
X = {x R Ky +Xo+Xa = 1, Xes Aps %g o= 0,11
0 conjunte de sclucoes eficientes do problema & dado  por
XF {{xégxg,xg}giésﬂpﬁ}; {0,1,0); (0,8,1)} e coincide com o conjunto de
suas  solugoes factiveis X, No espaco dos objetivos  tem-se entao

@

u
I {{yégyz}giiai}; {3,3): (4,1)}. 0 problema ponderado relative ac Frem-
5lG se esc

I

Min {%«-3@)}(? + 3%, + {HSO{)){:} “an

Atraves de variacdo paramétrica de o <00.17 obtBm-se as solucdes
/27 e x* o= (1,0,0) s oo = D1/2.17.
a g

artir de (17).

A a
eficientes x* = (0,0,1), se o < [0,
A solucao eficiente x = (0,1.0) nao

0
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Fig. 1.3 - Solucdes do problema {17) em funcac de o

Em casos gerais, apenas a enveltoria (huff) convexa de T podera  ser

gerada atraves do problema {?A)’ Entretanto, sob hipoteses de convexidade,

Y

(P ) e (PR) sao equivalentes.

TEOREMA 1.3: EQUIVALENCIA ENTRE (?ﬁ) E (?)).

Seja X um conjunto copvexo e f.l.), 1= 1,....m, funcoes Cconvexas
definidas sobre X. Se x* resolve } entao existe A& A tal gue x*

tambem resolive QP}}w

PROVA: Chankong e Haimes, ?9825{ﬁ

0 corolario 1.3.1, a seguir, formaliza em termos matematicos a inter-
nretacao geometrica do problema ponderads, fornecida pela Fig., 1.Z2.

i
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COROLARIO 1.3.1:

Se xX* & X resolve (PX;) e qualguer das hipoteses

i} x* e a solucao unica de (P (Zadeh, 1963)

2

i) Ay 0, T=hom {Geoffrion, 1968)

e satisfeita, entao f(x*) e I' ¢ BF.D
A partir do resultado do Corolario 1.3.1 torna-se teoricamente possi-
vel gerar todo o conjunto T, tomando-se valores para X no conjunto A .

Em particular, as soliucoes de (p obtidas com o  subconjunto

)
A
AV s {re A ] x>0} satisfazem uma definicao mais estrita do conceito de
solucao eficiente, introduzida por Geoffrion (1968) no intuito de  excluir

certas sotucces eficientes com caracteristicas indesejaveis.

DEFIMNICAD 1.4: EFICIENCIA PROPRIA.

Diz-se que x* < X e uma s0iugao propilamente eficiente do 7M0  se
x* & X* e existe um escalar M > 0 tal que, para cada 1, 1= 1,....m @
cada x X satisfazendo ‘fi(x) < fi(x*) existe no minimo um j # i, com

Fox) = F.{x*) e
J N

Folx) - F.(x%)

! < M {18}
Fox*) - F.lx {7
5 ) J( )

Esta nova definicao visa basicamente excluir sclugoes eficientes em

gue 0 crescimento num dos objetivos pode ser feito arbitrariamente grande em
relacdo ao decrescimento de gualquer ocutro, situacao nao prevista nas condi-
oes {?), {8) & (10}. Do ponto de vista do [)raaciso%.3 efeitos de  saturacao
deste tipo parecem indesejaveis {(Geoffrion, 1968}, Considere, por exemplo,

a situacap descrita na Fig. 1.4.
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fa{x) = %7

M‘r

Fig. 1.4 - Ocorrencia de solucdes eficientes improprias

Note que se X = R' entio x* = ®F , isto 2, todo nimero real ndo-
negativo & uma solugdo eficiente deste problema hipotético. Em particular
x* = 0 & X*, Contudo, a relacao

fT(x)-§i(x*) -x" -0

\ \ {(x > 0) (19)
fz(x*,-f2(z,

pode ser feita arbitrariamente grande escolhendo-se x suficientemente peque -
noc. Portanto, x* nzo € propriamente eficiente.

Em termos de praticidade, a principal vantagem no emprego de (?}} co
mo gerador de solucdes eficientes (em relacdo a (P ) } & tornar desneces-
saria uma analise a posteriori para se saber se a sgiuaﬁﬁ obtida & de fate
eficiente. Restringindo-s¢ os valores de X a A+5 obtem-se seguramente
uma sciucao propriamente eficiente e caso o PO seja convexo gqualguer solu-
cao propriamente eficiente poderd ser gerada. Outro fator importante a con-
siderar e que mesmo em problemas convexos, (PF} pode exibir restricoes nzo
lineares e as dificuldades de solucdo associadas a este tipo de preblema
sag bem conhecidas. F claro que sendo convexo, {PE} poderia ser resolvido
por metodos duais. Entretanto, a utilizacio do problema (P,) & aparente-
mente mais natural neste caso. & ‘
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1.4. EFICIENCIA EM CONTROLE MULTIOBJETIVO

Formalmente, as condicoes de existencia de soluctes eficientes em pro-
blemas multiobjetivos que envolvam relacoes dinamicas nao diferem muito  de

condicoes Ja estabelecidas com base no Principnio do Minimo de Pontryagin

(Kirk, 1970; Sage & White III, 1972) para o caso escalar. De fato, em analo
gia com o caso estatico discutide na secao anterior, & correto admitir que
dada uma lei de controle eficiente & sempre possivel obter esta mesma lei de
controle como solucdo de um problema de controle otimo escalar  apropriado.
Na verdade nenhum dos resultados precedentes, e em particular o Teorema 1.2,
restringe sua validade a problemas estaticos. Entretanto, a abordagem de
problemas dinamicos apresenta certas especificidades que exigem o emprego de
um formalismo algo diverso do que o ate agora utilizado e que deve ser obede
cide quando se admite a presenca de varios criterios de desempenho para 0
sistema tratado.

Fmbora do ponto de vista pratico muito pouco se tenha feito no dominio
do controle multicritério de sistemas dinamicos, esta area vem merecendo im-
nortantes contribuictes tedricas sobretudo a partir da metade de déecada de
60. O artigo de Da Cunha e Polak (1967) foi sem duvida um dos primeircs a
se ocupar com a caracterizacao analitica de solugoes para este tipo de pro-
blema atraves de escalarizacao. Stern e Ben-Israel (1973) estudaram proprie
dades das solucoes eficientes de problemas de controle otimo Tineares com ve
tor de funcoes de custo gquadriticas e um pouco mais tarde Salukvadze (1974}
derivou condicoes de existénecia de solugbes ofimas em controle multicrite-
ric. Sao igualmente imporiantes os trabalhos de Yu e Leitmann (1974} e
Schmitendorf e Leitmann (1974), nos quais bassia-se parte desta secao.

Considere um sistema fisico descrito pelo modelo diferencial

%= Flx(t),ult)), x{0) = x| - (20

onde x(t) & B" representa estado, uft) e r"

oo erR'x®R srec.

representa  controle e
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DEFINICAC 1.5: CONTROLE ADMISSTVEL.

Uma lei de contro]e

ul.):[0,71 ~ U grmr & admissivel se & Limifada,
gera uma solucao x(.): [ S compativel com (20} e satisfaz
N(x(T)) = 0 para T {(fivre) = 10, onde N R - e ol

0 desempenho do sistema (20) & avaliado através de um m-vetor de crite
rios J(.)" = EJ?(‘)“’Jm(‘)3 com componentes

T
Ji(u(t)) = g fi(x(t),u(t))dt, = 1,...,m (21)

onde fé(.,.}:?}%nxﬂ%rv* RecC .

DEFINICAD 1.6: LEI DE CONTROLE EFICIENTE.

Um controle admissivel u*(.) & tambem eficiente se e apenas se  nao
Ty

existe cualquer outro controle admissivel u(.) tal que J(u(.)) £ J(u*{. )L

0 Teorema 1.4 a seguir reafirma a validade da tecnica das ce-restricoes
ac caso dinamico.

TEOREMA 1.4: FUNDAMENTAL.

se u*{.) @ eficiente, entdo para tode Jj & [1,....m1, u*{.) ) a
solucio do seguinte problema de controle otimo

T
Min fo fé(x{t)su(ﬁ}}ét (22)
ultleu

S.a.
% o= F{x{t),uf{t)), =x{0) = x (233

T
Iy fj{x{t},u{t))dt S J¥, 3= 1.....m (24

N(x{T)) = O ' (25}ﬁ _;
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onde J% 4 J;(ux(t)).

No ambito da Teoria de Controle Otimo, diz-se gue o problema (22)-(25)
possui restricoes Lsoparametricas (eqs. (24}). 0 procedimento usualmente
_adaotado nagigwcaﬁawéwprﬁgutarwﬁbter7Watnayéswdewalgumawman%9&1&6&6, um —pro=-

blema de controle otimo equivalente a (22)-(25) ao qual o Principio do Mni-
mo possa ser diretamente aplicado. A transformacéo a seguir & sugerida por
Schmitendorf (1976).

Seja u*(t) a solucao otima de (22)-(25) para um dade i. Sejam ainda
as seguintes funcoes auxiliares, definidas por

t
yg(t) = fo fj(X*(t},U*(t))dt, J=1.o.o.m (J # 1) (26}
i* = V;(t}, 23(0) = Ga J = ]9°--9m (3 fl‘ 1) (27)
vg(t) = Eyg(T)uJﬁl/T*, para t e [0,T] e j=1,...,m (28)
: (3 # 1)
TEOREMA 1.5:

Se u*(.) vrescive (22)-(25} entdo (u*(.),v*(.)})} & a solucioc do se-
guinte problema de controle Otimo:

.
Min IO folx(t),ult))dt {29}
ult)el 1
{(t1 =0
X o= Flx(t),ul(t)), x(0} = X (30}
¥ = £(0),u(t)), v, (0) = 0 (31)
Z. = vj{t), zé(OB = 0 {32}
yéiT}—J§mz$(T) =0, 3 =1,....m {3 #3) (33)

N{x{T)) = 0 | {34)
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Uma vez comprovada a equivalencia entre os problemas (22)-(25) e (29)-
(34), as condicoes necessarias de Pareto-otimalidade seguem da aplicacdo dire
ta do Principio do Minimo a este ultimo problema. Simplificacdes adicionais
nas condicoes obtidas levam ao enunciado do seguinte Teorema (Schmitendorf,
19767,

TEOREMA 1.6:

Se (u*(.),v*(.)) @€ a solucdo ctima do problema (29)-(34) entio exis-
tem um vetor o 2 0, « E;Ef1, uma funcdo contTnua p(.):[0,T] » R" com
(p(t),o) # D sobre [0,7], um g-vetor v e uma funcio H{): " x R x " «x®" » R
com

HOE)ue)ap(1),0) = <o f(x(2),0())> + <p(t),F(x(1),u(t))>
onde fl.,.)" = [f,(.,.)...F (.,.)], tais que
iBIE) = -y MO (O, () () e), PR = ey N (T

1) H{x*(t),u*(th,p(t)a) < H{x(t),ult).p(t).o), ¥ ul.) ey

1l

i1 H{x*(x)ux(t),p{t),o) 0.

Previsivelmente, (i)-(111) sdao tambem as condicoes necessarias de oti-
malidade do problema de controle Stimo com funcag de custo <o, J{.)>  sujei
tos as restricoes originais do sistema. 0 exempio a seguir, adaptado de  Yu
e Leitmann (1974}, ilustra alguns aspectos envolvidos na resolucdo de proble
mas multicriterios dinamicos.

EXEMPLOD 1.2: Seja um sistema fisico descrito por
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1 x(t) + F}} a(t),  x(0) = %mﬂ (35)
0 ( 0]

Ma
1}
[ I

onde u(t) € U 4o {u{tdlu(t)] < 11, )lth e d-a-dxlt) Ev?(t}é < 3} e
x,(T) = 0. Deseja-se
H
i) minimizar J,(u(t)) = T
i1} maximizar Jz(u(t)) = xz(T).

Resolvendo-se a equacao diferencial do modelo, vem entao

t
x{t} = eAtxo + fo eA(t*T) bu{T) dr {36)

A solucgao de (36) pode ser dividida em

a) uf{t) =1, ¥t el0,T].

Tem-se entaoc gue, efetuando os calculos necessarios,

| 12 ]
B . 12
x(t) = i . WJ ou, eliminando t, Xy = 5 Xp ¥ 1 (37}
Lt '
By uflt) = -1, vyt «[0,T7.
De maneira analoga,
F
By
v 2
x(£) :3 s Xy o= m%xgdri (38)
-t §

Assim, tendo em vista gue [x.(.)] £ 3, o conjuntce de pontos dos espa
cos de estados atingiveis a partir da condiczo inicial (1,0} e que satisfa-
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zem as restricbes impostas & dado por

{x{‘t}lx,]('i“) = 0, EXZ(T)E < 2} {39}

P o R |
SapewSe-aihdd--gue-a-5

g
bang {(Sage & Wnite 111

e
(Ko
~.
™3
Mot
W
ek
U
t
o
D1
w

-1, t < [0,s)
ur{t) = {40)
T, t e [s,T]

a qua] fica completamente caracterizada a partir da determinacao do fempo de
comutucde s (Fig. 1.5).

u-'xj

5

(t)=-2

g

Fig. 1.5 = Representacao do espago de estados do exemplo 1.2

Na verdade, (40) representa fodo o conjunto de controles eficientes do
sroblema. MNote gue os critérios dependem de Torma antagonica do tempo de co
nmutacaoc. Enquanto XE(T} cresce com s, o tempo final T aumenta. 0

Embora bastante simples, o exemplo abordado evidencia caracteristicas
proprias de sistemas dinamicos. A principal delas & cue o espaco de decisoes

do problema e portanto o espago de controles eficientes dificiimente poderao
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ser interpretados de forma satisfatoria num caso mais geral do que o foi tra
tado, apesar de conceitualmente serem anilogos ao caso estatico. Este fator
torna indispensavel que o processo de decisdo seja mantide no espaco dos cri
terios. Num exemplo simifar a este, Waltz (1967) também tratou de problemas

i

de tempo. minimo_fendo como.criterio.secundapig-a—mini fzaede-do-esforea de

controle (Igla(t)fdt). Probtemas envolvendo aplicacbes praticas sio entre-
tanto raros.

Considere agora o seguinte modelo discreto

x(k+1) = F{x(k),u(k)), x(0) = X, (41)
onde x{k) ¢ R" representa estado, u(k) € B represénta  controle e
FGLLORTx R » R ¢ !, Por questao de praticidade, o tempo final T {(um
inteire positivo) e mantido fixo, mas o estado final #{T) pode variar. O
desempenho do sistema e ainda medido por um m-vetor de critarios J(.}' =
[J,E(.)...Jm(.)] com componentes aéora na forma

To1
Jo(ulkd) = 7 [F Ok ou(k))T + oo (x(T)), 4 = 1,....m (42)
1 k=0 i i1

onde fi(.,,):lfi%nxﬁ?r + R e fw(.):ﬂin + R sio de classe ¢ em rela-
cao aos seus argumentos. Tendo em vista as caracteristicas do método intera
tivo proposto neste trabalho, assuma a existeéncia do seguinte criterio glo-
bail

Jlu(k)) = = <>\9f(x(§<}5u{k})>+<2ﬂsf3—(x§"€')5> (43)
k=0
onde A& A,
£ oL FF £
P = I st (L))
Fa i o £ Y o
As condicoes necassiyiz. - o -lidade para © problema de minimizacao

de (43) sujeito a (41) sdao estabelecidas com base no Principio do Minimo Dis
creto, a seguir (Sage e White I1I, 1972). )
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TEOREMA 1.7:

Se u*lk), k=0,....7-1, u*{.} U minimiza (43) sujeito a {(41)

entzo existe um n-vetor p(k), k =0,...,T-1 e uma  funczoc H{.}) :
ﬁ?ny;z!?ry 'E?p R £Om
H{x(k)ulk),plk}) = <, f(x(k),ulk))> + <p(k),F{x{k),u(k))>
tal que
1) plk-1) = T HO(),ur(k),p(k)) s p(T-1) = —S— £ (x*(T)) "
ax(k) dx(T)

i) HOHK),ur(k),p(k)) = Hix(k)ulk),p(l)), ¥ u(.) U

Alem disso, u*(.) serda certamente ¢ficiente se for a Unica  solucao
do probiema e/ou\ Aé >0, = 1,....m. Esta afirmacgo poderia ser faciimen
te demonstrada a partir da equivalencia entre problemas de controle otimo
discreto com horizonte finito e problemas de programacac matematica (Canon,
Collum & Polak, 1970). Esta eguivalencia & particularmente importante gquan-
do na pratica se colocam problemas com restricoes nas variaveis de estado,
aos quais o Principio do Minimo nao e universalmente valido, e serd utiliza-
da de forma implicita nos Cap?tu]és £ g B,

1.5, PREFERENCIAS E FUNCOES UTILIDADE

o

formalizacido da estrutura de preferencias do Decisor por pontos  ou
regices do espace dos criterios @ certamente a tecnica de abordagem mais ade
guada a resplucio de preblemas complexos de decisdo. Busca-se com esta tac-
nica, modelar matematicamente as atitudes do Decisor face a determinadas al-
ternativas que lhe sao propostas, de forma a inferir um comportamenic aproxi
mado de sua funedo utifidade. 0O objetivo bisico de todo este processo g es-
tabelecer uma sréeﬂagés compliata para os vetores do §§33 baseada no  grau
de utilidade, para o Decisor, de cada combinacag de vyalores assumidos pelos
criterios. |

Nesta secdo, analisam-se alguns aspectos qualitativos de funcoes do ti
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po utilidade, sem se incorrer diretamente na guestaop de como determina-las
na pratica. Em particular sac apresentadss resultados pertinentes aos meto-
dos gque incorporam preferencias, brevemente discutidos na secao seguinte.

A onrdenacao Lexicogugics = o.ouvavelmente a forme mais usual de estru-

fUracao de preTerencias encontrada na Titeratura. Sequndo esté fetodo, o De
cisor deve estruturar suas preferencias meramente priorizande os critérios
que considera mais importantes. Uma vez ordenados - seja a = {aﬁ{x),...,
am(x)} o conjunto ordenado do Decisor, onde a; = fj(x) para i,i=1,....m
- a solugdo Otima do problema sera aguela que minimiza o maior nimero possi-
vel de criterios ao mesmo tempo, isto e,

x* = arg Min Lex {a} (44)

xeX
onde Mim Lex significa minimo Lexicoghdfico de a . Em termos mais  preci-
sos, X% & obtida ao fim do processo sequencial

M1nX€Exju§ ai(x), i=1,...,m (45)

X = X ' (46)

onde X, A {x&X, , | x minimiza a (x) sobre X; .}, 1= 1,....m.

Este tipo de método tem como principal desvantagem o fato da solucdo
final x* ser extremamente sensivel d ordenacdo, uma caracteristica indese-
iavel se alguns dos critérios possuem aproximadamente a mesma importancia
(Haimes et al, 1975). Uma variante a este procedimento basico foi proposta
sor Waltz {1967). Na tentativa de reduzir a sensibilidade 2 ordenacdo, este
nove metodo introduz a possibilidade do Decisor estabelecer nivels de aspirg
cdo, faixas dentro das quais o Decisor concorda que os critérios variem.ApOs
a minimizacao de ag(x} sobre X - seia a¥ o valor Otimo de aE(x} - 0S

1
demais problemas para 1 = 2,....,m entac seriam

Min ai(x} (473
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onde o & 0,17 representa um certo percentual de 2% gue o Decisor esta
disposto a abrir mao para tentar melhorar as solugoes dos problemas seguin-
tes. Waltz (1967) utilizou este procedimento para resolver o problema de

controle otimo (minimizacdo do tempo final x minimizacaoc do esfor¢o de con-

trole) comerfado na secdo anterior.  McGrew e Haimes (1974) utilizaram o prg

cedimento bisico (45)-(46) para tratar o problema de otimizacac e identifica
cao conjunta de sistemas.

Este tipo de abordagem (ordenacio lexicografica) € criticavel na medi-
da em gue ndo comporta uma analise sobre alternativas de solucac do probiema
ao exigir do Decisor uma definicac glebal de suas preferencias baseada em ob
jetivos.

A estruturacao de preferencias do Decisor por pontos do espaco de cri-
tarios, em oposicdc aos métodos anteriores, propicia maior flexibilidade ao
Decisor para a definicdo de sua solugao de compromisso. Entretanto, para
viabilizar este tipo de abordagem, quaisguer dois pontos yE e y2 do R"
devem ser compardvels de acordo com o julgamento subjetivo do Decisor, no
sentido de gue uma e apenas uma das sentencas a seguir & verdadeira (Keeney

e Raiffa, 1976; Cohon, 1978):

i) yé ﬂ:yz + o Decisor & indiferente entre as alternativas y§ & ygg

i1} yg {yz : o Decisor prefere a alternativa yé

o
o
el

.

ii1) v }yz . o Decisor prefere a alternativa y© a

o
g

Deve-se ressaltar o carater apenas cadinal em (1)-(iii), pois em ne-
nhum dos casos o Deciscr precisa realmente guantificar suas preferencias, is
to &, indicar que prefere a alternativa yga aue em termos de utiiidade €
10 vezes superior a alternativa yz, por exemplo. Isto exigiria uma andii-
se cardinafl das alternativas yg e y2 por parte do Decisor que, obviamen-

te, & muito mais complexa,

As sentencas (1}-{1i1) sugerem uma forma de se estrulurar as preferen-
cias do Decisor em curvas de nivel, mais conhecidas na titeratura por curvas
de indifenenca ou cwrivas de {(sopreferencia. 0O processo de construcas destas
curvas pode ser ilustrado com o auxilio da Fig. 1.6.
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¥z &

2{ ys{yes

Al
\Cs \Cz Cs Ca

Fig. 1.6 - Curvas de indiferenca do Decisor

Assim, questionando o Decisor quanto a diferentes alternativas que the
Sa0 &presentaéaéa cria-se um mecanismo para que as suas curvas de indiferen-
ca sejam levantadas. O problema entdo poderia ser colocades nos seguintes
termos: encontrar y*¥ e F tal gue

y* ly, M¥Yy&F (49)

Supondo-se racionalidade e coerencia das respostas do Decisor e ainda
a necessidade de manter factibilidade da decisao, este processe  certamente
levaria & uma das solucBes eficientes de ', Geoffrion {1967} demonstrou es
te resultado de uma maneira mais Tormal.

As curvas de indiferenca do Decisor podem ser interpretadas como cur-
vas de nivel de sua funcao utilidade.

DEFINICAG 1.7: FUNCAO UTILIDADE.

Uma func3o U(.), aque associa um nimero real U{y) a cada ponto : 
y = F & denominada funcio utilidade representativa das preferéncias do Deci =
sor se {Keeney, 1972; Fishburn, 1974): ' o
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i

oyt yt e uyh - ud

1)y {yz' = Uly) £ uly?)

E

©

laro-gue-se-tal-funcao-pudesse-ser-precisamente-ceterminada; 0 pro-
ks - Fal

blema multiobjetivo serfa entao substituido pelo problema equivalente

Min Uy} (50)
yer

para o qual existem tecnicas de solugao apropriadas.

A Teonia de Utilidade Mubitiatributc (Keeney, 1972) trata da conceitua-
ciao e elaboracao de procedimentos que possibilitem identificar U(.) cor-
retamente. Em geral, estes procedimentos sao baseados em algumas hipdteses
simplificadoras, uma vez que formas gerais para U{.) sdo de difTecil deter-
minacao pratica. A {ndependincia preferencial & a principal delas. Assume
que a estrutura de preferéncias do Decisor por cada objetivo nac depende dos
valores tomados por t@dos-os demais. Esta hipotese viabiliza algumas formas
especiais para U{.) como a aditiva e a multiplicativa.

uy) u.{y.) {51)

it
ot 3

]
==
e
A

<

t{y) (52}

Um importante caso particular de {(51) sac as funcoes utilidade Zinea-
res

m
I Y (63)

U(yy =
i=1

.

onde hy 2 0 sao coeficientes de ponderacdo que deveriam refletir a dimpor-
tancia relativa entre os objetives para o Decisor. Entretanto isto raramen-

te gcorre, istoc €, a solucdo de {53) em geral ndo refletird a  importancia

(no sentido proporcional) que o Decisor quis em principio atribuir aos obje~
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tivos. A explicacao para este fato tem raizes na hipotese pouco realista de

independencia preferencial, menciocnada anteriormente.

Por outro lado, existe uma justificativa tedrica para tomar-se u(.)
na forma (53). Se I e convexa, entac a mesma solucac eficiente y* & T

que resolve (50} pode ser obtida atraves de (b3) com uma escolha apropriada
de Ai z 0, 1=1,...,m. No Capitulo 2 deste trabalho indica-se como a par
tir de procedimentos interativos e possivel obter coeficientes Ai’ i =1,

...,lt com esta propriedade.

A existencia de uma funcao utilidade explicita e suas hipoteses sobre
éndependéncia‘preferencial tornou-se uma exigencia desnecessaria com o apare
cimento de métodos interativos. Estes métodos requerem do Decisor apenas in
formacoes parciais e progressivas sobre suas preferéncias, 0 que na pratica
equivale a assumir que o Decisor possui uma funcdo utilidade dmpllcita. Nes-
te caso, deve-se ter em mente que a formulacao (50) € apenas figurativa.

Embora descartem a necessidade de hipoteses rigidas sobre U(.), es-
tes metodos via‘de regra assumem gue esta funcao apresenta certas caracter{g
ticas globais tais como convexidade, monotonicidade e diferenciabilidade que
em muitos casos podem ser facilmente justificadas. Quando e apropriada, a
monctonicidade justifica a supesicao de que U{.) e uma funcdo convexa nao-

decrescente de cada componente ¥io i=1,...,m, pois entre duas solucoes
1 -2 -1
.af.’

e F o otais que f £ f" onde a desigualdade vale apenas para uma compo
nente j, 0 Decisor certamente nao preferira 2, por uma questdo de coerén
cia. Isto se traduz matematicamente por

N < ue? (54)

'z f L=l ui(f
De fato, particularizando esfe raciocicio para quando existe apenas um
critério {m = 1), {50} seria eguivalente ao problema

Min Y, {55)

ygezﬁ
o aue em parte assegura a validade da hipotese. Embora na Def. 1.7 as rela-
coes (i) e (i1} nao tenham esta conotacao, dificiimente um Decisor  poderia
q&aﬁiéficar suas prefsrﬁﬁaia? am te s absolutos, isto &, associando um nu-
meroe real Uly) a cada alternativa y €T proposta, como poderia ser suge-
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rido por (54). Na verdade, esta informacio nao seria estritamente necessi
ria se fosse possivel obter as derivadas parciais de t{y) para cada y F
dade. Varios autores {particularmente Geoffrion et al {1972)) exploram este
fato de forma implicita ao suporem que o Decisor & capaz de fazer uma andli-

se-mangdred—das-sotucoes que the sdo oferecidas. ~T5t6 STanifica que, dada
. 0 . -
uma alternativa y & F, o Decisor & capaz de caicular

at(y)
oY ay.

T TS0 = -5y (i #3) (56)
sl oY o _
95/? y=y° Tly=y

onde Ti3 representa sua Taxa Marginal de Substituicido ou Trade-off Genera-
Tizado entre os objetivos i e j (i £ j). E claro gque isto implica em su-
por que U({.) e diferenciavel em F. Lembrando entio que vU(y®), o vetor
gradiente de U{(.) calculado em y° & perpendicular as suas curvas isopre-
ferenciais € possivel aproximar T;; @ partir da equacio do hiperplano tan-
gente {(Geoffrion et. al. {1972)):

&

™
[

{ ~y

{y) 0 suly) Oy

7, ; . (y1 yg) oot S (ymwjm) = 0 (57)
y=y Y=Y

[w5]

Elegendo-se um dos critérios como critério de referdncia, Y3 por exem
by il
pio, e dividindo {57} pela quaﬂtiéade( )

¥

SUly) (58)

obtem-se

5. < - hy ~ = - ol 5
(%) Note gue se ¥y naoc e a solugac de (50}, entac certamente existe um i
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, 0 o e oy
’zﬁ(y,g—yﬁ Fuuat {yi“yi) bt Emi(’;m_ym) = { (59)

Desta forma, sendo o Decisor indiferente a variacoes nos valores dos

s . p - ") .
criterios 1 e J nas respectivas proporcoes (y.~yi) e {y4~y?), mantidas
¥ ¥ J Tl

t
0s-demais -constantes;—entao FE pode~sergproximada por
0
4 YV
2 I U 5 (60)
J ‘Yj yj

Atraves da Fig. 1.7 procura-se interpretar graticamente este resultado.
Numa vizinhanca de yo, o Decisor possuil taxa de substituicio Togs isto
significando que um decréscimo Ay no objetive 1 compensa um acréscimo A,
no objetivo 2, expressando assim a sua indiferenca entre as alternativas y©

0
e ¥, -
% 4
e
Fig. 1.7 - Variaciao de Toq COm Yy
A aproximacao de = por {60} se tornard tdc mais exata quanto menor

Ji
for a variacao de L, ou sempre que U{.] possuir segundas derivadas par-
ciais suaves. A Fig.1.7 ilustra também outro importante aspecto do problema:

T4 depende de y. De fato, mantendo-se o critéric | constante dbtem-se su
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cessivos valores para 54 a medida em que Yo e feito variar, isto a,

%) o (y®) (v (61)

1oy i

Ji

.jj‘

1.6. METODOLOGIAS

Atualmente e possivel encontrar uma quantidade relativamente grande de
publicacoes dedicadas a revisdo e classificacdo de métodos e aplicacoes da
programacac multiobjetivo (Roy, 1971; McCrimeon, 1973: Cchon e Marks, 1973 ;
Hwang e Masud, 1979). Embora seus autores utilizem diferentes metodologias
para as suas classificacoes, que terminam por emprestar um maior ou  menor
grau de abrangencia para uma determinada classe de métodos proposta, estes
trabalhos concordam na exnistiie . <. waa divisac fundamental.

i} metedos que nde incorporam preferéncias;

ii) metodos que incorporam preferéncias.

0s métodos da classe (i) ndo incorporam nenhum tipo de julgamento sub-
jetivo {preferencia) da parte da'Decisor em relacac aos objetivos. 0 Decisor
delega a uma Analisia a tarefa de obter a solucac do PMO atraves de algum
procedimento sistematico. A maioria destes métodos procura transformar o
problema multiobjetive original num problema escalar coufvalente introduzin-
do, por exemplio, algum tipo de medida que deva ser minimizada. A solucao do
PMO e entao encontrada, resclvendo-se

/0
Pl 1s2pze (62)

.

=

Min
X o X 1

1

ifﬁ(x)wx%

1

1

onde y. = Min .00, 1= 1,....m
- e X

Apesar de terem caldo em desuso nos U1timos anos, os métodos formula-
dos de acordo com este principic conservam uma certa importadncia tedrica
pois muitos dos metodos mais recentes incorporam, em alguma ée-sugs fases, a
resolucac de (62) para um dade p (em geral p=1, p=2 ou p=e), Demons
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tra-se facilmente (Zeleny, 1973) que qualquer que seja o valor de p escolhi
do, a solucao otima de (62) recai em I'. Este resultado pode ser interpreta
do graficamente como na Fig. 1.8 (Baptistelia, 1980).

LN

v

Fig. 1.8 - Relacoes entre a famiiia de metricas (62) e T

0 ponto y e quase sempre referenciado como ideaf ou wtopice por mui-
tos autores pelo fate de nao ser factivel, isto e, y ¢F na maioria dos
problemas praticos,

Dependendo da forma e grau de participacac do Decisor no processc  de
escotha da solucao de compromisso do PMO, os metodos da classe {i1) noden
ser agrupados em tres subclasses:

i) metodos que incorporam preferencias a priori;

i1)  metodos com articulacdo progressiva de preferencias;

i11) metodos que incorporam preferencias a posteriori.

Fstas tres classes de métodos serac comentadas brevemente a seguir, ex

pondo-se seus aspectos basicos atraves de metodos representativos de  cada
uma delas.
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1.6.1. PREFERENCIAS A PRIORI: PROGRAMACAD ALVD

Como o proprio neme indica, os metodes desta subclasse se caracterizam
por exigir do Decisor uma definicao giobal de suas preferencia antes que o0

nrocesso-de-otimizacao-seja-efetivamentereatizado,como-Decisor— comprome=

tendo-se a aceitar a solucao que for obtida. Algumas formas atraves das
quais o Decisor pode articular preferencias a priori foram comentadas neste
Capitulo e sao indicadas a seguir:

i) fornecendo sua fungao utilidade explicita;
i1} ordenando Texicoaraficarm. ‘e seus objetivos;:
i11) dindicando os coeficientes do problema (P,);

iv) indicando niveis minimos para os objetivos em (PE).

Dentro do espirito de (iv), Charnes e Cooper propuseram uma técnica, a
qual denominaram de Programacdo ALve ("Goal Programming”) que viria tornar-
se bastante popular nas duas §1timas decadas. Na sua formulacao original, a
Programacac Alvo (PA) transforma o PMO no seguinte problema de  programacao
nio-linear (Charnes e Cooper, 1977): '

Hi
Min T {d¥+dD) (63)
e X i=1
at.d”
.a. £ 00-dTedT = M. A P (64)
S.a J(x} d3+d3 433 J 5 | 64
TodT : 65)
dJ,dJ > 0, ¥ (
dt . dT o= 0, ¥ 66)
NN J (

M., J=1s....m 330 metas estipuladas pelo Decisor para os objeti-

VOS fgi,}s 3= T.0ee.ms
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at > o, j=1,....m 1indica que 0 objetivo f.{.) excedeu a meta es-
tipulada Mg na quantidade d;;

d> > 0, J=1,....m indica que o objetivo fj(.} ficou abaixo da me

ta esiiguladawwmﬁwwna ,,,,, quaniidadewwd%wvw

A Fig. 1.9 ilustra as tres situacoes (excludentes) que poderao ocorrer
com respeito ao valor atingido por um dado objetivo, ap0s a resolucao de
(63)-(66).

M, e - f (dj=d] = 0)

(13 (2} (3}

Fig. 1.9 - Possiveis resultados obtides com Programacdo Alvo

E possivel que alem de metas a atingir, o Decisor possua preferéncias

bem definidas quanto a manter determinades objetives o mais proximo pass?ve?j. 

destas metas. Assim, formulacoes mais comuns de PA requerem que ¢  Decisor

ordene os objetivos em ordem decrescente de pricoridades. Seja novamente
a = {&Tgaz,o,.,am} G seu conjunto ordenado, onde agora . a. = ai(d+sd") .
ie= ta..,m € uma funcao linear gqualquer dos desvios d° e d”. Em vez
de (63)-(66), resolve-se entzo
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Min a (67}

(64)-(66)

obtendo-se a? - 0Os problemas seguintes serao, para 1 = 2,...,m,

Min a. (68}
X e X !
d*,d”
S.8.
(64)-(66)
P - . -
aj{d ,d7) = ajg J=1,....0i-1) (69)

Em relacao a Programacao Alvo pode-se invocar as mesmas - desvantagens
ja constatadas no metodoe de Ordenacdo Lexicografica. A solucdo obtida com o
procedimento (67)-(69) e muito sensivel & ordenacdc e as metas propostas pe-
To Decisor. Por outro lado, a PA apresenta como grande vantagem a flexibili
dade de formulacao, bastante explorada em problemas de plansjamento do setor
publico em que a presenca de cronogramas e metas € mais fregquente {Charnsas
et al, 1968). Embora existam algumas aplicacoes com objetivos nao-Tlineares,
a PA tornou-se mais conhecida no campo da programacac linear (Ignizio,1980).

Gembicki e Haimes (1978} propuseram um procedimento alternative, tam-
bem baseado em PA, mas diferente na forma do Dacisor indicar suas preferen-
cias. Segundo esta variante, o problema de otimizacdo a ser resolvido é:

Min o (707
X e X,o

fjix)~hig < Mj R BT D (713

[

onde o e um escalar & A = A. Note que quanto maior for um particular X.,

menor importancia estard dando o Decisor para que o objetivo f.{.) alcance
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a meta prevista Mj e vice-versa. Algumas analogias entre este método e o
proposto neste trabalho, serao exploradas no Capitulo 2.

............................................ 1.6.2. ARTICULACKAO PROGRESSIVA-DE-PREFERENGIAS:-PROGRAMACAD-ALVO INTERATIVA —

Metodos baseados em interacdo do Decisor com o modelo matemitico do
problema a ser tratado tem tido nos Ultimos anos uma aceitacio cada vez maior
por parte de pesquisadores e usuarios potenciais. A julgar pelo volume de
publicacoes que the sao dedicados, os metodos interativos parecem haver con-
quistado um censenso, pelo menos em relacao as linhas de pesquisa em progra-
macao multiobjetivo que deverao ser adotadas no futuro.

De fato, 0s metodos interativos oferecem inUmeras vantagens tanto do
ponto de vista de decisdo quanto de analise. Metodos com estas caracteristi
cas sao facilmente implementaveis a partir do soffuware de programacio matema
tica existente, na maioria dos casos Tigeiramente alterado de forma a Tevar
em conta aspectos proprios ac processo de decisdo. Além disso, na medida em
que o Decisor interage ativamente com o modelo, cresce a possibilidade de
que a solucao final ohtida seja facilmente aceita como a melhor solucac de
compromisso do problema. |

Genericamente, os metodos interativos costumam introduzir uma estrutu-
ra com dois niveis distintos de atuacdo (Fig. 1.10). Num nivel inferior ou nt
vel de anafise estariam concentradas todas as informacGes referentes 3 parte
objetiva do problema, isto @, o seu modelo matematico, descrito em termos de
restricoes fisicas e relagles funcionais expressando os seus cbietives.

Em geral, com este nivel inferior estd associada a resolucio de um de-
terminado subproblema escalar, cuja formulacdo & influenciada pelas preferen
cias do Decisor. A parte subjetfiva da émterégge Decisor-Analista tem Tugar
no nivel superior ou nivel de decisdo, com o Decisor procurando induzir o ni
vel de analise a fornecer .olucdes que venham de encontro 3s suas preferen-
cias. A forma de como isto & feito distingue os metedos, mas a hipotese de
gque o Decisor possui uma funcac utilidade dmplicdifa agregando os  objetivos
esta sempre presente. A partir desta hipotese, a maioria dos meétodos entio
requer gue o Decisor forneca frade-of44's Tocais {implicitos, como niveis de
aspiracdo ou explicitos, como taxas marginais de substituicio) ra vizinhanca
de uma dada alternativa vidvel, os quais fazem o papel de coeficientes varia
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veis de algum preblema escalar bem definido.

W€ UlT; sim
MrxeX

= FIM

naoc

Indica prefaréncigs
Um novo subproblema
sscelar € gerodo

Resolve  subproblsmg

escalar . Obfem x° € X

Fig. 1.10 - Esquema geral dos metodos interativos

Considere, como exemplo, ¢ método proposto por Dyer (1972) que incorpo
ra a Programacao Alvo tradicional, estratégias de interacdo na forma descri-
ta acima. 0 metodo de Dyer envolve a minimizacdo de uma funcio utilidade im-
plicita, suposta nac-decrescente com cada objetive. Com esta hipDtese adi-
cional e facil ver gque (63)-(65) pode ser reformulado como

m
Min ) wqdﬁ (72)
xex =1 !
d+z0
'” Fo0-dt 2 M, ., § = 1,....m 73
3(} 3 ; j=1 (73)
onde w i=1,...,m sac coeficientes gue refletem a importincia relativa

i?

atribuTda a cada objetivo féis) no sentido de mante-lo abaixo da meta M,.
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Estes coeficientes deverac ser fornecidos pelo Decisor a cada interaczo do
algoritmo. Escolhido um objetivo de referencia, fi(w) por exemplo, e dada
uma solucdo viavel qualquer v° = f(x%), x%e X, estes coeficientes podem
ser aproximados por (Dyer, 1972)

(74)

Losad

R 1o, s ve. T
"1 RET DS BT PR B mi

com Tige J = 1,...,m sendo definidos atraves de {60}. 0 algoritmo utili-

zado pela Programacao Alvo Interativa e resumido a seguir.

PASSE 1 @  Determine Mj’ J=1,...,m. Cada Mj deve ser escolhido de ma-
de maneira que au/afj =0 se f, < Mj’ Escolha Mj arbitraria-
mente pequeno caso seja dificil identificar um valor apropriado.

PASSO 2 : Determine uma solucdo inicial factivel x°c vy e calcule f(x°)
Faca k := 0,

PASSO 3 :  Determine Wt atraves de interacao com ¢ Decisor.

PASSO 4 : Resolva o problema de Programacao Alvo

™ok
Min ¥ W d. (75)
L')Jkﬁa.\ z"“*":j 1
dz0
£, -d. =M., i o= 1,...,M 75
J(6) i ; ] (76)
Seja (ak,dk) a solucao encontrada. Faca sK = gkmxk.
PASSO 5 : Determine com auxilio do decisor, o valor de o e [0,1] que mini
. koo ‘
miza U{F(x +as )},
. kk ;( k k . k - Ty 3
PASSG 6 : Se U(f(x'+a"s™) z U(f (x")) pare: & a solucdo de compromis

X
xk-i-s k- qu K-

so procurada, Caso contridvio, faca = xo4as , K= kel e

volte ao PASSO 3.
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A opcao de Dyer pelo metodo de Franke Wolfe {Holfe, 1970), descrito de
acordo com a notagao propria do problema de Programacidc Alvo nos Passos 4, 5
e 6, se justifica pelas semelhancas entre o problema tratado e as caracterfi
ticas deste metodo. Como se sabe, o método de Frank-Wolfe resoive problemas

da ao objetivo) lancando mac de aproximacoes locais finearecs da funcao obje-
tive. Sao estas aproximacoes que permitem definir direcdes de pesquisa sk
como no PASSO 4 do algoritmo apresentado. Dado que o Decisor & supostamente
capaz de fazer analises locais de U(.) e que suas taxas marginais sio na
verdade o gradiente U(.) dividido por uma constante positiva, percebe-se
facilmente as razoes da utilizacdo deste metodo, em particular. Alem disso,
este metodo apresénta importantes caracteristicas de convergéncia, que serdo

melhor analisadas no Capitulo 3.

0 algoritme de Programacac Alvo Interativa alterna passos de  analise
e de decisao. Nos PASSOS 5 e 6; pede-se que o Decisor forneca uma aproxima-
cao para X e decida pelo termino da interacdo, respectivamente. O PASSO 5
pode ser cumprido plotando-se as funcoes fé(xk+qsk), ji=1,...,m para
o e [0,11 (Fig. 1.11). 0 Decisor entio seleciona o que minimiza subjetiva-
mente u{fk(xk+ask}} em o <[0,17.

k

Fig., 1.11 ~ Determinacao do Passo o
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Exceto pela fnexistencia de metas, o método interative de Geoffrion,
Dyer e Feinberg (1968) utiliza os mesmos procedimentos descritos acima, isto
€, aproximacoes locais de U(.) via taxas de substituicao e emprego do meto
do de Frank e Wolfe. Finalmente, convem mencionar que a adocao de um destes

dofs metodos nao-garante, por s1750, que a solucdo final encontrada seja efi

ciente. Se o Decisor for incapaz de fornecer corretamente seus trade-off's
entdo & possivel que a solucdo de (72)-(73) seja dominada.

1.6.3. PREFERENCIAS A POSTERIORI: SIMPLEX MULTICBJETIVO

Por metodos que incorporam preferencias a posteriori deve-se entender
todo método atraves do gqual um determinado subconjunto finito de  soclucdes
eficientes € gerado, para que posteriormente o Decisor escolha, de um ponto
de vista subjetivo, a sua melhor soluczo de compromissoc.

As tecnicas mais comuns de geracdo de solucoes eficientes, via os pro-
blemas {PA) e (P ) foram abordadas neste CapTtule. Embora aplicaveis, a
solucio atraves destas tacnicas de um subconjunto razoavel de sclugbes efi-
cientes torna-se inviavel pois o esforco computacional associado & em geral
excessivo, espacialmente se considerados problemas de grande porte.

Entretanto, existem casos especiais. Se X E;Rn e tinear e fé(.),
i=1,....m sao funcoes lineares sobre X entdo € computacionalmente facti-
vel gerar X* (e portanto, ') através de Programacdo Linear Muliickjetivo
(Zeleny, 1973). Problemas multiobjetivo lineares sdo colocados genericamen-
te na forma

Min Cx {(77)
s.a.
AX £ b (78)
Xz 0 (79)
onde ce®, 2 er”® ¢ benrP. Esta classe de problemas  possui

importantes propriedades com respeito aos conjuntos X% e I' e a forma de ob
te-Tos. Em particular, X* pode ser completamente descrito por um subconjun
to de pontos extremos (bases) eficientes de X (os pontos eficientes gue
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nao sao extremos de X* podem ser chtidos como combinacao convexa destes).
Uma vez que tenha .sidco encontrada uma solucac basica eficiente inicial, a
geracao de X* prossegue, sem auxific de iéenicas de escalarizacdc, atraves
de procedimentos adequados de pivoteamento sobre um quadro semelhante ao uti

[1zado pelg metodo SAmpleX . em_que os objetivos estan fambem representados

(Zeleny, 1973; Evans e Stever, 1973). Estes procedimentos exploram o fato
de que bases eficientes saoc adjacentes e portanto através de mudancas de ba-
se adequadas X* pode ser completamente gerado.

Contudo, mesmo neste caso especial, o numero de bases eficientes chega
a ser muito grande, de forma que o Decisor pode vir a experimentar uma certa
dificuldade para fazer sua selecao. Alguns autores entac sugerem uma redu-
¢do posterior no numerc de solugGes basicas eficientes. Em (Zeleny, 1973) ,
sao propostas formas de reducdo baseadas na familia de métricas (62) e na
teoria de Conjuntos Nebulosos.

1.7. CONCLUSAD

Este Capitulo constou basicamente de alguns tdpices em Programacaoc Mul
tiobjetivo, selecionados por sua importancia intrinseca para um correto en-
tendimento da teoria e/ou para servirem de facil referencia a muitos dos re-
sultados apresentados no restante do trabalho. HNaturalmente, a abrangencia
e profundidade destes topicos fica bastante restrita as Timitacdes que este
tipo de revisao impce, mas espera-se gue este Cap?tuié forneca uma visac ge-
ral das caracteristicas e dificuldades associadas 3 resolucac de  problemas
multiobjetives.

Uma boa parte do CapTtulo foi dedicada a conceituacidc e caracterizacao
analitica de soluctes eficientes, adotando-se & teécnica tradicional de esca-
tarizacao do problema multiobjetive. Ainda com o auxilio desta técnica dis-
cutiu-se aspectos teoricos e praticos da gerac@io de solugbes eficientes por
meic de problemas escalares do tipo (?E} e {Pk}' Em particular, consta-
tou-se que embora seja mais geral, no sentido de permitir inclusive o trata-
mento de problemas nao-convexos, a utilizacde do problema {?e) sofre algu
mas restricoes quanto a implementacdes priticas, no caso de problemas {fun-
coes-objetivo) nao-lineares. Esta deficiencia do método acentua-se 2inda
mais guando s&o considerados problemas de otimizacio dinamica.



47

As nocoes de Utilidade e Preferéncia incluidas neste Capitulo represen
tam, junto com o conceito de solucdo Satisgatoria (a ser definido no Capitu-

1o 2), os elementos basicos da Teoria de Decisdac necessarios a
deste trabaiho.

continuacao




CAPTTULD 2



49

2.1. INTRODUCRO

Atualmente, a pesquisa em programacao multiobjetive evolui no sentido
de se atribuir importancia cada vez mais acentuada aos aspectos de interacio
do Decisor com o -modeto do-sistema tratado.Em grande parte,; esta tendencia

vem sendo incentivada pelos progressos conseguidos nos ultimos anos na area
de sistemas de desenvolvimento {projeto, controle e manufatura assistidos
por computador}, os quais oferecem hoje uma vasta variedade de recursos com-
putacionais que podem Ser empregados como suporte a tomada de deciszo.

A estes progressos “a area de computacac soma-se também o desenvolyi-
mento de novas metodologias orientadas para lidar com particularidades da n
teragao homem-maquina e como subprodutos destas, metodos interativos volta-
dos para a resolucac de problemas multicritérios,

Por outro lado, embora sejam inegaveis os avancos conseguidos pela pro
gramacao multicbjetivo, a questao de come estabelecer mecanismos atraves dos
quais o Decisor possa exprimir suas preferencias de uma maneira simples e
eficiente do ponto de vista de ana’" - ainda nao foi satisfatoriamente resol
vida. Na verdade, a proposicao de qualquer metode esharra guase sempre  em
consideracoes subjetivas subre a capacidade do Decisor em fornecer determina
do tipo de informacac e neste campo ainda ndo parece haver uma concordancia
generalizada.

Uma caracteristica comum 2 grande maioria dos métodos interativos exis
tentes e a busca pela chamada melhor solucac de compromisso, ofima no senti-
do de minimizar a funcao utiltidade implicita do Decisor. Para tanto, adotam
se inumeros procedimentos, alguns dos guais foram revistos no Capitulo ante-

rior.

Recentemente, um outro tipo de enfogue vem merscendo atencao por parte
de ajguns pesquisadores, Este novo enfogue reconhece que a forma adotada
até agora para se chegar a solucac do PMO parece nao ser muito natural. Ma
pratica se observa que em muitas circunstancias o individuo age por nlvedis
de satisfagao devido a sua limitada capacidade de compreender todas as implj
cacoes estr?turais do'probiema,

Nestes termos, se ¥V representasse os niveis de satisfacdo do Decisor
entac existinde x ¢ X tal que f{x) £V, ¥y seria considerada uma possi-

vel solucao do problema.  E claro que a escolha correta de ¥ que garanta
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nao existir y§ tal que f(x) = y1 < y depende fundamentalmente do grau de
informacao que o Decisor possui acerca de como o$ objetivos se relacionam.
Llem disso, como o Decisor @ levado a indicar seus niveis de satisfacac com
um conhecimento apenas parcial de suas implicacoes no nivel estrutural, pare

ce-desnecessario-mnter-o-precesso-de-decisao-estritapente-factivel o A meto

dologia proposta neste Capitulo leva em conta estas cbservacoes.

Em 1inhas gerais, o método consiste em imaginar que o espaco dos crite
rios @ um conjunto infinitamente restrito. A cada ciclo & pedido ao Decisor
indicar seus niveis de satisfacao que em seguida serac analisados com respei
to 5\sua viabilidade. Se estes niveis forem tais que nao possam ser atingi-
dos, o nivel de analise informara quais restricoes foram violadas. Estas res
tricoes sao entao agregadas a um novo probiema relaxado, permitindo assim
que sucessivas regioes do espaco dos critérios sejam eleminadas nos proxi-
mos ciclos. Como serd visto em seguida, o método induz uma decomposicio do
PMO e tem um forte apelo grafico no caso particular biojetivo.

2.2. CONSIDERACOES PRELIMINARES

No Capitulo anterior discutiu-se com alguns detalhes o papel desempe-
nhado pele cenjunto F na solugao do problema multiobjetivo. Em particuiar
mencionou-se as vantagens gue a formulacgao

Min Uy} (1)
yeF

pode emprestar a solucao do problema em termos de esforco computacionai, des
contado ¢ fato de que F @ apenas uma abstracio matematica. Mesmo que U(.)
fosse perfeitamente conhecida, ainda assim (1) nao poderia ser resolvido na
forma como esta formulado, pois @ claramente impessivel lidar com vizinhan-
cas de alguma solucdo hipotetica y* € F sem mencionar mapeamentos de X em
F. Em principio, isto inviabiliza ~ ronceito de solucio Stima cu melhor so-
Tucdo de compromissc para (1). Em situacoes como esta, o conceito de solu-
cao satisfatlria se mostrara mais adequado.
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DEFINICAD 2.1: SOLUCAC SATISFATORIA.

- m - - . —~— o~ -
Diz-se gue um vetor v = R de niveis de aspiracao (nac necessaria-
mente factivel, isto &, y & F) @ satisfatdrio se existe ac menos um X & X

i

Fogure TSy
[
Note que se y & a melhor solucdo satisfatoria que o Decisor pode ar-
ticular entac y* = f(x) sy resolve (1) pois por hipGtese a funcio utilida
de U{.) @ nao-decrescente com cada objetivo, isto @,

uly*) = U@ (2)

e mesmo nao sendo factivel, sempre existe um grau de utilidade associado a
Y. A opcao por y e ndo y* seria motivada por um.conhecimente incompleto
do Decisor sobre o problema tratado, uma situacdo que deve ser tanto quanto
possivel minimizada,

Adminitindo-se ainda que y* deva necessariamente ser eficiente, is-~
toe, y* &7, o problema (1) pode ser formulado como

Min Uly) (3)

yei

A vantagem de se considerar (3) em vez de (1) reside na possibilidade

de se definir perfeitamente uma regido do espaco ok

dentro da qual a su-
perficie de solucoes eficientes T devera estar contida. Esta propriedade

¢ demonstrada no Lemz a seguir.
LEMA 2.1:
. ] . . o
Seja X CR um conjunto convexo e fé{s), T =1,....m fungoes con
vexas definidas sobre X . Para i = 1,...,m, seja x' a solucio do PUO

guando apenas o objetivo i & considerado, isto &,

X' < arg Min (%) {43
Ke X
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definidos na forma

oy = (F.(xD), G = 1L.m (5)
Entao ' C 7 A ly i i!.§ YV = V! onde, pera 1 = 1,....m
y; = min Qi = fi(x1) (6)
Tsism
9i = max 2 (7)
1£ism
PROVA: Em primeiro lugar e facil ver gue gualquer solucao eficiente
{e portanto factivel) x* e X* satisfaz
.i
yi o= (0 (8)
s f k9, i=1,....m (9)

A parte resultante da prova
L0S CcOnvexos

il

{x e X|x

[
[H

= R" |

]
g

{y

<

i

onde A A {€ & Efﬁ| £z 0, nOE,

J=1
Sabe-se tambem que se x* g

resglive

passa pela definicao dos seguintes conjun-

m 5
noExd, ¥ Eeh} (10}
j=1
i
= 3 2 8xd), veen (1
j=1
- 1

X*_ existe um vetor Jeh tal gue ¥x®e=x{X}

k2



Como C, < X, tem-se entac que

Min <2 f{x)» £ Min <L, fix)> (13)

X £X xeCX
m .
< Min a7 &;jf(x3))> (14)
eC P ]
Y y 3
: Min CALYE (15)
=
Ly

e consequentemente

DLf{x(2))> £ <Ay>, ¥Yye Cy (18}

0 que permite concluir que para todo X e A existe sempre um y € Cy tal
que f(x(X)) = y. Suponha que tal y ndo existe. Como ¢ divide o hiper-
retangulo y© em duas regices (*)9 existe um Z e Cy que - fornece
z < F{x(X}}. Em vista de {16), para y = z, isto represezta um  absurdo.

Portante, para 1 = 1,....m

§€(x(?«)) 7 (17)
2 i
< T EFA {
< ji? £ifx ) {18)
m ) ) ’
£ Max T E.F.(xj} =y, {19)
ref =t 4 ’

tm consequéncia, flx{a))e v°, ¥ x e n.

X
S . q - ~ - ~ ) ~ n/: &
{*) Note que se x°, j = 1,.,.,m sic soclucbes de (4), entio f{xl) e V .
i =1,....,m e neste caso Cv e uma combinacao convexa de pontos extre-

- . !
mos de ', contida em ¥ . 7
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0 resultado do Lema 2.1 (T < v°), pode ser interpretado como uma ex-
tensao em termos de conjuntos da Tabela Paycd4 introduzida por Benayon et al
como parte integrante do método interativo STEM (Benayon et al, 1971). Exis

tem tambem algumas demonstracOes deste resultade para o casc particular

m = 2 {(Conon. 1978 Pplak & Pavpe, 19800 que e _ilusirado na kig 2.1

Yo 4

P

i ¥i L

Fig. 2.1 -~ Interpretacao do Lema 2.1 - Casc m=2

Uma vez comprovada a validade do Lema e suficiente agora procurar solu
- . - 0 . ; ~ ~ - .
coes satisfatorias em V-, De imediato surge entao a questao basica de como

estabelecer a existencia de uma solucao x ¢ X para o sistema de desigualda
des

f(x) = v, y ey’ (20)

e que propriedades a solucao de {20) pode exibir.

Em parte, & resposta a esta questao e respondida pelo seguinte resulta
dos
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TEGREMA 2.1: TEOREMA FUNDAMENTAL.

. n i . ~
Seja X CR um conjunto convexo e gé(.)g i=1,...,m fungoes con
vexas e continuas definidas sobre X. Se o sistema de inequacGes

g:(x) £ 0, i=1,....m (21)
nao admite soluc%o em X, entao existe uma funcao da forma
<,g{x)>», xreh (22)
ta}’que, para algum 2» € A,

Min <h,g{x)> > 0 (23)
xeX

PROVA: Berge e Ghouila-Houri, 1962,{3

fste resultado, devido a Bohnenblust, Karlin e Shapley (Berge e Ghoui-
ta-Houri, 1962) algumas vezes e referenciado como a Propriedade Fundamental
dos Conjuntos Convexos e & basico para o desenvolvimento do metodo proposto
neste Capitulo.

2.3. ?RG&EQ%S BO PMC MO ESPACO DAS SOLUCDES SATISFATORIAS

Nesta se¢ao demonstra-se que ¢ conceito de solucio satisfatoria e par-
ticularmente adequado a um tipo especial de manipulacac. De fato, o conjun-
to de fodas as solucoes satisfatorias do PMO pode ser imaginado como a proje
cdo das restrigbes x € X e F(x)-y =0 sobre o espago das variaveis y ,
agui representada pelo conjunto (Ferreira, 1984; Ferreira e Geromel, 1986b).

v o lye Kf}[ f{x) £y para algum x € X} {24)

Esta representacado permite ent3o reescrever o problema (1) na forma
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Min uiy) (25)
vO Ay

Exemplos deste tipo de manipulacdo sao bastante frequentes em progra-

tarde generalizado por Geoffrion (Geoffrion, 1972) representa talvez a sua
mais bem sucedida aplicacao. Na generalizacdo proposta por Geoffrion ou em
desenvolvimentos mais recentes (Geromel e Belloni, 1986), uma projecac simi-
lar & feita, mas sobre uma classe especial de varidveis - complficantes -, as
quais, guando temporariamente fixas, induzem o problema resultante a apresen
tar caracteristicas favoraveis (convexidade, em geral). No caso de (24), as
variaveis y (niveis de satisfacdo do Decison) podem ser encaradas como com-
plicantes para a resolucao do problema multiobjetive (1).

Pretende-se com a projecao desenvolvida neste Capitulo representar o
conjunto de todas as solucoes satisfatorias do PMO através de semi-espacos
suportes, a partir da definicao (24). Admitindo-se este tipo de caracteriza
cao, imediatamente surgem questdes basicas relativas a presenca ou nao de um
dado vetor § e R™ em V. As %espostas a todas estas questoes sao forneci-
das em termos de resultados ja existentes em programacac convexa, alguns de
tes reformulados e analisados a Juz das particularidades do problema que es-
ta sendo tratado.

A base teorica do método proposto neste Capitulo estad centrada no re-
sultado a seqguir (Lasden, 1970).
TEOREMA 2.2: REPRESENTACAD DE V.

y €V se e apenas se y satisfaz o sistema infinito e incontavel de
desigualdades Tineares

Min <L,T(x)-y> s 0, para todo X e A (26)
xeX '

PROVA: {Sufic%§ncia). Se y eV, entdo existe um x e X tal que
flx}-y £ 0 e portanto

racao-matematica.—O-metodo-dedecomposicaodeBenders—{Benders;—1962)—mais—
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<h,F{x)-) - eiw todo X o= A (27)

Tomando-5e o minimo sobre X em (27), obtBm-se (26). {(Necessidade). Suponha
que y ¢ U. Entao, pelo Teorema 2.1, o sistema g{x) = f{x)-¥ £ 0 ndo pos-
sul solucao em X .  Existe neste caso um-vetor—k-€-f——que fornece

Min DLF(x)-9> > 0 (28)
X eX

impiicando em que alguma desigualdade de (26) foi violada.
O

Alguns desdobramentos importantes do Tecrema 2.2 podem ser evidencia-
dos. Se existe Xe A tal que (28) se verifica, entio & facil ver que

Min OF L F(x)-y>

> Min GDLFX)-F> > 0 (29)
X =X xeX
se
A* = arg Max b(2) (30}
' Ae
#{2) = Min DL F(x)-F> {31}
xe X

0 Corolario 2.2.1 a seguir fornece um modo pritico para se testar a
consistencia de qualquer solucdo proposta peio Tecdsor,

COROLARIC 2.2.1:

m

Seja 6(.): R+ R a funcdo definida por

6(y) = Max Min <AL F(X)-y> (32)
AE A x X

Entao ¥ € V se e somente se 6(y) = 0.
~



58

Observe que sempre que &(y) > 0, o vetor »* ¢ A estard associado
com a restricao mais violada de {(26). Propriedades adicionais derivadas do
Teorema 2.2 ajudarac a compreender os me-anismos do método.

COROLARID 2.2.2:

Quatguer desigualdade do sistema (26) descreve um semi-espaco suporte

A prova deste Corolario esta estreitamente ligada as consequencias do
Teorema a Seguir,

TEOREMA 2.3:
Para qualfguer X € A, seja x(i) a solucao otima de

Min <L F(x)-y> {33)
Xe X

e assuma que pelo menos uma das condigoes suficientes
1) A
i1)  x{(x) e tnica;
¢ satisfeita. Entao x{X} € X* ou, de maneira equivalente, F{x()}} & T.

Este resultado ja foi discutido no Capitulo anterior {note que a pre-
senca de ¥ na equacdo (33) ndo altera a validade do Corolaric 1.3.1). As-
sim, sob hipoteses de convexidade, cada ponto de T < F possui um hiperpla-
no suporie

h, & {y e R'| <a,y> = <a,f(x(2)>) (34)

que tangencia T em f{x{i)). Supondo-se gque ¥ & V, tem-se imediatamente
que
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(J\sy-’\ Z <>\,f(){{}\.))> (35}

e portanto ¥ H, , onde
i o el L S fA ALY PN
1‘13\ i':_:ﬁ 1Yy & K { ALY 4 AL T VAVATT AT Touy

Come h} « HA , con~jui-se entao que HA define um semi-espago supor-
tea V. A Fig. 2.2 procura ilustrar as caracteristicas do metodo, apresen-
tadas ate aqui.

Y2

\ £x (59) YoNV

!
— \ HEIPN S
¥ fé, f(x(;&”)?
e
Y 2 : oy N
bt} hl h;» Ao i

Fig, 2.2 - Representacdo de VY9N ¥ através de semi-
espacos suportes

Em vista destes resultades pode-se formular o seguinte problema de oti
mizacdao, a ser resolvido pelo Decisor:

Min  U(y) (37)

yev'n it , ¥iea (38)

Contudo, o problema (37)-{38) possui um numero infinito de restricoes
e portanto alguma estratégia de relaxacde (Lasdon, 1970) deverd ser adotada.
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G procedimento interativo descrito a sequir evolui adicionando ao  problema
relaxado a restricao mais violada de (26).

ALGORITHD BASICO:

PASSO 0 : (Inicializacac). Determine

y? = argMin uly) (39)
ye¥

Faca k := 0,

PASSO 1 : {Analise). Resolva o problema Min-Max
k " X
8(y") = Max 1in <AL, F{x) -y > (40)
Ay XEX
- “ k k\ e k )
Seja {A7,x(2")) a solucdo encontrada. Se o{y") £ 0, entao
x* = x(2%)  resolve o PMCO. Caso contrario, va para o PASSO 2.

PASSD 2 : (Decisao). Resolva o problema relaxado

Min Uly) {41}
k+1
yeV

onde vk+? A {y yk Q<Ak,ym§{x{kk})> z 0}. Seja yk+§ a solu-

cao correspondente. Faca k := k+!1 e retorne ac PASSO 1.

Neste ponto e conveniente discutir algumas caracteristicas da estraté-
gia de relaxacao adotada.

1) Claramente, o PASSO 0 (inicializacao) pode ser ignorado, uma  vez
que, supondo-se coerencia por parte do Decisor, a solucdo o=y
(idea’l} fornece o menor valor possivel para U(.),

2} A resclucao do problema Min-Max (40) cencentra indiscutivelmente a

maior parte do esforgo computacional requerido pelo método. Contu-
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to, algumas particularidades apresenfadas por este problema  podem
vir a ser uteis no sentido de reduzir este esforco. Em especial, o
problema (40) exibe o que Geoffrion {1972) denominou de Proprniedade
P. No caso especifico deste trabalho, esta propriedade estd rela-

quer solucao particular yk proposta pelo Decison. Deste modo, o
esforco computacional empregado para resclver o problema em X nao
e necessariamente perdido quando muda a solucio de (47).

3) Note que o algoritmo apresentado se encontra na sua forma mais sim-
ples. Versoes mais elaboradas poderiam incorporar (e mesmo descar-
tar) um numero maior de restricdes, por exemplo. Optou-se por con-
siderar apenas a restricao mais violada de (26} por ser a sua deter
minacac inerente ao calculo do sinal de 6(y) e, como sera visto
mais tarde, por proporcionar uma interpretacao geometrica precisa
do metodo.

4) Parece claro que quafquesr método interativo que vise a minimizacio
de uma funcao utilidade implicita pode ser adaptado para resolver o
problema relaxado (41), com importantes vantagens numéricas. 0 pro-
blema (41) esta inteiramente formulado no espaco dos objetivos e as
sim sendo, exibe um pequeno numero de variaveis (em geral, m << n).
Note ainda que independente da natureza de X e fé{e)ﬁ T=1,00. .M,
(41) sempre exibira restrices lineares. A implementacio de alguns
metodos interativos de reconhecida eficiéncia dentro do espirito da
formulacao (41) e discutida no Capituloc 3. Estas adaptacfes se des
tinam a problemas em gque m 2 3 Ja que para m = 2, o método ain-

da permite inumeras especializactes [(secdo 2.5},
p _ ;

A Fig. 2.3 apresenta um fluxograma para ¢ algoritmo basico apresentado

nesta secao.
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|
| !
! ;
f - }
! indo I
| é Problsma |
| Mestre ;
f ]
i Min. Uly) |
;' y & yhet '
!
f Kis Kl f
| |
T R e
: Subproblema
‘ Bly¥) = Mg M. <A f{x)-yR)
ol £y XE X

-
=

Fig. 2.3 - Fluxograma do Afgonifmo Basice

2.4. E%?ER?RE{%C@ GEOMETRICA DO METODO

0 fluxograma da Fig. 2.3 apresenta um critério alternativo para o tér-
mino da interacac Decison-Analista, nao previsto explicitamente no Aﬁgon&ima
Basico. Devido as suas caracteristicas particulares, o procedimento intera-
tico descrito na secac 2.3 pode ser encerrado pelo Decdscr mesmo  gue
e{yk} > 0, wuma vez que a cada interacas o nivel de an2lise fornece uma nova
soiucac eficiente do PMO, isto &, do ponto de vista de andlise, o Algoritme
Basico & factivel em todas as interacfes. Esta caracteristica do método @
importante pa medida em que pode ser virtualmente impossivel ao Decison pro-
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por uma solucgao yk tal que a(yk} = 0, para um valor pratice de k. De
fato, o Teorema de Convergencia do Capitulo seqguinte demonstra que e(yk)~+0+
guando "k - = sob diferentes hipoteses sobre ((.). Prevalece portantoe a
convergencia infinita,

Nestas circunstancias, parece interessante considerar e(yk) < g como
sendo ¢ criterio de parada do algoritmo, onde o valor de e > 0 nio precisa
ser previamente estipulado pelo Decison. Este tipo de procedimento torna-se
possivel devido & existencia de uma forte relacio entre o valor de e(yk) e
a solucao yk, estabelecida no Teorema a sequir.

TEOREMA 2.3:
Seja a funcao ek = e(yk) definida na forma (40). Se Xc R" e
fi{')’ i =1,...,m satisfazem as hipGteses usuais de convexidade, entao

e(yk) e yk sao tais que

“| = min ly-v* 1|, (42)
yel

A demonstracac deste Teorema & facilitada pelo Lema 2.2.

LEMA 2.2:

Se (D% ,x(A*))} vresolve (40), entic x{1*) & também solucdo Stima de

Min o (43}
XeX
Je R
g 2 fé{x}~y§ , 1= 1,...,m (44)

opde A% € A sao as variaveis duais otimas associadas 3s restricdes {44},

PROVA: A prova deste Lewma consiste simplesmente em escrever ¢ proble-
ma dual relativo a (43}.(44):
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li{fi(x)_y’?ud)} (44)

Usando ém cequida a separabilidade entre as variaveis xe X e e R

no problema de minimizacao, vem

m
Max {Min (1- Z 2.)o + Min T Ai(fj(x)-—y?)} (46)
Az 0 geR B3 xeX =]
m
e como {46) possui valor finito -apenas de I A, = 1, (45} reduz-se a
i=1
Max Min <k,f{x)~yk> {47)

el x e X

F claro entao gque x(2*) resolve (43)-(44), dada a equivalencia entre

este problema e o problema (47).
k i

A prova do Teorema 7.3 segue do fato de que (43)-(44) pode ser visto
Como

S(yk) = Min Max {F.(x)-v.
‘ X eX 1<ism

} (48)

mas como a solucio de (48) e tal que x(»*) & T & possivel reescrever B{yk)

na forma
ok . . v ke
o(y~) = Min Max 1f§(x;»y€f (49)
oo X 1<ism
ou ainda
k : ke
- a(y™) = Min Max {y€~yﬁf (507} .
yerl 1sism ' .

Obtém-se entao




1 .
8(y") = Max fy.-ySi, gy er (51)
1<9sm 0

1
- - . ,k L= .
Por outro lado, atraves de (40) & facil ver que &(y ) tambem satis-

faz a desigualidade

G(yk) z Min 7 <>\,y~nyk?‘», ¥ 2 e A {52)

Definindo-se o vetor T' = [1...1] r" . conclui-se que a solucao de
(40) deve ser da forma

e et (53)

uma vez que (53) satisfaz simultaneamente as desigualdades (51) e (52).

Alem disso, sabe-se ainda que se existe um escalar R e R tal que
(yk%-Bﬁ)eE I', a solugac otima do problema indicado no lado direito de (42)
e tambem da forma y = yk+6ﬂ. Tendo em vista a relacac (53), vale entio a
igualdade B = e(yk). Caso contrario, (53) poderia ser escrita como

(y+al T (54)

onde o = ek—B» Nete que guaiquer valor de o # 0 contradiz {54), deyido
ao fato de que y e T'. Portanto, a solucao de {42) fica sendo

ly-yll., = le] = |e¥] (55)

0

0 resultado do Teorema 2.3 e bastante significativo para o Decisor. In
dica gue uma vez proposta qualquer solucas ykg o metodo descrito neste Ca-
pitulo determinara a solucdo eficiente v = %{xk} que minimiza a Noama de
Tehebyshev entre yk e y; Caso a{yk) < 0, o metodo encontra f{xk} er
que p?O@O?CfSﬂ& um igual decrescimo em todes os objetivos na guantidade
i%{yk)j e casc contraric. se e(vk} © 0, obtém-se entaop f(xkﬁ eT que
incrementa todos os objetivos na mesma gquantidade, Este tipe de  informacdo
pode vir a ser muito Util para o Decisor pois auxilia-o a definir um crité-
rio adicional para o término do algoritme. £ste critério {subjetivo) dave
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ser entendido da seguinte forma: para algum < > 0 definido pelo Decisor, a
solugao f(xk) e I proposta pelo nivel de analise minimiza U(.) sobre
k+1

yoTt . a aproximacao corrente de vOn oy (Fig. 2.2).

A Fig. 2.4 procura ilustrar as conseguencias do Teorema 2.3 demonstra-

do nesta SecCao.

ye s
Yz
Ynv
 f{x9)
T :
] _ .
Y Ee s
A

Yo pes ﬂx‘?\e

% \‘ hi fil % %

Fig. 2.4 - Propriedade geometrica da sclucao do probiema Min-Max

2.5. 0 CASO PARTICULAR m=Z

como se pode notar, o metedo proposte e particularmente adequado a pro
blemas bicriterios. Em termos de analise, esta classe de problemas permite
simplificacCes importantes no calculo de S{yk)g Note cue existe somente um
grau de Tiberdade para as variaveis % em A se m=2. O problema Min-Max

(40) pode ser colocado entao como

Ky

i

oly Max Min {?\qifi(x}v—y%g) + {Ew?x?){fzix)-yé)}

?xieiﬁ,?] xe X

= Max $(2y) (563

210,17 "
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Assim . de forma a determinar o valor de e(yk), € necessario empregar
apenas proc edimentos de busca unddimensionaf na variavel }\1 e [0,13 com ou
sem informa €ac de derivadas de (.} {a existéncia de derivadas de d{N}
para o casoc derai A € R e demais aspectos huméricas referentes 2 imple-

mentacao - commputacionatdometode sdo d S eutTeos e deta THEE o Capitulo 4

deste traba Thol.

Do ponto de vista ce Decdsac, o metodo oferece vantagens ainda maio-
res, Uma vez que toda a estrategia de relaxacio pode ser representada atra-
ves de dispositivos graficos apropriades quando m = 2, a participacac do
Decisor ra busca da melhor soiucao de compromissc do PMO torna-se mais rea-
1ista e direta. Estas caracteristicas do metodo podem ser melhor ilustradas

com um pequeno exemplo.

EXEMPL.O 2.1: Considere o seguinte problema biobietivo

Min f(x)' = {fi(x) fa(x}j (57)
X e X

onde fi(x} = % <><,Q1x> +o<c xzad, io=1,2. Supce-se, por simplici-

dade, gue X = R* e gue o0s valores numéricos envolvidos sao

QE = QZ = ] {(matriz Identidade 2x2)
L
(58)
cZ oo gy
dl - 4% - 12

A seguir sdo comentadas as varias etapas da solucdo deste problema
atraves do Afgonitmo Basdico da secdo anterior.

CONSTRUCAD DO RETANGULO v©

- o - . R
A determinacao de Y~ e bastante simples neste caso, As solugdes oti -
mas individuais de cada critério sio A
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X' = arg Min f.(x) = -(QE)“§ ety o= 1,2 (59)

XeX
fornecendo x1 = [-1 01" e XZ = [0 ~17'. No espaco dos objetivos estas
solugoes correspondem a v = [0 01 e v = T1 1] Obtémese. entao. v°

come mostrado na Fig. 72.5.

¥z AP

¥

Fig. 2.5 - Retangulo inicial de decisoes - Exemplo 2.1

CALCULG DA FUNCAD 0(1¥)

Neste exemplo @ possivel obter a funcao 0(.) em forma analitica.Atra
vés de (56), tem-se que

k} = Max Min {

6y (5 <x, Qx> + <C,x> + d} -
}\!efﬂ,ﬂ XX

O+ (12 )y (60)

onde
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It
oo

q = REQ1v%{TvR?)Q2

el s (En)\.?)cz - 0y (=) (61)

1

@]
it

a
I

}\4d? + (?-—J\‘?)dz

i
o
.
[

Note que a solucao do problema de minimizacdo (estritamente convexo) &
dada por
x{ X

) = 07l = -y (1T (62)

i 1

Uma vez que (62) vale para todo k1 € [0,1], resta agora determinar o
valor de A? que maximiza o valor da funczo

o(y*) = max O L W (Y. NV, 1

Ape L0.1]

= Max ¢(A1) {63)
Ape 0,11

Ignorando momentaneamente a restricdo sobre Ays o0 maximo de ¢(A§)

ccorrera para
1 s koK
Apo= o Di-lyy-ys)d (64)

Pzla analise da faixa de variacZo dos objetivos & facil entio ver que
(64} tambem € & solucdo de {63). Substituido em {63), este valor de Ly for
nece
Ky _oL ok a2 1 kK k 1
G{Y } = »’-{T . iu“,{, T j;"jz:} - }'2 'f‘a: €6Sj
Em seguida, faz-se uma pequena simulacao de como poderia evoluir o Al-
goritmo Basice da Secao 2.3.

PASSO 0 @ (Inicializacao). MNa auséncia de qualquer outra informacio adicio
nal, o Decisor certamente optara neste primeiro ciclo pela solu-
cdo dideal: y° =y = 0,
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PASS0 1 : (Analise}. No nivel de anadlise, a solucdo inicial proposta pelo
Decisor. fornece (eqs. (65), (64) e (62)):

G(yG) R

o 1
f’\-] T (66}

oy _ _r1 14,
x(23) = [5 =1
e como esperado S(yo) > 0, indicando que yO nao e satisfato-
ria. A solucao eficiente x(k?) Teva a fq(x(A?))=:f2(x(A?))== %
no espaco dos objetivos e portanto a restricao a ser adicionada
em v° & da forma
1 1

: 1
H}\o = {y & R? | Syt Yy 2 gt (67)

PASSO 2 : (Decisio). Supondo-se que o Decisor nao se acha satisfeito com a
solucao eficiente f(x(k?})‘: {%— g;] proposta, o problema rela
xado (41) devera ser resclvido. Analisando a Fig. 2.6, cuja re-

. 0 N . -
giao hachureada corresponde a ¥V N H o © Decisor conclui que
A

1 . . :
¥y o= £%~ 07" seria uma solucdo alternativa adequada.
¥z 4
i
I?eﬁ HAO
0 Va NN ' i ¥
E NN g

Fig. 2.6 - Retangulo de decisbes apts o primeiro corte
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poderia representar uma maior preferencia do

A escolha da solucas v
de seu wvalor

Decisor em manter .o objetivo fz(.) 0 mais proxime possivel

ideal.
Retornando ac PASSO 1 (Analise)} esta sclucio fornece

oy = g
SRR (68)
X(Ag)‘ = ~{]% %E’; HCO R [{%- %g}
& A no

e novamente B{yq) > 0, indicando que yi tambem nac e satisfatoria.
va restricao a ser acrescida ao espago dos objetivos & portanto da forma

Hay =ty e B[ty 3y, = 30 (69)

.
Ay

Ainda nao satisfeito com a solucao eficiente fornecida pelo Analista,

novamente o Dectson tera que resolver um problema relaxado, considerando ago

ra a regiac hachureada da Fig. 2.7.

%4

i -

o RS P
ff‘? o %};‘g () Wg:gf

Fig. 2.7 - Retangulo de decisfes apds o segundo corte
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Seja y = ijg -%} a solucao escothida. No nivel de anialise y2 e
va a
f—“é{vz} = ;;5
VI (70)
05 = -ty 21 ) - 2 L

Embora yz ainda nio seja satisfatoria, o valor da funcao ©(.) ji g
bastante pequeno: G(yz) = 0.016. Assim sendo & possivel que o Deciscrn  se
disponha a aceitar a solucao eficiente f(xz} proposta pelo Analisfa pois a
diferenca observada entre a sua solucac e a obtida € agora da ordem de 0.016:

2

y® = [0.375  0.1257'; #(x°

J'o= [0.391 0.1413 (71)

Aspectos da implementacao computacional do método para o caso bisjeti-
vo serac ainda discutidos no Capituic b (Aplicacoes).

Problemas biobjetives aparecem com frequencia em programacdo matemati-
ca. Em muitas situacoes praticas e comum observar-se uma certa polarizacao
entre duas caracteristicas do problema, preponderantes na avaliacdo do desem
pennho do sistema que este problema representa. Uma vis@o mais completa da
retevancia de problemas bicbjetivos como caso particu?a% da programacao mul-
tiobjetivo pode ser obtida, por exemplo, em Geoffrion (1967) e Wendell
(19807 .

2.6. RELACOES ENTRE 0 METODO PROPOSTO £ ALGUNS METODOS MULTIOBJETIVOS

Antes de analisarem-se propriedades adicionais do método proposte em
Tinhas basicas neste capitulo, serd conveniente procurar situd-lo dentro da
Iiteratura de programacao multiobjetivo, estabelecendo algumas  comparacoes
entre o enfoque adotado e o utilizado por determinados métodos. |

A analise fica mais simples quando se considera a formulacdo alternati
va do problema Min-Max (40}, dada pelo seu problema piimal (43)-{44), rees-
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crito aqui por convenigncia:

Min T (72)

fé(x)ma < yi , 1 =1,...,m (73)

Fica entao facil perceber uma certa semelhanca entre a formulacio
(72)-(73) e a adotada no metodo de Gembicki e Haimes (1977), uma variante
na tinha de Programacaoc Alve, comentada no Capitulo 1. fEntretante  existem
diferencas fundamentais entre os dois enfoques.

Na verdade, o metodo de Gembicki e Haimes nao chega a ser interativo
(baseia-se em julgamentos a priond do Decisor). Reguer que se fixem metas e
atribuam-se pesos aos objetivos, os quais deverao refletir preferéncias do
Decisor em mante-los proximos as metas previstas. Assim, quanto menor o pe-~
50 W, atribu?dg ac objetivo f.(.), maior importancia estara dando o Deci
Sor para que fi(’) se aproxime da meta M.. Em geral, costuma-se adotar
Mi =Y 4 = 1,...,m (Haimes et al, 1975). Eventualmente, metas e pesos

podem ser alterados sem contudo ficarem claros os efeitos que isto acarreta
na solucao do problema.

fio contrario, o método proposto atribui igual importincia a todos  os
objetivos (o que em principio & apropriado) ac mesmo tempo em que cria meca-
nismos para gue as metas possam variar de acordc com as preferéncias do Deci
sor,

A formutlacao de (72)-{(73) também guarda alguns ponitos em comum com ©
metodo interativo STEM {Step Method) de Benayoun et al (1971), aplicavel so
mente a problemas lineares, isto &, quando fi(X> = <C x>, 1= IS || B -
X ={xz0]|Ax £ b} onde A e rP* (psn) e beR". Emum interacio
generica £ , o0 método de Bemayoun et al requer gue se resolva o problema ?i
near

Min o (74
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wi(fi(x)ﬁgﬁ) oo, 1=1,....m (75)

A . .~ _ .
onde X inctui X e todas as restricBes adicionadas pelo Decisor nas {(4-1)
interacoes anteriores, de acordo com o processo descrito em seguida; o valor

atina...d FCW_ N T
L | h= 3

ge Wi reitlele ainda.a imporiancia-re /2 Freia-de 31"} Feutys

2

.
cao ideal y.. mas agora o seu valor & calculado através das expressoes

m
w. = o, / L a., 1i=1,....m (76)
3 LI
Gemy.
a, = L se y. >0 (77)
X@”CjH
Y-y
T L se y. 0 (78)
gl

Observe que o pest W atribuido a cada diferenca (ff(-)“ij) depen-
de basicamente da faixa de variacio (§17Xi) de cada objetive. Quando a di
ferenca (§€mgi) € pequena, 0 peso correspondente Wy tambem €& pegueno
pois neste caso o objetive fé(.) nac e muito sensTvel a variacfes de We o
A equacao (76} fornece apenas uma normalizacio dos pesos,

Guandoc a solucao o ?(xg} de {74)-(75) & obtida, o Decisor compara
a subjetivamente com Y . classifizor s os valoves tomados pelos ohjetivos
como satisfatorios ou ndo. Para algum i tal que f? e satisfatdric, o De-
cison deve entao fornecer uma cquantidade éj > 0, da qual esta disposto a

abrir mao para tentar melhorar um objetivo nao-satisfatdrio. O conjunto
e fica entao sendo

S o (x et [fj{x} < f? * 85 00 ¢ f?; ¥ 14§} (79)

Em seguida, faz-se wjx 0, 2 :=2+1 e resclve-se novamente (74)-(75).

A dinteracao Deciscn-Analista termina quando todos os objetivos forem satisfa .

torios.
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A principal diferenca entre o metodo proposto e a técnica descrita aci
ma fica por conta do tipo de manipulacao empregada. Do ponto de vista do De
cison , O metodo proposto utiliza relaxacio enguanto que o matode de  Bena-
youn et al. faz uso de uma estrategia de restricdo, tambem muito  frequente

- .
3K m'\t ma-&{ 4

e YR = £ -4 Pl Fu i
i EHR AT B i v s i) logupnsi puy 1in! < VEOSaUT T TIF7a)

A falta de um procedimento sistematico para a determinacao de &, re-
presenta na pratica a principal deficiancia do método. No Capituloe 3 ?ndi;g
se como © metodo de Benayoun et al. pode ser incorporado pela estrategia de
relaxacao proposta neste Capitulo. Sugere-se tambem uma forma de determina-

cag de 8. .
J

Ainda dentro do espirito da formulacao (74)-(75), Nskayama e Sawaragi
(1984) propuseram recentemante um novo método baseado no conceito de solucio
satisfatoria. De acordo com este novo método, resolve-se ainda (74)-(75),

2 .
mas agora com X7 = X 2 pesos wi, 1= 1,...,m dados na forma

we = 1 i (80)

onde f., 1 =1,....,m sao niveis de satisfacao fornecidos pelo Decisor. Se

n

ja % = £(x*) a solucdo obtida na interacao ¢ pelo método de Nakayama e

4

Sawaragi. Analisando a solucac f~ obtida, o Decisor entio classifica os

obietivos associando-0s aos conjuntos de Indices

Lt}
o

dos objetivos que o Decisor deseja melhorar;

=

L . s .
Ir : dos objetivos gue o Decisor pode relaxar:

£ e s . . .
Ea ! dos objetivos cujos valores o Decisor aceita.

%

No passo seguinte, o Decisor deveri escother y£+ tal que

041 2 R

» yi > yi se 1 ¢ Im :
A _ L

Y ; se 1w 1? H
P v se e It
i 1 ) “a
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Este metodo apresenta deficiéncias semelhantes ao método STEM no que
2+1
-i

1=1,....m. L embora identifique corretamente uma possivel infactibilidade

de y2+4 , nac apresenta nenhum tipo de procedimento que permita ao Decisor

diz respeito a falta de critérios para definir os valores de vy

5

reconhecer solucoes satisfatorias ou evitar gue-novas-solucees infactived

il
in

B
s

sejam escolhidas. Em outras palavras, o conhecimento do Decisor sobre o pr

o

blema nao cresce com a aplicacdo deste método.

2.7. CONCLUSAD

Neste Capitulo apresentou-se a base tedrica de uma nova metodologia pa
ra a abordagem de probiemas multiobjetivos. Em sintese, o método consiste
em projetar o PMO no seu espaco de solucoes satisfatorias, decompondo-o em
um problema de decisao inteiramente definide no espaco dos objetivos, e em
um problema escalar do tipo Mdnm-Max, que analisa a viabilidade da solucao en
contrada pelo Decisor. 0 metodo € descrito em termos de uma estratégia basi
ca de relaxacao particularmente adequada a problemas biobjetivos. Proprieda-
des adicicnais do metodo sao analisadas no Capitulo 3.

Talvez a caracteristica mais mercante do métode proposto seja refletir
com realismo a natureza do processo de Decisao. De fato, nas primeiras inte
racces entre Decisor e o modelo do problema, parece desnecessaric  fornecer
ac Decisor informacoes que tragam consigo todas as restricoes e variaveis do
seu nivel estrutural. Nesta fase & suficiente fornecer umas poucas informa-
coes globais sobre como os objetivos se relacionam e, a partir da¥, procurar
enriguecer progressivamente o seu conhecimente sobre o problema, a medida em
gue © Decisor aproxima-se da sua solucac preferida. Nesie sentide, a estra-
tegia de relaxacdo proposta & bastante adequada para propositos de aprendiza
gem.

Se o problema € biobjetivo, simplificacles significativas sic ainda ob
tidas tanto em termos de andlise como de decisio, com o Decisor podendo sele
cionar diretamente os seus niveis de satisfacic no espaco dos critérios. A
g5trategia de relaxaciao pode ser imteiramente'represemiaéa por  dispositives
graficos neste caso.

Entretanto, para problemas cujo numerc de objetivos & maior do que 2,
a habilidade do Decisor para indicar niveis de satisfacio fica demasiado res
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trita devido a sua Impuss..ii.duadc .o .aciocinar com cortes introduzidos no
espaco m-dimensional. Nestas circunstancias, torna-se necessario considerar
procedimentos alternativos que prescindam de recurscs visuais. Procedimentos

deste tipo sao abordados no Cap7tule a seguir e baseiam-se em métodos multi-

ﬂhj@f'i\!(‘q (‘Ea@‘%’l(‘ﬂ"{‘ {"uja: Fnrm;ﬂ;&gnﬁxc d@n?‘rn da abnrdagmm ncta Penrfuvnm

ot alatin)
R FTRE LT

as suas implementacoes mais eficientes.




CAPITULD 3
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3.1. INTRODUCAO

Neste Capitulo, discutem-se alguns topicos mais especificos relaciona-
dos a metodologia proposta no CapTtulo precedente. Em particular, discute-se
a imp]Emeﬂ%&cgewéewméfﬁdﬁSmﬁﬁté?ﬁtTVUSWnOWCGﬁﬁEXtGWdHWfﬁfﬁH?Hcgé do problema

relaxado, PASS0 3 do Afgciitmo Basdico.

Min  uly) (1)
y

K1

y eV = {y & Vk k k

<A Ly> 2 <A ,f(xk)>} (2)

Ate o momento, a exposicdo desta nova metodoiogia basecu-se, em  par-
te, na habilidade do Decisor em, voservando o espaco dos objetivos e os  su-
cessivos cortes gerados ao lengo das interacbes, escolher de um ponto de vis
ta subjetiveo a solucac que melhor preenchesse 0s seus niveis de satisfacio.
E clarc que este procedimento, perfeitamente valido no caso biobjetive (m=2),
torna-se dificil-se m =3 e sem sentido se m > 3. Nestes termos serd en-
tac relevante analisar algumas técnicas de solucao de (1)-(2) que eliminem a
necessidade de interpretactes graficas.

Como sera visto, est s técnicas sdo baseadas em algoritmos j3 existen-
tes em programacac multicbjetivo, porém reformulados no sentido de explorar
as caracteristicas basicas do problema relaxado:

i)  linearidade de objetivos e restricoes:

i1} numero de variaveis = nimerc de objetivos = m << n.

Demonstra-se que estas reformulacoes conduzem ds implementactes mais
eficientes de cada metedo considerado. Além disso, como o volume de informa
coes a ser manipulade & agora sensivelmente menor {os chietivos se relacio-
nam de uma Torma bastante simples no espaco dos objetives) espera~se conse-
guir avaliacoes mais precisas da parte do Decisor e eventualmente  reduzir
o esforco computacional necessario para se atingir a melhor solucdo de com-
promisso do PMO.

Mo fim do Capitulo demenstram-se algumas propriedades de convergéncia
da estrategia de relaxagdo proposta supondo-se ) S
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i} perfeito conhecimento da fungdo utilidade U(.), quando entao
(1)-(2) passa a ser um problema comum de programacdo matemdtica;

i11) conhecimento subjetivo de u(.).

3.2. CONSIDERACOES SOBRE A SQLUﬁE@ DO PHO NO ESPACO DOS OBJETIVOS

No Capitulo 1 formulou-se o problema de otimizacio multiobjetivos no
espaco dos obhjetivos F como

Min Y (3)
veF

onde F 4 {y e Efal y = f{x), x €X}. Demonstrou-se em seguida no CapTtulo
2 que a adocac do conceito de solucdo satisfatdria possibilita a substitui-
cao de {3) pelo problema de programacac multicbjetive Linear.

Min y (4)

onde vk%f denota & aproximacao de ordem k do espaco de solucdes satisfato

rias do problema (3).

Por sua vez, ¢ problema (4} possui também um conjunto de solucoes efi-

cientes Fk+1 = ka&1 que nada mais e do gue uma aproximacao por k hiper-
planos para T Civk+3. Lembrande entao que (4) & linear, o conjunto Fk+? po

de em principic ser completamente gerado por meic de tEcnicas apropriadas
{Zeleny, 1973) para posterior definicio, pelo Decisor, da melhor solucio de
compromisso de (3).

Entretanto este metodo exaustive parece ser desnecessdric em razio das

facilidades que o problema (4) oferece para a utilizacio de t@cnicas intera-

tivas. Neo que diz respeito, por exemplo, a geracdao de solugoes eficientes « 0

{nivel de analise) podem ser empregados um dos procedimentos paramétricos a

seguir

Min <ALyr, A &4
5f€¥k+§
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Min V. {(6)

Yo se.,  J=t,o..m (J £ 1) (7)

ambos Tineares e de estrutura maito simples. Parece clarc também que qual-
quer metodo interativo (notadamente aqueles voltados para problemas  1linea-
res) que faca usc de conceitos como os de taxas de substituicio entre objeti
vos e niveis de satisfacdo, pode ser adaptado para resolver (4) com algumas
vantagens.

Considere por exemplo o metodo proposto por Haimes e Hall (1974} (veja
tambem Haimes et alli, 1975), que popularizou o emprego da técnica das e-1ed
trigoes no desenvolvimento de algoritmos para resclucdo de problemas multi-
criterios. Numa primeira fase de aplicacdo do método, esta técnica & utili-
zada para a geracao de solucoes eficientes, de acordo com procedimentos  ja
discutidos no Capitulo 1.

Em linhas gerais, o método de Haimes et alli consiste em interpretar
as variaveis duais associadas as e-restrices como frade-of{s Tocais entre o
criterio de referencia 1 e todos os demais. Esta mesma ideia guande trans-
posta ao espaco dos objetivos atraves da metodologia do Capitulo 2 faria o
probTema de geracao de solucoes eficientes recair no problema (6)-(7) com
£y = gj+éj . Ej z0, Jj=s1s....m (J #1). Contudo, ao contrario da ver-
sao original do metodo que exige o emprego de algoritmos especiais para tra-
tar possiveis nao-linearidades, o problema (6)-(7) oferece condicdes ideais
para o desenvolvimento de analises de sensibilidade via programacdo  linesar
parametrica {Bazaraa e Jarvis, 1977). A Fig. 3.1 iiustra como seria obtida
a solucao de (6)-(7) para o caso biohietivo.
~ Note que para qualquer e,, a solucac otima de (6}-(7) pertenceri a
?k+§g que por sua vez € a aproximacdc corrente de I'. De posse da solucio de
(6)-(7) e das variaveis duais Yﬁj(gs} associadas as e-restricoes que no ca
so do problema (6)-(7) sao apenas um subproduto de sua resolucdo, tem-se ime
diatamente uma medida dos trade-o44s entre o critérin de referencia 1 e os

restantes:
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Yea

Fig. 3.1 - Resolucao do problema e-restrite no espaco dos objetivos

0s demais passos da resolucao de {4) atraves do métode de Haimes eHall
segquem analogamente 0s passos do algoritmo original, isto e, construcao da
chamada Funcao do Valor Substituto (Suwviogate Weath Funcition) Wéj(yﬁj)
determinacac da faixa de indiferenca do Decisor (Haimes et alli, 1975).

A principal desvantagem do metodo original reside na necessidade de ge
ragao de um nimero muito grande de solucbes eficientes como forma de wmelhor
aproximar as funcoes wij(yéj)' A tecnica de relaxacac adotada vem entdo no
sentido de reduzir significativamente o esferco computacional associado com

esta tarefa.

Outra alternativa de solucao para o problema (4} seria o empregoe do me
todo de Benayon et alli (1971} descrito no Capitulc anterior. Quando coloca
do em termos da Tormulacao {4), este método estaria relacicnado a resolucao
do seguinte problema:

Min g (9)

2
m M-

(10}

a

123

Gt
it
.

.

W
=

. R =
wilyyyy) s

onde
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m
W, = { . Z ey o= o 3 & g
W OLJ,/ -z r‘.zJ i 1 m (11)
3_..
e Se- g (12)
3 ¥ 3
Y-V
G, = e se y. 50 (13)
J - 23
Y3

,' Suponha entdo que ?Q resolve {9)-{10). Neste caso, se existe pelo
menos uma componente yi de yg satisfatoria e pelo menos uma nao satisfa-
toria, entao o Decisor tera que definir uma guantidade §, > 0 da qual abri
ra mao na tentativa de melhorar a(s) componente(s) ndo satisfatoria(s). 0
novo problema a ser resolvido sera portanto

Min o (14)
y e Vk+3
- Y. & V.
T MY, WY g (15}
Yo £ ¥g + 8 | (16)
¢
Y5 £ ¥5s d=Theem (G4 s) (17)

Observe que em (16) introduziu-se uma perturbacdoc 8§, no valor de
y%, a componente satisfatdria arbitrariamente escolhida de yz. Atraves de
agéiﬁses de sensibilidade pode-se agora estudar o comportamentc da solucao
de (14)-{17) quando o lado direito de (16) & feito variar, auxiliando o Decd
s0r a definir precisamente a guantidade 63, Note ainda que esta técnica &
aplicavel ao metodo de Benayoun et alli no espaco das variaveis de decisio,
porem a formulacac {14)-(17) viabiliza o seu emprego com pequeno esforco com
putacicnal. E importante Tembrar também que a formulacdo (1)-{2) torna pos-
sivel aplicar o metodo de Benayoun et alli mesmo a pr@biemas nao-Lineanes,
o que 2 basicamente inviavel a partir do seu alooritme original.




84

Na sequencia da analise de metodos interativos apliciveis a (1)-(2),
considere ago%a o.-metode de Geoffrion, Dyer e Feinberg {Geoffrion et alli,
1972) que em varios aspectos e semelhante ao metodo de Programacac Alvo inte
rativa de Dyer (1972). A sua discussao detalhada dentro deste capitule faci

ciencia no espaco das variaveis de decisao, e este mesmo método guando profe
fado no espaco dos criterios.

0 metodo de Geoffrion et alli assume que o problema multiobjetive se
encontra formulado nos seguintes termos:

Min UlF{x)) (18)
xeX

e de forma a viabilizar o emprego do metodo de Frank e Wolfe (Wolfe, 1970)
assume-se também que a funcao U(.) seja diferenciavel e convexa sobre um
subconjunto convexo e compacto X cr'. 0 algoritmo utilizado na resolucao
de (18) e descritc a seguir.

ALGORITHO DE FRANK E HWOLFE

PASSO 0 : Determine uma solucdo inicial factivel x°e X e faca k := O.
PASSO 1 : Obtenha uma solucas otima ak para ¢ problema de otimizacao
- crpif o f g{
Min <GUIF{x™1), 8 (19}
£ & X

Faca g - gk-xk.

PASSO 2 : Determine a solucac otima do problema de busca unidimensional
- -~ k k\
Min U{F{x T +td™)) (20}
t 10,17
passo 3 : Faga x“ o xKetRdk se ka+?mxkﬁ < e, para e >0 arbitra -
kel -

riamente escolhido pare: a solucao x resolve (18). Caso con
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trario, faca k := k+1 e retorne ao PASSO 1.
Como sup5emse que em geral a fungao utilidade U{.) nao e conhecida a

priori, os PASS0S 1, 2 e 3 deverac ser conduzidos com o auxilio do Decisor.
Amaﬁrﬁxfﬂﬂiﬁ§@W%ﬁﬁearwdanUﬁc50WWUft1WW6PﬁSSOWT?W@WU&tﬁd&WéWﬁgff??W'da reana

da cadeia:

m
vu(f{x})) = = f (21)
i=1
0 PASSO 1 pode entao ser reescrito nos seguintes termos:
| mok k
Min < & ow, VF(x"),E> (22)

onde w? A (BU/afi)/(aa/Bf?) define a Taxa Marginal de Substituicdo do Decd
son entre os criterios i e 1, obtida por meio da aproximacao {(80), CapTtule
1.

A solucao do problema de busca unidimensional (PASSQO 2) tambem deve
ser obtida com o auxilio do Deciscor. 0Os autores sugerem gue a escolha do pas
50 tk seja feita plotando-se as funcoes f {x ~9td J, i=1,....m para
t € [0,1] {como na Fig. 1.1%1 relativa ao metodo de Dyer} para em seguida o
Decisor selecionar um valor tk‘e ro,131 adequade. 0 criterio de parada do
algoritmo (PASSO 3) e subjetive e depende de quiio proximo da melhor solucao
do compromisso do PMO se acha a solucdo corrente em relacic a solucao ante-

rior.

Os mecanismos utilizados pelo metodo de Geoffrion et alli para inferir
preferencias do Decison tamb&m podem ser incorporados ao PASSO 2 do Algorit
mo Basico, Reescrito nos termos desta nova metodologia, o algoritmo  ante-
rior consistiria dos seguintes passos:

BASSH O Determinacﬁo de uma so!ucgo inicial factivel. O cumprimento des-
te passo e trivial pois por construcao, a u1t1ma solucao eficien-
te gerada pertence a yk+39 isto &, f{x lerc yk+ 1

2 :=0 e y® = £(x).

Faca
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PROVA: Em qualguer iteracao k, a Ultima restricdoc linear adicionada

a yk pode ser escrita como

<Ak3\ _'F(Xk}?= = D (3{})
SIS R TS (31)
<Ak,y-§k> > e(§k) (32)

e em gualquer éteracéo posterior p > k, a solucio y° do problema relaxa-
do devera satisfazer (32). Assim

0(75) = kP (33)
s N P-4 (34)
< -7 (35)

pois i[Akl[ =1, ¥25e A, Mo limite quando k > =, tanto 7° como §X

tendem a y*, obtendo-se entdo 0(y*) £ 0. Isto vem demonstrar que y*el.
Por outro Jado, associado a y* deve existir um Ax*e A tal aue
g = F(x(3*)) erT cv%. Logo ¥* e ¥° N U e deste modo y* e uma solucdo
factivel de {29). Finalmente, supondo que U* & o valor otimo de (29) e em
vista de que vO Ny o Vk, k = 0,1,2,..., tem-se Uly*) s U*, concluindo-
se assim que ¥* resolve (29).

Note que a existencia de um ponto Timite da seguéncia {?k} & assegu-
rada pela compacticidade de y© (Teorema de Welensinass, Luemberger, 19707,
A convergencia infinita dno AZgonitme Basico para o caso de U(.) ser expli-
citamente conhecida fica assim demonstrada,

Considere agora o caso mais realista em que U{.} n3oc & uma  funcao
perfeitamante conhecida, uma vez que na pratica o Decisor serd capaz de fa-
zer apenas aproximacoes locais desta funcio, Nestas condicdes, a convergen-
cia do Algoniimo Basico depende fundamentalmente da convergencia, a cada in-
teracdo, do problema relaxado (1)-(2), Entretanto, mesmo neste case & possi
vel garantir a convergencia do proce”mento, lancando mio dos resultados de
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ASSINTOTICA {(Canon e Cullum, 1968)

Uetr 2wk K sw, w0, e (28)
{1

&

A desigualdade (27) assegura um rapido decrescimento (a distdncia en-
tre a solucdo corrente e a solugao Otima & sucessivamente dividida por 2)
nas K primeiras iteracBes do método. Conveém lembrar que a natureza da reso
lucao de prcblemas multiobjetivos por tecnicas interativas impoe algumas 1i-
mitacoes quanto ao numero final de interacoes entre Decisor e Analista. E
sempre desejavel que este numero seja o menor possivel e da7 a importancia
pratica da utilizacdo de métodos com taxas de convergéncia iniciais eleva-
das, como € o caso do metodo de Frank e Wolfe.

Suponha que a funcao utilidade u(.) & perfeitamente conhecida e que
o algoritmo de Frank e Wolfe e utilizado para .resolver o problema relaxado
(1)-(2). Se Uu(.) satisfaz as hipoteses do Teorema 3.7 (Vk+1 e certamen-
te um poliedro convexo Timitado), entdao a segque.cia {yi} converge para a

solucdo de (1)-(2) de acordo com as caracteristicas indicadas no Teorema 3. 1.

Resta apenas mostrar que nestas circunstancias, o Algoritmo Basico tambem
e
converge
TEOREMA 3.2:

Seja {§k} a sequencia gerada pelo Algoritmo Basico. Qualquer pento
Timite ¥* desta sequencia resolve

Min Uly) (29)
Y e VOfl ¥

L ~k - - -
(¥} Note que {y} e {3} referem-se as sequéncias geradas pelo métode de

Frank e Wolfe aplicado a (1)-(2) e pelo Algoniime Basdco, ypegnactivamen. .

e,
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Baptisteila e Olero (1980) propoem procedimentos diretamente incorporaveis
ap Algorditmo Basico do Capitulo 2.

Na proxima secao sera realizado um estudo das suas propriedades de con
vergencia, assumindo-se que ¢ método de Geoffrion et alli & utilizado na re-

solugcao do problema {45,

3.3. CONVERGENCIA

Muito pouco se ceonhece sobre convergencia de metodos interativos volta
dos:E resolucao de problemas multiobjetivos, certamente em razio da dificul-
dade fundamental de modelar erros de avaliacdo cometidos pelo Decidor. De
uma maneira geral, a anaiise de convergéncia de algoritmos @ uma atividade
complexa mesmo no caso escalar. Somente alguns poucos métodes apresentam um
estudo completo de suas taxas de convergencia {inicial e assintotica) e, den
tre estes, destaca-se o método de Frank e Wolfe (Wolfe, 1970) para programa-
cao convexa, cujo algoritmo foi previamente introduzido ao Jongo do  traba-
Tho. Alem disso, o método de Frank e Wolfe & também conhecido por apresen-
tar estudos sobre acbustez, isto e, convergencia sob hipitese de erros de es
timacac do gradiente da func3o objetivo do problema. Sem diuvida, esta carac
teristica do meétode torna-o particularmente adequado a problemas do tipo
(18), guando U(.) nao & explicitamente conhecida, justificando assim a ra-
cionalidade dos métodés de Dyer (1972} e Geoffrion et alli (1972).

As propriedades basicas de convergencia do método de Frank e Wolfe es-
tag sintetizadas no Teohema 3.7:

TEOREMA 3.1:

Se X @ um pofiedro convexo limitado, U(.): R = m, Uul.)e CZ )
uma fungao convexa socbre X e eristem limites superiores e inferiores para
todos os autovalores da matriz Hessiana de U(.), entao a sequéncia  {X }z
converge para a solucae otima U* de {18) de acordo com as taxas:

n

INICIAL {Dyer, 1974}

Ut £ () -)emk, k< k ' (27)
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Fig. 3.2 -~ Determinacao de passo do problema relaxado
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Fig. 3.3 - Interacao do metodo de Geoffrion et alli no

espaco dos objetivos

A reedicao de metodos de reconhecida eficiencia no espago dos objeti-
v0OS apenas exehp1éfica o carater metodolcgico éa-aberdagem gue vem sendo pro
posta neste trabalho. Aleém dos métodos ja citados € possivel enumerar  uma
serie de outros cujas formulacoes dentro do espirite deste trabalho conduzem
a Emplementagﬁes muito simples (por exemplo, Zionts e Wallenius (1976]). Me
todos desenvolvidos com base em Teoria de Conjuntos Nebulosos (Fuzzy Sets)
podem ser tambem adaptados 3 té€cnica de relaxacio proposia. Nesta 1inha 9__:
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PASSO 1 Obtenha uma solucao otima &£~ para ~ problema de otimizacao
. BN N
Min <TU(y™),E> (23)
£ e y§<+?
Faca d° = gg—y”. Note gue {22) pode agora ser substituido por
. L .
Min <wWL,E > (24)
£ e ka
onde w% = (BU/ayi}/(BU/ayT), cujo valor pode ser aproximado por
&
2 NERE .
Wi o= - e, 1= 1, (25)
e que corresponde § obtencao de uma taxa de substituicdo relaxada.
PRSSD 2 : Determine a solucac otima do preblema de busca unidimensional

Min Uly™+td
t e [0,1]

(26)

Mo caso do problema (26), a sugestao dos autores para a determina-
cac do passo % Jevaria 3 construcac de um diagrama, como  ©
ilustrado na Fig, 3.2. Note gue a obtencac deste diagrama nac re
presenta na pratica nenhum esforco de calculo, ac contrario da
versao original do metedo em gue a determinacao de ¥ envolve o
calculo do valor de funcGes no intervalo t € [0,17.

A atualizacdo das variaveis (objetivos} e teste de convergencia sde si

milares ao PASSO 3 do algoritme original. A Fig. 3.3 ilustra uma finteracao

do metodo de Geoffrion et alli adaptado ao espaco dos objetivos.
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Hogan (veja Dyer, 1971; Baptistella, 1980) e Dyer (1974) sobre a rcdustez do
método de Frank e Wolfe. De acordo com estes resultados € possivel mostrar
que a introducao de um fator de erro nk no problema

k k

Mimn Fi{x

(36)

S
4

-
~

onde vu(xk} representa o valor xeal do gradiente de u{.} no ponte x ,
nao implica em perda de convergencia do algoritmo a uma solucac otima, be
}1mk%w nk - 0. Estes resultados sugerem assim que se os valores de w% R
i =1,...,m no problema (24) tornam-se cada vez mais exatos gquando & cres-
ce, ou em outras palavras, se 0O aprendizado do Decisor melhora a cada intera
cio, entao & possivel garantir a convergencia da serie fy 1 a solucdo oti-
ma de (24) e, em consequencia, a convergencia da serie {y } 2 solucdo oti-

ma de (29).

3.4. QO%CLBSﬁG

Neste Capitulo procurou-se demonstrar que a formulacao de  problemas
multiobjetivos no espaco F , a partir da nocao de solucao satisfatoria, per-
mite um elevado grau de espec1alezacao da maioria dos metodos interativos ho
je existentes. Em re?acao aos aspectos de analise, todos 0s metodos conside
rados tiveram seus procedimentos significativamente simplificados e a conver
gencza do Algonitmo Basico a uma solucac do PMO, estabelecida através do me-
sodo interativo de Geoffrion, Dyer e Feinberg {(Geoffrion et alli, 1972). Es
re Gltimo em particular apresenta algumas caracteristicas bastante favora-
yelis para a sua utilizacao como metodo de solucio do PASSO 3 do Afgorifmo Ba
sico. 0O seu procedimento computacional & simples quando aplicado a uma for-
mu?acao no espago dos objetivos e a sua cenvergencwa pode ser  assegurada
mesmo na presenca de erros de avaliacio cometidos pelo Deedlson. Por oulro fa |
do, embora as s1mp}1fzcacaes no seu algoritmo devam também se refletir em
avaliactes mais precisas por parte do Decdsonr, persiste ainda a nefessedadei[
dé se ter que estimar Taxas Marginais de Subststu%ca@ {gue por sua vez defi«::
nem a direcdoc de pesquisa do método) atraves de $7mp?es analises de solucdes
iocais. :




Ressalte-se que a habiiidade do Decisor em estimar estas Taxas por
meio de solucoes Tocais & guestionavel (Roy, 1972). MNo intuito de traduzir
adeguadamente julgamentos subjetivos do Decdson por Taxas de Substituicao,
Baptistella (1980) propos alguns procedimentos baseados em Conjuntos Nebulo
sos (Bellman e Zadeh, 1970) que se adaptam bem ac método de Geoffrionetalli
como “"estimadores" do gradiente da funcao utilidade impiicita u{.). Guando
associados as simplificacoes decorrentes da formulagdo do problema no espaco
dos objetivos, estes procedimentos podem conduzir a um algoritmo geral bhas-
tante eficiente.

Finalizando, convem lembrar mais uma vez que o nlumerc de restricoes e
variaveis do problema (4) deve ser em geral suficientemente pequeno pafa per
mitir gue o conjunto Fk+1 seja completamente gerado com reduzido  esforgo
computacional. Neste caso, procedimentos adicionais tornam-se  desnecessa-
rios, caso o Decdson prefira escolher sua sclucao de compromisso a posterio

ri.

UniC anils
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4.1. INTRGD@Cﬁﬁ

Neste CapTtulo propoe-se estudar os aspectos numéricos envolvidos  no
cumprimento do PASSO 1 (Nivel de Analise) do Algorifmo Bdsico, relativo 3 re
solucao do problema Min-Max.

o(7) Win ko Gaf(x)-g 0

= Max
Aed xeX

= Max ¢(n) (2)
Ael

atraves do qual torna-se possivel verificar se a solucio 7 escolhida pelo
Decisor pertence ou nic ao conjunto de solucbes satisfatdrias do problema
multiobjetivo. Ao contrario dos demais Passos do Algoritmo Biasico, o PASSO 1
nao envolve qualquer fator subjetivo e pode ser abordado por tBenicas  con-
vencionais de programacao matematica. Neste Capitulo sao discutidas algumas
formas de se coordenar a rixacac das variaveis A e 4 em (1) e a resolucio
do problema de programacao nao-linear nas variaveis x e X resultante.

No fim do Capitulo introduz-se uma aplicacac em nlanejamento de siste-
mas hiarotermicos, que ilustra os principais resultados aqui expostos.

4,72, CALCULO DE o{y): CASO GERAL

A natureza da funcao ¢{X) impoe certos cuidados guando 3 obtencio da
solucao otima de {1)-{2). F hastante conhecido no dominio da Teoria da Dua-
lidade o fato de que somente em certos casos especiais € possivel garantir
que fungoes deste tipo possuam primeiras derivauas parciais continuas.

Como em ultima analise, o método multicritério proposto envolve a max 1
mizacao de (L) sobre A e para uma grande parcela de metodos apropriados
a este probilema, o calculo de gradientes e/ou de suas projecées & essencial,
sera relevante expor algumas condicGes suficientes para gue v8(3%)  exista

£y

} . . ) -
num determinado ponto &7 do seu dominin A .

0 principal resultado dentro da teoria sobre diferenciabilidade de fun
cees do tipo dual e devids a Danskin {Lasdon, 1970). Este resultado & funda-

mental na demonstracdac do seguinte Teorema,
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TECREMA 4.1:
se X cRr' & compacto e fi('): [/ - 1,...,m sao funcoes
continuas sobre X, entao ¢()) € diferenciavel num ponto e p se e
somente se (f(.)-¥) fFor conztant> ~~Sre X(3%), o conijunto solucio de
Min <L F(x)-y> (3)
xekX

para A = A”. Neste caso, o gradiente de ¢{.) sera dado por

76(1%) = f(x)-y, ¥ x e X(:9) (4)
PROVA: ‘Lasdon, 1970.

Em particular, ¢(.) certamente & diferencidvel num ponto 2% e A se
X(1%) contém apenas um elemento, isto &, quando a solucio de (3) & {nica.
E interessante notar que esta também & uma condicdo suficiente para que a so
Tucao obtida seja efdlclente e neste caso ter-se-ia X(RO) C X*, onde X* @
o conjunte de solucoes eficientes do PMO. Um importante <caso especial em
que a unicidade de X(1°) fica assegurada acontece quando as funcdes fé(.),
i=1,...,m sao estritamente convexas schre X .
Admitindo-se que ¢{x) €& continuamente diferenciavel em A, torna-se
entao possivel adotar procedimentos iterativos baseades em projecio de gra-
diente (vide Secao 4.3}, atualizando o valor de X €A atraves da recursao

[ [
§;£+E = A2~%&L P}r‘ojﬁl V@{AQ)
J !

E (5)
o)

.
- 9 . =
para vaiores de passe o > 0 adequadamente escoihidos. Contudo, alem das
dificuldades relacionadas com a diferenciabilidade de &()}, parece c¢laro
que a menos de situagoes particulares em que o minimo sobre X em (3) pudes
se ser obtido facilmente, qualquer metods de direcBes factiveis baseado en
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(5) seria oneroso em termos de esforgo computacional, devido as  atividades

de projecao de v4{.) sobre A e principalmente de determinacao dos valo-
- 2

res apropriados de o, 2 = 0,1,..

Nestas circunstancias € conveniente investigar procedimentos alternati
vos para a resolicac de {1)-(2). Por exemplo, assumindo-se como no Tecrema
4.1 que X cr" & compacto, demonstra-se {Lasdon, 1978} que se x{X} re-
solve (3}, isto e,

x{x) = arg Min <L, Fx)-y> (6)
e X

entao

£o= F(x(W))-y (7)

representa um elemento do conjunto de subgradienfes de ¢(.) no ponto At
a{2'), e que em razio da concavidade de &(.), satisfaz

() £ s(A ) wg,a-a'>, WA e A, ¥ E ea(d) ' (8)

Alem dissc, supondo-se a existencia de um conjunto de r subgradientes
i 1 ~ . -
6:71 = {(X(A ))*I}"s 1= 15~--5¥‘ entao

s

A) = min O F(x(0 ) -5)> (9)

representa uma aproximacao de ordem r para (.} e, em vista deste fato,
ter-se-ia a seguinte aproximacac para (1)-(2):

Max Min <A3f(x(h3))-§> * {10)
re h 121sr

Note que (10) € um limitante superior para o valor de oa(y), e que po
de ser cbtido por um metodo de Plancs de Conte.

Max 5 (11}
Aed
o
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&
HAN

O FO N T, i = Ty (12)

Existem certas vantagens impiicitas no uso de (11}-(12) como um coorde
nador para a resolucao de (1)-(2). Ao contrario do procedimento baseado em
orojecao de gradienté, a introducao da restricao adicional X e A DOUCO
acrescenta em termos de complexidade a resolucao do problema Tinear {(11)-
(12), ac mesmo tempo em que desaparece a necessidade de se determinar passos
para a atualizagao das vorfav. - = . Assim, a estratégia para o calculo
de 6(¥) resume-se em, apos resolver (11)-{12) usar a sua solucao otima kr+?
para gerar um novo subgradiente gr+i atraves de (8)-{7) e este, por  sua
vez, para gerar uma nova restrigio a ser adicionada a (11)-(12), repetinde-
se este cicleo ate que (@(Ar}ngr) < ¢, vpara um dado = > 0 arbitrariamen-
te pegueno.

0 procedimento descrito acima e recomendado para a reso?ucao de proble
mas do tipo dual com restricoes de nao-negatividade em que a existencia de
diferenciabilidade nac & garéntéda (Lasdon, 1970). Constatou-se experimen-
talmente que este procedimento torna-se ainda mais eficiente sempre que &
faixa de variacio das varidvess duais A esta canalizada entre  limitantes
inferiores e superiores, como no caso do problema {11)-(12). De fato, a sua
utitizacio possibilitou o calculo de ©{y) sempre com um nimero relativamen
te pegueno de iteracoes.

4,3. CALCULG DO VALOR DE ¢(X) POR METODOS DE PROJECAD DE GRADIENTE

0 calculo do valer da funcao ¢{.) num dade pento X €4 representa
a mais basica das tarefas associadas ao nivel de analise do método proposto
no Capitulo 2. Na verdade, esta tarefa recal no dominio de um ramo mais es-
pecifico de programacac matematica, que Tida com problemas de ctimizacao do
tipo

Min h{x) {13}
- ®eX

onde poy hipotese h(i.}:R'=~®, hi.)e ¢l e x c®. E facil ver qgue

(3} & vedutivel & forma {13) para X & A fixe. E desnecessario lembrar tam
hem que a eficisncia numérica de todo o desenvolvimento realizado ate o mo-
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mento depende em primeira instancia de quao eficiente e a resolucao do pro-
blema {13). Fmbora de ums maneira geral X possa conter restricoes nac-1i-
neares, a maioria dos métodos que se encaixam na formulagao (13) se restrin-
ge em considerar apenas o importante casp especial

X = xeR" D Ax=b, 2<x2X} (14)

onde A e RP" (nank(A) =psn), b e 7" e X,X € R

[[FAY

A estrategia usualmente adotada para se resolver {13) consiste em repe
tir os passos basicos descritos a seguir até que uma dada condicao seja pre-
enchida, indicando que a solugcao corrente satisfaz as condicoes de Kuhn-Tuc-

ker para existéncia de um minimo local de h(x) restrito a X. Determine
uma solucdo inicial factivel x%e X e faca L := O.
PASSO 1 @ Encontre uma direcac de pesquisa s tal que:
L . 0 - .
3a>0!(x-ocs)e}(, ¥ (saso " {15}
<Vh(x2),s£> > 0 {16)

g

PASSO 2 : Determine o passo do algoritmo o~ resglvendo o problema de bus-
ca unidimensional

Min h(x"-cs") (17)
PASSD 3 : Faca x°T' = x"-a¥s®, 1 := 241 e voite ao PASSO 1.

As implementactes mais difundidas deste algoritmo basico fazem uso de
tacnicas de pr@jecéo-de gradiente para a determinacao da direcao sgs 58~
guindo a linha de pesquisa proposta por Rosen em 1960 e continuamente explio-
rada desde entio. De acordo com esta t2cnica, a direcao s* & determinade

atraves de

(18)
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que denota & projecao ortogonal do gradiente Vh(xﬁ) sobre Q(xg}, o con-
junto formado a par%ir das restricoes ativas de {13) na solugac corrente xz,
Fsta operacac de projecdo pode ser representada matematicamente por (Ferrei-
ra, 1883}.

2 .
s© = arg Min . % Th{x )—SH2 (19)
sef{x”)
e no caso especifico do metodo de Rosen,

2 i g - .
O(x”) = {s|As =0; s, =0 se xi=2x, ou X =X} (20)

i i T2 i i
De uma maneira gara” , - fofise o de Q(xg) varia em funciao do método

utilizado. Por exemplo, Geromel e Baptisteila (1981) propuseram o conjunto
alternativo

9\; . < S e o - %
olx”) = {s LAS =0; 5,50 se xy=3x; 5,20 se si=X] (21)

A reso1ag§o do problema indicade em (19) com s restrito a (21) atra-
ves de dualidade, permite decompor a cbtencao de s¥ em n problemas de de-
terminacac das componentes S% , cujas solucoes sao analiticas, resultando
assim um procedimento computacional bastante eficiente.

Estudos pos%eréores (Ferreira, 1983; Geromel e Ferreira, 1986) nesta
mesma 1inha mostraram a viabilidade teorica e computacional de uma nova for-
ma de decompor a obtengao de s em (16). 0 ponto de partida para o desen-
volyimento deste novo método @ a Deginicae 4.7, a sequir ¥

DEFINICAD 4.1: GRADIENTE MODIFICADO.

A

Biz-se gue um vetor vmh(xﬁ) e R e um gradiente modificado da fun-

cao h{.) no ponto %" e X com respeito a B c®"  se satisfaz

Proj, v h(x") = Proj 7h(x") (22)
- m P
AMEB

(*) Hote que a soiucac de {13} por métedos de projecao de gradiente nac ex~
clui g vtilizacae de um metodo mais apropriado a um problema particular.
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A dmportancia pratica desta definicao surge do fato de que a  eguacao
(18) pode ser vista como

s - Proj ., vh(x™) = Proj L. Th(x") (23)

20x7) NAYN Q™)
onde N(A) & {se IRHI As = 0} representa 0  espace hulo de A e
ﬁ(xg) A is « Eflf e 0, se x% = X3 Sy E 0 se x% = Ei}. Pela Defini-

cao 4.1 tem-se entao que

s* = Proj vhix*) = Proj vmh(xg) = pvn(xh)  (24)

MR N E(x5) N(A)

onde P A ImA‘(AA‘)'iA 2 0 aperador de projecao ortogonal no espaco nuio da

matriz A. Desta forma, o probiema de determinacao da direcac de  pesquisa
s* & resolvido a priori no que diz respeito as restricGes de igualdade (a
matriz de projecdo e calculada uma Unica vez), ficando o calcule do gradien-

oF

o g ~ . - o
te modificads vmh(x“) funcao apenas do conjunto  {i(x Por convenien-

cia, introduz-se a seguinte notacao

G a (s e B sxMs 5 ) (25)

onde S(xz) = Rz

com apenas um elemento diferente de 0 por Tinha. 0 sinal deste elemento de-

& uma matndlz sinalf composta pelos elementos -1, 0 e 1,

. q . N
pende de gual das restricoes scbre Xy ose encontra ativa. Note oque nestie
caso o valor de r representa o numerc total de restricoes de canalizacao

. ~ 2,
ativas na solugaos x7.

Supondo-se conhecida uma solucde inicial factivel x% & ¥ do problema

(12), a sua solucdo Otima ¢ obtida pelo meteds de gradientes modificados de

acordo com o procedimento descrito a seguir, para uma iteracao genérica £.

ALGORITHMO DE GRADIENTE MODIFICADOD

PASSO 9 z Encontre ?ﬁ(xg) e S(xz}

£

&

PASSO 2 : Com p, Vh(x®) e S{x%) determine
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=

= arg Max 3 <006+ P (26)

uzl

I} o I &
onde Q(x") = -S(x7IP S(xM)' e c(x?) = s(x*)pun(xY).

PASSO 3 : Determine o gradiente modificado vh(xg} e a direcao de pesquisa
5" por

v h(x") = vn(x") - s ) (27)

¥ = P7_h(x") (28)

PASSO 4 : Se Hsﬁ[[ < e, e>0 suficientemente pequeno, pare. A solucdo

g . . e -
corrente x satisfaz as condicoes necessarias de Kuhn e Tucker
para existencia de um minimo Tocal de h{x). Caso contrario, va

ao PASSO 5.
o
PASSO 5 : Encontre o passo o do algoritmo rescivendo {17), atualize as
- - " . - Q_, 94 s
variaveis primais x‘+1 = xgma 52, faca 4 1= 241 e voite ao
PASS0 1.

A determénacgo do operador de projecdo P sobre N(A) & feita externa
mente ao Algorltmo e pode ser conduzida, por exemplo, atraves de Decomposi-
cao LU {com U = L' para o caso especifico da determinacdo de {AA'}"J
ou, em casos onde {AA') & uma matriz potencialmente mal-condicicnada, atra
ves do procadimente recursive a sequir, mais estavel numericamente (Avriel,
1976):

P -1, PP (29) |

S Bt B PR

1 = Q5°,ﬁ,p—? (36} :
2. P, al '
i+1 71 T+l

onde T denota a (i+1)-esima linha da matriz A,
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Com relacac ao Algonltmoe de Gradiente Meddif{icado, note que a partir

do conhecimento -de P e PVh(xR), a determinacao de Q(xi) e g
& — -

e c(x*) & R" envolve apenas operacdes 1Ggicas e que dim (Q(xz}) = v,

sendo razoavel esperar que em problemas de grande porte r <<n. E possi-

vel demonstrar (Geromél e Ferreira, 1986) um certo numero de propriedades
que simplificam significativamente a resolucac do problema indicado em (26).
Em particular, demonstra-se que a matriz Q{xﬁ) e definida positiva no sub-
espaco das direcoes wsavedls (isto e, direcoes que satisfazem (15)-{16)) do
nroblema (26}, o que viabiliza o emprego de metodos do tipo gradiente otimo
para a sua resolucao. A versac atual do programa que implementa o Afgoiitmo
utiliza uma tecnica de gradientes conjugados proposta por Hestenes {1980).

Convem lembrar ainda gue, contrariamente ao método classico de Rosen,
a diferenca entre o numero de restricoes ativas em itera¢oes consecutivas do
método & completamente arbitrario {no metodo de Rosen esta diferenca € tipi-
camente 1) e que ﬂ(xg) dado por (21) propicia maiores graus de liberdade
para a definicao da direcao de pesquisa s*

A extensdo do metode a problemas de otimizacao dinamica (Ferreira,
1983; Ferreira e Geromel, 1985a) vem sendo bastante utitizada pelo Autor em
problemas de planejamento da geracao de energia em sistemas hidroelétricos,
sempre com bons resultados. Na proxima Secao, uma destas aplicacOes e discy
tida, guande entao varios pontos levantados neste Capitulc pederao ser  me-
Thor analisados.

4.4. CONTROLE MIN-MAX DE SISTEMAS HIDROTERMICOS

0 planejamento da geracic de um sistema de energia eletrica esta comu-

mente associado ac gerenciamento de dois meios distintes de producac ~ hi-

draulico e térmico. Em linhas gerais, o problema consiste em determinar a

parcela da demanda esperada que cabe a cada um destes subsistemas, em cada =

periodo do horizonte de planejamento, de forma & minimizar os custos opera-
cicnais do sistema como um tode. Entretanto, sabe~se que a maior parcela
ééstes custos recal sobre o subsistema térmico, que por este motivo deve,
sempre que possivel, apenas complementar eventuais déficits entre a producio
do sistema hidraulico e a demanda requerida, J

Basicamente, o planejamento economico do sistema torna-se uma  tarefa’
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dificil devido & natureza cicTica dos recursos hidraulicos que, em geral,
nao coincide com o ciclo da demanda. Surge assim a necessidade de se regula
rizar a utilizacao destes recursos de acordo com o comportamento esperado da
demanda e, desta necessidade, a motivacio para os trabalhos de indmeros auto
res (Arvanitides e Rosing, 1970; Geromel et alli, 1981; Lyra Filho, 1984}.

Quase sempre procura-se atacar este problema globalmente, minimizando-
se por exemplo a soma dos custos de geracdo do sistema térmico sujeito 3s
restricoes operativas de ambos o0s subsistemas. Entretanto, em sistemas pre-
dominantemente hidraulicos, como & o caso do sistema brasileiro (responde
por mais de 90% da producao de ensrgia elétrica do pais), justifica-se uma
tentativa de hierarquizacdc de calculos com vistas a@ obtencdo das politicas
de operagao hidraulica e térmica do sistema. Neste sentido foi proposta re-
centemente (Ferreira e Geromel, 1985bh) a seguinte forma de decomposicao do
problema global em dois subproblemas:

“

SUBPROBLEMA 1 : Determinacao da politica de operacao otima do subsis-
' tema hidraulico considerando-se explicitamente o ci-
clo da demanda;

3

SUBPROBLEMA 2 : Determinacao da politica de operacio otima aque minimi
za 0s custos de complementacao té@rmica do sistema.

De forma a obter esta decomposicdc, introduz-se o conceito de faxa de
wtilizacag do subsistema hidvaulico, que vem a ser a2 relacio, em cada eSti-
gio do pianejamento. entre a geracao hidraulica total no perfodo e o valor
de demanda correspondente. Maximizando-se esta faxa atraves de uma tacnica
do tipo Min-Max, obtem-se um efeito de equalizacde dos cicles hidrdulicos e
de demanda do sistema. Uma vez que a solucdo do subprehfema 1 tenha sido en
contrada, a politica Gtima de geracdo do subsistema t&rmico & facilmente ob
tida (Subproblfema 2},

0 modelo matematico do subsistema hidréulico expressa a operacio inter
Tigada de um certo numero de usinas hidroelétricas. Num modelo com n unida
des, as principais guantidades sag:

X
k -
rigdo k

(k) : Volume de Zgua armazenado no reservatirio 1 no comeco do pe - g
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ui(k) : Yolume de agua furbinada pela usina i durante o perfedo k;
(k) Aftuencias que chegam & usina 1 no perfodo k;
J. : Conjunto de Tndices representando as usinas imediatamente aci

ma {a montante) da usina 1.

Desta forma, a transicao do subsistema hidraulico do periodo k ao pe-
riodo k+1 pode ser descrita pela eguacac linear a diferencas

x{k+1) = x{k)+ouin;+yins, x(0) = X (31)

kekK=1[0,T-1]

onde x(k)}' = [xq(k)...xn(k)] e R  representa o vetor de estados do  sub-
sistema, u{k)' = {u1(k)...un(k)} e R suas variaveis de controle e
y(k)' = £y1{k)...yn(k}] e R entradas independentes aos reservatorios. A
condicdo inicial do sistema x(G) & suposta conhecida e, por simplicidade,
admite-se que o estado finul x(T) pode assumir qualquer valor permissivel.
A matriz g e R" estabelece a estrutura de interconexac entre as usinas e

e definida facilmente como segue:

-1, se 1= j
B = {b,.} = t, se jed, {(32)

L\G, casc contraric

Alem dissc, existem 1imitacoes sobre a operacao dos reservatdrios 2
turbinas, expressas por

x(ke1) & X A {x(k): x = x(ke1) 2 X, k €K} (33)
ulk) € U A fulk):u < ulk) £ 0, k ekl (34)

Convem destacar que as restrigbes (33)-(34) podem surgir ndo apenas Qg_;_J

vido a Timitacoes fisicas de reservatdrio e funcionamento de turbinas, = mas :T

tambem como forma de contemplar indiretamente outros objetivos importantes,Lf;g
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como por exemplo assegurar condicoes de navegabilidade e controle de cheias
na bacia onde se localizam as usinas (Lyra, 1984).

A geracao de uma hidroeletrica num periodo k K & funcio do volume
turbinado pela usina uiik) e da sua altura de queda Tiquida h{.). Esta
DOr sua vez e funcao do volume de agua armazenado no reservatorio xi(k).
Assim, a geracao total dc subsistema hidraulico no periodo k pode ser com-
pletamente representada pela seguinte funcdo diferenciavel (e, em geral, nao
concava sobre (21)-(34)):

ﬂ i
X {!D-i(x.i(k}su.[(k)) = b3

2 1 piaui(k)h(xi(k)) (35)

i

onde k « K. As constantes P, € a denotam, respectivamente, o rendimen-
to equivalente do sistema turbina-gerador da usina 1 e a aceleracao da gra
vidade. O problema de otimizacio

T-1

i~ 3

Max ¢j(xi(k),uj(k)) (36)

>
ulk) el k=0 i=1

s.a. (31)-(34)

onde T representa horizonte de planejamente & freguentemente colocade na
iiteratura e pode ser resolvido por inumeros métodos., Dentre estes, a ex-
tensao do metodo descrito na secdo anterior a problemas dindmicos permite ex
plorar com eficiencia & estrutura particular do subsistema hidraulico sem in
por quaisquer condicoes para a sua aplicabilidade (Ferreira e Geromel,1985a).

A parceia da demanda do mercadc que nio puder ser suprida pelo subsis-
tema hidraulico devera ser complementada pelo subsistema térmico a um cusio

minimo. Se glk)' = [g?(k),*,gm(k)j representa a geracao no periodo k de
um parque térmico composto por m unidades geradoras, entao

o(k) €6 4 {g(k) :g < g(k) £ §, k ek} (37)

onde g e g denotam os limitantes inferior e superior sobre a capacidade
de geracao deste subsistema. 0§ custo de geracao C@ .

) de cada uma das uni
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dades termicas, geralmente associado aoc consumo de Gleo combustivel, pode
ser descrito por uma funcao convexa crescente do nivel de geracao g(k) {uma
descricao mais detalhada do subsistema termico e feita no Cap?td1o seguinte).
Assim, o probiema global de planejamento fica sendo

-1 m
Min % L Clg. (k) (38)
gk} eG k=0 i=1
S.4d.
HE n
2 ogilk) + .zq Uil )Lug(k)) 2 2(k), ¥k ek (39)
T=1 T=
(32)-(35)

onde 2(k) e a demanda esperada no ~~~Jodo k. Um importante aspecto deste
problema € que para qualquer quantidade Tixa de geracio hidriulica (35), o
problema resuitante recai em um problema de Despacho Economico de Usinas Ter
micas (Dommel, 1978) cuja solucao Otima consiste simplesmente em  procurar
igualar os custos marginais de geracac de todas as usinas.

Existe portanto uma clara vantagem em tentar obter a priori uma politi
ca de operacao 5tima para o subsistema hidraulico. Por outro lado, sem a
presenca do objetivo (38) torna-se necessaric introduzir algum outro Tndice
de desempenho que assegure uma futura complementacac termica com custo mini-
mo. Neste sentido, propoe-se o seguinte indice:

Ix(k)ul) = 2007 5w ) LU (k) (40)

i 3

i=1

que mede a taxa de utilizacao do subsisteme hidraulico no instante ke K ,
para em seguida tentar torna-lo tdo grande quanto possivel com uma abordagem
do tipo Mdn-Max:

Max min J{x{k),u{k)) a1y
ulk)ey kekK :

s.a. (31)-(34)
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E possivel mostrar (Ferreira e Geromel, 1985b) gue o problema dual as-
sociado a (41) se-&screve na forma

T-1
Min “Max LA J{x{k),u(k)) (42)
e A ulkle U k=0

s.a. {31)~(s4)

e na hipotese de que (40) seja uma funcdo concava tem-se portanto que os pro
blemas (41) e (42) sdo equivalentes. Entretantu & impossivel garantir que
em situacdes praticas a funcdo (40) apresente esta caracteristica e, deste
modo, torna-se necessario trabalhar sem a hipotese de concavidade e por con-
seguinte sem a hipotese de diferenciabilidade de

T
(1) = Max Lo J{x(k),ul(k)) {43)
ulk)e U k=0

s.a. (31)-{(34)

em relacao a A € A. A solucao de (41) consistira ent3o em aproximar-se pro
gressivamente o valor de (42) pelo problema linear nas variaveis ()\,o).

Min g (aq)
X EA
g & IR
o] Z <:}\3<€1>3 Ji‘ = figo--sr (45}

onde v e a aproximacac corrente e

Voo o)Lt L asdmen e @)

o valor do subgradiente de {(43) obtide com A = A'.

0 procedimento iterativo que resclve (42) via & abordagem Min-Max pro-
posta & resumido em seguida. Assume-se o conhecimento de uma politica ini-

cial admissTvel (u°(0) ... u®{T-1)1. Escolhendo-se um valor inicial qgual- g

) N — I N . .
quer para A € A, uma iteracao generica do procedimento ficaria como:
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e

3
Fa

*

PASSO 1 : Resolva o problema nac-linear (43} parva 1 = 3, obtende  &(2%)

e £,

Resolva o problema Tinear (44)-{45) para r = ¢, obtendo OR e

PASSO 2

s

PASSO 3 : Se (¢(x%)-0”) < =, sendo ¢ > 0 arbitrariamente pequenc, pare:
a politica de controle corrente [uﬁ(s}...uﬁ(T-1}} resolve {42).
Caso contrario, faga £ := 2+1 e volte ao PASSO 1.

Note que a potitica obtida com este procedimento serd na maioria  dos

casos sub-ofima, uma vez que fornece apenas um limitante inferior do valor

real de (41), devido a ausencia de concavidade de {40). EIntretanto, o asque
ma de decomposicao proposto permanece valido dado que, mesmo sendo  sub-0ti-
mo, a politica de controle obtida satisfaz todas as restricbes fisicas do

subsistema.

Em seguida, a eficiencia do procedimento proposto € ilustrada com um
exemplo real de controle de usinas hidraulicas. O subsistema em quesiao €
composto por 4 hidraulicas localizadas na Bacia do Rioc Parani, come mostra
a Fig. 4.1.

Marimbondo

2/22

5. Biméo

Fig. 4.1 - Subsistema hidraulico da regiac sudeste
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Considerou-se um horizonte de nlanejamento de 1 ano (medio prazo) com
discretizacao mensal, isto &, T - 12, Embora para este horizonte as afluen
ctas ao subsistema sejam varidveis estocisticas, optou-se por considerar ape
nas o problema deterministico envolvendo afluéncias médias observadas no ano
de 1954 y o _

As fungoes h@(°) relacionando altura de queda e volume de dgua arma-
zenada no reservatorio sao aproximadas por polindmios de 42 ordem, cujos coe
ficientes sao fornecidos na Tabela 4.1. 0Os Jimitantes sobre volume armazena
do e turbinagem de cada re.ervatorio assim como o rendimento especifico  de
cada usina e a condicao inicial dos reservatdrios estio indicados na Tabela
4.2. Finalmente, na Tabela 4.3 estao indicadas as afluéncias medias utiliza
das na aplicacao.

USIHA <, e, <y : € 4
.2 v b o a0 e L
1 £9,93000 0,88567 x 167 -0,20713 2 16 G,60069 x 18 ~GIE120 2 10
1 - -9 ane 101
Z 23,08000 3,11671 2 107 -0,21615 % 187 0,192 x 1 -0,82405 % 10
. . a2 - U , e ip-10 o 1eg7q x 107
3 17, 770450 0,82191 x 14 -0,92300 % 13 G,02415 2 10 -, 16874 %
-2 51575 1975 PR 0 83908 x 16716
4 13,25000 0,32762 x 10 -0, 18187 x 10 G,84840 x ¢C -0,53946 x
|
. .. L= p : a4
fabeia 4.1 - Coeficientes dos polinomics héixi(k)} = coi+,ﬁe+c£€xi{gj
T H
% i U i n x{B}
U5IRA . . LB 3
(o8 o) (108 &) (w5 {n / 8} {107 =7}
1 7,000 12.509 5653 7,588 G.89 3.750
2 958 6,150 457 2,640 0.8 3.520
i
4,400 1,408 43z 2.%23 BLEE 5.8040
4 12,743 21,158 1,608 7992 G.&82 16,980

Tabela 4.2 - Limitantes, rendimento e condicao inicial



FTUS[NA JAH FEV HAL JEHN i | ALG ' TT auT ? ROy r BEZ f
i 2.310 2.224 +,9%5 1,737 Poi.5ud foh4z 1.3%6 HN 2.28e |
z 1.%72 1,644 1,545 1.339 75;2_ T.df}; _‘5',"; 1,483 ".3_2_1- ’,;22; 7?53' I—;T
3 164 293 173 150 165 ) iz &3 73 B2 - 75 22 121
4 425 583 490 : £ig 257 745 568 | 612 547 452 185 e2;
- ~ ‘ - i S

- . i I 3
Tabela 4.3 - Afluencias mensais medias {(m™/S)

No caso das usinas 1 e 2, os dados da Tabela 4.1 sao na verdade a soma
da afiuencia natural efetivamente observada em 1954 e o turbinamento  Otime
das usinas que estao imediatamente a montante de Sio Simao e Marimbondo. Es-
tes dados, assim como as caracteristicas operativas das usinas foram extrai-

des de uma aplicacac anterior realizada por (Geromel et alli, 1981).

A Fig., 4.2 mostra a producao mensal de energia du subsistema da  Fig.
4.1, guando o problema (36) & resolvido com os dados acima. Note que este

t

problema nao envelve a2 demanda.

A Fig. 4.3 mostra o comportamento do mesmo subsistema guando a estrate

gia Min-Max e adotada. Observa-se claramente uma tenddncia co subsistema em

procurar seguir a curva de demanda proposta.

U comportamento do algoritmo até a obtencioc da solucdo Final ests indi
cado na Fig. 4.4, Esta aplicacao envolveu 18 iteracces entre um  problema

nao-linear com 96 variivedis e 240 restricoes lineares, e o probiema mestre
linear com 13 variaveis e um nlmero final de 18 restricoes Tineares, 2 cyi-
terio de parada do procedimento foi feito digual a ¢ = 0,01,

Em relagac ao problema ndo-linear, o numero mérime do

vas observadas fol de 27, o que corresponde a aproximadamente 287 do  rimeeo

total. Mais importante ainda, em média apenas 8,9 restricces estiveram ati-
vas (9,88% do total) permitinde assim um desempenhec numerico miito bom do ma

tedo descrito na Secio 4.3, 0 tempo total de CPU foi de 403 segundos (Sistew
ma PDP-10/UNICAMPY.
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L83
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Fig. 4.4 - Convergencia da estratégia Min Max

Nas Figs. 4.5 e 4.6 estao representadas as trajetdrias Otimas de pcta-
do e controle obtidas apos a convergencia do procedimento Min-Max. Os valo

res finais de Ak = 1....,T-1 estédo indicados na Tabela 4.4.

x; (k) 1C%m®
4

22000

e 4}

13000

RO0G

J—
200 //
oo —\
8000 {3}
S S B
.//

iz}
e + 2 3 § 8 & r 8 % 1o 1 @ Tk

Fig. 4.5 « Trajetorias otimas de estads
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Fig. 4.6 - TrajetOrias Otimas de controje

SrmTvpmnun v - T = SR e T i et 1
. . | |
LR ?1 )\2 X, f g Ao f 7\6 i }\;, i P .\H
. e S SO ;7 N | S —_— .
| I
6.0000 | 0.0000 | 0.09%7 | 00652 | 0.4651 | 0.1007 | g.1521 | p.124a g 0.8519 10,1397 | 3.0593 | o.000
| 1 ! i
| I
" ~ ; - I = gt Lot ! = ,..% N - M.i """"""

fabela 4.4 - Valores de A e A apds convergéncia

4.5, CONCLUSAD

Aspectos relativos a resolucio de problemas do tipo Mdn-Max, coms o ge
rado no nivel de andlise do m&tode multicritario proposto no Capitule 2 fo-
ram tratados no presente Capitulo. Por apresentarem um procedimento mais ge
ral e serem de muito facil implementacdo, métodos baseados em subgradientes
parecem mais indicados para a tarefa de coordenar a resolucao do problema
Min-Max, fixando valores aprepriados de X & A. A escolha do matodo adequa~
do 2 resolucdo do problema de programacio nio-1inear que resulta da fixacao
de cada vetor X ¢ A, deve, obviamente; atender as especificidades de c&éa
problema multiobjetivo (restricGes com estrutura particular, por . exemplo},
A aplicacdo realizada no fim do'Caa?iuia vem no sentido de comprovar a viabi
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Tidade deste esquema,

Em termos praticos, resolveu-se um problema com 12 obietives (& gera-
cao hidraulica num dado perfodo conflita com a geracio nos demais) para ©
qual adotou-se a estrategia Min-Max, gastando-se para tanto apenas 18 itera-
coes entre o ﬁ%oﬁ]eﬁa'mestfe Tinear e o respectivo problems de programacac
nae-1inear.

Em principio & razodvel adotar este tipo de estrat@gia em problemas
com um numero muito grande de objetivos, nos quais certamente o Decdsch expe
rimentarta dificuldades para fazer suas avaliacOes. Além disso, no caso es-
pecifico da aplicacdo apresentada, a estrategia Min-Max permite determinar
0 insiante crniiico do sistema, definido agui por

K. = arg min k) ,ull)), ke Ka(x(k),ulk)) < 13 (48)
k ek

em que a compiementacao de energia do subsistema térmico deverd ser maxima,
exigindo assim uma cuidadosa politica de utilizacdo das unidades térmicas
(Gerome] e Baptistella, 1984}, Na presente aplicacao este periode correspon
deria ao mes de maio (Fig. £.3).
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5.1. INTRODUCAD

Uma vez concluida a exposicac tebrica da metodologia proposta no traba
The e analisados os aspectos numericos envolvidos na sua aplicacao, resta
agora considerar a sua utilizacao como ferramenta de sintese de estratégias

de controle de alguns problemas particulares da area de geracaoc de energia.

A Secao 5.2 aborda o problema classico de Despacho Econdmico de Carga
e compreende a sua formulacao como um problema de programacao estocistica, a
chtencao de um modelo deterministico multiobjetivo para este probleme e a
sua solucao atraves do metodo discutido nos Capitulos anteriores. Em particu
lar,'demonstra~se que o probiema escalar associado admite (como no caso clas
sico monobjetive) solucdes analiticas gue simplificam bastante a parte nu-
merica envolvida com a aplicacac do método. Desta apiicacdo ficardae ainda
evidentes alguns aspectos da operacao deste sistema e principalmente do com-
portamento dos custos de geracao versus demanda.

A Secao 5.3 compreende a formulacao do preblema de planejamento de re-
cursos hidraulicos como um problema intrinsecamente multiobietivo. em qgue ca
da objetivo e representado pela geracao de umz dada empresa que faca  parte
do sistema global. Esta aplicacas, ao lado de fornecer informacoes muito
interessantes sobre a operacac de usinas, ilustra também algumas limitacces
teoricas do metodo proposto, quando apliicado a problemas nac-convexes. 0O no
delo matematico para este problema ja foi introduzido no Capitulo anterior.

0 Capitulo inicia na proxima secao com algumas consideracoes acerca de
problemas com restricoes de risco e obtencido de métodos deterministicos equi

yalentas.

5.2. CONSIDERACOES PRELIMINARES

Embora o objetivo imediato da Secdo 5.2 seja aplicar o metodo pulti-
objetivo proposto a um problema especifico de planejamento, sera ilustrativo
procurar situar o enfoque de modelamento adotado num contexto wmais  ampic.
éénsééere entdo o seguinte problema de programacido nas-linear estocastica

Min £ {x)
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n ) — - L. , R SO -

onde fqi.) R R e uma funcao conhecida, A= la..) & R e uma ma-
. . ‘ . n

triz de coeficientes constantes, X representa um dado subconjunto do R e

p

Cod

b eR um vetor de variaveis aleatorias com distribuictes de probabilidades
independentes Fi(bi}§ i=1,....p. Levando-se em conta que {1)-(2) tem senti
do apenas para uma dada realizacac do vetor b € comum procurar entdo rees-
crever o problema estocastico original numa forma deterministica equivalen-
te. Para tanto, existem duas estrategias basicas a seguir: resolver 0 pro-
blema estocastico em Dods Csatagios (Vajda, 1972) ou por uma tecnica mais po-
pular baseada no conceito de Restrnicac de Risce, proposta originaimente por
Charnes e Cooper (1959). Esta ultima estrategia consiste em fazer com que

as restricoes (2) sejam satisfetias em probabilidade, isto e, impoe que

n
proh {_21 a,.X, 2 b.i 2 u., i=1,....D (3)
=1 5

para valores dades de w, « [9,1], 7 = 1,...,p. Lebrando-se aue, por defi-
nicao, (3) equivale a

F. (= aéjx. | T VO i = 1.....,D (4}

L]
-t

e ainda que ri\.) 2 uma funcdo crescente e possui sempre uma  inversa
Fgg(.}g Ve

n
1 .
2oaL.x, oz FL{u.), T= 1,....D {5}
=1 i3] i i
.. -t \ - -
Com Z; definide como z, = F§ (u%}ﬁ i=1,....p resulia entao o sg
quinte problema deterministico
Min F,(x) (8)
— H
. X =X
S5.8. 1
Toa,.X. 2 Z., T=1,...,D {7)
=1 1 J 1



perfeitamente caracterizado apos a fixacao de s i= 1,...,p. Isto equi
vateria a adotar o enfoque Liasuiee para 0 problema estocastico {1)-(2) atra
veés da tecnica de Restricio de Risco. [ntretanto, a sclucdo de {6)-(7) & em
geral fortemeﬂ@euénfiuenciadampe%amesco?ha~des valores~éem-u?,- LI T N
podendo a fixacao a priondi destes valores conduzir a soluces muito ruins em
termos da funcao de custo f;<-) e, em casos extremos, tornar 0 problema
(6)-(7) ate mesmo infactivel. Desta forma torna-se necessario que a escolha
do conjunto de valores de My seja feita com um certo conhecimento das rela
coes entre custo e probabilidades. Parece conveniente considerar entao 0

nroblema muitiobjetive

Min Lf,(x),=F,(z,0,...,-F {z )] (8)
XeX 1 (A pp
s.a.
n
Loo@..h, 2 Z.., = i, 9
321 i3%;3 ; p (9)
Suponha agora que a distribuicac de probabilidades de bis 1=1,...,pD
- - T 2
e completamente representada a partir de sua media b@ e variancia ﬁg s Ou

seja, bi € uma variavel aleatdria gaussiana N o (Eé,c?} {(Fig. 5.17.

Filzil,

Fig. 5.1 - Fungao distribuicac N ~ (55,6.;
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Como e razoavel esperar que para 25 = b., 1 =1,...,p, 0 problema
(8Y-(9) admita uma solucio factivel com probabilidades de atendimento de (2}
iguais a Uy o= 8.5, 1= 1,...,p 2 que em principic nao existe interesse
pratico em considerar vy 0.5 neste caso, o problema (8)-{9) pode ser re-

escrito com.restricoes adicionais do fipo z, T bé, 1= 1. ..,p.

Qualitativamente, a adicao destas novas resiricoes tem a propriedade
de preservar a convexidade do problema a ser resolvido, casc originalmente
x ¢ R seja um conjunto convexo e f%{.} uma funcao convexa sobre X . De
fato, e facil ver que -Fi{‘) e convexa sobre zy @ 61 (basta analisar por
exemplo o sinal da 23 derivada de F.(.) neste dominio) e em consequencia,
que’(8)~(9) & um problema multiobjetivo convexo.

Fste sera o enfoque adotado na solucae do problema de controie formula
do na secao a seguir,

5.2.1. MODELAMENTD E FORMULACEO DO PROBLEMA DE DESPACHO ECONOMICO

Na sua formulacdo classica, o problema de despacho economico de carga
envolve a determinacdo das poiiticas de operacas otimas de um certo numero
de usinas (térmicas, nesta apiicacado), responsaveis pelo atendimento de uma
parcela do mercado consumidor. Como o custo unitario da energia termica @
proporcional a quantidade de combustivel {(Gleo, carvao mineral, etc.) consu-
mida e este tipo de combustivel possui uma alta cotagao no mercado, torna-se
fundamental operar adequadamente este conjunto de usinas de forma a  manter
05 seus custos de geracac em niveis minimos.

Fste problema tem sido tratado por diversos autores {(Geromel e Baptis-
tella, 1984; Turgeon, 1973; Belloni, 1982) muitas vezes no ambito de um pro-
blema mais geral, o Problema de Alocacdo de Unidades ("Unit Commitment™) cu-
ja solucao define a configuracao do parque térmico no espaco (isto e, quais
unidades utilizar) e no tempo (quando colocar uma unidade em operacac,  por
quanto tempo manté-la operando & em que niveis de geracdo), ae longo de todo
o periodo de planejamento.

Sabe-~se que uma vez definida uma configuracao para o sistema, o proble
ma de despacho econOmize ~2ev “-=*~ =ite uma solucao bastante simples (Dom
mell, 1978), mas torna-se complexo quando a demands & tratada realisticamen-

te como uma variavel aleatdria. MNeste caso € usual a adocao de modelos de-
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terministicos equivalentes (Baptistella e Geronel, 1980). Entretanto, o em-
preqo esdatico de técnicas deste tipo impede uma melhor avaliacac da %nf]uéﬁ
cia da demanda sobre o comportamento do sistema e pode conduzir a uma supe-
restimacac de seus custos de geracdo. 0 objetivo desta secio & precisamente
utilizar modelos determini;ticos equivalentes em conjunto com metodos intera
tivos para resolver o problema de despacho economico, a partir de uma formu-
Tacao multiobjetivo conveniente., 0 equivalente determinTstico multichjetivo
para este problema baseia-se numa proposicao contida em (Geromel e Baptistel
Ta, 1984).

a) CUSTOS DE GERAGAD

0 custo de geracac de uma unidade termica 1 num dado periodo k po-
de ser aproximado por uma fun¢ao nao-linear convexa, estritamente crescente
da forma (Turgeon, 1978).

) \ 2
{ - 40 { “{k
C%‘gé(k)} SR r&iigi\k)-%azégﬁ(P) (10}

onde giik) representa o nivel de geracdc da unidade 1 no periodo k, o
0 custo fixo de combustivel necessario para que a térmica 1 atinja o nivel
de geracac g.(k) e 594 0K) + g.(k] o custo varizvel relativo & obten-
cao do nivel de geracao dese;ado g(kf° £ clarc que a geracac de cada uni-

dade esta restrita a

oy
o
St
Sy
mpeed
A
el
ot
E—

gé(k}éai% 4 ﬁ%{kﬁg k=1,...,7T | g, 2 95

iEa!

el

caso a unidade 1 esteja operando.

b} RESTRICOES DE SUPRIMENTO

A cada perfodo do horizonte de planejamente T, o sistema térmicoe come
posto de n  unidades deve ser capaz de suprir uma demands aleatdris  L(k},

. 2
supostamente gaussiana N ~ {gk,gkga isto &

Ak) oz oL(k), k= 1,...,7 (12}
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c) FORMULACRD DO PROBLEMA

O problema classico de planejamento visa distribuir a carga L{k) en-
tre as unidades de forma a minimizar a soma dos custos de geracao  (10) do
sistema, sujeito as restricoes de operacao (11) e suprimento (12). Note en-
tretanto que este tipo de problema se adapta perfeitamente a formulagao mul-
tiobjetivo (8)-(9). Ter-se-ia entdo um problema com {(T+1) objetivos e 3T
restricoes lineares a resolver, Contudo, dado que todas as restricoes do
sistema termico sao desacopladas no tempo, resolver o problema multiobjetivo
asscciado equivale, neste caso, a se resolver T problemas biobjetivos, cada
um déWes definido para um dado instante de tempo k ¢ K = [1,...,T]:

n
Min [ = ¢.{g.{k)),-F (z,)] (13)
g.(KeG, =1 1 k™K
Zkéﬂk
S.d.

n
£ogilk) = oz _ {14)
i

Em termos praticos esta forma de ver o problema € vantajosa pois a
abordagem de problemas biobjetivos e enormemente facilitada pela possibilida
de de interpretacoes graficas em duas dimensoes, oferecendo portanto condi-
coes ideais de interacao do modelo com o Deciscon. No restante da secao, a
dependencia temporal das variaveis em (13)-(14) sera omitida para simplifi-
car a notacao. Num periode generico do intervalo K = T1,...,T], © proble
ma bicbjetivo a resclver sera representado por

n
Min [ = c,{g.),-F(2)] (15)
5.4,
1l
v

R PR (16)
i ' .
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§.2.2. PROPRIEDADES DA SOLUCAD DO PROBLEMA BIOBJETIVO EQUIVALENTE

A finalidade desta secao e apresentar algumas propriedades da solucdo

do problema parametrizado em 0 = % £ 1.

C.lg.) + OG-11F(z) {(17)

9; z z (18)

problema este intimamente relacionado a aplicacao do método interativo desen
volvido neste trabalho. A exposicao a seguir mostrara cue a resolucao de
(173-(18} atravées de Dualidade exibe vantagens decisivas sobre outros méto-

dos.
Seja portanto a funcio Lagrangeana L(.): R'xRx R + R associada ao
oroblema (17)-(18}

L(g,z,8) = & g-) {19)

0 problema dual relativo a (17)-(18) se escreve na forma

Ma x min Lig,z,0) {203
5z0 aeG
zz %

VAN

E jmportante observar que a fixacio temporaria da variavel dual & 2 O

em (20) dara crigem a dois subproblemas inteiramente desacoplados, a saber:
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i ) - T far Y nta
Min h,(lg) = = (reilgyd-sg.) (21

M oho{z) = O-1)F(z) + 8z (22)

Estes dois subproblemas admitem solucoes analiticas, indicadas a se-
guir. Note inicialmente que se X =0, a solucao de (21) serda g* = g e
caso A = 1, a sclucao correspondente a (22) sera z* = ¢. Além disso, se
g =0, entao a solucao de (22) serd z* +® caso A < 1 e zF = [8,%),
caso contrario, A soiuc§o mat1s geral do problema (22) € obtida a partir da
Pro }Jozszz’,{;ao 1:

PRGPQSIﬁgﬁ i:

Seja z* a solucao otima de (22) para um dado valor da variivel dual
B> 0. I[ntao z* > 4 se 2 somente se

1-2

0 < f < —fe = f (23)
oV 2w
PROVA: Se z* resolve {22) para um dado ¢ > 0, entdo em vista das
condicoes de Kuhn e Tucker deste problema tem-se
dhz (
i 0 se % > L (24)
dh, 5 g se ¥ = 4 (25)
dz
. Se z* > 4, entao
dh ! .
2 v dF
= = (a-1) gz~§ +f = 0 (26)
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e lembrando que L e normal N (v,07), vem
1 . ]
N | (z*- %
(1-2) oexp | - _A?X - (27)
o v 2 i_ 2
e e claro entao gue (23) se verifica. Por outro Tlado, assuma agora que

0<f < B e z*¥ = 4. Neste caso, supondo-se nao-degenereseencda,

dh,, i
Tﬁ?‘{zzz* > 0 (28)
ou ainda,
(1-2) § R (29)
indicando asszim que
%% Z7=7% ) o} ;ig; 30)

fntretanto, (30) so ocorrera quando z* > &, contradizendo  portanto

zF = £,
[

PROPOSICAD 2:

A solugio otima de (22) para qualguer valor & > 0 e dada por
7% = Lo+ ¢f~202 wn(B/B) se 0 <8 <3 {31}
= 2, se 5B <o (323
PROVA: Se 0 < g < 3 entdc z* > 2 e portanto vale a exprassic (28],

tambem equivalente a
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Resolvendo-se (33) para - z*, apdos algumas manipulacoes algebricas che
ga~-se facilmente a (31). F igualmente simples mostrar que se B £ B <« en
tdo z* = L. De fato, calculando-se a derivada de hz(z) para B = B, Ob-
tem-se

dh .
2 dF 1-2
—d——“z = ( PR 1 ) ”a'*"z + ; V/"éﬁﬂ ( 34)
ou explicitamente,
(1) { T (2-0)2
@Xp | - et | e > 0, se z > 1 35
o /2w Lﬂ P i_ 2ﬁ2 (38)

indicando assim um minimo de hz(.) em z = i. Note finalmente que z = £
& o ponto de menor derivada da funcao, naoc importa qual valor de B z 3 te-
nha sido fixade. A solucdo do subproblema envolvendo & variavel z esta re-
presentada graficamente na Fig. 5.2.

Ao contrario da soluczo do subproblema anterior, a solucao do  subpro-
blema nas variaveis g G Jja & bem conhecida (Belioni, 1982; Geromel e Bap
tistella, 1934).

PROPOSICAD 3:

” A solucao otima g* de (21) e da forma

* . - U R
g7 = max [g., min {gi,gi}; , 1= 1,...,n [36)

i
b

onde §€ resolve a equacao algchrica Hﬁw-h?{g)

i o
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hedZ),

pop

£
== 7 -
(A-0FE~_ _

{(2~1)

Fig. 5.2 - Comportamento de hz(z) em funcac de B

Com istoc conclui-se o calcule das solucoe. de {27) e {22) e nportanto
do minimo da funcao lagrangeana (19). Para a obtencao do valor Otimo de 8
utilizou-se um procedimento de busca unidimensional baseado na teécnica de
Falsa Posicao {Luemberger, 1970) com emprego de derivadas da funcao. Note
gue sendo Ei(‘) e -F{.} funcoes estritamente convexas nos seus dominios

de definicao, a derivada da funcao dual existe em qualquer ponto B 2z 0 e e

dada por

n
7% - 5 qg¥ {37}
i=1
onde 2% e g? , 1= 1,...,n vresolvem (22) e (21) respectivamente.
Finalmente considere agora o problema
- Max Gl {38}

0sag1

=3 A

com ¢{.) dada por {17}, referente ao PASSO 2 do Algoriimo Basico. Pelos
mesmos motives ja citados, a derivada de (.} existe em qualquer ponto
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A e 0,11 e e numericamente iqual a
Lop) = 5 C(gh) + Fla¥) (39)

Um procedimento inteiramente andlogo ao adotado para encontrar @£* po
de entao ser utilizado para a obtencio do valor de 2 e [0,11 que resolve
(38). Com estas consideracoes, conlui-se a fase de analise relativa a apli-
cacao do metodo multicbjetivo broposto ao problema de despacho economico.

5.2.3. RESULTADOS NUMERICOS

Inicialmente, um breve comentario sobre comensurabilidade dos objeti-
vos. Como os custos sao em geral medidos em milhares de unidades monetirias
e a probabilidade estd rustrita ao intervalo {%-,1 1 pode ser numericamen-
te mais razoavel realizar um ajuste de escalas. Sejam entao as constantes

i’ € max ﬁli i (40)

(e
EamneY
[tays
=
T
g
[Ew]

Como alternativa para o critério de custos, poder-se-ia pensar por exem

plo em
C(g} S (i s (b -
r 3 3 4 Ve .
£§<9i} T — = ol ngL'Qﬁ %géél‘ih > o= T1,...,0 {41)
max ma % max ey

2
N (S P Crs G
C%(Yi} - I ié max Yo+ mgl__@éi.yf (42)
' max MR max
= & L " ”2
- O(‘G-E + d‘«zi r’_i + \,4725:_5 T% <43)

Assim, C.(.) descreve agora o custo de geracdo da unidade i referido
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ao custo maximo de geracac do sistema e Yoo nivel de geracdo da unidade i
referido a capacidade maxima instalada do sistema. FEste critério alternati-
vo descreve portanto a faxa de wtildizacao do parque térmico, a qual evidente
mente deve ser minimizada, MNote que esta manipulacdo nao destrdi nenhuma
das propriedades citadas na secao anterior.

A experiencia numérica a seguir & baseada nos dados da Tabela 5.1 (Tur
geon, 1978). 0 sistema térmico € composto por 10 unidades, possui uma capa-
cidade maxima instalada de 1980mw e custo maximo de geracdo de 4359 u.m. O
valor medio da demanda foi tomado inicialmente como £ = 1021mw e o desvio
padrao igual a 5%,

HH éx %54 . bl
1 ; 5 : 120 1,44 3.0038
2 50 156 79,0 1,54 n.0021
| SO . - S
i 3 53 150 10,0 1,33 2.0013
4 75 %u Maz‘s 1,21 06015
- 5 | 15 60 15,0 1,40 5.005%
6 74 80 - 25,0 1,50 3.0040
7 ) 100 40,0 1,36 0.0039
8 B 75 240 72,0 1,358 0.0026
g 755 520 105, 0 1,39 0.0913
10 120 320 49,0 1,26 5.002%

Tabela 5.1 - Dados do sistema térmico

Por conveniencia, os passos do Algorifio Risico serdo reescritos a se-
gulir nos termos da presente aplicacdo.
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PASSO O : Construa V9 - iy & Eﬁ} y oy T yl, faca k := 0 e determine
0 -
¥© = arg HWin uly) (44)
Y oy
PASSG 1 : Resolva o problema Min-Max
k f k k
5(y ) = Max Min A (;j-(gi}—y?‘} +(1wl}(-»F‘{2)~y2) (45
Aef 0,17 geGi =]

Sejam Ak e (gk,zk) as solucces correspondentes. Se S(yk)a 0,
(gk,zk) € a solucdo satisfatoria procurada. Se e(yk) >0, wva
ao PASSO Z.

PASSO 2 : Resolva o problema relaxado

Min tik) (46)

Wy, + =Py, = 0P 0 o @) & OPaFER) (47)

Seja y a solucao encontrada. Faca Kk := k+1, vy =y e retor-
ne em seguida ao PASSO 1.

Este algoritmo foi implementado em FORTRAN-77 num computador  cigital
VAX-VMS 3045. Os programas desenvolvidos incorporam ainda alauns  recursos
graficos de forma a permitir uma melhor interacio entre Decisor e o modelo
de otimizacao. Assim, 03 sucessivos cortes no espaco dos ohietivos sio apre
sentados em video apos cada solucas proposta pelo Decisor. f£stes  recursos
permitem tambem a redefinicdo do %etﬁmgu%@ de decisces, criando um efeito ti

O

po  zoom de determinadas regices de V- e possibilitando um altoc grau  de

precisac na escolha da solucfo final do problema.
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Através do método proposto, chega-se entdo facilmente ao retangulo ini

cial de decisoes mostrado na Fig. 5.3,

i .
4325q{)

O30 prod
- LOC0 ~0.313

Fig. 5.3 - Retdngulo inicial ¥°

Ao defrontar-se com o retangulo da Fig. 5.3, o Decison certamente ini-

ciara o ciclo iﬂtetativo escothendo a solucao utdpica yo = [{.50%, -1.0007.
submetida ao nivel de andlise, esta solucio ideal revela-se ndo-satisfatoria,
como era de se esperar. O nivel de anilise entdo propfe a solucac aiternati
va fO = [0.538, -0.9647 cuio trade-of
i

orte inicial 8 feito no espago dos criterios. Observe a Fig. 5.4.

{ & -0.276 ac mesmo tempo em gue um

{

Imaginando-se que ¢ Decdson nac concorda com @ solucao propesta e gue
do seu ponto de vista, 54% do custo total nao representa um custo excessivo
se for possivel gerar com probabilidade maxima, a sua nova sclugae sera  en-
tao yq = [0.542, -1.0007. Mas também esta nova solucao se mosira insatisfa
toria no nivel de analise. A nova solucdo eficiente obtida & agora
£l . [0.551, -0.9927 com thade-of{ de -0.988, Uma nova restricac & acres-

cida ac espaco dos criterios {Fig. 5.5}.



LO00
1 Een
€
08754
0.780
0.625
0.542 ¢©
;\Q\\
o504 ; : . prob
-1.000 ~0.878 -0828 -0747 ~0.838 ~.543

Fig. 5.4 - Retangulo de deciscbes apos o primeiro corte

1000

e

[s1E0Y

D8BTS

0780

GB2E -

0583 ¢, ¢f
G542 g

{a}

prab

0.804 &4 r ;
- 1000 ~C8Te -0G82%  ~O0TST ~CEBE

Fig. 5.5 - Retangulo de decisBes apos 2

cortes

=~0.513
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Neste ponto e provavel gue o Deciscr ja tenha em mente uma regizo  do
espace dos criterios onde a sua solucao de compromisso devera estar. Uma des-
tas possiveis regices é ilustrada na Fig. 5.6 e compreende todos os pontos
tais que [0.507, -1.000] < y = [0.750, -0.950]. A partir deste novo retan-
gulo foram geradas mats algumas solucoes eficientées, que estao documentadas
na Tabela 5.Z2.

QB0
1Ze)
¢ {bv)
o688
QG254
0565+
.50 7 ) prob
~4.000 - 0.5a8T -0,975 «~Q.882 - 0980
Fig. 5.6 - Retangulo de decisbes redefinido
CICLO Y1 Yz 4 F2 TRADE TETA
1 .S0100E+00 ~.10000E+01 WBE7BAESO0 L P6UIOEA00 - 27EURE+00 L BAP1BE-
2 .BYROOE+0D  ~L10000E+01  L5BIR0E+00  ~.99177E+00 -IGBBEIE400 1080166~
3 LSAB0DE400 ~ 1CGO0CE+0L  LBASIBE400  ~.9907PEA00  -.54LBSAE401 L lU180E-
4 .S7IBOOE+HD0  -.10000E+01 LETUBPEH00 - 99FV0EA00  ~,209S5E408  LD61HEE-
5 . S5H000E+00  ~.9BODOE+0D  .SS5014E400 - .900H5E400 ~L89D14E400 -, L0L1E9E-

Tabela 5,2 - Historico da fase interativa
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B

Os cortes introduzidos no novo retangulo sdo mostrados na Fig. 5.6. E
importante observar o aumento vertiginoso dos custos de geracdc quando a pro
babilidade comeca a aproximar-se de 1. Ha solucao fé = [0.574, -0.999], o

trade-v44 ja e de -20.956, isto &, para que a probabilidade aumente de | uni

dade e necessario dispender aproximadamente 21 unidades em custos de gera-
cao. Nestas circunstancias & fundamental uma escolha equilibrada do  ponto
de operacao do sistema para que n3o se produza energia termica desnecessaria

mente.

A solugao y5 = [0.560, -0.9807, nor exemplo, € satisfatoria e gera a
solucao eficiente £ . L-0.550, ~0.9911 com frade-of4 de -0.899, o que pa
rece'rapresentar uma boa soTugac de compromisso entre custos e probabilida-
de. A politica de geracao correspondente a 2 estd indicada na Tabela 5.3.

9y 92 43 g 95 U5 97 gk % S1a z

| 64,89 S 156,464 200,00 48,35 49,14 69,63 164,45 ¢ 280,50 1 120,00 | 141,58

Tabela 5.3 - Possivel solucio de compromisso do problema (em mw)

Em ap?icac5es como esta em que a geracao de solugoes eficientes naoc re
presenta um esforco computacional excessivo, em parte devido as propriedades
demonstradas na Secao 5.1.3, pode-se pensar inclusive numa aproximacio exaus-
Tiva da curva de frade-of4f. A Fig. 5.7 mostra T parametrizada pelo  desvio

padrac o na faixa [-1.000, -0.900].

Dos resultados alcancados nesta aplicacao percebe-se claramente a  im-
portancia do tipo de enfogue adetade, no sentido de evitar o usc despendioso
de energia termica. De fato, observa-se um comportamento bastante peculiar
do sistema termice com relacdo ao atendimento da demanda, dificilmente quan-
tificavel a priori. HNeste sentido, o uso de mitodos interativos em conjunto
com modelos deterministicos equivalentes torna-se particularmente adequado.

Por outro lado & interessante observar que de certa forma, o #ade-off entre



custos de geracao e probabilidade de atendimento da demanda define o custo
marginal de geracao do pargue teérmico, Cono sugerido por Geromel e Baptistel
Ta (1984), o valor de trade-c44 define o valor de % e por conseguinte, o©
custo marginal & devera satisfazer

0227 = — (48)
1.0G0
EIPAHILS
<€
G780
20%
15%
\\% 5%
3%
0504 . prob
-1.G00 -850 ~0.80C

Fig. 5.7 - Curva de frade-044 parametrizada em o

5.3. PARETO-OTIMALIDADE COMO ESTRATEGIA DE CONTROLE DE SISTEMAS HIDROELETRICOS

No fim do Capitulo precedente, discutiu-se a aplicacdo de alguns resul
tados deste trabalho a um problema de planejamento de sistemas  hidrotermi-
cos. Em sintese, tratou-se da maximizacao da energia elétrica gerada por um
é@do subsistema hidroeletrico da regiao sudeste do Brasil com o emprego de
uma tacnica do tipo Min-Max. Entretanto, embora o modelamento da dinamica do
sistema seja adequado para fins de aplicacac em planejamento de médic-prazo,
em termos de critérios de desempenho, o modelo apresentado  possui  algumas

simplificacoes. De fato, a estratégia adotada pressupbe implicitamente aue
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nao existe conflito de interesses na geragac do subsistema, como por exemplo
no caso de todas as usinas pertencerem a uma mesma companhia. Apenas npara
ilustrar quao complicadas poderiam ser as operacoes de usinas hidroel&tricas
em um regime de mercado livre, as quatrec usinas da Fig. 4.1 s3ao operadas por
trés companhias distintas. Contudo este outro caso extremo também ndo refle

te a pratica de operacao do sistema hidroeldtrico brasileiro.

No Brasil, a operacao interligada de usinas hidroelétricas € coordena-
da por uma empresa estatal com a finalidade de maximizar o  aproveitamento
dos recursos energéticos disponiveis. Este tipo de coordenagiao torna possi-
vel, por exemplo, deslocar blocos de energia para regioes que estejam experi-
mentando deficits de geracao (Relatdrio SCEN-GTMC, 1583). Em principio, o
problema pode ser modelado como um jogo nac cooperativo do tipo Stackelberg
(Simon e Cruz, 1973) onde uma empresa faria o papel de fLidex tendo as demais
empresas como seguidoras., Outra possibilidade seria enxergar o problema co-
mo um jogo cooperativo em que todas as empresas formam uma coaflizac tendo co
mo critério de equilibrio a Pareto-Otimalidade (Haurie, 1973). Neste caso, a

operagac do sistema interligado poderia ser colocade como um problema multi-

objetivo
Max LT 5 @i(xi{k}au.(k)}
u(k)et | k=0 iel, ’ !
T-1 - o
Z & [P {!(,;U, k bi
k=0 der. 7 !
J
T~ ’ j
oon k) Lug (k)Y (49)
k=0 qer 1 l
m N
s.a. _
x{k+1) =x{k) +Bulk)+v{k), u(D) = X (50)
w(k+1) & X (51)

onde 1. denota o conjunto de usinas operadas pela empresa J, dado um sis
o
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tema global operado por m empresas, 0 conflito entre os objetives (498)
surge em funcao das empresas utilizarem os mesmos recurses naturais, como

mostrado na Fig., 5.8,

/ 2 Morimhondo
Rio Gronds '

/

{Furnas)

Ag

Al
,/ & A Vermelho
{CESP)

Fig. 5.8 - Usinas hidroeletricas utilizando recursos de um mesmo rio

~

Note que a4 orimeira vista, a operacao da usina 2 nao deveria influen-
ciar a operacao da usina 1. Entretanto, come todas as restricbes do proble-
ma deverac ser satisfeitas, a operacao otima da usina 1 deveri levar em con-
ta a operacac da usina 2 de forma a respeitar as restricoes operativas desta

ultima.

Com relacao a aplicacac do método multiobjetive desenvolvido neste tra
I,
S

a

balho, note gue ¢ problems 53)-(51) néo satisfaz as hipoteses sobre as quais
esta baseado ¢ método pois as Tunqer ¢;{4} nao sac em geral concavas e

portante nao se pode garantiv cue o CGﬂJﬁ?tﬁ

seja convexo. Desta forma, em casos gerais, apenas o il convexo de  (52)
poderd ser gerado pelo métode proposto. Para o subsistema da Fig. 5.8, de
terminou-se uma aproximacao da curva de solu 5CS eficientes T come 1ius

F23

[
do na Fig. 5.9, sendo que as sclucoes propostas e obtidas es §e »9?&%*?&&%53
na Tabela 5.4.
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MARIMBONDO

800

825

-850 -807 ~T54 e ~GA45
A VERMELHA

Fig. 5.9 - Aproximagao de V Ay para o sistema da Fig. 5.8

CICLE ki Y2 J1 J2 TRADE TETA Gap

T ~L92550E+071  ~,.513408407 =~ F12F48+01 -LE9878E+01 -~ ETS1Z2E400  CL.13439E+00
2 =,.8B8880Fp%07 =.%1360F+01 ~.B5058E+071 ~.97294E+071 =.83722E+01 0.18317e-01
3 =L BE5S0EH0T v BEFZ0E4QT -.P254TERGT 2L 45F3BE+0T ~.16280E~01 0.312644E-01

Tabela 5.4 - Dados relativos a obtencac da Fig. 5.9

A Ultima coluna da Tabela 5.4 ("Gap") indica a presenca (S) ou nao (N}
D

de um gap de dualidade, deteciado a partir da solucao proposta pelo Decisor.

Note que nestas circunstancias nac e possivel assegurar gue todos os pontos

Q

da regiao delimitada da Fig. 5.9, pertencam efetivamente a V, Nesta mesma

figura, observa-se se que a influencia ds operacac da usina 2 sobre a usina
178 menor em funcae desta ultims ter gue manter apepas a Tactibilidade do

problema, enquanto que a geracdo da usina 2 depende diretamente dos  niveis

de geracao da usina 1.

F interessante observar tambem que na determinacio do  hiperretangulo

L L
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inicial de decisoces VYV, para a qual resclvem-se problemas do tipo

Ma x T s,;,=i(x€(!<>5u,§(k}) (54)
ylklet k=0 ielj

s.a. {(50)-(51)

cada empresa opera temporariamente todos os reservatorios da rede, de forma
a transferir recursocs para aqueles em que a empresa esta efetivamente capa-
citada a gerar energia, 0s metodes numericos empregados foram o algoritmo
de Gradiente Modificado para a resolucas do problema nas variaveis primais
e o metodo de Planos de Cortes para a obtencao dos multiplicadores  otimos
A%, Mesmo para problemas biobjetivos, este Ultimo metodo parece ser o mais
indicado pois o problema (49}~(51) nao apresenta caracteristicas que viabi-
lizem metodos de gradiente para o problema de coordenacao. Com a busca uni-

()

racoes entre o problema mestre (coordenacao) linear e ¢ respectivo problema

dimensional baseada em stbgradientes , precisou-se emmedia de apenas & ite

de programacac nao-Tinear. 0O criterio de parada foi feito igual a ==0,00%

Numa outra aplicacao Toi utilizado o subsistema da Fig. 5.10. A aproxd
macao de [ para este subsistema, assim como as solucoes propostas e obti-
das estao descritas na Fig, 5.11 e Tabela 5.5 respectivamente. Desta vez,
foram necessarias em media 6 iteracbes entre problema mestre e subproblema
para o mesmo critério de narada an’ cior,

"
H

(%) linearizacao Externa no ] .
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Tabela 5.5 - Dados relativos a cbtencao da Fig. 5.11
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Este Capitulo constou de aplicacoes do metodo multichjetive  proposto
no trabalho a problemas de plangjamento na area de geracao de energia. 0s re
sultados numericos obtidos vew uuwu.sorar a viabilidade pratica do método ao
mesmo tempo em gue ilustram a sua potencialidade no gue diz respeito a inte-
racao com o0 Decdson, Durante todas as simulacoes, o Deciscon foi mantido no
espago dos objetivos, concentrado na tarefa de salecionar solucoes satisfat§
rias sem a necessidade de se ater a detalhes estruturais do problema que es-
tava sendo resolvido. As aplicacoces jlustram ainda o emprego do método como
meio de aprendizagem do Decdison acerca do problema de forma a leva-lo a iden
tificar corretamente a sua melhor (e implementavel) solucac de compromisso,

Com relacao aos problemas tratados, algumas extensces podem ainda ser

tentadas. Estudos preliminares indicam ser possivel enriguecer o modelamen-

il

to do sistema termice dntroduzinde as suas restricdes elétricas de forma a

e chegar num problema de fluxe de carga f”aft 2111, 1983}, Um modelo de

1

saencnk

fluxo de carga Lineanizado satisfaz as hipoteses de aplicabilidade do mato-
do, embora induza o acoplamento das variaveis do problema e a perda das pro-

priedades que fornam a sua sclugao analitica.

Quantc ao problema de otimizacao de recursos hidraulicos seria relevan
te se tentar formulacoes alternativas, na linha de Teoria dos Jogos. Certa-
mente, novas formuiacoes trariam informacoes valiosas sobre o comporitamento

so sistema, eventualmente indicando a melhor maneira de opera-lo,



CONCLUSAD. GERAL



Neste trabalho, a utilizacio coordenada dos conceites de Projecac, Re-
laxacdc e Linearizacao Externa, ate entac ausentes do dominio da Programacao
Multiobjetivo foil incorporada ao desenvolvimento de um nove método de otimi-

zacao com caracteristicas intewvatio

Fm conjunto com o conceito de solugdo satisfatoria, estas estrategias
viabilizaram a obtencao de aproximacoes lineares para problemas  formulados
no espaco dos objetivos, com vantagens significativas tanto do ponto de vis-
ta de decisac quanto de analise. Do ponto de vista de decisao, a metodolo-
gia proposta torna possivel, por exemplo, resolver problemas nao-lineares
atraves de metodos muitiobjetivos somente aplicaveis ao caso linear. Por sua
vez, as tarefas de analise destes metedos sao substancialmente reduzidas quan
do se considera que o problema se acha inteiramente formulado no espaco dos
chjetivos.

A18m de reunir boas caracteristicas de interacdo e convergéncia, o al-
goritmo gue serve de base para a aplicacao de metodologia se mostra especial
mente adecguado a probiemas biobjetives, por esta ¢iasse de probiemas empres-
tar um elevado grau de simplificacdo do algoritmo basico. Em probiemas des-
+a natureza, ¢ Decisor passa a contar com a ajuda de interpretacoes graficas
orecisas do metodo, interagindo realisticamente com o modelo do sistema no
espaco dos objetivos, em busca de sua melhor sotucao de compromisso. As ime-
nlementacoes descritas no trabalho procuram deixar claros estes aspectos.

Por cutro lado, existem ainda alguns pontos em aberto que suscitam pos
sTveis extensoes para o que foi aqui apresentads. Uma continuacac natural
(e fundamental) do trabalho seria estender a aplicacao da técnica  proposta
para uma classe mais geral de problemas, Durante o decorrer da exposicao
trabalhou-se sempre com a hipbtese de que o problema multiobjetive a ser re-
solvido era convexo, de forma a obter

vy oA iy e Efnﬁ f{x) £y, para algum x « X}

tambem como um conjunto convexo. Entretanto, esta hipotese & apenas  sufi-
ciente, isto 2, U pode ser convexo mesmo que o problema multiobjetivo nac o
seja {por exemplc, V & certamente convexo se fi{g}g i= 1,0...m S20 fun-

coes guasdi-convexas sobre X}, Assim, a extensao da metodelogia para uma

classe mais ampla de problemas fica condicionada & obtencac  de  hipoteses
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mais fracas para a convexidade de V, inserindo-se desta forma no  contexto
de algumas consideragGes de Geoffrion (1971) ascerca do papel desempenhado
por conjuntos deste tipo no dominio da Tecria da Dualidade. Certamente, den
tre todos 0s possiveis desdobramentos deste trabalho, este & o mais dificil

de ser tentade a-medio-e-ltongo prazos.

Duas ouiras possivels extensoes se apresentam mais promissoras a curto

p

prazo. Em primeiro fugar., genervalizar as ideias apresentadas neste trabalho

para problemas

e envolvam wmaltipfos decdisone

gu &, aproximando assim a meto-
d

dologia proposta da formulacac de alguns probiemas praticos importantes. Des
ta forma, todos os aspectos da sclucao de problemas envolvendo as condicoes
! }

de equilibrio cooperativo de Pareto estariam contemplados.

0 passo seguinte consistiria entao em estender o enfoque adotado para
situacoes de equitibric nac-cooperative, isto o, para problemas medetados
com base na Teoria dos Jogos. Embora as condicoes de equilibric nac-coope-
rativo de estrategias basicas como as de Nash e Stackelberg ja tenham torna-
do-se classicas (Baptistella, 1280), a sua utilizac@o em problemas praticos
ainda B bastante limitada pela falta de procedimentos numericos eficientes
que Tevem 0s jogadeaes a situacoes de equilibric como as mencionadas. HNo es
pirito destas consideragoes, alguns estudos preliminares ja foram realizados
no sentido de incorporar os conceitos de Projecao, Linearizacac Externa e Re
Taxacao a Teoria dos Jogos. Este topico TEQFQSéHta na cpiniao do Autor  um

dos mais importantes desdobramentos deste trabalho.
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Os programas computacionais diretamente relacionados com os metodos dis

cutidos no trabalho sac descritos resumidamente a sequir:

HYDRA @ dmplementa o algoritmo de decomposicao #a-Max proposto no Ca-
pitulo 4. G programa-es ta 3nhagra1mente dirigido para aplica-

cactes em coqi' ie otimo de siztemas hidrotermices.

MULTC @  implementa o método multicriterio proposto no trabalho para
nrobhlemas de Otimizacao Dinamica, tendo como aplicacao o con-
trote multiobietivo da geracic de sistemas hidroeletricos.

DOCMC @ implementa o metodo multicritéric proposto no trabalhc  tendo
' como aplicacado, o Despacho Econdmico de Carga de Sistemas Ter-
micos. Este programa nio leva em consideracdo as restricoes

eletricas do problema.

Os dois primeiros programas utilizam a subrotina MESTR, uma implementa-
c3o do metodo de Cradiente Modificads, voltada para a resolucao de problemas
de corntrole otimo com restrictes sobre variaveis de estado. Esta rotina ex-

nlora eficientemente a estrutura particular do sistema hidraulico.

0 programa HYDRA utiliza como subrotina o programa SIMREV (Simpiex Revi
sado ), desenvolvido por (da Silva, 1984), como suporte para a utitizacao do
metodo de subgradientes discutido no Capitulo 4.

Os programas MULTC e DOCMC utilizam ainda os recursos de um conjunto
de subrotinas (CORTE, Z0OM, DIAGN,...), responsaveis pela interface entre 0

Decisor e os modelos de otimizacao.

IMPORTANTE : Todos os resultados computacicnais deste trabalho estac dispo-
niveis aos interessados, mediante solicitacao a UNICAMP.
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