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ABSTRACT

Recently J. Massey has studied the complexity
of certain algorithms as a source coding problemn. He
has applied some results from Information Theory to
this problem and found upper and lower bounds for the
measure of the efficiency of these algorithms. These
bounds can be easily calculated and also can be wused
to design, in some cases,efficient algorithms.

In this work we géneralize the Massey's
procedure. Again, using some results from Information
Theory, we obtained new upper bounds on the efficiency
of this algorithms which are, iﬁ general, more tight
than Masséy's. With these new upper bound we can cons-
truct moré efficient algorithms. We have studied the
complexit& required in the design of these new algorithms
and also suggest a method for the design of more .
efficient ones.



SUMARIO

.

Recentemente J. Massey abordou o estudo da
complexidade de certos tipos de algoritmos como um pro
" blema de codificacao de fontes. Ele aplicou alguns re
sultados da Teoria da Informagao a esse problema e
obteve limites inferiores e superiores para a medida
da eficiéncia de certos tipos de algoritmos. Esses 1i
mites sdo facilmente calculados e possibilitam a cons
trugao, em alguns casos, de algoritmos eficientes.

Nesse trabalho nos generalizamos o procedimen
to introduzido por Massey. Novamente utilizando alguns
resultados da Teoria da Informacido, estabelecemos novos
limites superiores que s3ao menores ou iguais aos por
ele estabelec1dos. Com a ajuda desses novos limites pu
demos entao construlr algoritmos mais eficientes. Estu
damos também a complexidade para essa nova construcgao,
e sugerimos, finalmente, um método para construgao de

algoritmos ainda mais eficientes.
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CAPTTULD I

INTRODUCAO




INTRODUCAO:

Comegaremos nosso trabalho com um exemplo simples e ca
- . ) - -
racteristico. Sempre que possivel, ao longo de seu desenvolvimen
to, voltaremos a fazer citacoes e comparagoes COm €SSe mMeSmo exem
plo de modo que ele nos acompanhe e ajude a focalizar o problema,
bem como auxilie no desenvolvimento de nosso raciocinio.

Exemplo 1.1: Uma fabrica produz seis tipos diferentes de resisto

res (u,,u,,u;,u,,us € ug), cujas probabilidades de
ocorréncia estao indicadas na tabela abaixo:

u - 178} Uz us | Uy Us Usg

PU(u) 0,10 0,10f 0,30 0,20 0,20} 0,10

FIG.I.1 - Probabilidades de Ocorréncia dos Resistores

Para identificagao dos tipos de resistores sio dados
cinco testes (Tl, TZ’ T3, T4 e TS). Estés,lquando aplicados, pro
duzem resultados bindarios (0 e 1) conforme a seguinte tabela de-
decisao: | ' '

FIG.I.2 - Tabela de Decisio



Estamos a procura de um algoritmo que unicamente identi
flque todos os tipos de resistores. Neste caso sabemos que tal
algoritmo existe ja que todas as colunas da Fig. 1.2 sao distin-

tas.

Entao o diagrama de bloco de um desses algoritmos teria

o aspecto da F1g I.3:.

o)
(Aq.u3,A5 T

. J—
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' ' R
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| (u21
M

Fig. I.3 - Diagrama de blocos de um algoritmo que unicamente iden

tifica todos os ui'é.

Podemos associar ao algoritmo acima a seguinte arvore bi

naria:
; 4'}{' =0,10
\: . 0
‘ 0.6 . ° 313=0,30
(o] (o]
0,80 ! 0.5
1 1
0 L o =
.Y 0,20 '}!,5-0.20
. 1,00
1 3}12: 0,10
0 .
=5 0,20
‘ .
0 Ng* 0,10

Fig. 1.4 - Krvore bindria associada ao diagrama de bloco do algo

ritmo da Fig. I.3.

(K3 Mg M5 1 (t,
(nz»us)
o 1
()



Correspondente a esta arvore binaria temos um codigo bina

rio:

u Py (ui) CODIGO 2

uy 0,10 0 0 0

Uz 0,10 1 0

U, 0,30 0 0 1 0
u, 0,20 0 1

us 0,20 o 0 1 1
U, 0,10 - 1 1

FIG.I.5 - Codigo Binario Correspondente a Arvore da
Fig.I.4

Podemos calcular entao o numero médio de testes, W, usa -
dos na identificacao dos diferentes tipos de resistores, Seja W
o numero de testes necessarios para identificar o resistor U . En

tao,
6 |
W= 3 wP (ui) = 2 (0,10 +0,20 +0,10) + 3X 0,10 +
i=1
+ 4 (0,30 + 0,20) =

W=3,10 testes/identificagao

OBSERVAQAO: Daqui para frente representaremos "testes/idmﬂjfhxgﬁof

apenas por "'t/i".

Os engenheiros estao sempre preocupados com a otimizagao
de problemas desse tipo, isto €, eles estao sempre a procura de:
algoritmos eficientes para unicamente distinguir as variaveis da-
das, usando um conjunto de testes conhecido . No nosso caso o cri
tério de eficiéncia sera medido através do seu nimero médio de

testes por identificagao.



Assim sendo, diante do resultado acima obtido levanta-se,

principalmente, duas perguntas:

12) Quao eficiente € esse algoritmo?

22) Pode-se construir um outro ainda mais eficiente?.

Uma maneira de responder a primeira pergunta seria encon .
trar limite inferior para o W e ver quao proximo desse limite es-
ta o valor obtido. Com relagao a segunda pergunta, uma maneira de
se investigar seria a partir da determinagao de um limite supe -
rior para o W. AI entao se tentaria construir um algoritmo de mg'
do a minimizar esse limite superior.

Notamos que qualquer codigo associado a uma arvore cor -
respondente a um.algoritmo de -identificagao, como visto acima, a
presenta a seguinte propriedade: nenhuma palavra codigo € prefixo
de qualquer outra [4] . Para esse tipo de codigo a Teoria da In
formagao hos fornece ferramentas que nos permitem, facilmente, de

terminar esses limites que precisamos para W.

No Capitulo II daremos nogoOes da Teoria da Informagao |,
idéias e definigoes necessarias a compreensao do nosso trabalho ,
como também determinaremos os tais limites para W encontrados por
Massey, [4] . No Capitulo III apresentaremos um novo limite supe
rior e o estudo de algumas de suas propriedades. No Capitulo IV
usaremos esse noyo limite superior pafa a construgao de algorit -
mos eficientes, além de analisarmos o problema da complexidade de
tal construcdo. Finalmente, no Capitulo V, apresentaremos as con-
clusoes dessa investigacgao.



CAPITULO II

PRELIMINARES




PRELIMINARES:

Nesse Capitulo apresentaremos nogdes de alguns assuntos
basicos para o desenvolvimento do nosso trabalho.

IT.1 - NOTACAO PARA A TEORIA DE PROBABILIDADE UTILIZADA { 1,3,4]

Definicao 2.1 : O espaco de probabilidade discrefa,U, consiste de

um espago amostral S de eventos elementares e uma
medida de probabilidade, PU(u), associada a cada
evento elementar u, satisfazendo as seguintes pro
priedades:

1) Pylu) > 0

2) 3 Pylw) =1,

uesS

}

onde S ={y, ey Uy

Experimento com um resultado:

u € {u,,...,uK}
Lou PU(u)
ul PU (u 1)

Experimento com dois resultados:

}és {al’ LI 2 aI}

y€ {bl, ..‘v’ bJ}



(x,y) ¢ {(ay, bj) li =1, , I e j =1, , J}
(x;y) Pyy (x.y)

(a1,b9) Pxy (31-b1)

(al abz) PXY (al ’bZ)

(aI’bJ) PXY (aI»bJ)

Sabemos que :

J : ‘ o

Py(a;) = :E; Pyy(aj.b;) e Py(bj) = E:IPXY(ai,bj)
j= i=

Definicao 2.2

Definicao 2.3:

f

Definicao 2.4:

Definicao 2.5:

: Se PX (ai).> 0, a probabilidade condicionada de

que o resultado y seja bj dado que o resultado
X & a; € definido como:

PXY (ai,bj)
'Px(ai)

PYIX (bjlai) =

A variavel aleatdria X € uma fungao do espago a
mostral S para o alfabeto {Xl"“xI} onde S =
{u,,..., uK}.

{X = x;} = {ulueS e X(u) = x;}

Py(X = x3) = PU({uI ueS e X(u) = x4}

A distribuicdo de probabilidades Py para X € um . .

mapeamento de {xl,...,xI} para os numeros reais,
tal que:

Py(x) = Py(X=x) = Py{ulu € S e X(u) = 1)



IT.2 - DEFINICAO DE AUTO INFORMACAO E ENTROPIA:

Definigéo 2.6: A Auto-Informacao do evento x é~definidé como
I(x) = —1oga PX(X)

isto €, seja o evento x .que tem uma probabilidade
de ocorrencia Px(x). Se soubermos que tal evento
ocorreu teremos entdo recebido I(x) unidades de

informagao.

Essa unidade de informagao recebe nomes distintos de -

pendendo da base "a'" ‘do logaritmo da definigcao Se

a =2 = I(x) sera dado em "bits"

a=¢e = I(x) sera dado em 'mats"

a =10 = I(x) sera dado em "Hartley"
onde 1 Hartley = 3.32 bits

1 nat = 1.44 bits

OBSERVACAO: Daqui para frente ndo mais especificaremos.o valor
de "a'" representando a base do logaritmo. Isto &, te
remos log X = log X. ‘

Estudando-se a faixa de variacao do I(x) podemos con -

. i
cluir que: .
r

0 < I(x) <=

I(x) =0 = Px(x) = 1, isto €, a ocorrencia do evento X nao nos
trouxe nenhuma informagao, pois ja tinhamos certeza
de tal ocorréncia.

I(x) = o = Px(x) = 0, ou seja, a ocorréncia.do evento X nos
trouxe uma quantidade infinita de informacdo, ja

que nao a esperavamos de modo algum.



Definicao 2.7

TEOREMA 2.1104]:

A ENTROPIA (Auto-Informagdao média ou Incerteza Mé
dia) da variavel aleatoria X que tem valores

{Xl,...,xI} € definida como:

I
HOX) = T(0) £ - 3 Py(xj) log Py(x;)
i=1 | |

Se X toma valores sobre o alfabeto {xl,...xI}, en
tao: ’

0< H(X) < log I,

com igualdade do lado esquerdo se, e somente se,
existe um ""i" tal que PX(Xi) = 1, e igualdade do
lado direito se, e somente se, PX(xi)= 1/I, para
i=1,...,I.

Um exemplo simples e bastante frequente de Entropia é

quando a variavel aleatdria X assume apenas dois possiveis valo -

res, X; e X, (caso binério).AAssim temos Px(xl) =p e PX(x2)= 1-p

e a expressao de sua entropia sera:

H(X) =

-plog, p - (1 - p) log, (1 - p)

Essa expressao aparece tao frequentemente que foi dado o

nome especial para ela de '""Fungao de Entropia Binaria', e repre

1

sentada por h(p). Assim:

/

h(p) =

-plog,p - (1 - p) log, (1 - p),

cujo grafico estd representado na figura abaixo:

hp)h

1.0

09 yd

o8 /

0.7 A

X /

\ ' Fig. II.4
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sa fungao.

Definiciao 2.8:

TEOREMA 2.2(4]:

Definicao 2.9:

No apéndice A daremos uma tabela com inumeros valores des

A ENTROPIA CONDICIONAL (ou Incerteza Condicional )
de uma variavel aleatoria X dado que o evento Y =
Y ocorreu, é dada pela expressio: '

. _

HOXPY = y5) = - 3 Pyyy(xjl v5)logPy y(x; Iy
i=1 - ' .

Se’PY(yj) # 0 e PXIY (xilyj) existir, entao
0 < H(X|Y = Yj) < log I

com igualdade do lado .esquerdo se, e somente se |,
existir algum "i" tal que leY(xi|yj) = 1le, con
trariamente, com igualdade do lado direito se, e
somente se, PX|Y(xilyj) = 1/1 para todo "i'".

A ENTROPIA CONDICIONAL MEDIA (Incerteza Condicio-
nal Média) da variavel aleatoria X, dada a varia-

vel aleatoria Y, € dada pela média sobre as entro

* pias condicionais:

I
HEX|Y) = -5 2

i=l  j=

J
1’ PXY(xi,yj) log PX]Y(XiI yj)

TEOREMA 2.3,(4 1"

0 < H(X|Y) < log I

com igualdade do lado esquerdo se, e somente se,
para cada j tal que PY(yj)=# 0, existe algum i tal

- que leY(xilyj) = 1 , e com igualdade do lado di

‘reito se, e somente se, para todo j tal que

Py(Yj) + 0, PXIY (XiIYj) = 1/I para todo i.

TEOREMA 2.4(4];

J
HX|[Y) = 2 HX|Y = y;) Py(yj)
=1 |



II.3 - CODIFICACKO DE FONTE

U CODIFICADOR
DE o 2% Xg=- Xy
FONTE

Fig. I1I.2 - Esquema de uma Codificacao de Fonte

Conceitos Fundamentais:
(1) U &€ uma variavel aleatdria com alfabeto {ui,...uk}-

(2) Cada Xi assume letras de um alfabeto D-ario que usualmente
serao {0,1,...,D-1}.

(3) W & uma variavel aleatoria, isto &, os valores da variavel

aleatoria Z sao vetores D-arios de comprimento variavel.

O comprimento médio de um co6digo de comprimento varia
vel [2,3,4], W, sera calculado pela expressao:

W=3 wi Pulug)s

B P -

onde w. omprimen o Z. = s X eeoXige
wy € 0 ¢ ipr mento da palavra codigo Z; {xll i) 1”1}

associada a u . Salientamos novamente aqui que esse comprimen-

to médio, W, sera o parametro que nos indicara quao eficiente
um determinado codigo €.

Definicao 2.10: Um cdédigo D-ario cdm-Pfopriedade de Prefixo €

aquele no qual uma palavra c6digo nao € prefi-
xo de nenhuma outra. '

OBSERVACAO: Daqui para frente abreviaremos 'Codigo com Proprie

dade de Prefixo" apenas por 'Codigos com PP'".



Exemplo 2.1 : Sejé o codigo binario

u | Codigo Z

u 1 1 1

Esse codigo € um Cddigo com PP.

Podemos ver que existe uma correspondencia-biunivoca en
tre um codigo D-ario com PP e uma arvore D-aria, e, inversamente,
qualquer conjunto de folhas de uma arvore D-aria define um cédi-
go D-ario com PP, [3,4].

Exemplo 2.2: A arvore binaria do Exemplo 1.1 tem o aspecto da fi

gura abaixo:

o py 20,10
0 .
0,6 o .
: *vp3=0,30
0;80 ©° ! 05 ©
] . 1
0 .
P H,c 0,20 vp5=0,20
1,00
1 .
°un,=0,10
. o 2
—— 0,20
‘ .
*'jJ6= 0,10'

Fig. II1.3 - Arvore binaria correspondente ao
Exemplo 1.1.



Atribuindo-se ''0'" ao. ramo que parte subindo de um né e
"1" ao que parte. descendo, temos entdao um codigo associado a es
sa arvore, Fig. II.4. Notemos que esse codigo € um coédigo  com
PP: ' - |

| CODIGO Z
Pylugd | »" [ Xy X3 X3 X,

v, |010] 0 0o o

u, 0.10 | 1 0

u, 030 0 o 1 0

u, 0.0 0o 1

u, 0.20] 0 o 1 1
Cu, 0.10 | 1 1

FIG.II.4 - Codigo Bindrio com PP Associado a Arvore
Binaria da Fig. II.3

Chamemos a primeira.coluna do codigo acima de Xl, a se
gunda de XZH..,e a ultima de XN’ onde N = mﬁx Wy (para o - codigo
da Fig.II.4 temos N = 4). O codigo Z pode entao ser escrito co
'mo: Z = X7 ... Xy, onde nem todas as palavras cddigos tem neces
sariamente comprimento N. Observemos que X; nao €, obrigatoria-
mente, uma variavel aleatéria, pois nem todos os X; assumem va
lores para todos os uj's. Para tornar X; uma varidvel aleatoria
teremos que fazer um ''truque'.

"Truque'": Transforme Z = Xl"'YN em Z' = Xi...XN, onde todas as
palavras co6digo agora tém comprimento N, ja que.Z' €&
obtido  a partir de Z completando-se com zeros as pala

vras codigo de comprimento menor que N, conforme Fig.II.S.

E importante salientar que esse ''truque' transforma Xj
em X}, que agora sera uma variavel aleatoria. Daqui para frente
 sempre o aplicaremos para que tenhamos Xj ... X& como varia -

veis aleatorias.



"TRUQUE"

. CODIGO Z CODIGO Z'
X; Xy «.. Xy X] X, Xy
0 0 o0 0O 0 0 ©
1 .0 1 0 0 0
0 0 1 0 o o0 1 o0
0 1 0 1 0 0
0o 0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0

FIG.II.5 - Codigos.Z e Z' do Exemplo 2.2

Definicao 2.11: Seja Qi o} coﬁjunto de prefixos de palavras codigo

Exemplo 2.3

de comprimento maior ou igual a i + 1 para o codi

go D-ario original Z, isto €,

Q; = {xy,...x;lxq,...,x; € o prefixo de uma pala

vra codigo de.comprimento maior ou igual a
i.+ 1 do codigo D-ario original Z}

Seja o codigo binaric com PP do Exemplo 2.1:

CODIGO Z

Definicao 2.12: Definiremos Ho i, como:

u PU(u) Xl X, X3

u 1/2 0 _

u, 1/4 1 0

w, | 1/8 | 1 1 0 Q, = {11}~

w, | /8 | 1 1 1

n

H. = min min :

min HEX' . XX = xq...X0)

0<i<N #1171 1 i

Xy X384



onde

1

H(X'i N 1|Xl---X& = xl...x‘) = H(X1), para i = 0.

TEOREMA 2.3,(4]

4

Exemplo 2.

H(X})
H(X|X] =

H(X’zlxl =

‘ H(X3|Xix§

HOX, [ X)X, =

17273
Entao,

H

min

00).

001)

Para qualquer codigo com PP, seu comprimento mé
dio esta limitado por um valor superior e outro
inferior dados por:

HU) < W <  HU . T(2.1)
“log D H |

min

Tomemos novamente o Exemplo 1.1 e calculemos seu
limite superior. Antes disso, porém, precisamos
dos valores.das entropias em cada ponto. Do co-
digo da Fig. I.5 temos

Q = 0,1} , Q, = {00} e Qg = {001}

Considerando entao todos os logaritmos abaixo

na base dois temos:

-0,20 log0,20 --0,80 log 0,80 = 0,7219 bits

0,20

- 220

0,20 _ 0,60 log 0,60
0,80 0,80 0,80 0,80

= 0,8113 bits

- 0,50 log 0,50 - 0,50 log 0,50 = 1,00 bit

- 0,10 log 0,10 _ 0,50 log 0,50 _ 4 650 pits

0,60 0,60 0,60 0,60
- 9.20 g5g 0220 0.30 4455 8.30 - g 9710 bits
0,50 0,50 0,50

I
Y,
S

min {H(X)), H(X, X = 0), H(X,|X; =1), H(X;|X}X, = 00,

H(X | XXXy = 001)} =



X
I

min -min_{0,7219; 0,8113; 1,00; 0,65? 0,9710}

H_.
min

0,650 bits

Calculando-se a entropia, H(U) em bits, teremos:

H(U) = -3 (0,10 log 0,10) - 2 (0,20 log 0,20) -0,3log 0,3 =
= 3X0,3322 + 2 X 0,4644 + 0,5211
H(U) = 2.4465 bits

- Caculemos agora o limite superior:

H(U) 2,4465
— — = = 3.7638

Hmin 0,650

Entao, a Equagéb (2,1) estabelece os limites para o com-

primento médio desse codigo:

2.4465< W < 3.7638

onde o valor obtido foi W = 3,10 t/i.

II.4 - CODIGOS DE HUFFMAN PARA FONTES (CODIGOS OTIMOS) :

HUFFMAN [4,6] desenvolveu um algoritmo que nos conduz a
codigos otlmos D arlos com PP. A idéia basica dessa construgao €
associar as palavras codigo de menor comprimento, variaveis alea—

torias com maiores probabilidades de ocorréncia.

Para uma varidvel aleatéria U com S ={uj,...,u } o méto
do de construgao de um codigo D-ario de Huffman, onde K > D, pode

ser enunciado da seguinte maneira:

1) Conhecido os K nds terminais da arvore D-aria (u1 cee
uK), com suas respectivas probab111dades [P (ul) ,
U(uK)] , cacule o numero deles que nao serao usados

atraves da expressao
r =Ry [(K - D) (D - 2)]

onde r é o valor a ser calculado e RA [B] € o resto
do Algoritmo de Euclides da divisao de B por A.



OBSERVACAO: Notemos que paré o caso em que D = 2 (arvore binéria)

?)

3)

4)

5)

se calcularmos esse numero teremos sempre r = 0.

Una os D-r nds terminais menos provaveis (dos K exis-
tentes) juntamente com os r nao usados (acima calcu-
lados) num Gnico né da arvore D-aria, e lhe atribua a
probabilidade igual a soma de todas as probabilidades
dos ndés terminais unidos, considerando nula a dos r
nao usados. O novo conjunto de nds sera formado  por
todos os nos nao utilizados juntamente com o novo no
formado acima.

1 , - . ) '
—@® D-r nos terminais usados

;

D-r -4 '

-@
—T—————ADA
3 B r nos terminais nao usados

-0

Fig. II.6 - Construgao da arvore D-aria associada a
um codigo de Huffman.

Dos ‘movos noés (terminais ou nao) tome novamente os D
deles menos provaveis e una-os num unico com probabi-
11dade igual a soma de todos eles.

Repita o item anterior até tomar os D Gltimos nds,que
se reduzirao a um uUnico. A soma de suas probabilida -
des tera, obrigatoriamente, que ser "1".

Depois da arvore D-aria construida, seu codigo com PP
correspondente € obtido atribuindo-se, em todos osnds
da arvore, "0" para a primeira ramificacgao, "1" para
a segunda, ..., e "D - 1" para a ultima, ou outra con
vencdo qualquer equivalente.

Notemos aqui que existem varios codigos de HUFFMAN as -
sociados a mesma arvore D-aria, dependendo da convencao adotada



.~ para a denominacdao dos D ramos que partem de cada nod.

Chamando de WHUF o comprimento médio desses codigos, te
mos:

_HU) < W < W
log D

Exemplo 2.5: Seja a variavel aleatoria U com as probabilidades

u Ul U, Uq u Ug Ug

PU(Q) 0,27 0,23} 0,20 { 0,15 | 0,10 | 0,05

Para D = 3 (arvore ternaria) calculemos o numero de
nos terminais nao usados:

T

Rp_; [(K - D)(D - 2)]'= Ry o [(6 - 3) (3 - 2)]

R

R, (3)

A ‘expressao acima nos diz que r sera o resto da di

visao de 3 por 2. Assim r 1 e sua arvore corres -

pondente sera:

o ® y, = 0,27
1,00 1 o Np= 0,23
0 0 }l3= 0,20

== 2 0,50 |1

e Mg * 0,45

p————— ) }lsz 0,1 0

2 0,15 1

[

Mg *® 0,05

2

Fig. II.7 - Arvore ternaria de um codigo de Huffman correspondente
ao espago de probabilidades acima representado.



O Codigo de HUFFMAN correspondente a arvore acima sera

entao:

u PU(u) Codigo Z
u, 0,27 0 -

u, 0,23 1

us | 0,20 |2 0

us 0,15 2 1

Us 0,10 2 2

u, | 0,05 | 2 2

FIG. II.8 - Codigo Ternario com PP Associado a arvore
da Fig. II.7

Exemplo 2.6: Consideremos novamente o Exemplo 1.1. A arvore bi
naria de um dos Cédigos de HUFFMAN bindrio associa
do ao espago de probabilidade da Fig. I.1 sera:

ﬂF—;— |

o), = 0,10
0,20 ©° !
)
0,30 i "uz" 0,'0
)
i

o 0:60 1 o png= 0,10
1,00 ' _ oKz 0,30
—oHa= 0,20

\ 0,40 © 4
1 —o A5= 0,20

Fig. I1.9 - Arvore binaria de um cédigo de Huffman correspondente

ao espago de probabilidade do Exemplo 1.1.



O c6digo correspondente a arvore binaria acima sera:

u | Py(u) | Codigo Z

u, | 0,10 0 0 0 O
‘w2 | 0,10 0 0 0 1
"us | 0,30 0 1

uy | 0,20 1 0

us | 0,20 1 1

ug | 0,10 0 01

FIG.I1.10 - Codigo Binario Associado a Arvore da FIG.II.9

Calculando-se o seu W teremos:

W

HUF 2 (0,30 + 0,20 + 0,20) + (3 X0,10) + 4(0,10 + 0,10)

Whur

[}

2,50 t/i

II.5 - ALGORITMO DE TESTE:

* Definicdo 2.13: Um algoritmo de teste para a variavel aleatdria U &

I . . . . =
um algoritmo que unicamente identifica todos 0s

"
ui S.

Daqui para frente consideraremos que o resultado dos tes -

\
tes podem assumir D valores diferentes. Como ressaltamos anterior -
mente, todo codigo associado a um algoritmo de teste € um ‘cédigo

com PP. Logo, para ésse codigo temos:

WHUF < W < H@)
Hmin
Entretanto, na maioria dos casos teremos

W2 Wyur



porque nao terémos-os testes necessarios para a construgao do Al
goritmo de HUFFMAN.

Exemplo 2.7 : Consideremos um problema analogo ao Exemplo 1.1,
- no qual sao dados cinco testes (Tl,...,TS)que de
verao ser usados na identificagao de seis elemen

tos (ul,...,u6), conforme a tabela de decisdo:

PU(u) 0,30 0,22 0,20 0,18 0,05 0,05
T u Uy Uz Us Uy Us Ug
T, 1 0 1 0 1 0
T, 1 1 1 0 0 0
Tz 0 0 0 1 0 1
Tyg 0 0 1 1 0 1
Tg 1 0 0 1 0 0

FIG. II.11 - Tabela de Decisao

A arvore binaria correspondente a um dos codigos de
HUFFMAN associédo ao espaco de probabilidades acima sera:

g }l2=0.22

é

}l3= 0,20

| : 0 - © }1‘=0,30
— 0,58

o . - o H4:0,18

\ 0,28

0 - ~0 }15‘-‘0,05

[ _0.10

1 ° png=0,05

Fig. II.12 - Arvore binaria de um dos cddigos de Huffman associa
do ao espago de probabilidade dado.



Qualquer co6digo de HUFFMAN associado a essa arvore acima
sera otimo. Entretanto, como podemos observar, a implementagdo de
- qualquer um deles & impossfvel ja que necessitariamos de um teste
que, no primeiro passo, Separasse (u2 e u3) do restante, e nao
dispomos de tal teste.

I1.6 - ALGORITMO DE TESTES OTIMOS DE PRIMEIRA ORDEM

Comegaremos o estudo desse algoritmo novamente procuran-
do ilustrar com o mesmo Exemplo 1.1 considerado.

Suponhamos que,'ao invés de cinco, tenhamos sete testes .
(Tl,...T7), cada um apresentando resﬁltados binarios usados para
identificagao dos resistores . Os resultados de cada teste para ca
da tipo de resistor sao dados na tabela abaixo:

T | uy u, ﬁs U, uUg Ug
T, 0 0 0 1 1 1
T, 0 0 0 0 0 0
Ty 1 0 0 1 1 1

: T, 0 1 0 0 0 1
i Tg 0 1 0 1 0 1
(

FIG.I1.13 - Tabela de Decisao

Analisando a tabela acima podemos tirar algumas conclu -
soes:

1) Sera sempre possivel se identificar todos os elementos se, e
somente se, todas as colunas da tabela de decisao forem distin
tas. Isso porque caso haja duas colunas idénticas, u; e uj, ne

nhum teste ira distingui-las.



2) Um teste que apresente sempre o mesmo resultado para todos os
u;'s € initil e pode ser eliminado da tabela (teste T, da Ta
bela da Fig.II.13). ‘ '

3) Um teste € dito "essencial' se, quando retirado, faz com que
duas colunas se tornem identicas. Esse tipo € imprescindivel
a tabela.

4) Dois teste sao "equivalentes' se apresentam resultados identi
cos ou complementares. Assim um deles podera ser eliminado sem
prejuizo (T5 e Tg da Fig. II.13 sao equivalentes).

' Assim, depois de eliminados da tabela da Fig. II.13 to

dos testes dispensaveis teremos entdo a tabela da Fig. I.1.

Daqui para frente consideraremos sempre tabelas de deci

sdo que nao tenham testes dispensaveis.

No exemplo 1.1 construimos um algoritmo de teste. Cor -
respondente a ele construimos sua arvore bindria. cuio comprimen
to médio do co6digo com PP a ela associado € 3,10 t/i. Depois,nas
segoes II.3 e II.4 fixamos limites (superior e inferior) para o
W que,.calculados para o Exemplo 1.1,encontramos:

W = 2,50 <W=3,10 < —22) = 3 7638 bits

Analiéando o limite superior acima Massey [4] desenvol-
veu um algoritﬁo que o chamou de "Algoritmo de Teste Otimo de Pri
meira Ordem" (daqui para frente abreviado apenas por " Algoritmo
TOPO"). Basicamente ele € construido de maneira a maximizar o
Hpin. tornando entao o minimo possivel o limite superior H(U) /
Hpin. Assim, se em cada ponto da construgdo de um algoritmo esco
lhermos um teste que maximize a entropia a esse ponto associada
estaremos minimizando o limite superior do seu codigo correspon-
dente. '

Exemplo 2.8: Procuraremos entao aplicar essa idéia de construgao

ao Exemplo 1.1. Para a escolha do primeiro teste a

. . -
ser aplicado teremos que analisar todos os possi-
veis valores:



1° Teste | H(X1)
T, h(0,50)
T, h(0,40)
T, h(0,20)
T, h(0,40)
T, h(0,30)

FIG.II.14-- Pesquisa para a escolha do primeiro teste
a ser aplicado na construgao.do Algoritmo
TOPO. ”

Como a entropia do T1 foi a maior de todas, sera ele o}
primeiro teste aplicado:

(}-li ? ’ )
o K22 M3

6_

(A4:A5:A6)

Yoo e

Fig. I1.15 - Inicio da construcdao do Algoritmo TOPO.

‘Novamente calcularemos as entropias para cada resultado

do primeiro teste, para que se tome os testes que maximizem-nas:

29S Testes H(X21X1=0) H(Xzbﬁ=1)
T, ' h(0,20) . h(0)
Tz | h(0,20) h(0,20)
T, | h(0,20) h(0,40)
T h(0,20) h(0,40)

FIG.II.16 - Escolha dos segundos testes a serem apli
cados na construgao do Algoritmo TOPO.



Como na primeira coluna acima todas as entropias tém o
mesmo valor, qualquer escolha nos conduzira a resultados idénti
cos. Tomemos T5 arbitrariamente. Na segunda coluna temos dois

valores iguais. Tomemos, novamente ao acaso, um deles, T5 - por

exemplo. Assim teremos: o
Ay
o .

Ts

(Rj » Ko iu3)

1

(szus)

. H
o)
-

(ng o ug)

(A4:}L5,}ls)

Fig. II.17 - Segundo passo da construcao do Algoritmo TOPO

Procedendo analogamente para H(X; |X 1%,=01) e H(X; [X = 11)
teremos o dlagrama de bloco do Algoritmo TOPO com o seguinte aspecto

, 1
i (Aqsnzru3)

(PR
— 2 3
O—F—
: ]

4
: (N.4 Mg :}16 ¢
(u5,us

Fig. I1.18 - Diagrama de bloco do AlgorltmoATOPO de Massey

6‘



sua arvore binaria correspondente sera:

‘3}{1:0".0

0,50
B © 2= 0,30
0 0,40 O 3
‘ S
1,00 | ) c}4,2=0,\0
l - 1| _ o © u4:=0,20
= | o,50
¢ ueg= 0,20
1| 0,30 © S ’

1

'A,s:o,lo

Fig. II1.19 - Arvore bindria associada ao Algoritmo
TOPO da Fig. II.18.

Associado a essa arvore binaria temos um codigo binario

com PP:
u . Py() | cadigo z
w, | 0,10 0 0
U2 0,10 0 1 1
, u, 0,30 0o 1 0
i uy 0,20 1 0
Us 0,20 1 1 0
us 0,10 1 01 1
FIG.II.20 - C6digo com PP associado a arvore bina
ria da Fig. II.19
Calculando-se seu comprimento médio correspodente tere-
‘mos: ' ‘
"W = 2(0,10 + 0,20) + 3(0,10 + 0,30 + 0,20 + 0,10)
W=2,70 t/i



. Observemos que esse valor & menor do que o W do algorit
mo do Exemplo 1.1 (3.10 t/1) Entretanto, poderia ser mais proxi
mo do limite 1nfer10r, WHUF = 2.50 t/i, conforme o comprimento
médio do-algoritmo de teste apresentado a seguir:

(HZaH3)

O,
1T e
. }lz

1

) T
(:}___fu __<2> o
! T
(A17A4vA51A5)

0

T

(Rssus) 3

1

® 00

Fig. I1.21 - Codigo com PP associado a arvore binaria da Fig.II.19.
De sua arvore binaria associada podemos ter o seu cddi-
go binario correspondente:

u Py () Codigo Z

Uy 0,10 1 0 | 0
L Uz O,iO | 0 1

Uus 0,30 0 0

Uy ‘0,20 1 0 1

Us - 0,20 1 1 0

Ug 0,10 1 1 1

FIG.II.22 - Codigo com PP associado a arvore bina
" ria da Fig. II.22.



Calculando-se seu comprimento médio teremos:

W= 2,60 t/i

Logo concluimos que o Algoritmo TOPO nio &, necessaria -
mente, um algoritmo Gtimo (41 , jd que ele apenas otimiza o proxi
mo teste a ser aplicado.

Nosso estudo procurara retirar parte dessa limitacao no
'1ntu1to de construir um algoritmo mais eficiente. Para isso, no
-prox1mo capitulo apresentaremos novos limites superiores que  se
Tao menores ou iguais -a H(U) /Hpip-

.

-

———



————

CAPITULO III

NOVO LIMITE SUPERIOR




IIT.1 - INTRODUCAO

Nesse capitulo obteremos um novo limite superior que se
aplica a todo e qualquer cddigo D-ario com PP, e mostraremos que
~tal limite € menor ou igual aquele obtido por Massey, apresentado

na secao II.6 do capitulo anterior.
Antes porém de iniciarmos o desenvolvimento para chegar
mos a esse novo limite, daremos um exemplo que ilustrara o proce

dimento de sua obtengao:

Exemplo 3.1: Seja o Cddigo Bindrio (D=2) Z com PP para a varidvel

aleatoria U, dado abaixo, e seu correpsondente C6di
go modificado Z': ‘

CODIGO Z CODIGO Z°
u Pud | X | X, | X5 X | Xc w | Py | X)X [X5] X, | XL
u 0.05 olof11{o0 U 0.05 0 {0 |1 |0]0O
u, 10.20 [1]0 u, [0.20 |1 {0 |0 [0]0
s [0.08 |0 |0 1111 © ug [0.08 [0 0 [1]1]1
u, [0.07 o fo |1 ]1 |0 u, [0.07 |0 O |1 [1]0
ug {015 |11 |1 | wg | 0.15 |1 [1 [1]0 |0
e |0.15 |0 | 171 ug |0.15 | 0 |1 f1]0 |0
u, 10.05 |11 |0 |1 - u, 1005 [ 1 [1 0 [|1}0
ug 0.0 ['1 {1 |0 |0 ug | 0.10 | 1 [1 o]0 o0
ug [0.05 [0 [1 |0 ug [0.05 L0 |1 f0o|0]0
) | 005 [0 ]0 0|1 uye [ 0405 | O |0 [0 ]1}o0
Uy 0.05s |ojlolo|o uyy |0.05 |0 0o [0 ]0}oO

O comprimento médio do Codigo Z é€:

=]

= 5(0.08+0.07) + 4(0.05+0.05+0.10+0.05+0.05) + 3(0.15+0.15+0.05) + 2 (0.20)=

=i

= 3.40 t/i.




A entropia de U sera:

H(U) = 5(—0.051og0.05) - 0.0710g0.07 - 0.08l0g0.08 -
- 0.1010g0.10 - 2(0.1510g0.15) =
H(U) = 3.2582 bits.
H(U) = H(Xi Xé Xz X, Xé) = H(Xi Xé) + H(Xé X3 ] Xi X5) +.

+

H(x5 | X] X5 xs x&)

[ H x3) _ ) H(Xy X3 | X X3) - )
- X, X - X. X
Wy x 1%2 Wy y 34
) A 3%y
HOXD | X! X2 X XD\
+ 5 17273 "4 W (3.1)
= X
Wy 5
5

onde WX X € o comprimento médio do Codigo Z correspondente as va
riaveis X; e X,, e assim por diante. Calculando-se os

termos acima encontraremos:

H(X] %2) = 1.971 bits L wXlxz = 2
H(X} $4 | X; X3) = 0.7377 bits wX3X4 = 1.25
H(Xé l X; X5 Xj Xi) = 0.1495 bits wXS = 0.165.

Substituindo-se esses valores na Expressao (3.1) ficare

mos com: .
HeUY = ( 1.971 ), , ( 0.7377 ) L 25 4+ [_0.1495 >0.15
2 1.25 0.15
= (0.9855)2 + (0.9102)1.25 + (0.9967)0.15 (3.2)
Tomando-se o minimo termo dos acima entre parénteses, te
Temos:

Hmin(Z,Z;l) = 0.9102 bits,

‘onde (2,2,1) indica que a entropia H(U) foi desdobrada em parcelas,



cuja primeira é a entfopia das ‘duas primeiras variaveis (Xi e Xé);
cuja segunda € a entropia das duas seguintes variaveis Xy e X;),
dada as duas primeiras; e por ultimo a da Ultima variavel (Xy), da
das as quatro iniciais. Assim, podemos escrever a Expressao (3.1)
(2,2,1):

em fungao do seu H ..

(2,2,1) . (W
n X1X2

+ W + W

H(U) > H .
: m 34 5

1
‘onde o Gltimo termo entre parentese & exatamente W.
Entao teremos:

H(U) > H_. (2,2,1) . W

H(U)
Hmin(z’z’l)

W <

Substituindo-se os valores de H(U) e Hm.

1n(Z,Z,l) conclui

Tremos:
3.2582  _
0.9102

W < 3.5796.

Comparando-se o valor de W, anteriormente calculado, W f'
= 3,40, podemos :observar que ele satisfaz a desigualdade.Assim,pro

min(Ll"

curaremos provar que H(U)/H
. ' P ) .. .
teriormente) e realmente um limite superior para W, e que tem a van

..LK) (notagao introduzida pos

tagem apresentada no inicio do capitulo.

II11.2 - DETERMINACAO DO LIMITE SUPERIOR

Seja U uma variavel aleatoria,

U PU(u)

uy | Pyluy)
U, PU(uz)
dk Pui“K)



e Seja 2y, Z,,...,2y UM codigo D-ario com PP para U, de tal manei

ra que a Palavra Cddigo Zy esta associada a variavel aleatdria uk:'

u | Codigo Z

ul Zl
uK ZK

_ Como fizemos anteriormente, primeiro converteremos Z =
- (] — ' ' 1 = ~ w - .
"X1X2"' em z‘ = X1X2...XN: onde N max v, e wk‘e o comprimento
da Palavra Codigo Zy do Codigo original Z, e tambem onde a Pala

vra Codigo zi € obtida adicionando-se N - Wy zeros a Palavra Codi

go zy.

Exemplo 3.2: Seja um c6digo binario Z com PP:

CODIGO Z CODIGO Z'
u Xl XZ X3 u Xl XZ Xé'
Uy 0 » ' uq 0 0 0
U,y 1 0 Uy 1 0 0
Uz 1 1 0 Usg 1 1 0
f4 1 1 1 Uy 1 1 1
i _ .
Note que X1X2"'XN nao sao necessariamente varia
veis aleatdrias, enquanto que X;X5...Xy sempre o serao. Como o CO

digo Z € um codigo D-ario com PP, consequentemente o Cédigo Z'tam
bém o sera. Assim podemos facilmente concluir que:

HQU) = HOY X5 oo X9 - (3.3)

Seja Ll’ Lz,...LK um conjunto de nUmeros inteiros e po
sitivos tal que N = L1 + L2'+ ce. * LK' Definamos S; ° QL+"L2+...
oo + Ly para 0 < i < K e também sy = 0. Podemos entdo fazer uma

particao na Eq. (3.3) acima:

T xl...xsl) +

H(X)...X}') = H(X! ... X!
1 S 1 s2

N ol ) + H(X{

1



+ (X! cee XD XD LX)
szfl | S+ 1 S,
o..+ H(X! XS] XroLux o), (3.4)
: sK_1+l N 1 Sk-1

0 que &€ uma generalizagdao da expressdo -

H(Xi'ffxﬁ) = H(X{) + H(X3|X]) + ..,.+ H(Xﬁ]Xi...Xﬁ_l),L41.

Seja

Wy X

s . +1 e & o .
i Si+l
o comprimento médio do Codigo original Z referente as variaveis

X e X ,0<i<K
sj+l Si+1

~ Exemplo -3.3: Considerando-se.o mesmo c6digo do Exemplo 3.2 ante

rior, teremos:

W3

=0 P(ul) + 1 PCuZ} + 2 P(u3) + 2 P(u4).

Por convengao

H(X! e X! | X! ... X' ) = H(X{ ... X!
5Si+1 Sis1 1 ‘ S5 1 h

oo -
para o caso i =,0. Podemos entao tomar a Eq. (3.4) e obtermos:
i

RO X)) H(xsl+1..,xssz1...xsl) B
HU) = — W, o..X o+ _ - Wy  .o.X_*..
W -ooX_ 151 W, ...X s;*l %2
1 1 s %2
H(X'» . e 0 ' lx'...x ) .
N S W - X (3.5)
.. k-1 . e X |
Wx +1...XN , sK_1+1



Seja: .
| H(X! ,;...X! | XJ...X
s.+1 si+1 1

0N -

H .- ,ee.L) = min
. mint 17K i=0,1,...X,1 .X

S.
s.+1 +1
1 1 ;

=
=1+

Logo podemos escrever a Eq.(3.5) em fungéo'de}%ﬂn(Llw..LK):
K-1-

H(U) > H . (Ly,.eeL) {0 D e v sy (3.6)
i=0 i

Como:

K-1 ' .

W R ¢ o= W,
E) Xs;+1 Sisl
. entao a Eq. (3.6) fica:
W < H(U) (3.7)
Hmin(Ll""’LK)

I11.3 - PROPRIEﬁADES DO LIMITE SUPERIOR

\
Invesfigaremos a seguir algumas propriedades desse limi

te superior, Eq. (3.7):

Teorema 3.1: Dado um codigo D-ario com PP para a variavel aleatgd-

ria U, temos que:

- S C I O IR T ST C B RN Y
para M € K
e '+1 - Lt. +1 * * Lt * J =0, M-1
. i-1. J
e onde t;l = 0

UNICAMP
BIBLIOTECA CENTRAL



Prova: Seja

H (X X | X!...X
H . (L L) = it S+l i (3.8)
min*71’°°""°>"K W X ST
Xs 41 Si+1
H(X X' XX
e H (L' L') - s.+1 i+1 1 j
X +1 Sj+1

A prova apresentada sera por contradicao, Para isso as

sumiremos que: »
Hmin(Ll""’LK) > Hmin(L ,..t,LM) A (3.9)

De onde concluimos que:

Hmin(Ll,...,LK) > 0.
Como:
L! . =1 + ... + L s j =0,...,M-1
+1 t. ,+1 t. >
) j-1 j :

podemos escrever:

1 .
i
H(s.ﬂ...xs‘ | X'i"‘-xs.> = H<Xs.+1"'xs.+L | xl...xs_> +
j j N i AR 3

j+l j-1" j
+ H(f' .o X! | X!...X! : > +
s.+L +1 s.*L +L_ ., 1 s.+L _
JA tj_1+1 J tj_1+1. tj—1+2__ - b tj_1+1 .
+H<' ..-X' I X'...X' : >0
s.*L +...%L +1 s.+L +...+L 1 s.+L +...+L
t. .+l t. t: .+l t. t. .+1 t.
I -1 j-1 I -1 j RS I j-1

'(3,10)

Observemos que todas as entropias condicionais da expres

sao acima sao diferentes de zero. Caso contrario teriamos:



Apin(lye--oly)

A Ekpreéséo (3.10) pode ser escrita sob a forma:

H(' .. X! X'”.X'>
s.+1° s.+L 1 .
H <x' X' X'...X! )— J 5 e E W X
I U B W X a1 stk
X X 1
s.+1 s.th +1
] j-1
H( ! X! Xl .. X!
s.+L +1°° s 4L ’ 5;+L
_ SR tj_1+ t. 1*2 tjg*l
+
i X
— .+L +1
W e X . S;* t. .+1
X s.+L +L j-1
s'+Ltj_1+l+1 tj_1+1 tj_1+2
© X +
s.+L +L _
t5 gt t_g*2
H( ! X' X!'... X! >
s.+L + +L s.+L + +L 1 s.+L + +L
t. +1 t. +1 t. .+1 t. t. .+1 t.
S I j-1 ) a j j-1 j-1
+
W .
X - .
s.+L +...+L s.+L +...+L
Jj ot, .+l t. .+1 t. .+l t.
I YA j-1 j-1 J
{
Wy X (3.11)
s.+L +...+L Tt s+ +...+L . .
t. .+1 t. .+1 t. .+1 t.
j-1 j-1 j-1 J
Chamemos de H__ o minimo valor dos termos entre parén

| - Py
‘teses da Expressao (3.11) acima.

d

X !
s.+L "
j

j-1

Assim podemos escrever:

Xj.o.X! ) >H <iv +
J+1 ‘ sj ) mp4 ij+1...xs'

J

j-1



(3.12)

Baseados nas Expressoes (3.8), (3.9) e (3.12) podemos a

‘firmar que:

(L ..,LK) > Hm. (L;y,...,L}) > H ).

Hmin 1°° in*"1°

o que & uma contradigao, ja que:
(L

>

Hmpl Hoin Ly e e oLy

Entao podemos concluir que:

Hpin(qoe--sl) < H o (Li,...,Ly) para M <K
e L =L +...+L L G = 1,....M
t. +1 t. ’ ?
SREAS B3 j
I
e onde: to = 0.

c.q.d.

Corolario 3.1: Dado um cGdigo D-dario com PP para a variivel alea

téria U, temos que:

Hmin(Ll""’LN) < Hmin(Ll""’LK)

Como ilustragao do Teorema 3.1, apresentaremos o eXxem

plo abaixo:

Exemplo 3.4: Consideremos o mesmo Codigo bindrio Z com PP para a

variadvel aleatdria U e seu Codigo correspondente ',
considerados no Exemplo 3.1: ’



Como ja determinamos, temos:

W=13.40 t/i e H(U) = 3.2582 bits

H(U)

H(XiXéXéXiXé) = H(XiXéXé) + H(XiXélXiXéXé)

H(X{X;X3) _ H(XiXéIXiXéXé) _ ‘
" oxox, - Wy x.
3 475

W 142 W
X)X X5 7 X4Xg

H(U)

=|
]

2.7088 bits. XX X, © 2.80

onde: H(X,X3X2)
- 17273 1%,X3

=|
1

H(XiXé[XiXiXé) 0.5495 bits X . X 0.60

Substituindo-se os valores acima, teremos:
< 2.7088 > 2 0+ ( 0.5495 > 0. 60
2.80 0.60

(0.9674) 2.80 + (0.9158) 0.60

1l

H(U)

H(U)

Tomando-se o minimo termo dos acima entre'parénteses,tg

rYemos:

(V2

(3,2) = 0.9158 bits

H .
min

——

Por outro lado, poderemos escrever a eXpressao:

‘H(U)

H(XiXéXéXiXé) = H(XiXé) + H(Xé]XiXé) +

+

H(X, |X]X3X5) + H(XP|X

.< H(X{X,) > . ( H(X3|X{X,) > S,
— ) "x.x, * = X
W 172 W 3

XX X5

1%2X5%4)

1l

H(X) | XIX3X2) H(XD|XIXIXIXE)
. < 41 1°2%3 > W o ( g | % 2”374 > -
W 4 A



onde: - H(XiXé)

= 1.971 “bits Wy v = 2
XXy
H(xslxlxz) = 0.737? bits wx3 = 0.8
H(X4[X1X2X3) = 0.400 blFs Wx4- = 0.45
H(X!|X!XIX2X!) = 0.1495 bits W = 0.15
AT A i | Xg

Substituindo-se esses valores, teremos:
HQU) = ( 1.971 > - < 0.7377 ) 0.8 < 0.400 )0.15 .
2 0.8 0.45 :
< 0.1495 > 015
1 0.15

(6.9855)2 + (0.9221)0.8 + (0.8889)0.45 + (0.9967)0.15

+

Tomando-se aqui também o minimo termo dos -acima entre

parenteses, teremos:
H . (2,1,1,1) = 0.8889 bits.
min ,
¢
Como podemos observar,

\

{
H . (2,1,1,1) = 0.8889 < H . (3,2) = 0.9158.
min min

Como ilustracao do Corolario 3.1 apresentaremos o exem

plo abaixo:

Exemplo 3.5: Consideremos novamente o mesmo Codigo binario Z com

PP para a variavel aleatoria U e seu codigo corres

pondente Z°', considerados nos Exemplos 3.1 e 3.4:
~ " Como ja determinado,

W=23.40 t/i e H(U) = 3.2582 bits.



n

H(U)

+

H(Xi]XiXéXé) + H(XéIXiX'X'

273

Xi)

HOXXGX3XXg) = HOX]) + HOXZ X)) + HOXGIX{X3) +

i} (.Effil_> _— < H(X; [X]) ) _— < H(X3|X;X})
- Wy X Wy X Wy
1 2 3
) < H(X&]XiXéXé) _— H(XélXiXéX%X&) .
T X = X
WX 4 W 5

4

Xg

Pela tabela do Codigo Z do Exemplo 3.1 podemos calcular:

H(X{) =1 bit
H(kélxi) = 0.971 bits
H(X{|X{X;) = 0.7377 bits
H(Xj|X{X3X3) = 0.400 bits
H(Xé]xix2x3xi) = 0.1495 bits

i
)
)

/

le =1
sz =1
WX3 = 0.8
Wx4 = 0.45
WXS = 0.15

Substituindo-se esses valores teremos:

| H(U)

+

+

(0.9967) 0.15

1\, . ( 0.971 ) )
1 1.

(__O-w_)o.% . (;9_;_1,@_15_)0,15,
0.45 - 0.45

(1) + (0.971) + (0.9221) 0.8 +  (0.8889) 0.45 +

0.7377
0.8

) 0.8 +

Tomando-se-o minimo termo dos que est@o entre parénteses,

)

W

X

3



teremos o Hm. (L .LN), que nesse caso sera Hmin(l,l,l,l,l):

int71°°°

Hmin(Ll,...LN) = Hmin(l,l,l,l,l) = 0.8889.

Para se encontrar o Hmin(Ll""’LK)’ teremos:
H(U) = H(X{X;) + H(XéXilXiXé) + H(XéIXiXéXéX&)
_ ( H(X{X;) > W" \ ( H(x3x4|x1x2) . .
B = - X, X e XX
Wy x 142 Wy x 374
172 B 3%4
H(XL[X7XX3X) )
+ = Wy
WX 5
onde: H(X]X3) = 1.971 bits Wy y = 2
142
H(x3x4|XIXé) = 1.1377 bits wX3X4 = 1.25
H(X¢|X]X5X3X,) = 0.1495 bits wXS = 0.15.
Assim‘
i
i
Heoy < 1.971 >.z . < 1.1377) L 25 4 (_p.1495 > 015
2 4 1.25 \ 0.15

+

]

(0.9855)2 (0.9102)1.25 + (0.9967)0.15.

Tomando-se 0 minimo dos termos que estdo entre parente

ses na expressao acima teremos o Hm.

| ) 1n(Ll,...LK) que nesse .caso
sera H . (2,2,1):
min

Hmin(Ll""LK) = Hmin(z’z’l) = 0.902 bits.

Entao, concordando com o Corolario 3.1, temos:

Hmin(l’l’l’l’l) = 0.8889 < Hmin(z’zfl) = 0.9102 bits.



Agora mostraremos a relagao que existe entre esse novo
limite superior e o de Massey. Para isso revisaremos algumas defi

nigoes:

III.4 - COMPARACOES DO NOVO LIMITE SUPERIOR COM O DE MASSEY

LA ]

Seja Qi o conjunto de prefixos de comprimento '"'i para

o codigo original D-ario Z, isto €,
Q; = {xl...xi I Xpeee Xy € o prefixo de uma palavra codi
'go de Z de comprimento maior ou

igual a i + l}.
Analogamente definamos Qi como o conjunto de prefixos
de comprimento "i'" para o cddigo D-ario modificado Z', ou seja,

Q! ={xi...x! X!...x! € o prefixo de uma palavra codi

i 1 i 1 i p =
go de Z' de comprimento maior ou
igual a 1 + 1}.

Exemplo 3.6: Se os Cdédigos Z e Z' sao os mesmos considerados nos

Exemplos 3.2 e 3.3, teremos:
Q ={1‘ Q =’11} Q! ={1 o}eQ'={oo 10 11}
1 ) ,’ 2 ‘ ) 1 i i) 2 ) b) .

. . . .
Assim ,podemos enunciar as seguintes propriedades:
)
/

Propriedade 3.1 {4]:

E | P, :
X:eo X! (Xy,000,X.) = P(W > 1)
XqeeeX; € Qi 1 1271077

Esta soma nao € mais do que a probabilidade de que uma
palavra codigo do cédigo original D-ario Z tenha comprimento maior
do que W.

Propriedade 3.2 [4]:

HOXY 4p | X] oo oX = xgeeax )

e 0, 0<i<Kk-1,
1 .



uando x,...x_ - ' “-mas nao a .
q 1 s € QSi . QSi

Neste caso ndo existe incerteza nenhuma porque Xj==0 pa
ra j = si +1,...,N.

Exemplo 3.7: Considerando-se ainda os Codigos Z e Z' dos Exemplos

3.2, 3.3 e 3.6 anteriores, temos:

H(Xél XiXé =.10) =0

pois- dado XiXé = 10 nao existe incerteza alguma sobre Xé.

Teorema 3.2: Dado um cb6digo D-ario com PP para a variavel aleatd

ria U, temos que:

'Hmin § Hmin(Ll’°"’LN)'
Prova: Seja
H(Xsi+1| Xl"'xsi)
Hmin(Ll,...,LN) = = - (3.13)
Xs.+1
e também Hm%n = H(X;j+l [ Xi...Xéj = xl...xsj)

A prova apresentada sera novamente por contradigdo .

Para isso assumiremos que:

H. >

min > Hooo(Lpeee, L), (3.14)

de onde concluimos que Hmin > 0.

Podemos escrever que:

H(X5i+1J X{ee-Xg ) = E: H(X;i+1| X]evooXg = Xpee.X )



H(X!

sao acima

escrever:

s.+i l
1 .

Usando-se. a 'Propriedade 3.2 teremos: -

‘) = :E: : H(X' | X2

s.+1
i

10"

(3.15)

Observemos que todas as entropias condicionais da expres

sao diferentes de zero. Caso contrario teriamos:

Hmin = 0.

Seja:

H = min H(X! | X!...X!
mp, XpeeeX e Q si+1 1 Si

Logo a Eﬁ. (3.15) pode ser escrita como:

H(xs'i+1 | XjooXg ) > Hop >

De acordo com a Propriedade 3.1:

XpeeoXo € QS 1

i i 1 1

" Logo podemos escrever a Eq. (3.16) como:.

H(X! | X4...X! ) >H__ . W
si+1 ) 1 si mp, Xsi+1'

E:Q: . PX'...X;.(XI...XS ) = P(W > Si)

(3.17)

Assim, baseado nas Eq. (3.17); (3.13) e (3.14) podemos

Hpin > Hmin(Ll"'f’LN) 4 Hmp2 ’

o que € -uma contradigdo, ja que:

Hmpz > Hpi (Lyyees Ly,



Concluimos entao que,

H . <H

min min(L

l""TLN)‘ »
c.q.d.

Corolario 3.2: Dado um cGdigo D-drio com PP para a varidvel alea
toria U, temos que:

"H.. <H

. (L
min - min

1,...,LK).

Como ilustracao do Teorema 3.2 apresentaremos o exemplo
‘abaixo: °

Exemplo 3.8: Consideremos o mesmo C6digo binario dos Exemplos 3.1,
3.4 e 3.5. Podemos entao escrever:

H(U)

H(X{) + H(Xélxi=0)le(0) + H(XélXi=l)Px1 +

+

xx. * H(XSIXIXé=Ol)PX x (01) +

H(XL|XIX:=00)P
31Tz XX 1%2

X2X3=OOO)PX XX (000) +

+ H(X:|X:1Xt=11)P (11) + H(X,|X
314172 .xlxz 4'"1 1 XXy
+ H(X4|X1X2X3X4'=001)Px x_x_ (001) +
Y1723
+ H(X.|X,X,X.X,= 0011)P (0011).
f |
Calculando-se essas entropias acima teremos:
H(X;) = 1 bit H(X4|X1X2X3=000) =1 bit
A H(XilX1= 1) = 0.971 bits H(X&lXiXéXé=001) = 0.8113 bits
H(Xé|X1= 1) = 0.971 bits H(X&|XiXéXé=110) = 0.9183 bits
H(XélXiX2=00) = 0.9183 bits H(X&IXiXéXé=llO) = 0.9183 bits
H(Xélxixé=01) = 0.8113 bits H(X{[X{X5X5X;=0011) = 0.9967 bits

H(XélXiXi=11)

I
—

bit



PX.(O) =AO.50

1
le(l) = 0.50
p (00) = 0.30
X1 X,
Py . (01) = 0.20
p (11) = 0.30
SRy |
p (000) = 0.10
X1 XX3°
p (001) = 0.20
X1X,X3
2 (110) = 0.15
X3XoX3
p (0011) = 0.15

Tomando-se o minimo valor das entropias condicionais aci

ma teremos entao:

Hpin = 0-8113 bits ' (3.18)
que € o minimo Yalor de Massey. Procurando-se o Hmin(Ll,...LK) te
TEemos: |

H(U) = H(X{) + H(X3[X{) + H(X§X5X]) + H(Xg|X{X3X4) +

+ H(X§|XiXéXéXi)

i ( H(X]) ) . ( H(X;|X]) )W . < H(X3| X)X 4>W .
= \—=) Wx__ - x. i)W+
Wy 1 Wy 2 Wy 3
1 2 3

W W
Xy X

H(XiIXlXéXé P H(Xé[XiXéXéX&
+ W + W
X4 X5

5



HU) (_1*> , +_ <'0.971'> _— '< 0.7377 ) 0 g
1/ 1 0.8

. < 0.400 ) 0 45 s < 0.1495 ) 015 -
0.45 0.15

(1) 1+ (0.971) 1 '+ (0.9221) 0.8 +

LI}

+

(0.8889) 0.45 + (0.9967) 0.15

Tomando-se o minimo valor dos termos ‘entre parenteses
acima teremos:

H (L,,...,L

1° ) N) = Hmiﬁ(l,l,l,l,l) = 0.8889 bits.-(3.19)

min
Comparando as Expressoes (3.18) e (3.19) podemos dizer
que: ' '

Hmin = 0.8113 < Hmin(l,l,l,l,l) = 0.8889 ,

-0 que esta de acordo com o Teorema 3.2.

Como ilustragao do Corolario 3.2 apresentaremos o exem'

plo abaixo:

Exemplo 3.9: Consideremos ainda o me smo Codigo binario dos Exem
plds 3.1, 3.4, 3.5 e 3.8.
{

Para esse Codigo temos:

‘Hmin = 0.8113 bits (ja calculado no Exemplo 3.8)

e Hmin(Z,Z,l)'= 0.9102 bits (jé calculado no Exemplo 3.5).

Como podemos observar,

Hmin = 0.8113 < Hmin(Z,Z,l) = 0.9102.

No proximo capitulo aplicaremos os resultados aqui obti

dos na construgao de algoritmos eficientes.



CAPITULO IV

CONSTRUCAO DE ALGORITMOS EFICIENTES



' CONSTRUGCKO DE ALGORITMOS EFICIENTES

IV.1 - DEFINICAO

Os limites superiores estabelecidos no capitulo anterior
nos fornece meios para construirmos algoritmos eficientes. A idéia
basica usada na construgao desses algoritmos sera tornar o minimo

possivel o limite superior. Relembremos a Definicao 2.13:

"Umn algoritmo de teste para a variavel aleatéria U € um

‘algoritmo que unicamente identifica todos os ui's.”

‘Podemos escrever a Equacao (3.5) sob a forma:

H(Xi...th) = . H(Xil+1...Xi1+L2|Xi...X£1 _
= X;...X = .es
Wy 1% W . L +1 L1+L

1"'XL1 _ XL1+1"'XL1 + L, 1

H(U)=

X! X XX
+ H( L]+L2+...+LK-1 +1 L1+L2+...+LKI 1+ ‘L1+L2+...+LK_1)

W:XL +L .+ +[ "‘Xi +I,,+ +
IR A o B R AR

. W

X P ¢

L *Lote. 4Ly 141 Li+Lo+e . Ly (4.1)

Definiremos F(j) como:

<H(Xi +L.+...+L. 1"'Xﬂ +L, +...+L. Xi...Xi +L+. . 4L )
F(j) = ) S

+
1727 172 (4.2)
W&
L1+L2f...+Lj_1 + 1
H(X?...X{)
para j=2,3,...K e seja F(1) = 1 Ly (4.3)
W
Xl' .XL



Definicao 4.1: Um algoritmo de testes otimo de ordem (Ll,L

LK) (daqui para frente abreviado apenas porz"Algg
ritmo TOO (Ll,LZ,...,LK)") para a variavel aleato
ria U, € um algoritmo tal que F(j) # 0, para j=1,

.,K, e que tem como filosofia basica de constru

¢ao a maximizacao, em cada passo, do termo F(j).

Iniciamos a construgao escolhendo os testes que maximi-
zam F(1). Baseados nessa escolha tomaremos, entre os testes res
tantes, aqueles que maximizam F(Z), e assim por diante. Observe-
mos aqui que tal procedimento nao nos leva, necessariamente, ao
algoritmo o6timo, pois a escolha Gtima de F(j) depende das  esco
lhas anteriores F(1l), F(2),...,F(j - 1). O que faremos &, a cada
passo, maximizar a incerteza média, por comprimento médio.O exem
plo que segue ilustra o procedimento de construgao de Algoritmos
'TOO (Ly,...,Lg): '

Exemplo 4.1: Tomemos novamente a Tabela de Decisao do Exemplo 1.1:

STy o o 0 1 1 1
LTy 1 0 0o 1 1 1
"Ty 0 1 0o 0 0 1
T, o 1 0o 1 0 1
T o 1 1 o0 1 1

FIG.IV.1 - Tabela de Decisao do Exemplo 1.1
Fagamos L1 (na Equagao 4.3) igual a 2. Assim,

,H(X' X5 )
F(l) = 1 2 s

"1 x,




que serd o termo a ser maximizado na construcgio. do algoritmo.Uma
pesquisa tera que'ser feita para escolhermos os testes de modo a
maximizar o F(1) acima. Por convengao, quando falarmos numa se
quencia de testes do tipo TiTka’ significara, respectivamente ,

que serao usados nas posigoes abaixo indicadas:

O—C1—6

Como podemos observar na tabela da Fig.IV.1 nenhum teé
te aplicado separa, no primeiro passo, um dos u;'s. Assim sendo,
todas. as palavras codigo associadas a qualquer algoritmo que uni
camente identifique todos os ui's terao, no minimo, comprimento
dois. Entao o WX X2.ser€1 igual a dois, e maximizar F(1) da Equa-
cao (4.3) sera maximizar H(X{X}3). Este termo, por sua vez, sera
dado por:

H(X{X}) = H(X{) + H(X3|X{ = 0) le(O) + HX3|X{ = 1) le(l)

Notemos que, para um determinado teste inicial, maximi-
zar H(X{X}) sera equivalente a maximizar H(XéJXi =0) e ciieun. |
H(XélXi = 1). Passaremos entao a investigar os testes que maximi

'zam os termos acima, dado cada teste inicial em separado:
‘Teste inicial Ty: H(X{) = h(0,50) = 1 bit, le(O) = 0,50 e
le(l) = 0,50



205 TESTES H(XélXi=0) H(Xé!xi=1)A
T, h(0,20) | h(0)
Ty h(0,20) h(0,20)
T, | h(0,20) h(0,40)
Te h(0,200 |  h(0,40)

Valor maximo de H(XiXé) dado T1 como teste inicial:

H(X'X"') = h(0,50) + ((h(0,20) X 0,50) + (h(0,40) x 0,50)

]

1+ (0,7219 X 0,50) + (0,9710 X 0,50) = 1,8465 bits .

Teste inicial Ty: I{(Xi) = h(0,40) = 0,9710 bits, Py (0) =0,40 e
' 1

le(l) = 0,60

395 TESTES H(XéIXiﬁO)" H(XélXi=1)
; T, h(0) h(0,1667)
| Tq h(0,25) h(0,1667)

T, h(0,25) h(0,50)

T, h(0) ~h(0,50)

Valor maximo de H(X{X}) dado T, como teste inicial:

I

H(XiXéj h(0,40) + (h(0,25) X 0,40) + (h(0,50) X 0,60) =

0,9710 + (0,8113 X 0,40) + (1 X 0,60) = 1,8955 bits



Teste inicial Ty: H(X])=h(0,20)=0,7219 bits, Py (0) = 0,80 e
A 1
e le(l) = 0,20

205 TESTES | H(X3|X;=0) | H(X;|Xj=1)
T, h(0,50) h(0,50)
T, - h(0,375) h(0,50)
Ty - h(0,25) h(0)
T, h(0,375) |  h(0)

Valor maximo de H(X'lxz') dado T, como teste inicial:

h(XiXé)

h(0,20) + (h(0,50)X0,80) + (h(0,50) X 0,20) =

0,7219 + (1X0,80) + (1X0,20) = 1,7219 bits.

Teste inicial T,: H(X') = h(0,40) = 0,9710 bits, Py (0)= 0,60 e
| 1
Py (1) = 0,40

i
i

y

/

295 TESTES | H(X;|X{=0) H(X; [X{=1)
T, h(0,333) ~h(0,25)
T, h(0,50) h(0,25)
Ty h(0) | h(0,50)
T, h(0,1667) | h(0,50)

Valor maximo de H(X;X5), dado T, como teste inicial:

H(X;X}) = h(0,40) + (h(0,50) X 0,60) + (h(0,50) X 0,40)

0,9710 + (1 X 0,60) + (1 X 0,40) = 1.9710 bits



Teste inicial T5 : H(Xl')= h(0,30) = 0,8813 bits, Py (0)=0,30 e
. : 1

le(l) = 0,70

205 TESTES | H(X; X{=0) H(X} X{=1)
T h(0,333) h(0,4286)
T, h(0) h(0,4286)
Té h(0) h(0,2857)
T, h(0,333) h(0,2857)

Valor maximo de H(XiXé), dado T como teste inicial:

H(XiXé) h(0,30 + (h(0,3333) x 0,30) + (h(0,4286) x 0,70)

0,8813 + (0,9183 X 0,30) + (0,9852 x 0,70) = 1,8464 bits.

Assim, o valor maximo encontrado para H(XiXé)foi 1,9710
bits correspondente aos testes T,T,Tg ou T;T,T;. Unma dessas se
quéncias de teste & a melhor maneira de se iniciar nosso algorit

‘mo. Tomando-se uma delas teremos:

(2, 045 46 )
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Notemos qué para terminar o algoritmo precisamos ainda
de dois testes: um para distinguir u, de ug, € outro U, de ug.
Aqui n3o mais serd necessario pesquisa para ver qual o teste o-
timo para esse ponto, pois»todos'que fizerem a separagao deseja
da tera o mesmo valor de entropia. Assim, tomando-se quaisquer
dois testes que fagam as referidas distingBes teremos:
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‘Fig. Iv.2 - Algoritmo Otimo de Ordem (2,1) associado 3 Tabela de
Degiséo do Exemplo 1.1.
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‘De sua arvore binaria associada temos um Codigo com PP:

u pU(u) CODIGO Z

0,10 0 1 0
Uz 0,10 1 1 0
us3 0,30 0 0
Uy 0,20 1 0
Us 0,20 0 1 1
Us 0,10 1 1 1




Calculando-se seu comprimento médio, teremos:

2(0,30 + 0,20) + 3 (0,10 + 0,10 + 0,20 + 0,10) =

W=
= 1,00 + 1,50
W=2,50 t/i

Como podemos ver, esse valor € menor ainda (8%) do que
o comprimento médio do Algoritmo TOPO de Massey. (W = 2,70 t/i),
do Exemplo 2.8, aplicado a essa mesma tabela de decisao.

Este exemplo nos conduziu, coincidentemente, ao valor
otimo, ja que seu comprimento médio foi igual ao do Codigo de
HUFFMAN, calculado no Exemplo 2.6. Apesar disso nem sempre acon
tecer, aqui temos uma ilustracao de como esse novo método de

construgao nos conduz a algoritmos mais eficientes.

O teorema que se segue nos fornece uma comparagao en-
tre o comprimento médio do Algoritmo TOO (1,...1) e o Algoritmo

TOPO de Massey, apresentado na Secgao II.6. Para tanto seja ..
WM o comprimento medlo do algoritmo TOPO e WMZ do Algorltmo TOO.
1

Teorema 4.1

Wy = W
M Mz
Prova: Sendo queA
D-1 D-1 ' '
HOG XX ) =27 . :E: HOGIX] o X g=dyeend; ) Py oenXy g (dyendy p) (4.9
. | .
d;=0 d50 d _0 -
0 maximo valor de H(XiIXi...Xi_l) € atingido quando,no
i-ésimo passo da construgao do algoritmo, escolhermos testes
que maximizem todos H(Xi|Xi Xioq T XqeeeX5_9)s Xpeeex5 g €Q4 g

Uma vez que o algoritmo esta construido até o (i-1)-ésimo passo,
Wi sera o mesmo para qualquer escolha de testes no i-ésimo pas-
so que nao produza

H(X}]X]. . = 0

i-1 % XpeceX5.9)



Entretanto ‘se isso acontecer, implica que XqeeeX5_q ja
identificou uma variavel e nao € necessario aumentarmos o  seu
comprimento. Logo, os testes do i-€simo passo na construgao de

um algoritmo que maximizam

H(xilxi~--xi-1)
W
Xy
também maximizam
HOXSIX)e o Xy = dy.eidyq), (4-5)

. onde dl"‘di-l € o prefixo de, pelo menos,duas variaveis aleaté
- rias. Entretanto, maximizar a Equacdo (4.5) a cada passo € o
critério usado na construgdo do algoritmo TOPO de Massey.

C.q.d.

Exemplo 4.3: Apresentemos mais uma ilustracao relativa ao Exem-

plo 1.1. Para tanto consideremos sua Tabela de De
cisao, reproduzida na Fig. IV.1 do Exemplo 4J”Con§"
truiremos o Algoritmo TOO (1,...,1) esperando ob-
termos WMZ = 2.70 t/i, valor ja obtido para o WMl
do Algoritmo TOPO no Exemplo 2.8 do Capitulo II.

A ﬁquagéo (4.1) pode ser apresentada sob a forma:
f

' HX{) \ _ H(X5[Xy) H(XL [ X:X5)
HW)= __L WX + _z_li WX + _Sl 12 WX + ...+
WX : 1 Wk 2 WX 3
1 2 3
., H(lexl...xN_l) y , (4.6)
W & |
X
N

. A construgao do Algoritmo TOO(1l,...,1) entdao procurara
- maximizar os termos acima entre parénteses. Assim, o primeiro

este escolhido sera aquele que maximizar o primeiro termo .....



H(X{)

W
Xy

igual a um, entdo maximizar o primeiro termo entre parenteses

Como toda palavra cdodigo tem comprimento maior  ou

da Equagao (4.6) € maximizar H(Xi). Assim:

1° TESTE H(Xp)
| S
T h(0,50)
T, h(0,40)
Ty h(0,20)
T, h(0,40)
T h(0;30)

. Entdo o teste escolhido para iniciar o Algoritmo (1,...
,1) sera o T;, e o seu inicio sera identico a Fig. II.15 (Exem-
plo 2.8). Analogamente, os segundos testes serao aqueles que ma

ximizem

H(X3|X})

W
X,

]
S
.

Mas podemos desdobrar o termo acima em:
i

HOGIXD < H(X}X1=0) >Px (0) +< H(X; 1 X{=1) )PX @, . 4.7
1 1 .

W W W,

X2 X X2

de onde podemos concluir que, dado o teste inicial, maximizar o

primeiro termo da Equagao (4.7) € maximizar H(X2|X1=O) e

H(X2|X1=1). Assim, consultando a tabela do Exemplo 4.1 que tem

T, como teste inicial podemos. ver que o T¢ maximizara ambas - en

tropias acima.

-

Entao o segundo passo da construcao do algoritmo e
idéntico a Fig.II1.17 (Exemplo 2.8). Procedendo analogamente pa-



H(X! |X1X2) podemos construlr a arvore binaria do nosso Algoritmo
- TOO (1 ,1), totalmente semelhante a da Fig. II.18. E o compri
mento do.c6digo a esse -algoritmo associado sera (como também ja
calculado no Exemplo 2.8),

W
My

= 2,70 t/i

IV.2 - ESTUDO DA COMPLEXIDADE DE CONSTRUCAO DO NOVO ALGORITMO:

AR ]

Estudemos agora a complex1dade do algoritmo TOO (Ll’”
LK). 0 nosso critério de medida sera pelo numero de entropias a
serem calculadas na construcao desse algoritmo. Primeiramente ve
jémos o nimero maximo de entropias a serem calculadas para que
'se determine

max

Sabemos que,

D_ .
H(xv_,_x£1) H(X' xi P +:z§ fijl (X£1]Xi...Xi1_1 =d1...dL1_1)...
d=0 d=0 d -

Esta complexidade sera maxima quando a sub-arvore associa-
da ao Algoritmo TOO (Ll,...LK) no passo Ll—ésimo for uma darvore
completa. Analogamente ao argumento usado na demonstragao do teo
rema 4.1, uma vez dado o valor de H(Xi...XL _1) . Os testes. do

Ll-ésimo passo na construgao do algoritmo que maximizam




sio aqueles que também maximizam

poeedp )

H(X] 1X7e - X =d
1 1

1 1 L

onde d; € {0,1,...,D-1} para i=1,..., Ly-1.

_ Seja NT o nimero total de testes disponiveis. O numero
‘total de diferentes algoritmos até o (Ll-l)-ésimo passo € dado

por:
- 2 | (L - 2)
am) ovr-12 ovr-2)2 Lo ot - gt
Assim, o niimero total de diferentes algoritmos até o
 L,-ésimo passo sera: L,
. ' ! | Lq-1)

L1-1 3 | _p{l1
D (NT Ll + 1) 522 (NT—L1 + 1)

Agora vejamos essa complexidade para acharmos

HOX{ qe--X] o 1X{e-X )
1 1 -2 1
max _ _
5 WX, ..uX
Sabemos que
H(X{ oo o X{ l X!...Xy ) = H(X, S & IX, X
SRR Rt A SRR A S L
D-1 p-a1 D-1 A |
¥ ji: :E: :E: H(Xﬂl+LZ]Xi"'X£1fL2'1 B dl"'dL1+L2_1) -
470 dyp A psL-10

(dy...d .
X1 1L+, - 1



Novamente usaremos o fato de que os testes do (L1+L2) -

‘ésimo passo, na construgao do algoritmo, que maximizam

H(Xy...X{ )
1 L1+L2

S3io os mesmos que também maximizam

+L2"1) ’

HX! IX!...X! ., =d;...d
R R P T S 51

onde d; €{0,1,..., D-1}, para i = 1,..., Ly+L, - L.

O numero total de diferentes algoritmos até o (L1+L2—1)

-8simo passo a serem inspecionados, € dado por:

L

1

D(LZ’Z) D
D D2

[}NT-Ll) oL -»P -2 ((NT-LI)—(LZ—Z))

Ent3o esse nimero até o (L1+L2)-ésimo passo € dado por:

L,

D(L1+L2—i)
(NT-L3-Lp+i)

D(L1+L’2-i) (NT—Ll-L2+1)
1:

TN

Como a andlise foi feita para o caso mais complexo pos-
sivel, a Complexidade total, CT, para qualquer Algoritmo TOO ...

(L ..,Lk) sera:

1"
- L i -
K -
. (s;-3) \.
CT< 9., <D(Sl’1) (NT-si+1)[ l (NT-si+i)0 * (4.8)
i=1 j=2
No caso de L.=1, entao '
L.
' (s;-3)
{ ' (NT-s,+j)0 1 =1
j=2 !

0 exemplo abaixo dd uma ilustragao da Eq.(4.8) acima:



Exemplo 4.3 : Calculando a complexidade do Exemplo 4.1 pelo Eq.
‘ " (4.8) teremos: '

NT
L1 =
Ly =
K . =
D =

L. '
. 1
Si-j)
CT < Z(zsi”l(s - 5;+1) ‘ |(5-si+j)2( o >
. . j=2

N NN

2-2
< [22‘1 (5-2+1) (5-2+2)2 ] + 22(5-3+1) = (2x4x5) + (4x3) =
CT < 52

Ao construirmos o algoritmo TOO (2.1) no exemplo 4.2 ti
vemos uma complexidade igual a 40, concordando com o valor acima
obtido. Dessas 40 entropias tivemos varias delas iguais , tendo
sido, portanto necessario apenas nos preocupar com 11 tipos (cal
culos) diferentes. Além disso, na maioria dos casos (caso bina -
rio) esses cilcﬁlos se resumem a simples consultas de tabelas,co

mo a apresentada no Apéndice A.
i
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CAPITULO V

CONCLUSOES




CONCLUSOES :

V.1 - COMENTARIOS FINAIS:

Neste trabalho nos generalizamos o Algoritmo de Teste
Otimo de Primeira Ordem (TOPO) introduzido por Massey [ 4] . Deve.
mos ressaltar aqui que o Algoritmo Generalizado, isto &, .0 Algo
ritmo TOO (Ll,...,LK) tem o limite superior tal que,

H(U) H(U)
<
H . (L,,.. L)
min‘*"1 K _ ~Hmin
Intuitivamente se espera que o Algorifmo TOO (Ll,...LK)

seja, pelo menos, tao eficiente quanto o Algoritmo TOPO introdu-
zido por Massey, e isto € confirmado pelo Exemplo 4.1 do capitulo
anterior. Entretanto ele apresenta uma complexidade superior ao
TOPO, conforme mostra a Equacao (4.8), a nao ser para o caso enm
que'L1 = L2 = ... = LK = 1. Nesse caso essa complexidade de cens
trugao sera igual para os dois algoritmos, mas sua eficiencia
também.

Como salientado por Shwayder [8] , a solugao o6tima re-
quer uma procufh exaustiva, com excegao de alguns casos especiais
em que dispomoé dos testes necessarios para a construgao de um
algoritmo, cujé codigo correspondente seja um Codigo. de HUFFMAN.
Essa procura exaustiva, na quase totalidade dos casos, € imprati
cavel. O nosso trabalho proporciona um compromisso entre a com -
plexidade de construgao do algoritmo e o valor do 1imite'$qwrior'

do algoritmo implementado.

- V.2 - SUGESTAO PARA CONSTRUCAO DE ALGORITMOS EFICIENTES

Sugerimos. a seguir um procedimento para a construgao de
algoritmos eficientes: '



" "1) Construa todos os Codigos de HUFFMAN associados ao es
pago de probabilidades do problema a ser solucionado,

e veja se os testes disponiveis sao suficientes para

a implementacdo de um deles. Em caso afirmativo esse

sera o Algoritmo Otimo.

2) Em caso negatlvo construa o Algorltmo TOPO e compare
o seu comprimento, le’ com o WHUF" Se essa dlferen—

ca foi aceitdvel esta sera uma das solugoes satisfato

rias.

3) Caso o WMI difira em muito do WHUP’ construa o Algo -

ritmo TOO (2 1, ,1) e compare seu comprimento médio,

WMZ’ com o WMl Caso estes dois valores sejam  muito
proximos, provavelmente indicara que tanto Wyj quanto
WMZ sio valores proximos do W minimo, e qualquer um
dos dois algoritmos podem ser tomados como a solugao
deseJada.

4) Caso Wy, difira muito do WMl e também do WHUF cons. -
trua o Algoritmo TOPO (2,2,1,...1), e assim sucessiva
mente até que a solugao desejada seja encontrada.

Os exemblos por nos apresentados no desenvolvimento do
Trabalho sao deicaréter jlustrativo. Na pratica podemos ter, por
exemplo, listas com algo em torno de cem objetos (ou mais) a se
rem unicamente identificados, com probabilidades de ocorréncia

que variem, desde 0,30 até 10~° . Nesse caso entdo a utilizagao

do- Algoritmo TOO (Ll,.. K) poderia nos levar-a redugoes subs -

tanciais no tempo de operagao de equipamentos soflstlcados em

relagao ao de Massey.

Finalmente devemos salientar que o trabalho adicional

requerido na construgao de.um Algoritmo TOO (Ll,...,LK) sera exe

cutado apenas uma unica vez, enquanto que oS reflexos da econo -
mia por ele proporcionado seriao sentidos a cada vez que for uti
lizado. ' ‘



 SUGESTOES PARA PROXIMAS PESQUISAS:

}) Provar que o comprimentb médio do AlgoritmoA(L',L'z,
...,Lj) & menor ou igual ao do Algoritmo (Ll’LZ”"’

Ly) . onde Lj = Lo ,1tee- Lpos
j-1 J

j =1,...,J e onde tg = 0

2) Estabelecer um limiar entre as'entropias associadas
aos testes de distingao, limiar esse que eliminara ,
a priori, a anilise de todos aquelesteS&S que tiverem
_ entropias abaixo desse valor pré-fixado. Isso iria sim
plificar e diminuir a complexidade de implementacgao

do Algdritmo TOO (Ll,...,LK).

3) Desenvoiver um programa computacioﬁal que, a partir
do espago de probabilidades e da Tabela de Decisao ,
construa o Algoritmo (Ll,...,LK) pré-fixado.

-

~——



APENDICE A

VALORES DA FUNCAO ENTROPIA BINARIA, h(p)
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APENDICE A: Valores da fungao Entropia Binaria, h(p):

p | -plogp -(1-p)log(1-p) | -  h(p)

0 0 0o | 0
0,01 | 0,0664 0,0144 . 0,0808
0,02 | 0,1129 0,0285 , 0,1414
0,04 0,1858 0,0565 0,2423°
0,06 0,2435 0,0839 0,3274
0,08 0,2915 0,1107 0,4022
0,10 0,3322 0,1368 0,4690
0,12 0,3671 : 0,1623 T 0,5204
0,14 0,3971 0,1871 0,5842
0,16 0,4230 0,2113 0,6343
0.18 10,4453 0,2348 0,6801
0,20 | 0,4644 0,2575 0,7219
0,22 0,4806 7 0,279 0,7602
0,24 0,4941 0,3009 0,7950
0,26 0,5053 10,3214 0,8267
0,28 ;‘ 0,5142 0,3412 0,8554
0,30 b 0,5211 0,3602 0,8813
0,32 0,5260 0,3784 0,9044
0,34 0,5292 0,3956 0,9248
0,36 0,5306 | 0,4121 0,9427
0,38 0,5304 0,4276 0,9580
0,40 0,5288 0,4422 0,9710
0,42 0,5257 - 0,4558 0,9815
0,44 0,5212 0,4684 0,9896
0,46 0,5154 ©0,4800 . 0,9954
0,48 0,5083 0,4905 T 0,9988
0,50 0,5000 ’ ’0,sﬁ00 1,000

onde h(p) = - p log p - (1 - p) log (1 - p)
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