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Para Dulce Cruz, minha Mae.



If it’s gonna get better
It starts with a feeling
If it’s gonna get better
It’s gonna take time

If it’s gonna get better

We've gotta start now ...

Genesis
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Sumaério
O principal objetivo deste trabalho é abordar o problema de sintese de
sistemas de controle através de técnicas de otimizacio. Trabalhos recen-
tes demonstram a viabilidade computacional de se traduzir especificacoes
de desempenho através de restrigdes e funcionais, na sua grande maioria
convexos. Esta abordagem elimina a necessidade de se representar to-
das estas especificagdes em termos de um tnico critério de desempenho,
como no caso de projetos baseados no regulador LQG, tornando o pro-
blema tratdvel por técnicas de otimizagdo extremamente eficientes. No
trabalho faz-se uso do Método de Planos de Corte para resolver o proble-
ma de sintese, a partir de aproximacdes em espacos de dimensao finita

do espaco das matrizes de transferéncia racionais estaveis préprias sobre
o qual o controlador para o sistema deve ser determinado. O trabalho
inclui resultados numéricos que ilustram o desempenho do procedimento
implementado.

Abstract

The main purpose of this work is to address the control systems de-
sign problem by optimization techniques. Recent results show the com-
putational feasibility of translating performance specifications through
constraints and functionals of a convex optimization problem. This fra-
mework prevents the representation of all specifications in terms of a
single performance criterion as, for example, in the case of designs ba-
sed on the LQG regulator, and allows the treatment of the problem by
very eflicient optimization techniques. In this work, a Cutting Plane
Method is used to solve the control design problem. Finite dimensional
approximations of the infinite dimensional space of proper stable transfer
matrices, over which the controller must be determined, are developed.
The work includes numerical results which illustrate the performance of
the proposed procedure.
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Simbologia e Notacao

lim sup

K

Re{s}

Conjunto dos nimeros reais.

Conjunto dos polinémios em s com coeficientes reais.

Conjunto das fungﬁeé de transferéncia em s com coeficientes reals.
Conjunto das fungbes de transferéncia em s, estaveis, com coeficientes reais.
Conjunto das matrizes de transferéncia n x m, com elementos em S
Matriz transposta de A.

Norma. Uma norma particular é indicada por um subscrito.
Subdiferencial do funcional ¢ no ponto .

Igual por definicao.

Aproximadamente igual.

O supremo assintético de uma funcao.

O conjunto dos numeros inteiros positivos.

O conjunto de todas as matrizes de transferéncia n; x n,,.

Matriz de transferéncia do controlador.

Parte real do nidmero complexo s



Capitulo 1

Introducao Geral

1.1 Motivacao

Esta dissertagdo trata do problema de sintese de sistemas de controle para uma
planta linear invariante no tempo. A sintese tem como finalidades bésicas estabilizar
e satisfazer certas especificagoes de desempenho para o sistema a ser controlado.

Quando o nimero de pardmetros envolvidos é relativamente pequeno e as es-
pecificagdes de desempenho nio sido muito complexas, técnicas de tentativa e erro
baseadas no Lugar das Raizes ou nos Diagramas de Bode e Nyquist ([Oga90]) podem
ser aplicadas para se obter, por exemplo, controladores do tipo PID muito utilizados
em ambientes industriais.

No caso de sistemas multivaridveis mais complexos, estes procedimentos de pro-
jeto tornam-se impraticéveis e a utilizagdo de métodos analiticos, obrigatéria. Um
exemplo tipico de projeto nestas condiges é a sintese de reguladores do tipo LQG
- Lineares Quadraticos Gaussianos - baseada em técnicas analiticas de otimizacao,
isto ¢, na minimizagdo de um determinado funcional quadratico. Embora sempre
fornega controladores estabilizantes, este tipo de projeto apresenta como desvanta-
gem a necessidade de se traduzir as especificagdes de desempenho em termos das
matrizes de ponderagdo do funcional mencionado, o que exige grande experiéncia
pratica do projetista.

O principal objetivo deste trabalho é abordar o problema de sintese de sistemas

de controle através de técnicas de otimizagdo. Trabalhos recentes (Boyd e Barrat
[BB91}; Boyd et al [BBB8S]; [PoSal89]) demonstram a viabilidade computacional de
se traduzir especificagdes de desempenho através de restrigdes e funcionais, na sua
grande maioria converos. Esta abordagem elimina a necessidade de se representar
todas estas especificaces em termos de um dnico critério de desempenho, como no
caso do regulador LQG, tornando o problema tratavel por técnicas de otimizacio
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extremmamente eficientes.

1.2 Arquitetura do Sistema de Controle

A figura 1.1 mostra a representagdo classica de um sistema conhecido como
Sistema de Controle com um Grau de Liberdade (1-DOF); ver [BB91]. No sistema
de controle 1-DOF o sinal de referéncia, denotado por r, é uma entrada externa que
varia com o tempo. O principal objetivo do projeto de um sistema 1-DOF ¢ manter
a saida y, da planta o mais préximo possivel do sinal de referéncia r, a despeito
das perturbacdes nproc € Nyen, a0 mesmo tempo em que tenta manter o esforgo do
atuador, isto é, o sinal u, ndo muito grande.

u(s) Mproc(s) Yp(s) Msen{s)

T(S) Controlador + Planta +

+ K{(s) + Fo(s) +

Figura 1.1: Representacio Classica do Sistema

Uma representacdo mais racional e explicita para o sistema acima consiste em
definir adequadamente os sinais que entram e os sinais que saem da planta a ser
controlada, como mostra a figura 1.2,

Planta
U P(s) y

Controlador

K(s)

Figura 1.2: Nova Representagéo para o Sistema

As entradas da planta estio divididas em:
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o velor de entradas coniroladas (u): consiste das entradas que sio geradas pelo
controlador;

¢ velor de entradas exdgenas (w): consiste de todas as demais entradas da plan-
ta, como ruidos, referéncias, perturbagoes fisicas e até sinais ficticios que aju-
dem na analise do sistema.

As saidas da planta consistem em dois vetores de sinais:

e vetor de saidas medidas (y): provenientes de sensores e/ou de comandos de
entrada (ver [BB91}). Estes sinais sdo acessiveis ao controlador;

o vetor de saidas requladas (z): representa qualquer sinal do sistema sobre o
qual deseje-se expressar uma especificagdo de desempenho. Nao importa que
seja ou nao acessivel ao controlador. Exemplos: temperatura, for¢a, posigao
real, enfim qualquer variavel que se deseje regular ou controlar. O vetor z
pode incluir componentes de y ou de u e até varidveis de estado internas ao
sistema.

Por definigdo, o controlador somente possui entrada y e saida u e o sistema como
um todo possui entrada w e saida z. As dimensoes dos vetores w, u, z e y, serao
denotadas por ny, n,, n. e n, respectivamente. Note que a relagdo entre w e z é
extremamente interessante ao projetista, pois um controlador candidato ao sistema
em malha fechada pode ser avaliado através de simulagbes ou testes envolvendo
apenas z e w. O Capitulo 3 explora com detathes este tipo de arquitetura.

A figura 1.3 mostra esta estrutura de maneira mais geral, ou seja, com a incluséo
de sinais adicionais de comandos e de diagnésticos que podem estar presentes no
controlador. Nesta figura o vetor de sinais de comando {w..y, ) é incluido no vetor de
sinais exégenos, e passa através da planta P(s) para ser acessado diretamente pelo
controlador. Do mesmo modo, o vetor de sinais de diagndstico (ug;,) parte do con-
trolador diretamente para a saida regulada (z4,,) que € usada para monitoramento
do sistema. Maiores detalhes podemn ser encontrados em Boyd & Barrat (IBB91]) e
Boyd et al ([BBB8Eg]).

Para ilustrar o uso desta arquitetura, um exemplo de um sistema monovariavel
é apresentado a seguir.
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Wyis
w
Weom
Uds
u oy
Ugss

: : Zgis >
: Po(s) " 2ging

Ysis

K(s) Yeom }y

Figura 1.3: Nova Arquitetura: Estrutura Geral

Exemplo 1.1: Um motor com codificador angular é usado para regular o angulo
# de um bastdo em torno de algum valor (pequeno) de referéncia 4,.s, enquanto um
torque de perturbacdo d atua no bastdo (figura 1.4}.

d (torque de perturbagao)

7 (torque do motor)

cod. angular

Bsen

S Hre f

Figura 1.4: Esquema referente ao Exemplo 1.1.

No esquema da figura 1.4, tem-se

f,en: saida do codificador angular.
Ngen = 8 — O4er: diferenca entre o dngulo real e o angulo medido.
Na: sinal ficticio de ruido no atuador.
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A representacao que sera considerada é a mostrada na figura 1.2. Pode-se entio
definir as entradas e saidas da planta como seguem:

e entradas exdgenas:

i 8ref
d
v= nsen (1-1)
Tatu
e saidas medidas: )
91"8
o= o] (-2

e entrada controlada: u = Vi,.

o saidas reguladas; uma possivel escolha seria

w“ﬂ (1.3)

Em diagrama de blocos,

(G | P(s)
PR . Va
W + Dinamica z
MNsen .. MOtOI‘/B&StﬁO 9
\.\ +
\ n‘a u
- T e
+ .
u = Vi, 93871
K(s) y
9ref

Figura 1.5: Arquitetura do Sistema de Controle - Exemplo 1.1.

~ A planta P(s) possui cinco entradas e quatro safdas, isto é,

Gl e
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Particionando P(s),

Py P
o[t »
obtém-se
z= FPyw+ Phu (16)
yZwaw'{'Pyuu (17)

onde Py, Py, Py e Py sao as matrizes de transferéncia de w para z, de u para z,
de w para y e u para y, respectivamente.
O controlador K deste sisterna possui duas entradas e uma saida:

K={Kij Kien | (1.8)

onde Koy € K,en referem-se as partes do controlader K devidas a #6,. 5 € Oyep, TES-
pectivamente. Com isso, tem-se também que

u= Ky (1.9)
Resolvendo para z em fungéo de w,
z= (P + PouK(I ~ P, K) ' P w _ (1.10)

e assumindo-se que det({] ~ Py, K') nao seja identicamente nulo, chega-se & expressao
que relaciona z com w em malha fechada.

Definigao 1.1 |

A matriz de transferéncia em malha fechada (com o controlador conectado 2
planta P(s)}) de w para z é chamada de Matriz de Transferéncia em Malha Fechada
H:

H=P,+ P,K(I - PoK)'P, (1.11)
z=Huw (1.12)
)

1
Os elementos de H sao funcoes de transferéncia de cada entrada exégena (wy
para cada varidvel regulada (z;}. Perceba que H contém (e deve conter sempre)
todas as fungbes de transferéncia de malba fechada que interessem ao projetista.
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1.3 Aspectos Bibliograficos

Resultados recentes na 4rea de controle linear multivaridvel obtidos através do
emprego da técnica chamada Abordagem por Fatorizacdo formam a base tedrica so-
bre a qual desenvolveu-se a idéia e os algoritmos utilizados no presente trabalho. A
idéia central desta abordagem consiste em fatorar a matriz de transferéncia de um
sistema (ndo necessariamente estavel) como a razdo de matrizes estaveis. Esta idéia
aparentemente simples deu origem a uma elegante metodologia para a solucio de
alguns importantes problemas de controle de uma forma mais simples e natural (ver
[Vid85]). Esta idéia foi usada pela primeira vez em um trabalho de M. Vidyasagar
em 1972 ([Vid72]), mas a énfase estava mais na anélise de estabilidade de um dado
sisterna do que na sintese de sistemas de controle. O ponto de partida da Abordagem
por Fatorizacdo é obter uma parametrizacio simples de todos os controladores que
estabilizam uma determinada planta. Com isso pode-se, em principio, escolher o
melhor controlador para varias aplicacbes. Esta idéia foi apresentada em 1976 por
Youla, Jabr e Bongiorno ([YJB76]). O ponto de vista adotado nesta dissertacao -
caracterizacao da classe de todos os controladores que estabilizam uma planta como
ury Anel' - foi inicialmente proposto em 1980 por Desoer et al ([DLM80]). Neste
ultimo trabalho, os autores exploram o ponto de vista de Youla et al ([YJBI76] e
[YJIBIIT6]) e reduzem o problema ao essencial. Seguindo a mesma idéia e com mai-
or detalhamento, Vidyasagar ([Vid85]) apresenta um estudo completo do emprego
de técnicas de fatoracido em sintese de sistemas de controle. Mais recentemente,
Boyd e Barrat ([BB91]) mostram de maneira bastante didatica as potencialidades
da técnica de parametrizacao em problemas de controle, explorando suas proprie-
dades de convexidade.

1.4 Organizagao da Tese

A parte restante desta tese estd organizada da seguinte forma:

Capitulo 2: Neste capitulo serdo introduzidos os conceitos tedricos que dao
suporte & tese. Aqui, os conceitos de Anéis, Dominios Euclidianos, Fatoracoes Co-
primas, e outros, sao apresentados. Particularizagdes de alguns desses conceitos para
o contexto desta Tese, também sio apresentados.

Capitulo 3: O objetivo central deste capitulo é a descrigio do conjunto afim
de matrizes de transferéncia em malha fechada realizaveis por controladores que
estabilizam a planta. Este é um capitulo fundamental para o entendimento dos
trabalhos desenvolvidos nesta Tese.

Yyer Capitulo 2
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Capitulo 4: Este capitulo explora as caracteristicas de convexidade de algu-
mas especificagbes de desempenho que sdo extremamente teis na formulacao do
Problema de Projeto de Controlador descrito no Capitulo 5.

Capitulo 5: Aqui sera apresentado e formulado o problema de controle tratado
nesta Tese, bem como sua implementacgo e analise dos resultados.

Capitulo 6: Apresenta os comentarios e conclusbées mais relevantes a respeito
das técnicas e algoritmos empregados neste trabalho além de sugerir temas para
trabalhos futuros.

Apéndice A: Resume alguns conceitos fundamentais de analise convexa e apre-
senta o Método dos Planos de Cortes no qual se baseiam os algoritmos para solugdo
de problemas convexos utilizados nesta dissertacéo,

Apéndice B: Sao apresentados os cdlculos de subgradientes de algumas especi-
ficagOes de projeto utilizadas na formulacao do problema.



Capitulo 2

Fundamentos Algébricos

2.1 Introdugao

O principal resultado deste capitulo pode ser resumido da seguinte forma: seja R
o conjunto das fungbes de transferéncia que satisfazem determinadas especificacbes
de projeto. Entao somas e produtos de elementos de B também pertencem a R,
isto €, pode-se caracterizar R como um anel. Neste capitulo a caracterizacdo do
Problema de Projeto do Controlador em um anel R é introduzida juntamente com
os conceitos algébricos necessarios. As especificactes de projeto sio tratadas a partir
do Capitulo 4. O problema de estabilizacdo do sistema consiste no primeiro passo
em direcdo a solugao do Problema de Projeto do Controlador. Em termos mais
formais, o problema de estabilizacdo pode ser assim descrito:

Dadoe uma plante Py € um anel R das fungées de transferéncia estdveis®,
encontre um controlador K tal que o par (P, K) seja estdvel, isto ¢,

(Py,K) € R.

O esquema ntilizado neste trabalho para a obtencio do controlador K (ou do
par (P, K) € R) é do tipo por realimentagdo (malha-fechada), como adotado no
Capitulo 1. Este esquema é considerado o melhor do ponto de vista da reducéo de
sensibilidade e robustez contra imperfei¢des do modelo, dentre outros.

Antes de serem introduzidos os conceitos e proposi¢oes deste capitulo, é neces-
saria a apresentacao daquilo que sera chamado neste trabalho de Fato ou Resultado
Fundamental. .

Considere o esquema de um sisterna genérico mostrado na figura 2.1 na sua

representacao classica:

!Note que esta é uma particularizagio para o anel R. Uma descrigio mais geral e adequada
para R seria: R ¢ o anel de fungbes de transferéncia que satisfazem determinadas especificagdes
de projeto. Para mais detalhes sobre este enfoque ver Degoer et al ([DLM80]).
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n
T [ 8 [ S
—+;T—’~ K(s) —_‘SLL Pofs) s

Figura 2.1: Sistema Genérico: Representagiao Cléssica

Na figura 2.2 o sistema ja aparece {raduzido para a nova arquitetura.

Pls)

s

K(s)

Figura 2.2: Sistema Genérico: Nova Representacao

A matriz de transferéncia H das duas entradas externas r e n (eniradas exdgenas
w) para as saidas s; do controlador K(s) e s; da planta Py(s) (safdas reguladas z)
é, apos calculos simples, ‘
g | KU+PRK)™ —RK(I+RK)" 51
T | KB(I+ KP)™'  P(I+KPy)™? (2.1)

Entretanto, H pode ser escrita de uma forma mais compacta. Sejam as matrizes

Fm[_?] é] 23
Com isso ([Vid85]),
H=GI+Fa)™. (24)

O sisterna da figura 2.2 é estdvel se todos os elementos de H pertencerem ao anel
R das fungoes de transferéncia estaveis. Resolvendo (2.4) para G, tem-se,
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G=(I-HF)"'H=[I~-HFpP3/|I -HF|H (2.5)

onde M*¥ e |M| denotam respectivamente, a adjunta e o determinante? da matriz
quadrada M.

Esta dltima expressao mostra que todo elemento da matriz G (formada por K que
estabiliza H e Fy) pode ser expresso cotno a razdo de duas fungdes pertencentes a R.
Conclui-se que uma vez especificado um anel R de fung¢des de transferéncia estaveis,
os elementos da classe de todas as possiveis (e eventualmente, instaveis) funcoes de
transferéncia G podem ser escritas como a razdo de fungbes de transferéncia estaveis.
Com este resultado fundamental pode-se agora descrever de maneira mais precisa o
problema de estabilizacio.

Dado um anel R de funcées de transferéncia estdveis e a matriz de trans-
feréncia de uma plante Py onde cada elemento de Fy € a razio de fungdes
em R, encontre todos os controladores K que resultem em uma matriz de
transferéncia em malha fechada H cujos todos elementos hy; pertencam

aR.

2.2 Anéis, Campos e Ideais

Nas se¢des seguintes sio apresentados os fundamentos algébricos sobre os quais
estdo estabelecidos os resultados deste trabalho. Algumas demonstracoes e provas
foram incluidas para facilitar o entendimento de certos conceitos. As provas omitidas
podem ser facilmente encontradas em [Vid85] e [Fran87].

Definicdo 2.1 - Anel
Um Anel é um conjunto nao-vazio R com duas operagoes binarias, + (adigdo) e
- (multiplicacdo) que satisfazem, para todos a,b,c € R,

Al a4+ (b+c¢)={a+bd)+c
A2 a+b=b4a
A3 a+0=0+a=a (B€R)

A4 Para todo elemento a € R, existe um elemento correspondente —a € R tal que
a+(—a)=0

A5 a(bc) = (ab)c
A6 a(b+c)=ab+be
AT (a+be=ac+ be

2Ver Secao 2.7
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Neste trabalho a multiplicacdo serd denotada pela maneira usual, isto é, por
justaposicao dos elementos.

Diz-se que um anel R é comutativo se ab = ba, Ya,b € R e é dito possuir uma
identidade se existir um elemento 1 € R tal que 1 -a=a-1=4a Vae R.

Definigdo 2.2 - Dominio

Um anel R é chamado de dominio ou dominio de integridade se a,b € R, ab=0
implicar que a = 0 ou b = 0. Em outras palavras, R é um dominio se o produto de
elementos de R diferentes de zero for diferente de zero.

Definicao 2.3 - Unidade _
Seja R um anel com identidade. Um elemento x € R é chamado de unidade de

R se existir um elemento y € R tal que zy = yz = 1. Tal y é chamado de inverso

de r e muitas vezes é denotado por z71.

Definicao 2.4 - Campo
Campo é um anel comutativo 7 com identidade que satisfaz duas propriedades
adicionais:
F1 F contém pelo menos dois elementos.
F2 Todo elemento de F diferente de zero é uma unidade, ou seja, possui inverso.
Definicdo 2.5 - Ideal
Um subconjunto 7 de um anel R é chamado de ideal ¢ esquerda se:
i T for um subgrupo do grupo aditive® de R e
ilE e € 7, z € R implicar em za € T.

Do mesmo modo, 7 ¢ chamado de ideal ¢ direita se

1 7 for um subgrupo do grupo aditivo de R e
1D e €7, 2 € R implicar em az € T.

Um subconjunto 7 é chamado de ideal se for um ideal & esquerda e i direita.

Definigdo 2.6 - Ideal Principal

Seja a algum elemento de um anel R. Entdo o conjunto de todos os elementos
da forma za onde = € R, isto é, o conjunto de todos os miltiplos & esquerda de a, ¢
um ideal & esquerda. Este conjunto é chamado de ideal principal & esquerda gerado
por a. Similarmente, o Ideal Principal a Direita gerado por a é o conjunto de todos
os elementos ar onde ¢ € R. Ideal principal é todo ideal principal 2 esquerda e &
direita.

3Entende-se por grupo aditivo, os elementos de R que satisfazem as propriedades relativas a
operacdo de adigio



2.3  Anéis e Campos de Fragoes 15

2.3 Anéis e Campos de Fragoes

Nesta secao, faz-se uso da palavra anel para designar um anel comutativo com
identidade.

Definicao 2.7 - Nao-Divisor Abscluto de Zero
Suponha R um anel. Um elemento a € R é um nde-divisor absoluto de zero se
b€ R, ab= 0 implicar em b = 0.

Em todo anel existem ndo-divisores absolutos de zero; por exemplo, todas as
unidades sdo nado-divisores absolutos de zero. Se a for um nao-divisor absoluto
de zero e ab = ac, entdo b = ¢; em outras palavras, nao-divisores absolutos de zero
podem ser cancelades. Note que se R for um dominio, entdo todo elemento diferente
de zero de R é um nao-divisor absoluto de zero.

Definicao 2.8 - Sistema Multiplicativo
Um conjunto M em um anel R é chamado de sistema multiplicativo se a, b € M
implicar em ab € M.

Teorema 2.1
O conjunto A de nao-divisores absolutos de zero em um anel R é um sistema
multiplicativo.

Prova: Suponha a,b € N, y € R, e aby = 0. Entdo, como a,b € N, segue que
aby =0 = by =0 =y = 0. Entao abe N. 0

Suponha R um anel, M um sistema multiplicativo em R contendo 1, e M um
subconjunto de A - o conjunto de todos os nao-divisores absolutos de zero em R.
A partir dessas defini¢bes, di-se inicio a uma construgao que resultard em um anel
L que contém R como um sub-anel, e no qual todo elemento de M é uma unidade.

Considere o conjunto R x M, e defina uma relacio bindria ~ sobre R x M, da
seguinte forma: (a,b) ~ (¢, d) < ad = be. A relagdo ~ é uma relacio de equivaléncia:
~ é reflexiva e simétrica. Para mostrar que ¢ transitiva, suponha (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e, f). Entdo ad = bce ¢f = de. Multiplicando a primeira equacéo por f e a
segunda por b, tem-se adf = bef = bde. Agorad € N poisd € Me M CN. Entio
d pode ser cancelado na equagéo acima para se obter af = be, isto é, (a,b) ~ (¢, f).

Como ~ € uma relagio de equivaléncia, o conjunto R x M pode ser particio-
nado em classes de equivaléncia disjuntas sob ~ ([Vid85}). O conjunto de classes
equivalentes R x M/ ~ é denotado por L. O conjunto £ consiste de fragées (a,b),
ou a/b como é usualmente representada uma fracdo, onde duas frages a/b e ¢/d sio
equivalentes se ad = be.
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Adigao e multiplicagao de fra¢Ges em £ sdo definidas da maneira usual, ou seja,

a ¢ ad-+be

57T Tbd 26)
a C ac
by (2.7)

Note que se b,d € M, entdo bd também pertence a M. Com isso, o lado direito
de (2.6) e (2.7) sao fragdes validas. Na verdade, (2.6) e {2.7) representam operacdes
sobre classes equivalentes. O leitor pode verificar que a soma e o produto de duas
fracGes, isto ¢, de duas classes equivalentes, nao dependem de qual representacio de
classes equivalentes esta sendo usada.

Com a adigao e multiplicagao definidas por (2.6) e (2.7), £ é um anel, Mais ainda,
se todo a € R for identificado com a fragio a/l, entio R tem a mesma estrutura de
um sub-anel de £. O elemento 1/1 serve como identidade para £. Finalmente, se
d € M, entao d corresponde a d/1 € £; d/1 é uma unidade de £ com inversa 1/d.
Com isso, todo elemento de M é uma unidade em L.

Definicdo 2.9 - Anel de Fragdes
O anel £ como definido acima é chamado de anel de fracées de R com relagdo

a M, e é denotado por M™1R.

Como M é um subconjunto de N, o anel N~'R contém o maior nimero de
unidades. Se em particular R for um dominio, entao A" = R — 0, isto é, N consiste
de todos os elementos diferentes de zero de R. Neste caso, 0 anel F = (R —0)7'R
tem a propriedade de que todo elemento diferente de zero de R é uma unidade em
F. Mais ainda, todo elemento de F é também uma unidade: Se a/b € F € a # 0,
entdo b/a é a inversa de a/b.

Definicao 2.10 - Campo de Fragoes
Como definido acima, F é um campo chamado de campo de fragées ou campo
quociente associado ao dominio R.

2.4 Dominios Euclidianos

Se r e y sdo elementos de um anel R com z # 0, diz-se que = divide y, e que y
€ miltiplo de x, se existir um elemento 2 € R tal que y = zz. Isto é denotado por

zly.

Definigao 2.11 - Mdximo Divisor Comum
Se z e y sio elementos de um anel R de tal forma que ambos sejam diferentes
de zero, um mdzimo divisor comum (m.d.c.) de z,y é qualquer elemento d, tal que:
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MDC1 d|z e d|y.
MDC2 ¢jz, cly = c|d.

Na defini¢do acima esta immplicito que d # 0, ja que d divide um elemento diferente
de zero em MDC1. Note que d nao é dnico. Se d é um m.d.c. de r e y, —d também
o serd. Na verdade esta é apenas uma observagio que conduz a um resultado mais
forte: suponha que d seja 0o m.d.c. de z e y; du também serd um m.d.c. de z
e y sempre que u for uma unidade. Supondo ainda que R é um dominio, entdo
todo m.d.c. d; de z e y pode ser escrito na forma d; = du para alguma unidade u

(IVidss)).

Definicao 2.12 - Dominio Euclidiano
Um dominio R é chamado de dominio euclidiano se existir uma funcio grau
§: R —0— Z, que satisfaz os seguintes axiomas:

DE1 Para todo z,y € R com y # 0, existe um elemento ¢ € R tal quer = z—¢qy é
zero ou &(r) < 6(y), isto é, o grau do resto r é menor que o grau do dividendo
Y.

DE2 Se z|y, entdo 8(z) < §(y).

Pode-se imaginar o elemento ¢ como um quociente e ¥ como um resto de uma
divisao de z por y. O axioma DE1 afirma que sempre se pode obter um resto r que
é igual a zero ou que possui grau menor que o grau do divisor y. Note que g e r
nao sao necessariamente unicos, a néo ser que condi¢des adicionais sejam impostas
a funcado grau 4.

0 axioma DE2 implica que 6(1) < (), Va # 0, ja que 1 divide todo e qualquer
elemento diferente de zero. Com isso, pode-se assumir sem perda de generalidade
que §(1)} = 0 (o grau de uma unidade é 0).

Definigio 2.13 - Dominio Euclidiano Préprio
Um dominio Euclidiano R com fungéo grau é(-) ¢ chamado de dominio euclidiano
préprio se R ndo for um campo e &(-) satisfizer: 6(zy) = 8(z) + é(y).
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2.5 O Anel S como Dominio Euc_lidiano

Seja R[s] o conjunto dos polinémios na varidvel s com coeficientes no campo
dos reais R. Note que R[s] é um dominio euclidiano se o grau de um polinémio for
definido da maneira usual. O campo de fracoes associado a R[s] é denotado por
R(s), e consiste das fungdes racionais em s com coeficientes reais. Pode-se pensar
em R(s) como o conjunto de todas as possiveis funcdes de transferéncia de sistemas
escalares, lineares, invariantes no tempo e a parametros concentrados, estiveis ou
nao.

Agora seja & um subconjunto de R(s) que consiste de todas as funcdes racionais
limitadas no infinito, e cujos pélos possuem parte real negativa; em outras palavras,
& ¢é formado por todas as fun¢des racionais estaveis préprias. Uma funcéo F, per-
tence a S se e somente se P, for uma funcdo de transferéncia de um sistema BIRO
estavel ([Chen84]).

Como de costume, seja C; o semi-plano direito fechado {s: Re{s} > 0}, e €},
o semi-plano direito estendido, ou seja, €, mais um ponto no infinito. Entdo uma
fungao racional pertence a § se e somente se nao possuir pélos em C,..

Sob as defini¢oes usuais de adigéo e multiplicagdo no campo R(s), é ficil verificar
que o conjunto & é um anel comutativo com identidade, e que também é um dominio.
Mais ainda, o campo de fracbes associado a S é precisamente R(s). A razio de dois
elementos quaisquer a,b € & com b # 0 pertence a R(s). De maneira inversa,
suponha que A € R(s), e que h = a/f, onde a,,B sao polindmios. Seja n o maior
grau dentre os graus de o e A, e defina

afs)

f(S)mm,

g(s) =
Entdo h(s) = f(s)/g(s) é arazio de dois elementos de §. Também é facil mostrar
que uma fungéo de § é uma unidade de &, isto é, possui inversa em S, se e somente
se Nao possuir zeros no semi-plano direito estendido C,,.. As unidades de S sio
muitas vezes chamadas de fungdes de fase minima (ver [Vid85], [DLMS0]).
A seguir, define-se uma fungio grau sobre o anel S, de tal forma que & se torne
um dominio euclidiano.

Teorema 2.2
Defina a funcéo 6 : § — 0 — Z, da seguinte forma:
Se f € & — 0, entao §(f) = n? de zeros de f em C,.
= 02 de zeros de f em ', mais o grau relativo de f.
Entdo § é um dominio euclidiano com fungio grau §.

J
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2.6 Fatoragoes Coprimas

Nesta seqdo, faz-se uso do termo anel para designar um anel comutativo com
identidade.

Definigao 2.14 - Dominio Ideal Principal

Um anel R ¢ dito ser um anel ideal principal se todo ideal em R for um ideal
principal. R é um dominio ideal principal (d.i.p.) se R for dominio bem como um
anel ideal principal.

Teorema 2.3
Seja R um anel ideal principal. Entéo todo par de elementos z,y € R, ambos
diferentes de zero, possui um m.d.c. d que pode ser expresso na forma

d = pz +qy (2.8)

para p,q € R apropriados. Mais ainda, se R for um dominio, entio todo m.d.c. de
z, y pode ser escrito da forma (2.8).

4

Defini¢do 2.15 - Elementos Coprimos
‘Dois elementos z,y € R séo relativamente primos ou coprimos se todo m.d.c. de
z, y for uma unidade.

Teorema 2.4
Seja R um dominio ideal principal. Entio ¢,y € R sio coprimos se e somente
se existirem p, ¢ € R tais que pr + qy = 1.

(3

Corolédrio 2.1
Dois elementos x, y sao coprimos se e somente se seus divisores primos forem
distintos.

L

Teorema 2.5

Seja R um dominio ideal principal e F o campo de fracoes associado a R. Dada
qualquer fracdo a/b em F, existe uma fracio equivalente f/g tal que f e g sio
COprimos.
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Prova

Se a e b ja sdo coprimos, entdo ndo hé nada a fazer. Caso contrario, seja d um
m.d.c. de a,b, e defina f = a/d, ¢ = b/d. Entdo claramente f/g = a/b, e s6 resta
mostrar que f e g sdo coprimos. A partir do Teorema 2.3, existem p, ¢ € R tais que

d=pa+gb=pfd+ gqd (2.9)

Cancelando d nos dois lados de (2.9) tem-se 1 = pf + qg, 0 que mostra que f,g
520 COPrimos. 0

Note que o Teorema 2.5 leva a um procedimento para a reducio de uma fracéao:
basta extrair o m.d.c. do numerador ¢ do denominador. Este resultado ¢ muito
importante, como sera visto no Capitulo 3.

2.7 Anel de Matrizes

O objetivo desta se¢do € estender os resultados algébricos anteriores de tal forma
a ser possivel considerar sistemas multivaridveis. Esta extensio leva naturalmente
ao conceito de Anel de Matrizes.

Seja R um anel, e seja R™" o conjunto de matrizes de ordem n x n cujos
elementos pertecem a R. Se a soma e o produto de duas matrizes em R™" sio
definidas da maneira usual, isto é,

(A+B)i; = ay+by,
(AB):; = 3 aib,
=31

entao R™*" torna-se um anel, usualmente chamado de um anel de matrizes sobre .
Se R contém uma identidade e n > 2, entdo R™ " nio é comutativo. Por exemplo,

se n = 2, tem-se
10 00 00 10
{(} 0][1 0]#[1 0}{{) O}

Exemplos similares podem ser construidos para n > 2. Note também que R™*"
nao ¢ um dominio pois

Diag{1,0,...,0}Diag{0,1,...,0} = 0,4,.

O determinante de uma matriz A € R™ ", denotado por |Al, é definido da
seguinte forma:
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mn

|4} = > (=1)Ha;;my(A). (2.10)
=1
onde my;(A) é o ij-ésimo menor de A, definido como o determinante da matriz de
ordem (n — 1) x (n — 1) obtida a partir da eliminagio da i-ésima linha e j-ésima
coluna de A.
Se A € R™", a sua matriz adjunta, denotada por A*Y, é definida por

(A*V)y; = (=1)"*Fmyi( A). (2.11)
Note que para qualquer 4 € R™*",
A A = AL 4 = AT, (2.12)

onde I, represerita uma matriz identidade de ordem n.
Uma matriz A € R**" é chamada de unimodular se possuir inversa em R™ "
isto é, se for uma unidade do anel R**".

Teorema 2.6
A € R™" é upimodular se e somente se |A] for uma unidade de R .

Prova
Suficiéneia: Suponha que |A| seja uma unidade de R e seja b = [A|"1 € R.
Entdo A4 € R™" e A-bA*¥ = pA*4 . 4 = . Entio A é unimodular.
Necessidade: Suponha que A seja unimodular, e seja B € R™" a inversa de A.
Entao 1 = |I,| = |A]- |B|, o que mostra que [A] é uma unidade de R.

L

Agora considere o conjunto F™*" das matrizes com elementos de um campo F.
Como todo campo é também um anel, o que foi discutido acima também se aplica
aqui. Mais ainda, como todo elemento diferente de zero em F é uma unidade,
verifica-se que todo A € F™*" tal que |A| # 0 possui uma inversa em F"**. Se
|A| # 0, a matriz A é chamada de ndo singular e sua inversa é dada por

(A = (1) my;(A)/]A|. (2.13)

Seja R um dominio comutativo com identidade e F o campo de fracdes associado
a R. Define-se M(R) como o conjunto das matrizes com elementos em R. Quando

for necessario explicitar as dimensoes de uma matriz, a notacéo equivalente é A €
R™**™. Os simbolos M(F) e F™*™ sao definidos de forma aniloga.
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Definicao 2.16 - Divisor a Direita

Seja A € M(R); entdo uma matriz quadrada D € M(R) é um divisor ¢ direita
de A, e A é um miltiplo a esquerda de D, se existe C € M(R) tal que 4 = CD.
Suponha que A, B € M(R) e que possuam o mesmo nimero de colunas. Entao uma
matriz quadrada D € M(R) é um mdrimo divisor comum & direita (m.d.c.d.) de

A, B se

MDCD1 D é um divisor & direita de A e de B;

MDCD2 D é um miltiplo a esquerda de todo divisor comum & direita de 4 e de
B.

Duas matrizes A, B € M(R) que possuam o mesmo numero de colunas sao
coprimas ¢ direita se todo m.d.c.d. de A, B é unimodular.

As definigBes de divisor a esquerda, mailtiplo a direita, mdzimo divisor comum d
esquerda (m.d.c.e.) e matrizes coprimas d esquerda sio analogas & definigio anterior.
O resultado a seguir estende o teorema 2.4 para o caso de anéis de matrizes.

Teorema 2.7
Suponha que A, B € M(R) tém o mesmo mimero de colunas. Entio 4 e B sio
coprimas a direita se e somente se existem X,Y € M(R) tais que

XA+YB=1 (2.14)

Este resultado pode ser interpretado da seguinte maneira: reescrevendo a e-
quagao anterior como

B Y]{g}mf

entdao A, B sao coprimas a direita se a matriz

- [4

possuir uma inversa d esquerde em M(R).
A equagao (2.14) é chamada de identidade de Bezout d direita ou de identidade
de Diophantine & direita.



Capitulo 3

Parametrizacao Q

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é fornecer uma idéia do poder da abordagem por fato-
rizagao da maneira mais simples possivel. Um exemplo numérico serd discutido no
Capitulo 5. Utilizando os conceitos fundamentais apresentados no capitulo anterior,
a parametrizagao de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta
é apresentada.

Neste capitulo, o simbolo § é usado para denotar o conjunto de fun¢des racionais
estdveis préprias e U denota o conjunto de unidades de &, isto &, funcdes em S que
possuem nversa em &.

3.2 Parametrizacao de Todos os Controladores
Estabilizantes - Caso SISO

Suponha Py € R(s), tal que Pp(s) seja uma funcio de transferéncia de um sistema,
escalar, linear e invariante no tempo. Suponha que um controlador K ¢ R(s) seja
conectado a planta na configuracio de malha fechada como mostrado na figura 2.1.
A matriz de transferéncia 2 x 2 em malha fechada H de (r,n) para (e, ;) é

(14 PK)™'  —Py(l + PyK)"!

= ka+ iy (4 RE) .

Diz-se que o par (Fy, K) ¢ estdvel ou que K estabiliza P, se e somente se
H ¢ §%*%. Esta nogdo de estabilidade requer que cade um dos quatro elemen-
tos de H {dos quais dois séo iguais), representem um sistema BIBO-est4vel. Nio é
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suficiente apenas ter-se Pp(1 + PoK)™! € S, como é usualmente definido o conceito
de estabilidade entrada-saida. Existem duas razdes para isso:

1. Se o controlador K é por si préprio estavel, entio H € §2*? se e somente se
Py(1 + PoK)™t € 8. Com isso, se estiver assegurado o uso de um controlador
estavel, a estabilidade do sistema em malha fechada como definida acima,
reduz-se ao simples e familiar caso segundo o qual Py(1 + PoK )=t deva ser
uma fungdo racional estdvel;

2. Atingir estabilidade em malha fechada, normalmente significa que se deseja
atingir seguramente tanto a estabilidade interna quanto a erferna. Em outras
palavras, é aconselhdvel assegurar que, sempre que r e n forem quaisquer
entradas limitadas, todos os sinais resultantes no sistema de malha fechada
sejam limitados.

Com isso, tem-se que H € $§7*? é uma condi¢io necessiria e suficiente para se
garantir a estabilidade inferna e erierna do sistema.

Teorema 3.1
Suponha Fo, K € R(s), e seja Fo = N/M, K =U/V,onde N, M, U, V ¢ §;
N, M sao coprimos e U, V sao coprimos. Defina

AP, K)= NU+ MV. {3.2)
Entao o par (Fy, K) é estavel se e somente se A(P,, K) € U. |

Prova
Suficiéncia: Suponha A(FPy, K) € U; entio 1/A(Py, K) € S. Com isso, é 56
verificar que

H =

1 {MV —NV] (33)

A(Po,K) | MU MV
pertence a §?*%, e portanto o par (Py, K) é estavel.
Necessidade: Suponha que (P, K) seja estdvel. Entdo certamente 1 + Py K # 0.
Note também que M 3 0, V # 0 pois ambos sio denominadores de fracoes. Com
isso A(Fo, K) = MV(1 + PoK) # 0, e a equagio (3.3) é vlida. Como H € S?*2,
segue que, a partir de (3.3) tem-se
MV MU NV

T €9, et e € S, .
A(P(}, K) € b A(P(),K) € S: A(PO.}K) € S (3 4)

Também é verdade que

MV NU

L AmE) T ABE €

S. (3.5)
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Uma forma compacta de se expressar (3.4) e (3.5) é

M 1 2x2
[N}&ﬁiﬁ[VLWES . (3.6)

Como N, M sé&o coprimos e U, V sao coprimos, entéo existem Xp, Yo, X, Y. €8
tais que X, N + Y, M =1, X.U + Y.V = 1. Agora (3.6) implica que

5 01l o1[] e o0

o que mostra que A(FPy, K) e U.
0

Corolério 3.1
Suponha Fy € R(s), e seja Py = N/M onde N, M € § sao coprimos. Entio
K € R(s) estabiliza Py se e somente se K = U/V para U, V € § que satisfacam

NU + MV =1. (3.8)

L

O resultado central deste capitulo, que leva & parametrizacio de todos os com-
pensadores que estabilizam uma dada planta pode agora ser enunciado.

Teorema 3.2
Suponha Py € R(s) e seja Py = N/M onde N, M € S sio coprimos. Selecione
X, Y € S tais que .
XN4+YM=1. (3.9)

Ento o conjunto de todos os controladores que estabilizam Fy, denotado por
Q(Fp), é dado por

_X+QM

o) = {x = 3 5%

:QESerQN#%.. (3.10)

Prova
Suponha que K seja da forma

X +QM

f=y—ow

(3.11)
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para algum @ € 8. Entéo, como
(X+QMN+(Y —-QNIM =XN+YM=1, (3.12)

segue a partir do Corolario 3.1 que K estabiliza F,.

Do modo contrério, suponha que K estabilize Fy. Entao a partir do Corolario
3.1, K = U/V onde U, V € S satisfazern (3.8). Com isso, a prova estara completa
se puder ser mostrado que toda solucéo de (3.8) é da forma

U=X+QM, V=Y -QN (3.13)
para algum @ € §. Subtraindo (3.9) de (3.8) e arrumando os termos,
(U—-X)N =(Y - VM. (3.14)

Como M e N sdo coprimos, a partir do Coroldrio 2.1, tem-se que M divide
(U - X) e que N divide (Y — V). Seja @ igual a (U ~ X)/M. Entéao U = X + QM.
Agora (3.14) mostraque V =Y —~ QN.

d

Em geral, existe uma descrigao do conjunto Hestave das matrizes de transferéncia
em malha fechada H realizdveis através de controladores estabilizantes (ver Cap. 4).
Este conjunto é descrito em funcdo de um pardmetro livre ) e serd o assunto da
secao seguinte.

3.3 Parametrizagdo de Todos os Controladores
Estabilizantes - Caso MIMO

Considere uma planta multivaridvel P, particionada em termos das varidveis
w, ¥, Z ey, que representam vetores de sinais exdgenos, de controle, regulados e
medidos, respectivamente:

Py Py,
Neste caso,
z = Pyw+4 Puu
y = Ppw+ Puu
u = Ky

As matrizes P e K sao, por hipStese, racionais e préprias. Por simplicidade,
assume-se também que a matriz de transferéncia P,, ¢ estritamente prépria.
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Teorema 3.3 . . .
Para cada matriz racional prépria P existem oito matrizes M, M, N, N, X, X,

Y, Y, pertencentes a M(S) que satisfazem as equacoes

P=NM"'=MIN

X -¥ MY]_,
~N M || N X |~

L

As equagbes anteriores constituem a chamada fatoracdo duplamente coprima de
P. Note que N e M sdo coprimas a direita e N e M sio coprimas & esquerda. Veja
[Fran87] para a obtencio de férmulas explicitas para as oito matrizes envolvidas,
utilizando-se realizagbes em espacgo de estados.

A definigao de estabilidade interna exige que os quatro elementos da matriz de
transferéncia H, pertengam a M(S). A forma usualmente utilizada para se chegar
a este resultado, é introduzir ruidos de atuagio e de medidas no modelo da planta

conforme ilustrado na figura 3.1.

U 2
25 u P
+
+
+
K
¥ 42

Figura 3.1: Definigio de Estabilidade Interna - Sinais Externos

Neste caso diz-se que K estabiliza P se e somente se as nove matrizes de trans-
feréncia que relacionam w, v; e v; com 2, y e u pertencem a M(S).
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w z
e ——— s —— 5 A ———

-l 4

™ u M N
+
+
U -1
n v ¥ Ug

Figura 3.2: Definicio de Estabilidade Interna - Sinais lnternos

Teorema 3.4

As nove matrizes de transferéncia da figura 3.1 (de w, vy, v, para z, y, u)
pertencem a M{S) se e somente se as seis matrizes de transferéncia na figura 3.2
(de w, vy, vy para €, 1) também pertencern a M(S).

Prova
Suficiéncia: Observe que P = NM™' e K = UV ™! sio as fatoragdes coprimas a
direita de P e K respectivamente. Diretamente a partir da figura 3.2 tem-se que

HELEM]

u=U1]+v1

e como as matrizes de transferéncia de w, vi e vy para £ e 1 sdo estaveis, 0 mesmo
ocorrendo com N e U, conclui-se que as matrizes de transferéncia de w, vy e v, para
z, ¥ e u sao também estaveis.
Necessidade: Como N e M séo coprimas & direita, existem matrizes X, ¥ €
M(S) tais que
XM+YN=1

Portanto

£=XME+YNE

NN

Substituindo na equagao anterior obtém-se

SIMEIMEIHEIN

Da figura 3.2 tem-se que
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Consequentemente as trés matrizes de transferéncia de w, vy e vy para f perten-
cem a M(S). A demonstracdo envolvendo o sinal 5 é s1m11ar

.

Em seguida, as condigbes para que K estabilize a planta P sio analizadas em
termos das seis fungOes de transferéncia de w, v; € v; para £ e 5. Note que

Mfﬁ[ﬂm{v:ff/’n}

que pode ser escrita na forma matricial como
ERHUIHEN
1 7 (1

[y—vz}:‘w

e apos algumas manipulages algébricas, pode-se demonstrar que

~[0 I)NE+Vn = vy

Do mesmo modo,

Agregando estes resultados na forma matricial, tem-se que

0 w
M -
HEIGEIS
-0 NV 7 vy
Note que as seis fung¢oes de transferéncia serdo estaveis se e somente se a matriz
do lado esquerdo da equagao anterior possuir inversa em M(S). Reescrevendo esta

matriz na forma

[ Bl L B e e
gEmaith

Observe que a matriz
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é ndo singular dado que M e V séo nao singulares. Por outro lado,

1 0 0
det | 0 I —K | = det] det [ _f;, ”f(}
~Ppe =P 1 .
e como Py, é estritamente prépria, em s = oo,
I —-K
det [ P, I ] =1

0 que mostra que a matriz (3.15) é ndo singular.

Teorema 3.5
K estabiliza P se e somente se

0 -1
M- I}U € M(S)
0 IN

Uma planta P é estabilizdvel se existe uma matriz racional prépria K que a
estabilize. Do ponto de vista do conceito de estabilizabilidade, o principal resultado
pode ser enunciado como a seguir.

Teorema 3.6
K estabiliza P se e somente se K estabiliza Py

3

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [Fran87]. Observe que
a parte necessaria do teorema ¢ trivial. A parte suficiente baseia-se no fato de que
P e Py, compartilham os mesmos pdlos inst4veis e que portanto para estabilizar P
¢ suficiente estabilizar F,,. Finalmente, note que K estabiliza P,, se e somente se
as quatro matrizes de transferéncia, de vy e v; para u e y pertencem a M(S). Estas
condigdes sdo devidas a Desoer e Chan ([DCT75]) e serdo utilizadas posteriormente
no Capitulo 4.

Teorema 3.7
O conjunto de todas as matrizes racionais préprias K que estabilizam P, estd
parametrizado pelas equagoes

K = (Y+MQ)X+NQ)™ (3.16)
= (X+ QN (Y +QM), QeM(sS) (3.17)

I
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Este teorema € muito importante por estabelecer que K estabiliza P,, se e so-
mente se K possui a estrutura evidenciada pela equagio (3.16) efou (3.17). O
restante desta secao é dedicada & obtencao da matriz de malha fechada do sistema
como uma representagao afim envolvendo o pardmetro Q.

Considere uma fatorizagdo duplamente coprima de P,,:

Py = Ny M} = M7IN,,

%u ‘“:é}yu Myu Y;'u o ]
—'Nyu Myu Nyu qu

Neste caso, a expressio para K é

K = (qu + MyuQ)(qu + j\jyu(“'v))“1 (3-18)
= (Xpu + QNp) ' (Yeu + QM,),  Q € M(S) (3.19)

Defina entio

Tl = Pzw + quMyui}yuwa
T2 = quMyu
Ty = My Py

Teorema 3.8 ,
Com K dado por (3.18) e 71, Ty e T3 dados pelas equacbes acima, a matriz de
transferéncia de w para z é dada por T} + T5QT5.

Prova
Note que

2= Py + Pou(I — KPP, ) 'K P, |w

Usando as relacdes envolvidas na fatoragio coprima, com P,, = NWM‘,;}, obtém-
se as seguintes identidades:

(I - KPp)™" = Mpu(Xyu + QN

(I = KPp) ' K = My (Ve + QM)

Substituindo esta dltima identidade na expressio para z, vem
rgip [Pzw - quMyu(f}yu + Qﬁyu)wa]w
que pode ser facilmente identificada como sendo

Z = [T} -+ TzQTg]w
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a partir das definicoes de Ty, T3 e T5. 0O

Note que a matriz de transferéncia de malha fechada
H=T+T1QT;

é agora caracterizada como uma relagdo afim em termos do pardmetro (). Esta
propriedade serd fundamental no sentido de expressar o problema de projeto de
controladores como um problema convexo.

3.4 Paradigma do Controlador Modificado

Na secao antertor descreveu-se o conjunto das matrizes estavels em malha fechada
em funcdo de um pardmetro () € M(S). Nesta se¢ao aborda-se o problema de como
gerar um subconjunto representativo de controladores que estabilizam a planta P.

O procedimento a ser utilizado baseia-se nos seguintes pontos:

¢ Dado um controlador nominal K., que estabiliza P, modifica-se ou aumenta-
se este controlador, de tal forma que o mesmo produza um sinal de saida auxiliar
e (de mesma dimensio de y) e aceite um sinal auxiliar de entrada v (de mesma
dimensédo de u) conforme ilustrado na figura 3.3.

{72 S— A

P
u Y

K‘ﬁ:{)m

Jo
S

H., = 0 (malha fechada)

Figura 3.3: Controlador nominal K aumentado
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¢ A modificagao do controlador nominal deve ser feita de tal maneira que a
matriz de transferéncia de malha fechada de v para e seja nula e que a matriz de
transferéncia de malha aberta de y para u permaneca K,,,.

e Conecta-se entdo uma matriz de transferéncia @ de e para v como mostrado
na figura 3.4. Um novo controlador é entao definido através de K, e Q.

W e U1
P
71 ¥
Knom
Y @ €
K

..............................................

Figura 3.4: Modificacio de K, com )

& E razoével imaginar que K também estabilizard P, pois ¢ paridmetro @ adicio-
nado a K., nao enrerga realimentacéo e portanto nao pode instabilizar a planta.
Defina entao as seguintes matrizes de transferéncia de malha fechada:

¢ U/;: de w para z;
o l/;: de v para z;
o Uy de w para ¢

Como a matriz de transferéncia de v para € é nula, a figura 3.4 pode ser redese-
nhada como na figura 3.5. Apds uma manipulacao simples, a matriz de transferéncia
em malha fechada de w para z é

H = U, +U,QUs,

que ¢ estavel, pois Uy, Us, Us e @ sdo estaveis, uma vez que o controlador nominal
estabiliza a planta. Note que a escolha de Uy, U, e Us pode néo conduzir ao conjunto
de todas as matrizes de transferéncia de malha fechada estaveis, realizaveis através
de um controlador estabilizante.
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+
W U : z
1 ;?
Us
v U, e
{7
@

Figura 3.5: Figura anterior redesenhada

Na préxima secdo, o conjunto de todas as matrizes de transferéncia sera caracte-
rizado a partir de formulagbes em espaco de estados que implementam o paradigma
do controlador modificado.

3.5 Parametrizagao em Espago de Estados

Os algoritmos desenvolvidos nesta tese sao baseados na representacao do sistema
em espago de estado. Tal representagéo € necessaria devido a problemas numéricos
inerentes a representagdo por fungbes de transferéncia, como a geracio de matri-
zes mal-condicionadas. Por isso, neste trabalho serao obtidas as representagoes de
estado da planta P(s), do controlador K(s) e do sistema em malha fechada H(s).

Uma planta P(s} de um sistema MIMO (miltiplas eniradas - miiltiplas saidas)
com dois vetores de entradas (w e u) e dois vetores de saida (z e ), possui a seguinte
realizacao em espaco de estado:

& = A,z -+ Byw+ Buu (3.20)
= Lo+ D,w+ D,.u (3.21)

y = Cyz+ Dyyw+ Dyyu, (3.22)
com z{0) = 0, de tal forma que |

P, (s) qu(.s%

P(s) = [ (s Poe } = Cy(sI — A,)" B, + D,, (3.23)

onde
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C.
o= |G

D, D,
Dp - {Dyw Dyu } .

Muitos modelos de plantas encontrados na pratica possuem a propriedade de
que Dy, = 0, ou equivalentemente, P,,(co) == 0; tais plantas sio chamadas de
estritamente prépries. As férmulas em espago de estado para plantas estritamen-
te proprias sao bastante simplificadas, por isso, neste trabalho serio consideradas
somente plantas desta natureza.

Esta hipitese € usada mais por razdes estéticas e por conveniéncia (simplificacdes
no modelo) e ndo compromete a utilizagio da técnica aqui discutida.

Suponha que o controlador possua a seguinte realizacdo em espaco de estado

tx = Axax -+ Bry | (3.24)
u = Cgrr+ DKy (325)

de tal forma que
K(s) = Cg(sl ~ Ag)'By + Dg. (3.26)

Uma realizagdo em espago de estado do sistema em malha fechada pode ser
encontrada eliminando-se u e y em (3.20) a (3.22) e (3.24) a (3.25):

z = (Ap+ B.DgCy)z + B,Cxzg + (B, + B,Dg Dy)w (3.27)
T == B}{C’yl‘ + Az + BKDyww (328)
z = (Co+ DouDrCy)a + DowCrag + (Do + Do DDy yw - (3.29)

de tal forma que

H(S) = CH(.SI — AH)WIBH + Dy (330)

onde
Ay = | Ap + B,DyC, BuCKJ
| BkC, Ak
e - [
Cn = | Ci+ DuDxCy DuC |
Dy = | Duw+DuDkDy |.

Um método geral para se aplicar o paradigma do controlador modificado co-
mega por um controlador nominal que é uma realimentacio de estado estimado. O
controlador de estado estimado por realimentacao é dado por

° = — ,ﬂ,ﬁ, ' (3.31)



3.5 Parametrizacio em Espaco de Estados 36

onde K,y € uma matriz apropriada (o ganho de realimentacio do estado estimado)
e & é uma estimativa de z devida apenas a u, que é governada pela equagio do
observador '

&= Apt + Byu+ Low(y — C,), (3.32)
onde L., € o ganho do estimador. A matriz de transferéncia deste controlador é
Knom(s) = sfb(SI - AP + Bustb + Lcstcy)-}Lest- (333)

Note que K., ird estabilizar P se Kopp € Loy 380 tais que Ap — ByK,p e
Ap — L.uCy séo estaveis, o que serd assumido a partir daqui.

Para aumentar este controlador nominal de realimentacio de estado estimado,
incorpora-se v em u, na saida do observador, significando que (3.31) é substituida
por

Y= — ,fbif + v, (334)

e por isto o sinal v ndo induz qualquer erro de observacio. Para o sinal e, toma-se
a predi¢do do erro da saida:
e =y — C,g. (3.35)
Isto é mostrado na figura 3.6. |
A imposicao de que a matriz de transferéncia em malha fechada de v para € deva
ser zero ¢ satisfeita, pois a diferanca z — # nio é influenciada por v, isto é, o erro
T — & € néo controldvel a partir de v. De fato, manipulacées simples levam a

& — & = (Ap 4 LeaCy)(z — )

que nao depende de v.

Portanto, a matriz de transferéncia de v para # — # é zero. A matriz de trans-
feréncia de v para e € C, vezes esta iltima, isto é, zero.

A aplicagdo do paradigma do controlador modificado ac controlador de estado
estimado por realimentacao leva ao controlador baseado no observador mostrado na
figura (3.6). O controlador baseado no observador é apenas um controlador de estado -
estimado por realimentagio , com a predi¢io do erro da saida processada através de
uma matriz estavel @} e adicionada ao sinal do atuador na saida do observador.

De fato, este aumento é tal que ¢ paradigma do controlador modificado gera
todos os controladores que estabilizam a planta. Todo controlader estabilizante pode
ser realizado como um controlador baseado no observador, para alguma escolha de
matriz de transferéncia estavel ().

- A partir do controlador baseado no observador pode-se obter as equagbes em
espaco de estado para a parametrizacgio de todos os controladores que estabilizam
a planta, e todas matrizes de transferéncia em malha fechada realiziveis pelos con-
troladores que estabilizam a planta. E possivel mostrar ([Fran87]), que este método
€ uma implementagéo da fatoracio duplamente coprima discutida no final da secao
anterior.
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As equagdes em espago de estado para o controlador nominal aumentado sio, a
partir de (3.31) a (3.35),

£ = (Ap~ BuKyp — LewCy)& + Lewy + Byv (3.36)
L TR S— sf&-% + v (33?)
e = y—C,& (3.38)

As equagdes em espago de estado para o sistema em malha fechada com o controlador
aumentado sao encontradas eliminando-se u e y de (3.36) a (3.38) e das equagdes
da planta (3.20) a (3.22):

T Apz ~ Bustbi + B,w + Byv
& = LeaCyt + (Ap = BuKygs — LetC)E + Loyt Dyww + Byv
z = Cox— D K&+ Dppw + D,y

o

Cyz — Cyf + Dyw

As matrizes de transferéncia Ty, T; e T4 podem ser realizadas como

Ti(s) Tofs) | _ _ -1
[Tg(s) 0 = Cr(sl - Ar)™'Br + Dr, (3.39)
onde
A _ AP —Bustb
T = ] LestCy AP_BuI(sfb—LestOy
. B, B,
BT B [ LestDyw Bu}
— FCZ ""’"'Dzuj{sfb
“=le o
| Do D
= o= }

Se @ possui a seguinte realizacio em espaco de estado

g = AQQ)Q + Bge (34{})
v = Cqzg + Dge, (3.41)

entao a realizacdo em espago de estado do controlador baseado no observador pode
ser encontrada eliminando-se e e v das equagbes do controlador aumentado (3.36) a
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(3.38)2
(Ap — BuK,jb -+ LestCy — BuDQCy)i' o BuGQJIQ + (Lesi -+ BBDQ)y
= ~BqC,T + Agzq + By
U = w(Ksﬂ, + DQCy)ﬁr o C'qu + qu
tal que
K(S) = CK(SI e AK)—lBK + Dy, (342)

onde

A = Ap — B K, g ~ LenCy ~ B, DpC, B,Cq

~BqCy Aq
L Lest + BuDQ
b = { Bq ]
Dy = Dy.

Com um pouco de algebra pode-se verificar que a matriz de transferéncia de
malha fechada H dada por (3.30) é igual a 71 + T5Q75.
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u B, Cyf—>
; Kﬂ.om g
: +1
B . C, ) |
(sI — Ap)™?
Leg stb
e > <
1R S
i — :
P Q
zQ

Figura 3.6: Paradigma do Controlador Modificado



Capitulo 4

Anilise Convexa das
Especificacoes de Projeto

4.1 Introdugao

Neste capitulo serdo exploradas algumas propriedades geométricas das especifi-
cagbes de projeto. Também sera definida a nogdo de especificacio de projeto convera
em malha fechada. Esta definicdo é de grande utilidade, principalmente no que diz
respeito a implementagio do problema que sera apresentado no Capitulo 5, pois
este é formulado completamente em termos de especificacbes de projeto convexas
em malha fechada.

Muitas especificagbes de projeto possuem a propriedade de que o conjunto das
matrizes de transferéncia em malha fechada que satisfazem estas especificagoes é um
conjunto convexo.

Definicdo 4.1
Uma especificagdo de projeto D é convexa em malha fechada se o conjunto de
matrizes de transferéncia que satisfazem D for convexo.

4.2 Realizabilidade

Uma importante restricdo sobre a matriz de transferéncia em malha fechada
H € H, ¢ que H deve ser gerada através de algum controlador K ou, em outras
palavras, H deve ser da forma H = P,,, + P,uK(I ~ P,,K)™'P,,, para algum K.

Esta restrigao € chamada de Realizabilidade:

Hotuet 2 {H | H = Py + PuK(I — PpuK) Py, para algum K} (4.1)
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O conjunto (4.1) mostra que a dependéncia de H com K nao é linear. Contudo
pode-se afirmar que no caso geral H,er € afim. Isto pode ser mostrado da seguinte
forma: dada qualquer matriz de transferéncia K de dimensao n, x n,, define-se a
matriz de transferéncia R como '

R=K(I - P K)™. (4.2)

Esta correspondéncia é biunivoca, isto €, dada qualquer matriz de transferéncia R
de dimensao n, X ny, a matriz K n, x n, é dada por

K = (I+ RP,)'R. (4.3)

Com isso pode-se expressar (4.1) como

Hotyer £ {H | H = P,y + P, RP,, para algum Ry } (4.4)

Esta forma de H,pe pode ser interpretada de uma maneira simples, como mostra
a figura 4.1.

A matriz de transferéncia R pode ser interpretada como o controlador que reali-
zaria a matriz de transferéncia em malha fechada H se ndo existisse realimentagdo
através da plante, isto é, Py, = 0.

w P . z
P yw + K P U
Py
R
(a)
w P,, -+ z
,%.
wa R qu

(b)

Figura 4.1: Substituigdo de K por R
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A substituigao feita acima, partiu da observagiao de que se pode reconstruir o
controlador K que possui o mesmo efeito sobre a planta real que o controlador R
que opera sobre a planta com P, igual a zero. Variagdes desta substituicio irdo
aparecer em capitulos posteriores e serdo de grande importancia para a convexidade
do problema a ser resolvido (ver Cap. 5).

A partir de (4.4) pode-se verificar que H,,; é um conjunto afim. Suponha que
H, H € Hriwe. Entdo existemn duas matrizes de transferéncia B e B de dimensoes
ny X ny cada, tais que

H =P, + P RP,,, (4.5)

H=P.+Pu.RPyu. (4.6)

Seja A € R. Deve-se mostrar que a matriz de transferéncia Hy = \H+(1— }\)ﬁ é
também realizavel como matriz de transferéncia de malha fechada da planta através
de algum controlador. Nota-se que

H), = Pzw + quR)\waa (47)

onde _
Ry=AR+{1- )R (4.8)

Isto mostra que Hy € H,pper-

4.3 Estabilidade

Como foi discutido no capitulo anterior, uma matriz de transferéncia é estavel
se todos os seus elementos forem fungbes de transferéncia estiveis. Foi enfatizado
também que esta defini¢do é necessaria e suficiente para garantir a estabilidade inter-
na e externa do sistema em malha fechada. Esta segio mostra que esta especificagéo
de projeto gera um conjunto convexo.

Desoer e Chan ([DC75]) propéem uma definigio de estabilidade interna que serve
muito bem para a demonstracéo da convexidade desta especificacgo de desempenho.
A motivacao e as consequéncias desta definigio foram discutidas em detalhes no
Capitulo 3. '

Definicao 4.2 - Estabilidade Interna
O sistema em malha fechada com planta P e controlador K é internamente
estave] se as quatro matrizes de transferéncia

Hyy = K(I— PyK) Py, (4.9)
Hy, = K({I-P,K)?, : (4.10)
Hyy = (I—PuK)'P,, (4.11)
Hy,, = (I-PnK)™, (4.12)
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sao estaveis. Neste caso diz-se que o controlador K estabiliza a planta P.

Estas matrizes de transferéncia podem ser interpretadas da seguinte forma. Su-
ponha que v e v, sdo entradas referentes a ruidos do processo e ruidos dos sensores
respectivamente, como mostrado na figura 4.2. Ento as quatro matrizes, (4.9) a
(4.12), sdo as matrizes de transferéncia em malha fechada dos ruidos para u e y.
De uma maneira geral, estabilidade interna requer que um pequeno ruido, seja do
processo ou de sensores, ndo resulte em um esfor¢o muito grande do sinal de conirole
u nem aumente em demasiado o sinal y proveniente dos sensores.

vl Ly Py AL
+
U K oY

Figura 4.2: Definicio Formal de Estabilidade Interna

A especificagéo de estabilidade interna pode ser introduzida na arquitetura dis-
cutida no Capitulo 1 da seguinte forma: os sinais de ruidos referentes ao processo oun
a0s sensores devem ser incluidos no vetor de entradas exégenas w, e deve-se incluir
u e y no vetor de varidveis reguladas z. Assim as matrizes (4.9) a (4.12) aparecem
como submatrizes da matriz de transferéncia em malha fechada H. Estabilidade
interna é entao expressa como a especificacdo de que esses elementos de H sejam
estdveis, o que, como serd mostrado a seguir, ¢ uma especificacao afim.

Considere agora a especificagio de que H seja a matriz de transferéncia gerada
por algum controlador que estabilize a planta:

H =P+ PuK(I - P,K) P, }

para algum K que estabilize P. (4.13)

Hestavel i {H

Note que esta especificacao € mais restrita do que a de realizabilidade.

Assim como Hrivet, Hestaver também € um conjunto afim: seja K e K controlado-
res que estabilizam P, gerando matrizes de transferéncia H e H , respectivamente.
Usando (4.3) com R = R), onde R, é dado por (4.8), as quatro matrizes de trans-

feréncia dadas por (4.9) a (4.12), apés algumas manipulagdes algébricas, tornam-se

K\(I - PpK3\) Py, = MK(I =P K) 'Pp+ (1 - NK(I - PuK)'P,,



4.4  Desempenho _ 44

K\l = PuK))™ = AK(I = PuK) ' 4+ (1= VK - PuK)™,
(I = PK))" P = MI = PpK) ' Py + (1 = NI = PuK) ' P,
(I = PLK))™ = MI~PLK)Y ' +(1-X(I=P.K)

Com isso as quatro matrizes (4.9) a (4.12) geradas através de K, sao combinagdes
afins daquelas geradas por K e K. Como os lados direitos das equagdes acima sao
todos estaveis, os lados esquerdos também sio, e por isso K estabiliza P.

O mesmo artificio usado para simplificar a descrigao de H,j,; pode também ser
usado aqui. As quatro matrizes de transferéncia (4.9) a (4.12) podem ser expressas
em termos da matriz de transferéncia R dada por {4.2):

K(I - PyuK)_iPyu = RFP,, (4.14)
K(I-P,K)' = R, (4.15)
(I ~P,KY'P,, = (I+P,R)P,, (4.16)
(I—PuK)?' = I+ PuR (4.17)
O conjunto Hesiauer pode agora ser expresso como
RP,,,
R, . .
Hesiave[ - Pzw “+ qu RPyu I+ Pyu R, sao estaveis. (4:18)
(I —i- Py“R)‘Pyu

Se a planta P for estavel, entéao em particuiar Fyy é estavel. Também é verdade
que se R for estavel, entdo RF,,, I+ P, R e (I + F,, R} P,, sdo também estaveis.
Este fato leva a

Hesmvel b {Pzw + quRPyﬂ [ R eSt'éfvel}' (419)

Note que (4.19) é a descrigio de H, s com a restrigiao adicional de que R deva

ser estavel.
Dada qualquer R estavel, o controlador que estabiliza P e gera uma matriz de
transferéncia em malha fechada H = P,,, + P,, RP,, é

K = (I + RP,)'R. (4.20)

De maneira inversa, todo controlador que estabilize P pode ser expresso através
de (4.20) para alguma matriz R estavel.

4.4 Desempenho

Nesta secao serao analisadas especificacbes de desempenho que limitam a respos-
ta do sistema em malha fechada com rela¢do a varios sinais de comando e pertur-
bagbes que podem agir no sistema. Também serd mostrado que tais especificagoes
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530 convexas em malha fechada. Por motivos de apresentagio seré feito um partici-
onamento dos vetores w e z da seguinte forma:

W,
w = Wy
Wete

Os n. elementos de w, sdo sinais de comando, referéncias ou sinais de set-point,
entradas, na terminologia classica de controle. Os ny elementos de wy sio pertur-
bagbes ou sinais de ruidos. O vetor de sinal w.,. contém todas as ouiras entradas.
Particionando ¢ vetor de variaveis reguladas,

Ze
Za
Zo

2 o=

Zete

As n, componentes de z, sdo as varidveis reguladas por w, - saidas, na termi-
nologia classica. Os outros vetores sdo: z,, o vetor de sinais do atuador; z,, outros
sinais criticos como sinais de sensores ou variaveis de estados; z., 0s sinais restan-
tes. Conforme o particionamento feito anteriormente a matriz H deve ter o seguinte
aspecto

Ze ) Hcc Hcd * w
¢
Zg Hac Had * -
= d
Za Hoc Hod *
Wete
Zete * * *

O simbolo * denota uma submatriz de H que nao é usada para formular especi-
ficagoes de desempenho.

4.4.1 Overshoot e Undershoot

Define-se dois funcionais de H..: o overshoot,
A
Bos(Hee) = sup s(t) — 1,
>0
onde s(1) é a resposta ao degrau unitario de H,,, e o undershoot,

a
Pus(Hee) = sup —s(t).
£>0
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Estes funcionais sdo convexos de tal forma que as especificacdes

os% {H | ¢os(Hee) < 0},
ua = {H ’ d)us( CC) < a}

sao convexas: por exemplo, se entre duas respostas de um sistema ao degrau unitério,
ambas nao excedem 10% de overshoot, a combinag¢do convexa dessas duas respostas
também nao excedera.

A seguir, tem-se uma caracterizagdo mais geral para os funcionais ¢,, e ¢y,
chamados de overshoot relative e undershoot relativo, definidos por

A SUDysg 8(1)/Hee(0) — 1 se H.(0) >0,
¢osr(HCC) - { +Ooz ge }-{cc(o) < O’

& | supyo—s(t)/Hee(0) se He(0) >
qﬁusr(Hcc) - {+OO> se cc()

Agora nao parece tao obvie que

Hosr £ {H | ¢oa(He) < 0},
Huse = {H | ¢us(Hee) < 0},

sejam especificagdes convexas. Para mostrar que o conjunto H,,, é convexo basta
escrevé-lo como

Hose = {H | H(0) >0, s(t) — (1 + a)H,(0) <0 para todo ¢ > 0}.

Se H, H € Hoer e 0 < A< 1, entdo Hy = \H + (1-— )\)E satisfaz H)..(0) > 0, e
para cada t > 0 tem-se s(t) — (1 + a)Hx(0) < 0. Desse modo, H, € H,,,.
A prova para H,s pode ser feita de maneira similar.

4.4.2 Resposta RMS a um Ruido Particular

Uma medida muito usada para se avaliar o tamanhe de uma funcio de trans-
feréncia H € o valor RMS de sua saida quando em sua entrada é aplicado algum
processo estocastico estaciondrio. Suponha que a entrada particular w tenha densi-
dade espectral de poténcia Sy, (w), e que H seja estavel. Entao a densidade espectral
de poténcia da saida = de H é

Sa(w) = Su(w)[H(jw)[",

e com 1880

lelloms = (3 [ 1) Sulerds)
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Charna-se de norma de H o termo

Bl 2 (2 [ G500 121)

Em (4.21), w é algum sinal ﬁxb, e estd-se medindo o tamanho do sistema linear
invariante no tempo H.

4.4.3 Norma H;: Resposta ao Ruido Branco

Considere a norma RMS discutida anteriormente. Se S, (w) & 1 nas frequéncias
para as quais |H(jw)| possui valor significativo, entdo :

(o [ mGopas)” (4.22)

2

]

E conveniente pensar neste sinal como uma aproximacao de um sinal tipo ruido
branco, um sinal de entrada ficticio com S,(w) = 1 para todo w. Esta importante
norma de um sistema estavel é denotada por

1,2 (7 G fas) (423

e é chamada de norma H, de H. Se H for instavel, ||H|, = co. A norma H, de uma
funcao de transferéncia mede o valor RMS da resposta de sua saida quando uma
excitacao do tipo ruido branco estd presente em sua entrada. A norma H, pode ter
uma outra interpretagdo. Pelo Teorema de Parseval,

ity = ([ wwran) = o, (124

chamada de norma L, da resposta ao impulso h da matriz de transferéncia H. Com
iss0, pode-se interpretar a norma Hs de um sistema como a norma L; de sua resposta
a um sinal de entrada particular 6, o impulso unitario.

4.4.4 Ganho de Pico

O Ganho de Pico de um sistema linear invariante no tempo é definido como

[Hwll,
14|, Sﬂpgfwu T (4.25)

Pode ser mostrado que o ganho de pico de uma funcio de transferencm é igual
a norma L, da sua resposta ao impulso:
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11, = [ 1h@ldt = Al (426)

O ganho de pico de uma fungéo de transferéncia é finito se e somente se a funcio
de transferéncia for estavel. '
A equacdo (4.26) pode ser verificada da seguinte forma: considere o sinal de

entrada
wt) = sgn(h{l' — 1)) para0 <t <T (4.27)
0 caso contrario ’

Note que {|wllo = 1 (a fungéo sgn(-), vale 1 para argumentos positivos e -1 para
argumentos negativos). A saida no instante T é

A(T) = ]OTw(T—t)h(t)dt

T
- / sgn (h(1)) A()d!

0
T

= | [r(®)]dt,
0

que converge para ||hl|, com T — co. Entao para T grande (e H estével, de tal
forma que [|H|lpg < o0}, 0 sinal de (4.27) implica que ||z]|o/||w]|e se aproxima de
|A|l1; também é possivel mostrar que existe um sinal w tal que

zlloo/ll2elloe = NI ]l

4.4.5 Rastreamento Assintdtico

Uma especificagao comum sobre H,, é

Jlim = H.(0) =1,
o que significa que para w. constante (e wq = 0, wee = 0), 2.(t) converge para
w, com I — 00, ou equivalentemente, a funcao de transferéncia em malha fechada
de z, para w, € um em s = 0. O conjunto das matrizes que correspondem a esta
especifigio é
Hrastras.s == {H l Hcc(ﬂ) = 1} (428)

Mostra-se a seguir que este conjunto é convexo.

Suponha que H, H € H,qtr s, de tal forma que Hy5(0) = ﬁl;;(ﬂ) =], eleR
Entdo a matriz de transferéncia Hy = AH + (1 — A} H satisfaz

Hyy(0) = AHi3(0) + (1 — NHia(0) = A4 (1 = 2) =1,
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e portanto Hy € Moqstr_ass-
O conjunto 4.28 também pode ser expresso da seguinte forma:

?'{rastr_a.ss = {H 1 ¢rustr.ass(H) = 1}3

Y

onde ¢rapr oss(H) = Hc(0) é um funcional afim.



Capitulo 5

Projeto de Sistemas de Controle
via Otimizacao Convexa

5.1 Introdugao

Este capitulo descreve o método usado na formulagio e resolucio do problema
de projeto do controlador em um espage de dimenséao infinita. Um método baseado
na parametrizacao discutida no Capitulo 3 leva a uma aproximacio externa da
regido das especificagdes atingivels ou realizdveis no espago das especificacoes de
desempenho. Através dessas aproximagdes o problema de projeto do controlador
serd formulado e em seguida resolvido. A aproximacio de um espaco linear de
dimensdo infinita por um de dimensdo finita também é apresentada através das
aproximacoes de Ritz.

5.2 Formulagao do Problema de Projeto

O problema de projeto de controlador pode ser formulado como

' min $(H) (5.1)

onde ®(-) €, em geral, um vetor de critérios de desemnpenho convexos no espaco das
matrizes de transferéncia H, e {1 é o conjunto determinado por restrigdes de projeto.
Em vista da Parametrizacio ), discutida no Capitulo 3, o mesmo problema pode
S€r eXpresso Como

min ¢°(Q) (5.2)

onde ®*(Q) = ®(T; + 15QT3) e
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V=1{Q : ¥(Q) <0}

onde ¥*(Q) = ¥(1} + T:QT5) é um vetor de funcionais convexos que determinam
o conjunto {1*. Note que de acordo com esta reformulagio do problema de projeto,
satisfaz-se as restri¢bes de realizabilidade e estabilidade, uma vez que o pardmetro
() sempre representard uma matriz de transferéncia estivel.

Embora os problemas sejam equivalentes do ponto de vista de formulacio, a
dependéncia do funcional e das restrigdes com a variavel de decisio é muito mais
simples no ltimo caso. Como ®(-) e ¥(-) sio funcionais convexos sobre H, e H
pode ser representada por uma relagio afim com o pardmetro @, as propriedades
de convexidade do problema sao preservadas. Note que o mesmo nao ocorreria se
a variavel de decisdo do problema de projeto fosse a matriz de transferéncia do
controlador K.

O funcional ©(-) e o conjunto (! podem envolver especificacdes de desempenho
em termos de rastreamento assintdtico das variaveis reguladas, rejeicio de entradas
indesejaveis a planta, limites de overshoot, undershoot e tempo de estabelecimento,
limites nos valores de pico de certos sinais de malha fechada, entre outras ([BBB8S]).
Na verdade, a distingao entre funcionais (critérios) e restrigdes néo é rigida e pode-se
inclusive considerar o problema de projeto no contexto das técnicas de otimizacio
multicritério ([FG90]). Especificagdes de desempenho desta natureza dao origem a
problemas de otimizagio em espagos de dimensio infinita.

5.3 Aproximagoes de Ritz

O método de Ritz para se abordar problemas de otimizacio de dimenséo infinita
consiste em resolver uma sequéncia de problemas em subespacos de dimensao finita
em que a dimensao do subspaco considerado é progressivamente aumentada. Para o
problema de projeto do controlador, 0 método da aproximacio de Ritz é determinado
através de uma sequéncia de matrizes de transferéncia n, x n,

RO'.' Rlv R25 e (53)
Seja ,
HNé{ROJr Zx,;R,—I:c,-e%,lgz'gN}‘ (5.4)
1<iKN

o subconjunto afim de dimenséo finita que é determinado por Ry e a sequéncia de
N matrizes de transferéncia.
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A aproximagao de Ritz leva a um problema de projeto de controlador convexo,
se o problema de controlador original for um problema convexo, visto que a apro-
ximagao de Ritz nada mais é do que uma restricio adicional do tipo H € Hy ao
problema original.

A N-ésima aproximagio de Ritz para o problema de projeto do controlador gera
um problema de otimizacdo de dimenséo finita, de tal forma que algoritmos eficientes
podem ser aplicados para a sua solucéo. Para cada ¢ € R associa-se a matriz de
transferéncia

Hy S Ro+ Y wif, (5.5)

1<i<N

e para cada funcional ¢; associa-se a fungao ¢V : RV -+ R dada por

 ¢M(z) £ 4(Hy(z), (5.6)

e define-se
O™ & (¢ | ¥(Hy(z)) < 0} (5.7)

Como o mapeamento de = € RY em Hy dado por (5.5) é afim, as funcdes ¢
dadas por (5.6) sdo convexas se os funcionais ¢; forem convexos. Da mesma forma
os subconjuntos Q%) C RN sio convexos (ou afins) se ¥ (z) & i(Hy(z)) forem
func¢bes convexas.

5.3.1 Um Método de Ritz Especifico

Um método especifico para se gerar aproximacdes de Ritz é baseado na parame-
trizacao de matrizes de transferéncia em malha fechada geradas por controladores
estabilizantes (ver Capitulo 3):

‘}iestauel = {Ti + T2QT3 l Q estével}. (58)

Escolhe-se uma sequéncia de matrizes de tranferéncia n, X n, estaveis Qy, Q,,. ..
e define-se

_R(;KTl, &=T2Q;T3, i—_«].,?,“. (59)

como a sequéncia de Ritz particular. Observe que esta escolha gera um conjunto
Hy com a mesma estrutura do conjunto Hegarer, onde @ é uma combinacio hinear
das matrizes estaveis Q;, i = 1, 2,... Com issc tem-se que Hy C Hestovel, OU S€ja,
a especificacdo H,saver € automaticamente satisfeita.

Para cada z € RV existe um controlador correspondente K ~n{z) que gera a
matriz de transferéncia Hy(x) € Hy. Na N-ésima aproximagao de Ritz, faz-se uma
busca sobre um conjunto de controladores que é parametrizado por z € ®", da
mesma forma que uma familia de controladores PID é parametrizada por um vetor
de ganhos, pertencente ao R°.
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Observe que a aproximacéo de Ritz preserva a geometria do problema de projeto
do controlador original. Se um critério ou restricdo funcional é convexo ou afim
em malha fechada, entdo o critério ou restrigio resultante em z € RV, também o
serd. Isto ndo é verdade para a maioria das parametrizagoes de controladores, por
exemplo, os controladores do tipo PID.

5.4 Aspectos de Implementacao

Todo o software necessario para a implementacio das técnicas discutidas neste
- trabalho foi desenvolvide em MATLAB ([MAT40]), versio 4.0, em ambiente UNIX,
tendo como hardware estagbes de trabalho do tipo SUN.

Utilizou-se o Control Toolboz ((MATCT]) do MATLAB nas fases de definicéo do
problema, obtengao de representagdes em espago de estados e obtengio de resultados,
incluindo-se nesta ultima, os aspectos de simulacéo.

O método de planos de corte, discutido no Apéndice A, que é utilizado na so-
lugao do problema de otimizacéo resultante, foi implementado através de uma rotina
bésica de programacao linear - método Simplex primal ([Las70]) - também disponivel
em MATLAB. _

A abordagem utilizada neste trabalho, onde operagies de somas e multiplicacées
de fungdes de transferéncia sdo frequentes, tende a gerar matrizes de transferéncia
de malha fechada de ordens elevadas. Visando minimizar este efeito, sempre que
possivel, o resultado de qualquer operagao envolvendo funcgdes de transferéncia foi
submetido a um processo de reducio de modelo, de forma a eliminar modos fra-
camente controlaveis e/ou observéveis. Para maiores detalhes sobre o método de
reducao de modelo utilizado, ver [MATCT].

O célculo dos valores e dos subgradientes de vérios funcionais considerados nos e-
xemplos da préxima se¢do exige um processo de integragio numérica. Neste trabalho
utilizou-se o método de integragio de Simpson ([BBF$§7]), também implementado
em MATLAB.

5.5 Experiéncias Numéricas

O objetivo desta segéo é ilustrar o desempenho do método de planos de corte
quando utilizado no projeto de sistemas de controle baseado na parametrizagio Q.
Os problemas tratados a seguir sio solucionados em [BB91] através de métodos
elipsoidais. No final desta se¢do, algumas comparacdes com os resultados obtidos
através do método de planos de corte sio realizadas.
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Considere o sistema de controle com um grau de liberdade discutido no Capitulo
1. O sinal de referéncia r(s) é uma entrada exégena, assim como os ruidos n,.,, €
nsen. O vetor de entradas exdgenas w pode ser assim definido

Mproc
W= | Ngen (5.10)
r

A entrada de controle da planta € o sinal do atuador u, e pode-se tomar o vetor

das variaveis reguladas como
z= { Y } (5.11)

U

O controlador no sistema de controle 1-DOF nio tem acesso direto & saida cor-
rompida do sistema, Y, + Nyer. A entrada do controlador K (s) € dada por

ymr”yp_nsen (512)

Baseado na representacdo da figura 1.2, a planta P possui quatro entradas e trés
saidas. A sua matriz de transferéncia é

Po 0 0 P
P= {?w }’}“ ] - 0 o0 0 1 (5.13)
o Sy B -1 1 —P

A matriz de transferéncia em malha fechada H possui trés entradas e duas safdas:

PO PQK PUK
[ He Ha) ) (+RE) T(+RK) (T+RK)
HM[HH Hy, Hz;g}* _ P()K _ K K (514)

1+ RE) (+hK) (1+PK)

Considere que o sistema de controle 1-DOF acima possui planta Py(s) consistindo
de
_110-s
o8) = F15 75 (5.15)
Observe que esta planta nao é BIBO ( Bounded Input - Bounded Qutput) estavel,
apresentando também caracteristica de fase nado-minima. Os resultados serio apre-
sentados com base em (5.15).
Suponha que 7., € N4, S€jamn processos estocisticos independentes com média

zero e densidades espectrais de poténcia

Spfac(w) = Wp?roc?
Ssen(w) = W2
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onde

Wyoe = 0.04,
Wien = 0.01.

Dentre todos os possiveis funcionais que determinam especificacdes de projeto,
escolheu-se trabalhar com valores RMS das varidveis de safda medida (y,) e de
controle (u), overshoot, ganho de pico e rastreamento assintético. Estes funcionais
foram discutidos no capitulo anterior e o célculo de seus subgradientes é apresentado
no Apéndice B.

As regulagdes RMS de y, e u sdo definidas como segue:

» Regulacdo RMS de y,

RMS(5p) £ frmo.s (H) = (| HuWienll2 + | HsWproe Y2 (5.16)
e Regulacio RMS de u

RMS(u) £ GomoulH) = (| HaWiroell? + || HaaWien|2) /2. (5.17)

O controlador nominal K. (0 mesmo utilizado em [BB91]) é caracterizado
pelos seguintes ganhos:

0.0000
Lew = | =3.1623 |, K,z = [1.4276 10.2048 2.4495)
~1.1115

A sequéncia de matrizes de transferéncia estdveis @, Qo,... que define a apro-
ximagdo de Ritz corrente é construida a partir do termo geral, escolhido arbitraria-

Qi = (sil)i

Pode-se demonstrar ([BB91]), que a sequéncia gerada a partir deste termo é
densa, no sentido de que a solucéo 6tima Q” pode ser obtida para N suficientemente
grande. A seguir apresenta-se trés exemplos que ilustram a aplicacio da sintese de
controle de sistemas lineares via parametrizacio (J. Estes trés problemas de sintese
sdo resolvidos através do Método de Planos de Corte que é descrito em detalhes no
Apéndice A, onde também sio apresentados os conceitos e resultados bisicos sobre
Analise Convexa necessirios para o desenvolvimento deste trabalho.

mente,

Exemplo 5.1:
Min ¢rms_o(H)

8. 81 Prms_y, (H) < 0.1 (5.18)
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Para @rms_y,(H) € Grmso(H) dados por (5.16) e (5.17), respectivamente.

A tabela a seguir mostra as sucessivas iteragdes do algoritmo implementado.
Nesta tabela, N representa a ordem da aproximagio de Ritz e k representa a iteracio
do algoritmo de planos de corte para o problema de dimenséo finita N.

k[ brmeslH) | frmen(H)
1] 0.140898 0.234289
N=1 {21 2.564163 1.632466
3| 0.068744 (0.102719
1] 0.072971 0.097172
21 1.938094 0.6507782
N=2 {3 | 0.096723 0.165012
41 0.043621 0.100780
51 0.044360 0.100174
6 | 0.042646 0.099385
11 0.042985 (.099354
21 2.3838T70 1.568002
3| 0.164163 0.433554
4 1 0.089605 0.258532
N=3 | 5| 0.060643 0.197549
6| 0.071412 0.133634
71 0.043993 0.113093
8 | 0.039855 0.106074
91 0.0398T1 (.102983

Tabela 5.1: Evolugao do Algoritmo - Exemplo 5.1

A figura 5.1 ilustra a convergéncia do valor da funcéio objetivo para o seu minimo
tedrico 0.03967 calculado em [BBB88] através do regulador LQG. O algoritmo con-
vergiu para o ponto z* = [-33.39 17.74 24.42]".
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1 1.5 2 2.5 3
N

Figura 5.1: Convergéncia da Fungio Objetivo com N - Exemplo 5.1

A representacao em espacgo de estados do controlador K obtido para este exemplo
é:

[ —11.42 ~1029 —-244 0 0 0 1 ]
1 316 ~3162 0 0 0 O
0 211 -11.11 0 0 0 0
Ag = 0 -1 0 -1 0 0 0
0 0 0 1 -1 0 0
0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 1 —I|
o T
—3.16
~1.11
Bxk=| 1 |, Cxk=[-142 ~1029 244 0 0 0 1] e Dx =0,
0
0
b 0 -

A figura 5.2 mostra a convergéncia entre a fungiio objetivo e sua aproximagio
inferior Ly com relagdo as iteragoes do algoritmo de planos de corte para N = 4,
isto €, para uma aproximacao de Ritz de ordem quatro. ‘O critério de convergéncia
adotado foi de um erro menor do que 1% entre L € ¢;.
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Figura 5.2: Convergéncia entre Ly e ¢

A figura 5.3 mostra as respostas de Hj3 ao impulso e ao degrau unitario. Note
que H;z representa a fungdo de transferéncia entre a saida y, da planta e o sinal de
referéncia r. Este elemento de H apresenta um overshoot de 41.60% e um ganho de
pico de 1.88.

Figura 5.3: Respostas de Hy3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 5.1
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No préximo exemplo, uma restri¢do adicional sobre o overshoot de Hjy é in-
corporada ao problema anterior. Observe que ao incluir-se uma restricio sobre o
overshoot (¢os(H13) £ 0.1), deve-se também garantir que a referéncia seja assinto-
ticamente rastreada, o que é assegurado através da restricao Orastr_ass(Hiz) = 1.

Exemplo 5.2:
Min érmam(ﬂ)
¢rmsmyp(H) S 0.1
8. a: ¢os(f]13) S 0.1
¢rastr_ass(Hl3) = 1

(5.19)

Este problema ¢ infactivel para N = 1. Para N = 4, o valor da funcéo objetivo
converge para 0.0917 satisfazendo as restrigdes do problema. O niimero de iteracoes
do método de planos de corte para N = 4 foi 20. O algoritmo convergiu para
a solugio z* = [-0.54 8.04 —25.34 1.06]T. Constatou-se ainda que a restricio
sobre rastreamento assintético da entrada € de certa forma redundante, pois a planta
considerada ¢ do tipo 2 ([Oga90]}, isto é, apresenta erro de regime igual a zero para
entradas degrau unitario e rampa unitaria.

A figura 5.4 apresenta as novas respostas de Hys ao degrau unitério e ao impulso.

1.2 : ; 9
. : B
1} :
g Pl
g [ 5 """"""" g ot
§ P SEIREMS ARSI . ............. "% 5 .
& : Boq Py i
3 ! E
o S e = H
: g e
) ~ _____________ g Pl
i 1
P T frrssssserian
: of”
i i i
-0.2 -0.1
¢ 20 40 60 20 40
t t

Figura 5.4: Respostas de Hy3 ao .degrau e ao impulso - Exemplo 5.2
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Uma abordagem alternativa ao Exemplo 5.2 seria limitar o ganho de pico de Hjsa.
Limitando-se o ganho de pico deste elemento, garante-se que sempre que a entrada
for limitada em amplitude a 1, por exemplo, a resposta de Hys estara limitada pelo
ganho de pico pré-especificado.

Exemplo 5.3:
Min  Grmso{H)

Grms.yp(H)
$oplHi3) <1

8. a:

<01 (5.20)
3 .

O ganho de pico de Hys foi limitado a aproximadamente 70% do valor apre-
sentado no Exemplo 5.1. A figura 5.5 mostra as respostas de Hy; ao degrau u-
nitério e ao impulso para N = 4. O algoritmo convergiu para a solucio z* =
[—10.52 18.65 —25.50 6.68]” e o valor da funcio objetivo para 0.0716. Obser-
ve que como esperado, o overshoot de His ficou abaixo do valor de ganho de pico

especificado.

1.2 ! T 8 \
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1 :
& Hprerm
81 :
5 B e
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[ : =
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& : : £
Q PR ; SRRCIEEEL- SRS . ............. = 3
2
g e e
G ...‘....,...................; ............. 3
i 0
] i 1
-0.2 0.1
0 10 20 30 10 20
t t

Figura 5.5: Respostas de Hy3 ao degrau e ao impulso - Exemplo 5.3

O projeto de sistema de controle pode ser abordado através de técnicas de oti-
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mizagdo multicritério ([FG90]). A partir dos exemplos anteriores fica claro perceber
a natureza conflitante de muitas especificagbes de projeto.

Uma possivel formulagdo multicritério para o Exemplo 5.3 baseia-se na técnica
proposta por Gembicki e Haimes ([GHT75]), que é aplicada ao Exemplo 5.4 a seguir.

Exemplo 5.4:

Mo o
érms..u(H) =T S-: d):mswu
S. & . Qﬁrms..yp(H) - Whd S é:mswyp
¢gP(H13) —wie ¢;39

(5.21)

Note que a minimizagado indicada em (5.21) envolve as varidveis H e o € ®. No
lado direito das restrigdes estiao especificados os valores ideais ou valores alvos, que
podem ou néo ser atingidos no final do processo de otimizacio. As quantidades w;o
estao relacionadas com o grau de folga ou excesso do respectivo funcional em relacio
ao alvo estipulado, com w; > 0 fazendo o papel de uma ponderagiao. Note ainda que
o problema (5.21) é sempre factivel. |

A Tabela 5.2 mostra a convergéncia do algoritmo para o Exemplo 5.4. Os alvos
selecionados foram ¢7,., , = ¢],,, = ¢, = 0. Utilizou-se como ponderagdes
wy = wy = w3 = 0.3333.

Conforme pode ser constatado nesta tabela, o maior desvio é determinado pelo
funcional associado ao ganho de pico de Hyz. Os objetivos referentes a regulacio
RMS apresentam excesso em relagio aos alvos estipulados,

Uma comparacao entre os resultados obtidos a partir do algoritmo implementado
via Método dos Planos de Corte com os resultados apresentados em [BB91], que faz
uso de métodos elipsoidais, sugere que estes dltimos apresentam um desempenho
sensivelmente inferior ao exibido pelo Método de Planos de Corte, no que diz res-
peito ao nimero de iteracdes necessirias para se atingir convergéncia nos diversos
exemplos tratados. Deve-se ainda levar em conta a maior facilidade de implemen-
tagdo do Método de Planos de Corte e a relativa simplicidade para definicio de uma
regido do espago N-dimensional que contenha a solucéo do problema.
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k érms_u (H) ¢Tms_yp(H) égp(Hlfﬂ) wyo
1 | 1.332835 | 2.175876 | 22.416107 | -2.650
2 | 5147483 | 5.277378 | 49.132098 | -0.043
3 | 0.259118 | 0.203486 | 3.012624 | 0.125
4 1 0.296615 | 0.413486 | 1.917942 | 0.319
o | 0.592256 | 0.677659 | 3.774498 | 0.628
6 | 0.314260 | 0.397677 | 2.327195 | 0.793
7 | 0.187093 | 0.268807 | 1.680661 | 0.898
8 | 0.126450 | 0.201232 | 1.477087 | 0.975
9 | 0.098692 | 0.228247 | 1.500147 | 1.028
10 | 0.088855 | 0.182016 | 1.351337 | 1.074
=3 | 11 | 0.107472 | 0.156667 | 1.437972 | 1.126
12| 0.103920 | 0.180032 | 1.349695 | 1.174
13 | 0.107867 | 0.153835 | 1.310958 | 1.210
14 | 0.105532 0.127773 1.302025 | 1.231
15| 0.101392 0.137630 1.308754 | 1.248
16 | 0.108650 | 0.126879 | 1.295342 | 1.264
17 1 0.105123 | 0.106540 | 1.297950 | 1.269
18 1 0.107689 0.116086 1.289946 | 1.277
191 0.099056 | 0.120594 | 1.298117 | 1.279
20 | 0.101209 0.113759 1.286895 | 1.280
21 | 0.101848 0.108714 1.282795 | 1.280
22 | 0.108584 | 0.158717 | 1.381228 | 1.310
23 | 0.079597 | 0.097944 1.297109 | 1.310

Tabela 5.2: Evolug¢ao do Algoritmo - Exemplo 5.4



Capitulo 6

Conclusao Geral

Este trabalho abordou o problema de sintese de sistemas de controle através de
otimizagdo convexa e, mais especificamente, através do Método de Planos de Corte.

A partir de técnicas de fatoragio de matrizes de transferéncia, obtém-se uma
parametrizacao de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta e
uma representagio afim para a matriz de transferéncia de malha fechada do sistema.
Como muitas das especificacdes de projeto sao convexas quando descritas em termos
da matriz de malha fechada do sistema, foi possivel formular o problema de sfntese
como um problema de otimizacdo convexa, tendo como variavel de otimizacio um
elemento do espage das matrizes de transferéncia racionais estaveis préprias. Uma
aproximacao adequada deste espago vetorial através de espagos de dimensio finita
permitiu a definicdo de um problema de otimizagio convexa passivel de resolucio
através do Método de Planos de Corte selecionado.

Os resultados obtidos demonstram a viabilidade deste tipo de enfoque e a efi-
ciéncia do método selecionado, superior & obtida com o método adotado por [BBY1].
Entretanto, varios outros aspectos nao cobertos por este trabalho precisariam ainda
ser investigados.

Embora a abordagem adotada tenha uma vantagem decisiva - conduz aos limifes
de desempenho de um sistema, que ndo poderiam em geral ser determinados por
quaisquer outros métodos - por outro lado também apresenta algumas desvantagens.

Uma caracteristica inerente & abordagem adotada é a geracao de controladores de
ordens elevadas. Esta caracteristica é decorrente do processo de obtencio da matriz
de transferéncia de malha fechada através das aproximacoes de Ritz. Processos de
redugao de modelos poderiam ser utilizados para se chegar a controladores de ordens
compativeis com a sua utilizagdo pratica.

Varios aspectos envolvidos na parametrizagio () podem também ser objetos de
pesquisa futura. Em particular, a escolha do controlador nominal tem influéncia
destacada no desempenho de todo o algoritmo implementado e portanto uma escolha
criteriosa poderia melhorar em muito os aspectos de condicionamento numérico.
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Outro ponto a considerar € a definicio da sequéncia de matrizes de transferéncia
estdveis que irao compor as aproximagdes de Ritz. Esta defini¢do é, de longe, o
aspecto mais importante envolvido no problema e também o mais dificil de tratar a
curto e médio prazos.

Um dltimo tema para pesquisas futuras seria a obtengdo de controladores for-
temente estabilizantes, isto é, controladores estdveis que estabilizam o sistema em
malha fechada. Uma parametrizacao do conjunto de todos os controladores estiveis
que estabilizam uma planta é também possivel através das mesmas técnicas de fa-
toracio utilizadas para se obter a parametrizagao ().



Apéndice A

Elementos de Otimizacao
Convexa

A.1 Introducao

‘Muitas das especificagdes e funcionais discutidos neste trabalho nao sio suaves,
isto é, possuem bicos, e por isso podem nao ser diferencidveis em todo o seu dominio.
Felizmente para funcionais e conjuntos convexos, algumas das ferramentas analiticas
de otimizacdo mais importantes ndo dependem de suavidade. Mais importante ain-
da, existern algoritmos simples e eficientes para otimizagio convexa que nio depen-
dem da suavidade das restrigdes e dos objetivos. Este Apéndice apresenta algumas
ferramentas basicas de otimizac¢io convexa nao-diferenciavel: subgradientes, deriva-
das direcionais e hiperplanos suportes, enfatizando suas interpretagdes geométricas.
A seguir um método eficiente para otimizagio convexa nio-diferencidvel chamado
de método de Planos de Cortes, é apresentado.

A.2 Conjuntos e Funcionais Convexos

Seja H um espaco linear.

Definigao A.1 - Conjunto Convexo .
O conjunto H; € H é convexo se para quaisquer H, H € H;, e todo A€ [0,1],

AH +(1—MH e H,.

Um conjunto de matrizes de transferéncia é convexo se, sempre que duas matrizes
quaisquer estiverem dentro do conjunto, a seguimento de linha que liga as duas
matrizes (a sua combinagdo convexa) também estiver contido no conjunto.
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Definicdo A.2 - Funcional Convexo N
Um funcional ¢ sobre H é convexo se para quaisquer H, H € H, e todo A € [0,1],

S(AH + (1= \)H) < A¢(H) + (1 — \o(H).

Um funcional é convexo se o grifico de seus valores ao longo de um segmento
de linha em H permanece abaixo do segmento de linha que une as extremidades do
segmento.

Definicdo A.3 - Funcional Quasi-Convexo
Um funcional ¢ sobre H é quasi-convexo se para quaisquer H, H € H, e todo
A€ 0,1}, . .
6O + (1 = \H) < max{o(H), (1)},

A.3 Subgradientes e Quasi-Gradientes Genera-
lizados

Defini¢do A.4 - Derivada Direcional
Define-se derivada direcional de ¢ em Hy na direcao §H como

6(Ho + héH) — 6(Hy)
- .

Pode ser mostrado que para ¢ convexo, este limite sempre existe.

HOE 2
#(Hos8H) 2 Jim

Definicao A.5 - Subgradiente

Se ¢ é um funcional sobre um espago linear H (de dimensio possivelmente infi-
nita), entdo diz-se que ¢*9 é um subgradiente de ¢ em Hy € H se ¢* é um funcional
linear sobre H e se

#(H) > ¢(Ho) + ¢*°(H — Hy) para todo H € H. (A.1)

O subdiferencial d¢(Hy) consiste de todos os subgradientes de ¢ em Hy; note
que J¢(Hy) é um conjunto de funcionais lineares sobre . Diz-se ainda que um
funcional linear ¢* sobre H é um quasi-gradiente de um funcional quasi-convexo ¢
em Hy € H se

S(H) > ¢(Ho) sempre que ¢#(H — Hy) > 0.

Se H = R", sabe-se que todo funcional linear sobre 0 ®" tem a forma g%z para
algum vetor constante ¢ € R" e z € R". Além disso, se ¢ : R* — 3? for um funcional
convexo e diferencidvel, tem-se que

8(2) > d(z) + V() (z—2) Ve . (A.2)
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Isto significa que o hiperplano tangente ao grafico de ¢ em x sempre est4 abaixo do
grafico de ¢. Se ¢ : ®" — R for convexo, mas ndo necessariamente diferencisvel,
diz-se que g € £" é um subgradiente de ¢ em z se

#(z) > ¢(z) + gT(z —-z) Vaz, z. (A.3)

A partir de (A.2) tem-se que o gradiente de um funcional convexo e diferencisvel

¢ sempre um subgradiente. Um resultado cldssico de anélise convexa é que todo

funcional convezo possui pelos menos um subgradiente em todo ponto do seu dominio.
Suponha que ¢ : R" — R seja quasi-convexo, o que significa que

¢(Ar 4+ (1 — N)Z) < max{g(z),¢(z)} VO<A<I, 2,8 € B~
Diz-se que ¢ € um quasi-gradiente de ¢ em z se
¢(z) = ¢(z) sempre que ¢7 (2 — ) > 0.

Se ¢ for diferencidvel e Vg(z) # 0, entdo Vé(z) é um quasi-gradiente; se ¢ for
convexo, qualquer subgradiente de ¢ também é um quasi-gradiente de ¢. E possivel
mostrar que toda fungdo quasi-convexa possui pelo menos um quasi-gradiente em
todo ponto. Note que o tamanho do quasi-gradiente ¢ irrelevante para os propdsitos
deste trabalho. O que interessa é a diregdo e o plano de corte que o quasi-gradiente
determina.

A.4 Subgradientes: Propriedades

Para se usar o Método de Planos de Corte apresentado na préxima secao é ne-
cessario calcular valores e subgradientes da fungdo objetivo e restricoes em qualquer
ponto do dominio de busca. Nesta secio sio apresentadas algumas formas de se
calcular subgradientes. As ferramentas apresentadas sio derivadas de férmulas mais
gerais que determinam inclusive o conjunto de todos os subgradientes em um ponto.
Somente serdo apresentados os resultados estritamente necessirios para se obter um
subgradiente em um dado ponto.

o Funcional Diferencidvel. Se ¢ for convexo e diferencidvel em z, entdo sua
derivada no ponto z ¢ um elemento de d¢(z). Na verdade, esta derivada é o
tinico elemento de d¢(z).

® Multiplicagdo por Escalar. Seja w > 0 e ¢ convexo. Entdo um subgradiente
de w¢ em z é dado por wg, onde g é qualquer subgradiente de ¢ em z.

o Soma. Se ¢(z) = ¢1(z)+...+ ¢n(x), onde ¢y,. .., ¢ séo funcionais convexos,
entdo qualquer g da forma g = g, +...+g,, pertence a ¢(z), onde g; € dy().
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¢ Mdzimo. Suponha que

¢(z) = sup{¢a(z) | o € A},

onde cada ¢, é um funcional convexo, e A é qualquer conjunto de indices.
Suponha agora que o,q € A seja tal que ¢, = #(z) (de tal forma que Dones
atinge 0 maximo). Entdo se ¢ € d¢q,, (z), tem-se que g € d¢(z). E claro que
se existir mais de um indice a atingir o maximo, escolhe-se apenas um deles.
Um caso especial é quando ¢ é o maximo entre os funcionais ¢1,..., ¢,, tal
que A = {1,...,n}. Se ¢(z) = ¢i(z), entdo qualquer subgradiente ¢ de ¢;(z)
é também um subgradiente de ¢(z).

Note que com os resultados acima, pode-se determinar subgradientes de uma
soma ponderada ou maximo ponderado de funcionais convexos.

Para funcionais quasi-convexos também é possivel derivar resultados andlogos
aos do subgradiente (ver [BB91]).

A.5 Meétodo dos Planos de Corte

Considere o seguinte problema de otimizacio irrestrita:
LD
¢" = min ¢(z). (A.4)

Suponha que se tenha calculado os valores da funcio e pelo menos um subgra-
diente em xy, Z9,..., Tp:

(1), ., d(zk), g1 € 8B(z1),..., g € d(zx). (A.5)

Cada um desses pontos e seus respectivos subgradientes formam um limitante
inferior afim para a funcao ¢:

#(z) > d(zi) + gT(z — ;) paratodo z, 1 <i<k.

Tem-se entdao que

N
6(2) 2 ¢¢(2) = max(g(a:) + 97 (= — 2:)). (A-6)
Note que ¢} é uma fungio convexa, linear por partes, que possui a seguinte ca-
racteristica: é menor ou igual a ¢ em todo o dominio. Entio esta funcio é uma
aproximagdo inferior de ¢, e a aproximacdo é exata nos pontos zy,..., zi, pois
$(z:) = ¢(z:) para 1 <i < k. |
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Na verdade, ¢ é a menor funcio convexa que possui os valores e os subgradientes
dados em (A.5). Um exemplo é mostrado na figura A.1. Perceba que

¢ > L = min ¢(z). (A7)

subgrad g;

Figura A.1: Tlustracio do Método de Planos de Corte

O problema de minimizagao do lado direito de (A.7) ¢ resolvido via programacio
linear. Este problema pode ser expresso como

.Lk = IEiI} L,
¢(z;)+g?(z—m.-) < L, 1<i<k

que possui a forma de um programa linear na varidvel w:

L z;n;} I:Tw (A.8)
onde
-z 0 gir -1 gir:zzl — o(xy)
wz[L},Cx{I],Az T D], b= . : |. (A.9)
g 1 9k Tk — P()

Este programa linear ndo determina somente L, mas também um minimizador
de ¢{, que serd denotado aqui por z} (ver figura A.1).

A expressdo (A.7) mostra que conhecendo-se somente um nimero finito de sub-
gradientes e valores da fungdo pode-se chegar a um limitante inferior para o mfnimo
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da fungao. Em geral, tal propriedade nao se verifica para funcdes nio-convexas.
Esta propriedade é de grande utilidade para se estabelecer um critério de parada
para o algoritmo de otimizagao, de forma a limitar um erro méximo (a diferenca
entre ¢* e Ly ).

A fungo ¢! pode ser ilimitada no seu minimo, principalmente para k = 1 e
g1 # 0. Para se evitar isso, é recomendavel que se limite as varidveis do problema,
ou seja, deve-se considerar

"= min ¢(z).

Zmin Szgzmax

Neste caso, obtém-se o limite inferior

L= min  ¢P(z)

Zmin Szfzmax

que pode ser calculado adicionando-se a restri¢do zmin < z < Zmer 80 programa

linear (A.8).
Com os valores de ¢ calculados nos pontos z,. .., zx, obtém-se um limite superior

Uy para o™

Fa¥ .
Up = min ¢(z:)

que representa o menor valor da funcao objetivo até entdo encontrado.
Se um valor da fun¢do objetivo e seu respectivo subgradiente sao calculados em
um outro ponto i1, 05 novos limites inferior e superior sao melhorados:

Ly < Liyy £ ¢" < Upyq < Use

O algoritmo de Planos de Corte também pode ser usado para a solucio de pro-
blemas de otimizagao restrita, isto é,
. .
s Z). -
¢ = min_ ¢(2) (A.10)
A idéia bésica é a mesma, s6 que agora deve-se fazer uma aproximacao linear da
fungao objetivo e do conjunto definido pelas restrigdes convexas. Suponha que se
tenha calculado os valores e subgradientes da funcao objetivo e das restricées nos
pontos zp,..., T

$(z1),-. -y d(ar), g1 € O(21),..., g € Op(xx)
w(ml)s SRR '(,L’(-’Ek), hl € 3¢($1)? rrey hk € a¢($k)

Os pontos ; ndo precisam ser necessariamente factiveis. Com isso, constréi-se
fungdes limitantes, lineares por partes para o objetivo e restrigdes: ¢ ¢é dado por
(A.6) e

ey 2 : T(y _ .
P(z) 2 max(b(z:) + K (z — z.)). (A11)

<i<k
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que satisfaz ¥i(z) < (z) para todo z € R*.
Desta forma obtém-se um limitante inferior do problema (A.10):

¢ 2 Ly & min{el(z) | $(z) < 0}. (A.12)

De forma similar ao caso irrestrito, o problema de otimizacio do lado direito de
(A.12) é equivalente ao programa linear:

Ly = min efw
Aw < b (A.13)
onde agora
[ of 1] [ 972y~ ¢(x1) ]
_| = .10 g -1 | gl — dla)
X h{ 0 | ] h{ﬂfk -—T,b(:l:k) ]

Note que o limite inferior L pode ser calculado, ndo importando quais os pontos
(e os respectivos subgradientes) escolhidos.

Um critério de parada para o algoritmo de otimizagao do problema com restricées
(A.10) pode ser indicado através de um erro mdximo na aproximacao da funcio
objetivo e do conjunto definido pelas restri¢oes.



Apéndice B

Subgradientes de Algumas
Especificagoes de Projeto

B.1 Introducgao

Este Apéndice apresenta os calculos dos subgradientes das especificacoes de pro-
jeto utilizadas no presente trabalho. Como estas especificagdes de projeto sio fun-
clonais convexos em H, um espaco de dimenséo infinita, os seus respectivos subgra-
dientes sdo funcionais lineares sobre H.

Em geral os funcionais convexos considerados sdo funcionais de algum elemento
hi; da matriz de malha fechada H. Para simplificar a notagéo, este Apéndice usa
o simbolo H para denotar somente os elementos relevantes da matriz de malha

fechada.

B.2 Resposta RMS

Considere a seguinte norma ponderada H,,

o) = (5[~ su@imGeras)”

onde S, (w) é a densidade espectral de poténcia da entrada exégena w.

Por simplicidade, considere também H monovaridvel e S, (w) > 0. A seguir,
determina-se um subgradiente de ¢ no ponto (funcic de transferéncia) Hy. Se
¢(Ho) = 0, entéo o funcional zero é um subgradiente. Para o caso em que #(Hy) # 0,
tem-se que ¢ € diferencidvel em Hy e s6 existe um subgradiente neste ponto: a de-
rivada de ¢ em Hy, isto €, o funcional linear ¢** dado por ([BB91])

Dlas, = 5y [ SR (Tl H () do
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A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser usada para se provar que (A.2) é
satisfeita para o subgradiente acima: através do Teorema de Parseval tem-se que

S(H) = |HI, /
= (/" IEGo)a)

- ( / :th(t)dt)m.

Mostra-se em seguida que

0= gy

é o respectivo subgradiente de ¢ no ponto Hy. Basta verificar que

¢(H) = ¢(Ho) + ¢ (H — Ho) (B.1)

] :ohg(t)h(t)dt

é verdadeira para todo H. Analisando o lado direito de (B.1),

(/:Ohg(t)dt)uz + Q(%/jhg(t) (h(1) — Ro(t)) dt =

® N 1/2 1 o i o0
- ( / ko(t)dt) - [ R + T [ hoftyhieye
= ¢{Hp) ~ g~(~~;E)<,z&(HG)2 + g(%jgjf:oh@(”h(”dt

sabe-se que |
Mf | ho(Oh(t)dt =

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

1 00 1 |
qﬁ(Hg)j o PoA(t)dt < s lihollllA(D]] = J(H) (B.3)

e a desigualdade (B.1) é satisfeita.

1
¢(Ho)

(ho(1), A(2)) (B.2)

B.3 Owvershoot

Considere o funcional que representa o evershoot

$os(H) = sup s(t) — 1,
£0
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onde s(t) é a resposta ao degrau unitario da fungio de transferéncia H. Deseja-se
determinar um subgradiente de ¢.,(H ) em Hy. A resposta ac degran unitario de Hy
sera denotada por sg.

Para cada { > 0, define-se um funcional ¢**P* da seguinte forma: ¢**P*(H) =
5(t). O funcional ¢***P* avalia a resposta ao degrau unitirio de seu argumento no
instante {. Este funcional é linear em H, pois pode ser expresso como

oo erz

P H) = m«-»/ H(jw)dw.

- ]w

Note que se pode expressar o funcional ¢,, como o maximo entre os funcionais
afins ¢t — :
step,t
Pos(H) = sup ¢™PHH) - 1.

>0

Seja to qualquer instante de tempo em que o overshoot é atingido, isto é, ¢,,(Hy) =
so{to) — 1. E claro que podem existir outros instantes emh que o overshoof ¢ atin gido;
to pode ser qualquer um deles.

Utilizando a regra do maximo discutida na secdo A.4, qualquer subgradiente
do funcional ¢**P*(H) — 1 é um subgradiente de ¢,, em Hy. Mas o funcional
¢*eP*o( H)—1 é afim; sua derivada é simplesmente ¢***P* . Com isto estd determinado
que o funcional ¢**P* ¢é um subgradiente de ¢ em Hy.

B.4 Ganho de Pico

Considere o funcional de ganho de pico

S(H) = ||H|[,, = /U " k(1)) dt.

Seja ho a resposta ao impulso da fungio de transferéncia Hy. Para todo ¢ > 0
define-se um funcional que avalia o valor absoluto da resposta ao impulso de seu
argumento no instante £:

= (H) = |h(t)).

Esses funcionais sdo convexos, entdo pode-se expressar ¢ como
. o
G(H) = [ gt
0

Tratando-se esta integral como uma soma generalizada, a partir da regra da soma
discutida no Apéndice A, é razoavel pensar que o funcional linear

sy = [ gsmar
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é um subgradiente de ¢, onde para cada t, ¢*®' é um subgradiente de ¢**s-2¢ em
Hg. Esses funcionais sao diferenciaveis para todo t tal que ho(t) # 0, e 0 é um
subgradiente de ¢*8* em Hy para t tal que ho(t) = 0. Uma forma mais especifica
que a anterior seria

#5(H) = [ sgn(ho(t))h(t)dt.

A seguir verifica-se que o funcional acima é um subgradiente de ¢ em Hp.
Para cada t e qualquer h, tem-se que |h(t)] > sgn(ho(t))h(t)dt. Entao

S(H) = /0 Rty dt > ]O ~ sen(ho(t))h(1)dt

esta equacdo pode ser reescrita como

$(H) 2 [ (1ha(t)] + senlho(®)(A(t) = ho(t)))dt = ${Ho) + $°(H ~ Ho)

Isto verifica que ¢* é um subgradiente de ¢ em Hy.
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