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Resumo

Nesta dissertacdo, o problema de controle preditivo baseado em modelo, um
problema de otimizac¢do ndo linear com critério de desempenho quadrético e restri¢des lineares, €
reformulado via otimizacdo quadrdtica multiparamétrica, em que as entradas de controle sdo as
varidaveis de otimizacdo e os estados (no caso mais simples) representam um vetor de parametros.
A resolucdo do problema multiparamétrico fornece as a¢des de controle 6timas para cada regido
onde possam estar situados os parametros de interesse. Um algoritmo para obtencdo destas
regides — politopos - € apresentado. Férmulas explicitas para a transformacdo de problemas
preditivos classicos (envolvendo tanto regulacdo de estados quanto regulacdo de saida) em
problemas de controle preditivo multiparamétricos sdo derivadas. O algoritmo para regulacdo da
saida, versdo multiparamétrica, € entdo aplicada a um problema de planejamento da produgdo
envolvendo a coordenacdo de esforcos de produgdo/estoque e propaganda. Resultados
computacionais demonstram a versatilidade que a abordagem paramétrica propicia ao processo

de tomada de decisdes em ambientes de planejamento.
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Abstract

In the present dissertation, the model based predictive control problem, a nonlinear
optimization problem with quadratic performance criterion and linear constraints, is reformulated
as a multi-parametric quadratic programming problem, in which the control inputs are the
optimization variables and the states (in the simplest case) represent the parameter vector. The
optimal solution of the multi-parametric problem provides the optimal control input for every
single region where the parameters of interest may be located. An algorithm for obtaining all
regions (politopes) is presented. Explicit formulas for the transformation of classical predictive
problems (state regulation and output regulation, as well) in multi-parametric predictive control
problems are provided. The output regulation algorithm in its parametric version is applied then
to a production planning problem involving the production/inventory and the propaganda efforts.
Computational results demonstrate the versatility of the parametric approach in production

planning environments.
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Capitulo 1

Introducao

O Controle Preditivo Baseado em Modelo (MBPC), ou somente Controle Preditivo
(MPC), € a técnica de controle que apresenta impacto mais significativo e de uso mais difundido

na industria de processos, a excecao das técnicas que utilizam a estrutura PID.

A técnica MPC tem sido ha mais de duas décadas implantada com sucesso em
processos industriais, principalmente no setor petroquimico. A principal razdo para isso € a sua
habilidade inerente em lidar com restricdes em sistemas multivaridveis complexos, superando

tecnologias existentes.

Ao estendermos a classe de modelos além da classe de modelos lineares, modelos
lineares restritos sdo provavelmente a classe mais importante em termos praticos. As abordagens
mais populares para o projeto de controladores para sistemas dindmicos com restricdes recaem

sobre duas categorias: Anti-Windup (PID) e Controle Preditivo.

Existem diversas técnicas Anti-Windup, como por exemplo, método da integracdo
condicional e método back-calculation, entre outros. Essas técnicas sdo necessdrias ao se aplicar
controle PID a um sistema, pois todos os atuadores possuem limitacdes fisicas, o que acarreta
conseqiiéncias severas para o controle. Na hip6tese de saturacdo, a malha de realimentacdo ndo
serd funcional, pois a saida do elemento saturado nao mais reponde a sua entrada. Nesse caso, o
sistema opera como se estivesse em malha aberta, ja que o atuador estd em seu valor maximo (ou
minimo) independente do valor da saida do processo, o que € potencialmente critico se o sistema
for instdvel em malha aberta. Assim, o erro do controle decresce mais lentamente do que no caso
ideal (sem saturacdo) e, portanto o termo integral se torna muito grande acarretando em grandes

overshoots e tempo de acomodacao. (Visioli, 2006).

Este problema fatalmente ocorrerd com controladores convencionais se erros de set-
point fizerem com que a saida do integrador exceda os limites de saturagdo, As formas de se lidar
com isso nos controladores convencionais ao custo de se aumentar consideravelmente a sua

complexidade. Controladores MPC lidam com a questdo da satura¢do de uma forma mais natural.
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O fato de o controlador preditivo estar ciente das restricdes sobre as entradas, e em
particular da possivel saturacdo dos atuadores, e de nunca gerar sinais de entrada que tendem a

viola-las, remove o problema ligado a saturagao.

Restricdes existem na maioria das aplicagdes praticas e um desempenho 6timo sé
pode ser alcangado lidando-se com essas restricdes. A importancia de se lidar adequadamente
com restricdes se deve ao fato de que, em geral, a operacao mais rentdvel de um sistema é obtida
quando o processo opera proximo as restri¢des, geralmente associadas a custos diretos, custos de

energia, e a qualidade de processos e produtos.

Claro que ndo queremos que a planta ou o processo opere exatamente sobre os limites
reais de sua capacidade. Em situacOes reais € necessdrio termos alguma reserva para lidar com

distirbios, nem sempre previsiveis.

A drea da Otimizacdo conhecida como Programacdo Paramétrica revelou-se util
quando aplicada em MPC ao permitir formular o problema de otimizacao intrinseco ao controle
preditivo como um problema de programagdo paramétrica. Solucdes explicitas
computacionalmente eficientes para problemas inviabilizados pela otimiza¢do em tempo real sao
hoje possiveis a partir do emprego de programagao paramétrica.

Uma forma de se resolver um problema matemadtico, especialmente na drea de
Engenharia, é utilizar um software, usualmente customizado para uma classe especifica de
problemas. Quando vérios problemas de otimizacdo que somente diferem pelo valor de um vetor
de parametros precisa ser resolvido, uma alternativa vidvel pode ser considerar o problema como
um problema de programacdo paramétrica. Algumas classes de problemas paramétricos podem
ser resolvidas explicitamente, fornecendo uma solu¢do 6tima como funcdo explicita do vetor de
parametros. Quando um problema matematico nasce de um problema de controle, tal solugdo
explicita pode fornecer vantagens de implementacdo em tempo real quando comparado com uma

solucdo puramente numérica.

Essa dissertacao trata por meio de otimizacdo paramétrica problemas de controle que
podem ser abordados por controle preditivo cldssico. A principal motivagdo para este trabalho
sobre programacao paramétrica é a possibilidade de se formular um problema de controle 6timo
restrito com janela deslizante (RHC, Receding Horizon Control) como um problema de

programacao paramétrica.
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A técnica RHC, uma das idéias centrais do MPC, tem tido relativo sucesso em
processos industriais em que baixas taxas de amostragem permitem solu¢des numéricas em
tempo real. Com os métodos expostos aqui, a gama de aplicagdes em que a técnica RHC pode ser

aplicada € estendida consideravelmente.

E reconhecidamente dificil analisar a histéria e a autoria de uma idéia, mas
provavelmente os pioneiros na abordagem MPC foram desenvolvedores da drea industrial que
implementaram o controle preditivo anos antes das primeiras publicagdes sobre o assunto
surgirem. Portanto as datas a seguir fornecem apenas uma noc¢ao cronolégica do desenvolvimento

da abordagem.

Richalet et al (1978), propds o Controle Preditivo sob o nome de Model Predictive
Heuristic Control. Enfase neste caso foi dada a problemas muito dificeis a serem tratados pelo
controlador PID convencional, mas que usassem conceitos intuitivos e que fossem de facil
implementacdo. A presenca de restricoes € questdes como otimalidade ainda ndo eram

consideradas.

Cutler e Ramakter (1980) propuseram a técnica Dynamic Matrix Control (DMC). Foi
considerada a operacdo 6tima da planta sob restrigdes, e calculado o sinal de controle 6timo
resolvendo-se repetidamente um problema de Programagdo Linear. A tecnologia gerada foi
patenteada, e se tornou a técnica de controle de processos complexos mais difundida

comercialmente.

Estas propostas iniciais exibiram as caracteristicas essenciais de controle preditivo:
um modelo explicito interno, implementacdo RHC, e célculo do sinal de controle otimizado com
base no comportamento previsto da planta. Ainda nesta fase inicial, publicagcdes no meio
académico contendo os mesmos fundamentos incluem Propoi (1963); Kleinman (1970), Rafael

and Stevens (1968); Nour-Edin (1971); Rouhani and Mehra (1982).

A idéia de se utilizar predi¢cdes ndo € novidade na drea de controle. O Preditor de
Smith (1957), por exemplo, € um método proposto na literatura de controle de processos para
melhorar o desempenho em malha fechada na presenca do atraso de transporte. Este método tenta
prever a saida do processo sem atraso e realimentd-la ao controlador. O preditor € uma
compensacdo de projeto baseada em modelo que divide a representacdo da planta em duas

parcelas: a dindmica do modelo e o atraso.
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Metodologias que permitam andlises do comportamento de uma solu¢do em relacio a
mudancas nos dados do problema € uma exigéncia ja bem estabelecida em disciplinas cientificas.
A natureza de uma solu¢do ndo pode ser completamente compreendida sem tais andlises.
Vertentes importantes da matemadtica se inspiraram por esta questdo e inimeros trabalhos foram

dedicados a respondé-la.

Em programacdo matemdtica, técnicas de sensibilidade e estabilidade foram
utilizadas para se obter condi¢des de otimalidade, resultados em dualidade, algoritmos de
otimizacdo, taxa de convergéncia de algoritmos, além das aplicacdes mais Obvias e imediatas
referentes a obtencao de solugdes 6timas parametrizadas. Tais técnicas sdo também essenciais em

aplicagdes como validagdo de modelos e andlises do tipo custo- beneficio.

Em programacao linear, os resultados tedricos e computacionais que levam em conta
mudancas nos parametros estdo razoavelmente estabelecidos sob hipdteses apropriadas de ndo
degenerescéncia (Bertsimas e Tsitsiklis, 2008). O desenvolvimento da programacao linear teve
inicio na década de 1940, e as suas bases tedricas foram obtidas e refinadas em conjunto com os

seus aspectos computacionais, o que nao aconteceu com a Programacao nao Linear (NLP).

Os esforcos em NLP foram concentrados inicialmente na busca de algoritmos que
encontrassem uma solucdo 6tima e subdtima. Diferentemente da programacgdo linear, em que o
Método Simplex rapidamente dominou e unificou os esforcos tedricos € computacionais,
nenhuma abordagem computacional foi dominante em NLP. Inimeras abordagens surgiram do
desenvolvimento de condi¢des de otimalidade, dando origem a eficientes algoritmos numéricos
com suas caracteristicas taxas de convergéncia. (Bazaraa et al., 2006). Uma aplicacdo de
Programagdo ndo linear ao problema de gerenciamento de energia de um veiculo hibrido pode ser

vista em Lopes et al. (2010).

Essa dissertacdo contempla uma aplicagdo importante na area industrial e econdmica:
o planejamento da producdo. O planejamento de producdo de sistemas de manufatura
multiproduto € relativamente simples de ser formulado, porém de dificil resolucdo. Considere
uma firma que deseja determinar quanto gastar em campanhas publicitdrias e quanto produzir de
forma a que o custo total seja minimizado e limita¢cdes operacionais sejam mantidas. Este
problema foi atacado em Tzafestas et al. (1997) utilizando técnicas de controle preditivo na sua

formulacdo cléssica. Nesta dissertacdo propde-se uma aplicacdo de controle preditivo na sua
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versao multiparamétrica a um problema de planejamento da producdo. O objetivo central € obter
politopos 6timos de producdo em funcdo de certos parametros de interesse, evitando-se

reotimizacdes quando as condi¢des de operacdo do sistema variam.

1.1 Motivacao, Justificativas e Objetivos

O controle via horizonte deslizante (Receding Horizon Control - RHC) ou Controle
preditivo baseado em modelo (Model Predictive Control - MPC ou Model Based Predictive
Control - MBPC) tem sido um método de controle de grande sucesso quando aplicado em
processos industriais. A maior razdo para isso € sua habilidade nata em lidar com restricdes em
sistemas multivaridveis complexos. Restricoes aparecem de alguma forma na maioria das

aplicacdes e um desempenho 6timo € obtido levando-se em conta essas restri¢oes.

Na industria de processos, processos lentos permitem otimizagdo em tempo real, se
houver capacidade de processamento computacional suficiente que atenda a essa demanda.
Durante os udltimos anos, iniciou-se um movimento de pesquisa no que tange a programacgao
paramétrica, dentro da comunidade cientifica de controle. Isso se deve ao fato da possibilidade de
se formular problemas do tipo RHC como problemas paramétricos, viabilizando-se solugdes
explicitas, computacionalmente eficientes, para problemas que antes ndo podiam ser tratados em
tempo real. Além disso, a abordagem paramétrica pode fornecer um mapeamento de solucdes
(acdes de controle) 6timas em funcdo dos parametros de interesse e permitir andlises de

sensibilidade em relagdo a variagao destes parametros.

Nesta dissertacdo aborda-se alguns aspectos tedricos da programacdo paramétrica,
principalmente quanto a sua origem. Busca-se fazer uma ponte entre a teoria e a pratica, através
de exemplos didaticos e de uma aplicacio em sistemas de producdo. A implementacdo da
abordagem ¢ validada por meio de simulagdes no dominio do tempo, com representacio no

espaco de estados.

A metodologia, os resultados e as possiveis extensdes da programacdo paramétrica
sao de grande valia para o meio académico e industrial uma vez que ha ainda um grande campo
de estudo sobre este assunto. Dentre os trabalhos mais importantes relativos a programacao

paramétrica e sua aplicagdo em controle preditivo, podemos destacar:
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Fiacco (1976) e Fiacco (1983) forneceram as bases para o desenvolvimento de
técnicas de parametrizacao para problemas de programac¢do convexa, utilizadas no contexto MPC

para o calculo do esfor¢o de controle 6timo, descrito nos capitulos seguintes.

Bemporad et al. (2002) desenvolveu um algoritmo de otimizacdo via parametriza¢ao
de solugdes explicitas do problema de regulacdo de estados para sistemas lineares discretos e
invariantes no tempo sujeito a restricdes nos estados e nas varidveis de controle. Pistikopoulos et
al. (2002) seguiu a mesma linha do trabalho anterior, generalizando a solu¢do do problema do
regulador linear quadratico para realimentacdo e rastreamento da saida a partir de uma expansao

do vetor de estados.

T¢ndel et al. (2003) estudaram mais profundamente as propriedades das particdes
poliédricas do espaco de estados para a elaboracdo de um algoritmo mais eficiente para obtengao

de solugdo explicitas via programacdo paramétrica.

Em De Vito e Scattolini (2007) e Bemporad e La Peria (2009), o esforco de controle
foi obtido a partir de uma formulacao multiobjetivo, baseada num critério de decisdo variante no
tempo e dependente do estado, o que permitiu considerar especificacoes de desempenho

conflitantes.
A dissertacao estad organizada da seguinte forma:

O Capitulo 2 introduz a teoria de controle preditivo cldssico para os fins desta

dissertacdo, assim como a teoria de sensibilidade aplicdvel a programac¢do ndo linear quadrética.

O Capitulo 3 descreve o nucleo deste trabalho ao mesclar as teorias de sensibilidade e
de controle preditivo cldssico, que fundamentam a técnica de otimizagao off-line para controle
preditivo via técnicas de parametrizacdo. Um algoritmo para resolver estes problemas é

desenvolvido nos moldes dos artigos da referéncia.

No Capitulo 4 € apresentado um estudo de caso envolvendo um problema de controle
de producdo/estoque e vendas, com base num modelo de mercado que tem sido fundamental para
inimeras publicacdes no campo de modelagem do comportamento de mercado, e seus impactos

sobre o investimento em publicidade. (Vidale e Wolfe, 1957).

O Capitulo 5 apresenta as conclusdes e consideracoes finais desta dissertagao.
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As simulagdes computacionais apresentadas e discutidas ao longo dos capitulos
seguintes desta dissertacdo foram realizadas em MATLAB®. Todas as discussdes e as
conclusdes estabelecidas ao longo dos capitulos a seguir sdo fundamentadas em resultados
obtidos exclusivamente através de simulacdes computacionais com modelos mateméticos —
metodologia bem estabelecida em estudos relativos 4 drea de controle. Nao foram realizados

testes de bancada ou de campo, com equipamentos reais.



Capitulo 2

Controle Preditivo e Analise de Sensibilidade

2.1 Controle Preditivo

Controle Preditivo € talvez a formulacao mais geral para o problema de controle de
processos no dominio do tempo, permitindo considerar problemas de controle 6timo, controle

estocéstico, controle de processos com tempo morto e controle multivaridvel.

O termo Controle Preditivo ndo se refere a uma estratégia de controle especifica, mas
sim a um amplo espectro de métodos de controle que fazem uso explicito de um modelo do
processo para obter o sinal de controle a partir da minimiza¢do de uma funcdo objetivo. Esses

métodos levam a controladores lineares que tém praticamente as mesmas caracteristicas basicas:

o Uso explicito de um modelo para prever a saida do processo em instantes futuros

de tempo;
o Caélculo de uma seqiiéncia de controle que minimiza uma fungdo objetivo;

o Janela deslizante: a cada instante de tempo o horizonte é estendido em direc@o ao
futuro; apenas o primeiro sinal de controle 6timo da seqii€ncia calculada a cada

instante € aplicado ao processo.

Os vdrios algoritmos MPC (Model predictive Control) diferem basicamente em
relacdo ao modelo usado para representar o processo, na descricdo de possiveis ruidos e na
funcdo de custo a ser minimizada. Este tipo de controle é de malha aberta em relagdo ao processo,

e de malha fechada em relacdo ao modelo, como podera ser observado mais a frente.
O MPC classico apresenta uma série de qualidades, das quais podemos destacar:

o E particularmente atrativo de se trabalhar, pois os conceitos utilizados sdo

intuitivos e a sintonizagdo do controlador € relativamente facil;

o Processos multivaridveis podem ser tratados;
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o Introduz realimentacdo avanco de forma natural para compensar distirbios

mensuraveis;
o O controlador resultante € linear;

o O tratamento de restricdes € conceitualmente simples; restricoes podem ser

sistematicamente incluidas durante a fase de projeto;
o E muito util quando referéncias futuras sdo conhecidas;

o E uma metodologia aberta, baseada em principios gerais que permitem extensdes

futuras;
Logicamente, algoritmos MPC também tém seus pontos negativos:

Embora a lei de controle resultante seja de facil implementagdo, a sua derivagdo é
mais complexa do que a relativa aos controladores PID, por exemplo. Se a dindmica do processo
nao muda, a modelagem do processo pode ser feita com antecedéncia. Porém, no caso de controle
adaptativo, a estrutura da lei controle precisa ser determinada a cada instante de tempo. Além

disso, quando restri¢des sdo consideradas, o esforco computacional € ainda maior.

Provavelmente o maior desafio para uma implementagcdo MPC € o de se ter em maos
um modelo do processo. O algoritmo € baseado no conhecimento a priori do modelo; a
efetividade do controle serd afetada por discrepancias existentes entre o processo real e o modelo

utilizado.

Nesta dissertacdo ndo estamos interessados em algoritmos especificos de controle
preditivo, como DMC e GPC. O que serd exposto € o controle preditivo na sua concepgao

original.

2.1.1 Estratégia de Controle
Os algoritmos MPC sdo caracterizados pela estratégia descrita detalhadamente na Figura 2.1

1) As saidas futuras para um determinado horizonte N a partir do instante atual, chamado
horizonte de predicdo, sdo previstas a cada instante t usando-se o modelo do processo. Estas

saidas previstas Yy para k = 1,..,N dependem dos valores conhecidos até o instante t
(entradas e saidas passadas) e dependem também dos sinais de controle futuros Uiy,

k=1,..,N—1, aserem determinados.
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Figura 2.1 Estratégia MPC

2) O conjunto de sinais de controle futuros é calculado otimizando-se um determinado critério a
fim de manter a saida do processo (e/ou seus estados) o mais proximo possivel da trajetdria
de referéncia 1,4, que pode ser o proprio setpoint para a saida ou uma aproximagao dele. O
critério usado geralmente tem a forma de uma funcdo quadratica dos erros entre as saidas

previstas e a trajetoria de referéncia pré-especificada.

3) O sinal de controle u(t|t) é enviado ao processo, enquanto que os proximos sinais de
controle futuros sdo desconsiderados. No préximo instante de tempo, y(t+ 1) estd
disponivel, o passo 1 € repetido com este novo valor e todas as seqiiéncias sdo atualizadas.
Entdo u(t + 1|t +1) € obtido (e muito provavelmente u(t + 1|t + 1) serd diferente de
u(t + 1|t) devido as novas informagdes disponiveis) usando-se o principio de horizonte

deslizante (RHC).

A estrutura bdsica do controle preditivo pode ser observada na Figura 2.2. Um modelo do
processo é usado para prever as saidas futuras, a partir de valores passados e correntes e das
acoes Otimas de controle futuras. Essas agdes sdo calculadas pelo otimizador que leva em conta a
funcao de custo, que por sua vez leva em conta o erro de rastreamento € a natureza das restrigoes.
Como se pode observar, o modelo da planta tem um papel fundamental na obtenc¢do do

controlador, e estd diretamente relacionado a capacidade do sistema de rastrear a referéncia.

Existem diversas técnicas para se obter um modelo da planta a ser controlada, desde

linearizagdo, até métodos mais sofisticados, como identificac@o via resposta ao impulso truncada,
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ou métodos com tratamento estocéstico que levem em conta ruidos de medi¢cdo, como méxima

verossimilhanga, modelos auto-regressivos, etc. (Jung, 1999)
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Figura 2.2 Estrutura basica de MPC

O otimizador é peca fundamental da estratégia de controle MPC, ji que fornece os
controles que norteiam o comportamento da planta em funcionamento. Se a funcdo de custo é
quadratica, o seu valor minimo pode ser obtido como uma funcao explicita (linear) das entradas
de controle e saidas passadas e da trajetéria de referéncia futura. Ao inserirmos restri¢des,
caracteristica que torna as técnicas MPC mais atraentes que controladores PID em aplicacdes
praticas, faz-se necessario o uso de algoritmos numéricos alternativos. A complexidade do
problema de otimizacao resultante depende do nimero de varidveis e do horizonte de predi¢dao
utilizado, fazendo com que somente problemas de pequeno porte possam ser resolvidos

eficientemente. Serd dentro desta problematica que focaremos nossos esforcos.

Existem muitos parametros ajustaveis em um algoritmo MPC, mesmo na sua formulacdo
mais cldssica, dentre eles: as ponderacdes da funcdo de custo, os horizontes de controle e de
saida, a dinamica do observador e do modelo de distdrbios, a trajetéria de referéncia. Embora
existam resultados (Maciejowski, 2001) que orientem a sintonizacao dos parametros, na pratica, a

sintonizacao de parametros € majoritariamente baseada em experiéncia.

Suponha que o otimizador do MPC utilize o seguinte critério quadratico em sua funcao de

custo:
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N2 Nu—-1
VOO = Dyl + 1) = 1k + LI gy + D 1wk + I @.1)
i=N1 =0

Aumentar as ponderacdes R(i) no esfor¢o de controle relativas ao peso Q(i) dos erros de
rastreamento tem o efeito de reduzir o esfor¢co do controle, ndo sendo estranho, portanto, a
ponderacio R(i) ser denominada de fator de supressdo. Aumentando-se esse fator
indefinidamente, a atividade de controle cai para zero, o que ‘corta’ a acdo de realimentagdo. Se a
planta for estdvel, obteremos uma malha fechada estdvel aumentando-se R (i), e nada mais. O
custo de se fazer isto, entretanto, serd tornar mais lenta a resposta a variacdes e a distirbios, uma

vez que somente pequenas magnitudes de controle surgirao.

Os inteiros N; e N, s@o os horizontes de custo minimo e miaximo respectivamente; e N, €
o horizonte de controle, que ndo necessariamente coincide com o horizonte maximo. N; e N,
delimitam os instantes de tempo em que queremos que a saida siga a referéncia. Se escolhermos,
por exemplo, um valor para N; grande, significa que a importancia de erros nos primeiros
instantes € relativamente baixa, originando uma resposta mais suave do processo. Note que se o
processo tiver tempo morto de d unidades de tempo, ndo hd motivos para N; ser menor que d,

pois a saida ndo evoluird até o instante t + d.

Uma das vantagens do controle preditivo € que se a evolucdo futura da referéncia for
conhecida a priori, o controle reagird a mudancas antes que estas tenham sido efetivadas,
evitando-se, portanto, atrasos na resposta do processo. A saida do processo pode ser suavizada

ponderando-se o erro de rastreamento convenientemente através de Q (i).

E possivel modificar a fung@o de custo utilizada em controle preditivo de forma a que os
valores absolutos dos erros das m saidas sejam penalizados de forma diferente do critério

quadratico, como no caso linear a seguir, sem penalizacdo sobre o controle:

Ny m

Vi) = D) [yl + ilk) = 1k + )] g 2.2)

i=1j=1

em que q; sdo parametros de ponderagdo nao negativos.
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Funcdes de custo lineares foram usadas por muitos autores, como Baric et al (2006) e
Chang & Seborg (1983). Uma das razdes histéricas para se adotar tais formulagdes € que
problemas lineares podem ser resolvidos mais eficientemente do que problemas quadréaticos, e
existe um maior conhecimento desta classe de problemas em ambientes comerciais e industriais.

Uma razdo mais significativa para se adotar a alternativa quadritica € que o
comportamento resultante € diferente. As solucdes de um problema linear sdo sempre a
interseccao de vdrias restricdes (ocasionalmente em uma Unica restricdo) e, portanto sao

extremamente sensiveis a mudangas dos limites impostos. Em uma formulacdo com penalizacio

quadratica do erro:

1. O ponto de operagdo desejado (centro dos elipséides de iso-custos) pode ser deslocado
dentro da regido factivel de forma natural. (Em programacao linear isso pode ser feito

redefinindo-se as restricoes);

2. Os pesos relativos na funcdo de custo podem ser alterados para mudar o
comportamento irrestrito. Na figura 2.3 a seguir estd ilustrado um caso bidimensional
de otimizacdo quadratica a restricdes lineares. Para um mesmo ponto de operacdo,

desvios em x, sdo menos penalizados do que para desvios em X;.

3& : . X
1 ——
Figura 2.3-a Formulacio QP, menor penalizacio Figura 2.3-b Formula¢io QP, menor
sobre x4 penalizacio sobre x,
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3. Se as restriches estiverem persistentemente ativas, as localizacdes dos pontos de
operacdo nos contornos da regido vidvel podem ser alteradas modificando-se as

ponderagdes da funcgao custo.

2.2 Analise de Sensibilidade

Um dos propésitos deste capitulo € descrever uma técnica para estimar a
sensibilidade de solucdes 6timas de problemas de programag¢do matemética quando as fungdes
envolvidas na formulagdo sofrem pequenas variacdes paramétricas. Assume-se que a solucdo em
questdo satisfaz condicdes suficientes de segunda ordem para minimo local estrito (Luenberger,

1984).

Embora a abordagem descrita a seguir permita, em teoria, o uso de qualquer
procedimento que gere uma estimativa apropriada de primeira ordem a partir das condicoes de
Karush-Kuhn-Tucker (Luenberger, 1984), a exposi¢ao foi estruturada de forma a estabelecer uma
relacdo direta com um problema de programacdo quadritica. Deve-se salientar que mesmo
provada a existéncia de derivadas de maior ordem, a andlise apresentada nesta dissertacao
restringe-se a informacdo de sensibilidade de primeira ordem — primeiras derivadas parciais.
Além disto, apesar de existirem muitas formas de se realizar a andlise de sensibilidade de uma
solucdo, apenas a taxa de variacdo de uma solucdo devida a variacdo (perturbacdo) de algum

parametro serd realizada. Especificamente, a anélise envolve:

1) A demonstracdo da relacdo entre as condi¢des suficientes de segunda ordem para um
minimo local estrito e a existéncia e 0 comportamento de variagdes de primeira ordem
da solucdo local e dos multiplicadores de Lagrange associados, quando as fungdes do

problema estdo sujeitas a variagdes dos seus parametros.

2) A representacdo explicita das derivadas parciais de primeira ordem da solucao local e

dos multiplicadores de Lagrange associados em relacdo aos parametros do problema.

3) Uma generalizacio dos resultados basicos de sensibilidade para uma grande classe de

problemas de programac¢ao nao linear sujeitos a variagdes paramétricas.
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2.2.1 Analise de sensibilidade de primeira ordem

Considere o problema de determinar uma solucio local x(&) para o problema

P(¢) min, f(x, €) (2.3)
s.a gi(x,e) <0 i=1,....,m (2.4)
hij(x,e) =0 j=1,..,p (2.5)

em que x € R™ e ¢ € R¥é um vetor de parAmetros. O Lagrangiano de P(¢) é definido por

m 4
L(x,u,A,¢) =f(x, &)+ Z u;gi(x, €) + Z Ajhj (x,€) (2.6)
i=1 j=1

Observe que se nao houverem restricdes de igualdade ou de desigualdade, a anédlise
permanece valida suprimindo-se referéncias a tais restricdes. Portanto, se ndao houverem
restri¢cdes de desigualdade, suprimimos referéncias a g; e aos multiplicadores associados, y;, €,
analogamente, para h; e seus multiplicadores associados A;. O vetor gradiente € a matriz Hessiana
de uma funcdo escalar qualquer serdo denotadas respectivamente por Vf e V2f, e sdo calculadas

em relacdo a x, a menos que seja declarado o contrario.

Estamos interessados em analisar o comportamento de uma solucdo local x(€) de
P(€) quando o vetor de pardmetros € estd sujeito a uma perturbacdo. Condigdes serdo dadas para
a existéncia de uma solugdo local x(e — €) de P(e — €) numa vizinhanga de x(&) para & préximo
de £, juntamente com os multiplicadores associados u(e — €) e A(e — &). Sob estas condigdes, as
componentes de todas estas quantidades sdo fungdes unicamente determinadas de & numa
vizinhanga de €. Faremos uso das condi¢des suficientes de segunda ordem para minimo local
estrito de um problema de programagdo matemadtica. Para o problema P(&), se as funcdes
definem o problema P (€) forem duas vezes diferencidveis em uma vizinhanga de x*, entdo x* é
um minimizador local estrito (isolado) de P(€) se existirem vetores multiplicadores de Lagrange

u* e A* tais que as condic¢des de segunda ordem de Karush-Kuhn-Tucker sdo validas:
) g,(x,8<0 i=1,...m 2.7

i) hi(x%8) =0 j=1,..,p (2.8)
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i) p;gi(x*,€) =0 i=1,...,m 2.9)
iv) u; =0 i=1,..,m (2.10)
V) VLG A8 = Vf () + T Vg (L&) + B AT (1, =0 @)

vi) se dTV2L(x*, u*,A*,£)d > 0 para todo d # 0 tal que

d™Vg;(x*, &) =0 para todo i, tal que g;(x*,€) =0 (2.12)
d™Vg;(x*, &) =0 para todo i, tal que u; > 0 (2.13)
d"Vh;(x*,€) =0 j=1,..,p (2.14)

Estas condi¢des 1) — vi) sdo aplicdveis existindo ou nao restri¢cdes, e existindo ou nio
um vetor d como indicado. Inexistindo restricdes, as condi¢des acima sdo trivialmente validas
suprimindo-se as referéncias as restri¢cdes. Isso nos leva as condig¢des suficientes para que x* em
um problema irrestrito seja um ponto de minimo local estrito de f(x,€):Vf(x", &) =0e
dTV?f(x*,&)d > 0 para todo d # 0. Se ndo existir d # 0 satisfazendo as relagdes indicadas com
os gradientes das restri¢des e condicdes de primeira ordem KKT sendo satisfeitas, entdo a tripla
(x*, u*, ") novamente satisfaz as condi¢des de segunda ordem. Pode-se mostrar que, neste caso,
devem existir n restricdes ativas em x* cujos gradientes sdo linearmente independentes, isto €,

x*& um ponto regular das restrigoes.

Teorema 1. (Fiacco, 1983). Sensibilidade de primeira ordem para um ponto satisfazendo

condi¢des suficientes de segunda ordem. Se:

i. As funcdes que definem P(€) sdo duas vezes diferencidveis em (x,€) numa

vizinhanga de (X%, €);

ii. As condig¢des suficientes de segunda ordem para um minimo local de P(€) valem
em x*, com multiplicadores de Lagrange associado p* e A*;

iii. Os gradientes Vg;(x", €) (para todo i tal que g;(x",€) = 0) e Vh;(x", €) (para todo
j) s@o linearmente independentes, e

iv. ui > 0 quando g;(x*,€) =0 (i=1,..,m), ou seja, existe folga complementar

estrita, entdo
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(a) x* € um minimo local estrito de P(€) e os multiplicadores de Lagrange associados
W e A* sdo tnicos.

(b) Para ¢ na vizinhanca de &, existe uma unica funcdo vetorial diferencidvel
[x(e), u(e),A(e)]T satisfazendo condi¢des suficientes de segunda ordem para um
minimo local do problema P(e) tal que [x(&),u(€),A(&)]=(x*,u*, 1), e
portanto, x(¢) € um minimo local estrito de P(¢) com multiplicadores de

Lagrange unicos u(e) e A(g); e

(c) Para ¢ proximo de €, o conjunto das restricoes de desigualdades ativas é
invariante, a condi¢do de folga complementar € satisfeita, e os gradientes das

restricdes ativas sdo linearmente independentes em x(€).
Com (x,1,¢€) = [x(g),u(e),A(e)] as condi¢des ii)-iv) do teorema acima sdo

identicamente satisfeitas para € préximo de €, e podem ser derivadas em relagdo a € para

fornecerem expressdes as derivadas parciais de primeira ordem de (X, , €), definimos entdo as

matrizes
i Z_’; G=1m =1,k (2.15)
o Z_’; (=1 mj=1 k) (2.16)
“ g_i] G=1p; =1, k) (2.17)

Por conveniéncia, definimos também y(&) = [x(¢), u(e),A(e)]”. A derivada total das
condi¢oes de primeira ordem KKT com relagdo a &€ proximo de € nos leva a M(g) dy(e)/de =
N(¢), em que

[ V2L —Vg - —Vgy —Vh - —Vh)]

M@ =MV g 0 0 o - 0 (2.18)

ﬂmngm 0 Im 0 0
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T T T T T
N(e) = [_ d(VyL) 99, 0gm Ol Ol (2.19)
£

e T N

Sob as condi¢des do Teorema 1, uma aproximacdo de primeira ordem para & numa

vizinhanga de € serd dada por

*

x(€)

X
u@ | =u |+ MHIN"(e = &) +o(lle — £l (2.20)
Ale) A

em que M* e N* referem-se a M e N calculadas em (x*, u*, 1%).

2.3 Sumario

Neste capitulo fizemos uma exposi¢do das caracteristicas bésicas dos algoritmos de
controle do tipo MPC e de alguns resultados de sensibilidade para uma classe geral de problemas
ndo lineares sujeitos a variacao de parametros de interesse. Somente os resultados necessérios a
aplicacdo de andlise de sensibilidade em controle preditivo foram apresentados: independéncia
linear, complementaridade estrita e condi¢des suficientes de segunda ordem. Estes resultados irdo
fornecer uma base soOlida para o desenvolvimento de férmulas simples e solugdes
computacionalmente vidveis a partir de aproximacdes de primeira ordem, com vistas a uma
aplicagdo em controle preditivo. Problemas préticos encontram as condi¢Oes expostas de forma

natural, permitindo aplica¢des sobretudo em controle.

Em particular, a expressao (2.20) serd usada exaustivamente no capitulo seguinte, como

uma das pecas chaves da parametrizacdo do controle 6timo em termos de regides lineares.
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Capitulo 3

Controle Preditivo via Otimizacao
Paramétrica

3.1 Introducao

O embasamento tedrico relativo a andlise de sensibilidade em conjunto com a teoria
classica de controle preditivo permite desenvolver técnicas para o célculo de solugdes explicitas
para problemas de controle 6timo com critérios de desempenho quadraticos e restri¢des lineares.
No capitulo anterior, foi analisada a sensibilidade de solu¢des Otimas de problemas de
programacdo paramétrica em funcdo de parametros (vetor &), parAmetros agora aplicados a drea
de Engenharia de Controle, como estados, elementos integradores e referéncias. As solugdes sdo
obtidas na forma de um conjunto completo de entradas otimizadas para a planta como fun¢ao das
varidveis que compdem o vetor de parametros e das regides onde cada um destes controles
permanece Otimo. Os controles sdo lineares por partes e as regides sdo descritas por
desigualdades lineares. A maior vantagem da programacdo paramétrica em problemas desta
natureza é obter um mapa completo de solucdes 6timas. A medida que as condicdes de operagio
variam, ndo hd necessidade de se re-otimizar para as novas condi¢des de operagdo, ja que as
solucdes 6timas sdo fungdes explicitas dos parametros (ou novo conjunto de condi¢des) e estdo
antecipadamente disponiveis. Algoritmos para a obten¢do destes perfis e as regides nos quais 0s

perfis s@o 6timos sdo apresentados neste capitulo.

3.2 Regulacao de Estados

Considere a representacdo no espaco de estados (discreta) de um dado processo
(planta)
x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) (3.1

y(t) = Cx(t) (3.2)
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sujeito as seguintes restrigoes:

Ymin < Y(t) < Ymax (3'3)
Umin < u(t) < Umax (3'4)

em que x(t) € R™, u(t) e R™ e y(t) € RP sido os vetores de estado, da entrada de controle e o
vetor de saida, respectivamente. Os subscritos max e min denotam os limites superiores e

inferiores, respectivamente. Supde-se que (4, B) seja estabilizavel.

Estamos interessados no problema de regulacdo, ou seja, de levar e manter a saida ou
os estados do sistema seguindo referéncias pré-especificadas. Nesta dissertacdo desenvolvemos o
problema de regulacdo de estados para o nivel zero. Uma extensdo para problemas de regulacdo
com referéncias ndo nulas ndo enfrentaria maiores dificuldades. Mais adiante serd realizada a

regulacdo da saida para referéncias nao nulas.

O controle preditivo fornece uma soluc@o para o problema de regulagdo de estados

por meio do seguinte problema de otimizacao:

Ny—1
minJ (U, x(t)) = XLy P Xeany e + Z [T 1 QX et + UlargeRUe k] (3.5)
k=0

s.a.

(3.6)
Ymin < Ye+kjt < Ymaxr K =1,2,..., N,
Umin < Upsk < Umaxs K =0,1, ..., N, (3.7)
Xe)e = x(t) (3.8)
Xerk+1)t = AXerpje + BUpyr, kK20 (3.9)
Yerkt = CXepger k20 (3.10)
Urrke = KXpypper Ny Sk SN, (3.11)

em que U = {ut,utﬂ, ...,uHNu_l}, Q=Q">0,R=RT>0,P >0, N, = N, ¢ K é um ganho

de realimentacao.

Esse problema de programacgdo convexa € resolvido pelo MPC a todo instante t para

a medida corrente de x(t) e o vetor de varidveis de estado previstas, X;11|¢) Xe42(t, -+ » Xt+k|t » NOS
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instantes t+ 1,...,t + k, respectivamente. Ac¢des de controle Otimas correspondentes

Ug, Upgq, - Uppk—1, SA0 Obtidas.

O problema de otimizacdo (3.5-11) pode, com algum algebrismo, ser reformulado
como um problema de programacdo quadritica com funcdo objetivo e restricdes descritas

explicitamente em fun¢do de um vetor de controle U:

min %UTHU +x(6)TFU + %x(t)TYx(t) (3.12)
sa. GU < W + Ex(t) (3.13)
em que U= [uf ufy; - Ufyy,—1] € RS, s =mN, é o vetor de varidveis do problema de

otimizacdo, H = H T > 0, e as demais matrizes sdo obtidas como segue.
A partir da equacdo (3.9), uma andlise recursiva simples nos fornece o seguinte
resultado:

k-1

Xere = AKX + ) ABu (3.14)
j=0

Substituindo a equacdo (3.14) em (3.5),

Ny-1
J(U, x() = xT[ANPANy 4 Z AKT Q Ak
k=0
Ny-1 Ny-1 k-1
+2xT | AN TP Z AJBugyy,—1-j + Z AkTQZAjBqu—l—j
j=0 k=0 j=0

(3.15)

Ny-1 Ny-1

T
[ D WBu 1| P ATBuy,
j:O ]=0

Ny=1Tk-1 T k-1 Ny-1
. . r
+ Z ZAJButHc—l—j Q ZA]Bqu—l—j + Z UpigeRUeripe
k=0 |j=0 7=0 k=0

Termos que ndo envolvam as varidveis de otimizacao (agdes de controle) podem ser

desconsiderados da funcdo objetivo, como por exemplo Y em (3.12).
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Desdobrando cada termo da fungdo objetivo (3.15), no formato matricial da equagdo

(3.12-13), com ANy~ 2~ ®Wu=DB = AB para N,, = N,,, obtemos

Q O 0 A°B 0 0
. 3.16
F= [A1T| |ANyT] 0 Q@ - | A'B A°B - 0 (3.16)
N |
0 0 - PllaANy=1B ANy—2p ... ANy—1-(Nu-Dp
[ A°B 0o - 0 110 o 0
y=| AB A°B - 0 0 Q :
[ ANy=1B  ANy—2p ... pANy-1-Wu-Dpg| |0 0 - P
3.17)
[ A°B 0 0 ] R 0 0
AB A°B 0 n 0 R :
S
[ ANy—1R  ANy—2B ... pANy~1-(Nu-Dp] 0 0 -+ R

Quanto as restri¢des, substituindo as equagdes (3.10) e (3.14) na equagdo (3.6), e

(3.11) na equacao (3.7) obtemos:

Yoin < E1x 4+ G1U < Yoo (3.18)
Upin < Exx + G,U < Uy (3.19)
em que:
[ u?nin ] [u;)nax [yrlnin] y;mx
1 1 2 2
Uy = [uf’}_‘" ] Uy = {”’_’ff”‘ ‘ Y, = |yff}}" | Yoy = r’ m“"‘ (3.20)
N,—1 Ny—1 N. N
um);n um}(llx [y m?nJ Y m)(;x
cC 0 07 At
: 2
E = 0 C 0 A. (3.21)
0 0 CcllaNy
0 ' B } 40
% 0 A1
E, = K N (3.22)
O E KJ ANy—l
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[C 0 0 A°B 0 0
e 8 1 0
6= ¢ - ol A8 A'B 0 (3.23)
[0 0 - Cl lAMNy"1B ANy—2B ... ANy~1-(Nu-Dp
- ) 1
0 |
Gy = 1
0
K
I _ | (3.24)
0
I
ANu=1p  ANu=2p  ANu=3p ... A°B
ANuB  ANum1p  pNu—2p ... A'B
_ANy‘ZB ANy_3B ANy_z_(Nu_l)B_

Concatenando as matrizes G; G, E; E;, chega-se ao resultado desejado (3.18-19). O
problema de programacao convexa matricial (3.12-13) pode ser formulado como um problema de

programacdo quadratica multiparamétrica:
min ¥ (x) = %ZTHZ (3.25)

sa. Gz < W + Sx(t) (3.26)
emquez=U+ H 1FTx(t),z € RS, representa o vetor de varidveis de otimizacdo,

S=E+ GH 'FT, e x(t) representa o vetor de parimetros, que neste caso especifico coincide
com o vetor de varidveis de estados. Veremos mais adiante que para condi¢des mais gerais,

incluindo, por exemplo, referéncias nao nulas, este vetor podera ser definido de outras formas.

Verifica-se que x na equacgdo (3.12-13) esta presente na fung¢do de custo e no lado direito
da desigualdade, enquanto em (3.25-26) estd presente somente na desigualdade. A maior
vantagem desta nova formulacdo € que z, e por conseqiiéncia U, podem ser obtidos como uma

funcdo afim de x para todos os valores vidveis de x, conforme estabelece o Teorema 2 a seguir:

Teorema 2. (Bemporad et al, 2002). Seja H > 0, considere uma combinacao de restricdes ativas
G,S,W, e assuma que as linhas de G sdo linearmente independentes. Seja CR, o conjunto de

todos os vetores x para os quais a solu¢do de (3.25-26) permanece Otima para a combinagdo
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G,S,W. Entdo, o valor 6timo de z e o vetor de multiplicadores de Lagrange associados A sao

funcdes afins unicamente definidas por x em CR,. Prova:

As condig¢des de primeira ordem KKT (Bazaraa et al., 2006) para o problema mp-QP sdo dadas

por:
Hz+G™A=0, 1€ N4 (3.27)
2(Gz—W,—Sx)=0, i=1,..,q (3.28)
120 (3.29)

em que o subscrito i denota a i-ésima linha das matrizes. Neste caso,

z=-H'G", (3.30)
Gz —W —Sx(t) =0, (3.31)
A=—(GHGT) " (W +$x), ¢ (332)
z=—H1GT(GH1GT) " (W + Sx) (3.33)

. ~ _17\—1 . . . A . .
Portanto A e z sdo fungdes afins de x, e (GH 1GT) existe devido independéncia linear das

linhas de G.

Teorema 3. (Fiacco, 1983). No problema (3.25-26), seja x, um vetor de parametros e (zg, 1g)
um par KKT, em que A5 = A(xy) é um vetor de multiplicadores de Lagrange nio negativos, e
7o = z(xy) € factivel para (3.25-26). Também assuma que sejam satisfeitas as hipdteses de

independéncia linear e de complementaridade estrita. Entdo

/2183] = — (M) Ny = x) + ] (3.34)
em que
[ H G - G
M, = _’1_161 N (3.35)
oty -

No=[Y" MST - 2,57] (3.36)
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G; e S; denotam a i-ésima linha de G e S, respectivamente, V; = G;zo — W; — S;x,, e W; denota a

i-ésima linha de W, e finalmente Y é uma matriz nula de dimensdo s X n.

O conjunto dos valores de x no qual a solucdao (3.34) permanece 6tima, ¢ chamado de

regido critica e pode ser definido como segue:
CRg = {Gz(x) < W +Sx(t),  A(x) =0} (3.37)

Observe que (3.37) denota a0 mesmo tempo o conjunto de pontos x em uma regido

X c N vidvel que pertencem a CRy e o conjunto das desigualdades que definem CRjp.

Os sinais e  correspondem a restriches inativas e ativas respectivamente. A regido
CR, ¢ entdo obtida removendo-se as restricdes redundantes de CRp. Se A representar o operador

que remove restricdes redundantes, entao
CR, = A{CRR} (3.38)

Se na equacdo (3.34), selecionarmos somente os termos de M, e N, relacionados a z(x),

ou seja, primeiras s-ésimas linhas de (M) 1N, podemos escrever:
Z(x) == _(MN)l(x - xo) + ZO (339)

Substituindo (3.39) na desigualdade Gz(x) < W + Sx(t) relacionada a restricdes
inativas, obtemos explicitamente uma regido poliedral limitada (convexa) em fun¢do unicamente

do vetor de varidveis de estado.
Aix < by,
emque A, =—-G(MN),—S e (3.40)
b, =W — G(MN),x, — Gz,
Analogamente, selecionando somente os termos de M, e N, que sdo relacionados com
A(x), ou seja, ultimas p — ésimas linhas de (M)~ N,, podemos escrever:

A(x) = —=(MN),(x — xo) + A (3.41)

Levando em conta a desigualdade A(x) > 0 relacionada a restri¢des ativas, obtemos

novamente um conjunto poliedral em func@o unicamente do vetor de parametros x:
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A,x < by,
emque A, =(MN), (3.42)
b, = (MN),xo + 4¢

O vetor (sinal) de controle U também € obtido em fun¢do do vetor de parametros a partir

de (3.39) e z = U + H*FTx(t). Manipulando-se as igualdades, obtém-se:
U(x) = Ayx + by, com
A, = —(MN), — HFT (3.43)
b, = (MN)1x, + zg

E importante ressaltar que embora a dimensdo do sinal de controle U dependa do
horizonte de controle selecionado, somente a primeira acdo de controle é utilizada, isto é,

fazemos u(t) = [I,,,|0,,] ... 10,,]U.

Até este momento, foi caracterizado para um espaco de varidveis de estados X, um
subconjunto de X, CRy € X, no qual a solucdo (3.34) permanece 6tima. As demais regides sao

encontradas como descrito a seguir.

A regido restante é definida por CR™®5® = X /CR,, X exceto CR,. Os passos sdo repetidos
e um novo par de z(x) e A(x) com CR, correspondente é obtido. O procedimento € finalizado
quando ndo houverem mais regides a serem obtidas, i.e. quando CR"®' = @. De posse disto

podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 3. Particdo das Regides. Seja P € " um poliedro e CRy 2 {x € P: Ax < b}:{x €
P:Aix <b%, i=1,2,..,m} um subconjunto poliedral de P, CRy # @; o indice i refere-se a
i — ésima linha de A e b. Seja também

Alx > bt

R, =4{x€P: :
‘ {x Ax <bl, vj<i

},izl,...,m

em que m = dim(b), e seja CR™* £ U, R;. Entdo: (i) CR™®* U CR, = P, (ii) CRy N CR; = @,
R;NR; = @,Vi # j,ie. {CRy,Ry, ..., Ry} é uma particdo de X.

Exemplo 3.1. Para exemplificar a particdo do conjunto de parametros X por meio do Teorema 3,

utilizaremos o caso em que somente dois parametros, x; € X5, estdo presentes. Como pode ser
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visto na Figura 3.1-a, X é definido pelas desigualdades {x; < x; < x{,x; < x, < xS}, e CR,
definido pelas desigualdades {C; < 0,C, <0, ...,Cs < 0}, em que C;, C,, ..., Cs sdo fungdes afins
de x. O procedimento consiste em considerar uma-a-uma as desigualdades que definem CR,.
Considerando por exemplo, a desigualdade C; < 0, o primeiro subconjunto da regiio CR"5* =
X\CR, é dado por R; = {C; = 0,x] < x; < x{,x; <x, < x5}, 0 qual € obtido invertendo-se o
sinal da desigualdade C; < 0 e removendo-se restri¢des redundantes (vide Figura 3.1-a). A regido
R, ¢ obtida em seguida, pela intersec¢do das regides limitadas por C, =0 e C; < 0, com
Ry NR, =@ (vide Figura 3.1-b). Entdo, ao considerar as demais desigualdades, obtem-se

CR7eést = U;r’:g R;, em que as regides Ry, R,, ..., Rg s@o detalhadas nas Figuras 3.1-(c, d).

Cj}lﬂRr

Figura 3.1-b
Figura 3.1-a

Figura 3.1-c Figura 3.1-d

Figura 3.1 — Particio inicial do espaco de pariametros
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O Teorema 3 sugere uma maneira de se particionar o conjunto X\CR, de forma
sistemdtica, em subconjuntos poliedrais R;. Para cada R;, um novo vetor x,' é determinado
resolvendo-se o problema quadrético descrito por (3.25-26). Com isso, uma nova soluciao 6tima
Zy*, um novo conjunto de restri¢des ativas G, S, W' e uma nova regido critica CR; sdo obtidas.
O Teorema 3 € entdo aplicado a particdo R;\CR;, gerando-se novos subconjuntos poliedrais, e o

algoritmo prossegue na forma resumida a seguir.

Para um dado espago X de x, resolva (3.25-26) tratando x
Passo 1
como uma varidvel livre. Obtenha x,.

Passo 2 Faga x = x, e resolva a Eq. (3.25-26) para obter o par [z, A¢].

Passo 3 Obtenha My, N,,.

Passo4 Calcule A4, b1, A5, by

Passo 5 Calcule o controle U para esta regido A,, A,.
Passo 6 Defina CR"®S! e seus subconjuntos R;.

Se ndo existirem mais regides a serem exploradas, v4 para o
Passo 7 proximo passo. Caso contrério, volte ao Passo 1, adotando o

particionamento proposto no Teorema 3.

Agrupe todas as solug¢des e unifique uma combinagao convexa
Passo 8 de todas as regides que possuem a mesma solugdo a fim de

obter uma representagdo compacta.

O passo 8 se faz necessdrio porque o Teorema 3 introduz cortes no espaco X que podem separar
regides criticas em subconjuntos distintos que, entretanto, possuem a mesma solugdo. Portanto,
apods o espago completo X ter sido coberto, sdo determinadas as regides poliedrais CR; nas quais a
solugdo dtima z(x) é a mesma. Se sua unido for um conjunto convexo, a unido é feita para
permitir uma descricdo mais compacta da solu¢do. Esse procedimento ndo € estritamente
necessdario, porém, se ndo adotado, algumas regides criticas poderdo aparecer mais de uma vez.

Regides duplicadas podem facilmente ser reconhecidas: correspondem a regides nas quais as
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restri¢cdes ativas sdo as mesmas, € logo possuem a mesma solugdo. O algoritmo € ilustrado no

Exemplo 3.2.

Exemplo 3.2. Ap6s serem definidos todos os subconjuntos de CR™®5¢, o Passo 1 é iniciado em R
(Figura 3.2-a), com a obtencao da primeira regido de R;, CR; (Figura 3.2-b). A partir de CR; s@o
redefinidos os subconjuntos de CR™®' em R;, R;; ¢ R;,, onde foram encontradas as regides
6timas CR,, CR3, e CR, e CRs, respectivamente. Observe que CR, excede os limites de R;
(representado pelo pontilhado na Figura 3.2-c) e, portanto serd detectado novamente quando o

algoritmo estiver explorando R,. Assim, CR; em R, faz parte de CR, em R, (Figura 3.2-d).

Ap6s todo o espaco X ter sido coberto, fica clara agora a necessidade do Passo 8, no sentido de
tornar a representacdo da regido mais compacta, tratando casos como as regides CR, e CR, , que

devem ser unidas em uma dnica regido.

Figura 3.2-c Figura 3.2-d

Figura 3.2 — Obtencao das regides criticas
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3.3 Implementacao

O algoritmo descrito na secao 3.1 foi implementado em ambiente MATLAB®,
utilizando-se sobretudo ferramentas de otimizacdo, via Optimization Toolbox®. Embora toda a
dissertacdo trate de temas relacionados a controle, a natureza do método ndo exigiu o uso das

ferramentas especificas do Control System Toolbox® ou Simulink®.

Majoritariamente, a implementacao foi realizada em linhas de c6digo de programacgao
simples, com uso de comandos ‘if” para tratamento de excecdes e término de execucdo, dado um
contexto com critérios determinados, e ‘while’ para continuar a executar o algoritmo enquanto

existirem regides a serem avaliadas.

Inicialmente sdo declaradas todas as matrizes que nao serdo alteradas durante a
execugdo do script, como aquelas indicadas em (3.1-2), (3.5), (3.12), (3.13), (3.25), (3.26) e os
limites sobre as varidveis. Também sdo declaradas as dimensdes das varidveis de controle, de

estado e de saida, e os horizontes de controle e de predi¢do, N, e N,, respectivamente.

Um dos maiores desafios dentro do contexto de otimizagdo € garantir que as particoes
ilustradas nos Exemplos 3.1 e 3.2 sejam calculadas perfeitamente, pois o particionamento esta
associado diretamente a convergéncia do método. Deve-se, portanto, sempre tomar o cuidado
para ndo se registrar regides vazias ou politopos com restricdes redundantes, porque isso
acarretaria problemas de singularidade matricial ou de degenerescéncia, que fatalmente

produziriam erros de execucao.

Para encontrar os valores de x, € z, foi utilizada a fun¢do ‘quadprog’ do optimization
toolbox, para problemas quadraticos restritos, que também fornece os valores dos multiplicadores

de Lagrange, e ‘exitflags’ com informag¢des sobre a convergéncia da ‘quadprog’.

Os valores de x, e z, sdo calculados utilizando-se 0 mesmo problema quadrético
descrito por (3.25) e (3.26). Entretanto, para o cdlculo de x, a varidvel x € considerada livre,
sendo necessdrio reformular o problema para que a otimizagao seja feita de forma correta. Assim,
Gz < W + Sx é declarada como [G,—S]y < W, com y = [z x]”. Para a obtencdo de z,, o valor

de x € fixado em x,,.
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Para se determinar quais restricdes estdo ativas e inativas dada uma solucdo z, os
valores de x, e z, sdo substituidos na restri¢ao (3.26). Se o valor da restricao € nulo (dentro de

uma margem em que se considera nulo, e.g., 107°), entdo a restri¢iio é considerada ativa.

No tratamento de exce¢des, foi determinado se a regido encontrada € vazia, e portanto
nao é uma nova regido a ser considerada. Assim, se o problema for infactivel, o que é informado

pelos exitflags, ndo serd dado seqii€ncia ao particionamento da regiao.

2

E sempre necessario interpretar numericamente calculos em Matlab, principalmente
cilculos matriciais. E possivel que o programa encontre acdes de controle na forma U(x) =
Ay,x + by com linhas descritas por elementos da ordem de 107°. Isso exige do implementador
capacidade de discernimento para tratar esses casos. O mesmo principio foi utilizado ao se
verificar a condi¢do de folga complementar estrita e a exclusdo de restricdes redundantes nas

regides encontradas.

Para verificar a condi¢do LICQ, utilizou-se o comando ‘rref’, que produz a forma
escalonada reduzida de uma matriz utilizando o método de Gauss Jordan com pivotamento
parcial. O comando fornece uma base para o range de uma matriz, portanto satisfaz a qualificagao

da independéncia linear das restri¢oes.

Sempre que uma nova regiao critica CR é encontrada, a regido é armazenada num cell
array, em que cada linha do array € composta de 4 colunas na seguinte seqiiéncia: [4, b, A,, b, ],
ou seja, as duas primeiras colunas envolvem a i-ésima regido e as duas ultimas envolvem o

controle associado.

A primeira regido critica a ser encontrada, quando as unicas restri¢des sdao as de
canalizacdo, comanda todo o processo de particionamento, uma vez que os cortes subseqiientes

feitos no espacgo de parametros X sao derivados das faces deste poliedro primario.

A cada iteracdo, um conjunto de restricdes R; que ndo tenha originado novos CRs
(para os quais ndo houve x,) € excluido, e ndo havendo mais R;’s a serem analisados, encerra-se
o algoritmo com a varredura completa do espaco de pardmetros. No apéndice A estd exposto
como € o fluxo do algoritmo, indicando claramente como um R; gera novas regides e como a lista

de regides € suprimida até o fim.
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Em seguida sdo comparadas todas as regides em busca de uma possivel unido
convexa de regides que possuem as mesmas solugdes (passo 8 do algoritmo), identificando as

regides que possuem o mesmo controle, e entdo determinando restri¢des em comum.

Dado que os sistemas s@o todos obtidos por linearizacdes no espaco de estados, a
simulagdo € razoavelmente simples: dado o vetor de controle e estados iniciais, sdo obtidos a

evolucdo dos valores dos parametros no tempo por recursao.

No apéndice A pode ser visto o corpo do programa principal que chama as demais

funcdes assim como uma ilustragao didética de como € realizado a busca pelas parti¢oes.

Exemplo: Para validar os resultados obtidos com a implementacdo do controlador preditivo
multiparamétrico implementado nesta dissertacdo, foi simulado um modelo de uma planta

genérica, encontrada em (Pistikopoulos, 2002) e confrontados os resultados.

Considere a seguinte representacao no espaco de estados de uma planta estavel (pdlos

emz =0,1180 e z = —0,1516), observavel e controlavel.
0,7326 —0,0861 0,0609
x(c+D=["1725 09900 ) * l0,0064] ¥© (3.44)
y() =10 1,4142]x(t) (3.45)
Com a seguinte restricio sobre o controle: —2 <u(t) <2, e sobre o
desenvolvimento dos estados ao longo do tempo, X¢11j¢ = Xmin> Xmin = :8’2] O problema de

otimizagdo na forma (3.5) sera dada por

1

minJ (U, x(8)) = Xir21tPXesa)e + Z[xtT+k|txt+k|t +ul ] (3.46)
k=0
sa —2<u<2 k=01 (3.47)
-0,5
xt+k|t = [—O 5], k=1 (3.48)

Xeje = x(t) (3.49)
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em que P resolve a equagiio de Lyapunov P = ATPA+Q, Q = [é (1)], R =[0.01], N, = N, =

N, = 2. As matrizes e vetores de constantes correspondentes ao problema mp-QP (3.25-26) sdo

dadas por:

1,0007

H="

2
0,5

1
N DN DN

0,5

0,0142

1,0(())16] F= [0,0583

0 0

0 0

0 0

b= 0 0
0,7326 —0,0861
10,1722 0,9909 |

—0,0084
—0,0920] G =
- 0,0142
—0,0142
«_|-0.0084
0,0084

0,7317

| 0,1721

-1
0
0
—0,0609

[—0,0064

0,0583
—0,0583
—0,0918

0,0918
—0,0896

0
0
1
-1

0
0

0,9905 |

As regides com sua respectiva a¢ao de controle em funcdo do vetor de parametros x

da Figura 3.3-a sdo descritas conforme Tabela 1 a seguir.

Tabela 1. Solucao paramétrica do problema de regulagdo de estados.

Regido #

[ 3,4155
—0,1044
—0,7326
[—0,1259

1,2

—3,4155
—0,7326
0,1044
0,1259
1—0,1722

3,9

[—0,7326
0,1259
| 0,0679

[—12,0326
12,0326
[ 1,8109

Regido descrita na forma Ax < b

—4,6452] 2,6341
—0,1215 —0,0353
0,0861 |~ = | 0,3782
—0,0922] —0,0267
4,6452 1 [ 26341
0,0861 | 0,6218
0,1215 |x <|-0,0353
0,0922 —0,0267
—0,9909 0,5128 |
0,0861 1 0,6218
0,0922 xs[—0,0519
—0,0924] —0,0524]
1,4142 10,2120

—1,4142] x < [—6,2120

—1,9698

—2,4406

|

Controle u

—2,000

2,000

2,000

[—12,0326 1,4142]x —8,2120
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—6,4159 —4,6953] [ 2,6423
—0,3420 0,3720 0,4609
6 64150 46953 | = 13577 [—6,4159 —4,6953]x — 0,6423
| 0,0275 —0,1220) |—0,0357
—1,5379  6,8291 ] 2
—59220 —6,8883 2 _ _
7 15379 —68201|* =3 [-5,9220 —6,8883]x
| 59220  6,8883 | 2
—0,1722 —0,99007 - 0,4872 7 5000
S —0,1259 —0,0922|x <|-0,0519 4
| 0,0679  0,0924 | |—0,0524]
—0,1311 —0,9609] [ 10,5041 1
0 64159  4,6953 | | 2,6423 [-6,4159 —4,6953]x + 0,6423
—0,0275 0,1220 |* = [-0,0357
| —6,4159 —4,6953] | 1,3577 |
—26,8936 —154,7504 80,0823 [—26,8936 —154,7504]x
11 26,8936  154,7504 ]x < [ —76,0823 ]
|—62,7762  460,0064 —241,3367 — 78,0823

Como o problema possui dois parametros, uma ilustracdo da particdo do espaco de
parametros € possivel, conforme pode ser visto na Figura 3.3-a, onde também pode ser observado

o desenvolvimento dos estados pelo espaco.

A resposta em malha fechada para a condicdo inicial x(0) = [1 1]7 pode ser

observada nas Figuras 3.3-(b-d), a seguir

Como pode ser visto na Figura 3.3-b, o controle € nulo no instante imediatamente
anterior ao inicio da regula¢do do sistema. Dado que x(0) = [1 1], a trajetéria se inicia na
regido #1 na qual o controle vale u = —2 e em seguida ingressa na regido #2, cujo controle
permanece o mesmo. Apds a regido #2, a trajetéria passa sucessivamente pelas regides #5, #6, e

#7 até que o estado atinge a origem do espacgo de estados.
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Figura 3.3 — Resultados da validaciao — regulacio de estados

3.4 Regulacao da saida

A formulagdo basica (3.5-11) pode ser estendida para situagdes em que exige-se mais
da acdo de controle. Entretanto, enquanto o problema de controle puder ser expresso como um

mp-QP, um controlador afim por partes podera ser projetado e implementado.

Embora o problema do rastreamento da saida da planta seja andlogo ao da regulacdo
de estado no que diz respeito aos seus fundamentos, faremos algumas modifica¢cdes que tornam
possiveis algumas extensdes. Valores futuros da trajetéria de referéncia podem ser levados em
conta explicitamente pelo controlador, de tal forma que a agcdo de controle é 6tima para a

trajetdria futura na presenca de restri¢des.
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Supde-se que o sistema esteja na forma de espaco de estados, ou seja, o sistema €
descrito por (3.1-2). Seja o objetivo de fazer a saida y(t) rastrear uma referéncia r(t), em que

r(t) € RP. Para este objetivo, 0 MPC resolve o seguinte problema de otimizagao:

Ny—1
mUin](U,x(t)) = Z {[yt+k|t - T(t)]TQ[}’mqt —r(t)] + 5utT+k|tR5ut+k|t} (3.50)
k=0

s.a. (3.51)
Ymin < Yerkle < Ymaxr K =12, N,
Umin < Uk < Umaxs £ =0,1, ..., N, (3.52)
SUmin < OUpsr < OUpmax> K =0,1,...,N, (3.53)
Xeje = x(t) (3.54)
Xeprs1lt = AXeqre + BUpyr, k=0 (3.55)
Yerkt = CXpyper k20 (3.56)
Uprr = Upypp—1 + OUsyk, k=0 (3.57)
Supyr =0,k = N, (3.58)

emque U = {Sut, SUpyq, ...,6ut+Nu_1,}, Q=Q"T=>0,R=RT>0e Ny = Ny,.

Esse problema de programacio convexa € resolvido pelo MPC a cada instante t para
a medida corrente de y(t) e do vetor de saida previstas, Yey1|, Ves2|t, - Ve+k|e» DOS instantes
t+1,t+2,...,t + k respectivamente. As acdes de controle Otimas correspondentes

Sus, OUgyq, -, OUs 41 SAO ODbtidas.

Observe que da regulacdo de estados para a regulacdo da saida foram introduzidas
algumas modificagdes, que refletem possiveis formas de se trabalhar com o problema de

otimizacao.

Na presente formulacdo, ndo se considera (pondera) o estado final, o controle nao é
da forma realimentagdo de estados e a varidvel de otimiza¢dao nao € mais a acdo de controle u;,,
mas sim incrementos de controle du;,, sendo que a a¢do de controle permanecerd constante

ap6s Ny instantes a frente, pois os incrementos serdo nulos.
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O problema de otimizacdo pode, novamente, ser reformulado para um problema de
programacdo quadritica com funcdo objetivo e restricdes descritas explicitamente em funcio de

um vetor de controle U, na forma

min SUTHU + [x(©7 u(t — DT r())T]FU (3.59)
x(t)
sa. GU<W +E |u(t - 1) (3.60)
r(t)
em que U = [6uf Sufy; - Oufiy,1] € RS, s =mN, é o vetor de varidveis do problema

de otimizacdo, H = H T > 0, e as demais matrizes sdo obtidas como segue.

Observe que a formulagdo em termos de varidveis incrementais introduz m novos
estados em (3.59-60) através da tltima saida u(t — 1), o que corresponde a adicionar um

integrador na malha de controle.

A partir da equacao (3.57), uma andlise recursiva simples nos fornece

K
Uprg = Up—q T Z gy (3.61)
i=0
De posse dos resultados em (3.14) e (3.55), a exemplo do que foi feito para se chegar

a (3.15), obtemos, por processo andlogo,

Ny—-1 k-1

JW,x@) =2x"| Y 4" ) Y ABuy

k=0 j=0

Ny=1Tg-1

T k-1
+ Z ZAjBut+k—1—j @ ZAjBqu_l_j
j=0 j=0

k=0
(3.62)

Ny=1Tg—1

—2rTQcC Z ZAJ’Bqu_l_j
k=0 |j=0

Ny—1

+ Z SuZ+k|tR5ut+k|t
k=0
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Termos que ndo envolvem as varidveis de otimizagdo (agdes incrementais de
controle) podem ser desconsiderados da fungdo objetivo, exatamente da mesma forma que na

regulacdo de estados. Portanto termos do tipo x[...]x e rT[...]x podem ser desconsiderados.

Manipulando cada termo da fungdo objetivo (3.60), colocando no formato matricial

do problema (3.59-60), obtemos o seguinte:

F, = [QC] ...|QC]
‘N,—1 N,—2 N,—3 SO

0 Ny—2 N,-3 ;

: : : ~ 0

0 0 v Ny—1—(N,—1) - 1 (3.63)
[ A°B 0 0

A'B A°B - 0
| ANy=2B  ANy=3p ... pANy~1-(Nu-1p

F3 = [(A°B)T|(A°B + A'B)"| -+ |(A°B + - +A"2B)T]

o 0 .. O
0 ¢ .. 0 (3.64)
0 0 = i ¥
0 O Q
F, = [A1T<p| o |ANy1 (p] " ] (3.65)
r[e O 0
_ 0 ¢ 0
H=1 9 ] 0 0 : [ 2 ]
0 O Q
R 0 0 (3.66)
Jo R 0
0 0 ;
0 0 R

em que



Capitulo 3 - Controle Preditivo via Otimizacdo Paramétrica 39

[ A°B 0 0 ]
[ A°B + A'B A°B : |
¥ =| - A°B + AlB A°B I
[ : : J (3.67)
AB + - + ANy-ZB AB + -+ ANy-3B . A°B + .o+ ANy72=WNumDp
ep =CTQC
Em relacdo as restricoes, substituindo (3.10) e (3.14) em (3.6) e (3.11) em (3.7)
obtemos
Yinin < Eyx + G U < Yoy (3.68)
Unin < Eyx + G U < Uy (3.69)
6Upin < Esyx + G5, U < U0y (3.70)
em que:
c 0 0
0 C - 0
E=1 o o of|fr B2 0
0 0 C
(3.71)
Al [ A°B
2 0 1
com E; = A ,E, = ABTAB
AN [A°B + .- AN1B
c 0 0
0 C 0
GJ/ = : :
0 0 C
(3.72)
Y
A°B + -4+ ANTIB ... AOB + ... 4 AN-1-(M-Dp
0 I 0
E,=1: + : (3.73)
0 I 0
7 0 - 0
G, = I I I , bloco triangular até o m-ésimo bloco (3.74)
VN BT |




Capitulo 3 - Controle Preditivo via Otimizacdo Paramétrica 40

E(Su:[ 0 ] (3.75)
I 0 - 0
0 I -

Gou= |, . . (3.76)
o o0 - 1

Concatenando-se as matrizes Gy, Gy, Gsy € Ey, Ey, Esy, chega-se ao resultado desejado.

O problema de programacdo convexa representado por (3.59-60) pode ser formulado

como um problema de programacao quadratica multi-paramétrica:

V,(x) = 32" Hz (3.77)
x(t)
sa. Gz<W+S|u(t—-1) (3.78)
r(t)
x(t)
emquez=U+H “IFT (u(t—1)|, z € RS, representa o vetor de varidveis de otimizagao,
r(t)

S=E+GH 'FT eXp=[x u(t—1) 7(t)]” representa o vetor de parimetros.

Verifica-se que Xp esta presente na fungdo de custo e no lado direito da restricao de (3.59-

60), enquanto em (3.77-78) Xp estd presente somente na restri¢ao, e nao mais na funcao de custo.

De posse desta informacdo, conclui-se que tanto o problema de regulacdo de estados
como de saida podem ser tratados pelo mesmo formalismo matemdtico. A Unica alteracdo estd
relacionada a dimensao do vetor de pardmetros, que antes continha apenas o vetor de estados, e
agora também contém o valor do controle no instante anterior mais a referéncia da saida. Assim,
as expressoes (3.34 — 43) permanecem vdlidas, porém com um vetor de paradmetros expandido

para Xp.

O algoritmo mp-QP encontrard uma solucdo explicita afim por partes Su(t) =
f(x(t),u(t — 1),r(t)). Considera-se que r(t) esteja dentro de algum conjunto poliedral. No
caso da referéncia r(t) ser conhecida a-priori, pode-se elaborar um controlador antecipativo ao

substituir r(t) por r(t + k) k=0,1,..., N — 1, e assim obter-se um controlador antecipativo
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afim por partes Su(t) = f(x(t),u(t —1),r(t),...,r(t + N — 1)). A dimensdo desse problema

aumenta com o poder de antecipacao da referéncia que se deseja ter.
Exemplo:

Para validar os resultados obtidos com a implementacdo do algoritmo para a
regulacdo da saida, foi utilizada uma planta genérica, (Bemporad, 2002), a exemplo do que foi

feito no caso de regulacdo de estado.

Suponha que a partir do problema anterior do Exemplo 3.1, queremos agora regular a

saida do sistema para uma referéncia degrau unitdrio.

2

minJ(W,x(0) = ) {[verste = @] Qyerrie = @] + 8ulyge RO 379

k=0
sa —2<u4x<2,k=01 (3.80)
—05<6u4+, <05 k=0,1 (3.81)
Xeje = x(t) (3.82)
Oupyr =0,k =2 (3.83)

As ponderagdes utilizadas na funcdo objetivo (3.79) foram: Q = 121,4,; 7 = 21,45,

N, =N, =N, = 2.

Os resultados podem ser observados na Figura 3.4. A saida do sistema rastreia a

referéncia com erro nulo, respeitando os limites sobre os incrementos de controle.
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Figura 3.4 — Resultados da validacio — regulacao da saida

3.5 Comparacao método classico x particao
Apdés o desenvolvimento teérico do controle preditivo via particdo de estados,
podemos apontar para as seguintes diferencas e semelhancgas com o controle preditivo cléssico.

Nas Figuras 3.5 e 3.6 enfatiza-se que ambas as estratégias possuem um modelo que

receberd as entradas e saidas passadas e entradas futuras. Na estratégia classica, as entradas
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futuras sdo provenientes de um processo de otimizacao (representado pelo bloco otimizador) que
leva em conta uma funcdo de custo e as restricoes especificas do problema. Na estratégia
paramétrica, ja estdo mapeados todos os possiveis conjuntos de valores dos pardmetros. Os
parametros a cada instante estardo contidos numa determinada regido bem definida (na forma de
restricdes), a qual uma acdo 6tima de controle estd associada. Pela estratégia cldssica a todo
instante deve-se realizar um processo de otimizacdo em busca do controle 6timo, enquanto que na
estratégia paramétrica, a operagdo mais complexa € o célculo algébrico do controle, que € uma
fungio linear explicita dos parimetros no instante de tempo considerado. E claro que isso s é
possivel porque as acdes Otimas de controle foram previamente mapeadas em fungdo dos

parametros de interesse, o que exige o emprego de significativo esforco computacional prévio.

Entradas Erros
futuras

Fungdo Restrigdes
custo

Figura 3.5 Controle preditivo classico

Entradase
saidas -

passadas ?'.

| conTROLE 1 4| REGIAO1 |
Entradas | CONTROLE 2 #mm REGIAO2 |

futuras i - |
‘ conTroLE | % REGIAOI J‘
' )

—

| CONTROLE N*.." '\ REGIAON J

Referéncia

Figura 3.6 Controle preditivo via parametrizacao



Capitulo 3 - Controle Preditivo via Otimizacdo Paramétrica 44

3.6 Sumario

Mostramos neste capitulo como € possivel projetar um controlador preditivo com
base na teoria de sensibilidade para problemas de programagdo ndo linear. A parametrizacdao
empregada tornam desnecessdrias otimizagdes em tempo real, substituindo-as pelo mapeamento
prévio das acdes de controle. Essa caracteristica fundamental forneceu uma estrutura
suficientemente simples e eficaz para os problemas de regulacdo de estado e de regulacdo da
saida. Também foi realizada uma comparacao conceitual entre o algoritmo MPC mais usual e o
adotado nesta dissertacdo. A implementacdo do MPC paramétrico em Matlab® foi validada a

partir de exemplos e resultados obtidos na literatura.
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Capitulo 4

Aplicacao em Planejamento da Producao

4.1 Introducao

Nos Capitulos 2 e 3 foram estudados aspectos ligados a andlise de sensibilidade de
um problema convexo quadratico sujeito a variagdes em seus parametros. Os resultados desta
andlise foram aplicados ao problema quadrético restrito que o controlador MPC precisa resolver
recursivamente. Ac¢des 6timas de controle ndo mais sdo encontradas em tempo real e sim obtidas
previamente em fun¢do de parametros de interesse. Os resultados dos capitulos 2 e 3 serdo agora
aplicados a um processo de tomada de decisdes ligado ao problema do planejamento integrado de

um sistema de producao.

4.2 Planejamento da producao

Considere uma empresa que deseja determinar a0 mesmo tempo o quanto produzir e
quanto investir em publicidade, de tal forma que o custo total da sua operacdo seja minimizado e
suas restricdes operacionais sejam satisfeitas. Este problema pode ser abordado por meio de

técnicas de controle 6timo, e por meio de MPC, em particular.

z

O propésito de um sistema de controle de producdo e estoque é transformar
informacdo incompleta sobre o mercado e os recursos de produgdo disponiveis em planos
coordenados de producdo e recomposi¢do de matéria prima. Um sistema deste tipo €, em geral,
composto de quatro subsistemas bdsicos: processo de producdo, unidade de decisdo, sistema de
medicdo e sistema de distirbios que corrompe o desempenho do sistema, como ilustra a Figura
4.1. Distarbios podem representar elementos do mercado ou outras varidveis externas que afetam

o estado do sistema (e.g., ordens de venda e demandas imprevistas). (Tzafestas et al, 1997)
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RUIDO
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DECISAQ MPC |+
PONDERACAQ/
OBJETIVO CUSTO

Figura 4.1 Estrutura MPC com esquematico de decisao

Casos tipicos encontrados no planejamento da producdo e em problemas de controle
envolvem combinagdes de produtos, padrao de demanda, tamanho do horizonte de planejamento,
fun¢do de custo, elementos de custo, politica de estoque, politica de suavizacdo da producdo e
restri¢des do processo. Na literatura, a técnica de otimizagdo (planejamento) mais freqiientemente
utilizada é controle 6timo estocdstico com dinamica linear e custo quadratico. Uma caracteristica
chave dessa abordagem ¢ justamente uma lei de controle linear. Para o tomador de decisdes,
planejamento e previsdo sao fundamentais para o gerenciamento de uma empresa. O papel da
realimentacdo é menos 6bvio, mas também fundamental para fazer frente a erros de previsdo e
realizar ajustes necessarios. O decisor toma decisdes baseadas na descricdo do seu modelo do
processo. E altamente improvdvel que o modelo reflita 0 comportamento exato do processo, e
técnicas de controle 6timo sdo extremamente sensiveis a descasamentos entre processos e

modelos.

Por outro lado, mesmo que o modelo ndo inclua pardmetros suficientes, ou possua
parametros em excesso, o que ¢ comum devido a complexidade dos sistemas reais, 0 MPC pode

fornecer resultados satisfatorios. Isto é importante, pois tanto os processos de produgdo quanto os
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processos de propaganda convivem com atrasos de transporte (Choi et al, 1987). Para lidar com

dinamica tdo complexa, o MPC pode ser uma ferramenta muito efetiva.

Do ponto de vista gerencial, o MPC ¢ ainda mais interessante, pois pode considerar
referéncias nao determinadas. A empresa dificilmente conhece com antecedéncia a referéncia
ideal da empresa devido a inimeros eventos exdgenos possiveis em um ambiente de mercado. O
tomador de decisOes pode conviver com alguma incerteza no sinal de referéncia e tomar decisoes

com antecedéncia de forma a amortecer seus efeitos.

Nesta dissertacdo, o processo de produgdo generalizado inclui o processo de
producdo/estoque e de propaganda, que correspondentemente visam uma estratégia empresarial
de otimizagdo de lucros por meio da adequacdo da producdo e da oferta de seus produtos ou

servicos as necessidades e preferéncias dos consumidores.

As politicas de producdo e de propaganda sdo interdependentes. As politicas de
propaganda sdo normalmente destinadas a gerar demanda para os produtos da empresa, a0 passo
que as politicas de producdo geralmente visam suprir essa demanda. Entretanto, embora as
politicas de producdo e propaganda sejam interdependentes, a maioria dos modelos assume que a
tomada de decisdo nas duas dreas € separada. Na literatura, a maioria dos trabalhos assume que o
nivel de estoque em qualquer instante de tempo responde imediatamente a diferenca entre as
taxas de producdo e de vendas. No entanto, alguns produtos podem estar em falta ndo somente
pelas vendas, mas também por outros fatores, como por deterioragdo do estoque. Além disso, um
investimento em propaganda tem efeito nas vendas futuras, de forma que existem atrasos entre

propaganda e aumento de vendas.

Os modelos de propaganda formulados ao longo dos tultimos anos recaem sobre duas
categorias: 1) modelos a priori que possuem caracteristicas mais conceituais, baseadas na
intuicdo, ndo descrevendo uma aplicacdo especifica. Nesta categoria encontramos Vidale e Wolfe
(1957), Nerlove e Arrow (1962), Little (1966, 1975) e ii) modelos econométricos (estatisticos)
em que sdo relacionados os dados disponiveis, como por exemplo, séries temporais de vendas e
propaganda. Nesta categoria estdo, por exemplo, Bass (1969), Bass and Clarke (1972),
Montgomery e Silk (1972), e Lambin (1976).
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Vidale-Wolfe

Vidale e Wolfe (1957) propuseram um dos primeiros e mais interessantes modelos de
propaganda, no qual identificaram trés elemento basicos: A taxa de vendas aumenta com a taxa
de propaganda; o efeito da taxa de propaganda € decrescente a medida que a taxa de vendas

alcanca um valor de saturacdo; as vendas podem variar espontaneamente.

Seja s a taxa de vendas (unids/periodo), s = ds/dt, a a taxa de propaganda (ddlares
por periodo), p a constante de resposta (em unids/d6lar/periodo), A a constante de decaimento
(periodo™'), e m a taxa de venda de saturacdo (unids/periodo). As vendas podem ser medidas

em kg, litros, etc., periodo em semanas, meses, etc.
De acordo com o modelo Vidale-Wolfe,
s =pa[l—(s/m)]—2s 4.1

Embora o modelo contenha somente trés parametros, muitas das caracteristicas
exibidas pela resposta das vendas ao esforco de propaganda estdo contempladas no modelo.
Observe que (4.1) é uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem (EDO) e, portanto tem

solugdo analitica exata para a(t) arbitrario.

Suponha que em t = 0, s = 5(0), e uma taxa constante de propaganda a(t) = a é
aplicada durante T instantes, e entdo € suprimida. Resolvendo a EDO para tal pulso retangular,

obtemos

s(© = 7@ + 50 —r@le i o<e<T ws)
s(T)e =D t>T

em que r(a) =m(P?/, )/1+ P01

A resposta das vendas a uma entrada pulso retangular de propaganda de duracdo T

terd forma ilustrada na figura 4.2.
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s(t)

r(x)

5(0)

T

Figura 4.2 Resposta da taxa de vendas

a um pulso retangular de propaganda

Nessa dissertagdo, assumimos que uma empresa produz um dnico produto, € que por
meio de estratégias de propaganda, tentard promover e distribui-lo aos consumidores finais. O
preco é fixo e a empresa influencia o mercado potencial usando niveis apropriados de
propaganda. Assume-se que as vendas devido a propaganda obedecem a equacdo a diferencgas

com atrasos

d

ste+1) = (1= Ds(k) + Z a Ak — i) 4.3)

=0
em que A é o coeficiente de decaimento das vendas ou coeficiente de esquecimento, a; € a

eficiéncia da propaganda no instante de tempo k —i, d é o atraso maximo introduzido no

processo, s(k) é o nivel das vendas, e A(k) € o esforco da propaganda.

E possivel reescrever (4.3) em espaco de estados, na forma x(k + 1) = Ax(k) +

BU(k):
stk+1) 1 11-2 ay aygq agy - 1] s(k) [ao]
Ak —(d - 1)) 0 0 1 0 - 0flAtk—=(d-2)) 0
Alk—(@d=-2)|_| o 0 0 1 0 A(k—(d—3))+|0|A(k)
Ak —1) 0 0 0 0 1 Ak —2) {0]
A(k) 1 Lo 0 0 0 0dl Ak -1) 1

4.4)

A parte relativa a producao € modelada pela equacdo de equilibrio do estoque:
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q
I +1) = (1=K + Z rp(k — i) — s(k) 4.5)
i=0

em que I (k) é o nivel do estoque no instante k, r € o coeficiente de decaimento do estoque, p (k)
capacidade de producdo, t; € o parametro que denota qual parte da produgdo vai para o depdsito
devido possiveis atrasos na producdo. Sem problema algum podemos assumir 7o =1, 7; =0

para i # 0 como na maioria dos modelos da literatura.

A exemplo de (4.4), também reescrevemos (4.5) na forma de espaco estados:

Ik+1) 7 1-7r 7t4q T4 = T2 T3 07 1(k) 7o)
p(k— (g —1)) 0 0 1 0 0 0 p(k —n) |0|
ptk—(@—=2)|_| 0 0 0 0 0 O0l|lptk—(Mm—-1)) 0

- ... 1 0 0 +]... p (k)

p(k—1) 0 0 0 0 1 0 p(k —2) 0

p(k) 1 Lo 0 0 0o o -1l pk-1 1
(4.6)

O objetivo da empresa é alcancar um nivel de vendas e manter um nivel de estoque
pré-determinado enquanto usa-se um minimo de propaganda e esforco de produgdo (que
implicam em gastos). Os custos sdo assumidos quadréticos e considera-se que os valores iniciais

das variaveis do problema siao conhecidos.
Em Tzafestas et al. (1997), a funcdo objetivo assume a seguinte forma:

kf
J= Z h(I(k) = Id)? + 1, p2 (k) + w(s(k) — s2)? + 1, A% (k) 4.7)
k=0

em que I; e S5 sdo o estoque e o nivel das vendas desejados, respectivamente. Os parametros 7; €
T, sA0 custos unitdrios apropriados; h e w sdo ponderacdes escolhidas dependendo de quao

severamente deseja-se evitar desvios em relacdo aos valores de referéncia I; e s,.

Como normalmente acontece, a geréncia da empresa recebe informacao sobre o valor
dos estados do sistema somente em instantes de tempo discretos (e.g., semanalmente) e as
decisdes sdo aplicadas da mesma forma. Freqiientemente, no instante em que uma decisdo deve
ser tomada, a medida de alguns estados nao estd disponivel ou é imprecisa. Em relacdao a

abordagem MPC proposta em Tzafestas et al. (1997), introduzimos dois novos elementos de
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modelagem: 1) as politicas de producgdo/estoque e propaganda sido suavizadas substituindo-se
p(k) e A(k) por varidveis de desvio, restritas a intervalos apropriados, 2) as referéncias para
estoque e vendas nio sdo consideradas conhecidas a - priori € sim paridmetros do modelo. A
introducdo deste segundo elemento de modelagem vem ao encontro de uma limitacdo importante
com a qual as empresas convivem: saber-se de antemao as referéncias ideais a serem seguidas

devido a fatores externos nao previstos.

O MPC adotado neste capitulo assume a formulacdo geral do problema de regulacdo
discutido no capitulo 3. Os parametros para este modelo sdo os vetores de estados e referéncias

no instante k, bem como o vetor de controle no instante k — 1.

Para o tratamento MPC pelo método off-line via parti¢do de estados discutidos nos

Capitulos 2 e 3, empregaremos o seguinte modelo para descrever o processo real
Modelo do processo de venda/propaganda:
s(k+1)=097s(k)+ 0.3A(k) + 0.15A4(k — 1) (4.8)
Modelo do processo de produgdo/ estoque:
I(k+ 1) =0.991(k) + p(k) — s(k) 4.9)

Concatenando (4.4) e (4.6), chegaremos a seguinte forma no espaco de estados para

os processos descritos por (4.8-9).

stk +1) 097 015 0 0]] s 03 0
Ak) [_| o 0 0 of|Ak-D]_ |1 o[A(k)
Ik+D| -1 0 099 of| Ik 0 1|lpCk)
p(k) 0 0 0 ollp(k—1) 0 1
(4.10)
Fazendo: y(k) = [igg] temos que y(k) = Cx(k), logo:
s(k)
Id)] 0 0 1 oy|A(k—1)
[s(k)]_[l 0 0 o 10k) “.10)

p(k—1)
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Os limites impostos sobre o controle foram 0 < p(k) < 200 ¢ 0 < A(k) <100, e
sobre os incrementos (decrementos) de controle foram —30 < du;,, < 30. Desta forma o

problema de programacao quadratica convexa resolvido pelo MPC sera

2

: T
ml}n](U,x(t)) = Z {[yt+k|t - T(t)] Q[)’t+k|t - T(t)] + auZ+k|tR5ut+k|t} (4.12)
k=0
sa  0=<u,,r<500,k=0,1 (4.13)
—50 < dupy, <50, k=0,1 (4.14)
Xt|t = x(t) (4.15)
Surrr =0,k =2 (4.16)

Comparando com a forma padrao da funcao de custo (3.50) visto no capitulo 3, e com
d 0]

a funcao objetivo (4.7), pode-se observar que Q = [g 3}], R = 0o

A ponderacdo mais adequada encontrada pelo método de tentativa e erro foi h =
35,w = 140,d = 600,r = 600.
Os processos utilizados durante as simulagdes foram:
Processo de venda/propaganda:
s(k+1)=098s(k) + 0.1A(k) + 0.01A(k — 1) + 0.001A(k — 2) (4.17)
Processo de producdo/ estoque:
I(k+1)=097I(k) + p(k) —s(k) (4.18)

Concatenando (4.4) e (4.6), chegaremos a seguinte forma no espaco de estados para

os processos descritos por (4.17-18).

stk+1) [0.98 0001 001 0 0 s(k) (0.1 0

[A(k—l) | 0 0 1 0 | A(k —2) 0 ol ACK)
Al |=1 o 0 0 o ollak-Dl+l1 o [ 0

I(k +1) [—1 0 0 097 oJ 1(k) l 0 1J p
p(k) 0 0 0 0 p(k — 1) 0 1

(4.19)
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Fazendo: y(k) = [égg] temos que y(k) = Cx(k), logo:
s(k)
A(k — 2)
I _0 0 0 1 0 ~
[S(k)] N [1 0 0 0 o] A(;‘(k)l) (4.20)
p(k—1)

Resultados

Numa primeira etapa da coleta de dados foi realizada uma simulag¢do supondo-se que
o modelo e o processo tem um casamento perfeito, sendo o processo, portanto dado por (4.8) e

4.9).

SADA 1 - ESTOQUE Ik)

140 ............. .......... ........ ........... ............ ............. ............
12zak - .......... ............ ............ ............ ............
e B S— sz ____________ ____________ —
sl ¢ ____________ _— - _________ _________

i I 1 i 1 i
] 20 40 60 g0 100 120 140

Figura 4.3 Variacio do nivel de estoque no tempo
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SAIDA 2 - VENDAS s(k)

200 - : L,
I | i I i ]
40 G0 ao 100 120 140

Figura 4.4 Variacao do nivel de vendas no tempo

COMTROLE U1=A(k)

150 ; ; ; ; ;
L TEep o ] [t .............. .............. ............. =
solhh .............. .............. .............. .............. ..............
of L sl — .
A0 i i i i .
0 20 40 B0 80 100 120
CONTROLE U2=p(k)
o ; ! ; ; !
200 by WO S — ——

S ol el .............. ............... .............. .............. ............. )

1
100 120

Figura 4.5 Variacao do esforco de propaganda e producao no tempo

Observa-se das figuras 4.3-4.6 que, embora oscilatorio a resposta sai do transitério
com erro de regime nulo, sendo que as vendas possuem uma resposta que se acomoda

rapidamente quando comparada ao estoque.
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INCREMENTOD dU1=dAlk)
50

0
A0 1 I 1 I 1
0 20 40 60 80 100 120
INCREMENTC dU2=dp(K)
i | 1
60 an 100 120

Figura 4.6 Incrementos de propaganda e producao no tempo

Nas figuras 4.3-6 ndo foram usadas capacidade de predi¢do, ou seja, o sistema

somente enxerga a referéncia no proprio instante t corrente. Se quisermos, € possivel aumentar o

vetor de parametros para ter maior capacidade de rastreamento, acrescentando-se condig¢des

futuras r(t + 1) e r(t + 2), representado em azul escuro na figura 4.7.

200 R R e S S T B0
180+ . oy 5 B fere
160 W : : sol
140 ; : : ; : 451
1 O | P R ok
100 =
a0 0
RO s R R S e e e e
25
ATl il ssrosmms st s it on s oo susiensins o e F
20 RN
0 e e e e e e ;
b i 15 [
i} i i L i |
B0 a0 100 120 140
Figura 4.7-a Variacao do nivel de vendas no
tempo com maior antecipacao da referéncia azul:

SAIDA 2 - VENDAS s(k)

SADA 1 - ESTOQUE Ik

Figura 4.7-b Zoom em t=70

antecipacio, lilas: sem antecipacio

Numa segunda situacdo foi analisado como seria se o processo fosse aquele

apresentado nas equagoes (4.17) e (4.18) e o modelo fosse dado por (4.8) e (4.9).
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SAIDA 1- ESTOQUE I(k)
80 .
70+
B5 [
45_.. & ..:

kbt

3\

alf . i .
1] a0 100 120 140

Figura 4.8 Variacio do nivel de estoque no tempo

SAIDA 2 - VENDAS s(k)
180 - ; .

i i 1 i
0 20 40 =] a0 100 120 140

Figura 4.9 Variacio do nivel de vendas no tempo
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CONTROLE U1=A(k)
150 ; ; ; ; ;

: : |
0 20 40 60 80 100 120

1
100 120

Figura 4.10 Variacao dos esforcos de propaganda e produc¢ao no tempo

INCREMENTO dU1=dA(k)

= ! ; ; ;
0 o N
0 ; ; ; ; ;
0 20 40 B 80 100 120
INCREMENTO dUz=dp(k}
T

30 !

60 80 100 120

Figura 4.11 Incrementos de propaganda e produc¢iao no tempo

Observa-se claramente dos graficos que o sistema de controle ndo rastreia a
referéncia apresentando um grande erro de regime. Sabe-se que o processo possui uma ordem a
mais de atraso referente ao esforco de propaganda. Para descobrir quais os parametros mais
sensiveis que pudessem ocasionar tal situacdo foi simulado o sistema usando-se as equagdes
(4.10-11) como processo da mesma forma como realizado nas figuras 4.3-6 e alterando-se um
elemento da matriz de estados e de controle do processo (indicados em cores) por vez, mantendo-
se as alteracOes anteriores, até que as matrizes de (4.10-11) se tornassem idénticas as matrizes de

(4.19-20), na sequéncia a4, a2, 13, 23, A44, b11, como indicado a seguir.



Capitulo 4 — Aplicacdo em planejamento da Producio

58

[0.97 0 015 0 01[0.3 o] [0.98 0001 001 0 0750.1
| o 0 0 0 offo o | 0 0 1 0 o” 0
l o 0o o o oll1 o 0 0 0 0 ofl1
[—1 0 0 099 oJ 0 1 l—1 0 0 097 0“0
0 0 0 o ollo 1 0 0 0 o ollo

Matriz [A|B] do modelo l Matriz [A|B] do processo

SAIDA 1 - ESTOQUE Itk)

140 —

Figura 4.12 Variacio do nivel de estoque no tempo

SAIDA 2 - VENDAS s(k)
B o P S S e e e e T s

all

alz

ald

Figura 4.13 Variacao do nivel de vendas no tempo

o o o
i

=
|
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Nas figuras 4.12-15 se encontram altera¢des na matriz do modelo nas posicdes all,
al2 e al3. Observa-se que al2 destoa razoavelmente no grifico de vendas, introduzindo um

pequeno erro de regime.

CONTROLE U1=A(k)
150 ! ! ! ! !

100

a0

L ! ! ! ! !
S R | - N T al3
; : g -
L e R BeaRe .............. ............... .............. .............. ............. &
D | | |
B a0 100 120

Figura 4.14 Esforco de propaganda e producao no tempo
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a0

-50
a

100

120 —

100 -

INCREMENTO dlT=dAk)

a11

:ﬁ

|
100

Figura 4.15 Incrementos de producio e propaganda no tempo

SAIDA 1 - ESTOQUE Itk)

—ry

add

h11

s
[k

120

20 40 G0 a0 100 120

Figura 4.16 Variacio do nivel de estoque no tempo

140
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Nas figuras 4.16 a 4.19, estdo indicadas alteracdes nas posi¢des a23 a44 e b11.

150

100

a0

-50
O

200

150

100

SAIDA 2 - VENDAS s(k)

180 - ----v-v-- R et e T R R

120

100 -

223

h11

gkl ............ ............ ............ ............ ............ :

160 .]Jr ........ e R R TR

140 ez ............ ............ .......... ............ o] TR——

add |

anl g ............ ............ ............ ..... R
B0 LAt ............ ............ ............ ............ ............ ............

FTal | SO ............ ............ T— ............ R ............

Figura 4.17 Variacio do nivel de vendas no tempo

COMTROLE LM=Afk)

a3
add
h11

Figura 4.18 Esforco de propaganda e producio no tempo
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INCREMENTO dl=dAk)
a0

_5|:| | | | | |
0 20 40 B0 al 100 120
INCREMENTD dUZ2=dp(k) 823
100 T T T T T
: : : : : add
...................................................... h11
e ————
_ED | | | | |
a 20 40 B0 a0 100 120

Figura 4.19 Incrementos de producio e propaganda no tempo

Observa-se que algumas alteragdes sao responsdveis por pequenos erros de regime na

resposta do sistema, porém nenhum item da matriz de estados chega a ser tdo critico quanto o

elemento b,; da matriz de controle ligado ao esfor¢o de propaganda, como pode ser observado

claramente nas figuras 4.16-17, ficando claro que um modelo obtido a partir do processo nao

pode descasar muito neste termo.

Na figura 4.20 pode ser observado o uso de politopos durante a simulagdo ao longo

tempo. No caso, o problema percorreu por 17 politopos em 120 instantes de tempo.
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FOLITORPDS USADOS
18 T T T T T

16

14

12

10

2 | | | 1 |
a 20 40 B0 g0 100 120

Figura 4.20 Politopos requisitados

4.3 Sumario

Neste capitulo foi proposta uma abordagem MPC multiparamétrica para um problema
de planejamento de producdo combinado a estratégias de propaganda. Trata-se de um desafio de
controle de estoque, através do modelo de mercado de Vidale-Wolfe. Assim como em Tzafestas
et al. (1997), uma estratégia MPC foi utilizada para controlar um sistema de produgdo/estoque. A
abordagem multiparamétrica revelou-se menos robusta, porém adequada ao desenvolvimento de

andlises de sensibilidade em rela¢ao aos parametros do modelo.
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Conclusoes

A implementa¢do de algoritmos de controle preditivos multiparamétricos exige um
esfor¢o coordenado de técnicas de programacdo linear e nao linear, cdlculo matricial e numérico,

e uma estruturacio de dados apropriadas.

Embora o trabalho tenha desenvolvido uma particio particular do espaco de
parametros, varrendo o espago de parametros em busca de regides criticas (politopos otimizados),
ndo existe uma forma unica de realizd-la. Se o algoritmo for capaz de varrer todo o espago de
parametros, os resultados finais serdo idénticos, pois ndo dependem da forma como sao realizadas
as parti¢cdes. Particular atencdo deve ser dedicada a simplificacio do Passo 8 do algoritmo,

realizado de forma elegante em T¢ndel et al (2003).

A implementagdo pratica de controladores preditivos multiparamétricos € simples e
de facil compreensdao. Um usudrio seria capaz de operar um controlador deste tipo fornecendo
dados simples, como horizontes de predi¢do e de controle, matrizes de ponderacao diagonais para

regulacdes de controle e de saidas, e possiveis restricdes sobre estados e saidas.

Segundo Maciejowski (2001) € possivel melhorar a estabilidade do sistema ao se
impor restri¢des finais de igualdade sobre as saidas. Durante as simulagdes verificou-se que ao se
exigir respostas muito rdpidas, o sistema controlado tendia a se tornar instdvel, devido aos
aspectos conflitantes de se gerar sinais de controle elevados e a presenca de restri¢cdes sobre

estados e/ou sobre seus incrementos

Como temas para trabalhos futuros, propomos a implementacdo de técnicas de
particionamento do espago de parametros mais eficientes (do ponto de vista computacional) e um
estudo mais detalhado sobre a aplicagdo de técnicas de controle preditivo a problemas de
planejamento da producdo. Um dos objetivos iniciais do trabalho era justamente uma andlise
computacional intensa sobre a sensibilidade das solu¢des 6timas de problemas de planejamento
da producado (que envolviam, inclusive, modelos ndo lineares para os processos), andlise agora

viabilizada pela utilizac¢do de algoritmos de controle preditivo multiparamétricos.
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Apéndice A

Algoritmo de particao

A.1 Tlustracao do algoritmo passo a passo

Numa primeira etapa, € obtido CRo. No exemplo ilustrativo da Figura A.1 CRo
possui 5 restricdes na forma Ax < b, montado matricialmente como [A|b]. Em seguida, a fungdo
“montalista_inicial” reorganiza as restricoes e as dispde no formato indicado abaixo

em “lista_inicial”, descrito no teorema 3.

lista imicial

o E——

e

lista

= o

Figura A.1

Em seguida € extraido da lista inicial um particionamento da regido de parametros,
representada por cada coluna do cell array “1ista_inicial”. Esta coluna passa a se
chamar “1ista” onde um vetor “n_bloco” recebe o nimero de restricdes em suas posi¢oes
de forma que as regides corretas da lista sdo extraidas durante a simulacdo, como pode ser visto
adiante. Na figura A.1 ainda pode ser visto que da primeira particao foi obtida uma regido critica
representada em verde, com 5 restri¢des. Estas restricdes serdo atualizadas na lista, como pode

ser observado na figura A.3.



Apéndice A —Ilustracdo do algoritmo passo a passo

lista

n hloco=4

. . 'iiiiiii{lk:ﬁ.hk
atuallzq_llsta
At.x <= bt

lista

n hloco=4

F in-:i_CR
Figura A.2
lista
F in-:i_CR
At E <= bt
Figura A.3
lista
Find CR
At.x <= bt

Figura A4
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lista

atualiza_l ista 1

n_bloco=7

Figura A.5

Na figura A.6 observa-se que ndo foi encontrada uma regido critica, representada em
branco, e, portanto a “1ista” serd apagada nesta posicdo assim como a posi¢do equivalente de

“n_bloco”.

lists apaga lista
Find CR =

n_bloco=7 H bloco=g
3|4|a|4l5]6]5 3|4|a|5/6|6
Figura A.6

Como j=N_blocea, lista ey
j recebe valor1 para | =g | apaga lista
voltar ao topo da lista -

find CR

) 3(4(4|5/6 4\4|5/6

J—l H_bloco=5

Figura A.7



Apéndice A —Ilustracdo do algoritmo passo a passo 70

lista || {=| apaga_lista
L ALY
find CE
_‘
j_l N bloco=4
Figura A.8
apaga lista
— lista
lista
i i C
find CR '_‘i
_i J N _hloco=3
Figura A.9
apaga lista
lista BESE_ )
f = lista
L

E J=

find CR

9]
=)
=)

—

]

N bloco=Z

lista —m apaga_lista lista
find CR ! i

L 1LY
j_I N bloco=1

!

FIM = =2

Figura A.10

Na figura A.10, observa-se que a lista foi extinguida e agora pode-se passar para a

préoxima particdo do espaco de pardmetros, que no caso € a proxima coluna do cell array
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“lista_inicial” e todo o processo se repete até que seja suprimida a zero todo o cell

array.

A.2 Cédigo principal
Abaixo se encontra o cddigo matlab simplificado encarregado da execucdo do
processo de obtenc¢ao das regides de controle off-line.

A funcgdo matrices calcula e devolve todas as matrizes e varidveis necessdrias ao

script, tais como dimensdes do vetor de estados, horizontes de controle e matrizes de sistema.

A funcdo licqg determina as restricdes que respeitam a qualificacdo de independéncia

linear e condi¢do de folga complementar estrita.
A funcdo calculo_MoNo calcula a matriz M e N introduzidos no Teorema 1.

A funcdo atualiza_lista e apaga_lista realizam exatamente as func¢des indicadas pelos

seus nomes e ilustradas ao longo do apéndice A.1.

Ap0s breve esclarecimento, segue abaixo o cédigo gerado:

[H,F,W,E,G,S, A,B,C, dim_X, dim_x,dim_y,dim_u,dim_r,dim_z, M,N, 1lb,ub] =
matrices() ;

%$% CALCULO CRo

[x0,exitflag0l] = find_xo_CRo(G, W, S, H, dim_z, dim_X, 1lb, ub);

[zo, lambdao, GzoWSxo,exitflag02] = find_zo_lambdao(G, W, S, H, xo, dim_z, 1lb,
ub) ;

[Gl1, W1, S1, G2, W2, S2, G3, W3, S3, lambdaol, lambdao2, lambdao3] =
licg(lambdao, GzoWSxo, G, W, S);

[MoNo] = calculo_MoNo (G3, W3, S3, lambdao3, H, zo, xo, dim_z, dim_X, dim_x);
[Ao,bo] = find_CR(G1l, w1, S1, =zo, xo, MoNo, lambdao3, dim_z);
[Au,bu] = controle(MoNo, H, F, zo, xo, dim_z, dim_u);

POLITOPO={[A0,bo], [Au,bul};
cro = length(bo); [lista_inicial]l=montalista_inicial (Ao, bo, cro);

%$% INICIO DOS LOOPs
i=1; Ak=[]; bk=I[];
while (i<=cro)

lista=lista_inicial{l,i}; bloco=i; j=1; n_bloco=1l; n_lista=size(lista,l);
while(n_bloco>=1)
auxl=sum(bloco(l:j-1))+1; aux2=auxl+bloco(j)-1;
Ak=lista(auxl:aux2,l:dim_X); bk=lista(auxl:aux2,dim_X+1);
[xo, exitflag0l] = find_xo_CR(Ak,bk, H, dim_X,dim_z,dim_u, 1lb,ub,
G,S,W);
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if(exitflag0l(1l)<0)&&(exitflag0l(2)<0)
[lista, bloco, n_bloco, n_lista, jl=apaga_lista(bloco, j, lista,
auxl,aux?2);
continue
end
[zo, lambdao, GzoWSxo,exitflag02]
dim_z, 1b, ub);
if (any (GzoWSxo0>0))
[lista, bloco, n_bloco, n_lista, jl=apaga_lista(bloco, j, lista,

find_zo_lambdao (G, W, S, H, xo,

auxl,aux2);
continue
end

[Gl1, w1, S1, G2, W2, S2, G3, W3, S3, lambdaol, lambdao2, lambdao3] =
licg(lambdao, GzoWSxo, G, W, 3);

[MoNo] calculo_MoNo (G3, W3, S3, lambdao3, H, zo, xo0, dim_z, dim_X,
dim_x) ;

[At,bt] = find_CR(G1l, W1, S1, zo, xo, MoNo, lambdao3, dim_z);

if (all(sum(isnan(At)))>0 || sum(all(isnan(bt))))>0

[lista, bloco, n_bloco, n_lista, jl=apaga_lista(bloco, j, lista,
auxl,aux2);
continue
end
[Au,bu] = controle(MoNo, H, F, zo, xo, dim_z, dim_u);
%% Regiao é nova-?
col=size (Xtotal, 2); newAb
if (any(all (newAb<0,1)))

[lista, bloco, n_bloco, n_lista, jl=apaga_lista(bloco, j, lista,

At*Xtotal-bt*ones(1l,col);

auxl,aux?2);
continue
end
%% Sim, regido é nova: salvar
POLITOPO=[POLITOPO; { [At, Dbt], [Au, bul}ll;
[j, lista, bloco]=atualiza_lista(At,bt, Ak,bk,j, lista, bloco, auxl,
aux?2) ;
end
i=i+1;
end



