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RESUMO

Este trabalho trata da sintese de controladores de realimentacéio de esta-
do, para sistemas dinamicos lineares continuos no tempo, com resiricao
de alocacao de pdlos em sub-regides do plano complexo. As sub-regides
consideradas sdo: faixa vertical, circunferéncia e regido parabdlica. Sis-
temas com parametros incertos pertencentes a dominios poliedrais con-
vexos também sdo considerados. Como critérios de desempenho foram
utilizados norma H,, norma H,, e indices mistos Hy/H... Um algoritmo
que permite a resolucao dos problemas de controle robusto com alocacdo
de polos € apresentado, e ftambém exemplos numéricos ilustrativos.

ABSTRACT

This work adresses the state feedback control design for linear continu-
ous time systems with regional pole constraints. The subregions of the
complex plane considered are: vertical strip, circle and parabolic region.
Uncertain systems in convex bounded domains can also be handled. The
performace criteria used are: H, norm, H,, norm and mixed Hy/H,. in-
dex. An algorithm to solve the robust control problems with regional
pole constraints is presented, as well as numerical illustrative examples.
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Introducao Geral

Um dos principais problemas, em projetos de controle, é a alocacao dos pélos
do sistema em malha fechada. Isto porque, garantir a estabilidade e minimizar o
- distirbio por meio de normas do tipo H, ou He nem sempre € o suficiente para o
funcionamento a contento de um sistemna. E necessario ainda, a garantia de desem-
penho do sistema em termos de fator de amortecimento, velocidade de resposta e
freqiiéncia natural. Todos esses indices estio relacionados com a correta localizacio
dos autovalores do sistema em malha fechada. Na maior parte dos casos, ao invés da
alocagdo precisa, delimitar uma sub-regido do plano complexo na qual devem estar
contidos os polos em malha fechada é a melhor garantia de desempenho e talvez a
inica maneira de abordar o problema quando se trata de sistemas incertos.

Por outro lado, problemas de robustez e otimizacio, utilizando as normas Hs
efou Hy, tém sido amplamente explorados em Teoria de Controle [9], assim como
projetos de controladores que levam em conta a presenca de incertezas no modelo.
A otimizacao Hy nada mais é do que o conhecido problema de minimizacdo de
um critério quadratico de desempenho, chamado Problema Linear Quadratico no
contexto de controle étimo de sistemas lineares. Do ponto de vista de sinais, a
otimizacdo H; pode ser interpretada como a minimizagio de um erro gquadratico
médio na saida do sistema.

Os critérios do tipo H,,, mais recentes, se preocupam com medidas do tipo
“pior caso”, tendo surgido em abordagens freqiienciais de projetos de controladores,
embora também admitam solugdes no espaco de estados [9], [16], [26].

; Dentro do contexto de estabilidade quadratica [5], [24], [30], isto é, sistemas line-

ares incertos que admitem um mesmo controlador e uma mesma funcio de Lyapunov
para todo o dominio de incertezas considerados, os projetos de controladores com
critérios de desempenho H; ou H,, adquiriram o adjetivo de robustos, com custos
garantidos. Podem ser citados, para sistemas continuos, trabalhes que tratam de
estabilizagdo quadrdtica [12], controle misto H,/H., [22], controle étimo H. [26],
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[31] ou controle com custo garantido He, [25], entre outros.

A convexidade tem aparecido, em alguns desses trabalhos, como uma proprie-
dade essencial, principalmente quando solugbes numéricas sdo investigadas [7], [12].
Usando um espago paramétrico apropriado, é possivel transformar problemas de
controle em problemas convexos, que podem ser resolvidos por técnicas convencio-
nais de otimizagao. Gragas a convexidade, é possivel estender esses resultados para
o tratamento de incertezas no modelo, permitindo ainda incluir restri¢oes adicionais
como, por exemplo, a descentralizagdo do controle [11]. Formulando os critérios H,
e H., adequadamente, pode-se resolver problemas de controle 6timo e também de
custo garantido H, e H,, [14], [25], [26].

Mais recentemente, alguns trabalhos comecaram a incorporar restricoes de alo-
cacdo de polos no projeto de controladores [3], [4], [10], [13], [20], [21], [23], [35],
[36].

A idéia principal utilizada é a de expressar condicGes que garantam um posi-
cionamento dos pdlos do sistema dentro de uma determinada sub-regido do plano
complexo em termos dos parametros envolvidos no projeto do controlador. Como
grande parte dos métodos de sintese baseia-se em fung¢des quadriticas de Lyapunov,
que garantem a aloca¢do no semi-plano esquerdo do plano complexo, explora-se
o fato de que algumas sub-regides do plano complexo podem ser mapeadas anali-
ticamente no semi-plano esquerdo. Por exemplo, passa-se da analise da estabili-
dade de sistemas continuos (semi-plano esquerdo) a de sistemas discretos (circulo
unitdrio centrado na origem) trocando a equagio de Lyapunov de sistemas continuos
(A'P+ PA+Q = 0) pela de sistemas discretos no tempo (A’PA— P+ @ = 0). Pelo
deslocamento e interse¢ao dessas regiGes, novas sub-regides podem ser abordadas.

Em {19}, o problema de alocagio de pdlos para sistemas continuos é tratado em
detalhes. O artigo explora a idéia dos mapeamento analiticos em termos de funcio
de Lyaponov, estudando diversas sub-regides. Para a alocagac em regifo circular, é
proposta uma equacao modificada de Lyapunov, que revelou-se, entretanto, equiva-
lente & equagao utilizada nesta dissertacao, obitida a partir da translacio e alteracio
do raio do circulo unitério centrado na origem (veja a relagio entre as expressées no
apéndice).

A extensdo dos resultados de [19] para tratar sistemas incertos nio é imediata,
pois as equagdes do tipo Lyapunov associadas as sub-regides nio estio expressas nos
parametros apropriados, sendo necessiria alguma manipulacio .

Este trabalho trata do problema de minimizacio das norma H; ejou H,, para
sistemnas continuos, incertos, controlados via realimentacio de estados, com alocagio
dos autovalores em sub-regides do plano complexo. Sdo tratadas as seguintes sub-
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regides: faixa vertical, circulo e pardabola, e também intersecdes entre elas. O dominio
de incertezas € considerado poliedral convexo. Dessa forma, o problema de custo
garantido H; e/ou He via realimentagio de estados pode ser resolvido via anélise
convexa. Restri¢oes adicionais, também convexas, sio definidas de modo a garantlr
o posicionamento desejado dos autovalores.

No capitulo 1 é visto o problema de estabilidade quadratica e minimizacao das
normas Hy e/ou H,, para sistemas incertos. Esse capitulo resume os resultado de
varios trabalhos que se preocupam em resolver o problema de custo garantido via
analise convexa.

Em seguida, no capitulo 2, sdo vistas as sub-regides de alocacio. Para se garan-
tir o posicionamento dos pélos dentro da sub-regido desejada do plano complexo,
equagOes do tipo Lyapunov sdo utilizadas. A idéia basica é utilizar um mapeamento
analitico que leve do semi-plano esquerdo do plano complexo {ou do circulo unitério
centrado na origem) para a regido especificada.

O capitulo 3 mostra condigdes que garantem a minimizacao de limitantes das
normas H; e/ou H., com os pdlos localizados no interior das sub-regides do plano
complexo vistas no capitulo anterior.

No capitulo 4 é apresentado o algoritmo baseado no método de planos de corte
que soluciona o problema. Em seguida s3o apresentados exemplos ilustrativos.



Capitulo 1

Controle de Sistemas Continuos

1.1 Introducao

Neste capitulo, a estabilidade de sistemas incertos é estudada. O problema de
controle é, basicamente, encontrar um mesmo ganho de realimentacio de estados
que garanta a estabilidade para todo o dominio de incertezas. Depois da caracteri-
zacdo do conjunto de ganhos que esbabilizam um sistema incerto, serdo estudados
indices de desempenho do tipo H; ef/ou H. que norteiem a escolha de um ganho
estabilizante segundo critérios de otimalidade.

1.2 Preliminares
Considere o seguinte sistema linear, continuo e invariante no tempo

T = A$+Biw+32u
y = Cz+ Du (1.1)
u = —Kz

onde z € R* é o estado, u € R™ é o vetor de controle, w € R' é o distiirbio
ey € R? é a saida. As matrizes possuem dimensdes apropriadas e sio supostas
conhecidas, com excecao de A e B; que podem possuir pardmetros incertos. Esta
representacao é bastante comum em problemas de controle envolvendo normas H,
efou Ha, de matrizes de transferéncia [8], [9], [22]. Note que a definicao da saida
y(t) tem analogia direta com o critério quadratico em controle étimo, pois
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fo Ty (t) = fé T le(t) C'Ce(t) + u{tY D' Du(t)) dt (1.2)

Para maiores detalhes veja [2]. A interpretagio das hipdteses colocadas a seguir
decorre desta analogia.

Assume-se que C'D = 0, ou seja, nao existe ponderacao cruzada entre o controle
e o estado na saida, D'D > 0 (todos os controles sdo ponderados positivamente)
e que B1B] > 0. As duas primeiras hipdteses sio tradicionais em problemas de
controle; a ortogonalidade C'D = 0 poderia ser relaxada sem perda de generalidade,
resultando em equacdes e demonstragdes ligeiramente mais complicadas. A exigéncia
D'D > 0 auxilia no condicionamento da solugao étima. Finalmente, a hipdtese
By B; > 0 caracteriza a influéncia dos ruidos exégenos como sendo “rica” e também
nio implica em perda de generalidade [16]. A lei de controle que se deseja determinar
é do tipo realimentagio de estado.

Associadas ao sistema (1.1) introduzimos as matrizes aumentadas F € RP*P e
G € RPX™ com p=n-+rm

A -DB |0
et 2] oo »
e também as matrizes simétricas e semi-definidas positivas ( € RP*P e R € RP*P,
BBy © c'C 0
Qm{ 1010] ’R:{ 0 D’DJ (14)

Note que a matriz G é constante, ndo dependendo da planta em questio, e que toda
a informacao sobre a dindmica do sistema estd concenirada na matriz F. Definimos
iambém o espaco nulo de (77, ou seja

Ne{vtoe® : Gv=0} (1.5)
e qualquer vetor v € N tem a propriedade

veN = vz{ﬂ . rzA0ER" (1.6)

Consideramos que alguns dos elementos das matrizes {A, B;) sao incertos, isto é,
nao sao conhecidos com precisdo, sabendo-se apenas que estao limitados. Essas in-
certezas sdo definidas diretamente na matriz aumentada F, considerada pertencente
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a um dominio poliedral convexo dado por

N N
mz{Fewxp D F =) 4, 6 >0, Z@m},} (1.7)
el

=1

onde um F qualquer pode ser visto como uma combinacéo convexa das “matri-
zes vértices” £, ¢ = 1..- N. Naturalmente, N = 1 descreve o caso precisamente
conhecido.

1.3 Estabilidade Quadratica

O problema consiste em se determinar um ganho K € R™*" tal que o sistema
em malha fechada fechada A
Au=A—~ B K (1.8)

seja assintoticamente estavel (isto é, com parte real de todos os seus autovalores estri-
tamente negativa) para todo par (A, Bs) ~+ F' € Dp. Fsse problema, extremamente
complicado no espago paramétrico dos elementos da matriz K, pode ser contornado
se usarmos o conceito de estabilidade quadritica. Estabilidade quadritica de um
sistema incerto significa a existéncia de uma mesma funcio quadratica de Lyapunov
que assegura a estabilidade para todo dominio de incertezas, ou seja, existe uma
mesma matriz P = P’ > 0 tal que

ALP+ PA, <0, (1.9)
ou, equivalentemente, existe W = W’ > 0 tal que

AdW + WA, + BiB, <0, YF € Dy (1.10)

Definindo A
K= {K € R™™ © Ay quadraticamente estavel. } (1.11)

isto é, K € o conjunto d{;s ganhos de realimentagio de estado que asseguram a es-
tabilidade quadratica. E importante observar que o conjunto K é ndo convexo e
explord-lo sob o ponto de vista numérice pode ser muito complicado. Essa dificul-
dade pode ser contornada definindo-se um novo espago paramético {12]. Para isto
definern-se as fungdes matriciais @q(-) : RPXP — RpXP

Ou(W)=FW+WF/ +Q,i=1---N (1.12)
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e o conjunto

c, & ﬁcﬁ (1.13)
onde, - ,
Coi = {W >0 : VO,,(Wh <0, Vo e N, b= i} (1.14)
sendo as matrizes W particionadas na forma
Wm[gzzﬂ (1.15)

com W; € R™™" definida positiva, W, € R**™ ¢ Wy € "< Tem-se entio o
seguinte resultado [12].

Lema 1 O conjunto dos ganhos quadraticamente estabilizantes é dado por
K={W,W " : We &} (1.16)
onde C;, definido em (1.13), é um conjunto convexo

Prova: Partindo de uma matriz W € C,, tem-se Vv € A

VIFW+WF! +Qlv <0 Vi=1---N (1.17)
e portanto,
o' [AW; + WiA, — By W) ~ Wy B), + BiBjla <0 Vi=1---N (1.18)
rearranjando

o' {(As— BaWiW Wi +Wi(Ai= BaWWo) + BiBjz <0 Yi=1---N (1.19)
ou
(A; = BaWoWi )Wy + Wi( A — BuWiWY + BiB, <0 VYi=1.--N (1.20)
Multiplicando por £; e fazendo a soma de 1 a N, tem-se que, com K = W/,

AaWi + WA, + B1B, <0 VFeDp (1.21)
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Para mostrar a necessidade, partindo do existéncia de K e W = W’ > 0 tais que
(A—- B K)W +W(A—-B;KY + BB, <0 VYF¢Drp (1.22)

é facil constatar que a matriz

W WK’
W= [ KW KWK’ } (1.23)
satisfaz a condicao
' Oy(Wiv <0 Yoe N, |lv||=1 (1.24)

para todo F' € Dr e, em particular, nos vértices do poliedro, ¢ = 1 --- N, implicando
W & Cy. A convexidade de C, € evidente, pois o cone de matrizes W > 00 é convexo
e Oy;(W) é afim em W para todo 7,0 =1--- N,

.

O primeiro fato importante aqui é que C; mapeia completamente o conjunto dos
ganhos K que estabilizam quadraticamente o sistema (1.1). O segundo, e fundamen-
tal para a resolugdo numérica dos problemas que serao tratados a seguir, é que que
C; é convexo e portanto pode-se, a partir de uma matriz Wy ¢ Cy, obter a expressio
de um hiperplano que separa W, do conjunto C,.

1.4 Controle H,

A norma H; é bastante utilizada em teoria de controle como medida de indice de
desempenho (por exemplo, no problema cldssico Linear Quadratico}. Nesta secio,
primeiramente € apresentada a definicdo freqiencial da norma H; e a sua deter-
minacgao a partir dos gramianos. A seguir é discutida a otimizagdo desta norma
propriamente dita. Considerando-se F € Dr arbitrdria porém fixa e um ganho de
realimentacao de estados K € £™%* pode-se definir as matrizes em malha fechada

Au=A—DBK , Cu=0C—DK (1.25)

A fungao de transferéncia de w para y é dada por

H= CCI(SI — Acg)_lfﬁ (1.26)
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A norma H» ¢ definida por

1HIE 2 = [ T (o) H ) de (1.27)

2 27 Jeoo

onde Tr(-} é o operador trago (soma dos elementos da diagonal) e H{jw)* é o
conjugado transposto de H{jw). Supondo a matriz A, assintoticamente estavel,
podemos definir o gramiano de controlabilidade L. como

L.2 / o<t B, Bl dt (1.28)
0
e o gramiano de observabilidade L,
L2 /0 el Cete dt (1.29)

que, respectivamente, satisfazem as seguintes equacoes de Lyapunov

Aul.+ LA+ BB, =0 (1.30)
ALL, + LoAg + CLCy = 0 (1.31)

e norma H; € dada por
||z = Te(By L, B1) = Tr(CalcCy) (1.32)
O problema de minimiza¢do da norma H, pode ser colocado da seguinte formas:
min {||H|l; : K €K, VF € Dr} (1.33)

ou equivalentemente,

min {8 : |H|l: <8 : K€k, VFeDp} (1.34)

A solugdo do problema de otimizacao para sistemas incertos é obtida de maneira
aproximada, ou seja, minimiza-se um limitante superior da norma 7, obtendo-se
um ganho K € K e um custo garantido 3 que satisfaz

|Hl. <8 YFeDr (1.35)

Para sisternas precisamente conhecidos, o valor calculado da norma H; ignala-se ao
limitante 4.
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1.4.1 Caso Precisamente Conhecido

Para sistemas precisamente conhecidos, ou seja, N = 1, o problema (1.33) tem
solugdo conhecida via equacdo de Riccati {Problema Otimo Linear Quadratico).
Neste caso um unico par (A, B;) é considerado, e o conjunto K contém todos os
ganhos estabilizantes dos sistema, ja que, sem incertezas, a estabilidade quadratica
equivale a estabilidade. A solucdo étima é entio dada por

K =(D'D)"'B.P (1.36)

onde P € R™*" ¢ uma matriz simétrica definida positiva solucio da equacio de
Riccati
AP+ PA— PBy(D'D)"'BLP +C'C = 0 (1.37)

Observe que o ganho K e a matriz P podem ser vistos como solucio Stima do
problema linear quadratico

4 o 7 ! ! 4
min fa (&'C'Cz + u' D' Du)dt (1.38)

s.a. = Az 4+ Byu
onde
z(0) = o (1.39)
e o valor étimo da funcio objetivo é dado por J* = z,Pzy. Como ja visto anteri-
ormente, a norma H; pode ser calculada a partir dos gramianos de controlabilidade

e de observabilidade (1.30)-(1.31). A equagdo de Riccati (1.37) pode ser re-escrita
(levando-se em conta a hipétese de ortogonalidade, C'D = 0)

(A— ByKYP + P(A— B,K) +(C — DKY(C -DK)=0 {1.40)
e, comparando com {1.31), pode-se concluir que P = L, e tamhém
J* = min ||H]? (1.41)

desde que xozy = By B]. Essa solugio é de extrema importancia em Teoria de Con-
trole, tendo sido exaustivamente estudada na década de 70. Entretanto, a extensio
desses resultados para o tratamento de sistemas incertos nio é imediata; note que a
expressao para o ganho otimo K envolve explicitamente a matriz B,.

Utilizando o espago paramétrico apresentado no Lema 1, mostra-se que o pro-
blema de custo garantido H, pede ser resolvido via otimizacdo convexa [25]. Para
N =1, a solugdo 6tima ¢ idéntica & obtida via equacgio de Riccati, configurando as-
sim uma maneira alternativa, convexa, de resolugéo do Problema Linear Quadrético

[16].
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1.4.2 Solucao via Analise Convexa

A partir da caracterizagao do conjunto Cy, o conjunto dos ganhos quadraticamen-
te estabilizantes para o sistema {1.1) estd completamente mapeado em um conjunto
convexo. O lema a seguir permite a obtencao do ganho K € K que minimiza um
limitante superior da norma H,.

Lema 2 Considere W* dado por
W* £ arg min { Tr (RW) : WeG, } (1.42)

Entdo, K* = W,WleK e

g% 2 T (RW9) > |H|E ., YFeDr (1.43)

Prova: A equivaléncia entre W € C; e K € K ja foi mostrada no Lema 1. Supondo
Cy # 9, para todo W & C, tem-se

Tr(RW) = Te(C'CW,+ D'DW;)
(1.44)
= Tr(CWIC'+ DW3 D)
e levando-se em conta gue
W20 <= W,>W,W W, (1.45)
entao
Te(RW) = Te(CW\C' + DWW WD) (1.46)
Usando a condicdo de ortogonalidade C'D = 0, pode-se escrever
Te(RW) > Te{(C' — DWW YWy (C — DWW, )} (1.47)
e portanto com K = WiW;™" ¢ a matriz Wy > 0 a condicio
(A= By K)YW; + Wi(A~ B,K) + BiB, <0 {1.48)

é satisfeita para (A, By) ~ F' € Dp. Do célculo da norma M, e da equacgio do
gramiano de controlabilidade conclui-se que Wy > L. (L, é solucéo da equacio para
um par {A, By) fixo) e portanto para qualquer W € &,

Tr(BW) > Tr{CyL.CY) = |H|2 YF € Dr (1.49;
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ou seja, Tr(RW) é um limitante superior do quadrado da norma H, para o sistema
(1.1) em malha fechada. Finalmente, uma vez que a solucdo étima do problema
(1.42) fornece o minimo valor de Tr (W), tem-se

>

g% = Tr (RW*) > |H|} ., VYFeDsr (1.50)

e B é um custo garantido para o sistema.

3

Note que Tr {RW) é um limitante da norma || H||2 para todo W € C,. A escolha
de W* garante o menor limitante que respeita as condicoes de estabilidade.

1.5 Controle H.

A norma H., aparece na literatura como uma medida do tipo pior caso, em
contraposi¢ac a noma H, que seria uma medida de valor médio. Uma outra carac-
teristica vem do fato que o cdlculo da norma H., requer procedimentos iterativos,
diferente da norma H, que pode ser obtida a partir de um ndmero finito de ope-
ragoes.

A fungado transferéncia do sistema (1.1) de w para y em malha fechada para
K € K e I’ € Dp arbitrdrio mas fixo é dada por

H= ch(.SI — Acg)_IBi (151)

e para 8 = jw, a norma H., € definida por

[Hlw = sup  Gomas[H(jw)]

1.52
w€§R+ ( 3)

maxr

um sistema monovaridvel, a norma H., pode ser obtida a partir do ganho méximo
de um diagrama de Bode de magnitude, ou entdo, no diagrama de Nyquist é dada
pela distincia da origem ao ponto mais distante do diagrama. Usando a prépria
definicdo, tem-se a relacdo

onde o p..(-) indica o valor singular méximo de (-}, isto é, AL/2 (H(jw)*H(jw)). Em

|Hllo <7 &= T- 7 Hjo) H(jw) 20, VweR,  (153)
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e, portanto a norma H,, pode ser obtida por busca exaustiva em w de g, [ H(jw)].
A norma He. pode também ser caracterizada a partir de equagdes matriciais, como
apresentado pelo Lema a seguir.

Lema 8 Para v > 0 dado, suponha que o par (A4, Cy) é observavel. Entao,
[ Hlleo < (1.54)
se e somente se a inequacao de Riccati
AYP + PAs +47*PBBiP + C[,Cy <0 (1.55)
admite uma solugao simétrica definida positiva P € R,

Prova: Veja, por exemplo, [31].

Uma alternativa para o célculo de || H || seria baixar gradativamente o valor de
v e ir testando se a desigualdade (1.55) admite ou ndo solugdo P = P’ > 0. Note
que uma condi¢ao equivalente € dada por

AdW + WAL+ WCL,CuW +~7°B B <0 (1.56)

podendo ser obtida da anterior pré e pés multiplicando-se por P~! e fazendo W =
P~t. O problema de otimizagao em H,, fica

min{||H]l.. : K€Kk, ¥FeDr} (1.57)
ou, equivalentemente
min{y : |H|w<v : K€K, VFeDr} (1.58)

e, tal qual no caso Ha,, obtém-se solugdes aproximadas para (1.58). Note que o
conjunto K garante a estabilidade para todo F' € Dp.

1.5.1 <Caso Precisamente Conhecido

Para sistemas precisamente conhecidos, N = 1; isto é, o modelo é descrito por
um tnico par (A, B;). Neste caso, dado um ganho K € K, pelo Lema anterior fica
estabelecida uma relacdo em y (um limitante da norma He,) e P = P > 0. Para a
determinagao de um ganho K que garanta ||H| < 7, o préximo Lema estabelece
uma condigao baseada na existéncia de uma matriz definida positiva.
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Lema 4 Para v > 0, supondo que o par (A, ('} é observavel. Entdo existe K € K
tal que

HH o < v (1.59)
se e somente se a inequagao de Riccati
AW + WA + WC'CW +~v*B.B} — ByB, <0 (1.60)

admite uma solugao W & R™*" simétrica definida positiva. Em caso afirmativo, o
ganho é dado por
K = (D'DYy'Bw™! (1.61)

Prova: Veja [31].
D

A solugao do problema de otimizacao 1.57 pode ser obtida, de maneira iterativa, a
partir do Lema 4. O valor de + seria baixado gradativamente, enquanto a existéncia
de W = W' > 0 seria verificada a cada novo valor de 7, tendendo assim para a
solucdo Stima do problema. A extensdo para o tratamento de sistemas incertos,
assim como no controle M3, nao € imediata. Note que, também neste caso, o ganho
depende explicitamente de B;. A seguir, uma abordagem alternativa ¢ apresentada,
caracterizando o conjunto de ganhos K & K que asseguram ||H||., < 7 através de
um conjunto convexo. Nesse novo espago paramétrico, a extensao para o caso incerto
é imediata. Dessa forma, o problema de controle H,, é resolvido via analise convexa,
tanto no caso de sistemas precisamente conhecidos como no caso incerto. Além disso,
o limitante v é incorporado no procedimento de otimizagio, podendo o problema
ser resolvido de maneira global em v e no ganho K, isto é, sem a necessidade do
procedimento iterativo que gradativamente baixa o valor « até atingir o minimo.

1.5.2 Solugao via Analise Convexa

Consideremos entdo sistemas incertos, com pares (A, By) ~ F € Dp como
definido em (1.7). Utilizando a notagio de sistema aumentado, definimos as funcoes
matricials Ouc;{-,-) @ (RP*?,R) — Rpxp

Ouci(W, 1) £ W + WE, + WRW + pQ (1.62)

e 0 conjunto

Coo 2 ~

=1
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com
Coo; = {(W,u) P W=W 20, p20, @ v'O,;{(W, <0, VUEN} (1.64)

onde as matrizes W sao particionadas como em (1.15). Antes de apresentar os resui-
tados da abordagem convexa do problema, vamos estender o conceito de estabilidade
com atenua¢ao de distirbios v para o caso de sistemas incertos.

O sistermna incerto descrito por {1.1) com o par (A4, Bz) ~ F € Dp é dito qua-
draticamente estavel com atenuacdo de distiirbios v se as inequacdes

P+ PAy+7PPBBIP +C\Cy <0 |, i=1---N (1.65)

admitem uma mesma solugdo simétrica definida positiva P € R**". Uma condicio
equivalente poderia ser obtida com a pds e pré-muitiplicagao da equacao (1.65) por
W = P~1. Note também que a condigdo s6 precisa ser verificada nos vértices, pois
as inequagoes sao afins em Ay;. O Lema a seguir caracteriza o conjunto de ganhos
K € K que garantem a estabilidade quadratica com atenuacao dos distirbios ~.

Lema 5 Para todo p=+"%?> 0
{Kek : [Hlw<y} = {WW' - Wpels ) (1.66)
e Coo € convexo em (W, u).

Prova: Primeiramente, a convexidade do conjunto Co,. O conjunto das matri-
zes simétricas semi-definidas positivas é convexo, ¢ para v = 1/,/ fixo a fungéo
O (W,-) é convexa em W, pois para qualquer I' = [V, tem-se

VZ0'O, (W + al, t)v = 20'TRI'w > 0 (1.67)

pois R é semidefinida positiva; em relagdo a g, O(-, u) é linear. A partir do Lema
anterior, sabe-se que as inequacoes

(A; — By K)' P+ P(A;i — BoK) + v >PByBiP + (C ~ DKY(C — DK) < 0 (1.68)

admitemn uma mesma solugdo P = P > 0 para todo i, 4 = 1---N. Levando em
conta que C'D = 0 e que p = %, desenvolvendo e multiplicando & esquerda e &
direita por W £ Pl tem-se

AW — By KW + WA~ WK'BL, + WC'CW + WK D'DKW +uB, B, < 0 (1.69)
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para todo z, 2 = 1--- N. Re-escrevendo, obtem-se

[ o] A; =By WWK'+WWK'“A;0+
‘E 0 0 KW KWK’ KW KWK' || -B} ©

L owowr c'c 0 W WK ]
KW KWK’ o DD KW KWK’ | *
Blﬁi 0 T
que também vale para todo z = --- N, implicando que o par
_ W WK —
(W, p) = (Wm{l{W KWK,],#—W ) ., W>0, u>20 (1.7

pertence ao conjunto C,. Para mostrar a suficiéncia, partindo de um elemento
(W, 1t) € Coo, com p = ™% dado, pode-se escrever

VIEW 4+ WE + WRW + 4Qlv <0 , YoeN | ¥i,i=1---N  (1.72)

implicando

AL =Bl [m ma] Tw we)[ 4 0],
0 o W, W W, W || —-B, 0

w, Wy 1[cc o 1[w W BB, 0 ]
{Wg WSH 0 DfDHW; we | VA o offrs0t (0T

Considerando-se que v € N, tem-se

z' [Azwi + Wi A — ByuW, — WoBY, +

+ WiC'CWy + WoD'DW) + uBy Bz <0, Yz e®R"  (1.74)

para todo ¢, ¢ = 1---N. Re-arranjando e fazendo a combinacio linear convexa,
obtém-se V (A, B3) ~ F € Dp

(A= BoWjWihW + Wi(A - B,W Wty +

+ Wi(C — DWIWHY(C — DWW )Wy + uBi Bl < 0 (1.75)
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e, como Wy > 0, 0 ganho K = W/W,™" pertence ao conjunto K e garante a estabi-
lidade quadratica do par (A, By) com [[H|., < 7.

O resuitado do Lema 5 estabelece uma relagio, necessaria e suficiente, entre o
conjunto dos ganhos de realimentagio de estado que garantem uma pré-especificada
atenuacdo de distirbios v = 1/,/Ji e 0 conjunto de matrizes W tais que o par (W, )
pertence ao conjunto convexo Cy. Note que o sistema aumentado nao seria estri-
tamente necesséario para se estabelecer essa correlacao, uma vez que a expressio
(1.74) é uma condicao necessaria e suficiente de estabilizagdo quadratica com ate-
nuagao de distirbios v do par incerto (A, By) ~ F € Dy, formulada em termos das
sub-matrizes Wi e Ws.

A principal vantagem de se trabalhar com a funcao ©..,;(W, y) definida em (1.62)
é que esta é convexa em W e linear em u, sendo portanto convexa em relagio ao
par (W, u). Esse fato € explorado na solucio do problema de custo garantido H,,
mostrada a seguir, que envolve de maneira conjunta W e g no processo de otimizacéo.

Lema 6 Considere o par (W*, u*) solucao étima do problema
max { o (Wop) €Co } (1.76)

Entao, K* = WiW;! é tal que, com 7" = 1/3/1*, o sistema (1.1) é quadraticamente
estabilizavel com atenuacdo de distiirbios +~.

Prova: Pelo Lema 5, todo par (W, p1) € C, € tal que WiWT € K e | H|loo < 1//E,
e Coo # 0 se e somente se o sistema (1.1) ¢ quadraticamente estabilizavel com
atenuacio de distirbios . Como a solugac de {1.76) fornece o maximo valor de

p = p*, conclui-se que v* = 1//p* é o minimo valor de v para o problema (1.58)
nas condigbes consideradas.

D

Sob o ponto de vista numérico, o problema de otimizacio {1.76) pode apresentar
um mau comportamento pelo fato de y nao ser limitado. Diversos trabalhos da
literatura abordam este problema ([25], [31]) e uma discussio mais aprofundada
pode ser encontrada em [32].

Usando os resultados de [32], pode-se determinar um valor uas tal que, para
p > pmr, Coo = 0. Com isso, a maximizacio em u pode ficar restrita ao intervalo
[0: s } .
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Este Lema possibilita a abordagem do problema (1.57) via andlise convexa.
utilizando-se de métodos classicos de programacgio matematica. Para o caso em
que N = 1 (sistemas precisamente conhecidos) este método apresenta a vantagem
de nao exigir calculos iterativos da norma H,, fornecendo a solugio 6tima do pro-

blema H., [26].

1.6 Controle misto Hy/H,

O problema do controle misto H,/H.., consiste em se minimizar o custo de
um critério Hy sobre uma classe de controladores, que simultaneamente satisfaz
uma atenuagéo prescrita de disturbios « especificada em termos da norma H.,. O
problema de controle misto pode entdo ser colocado da seguinte forma:

min {|H|; : K€K, |H|o <7y, YFeDr} (1.77)

Como nos casos anteriores, no espago paramétrico dos ganhos K o problema nao
apresenta propriedades geométricas utilizaveis. O Lema a seguir obtém limitantes
das duas normas via abordagem convexa.

Lema 7 Para 7 > 0 dado, defina o problema
min { o : Tr (RW) -7 <0, (W,v%) €Cs } (1.78)
Entao, as seguintes afirmacgdes sio validas:

a) O problema (1.78) é convexo.

b} Sendo W a solugdo étima assoclada a o, particionada como em (1.15), entio
K = Wi;Wi" é factivel para o problema (1.77) e

|Hl. < Vo 2 8 YFeDyp (1.79)

¢} Para 7 — 400, o problema (1.77) reverte ao problema {1.42) do Teorema 2,
fornecendo assim a solugio do problema H,.

Prova: Ver referéncia [15] ou [28].

M

Dessa forma o problema H,/H., também pode ter um tratamento convexo.
Retirando-se a restrigao ||H|l.. < v o problema (1.77) se reduz ao problema (1.33)
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de otimizacao em H;. O problema misto inverso poderia também ser tratado com a
abordagem convexa, ou seja, a minimiza¢ao de umn limitante v da norma H,, sujeito
a l|Hllee < /3, para § > 0 dado. Veja uma discussdo sobre o assunto em [15].

1.7 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados resultados que permitem a sintese de controle
por realimentacao de estado para sistemas continuos via analise convexa. Foram
mostradas condi¢bes necessarias e suficientes que permitem resolver o problema de
controle robusto e rejeicao de pertubacgoes através de minimizacao das normas H,
e/ou Hy.

A grande vantagem da abordagem convexa é permitir novas restrigbes adicionais
também convexas. Gragas a essa propriedade podemos impor especificagbes extras
como por exemplo, a descentralizagao do controle e a alocacio de pdlos como sera
relatado nos préximos capitulos.



Capitulo 2

Sub-regioes de Alocacao

2.1 Introducgao

Apenas garantir a minimizacio dos distirbios de um sistema por meio de nor-
mas tipo Hy, Heo ou Hy/H., nio é o suficiente para impor um funcionamento a
contento. Outros parametros devem ser analisados para se projetar um controlador.
Por exemplo os indices de desempenhos associados a resposta transitéria: velocida-
de de resposta, fator de amortecimento, freqiiéncia natural de oscilagao, sobre-sinal
maximo (overshoot), etc. Todos esses indices estéo relacionados com a localizacio
dos pdlos e/ou zeros no plano complexo do sistema em malha fechada. Um projeto
de um controlador deve garantir a atenuagao de distiirbios externos e, a0 mesmo
tempo, alguns indices de desempenho durante a resposta transitéria.

Uma regiao de grande interesse no projeto de controladores é mostrada na figura
(2.1). Se os pélos de um sistema em malha fechada estiverem localizados no interior
dessa regido pode-se garantir que o sistema possui um fator de amortecimento maior
do que ¢; e tempo de acomodagdo menor que 4/0; (para o critério de 2%). No entan-
to, a regiao mostrada é de dificil estudo j4 que néo pode ser explicitada de maneira
exata por meio de equagdes lineares. Qutras regides, que estejam contidas e/ou que
se aproximam desta regiio de interesse sdo utilizadas. As regides aqui estudadas
podem ser facilmente equacionadas, e controladores lineares por realimentacio de
estado do tipo u = — Kz podem ser obtidos.
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£=& A

ag 2284

Figura 2.1: Regiao de Alocagio

2.2 Alocacao em Faixa Vertical

Definindo V(«, 3) como sendo uma faixa vertical, parametrizada em termos de
B < « (ver figura 2.2), pretende-se encontrar (se existir} um ganho K € R™*" que
aloque todos os autovalores na regido desejada, ou seja, tal que

M{A - B:K) € V(e f) , YVFe&Dp (2.1)
paratodo 7,7 =1---n 1,
A regido V(a, 3) pode ser vista como a intersecio de duas outras. A primeira,
um semi-plano esquerdo deslocado de « em relagdo ao eixo imaginério, ¢ a segunda
um semi-plano direito deslocado de 4. Definindo as matrizes “desiocadas”

Axy=A~al | Ag=A-pI (2.2)
e ainda, em malha fechada

ACJQ = Aa b BQK Ac[g —_ Aﬁ - BQK (23)

?

1X;, i=1---n, sdo os autovalores da matriz A.
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Alm

Re

Figura 2.2: Alocagao em uma faixa: V(«, )

tem-se que um projeto de controle por realimentacdo de estados, u = — Kz, deve
garantir simultaneamente a estabilidade de Ay, e de —A, ;. Entdo, o sistema em
malha fechada é tal que

Re{}; ([Aao])} = Re{}; (Aq —al)} < 0 & Rell;(44)} <@ (2.4)

Re{}; (—[4ag])} = —Re{); (Aa - )} <0 «= —Re{};(Aa)} <8 (2.5)

implicando que

8 < Re{}\;(Aa)} < « (2.6)

para j =1---n.
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2.3 Alocagao em uma Regiao Circular

Neste caso, a regiao de alocagao € definida por (4, p}, consistindo em um circulo
de raio p > 0 centrado em ¢é (ver figura 2.3). O objetivo é encontrar K que garanta

M(A~ BK) € US,p) , YFeDr (2.7)

para todo 7, 7 =1---n.

Alm

Figura 2.3: Alocagdo em um circulo: U(8, p)

Para mapear a regiao U(4, p), o seguinte fato é utilizado: dada uma matriz
Ag € R**™ qualquer, sabe-se que

I AAa) <]l <= TP=P >0: A4PA, - P <O (2.8)

para todo 7 = 1--- N. Note que (2.8) é a conhecida desigualdade de Lyapunov para
a estabilidade de sistemas discretos. Se A, é trocada por (Ay — éI)/p, obtém-se

FP=P >0 : (Ay - §DP(Ay - 1Y — p*P <O {2.9)
que, se satisfeita, assegura

Re{);(A)} = o + Im{M(A} <p* ., j=1-n (2.10)
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significando que os autovalores de A estao localizados no interior circulo centrado
em 6 e de raio p.

E possivel obter uma regiio que consiste da parte externa da circunferéncia.
Para isto, basta inverter o sinal da desigualdade de Lyapunov em (2.8).

2.4 Alocacac em Regiao Parabdlica

Usando os resultados de [34], pode-se definir uma regido de alocagdo delimitada
por uma parabola. A equagdo de uma parabola no plano complexo, simétrica em
relacdo ao eixo real, com a concavidade “para a esquerda” e inteiramente contida
no semi-plano esquerdo é dada por

_ Ve
— Re = »éfim + ¢ (2.11)

com 1 > 0 definindo sua concavidade e ¢ > 0 a distancia do eixo real (ver figura
2.4). Assim, impor a um sistema em malha fechada que todos os seus pélos estejam
dentro da regiao parabolica indicada equivale a garantir que

¥
2
Note que para i — 0, a parabola tende a uma reta paralela ao eixo imaginéario, e a
restricao (2.12) implica Re{A;(Aq) < —¢, j=1...n.
O objetivo é encontrar, se existir, um ganho de realimentacao K € R™*" que
aloque todos os pdlos do sistema em malha fechada na regido parabdlica D(v, ¢),
ou seja,

Im* [\;(4a)] + Re[(40)] +0<0  j=1..n (212)

Ai(Aa) € Diep, ¢) (2.13)
Os pélos do sistemna em malha fechada podem ser alocados em D{v, ¢} se existir

um ganho K € R™*”" e uma matriz P = P’ > 0 tais que a seguinte desigualdade
matricial do tipo Lyapunov seja satisfeita.

onde A
Agg = Ay~ ¢l (2.13)
A demonstragao dessa propriedade pode ser vista em [34].

Da mesma forma, invertendo-se o sinal da desigualdade {2.14), obtém-se a alo-
cacao na regiao externa da parabola.
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Afm

Figura 2.4: Alocacao em uma regido parabdlica D1, ¢)

2.5 Conclusao

Neste capitulo discutiu-se a alocagao de pélos numa regido especifica do plano
complexo para o projeto de um controlador. A idéia utilizada aqui baseia-se em
desigualdades matriciais do tipo Lyapunov que, se satisfeitas, garantem a alocacio
dos pdlos na regiao desejada. As regides podem ser combinadas e assim formarem
regides de alocagao mais complexas. Para isto basta encontrar um mesmo ganho

de realimentagao K € R™*" que satisfaca simultaneamente a desigualdade de cada
uma das sub-regioes.



Capitulo 3

Controle de Sistemas com
Alocacao de Pdlos

3.1 Introducao

A partir dos resultados apresentados nos capitulos anteriores, neste capitulo sio
obtidas condigbes que, além de garantir uma minimizacao do custo garantido H,
e/ou H.,, alocam os pélos do sistema em uma sub-regido do semi-plano esquerdo
complexo. As regides investigadas sdo: faixa vertical, circulo e pardbola. Obvia-
mente, para que a estabilidade seja assegurada, todas as regides estudadas estao

inscritas no semi-plano esquerdo.

3.2 Faixa Vertical

Inicialmente definem-se as matrizes aumentadas

A Aa —Bz Fay A.G %BE
F"‘“{o 0} ’ Ff”""“[ﬁ 0]

onde A
A2 A—al e Ag2 A-p1

Definindo-se também as fungdes matriciais ©,4;(-) e O4(-) como sendo

Ou(W) & F. W+ WF,

(3.3)
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Omu(W) £ FuW+ WF, (3.4)
com W particionada na forma
_ W W
W= { W Wz] (3.5)

com W; € R™*" definida positiva, Wy € R e Wy € R™*™, Definindo ainda o

conjunto convexo
N

Ry = ) Rui (3.6)
i=1

onde (para ¢ > 0 suficientemente pequeno)’

Ry = { W wOuW < —¢, —vOuW)o < —¢, Vv N } (3.7)
tem-se o seguinte resultado.
Teorema 1 Para W € Ry, com K = W)W/ tem-se

A(Ag) € V(a,B8) , j=1---n YF € Dr. (3.8)

Prova: Das equacdes (3.3) e (3.4) que definem 0,,(W) e @p;(W), respectivamente,
temseque vveNeVi=1---N

—e > VO W

o [ A =B ([ W] [ W ][ A =By |

= 0 o Wy Wa Wy, Wy || 0 0 ’
- [ AWy — By W, AyWy — ByWs n WAL, —~ WeB), 0

> 4 [(Am- ~ BuWiWit) Wy + Wy (Aai — BziW;iW;i)’] z (3.9)

Desigualdade estritas poderiam ser usadas. A razio da escolha de ¢ suficientemente pequeno
(“fechando o conjunto”} ficard clara na implementacio numérica.
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que resulta, para todoz,2=1--- N, com K = Wji¥; e P = W,
(Am' — Bml{) P+ P (Am‘ — Bgiﬁ’)’ < 0 (3@0)
Por outro lado, Vv e N, eVi=1.--- N

—€ 2 WU’@_&(W)’U

Lo [[As =B | [ W W] W Wa ]l As —By |
o0 o W, W, W, Ws || 0 0 ?

[ ApWy — ByWi AgiWy — By W ] n [ Wi Ay, — WaB;, 0 ] },U

[V

Y]
|
Q;:"I-
——

0 0 WA~ WaBy, 0
> -z [(Agi - Bg;'WéWlml) Wy + W, (Agi - BgiWéW{l)’] b (3.11)
resultando
[ = (A — BuK)|P + P| — (A~ BxK)| <0 (3.12)
para todo 4, ¢ = 1---N. Note que o escalar ¢ > 0 suficientemente pequeno é

usado para “fechar” as desigualdades estritas em (3.10) e (3.12), resultando em 3 <
Re[)\j(Acg)] < a, j=1--n,ouseja, todos os autovalores estao na regido prescrita
V(e, 3), para todo F}, 1 = 1--- N. Finalmente, devido & convexidade do dominio de
incertezas, o mesmo fato se verifica para qualquer par incerto (A, By) ~ F € Dp.

A minimizacao das normas H; e/ou H,, no interior da regidgo V(a, B) e a esta-
bilidade sdo garantidas pelos Corolarios a seguir.

(d

Corolédrio 1 Todo W ¢ {Cg N Ry } fornece K = W)W, ! € K, assegurando
(a) [[H]lz < Tr(BW).
(b) Mi(Aa) €V{a ) , j=1---n
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para todo F' € Dg. Portanto, ¢ conveniente escolher
W* = arg min {Tr(RW) c We [G Ry } (3.13)

que assegura o menor limitante de || H||Z respeitando as condigdes de estabilidade.

Prova: O item (a) é demonstrado no Lema 2, assim como o fato de K € K, e o
item {b) decorre do Teorema anterior.

J

Corolério 2 Todo u# € [0, par |
WiWTt € K, assegurando

. Wip) € Cw e W € Ry fornece K =

(a) |Hlloo < 1/ /R
(b) M{A) €V(a,8) , j=1---n.

para todo F' € Dp. Portanto, é conveniente escolher
(W*, ) = arg max { po o p€0pn] , Wop)elsn e WeRy } (3.14)

que assegura o menor limitante da norma H., respeitando as condi¢oes de estabili-

dade.

Prova: O item (a) e o fato de K € K sdo demonstrados nos Lemas 5 e 6 e o item
(b) decorre do Teorema anterior. O limitante yys pode ser obtido dos resultados de

[32] ou [31].
i

Corolario 3 Todo W € [ Coo N Ry ] fornece K = WiW, ! | assegurando
(a) |H||] < Te(AW) e |H|w <9
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para todo /' € Dp. Portanto, é conveniente escolher
W* =arg min { Te (RBW) © We [Co () Ry } (3.15)

que assegura o menor limitante ||H||Z para um « pré-especificado, respeitando as
condicoes de estabilidade.

Prova: O item {a) estd demonstrado no Lema 7 assim como o fato de K € K e o
item {b) decorre do Teorema anterior.

U
3.3 Regiao Circular
Definindo-se a matriz aumentada
AN A5 —-B
F5=[ 0 02} (3.16)
onde A
As = A 61 {(3.17)
e definindo-se tambem a fungao matricial @(-) como sendo
Os5:(W) & FaWFL — p*W (3.18)
com W particionada como em (3.5} e o conjunto convexo
N
Ru = {) Rui (3.19)
t=1
onde {com & > 0 suficientemente pequeno)
Rus = { W v'0s(Wiv < -2, Yo e N} (3.20)

tem-se o Teorema a seguir.

Teorema 2 Para W € Ry tem-se, com K = WIW !,

M(Ag) €UWB,p) , j=1-n YFeDp (3.21)
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Prova: Desenvolvendo v'Og(W)v com Og (W) definido em (3.18), obtém-se para
VoveN

- 2 U’E‘)&(W)’U
< leA‘Si - B%WéWf}) Wi (Asz' - BziWQ'Wl"l), — pzwl]:c +
+ E’Bzé[Wz; - W£W1_1W2}Béi:z . Vi=1.--N (3.22)

como W >0 <= W32 WQ’W{W%, para todo i = 1--- N tem-se

(Asi — BaWW) Wy (As: ~ By WaWi) — p*Wy < 0 (3.23)

Finalmente, com K = W;W[ ' e P = W)
(Asi — BuK) P (Asi — B K) — p*P < 0 (3.24)
para todo ¢ = 1--- /N, implicando (gracas & convexidade de (3.24) em relagio a

matriz Ags; 2 Asi — By K) que \;(A— ByK) € U(8,p), ¥ F € Dp.
o

Os Coroléarios a seguir garantem a obtengao do controle robusto Hz e/ou H, no
interior da regido U(é, p).
Corolério 4 Todo W € |G, | Ry | fornece K = WjWy" € K, assegurando
(a) [1H| < Tr(RW).
(b) Aj(Aq) el(b,p) , j=1---n.

para todo F' € Dp. Portanto é conveniente escolher
W* = arg min { Tr(RW) @ We {Cz N 'Ru] } (3.25)

que assegura o menor limitante de || H||2 respeitando as condigdes de estabilidade.

Prova: O item (a) ¢ demonstrado no Lema 2, assim como o fato de K € K, e o
item (b) decorre do Teorema anterior.

3
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Coroldrio 5 Todo ¢ € [0, up ]
WIWt € K, assegurando

(a) [ Hlloo < 1/VE.
(b) M(A) €UG,p) , j=1--om,

, (Wiop) € Cu ¢ W € Ry fornece K =

para todo F' € Dg. Portanto é conveniente escolher

(W=, 1) = arg max{,u copeOpn] , Wop)ely e WERM} (3.26)

que assegura o menor limitante da norma H,, respeitando as condigdes de estabili-

dade.

Prova: O item (a) e o fato de K &€ K sio demonstrados nos Lemas 5 e 6 e o item
(b) decorre do Teorema anterior. O limitante pps pode ser obtido dos resultados de
[32] ou [31].

"

Corolario 6 Todo W & [Cm N Ru } fornece K = W]W, ! assegurando
(a) 1Az < Tr(AW) e [[H|lo <7
(b) M(Aa) €U . j=1-n
para todo F' € Dp. Portanto, é conveniente escolher
W* =arg min { Tr(RW) : We [Co (\Ru] ) (3.27)

que assegura o menor limitante [|H||3 para um - pré-especificado, respeitando as
condicoes de estabilidade.

Prova: O item (a) estd demonstrado no Lema 7 assim como o fato de K € K e o
item (b) decorre do Teorema anterior.

a
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3.4 Regiao Parabdlica
Defindo-se a mairiz aumentada
all Ay —B _
F, = { {f 02} (3.28)
onde R
Ay = A;— ol (3.29)
e definindo-se também as fungdes matriciais ©4;(-) como sendo
Ou(W) & FuW + WE, + b EWEF] (3.30)
com W particionada como em (3.5) e o conjunto convexo
N
Rp = () Ro: (3.31)
i
onde (com ¢ > 0 suficientemente pequeno)
Rp; = { W Uf@&‘(W)U < g, Youe N} (3.32_)
tem-se o o seguinte resultado.
Teorema 3 Para W € Rp tem-se, com K = W/W;,
Mi{Aqa) € Dig,) , j=1--n YF€Df (3.33)

Prova: A partir das equacdes (3.30) que definem G, (W), tem-se que Vv € N e

Vi=1---N.

—& Z ’Uf@(;,g(W)U

S Agi — By Wy W, + W, W, Agi
z o o ||w W W, W, || o

+¢ A; —By; Wl W2 A; =By ,
0 0 W, Wal|l 0 o v
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o 4] AsWi = ByW AgWa — ByWs WiA,, —WeB;, 0 +
= v 0 0 WAL, — WsBj, 0
. [ AW AL — By W3 A! —OAz-Wngz- + By W, B, g ]}U

> z [(A@ - Bz;‘WQ’Wfi) Wy + Wy (Acéi - ngWéW{l),+
+ 0 (A= BaWiW ) Wi (A — BaWiwit) +
+ By (Wo — WjW['W,) By 2 (3.34)
e visto que W > 0 <= W3 > WiW;'W,, paratodoi=1---NeV v &N tem-se
(Aei — BuWaWit) Wi + Wy (Ags — BuWiywi) +
+ 9 (A~ BaWiW ) Wi (A — BuWaW;ih) <0 (3.35)
que resulta, para todo 7,1 =1--- N, com K = W/W ' e P =W,
(Ag{)i — thf\,)P -+ P(Agsz‘ — Bgiff)’ —+ ’l,{fﬁ(Az — ng'[\/)P(Ai — ng]{); <0 (336)

para todo 2, ¢ = 1---N. Devido & convexidade da equacdo (3.36) em relagao a

matriz A g = Agi — By K, 0 mesmo vale para qualquer par (A, B;) ~ F € Dp.
]

Os Corolarios a seguir garantem a obtencdo do controle robusto Hy e/ou He,
no interior da regiio D(g, ).

Corolaric 7 Todo W ¢ [Cg N Rp ] fornece K = WiW ' € K, assegurando

(a) [HZ < Te(RW).

(b} Mj(Aa) € D(oyep) , j=1---n.
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para todo F' € Dp. Portanto, é conveniente escolher
W* = arg min {:&(RW) : We [G () Ro | } (3.37)

que assegura o menor limitante de || H||% respeitando as condigdes de estabilidade.

Prova: O item (a} é demonstrado no Lema 2, assim como o fato de K € K, e 0
item (b) decorre do Teorema anterior.

L

Corolario 8 Todo p € [O,unr] , W,p) € Co ¢ W € Rp fornece K =
WiW! € K, assegurando

(a) [[Hlle < 1/y/R
(b) Ai{Aa) € D(g,¥) , j=1-n
para todo F' € Dg. Portanto, é conveniente escolher
(W™, 1) = arg max{y cop€(0um] , W ely e WERD} (3.38)

que assegura o menor limitante da norma H,, respeitando as condigoes de estabili-
dade.

Prova: O item (a) e ¢ fato de K € K sdo demonstrados nos Lemas 5 e 6 e o item

{b) decorre do Teorema anterior. O limitante pps pode ser obtido dos resultados de
[32] ou [31].

.

Corolario 8 Todo W & {Cw N Rp } fornece K = WZ‘,'W';'K assegurando
{a) |H|Z < Tr(RW) e ||H|loo <

(b) Aj(An) €D(p) , j=1---n
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para todo F' € Dp. Portanto, € conveniente escolher
W* =arg min { Tr(RW) : We [Co [JRp ] } (3.39)

que assegura o menor limitante {|H||3 para um v pré-especificado, respeitando as
condictes de estabilidade.

Prova: O item {a) estd demonstrado no Lema 7 assim como o fato de K € K e o
itemn (b) decorre do Teorema anterior;

m

3.5 Conclusao

Foram apresentadas neste capitulo condigdes suficientes que permitem a mini-
mizacdo das normas H; ef/ou H,, e garantem alocagao de pélos em uma sub-regido
a esquerda do plano complexo. Observe que nenhum termo majorante é introduzi-
do nas desigualdades matriciais, o que poderad possibilitar a obtencao de melhores
indices de desempenho.

E importante notar que as restricdes siao tratadas aditivamente, possibilitando
a combinacdo das trés regides V(a, 8), U{6, p) e D{$,v). Vale ressaltar que, sem
as restrigdes que garantem a alocacdo de pdlos, tem-se a resolugio do problema de
custo garantido H; efou H,..

Ao contrario do caso em que o sistema é precisamente conhecido, nao é possivel
assegurar a localizagdo dos pdlos no exterior de um cfrculo ou de uma pardbola,
pois as expressOes de Lyapunov envolvendo as matrizes do sisterna deixam de ser
convexas.



Capitulo 4

Exemplos

4.1 Introducgao

Um meétodo numérico para a resolucao dos problemas de controle robusto com
alocacdo de pdlos é proposto neste Capitulo, através de um algoritmo de linearizacio
externa, baseado no método de planos de corte. Em seguida sdo apresentados alguns
exemplos de alocacdo em uma faixa vertical, em uma circunferéncia, ¢ em uma
parabola. Os trés exemplos vistos sdo feitos com minimizacio das normas H;, Hae
e mista Hz/H.., respectivamente.

4.2 Método de Planos de Corte

A idéia basica do método de planos de corte é a resolugao de uma série de pro-
blemas de programacao linear, cujas solugdes convergem para a solugio do problema
original. Esse método possibilita a resolugao dos problemas convexos tratados nos
capitulos anteriores, gerando hiperplanos que se aproximam gradativamente do con-
junto de solucoes factiveis, num processo denominado linearizacao externa. Trata-se
de um método dual, que “caminha” de solugao infactivel em solucao infactivel, pi-
orando o valor da funcdo objetivo a cada iteracido, até que, dentro de uma certa
precisao, atinge-se uma solu¢ao factivel, obtendo-se a solucdo 6tima do problema.

Apenas o algoritmo de alocagido em uma regido circular com o critério H, é apre-
sentado. As demais situagdes sdo abordadas com algoritmos anélogos e portanto,
nao descritos neste trabalho.

O algoritmo de linearizacdo externa é dado por:
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e Passo 1: Defina um politopo inicial P° que contenha o conjunto convexo
[Cg n ’R,a}. Faca £ = 0 (contador de iteragdes). A escolha de P? é arbitraria,
podendo ser o espaco paramétrico inteiro.

s Passo 2: Resolva o problema de Programacao Linear (note que a funcao
traco é um operador linear:

miﬂ{ Te(RW) : WePp }
Se o problema for infactivel, entdo C; = # e o programa se encerra, sem solugao.

e Passo 3: Verifique se a solugdo W € |Gy N Ru}. No caso afirmativo pare.
O algoritmo atingiu a solugdo étima, cujo ganho correspondente é dado por
K = WiWy'. Caso contrério, calcule a matriz ®(W’) e o escalar o(W?)
que definem o hiperplano separador entre W* e [Cz N Ra}, e obtenha o novo
politopo P**!, dado por:

Pl £ pin { (W) + (DWH, W) < —¢ } (4.1)

Faca £ = £+1 e retorne ao passo 2. A notagio (X, W) indica o produto escalar
de X por W. A matriz ®(W*} é um subgradiente calculado no ponto W, e a
expressao entre chaves em (4.1} define um semi-espago que contém [Cy N Ry/]
mas nao contém o ponto W'. Para maiores detalhes sobre o algoritmo de
planos de corte, veja por exemplo [6] e [24].

Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 tem-se uma seqiiéncia ilustrando o método de planos de
corte. Esta seqiéncia se prolonga até que uma solucao factivel seja encontrada, ou
caso contrario, que ndo exista uma solu¢do para o problema de otimizacéo convexa.
Note que a seqiéncia de politopos P, £ = 0,1, -, satisfaz

PPOPIOPID D G N Ry (4.2)
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Figura 4.1: Politopo Inicial P*.

Figura 4.2: Politopo P
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Figura 4.3: Politopo P2

O procedimento sempre converge para o seu 6timo global quando uma solucao
existe. Como nos demais procedimentos do tipo plano de corte, a taxa de con-
vergéncia (que depende da profundidade dos cortes dados) nao pode ser calculada
de maneira global. Neste algoritmo, a cada iteracdo, calculamos o hiperplano sepa-
rador a partir da restricdo mais violada do conjunto de restrigoes, garantindo com
isso que, localmente, realizamos o corte mais profundo.

No caso de otimizacdo H, a equacio do plano de corte que separa W de s
correspondente a restri¢io v'Oyu(W)v < €, v € A, com Oy(-) definida em (1.12), é
dada por

f(W) % f(Wo) + <2ﬂlv{}v6 s W — WQ) (43)

Para a alocagao de pdlos em uma regido circular, a equacio do plano de corte
que separa ¥V de Ry correspondente a restricdo v'Ogu(W)lv <0, v € N, com Q)
definida em (3.18) é dada por

FOW) = FOW) + (FivovgFsi = pPuovy , W — W) (4.4)

onde ¢, F; e vg, sao obtidos a partir da restricao mais violada.

4.3 Exemplo

O sistema aqui utilizado foi extraido de [33] e representa uma aeronave do tipo
F4E com dois pontos de operagdo, mach=0.5, altitude 5000 pés; mach = 0.9, altitude
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35000 pés (mach especifica a velocidade em termos da velocidade do som). Em [33],
o problema era estabilizar o modo longitudinal do avido de caga FAE. As varidveis
de estado sdo: zy = aceleracdo normal; z, = “pitch rate”; 3 = dngulo de elevacio.
Para maiores detalhes veja [1]. Os dados numéricos sao

- —0.6606 18.1100  84.3400 85.1000
F = 0.0820 —0.6586 —10.8100 0
0 0 —250.0000 --250.0000
] 0 0 0 0 |
T —~0.9896 17.4100  96.1500 97.7800 7
P = 0.2648 ~0.8512 —11.3900 0
0 0 —250.0000 —250.0000
1 0 0 0 0 )
(&
1 00 0
B] = ngg f C —_ D ]. 0 3 D = O }
0 00 } 1
Os autovalores, para o sistema em malha aberta, nos dois pontos de operacao, séo
—1.8782 —3.0686
A = 0.5590 y Ay = 1.2278
—~250.0000 —250.0000

4.3.1 Controle H; com alocacao em uma Faixa

Primeiramente foi determinado o Controle Robusto H; e, em seguida, foi imposta
uma restrigdo de alocagao em uma faixa vertical V(—17, —25). A figura 4.4 mostra
a localizagao dos pdlos sem restrigdo (& esquerda, excluindo uma pequena “nuvem”
real em torno de —300) e com a restricao de alocagao (a direita). Note que a faixa
imposta afastou os pélos do eixo real, mas tornou o sistema mais oscilatério. A
pequena “nuvem’ de pélos também foi incluida.

Para o caso robusto sem restrigdo de alocacdo o ganho de realimentacio obtido
foi

K =|-1.0434 —1.9329 ~0.0965 | (4.5)
e com a restricao de alocacio
Ky =| —0.4010 —0.6106 —0.9282 | (4.6)
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Figura 4.4: Nuvens de Pélos - Otimizacao H,.

Controle Robusto H,
sem Alocagao

Controle RobustoH,
com Alocagao

iteracoes 61 121

Tr(BW) 0.2747 3.2069
L H 2 (1) 0.1383 0.1042
HH |3 (2) 0.1258 0.0996

Tabela 4.1: Otimizacao Hy e Alocagio em uma faixa.
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A tabela 4.1 resume os resultados obtidos para os dois casos aqui estudados.
Nota-se uma elevagao significativa no limitante da norma (cerca de 12 vezes), embora
a norma H; calculada em cada um dos vértices (indicados (1) e (2) para Fy e I,
respectivamente). Note também que nao houve alteracio significativa no valor do
ganho.

4.3.2 Controle H,, com aloca¢cao em uma Regiao Circular

Neste caso determinou-se o controle robusto Hy, e, em seguida, impos-se a regifio
circular U(—60,30). A figura 4.5 mostra a localizagio dos pdlos sem restrigio (3
esquerda) e com a restri¢io de alocagio (4 direita). Note que os pélos préximos ao
eixo real foram afastados, e que o circulo garante também que a parte imaginaria
dos autovalores estd limitada.

] SRS UV O y

Im

-0 . ........... .
-40 ............ ..
60 ............ .

Figura 4.5: Nuvens de Pdlos - Otimizagio M.

A tabela 4.2 resume os resultados para os dois casos aqui estudados. Note que,
embora o custo garantido 4 tenha aumentado de cerca de 10 vezes, o valor calculado
da norma H., mostra apenas uma pequena variacao.

Para o caso robusto sem alocacdo o ganho de realimentacio obtido foi

K =[-1592.1 —2808.0 —306.1 ] (4.7)

com a restricao de alocacao

Kg=| —1.7891 -2.0420 —1.1053 } (4.8)
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Controle Robusto H., | Controle M.,
sem Alocagao com Alocagao
iteragdes 292 360
~ 0.1208 1.3994
| Hlleo (1) 0.1167 0.1572
[|Hllco (2) 0.1173 0.1391

Tabela 4.2: Otimizacio Ha e Alocagio em uma Regido Circular.

E interessante notar a tendéncia do controle H,, de fazer o ganho K assumir

valores muito grandes. A especificacdo de uma sub-regiao do plano complexo evita
esse tipo de comportamento,

4.3.3 Controle Misto Hy/H., com alocacao em uma Regiao
Parabélica

Para este caso determinou-se o controle robusto H, com a restricio da regido pa-
rabdlica D(0.1, 0.3) e, em seguida, com a mesma restricio, determinou-se o controle
misto Hy/He para v = 0.35.

Figura 4.6: Nuvens de Pdlos - Otimizagao Hy/Heo.

A figura 4.6 mostra a localizagio dos pdlos para os dois casos: controle robusto
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H, (& esquerda) e controle robusto Hy/H., (& direita). A pardbola foi escolhida de
maneira a, quando comparada a alocagdo na faixa vertical, diminuir o comporta-
mento oscilatorio. A tabela 4.3 mostra os valores dos limitantes e normas para este
caso.

Controle Robusto H, | Controle Hy/H,,
com Alocacao com Alocagao

iteracoes 232 248

Tr(RW) 1.7573 2.3450
WH|3 (1) 0.6545 0.4491
H3 (2) 0.5217 0.3624
| H |l (1) 0.4552 0.3436
| H | (2) 0.4178 0.3118

Tabela 4.3: Otimizacdo H;/H., e Alocagio em uma Regiio Parabélica.

O valor de v = 0.35, imposto para a determinacao do controle misto Hy/H..,
foi determinado em fungao da norma H,, calculada no controle H; (0.4552). Dessa
forma conseguiu-se a otimizagdo da norma H; com uma norma M., menor do que
o v especificado.

Para o caso robusto H, com a alocacio o ganho de realimentagio obtido foi
K =] -00316 —0.1100 —0.8928 | (4.9)

e 1o caso Ha/Heo

Kp=[-00371 —0.1549 —0.8650 } (4.10)

O limitante v impde atenuacdo de disturbios e o critério H; se ocupa do posici-
onamento dos pdlos, sempre respeitando a regifo parabélica imposta.

4.,3.4 Caso Precisamente Conhecido

Determinou-se o controle H; utilizando-se somente a matriz F; (problema pre-
cisamente conhecido). Em seguida, especificou-se a regido de interesse como sendo
a intersecao do interior do circulo de raio 8 e centro em —280 com o lado externo
de um circulo de raio 10 e centro em —270.
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A figura 4.7 mostra a localizagao exata dos polos para os dois casos: sem alocacao
de polos (& esquerda) e com alocagao de pdlos (a direita).

20

10

Tabela 4.4: Otimizacédo H, - Caso Precisamente Conhecido.

Para o caso H; sem alocacdo o ganho de realimentacao obtido foi

. . 20
..... ;'““”'””"““”"%““""'m” 10
B =l

: : =
......... . . -10

: N . _20 . . :
-300 -200 -100 0 ~290 280 -270

Figura 4.7: Localizacao dos Pdlos - Otimizacao H,.

Re

Controle H,
sem Alocacao

Controle H,
com Alocacgao

iteracoes

Tr(RW)
|2
polos

44
0.2745
0.1389

—297.10
—9.44 £ 9.70¢

183
6.50 x 107
4.3616
—283.01
—276.79 = 7.342

K=[-1.0434 -1.9329 —0.0965 |

e com a alocagdao de pélos

Kp = { ~446.8402 —64.6680 —149.7433 }

(4.11)

(4.12)
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A tabela 4.4 mostra os valores calculados da norma H; e a localizagao dos pdlos.
E interessante notar a tendéncia dos pélos de ficar o mais préximo possivel da lo-
calizacdo original do controle H; (sem a restricdo). Note que o limitante da norma
H, atinge valores da ordem de 107, indicando o quéo restritiva é a regido escolhida.
Houve também um aumento significativo tanto da norma H, calculada {aproxima-
damente 30 vezes}, quanto dos valores do ganho Kp.

4.4 Conclusao

Os exemplos aqui apresentados tem como finalidade apenas ilustrar e comprovar
a teoria descrita anteriormente. ) importante ressaltar que as regites vistas podem
ser combinadas e formar uma regiao de alocacio mais especifica e que satisfaca os
critérios de desempenho exigidos no projeto de um controlador.

A aplicacdo das técnicas desenvolvidas neste trabalho em outros exemplos pode
ser encontrada em [17], [18], [27] e [29].
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Este trabalho apresenta um método de otimizagio convexa para controle de custo
garantido H, efou H,, via realimentacdo de estados com restrigdes de alocacio
de pélos. Os sistemas aqui tratados sido sistemas dinimicos lineares, continuos no
tempo, modelados por varidveis de estado e incertos. A incerteza, presente na matriz
dinamica e na matriz de controle, é do tipo poliedral convexa.

A otimizacdo de normas do tipo Hy, He, ou mista Hy/H,, é muito importante
quando pretende-se, por exemplo, minimizar a acio do distirbio na saida do sis-
tema. A alocacdo de pélos complementa a otimizagiao quando deseja-se, além da
minimizacdo de normas, especificar critérios de desempenho para o sistema [17],
[27].

O tratamento convexo do problema permitiu a implementacio de um algoritmo
baseado no método de planos de cortes. Além das restrigdes de alocacoes, qualquer
outra pode ser adicionada, desde que convexa.

Como extensio dos resultados aqui apresentados, podem ser citados os proble-
mas de realimentacao estatica de saida, ou as restricdes do tipo descentralizacio
da matriz de ganhos. Dentro da metodologia empregada ao longo deste trabalho,
o problema de realimentacio de saida se resume a conseguir expressar, no espaco
paramétrico escolhido, restricbes que garantam a existéncia de um ganho estdtico de
saida. Apesar de avangos considerdveis nesse tema (veja [32] e referéncias internas),
o problema de realimentagio de saida nao pode ser convertido em um problema
convexo. Entretanto, as solu¢bes adotadas em [32] poderiam ser perfeitamente em-
pregadas para realizar a alocacdo de pdlos via realimentacio de safda.

A restrigdo de descentralizacao pode ser incorporada aos problemas de controle
H3z/Ho com alocagdo, pois ndo alteram a convexidade global dos problemas. Uma
andlise detalhada de controle descentralizado pode ser encontrada em [11].

Um estudo importante diz respeito ao uso de condicGes necessarias e suficientes
para alocacdo de pdlos em sub-regides, baseadas na extensiio do conceito de estabi-
lidade quadratica. No caso de estabilidade quadrética, é suficiente a existéncia de



Conclusao Geral 49

uma mesma matriz de Lyapunov para todo o dominio de incertezas considerado.
Expressando a condicao de alocacdo dentro de um circulo como em {19], é possivel
trabalhar uma mesma desigualdade de Lyapunov que, além da presenca dos pdlos
no interior do circulo, garante que este se enconira no semi-plano esquerdo e ainda
proporciona uma relacac com a norma H, do sistema, calculada em algum ponto
deniro do dominio de incertezas. O problema de atenuacio prescrita e o controle
de custo garantido H,, poderiam ser resolvidos de maneira menos conservativa se
as restricbes de alocagdo fossem expressas na mesma equaciao que se relaciona com
a norma He, da funcdo de transferéncia, e nio de maneira aditiva (intersecéo de
um conjunto que garante a norma com outro conjunto que garante a localizacao dos
pdlos, como feito neste trabalho}.
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Apéndice A

Equivaléncia para Alocacao em
Circulo

A.1 Introducao

Neste apéndice, mostra-se a equivaléncia entre a condicao de alocacio em circulo
proposta em [19] e a utilizada nesta dissertacio.
A.2 Equivaléncia entre Condigoes

Em [19], a equagdo de Lyapunov que garante a localizacio dos pdlos de A em
um circulo é dada por

i
AP + PA, + ;AdPA; +@=0 (A.1)
onde () é uma matriz definida positiva arbitraria,
Ag=A+dl (A.2)

d é & distancia do circulo ac eixo imagindrio e r é o raio da circunferéncia (ver figura
A.1). Entretanto, como serd mostrado, esta equagio € equivalente a equacdo (2.9)
utilizada no capitulo 2

(A= §D)P(A —8I) — p?P < 0 (A.3)

54



Equivaléncia pexa Alocacio em Circulo 55

Alm

Figura A.1: Alocagdo em um circulo: U{4, p)

para um circulo e=entrado em é com raio p.
Para @) defini «la positiva pode-se reescrever (A.1) como

1
AP + PAy+ ~AP A < 0 (A.4)

substituindo {AZ2) tem-se
1
(A +dD)P + P(A+dI) + ;;(A + d)P(A +dI) < 0 (A.5)
Rearranjando e trultiplicando por »
(AP + PAY(r+d)+ APA + d*P + 2rdP < 0 (A.6)
pela figura A.1 p ©de-se tirar

r4d = §

T —_

(A7)

ou ainda

d=6—r (A.8)
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Substituindo, tem-se

(AP +PA Y+ APA + (6 — p)*P +2p(6 — p)P < 0 (A.9)

(AP + PA )+ APA" +(6* = 26p + p )P + (2p6 — 2p°)P < © (A.10)

S(AP+ PAY + APA' 4+ 8P — p*P < 0 (A.11)

Finalmente, (A.11} pode ser escrita

(A= §D)P(A—6I) — p*P <0

(A.12)



