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RESUMO

Descreve-se a dinémica de um motor CC controlado pela
técnica PLL-dual. Discutem-se as diferentes técnicas existentes para
modelar um sistema dindmico nfo linear e analisar o comportamento
cadtico. Escolhe~se um modelo que representa o sistema como uma
equaclo diferencial continua e nfo linear, o qual é constitufido por
um processc linear de 2% ordem, umz ndo-]linearidade na realimentacgio
e uma perturbagfo periddica. Utiliza~se © Método de Melnikov parsa
determinar a regido do espago de paréimetros para a qual o
comportamento € cadtice. 0Os resultados sfo verificados em uma simu-

lac8o analdgica e num sistema real.

Palavras—-chave: Caos, controle de motores CC, método de Melnikov,
sistemas dinémicos, slstemas nfSo-lineares, técnica

PLL~dual.



ABSTRACT

A dual~PLL d.c¢. motor control technigque is described as a
dynamical gsystem. Existent mnethodeologies for nonlinear dynamical
system modeling and chaotic behavior analysis are exposed. A model
that represents a system as a nonlinear, continuous differential
equation is selected. The system is composed of a 2™ order linear
process, a nonlinearity in the feedback and a pericdic perturbation.
The Melnikov Method is used to define the chaotic region in
parameter space. Results are verified via an analog slmulation and in

a real system.

Keywords: Chaos, d.c. motor contrel, dual-PLL technigque, dynamical

systems, Melnikov Methed, nonlinear systems.
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INTRODUCAO

0 controle de miquinas pela técnica PLL-dual combina de forma
vantajosa as melhores caracteristicas do PLL (phase-locked loop) com

as dos controladores continuos convencionais.

0 PLL é caracterizado pela alta exatidfo em regime permanente,

mas tem as desvantagens de uma resposta transitéria lenta e limitagdes

nas faixas de captura e encravamento ("lock").

0 sistema dual elimina estas desvantagens, operando como um
sistema de malha fechada convencional para erros grandes e comutando
para o controle PLL na vizinhanga do ponto de operac8o em regime
permanente. A malha fechada continua € projetada para prover resposta
transitéria rédpida, enquanto que, em modo PLL, a malha € projetada

para obter alta exatidiic em regime permanente [1].

Esta combinacio de caracteristicas - alta exatidio em regime
permanente e resposta transitdria répida, a baixo custo - tem
despertado, nos ultimos anos, um crescente interesse pela utilizagio

de sistema PLL-dual para o controle de mdgquinas elétricas.

Contudo, o sistema nioc deixa de apresentar alguns problemas,
que devem ser considerados na fase de projeto. A incluslic de um
elemento ndo linear - o detetor de fase do PLL -, & a presenca de um
sinal de erro descontinuc no tempo, podem causar, para determinados
valores dos parametros do sistema, um comportamento de tipo pseudo-

aleatério nas variédveis de saida.

Este fenfmeno, que tem origem na prdépria dinamica do sistema e
que ndoc ¢é atribuivel & presenga de ruido estocéstico, tem sido
reportado e analisado na drea de telecomunicagdes, no PLL de segunda

ordem utilizado como demodulador de FM [2]. Em sistemas de controle

com uma estrutura semelhante {(modulaciic por largura de pulso),

observa-se o mesmo tipo de comportamento [3,4,5,6,7,8].



Em um contexto mais amplo, os sistemas deterministices que
exibem um comportamento pseudo-aleatério tem sido chamados de
"eadticog". O redescobrimento deste tipo de sistemas, nos Ultimos
quinze anos, deve-se, em grande parte, & pesquisa em sistemas no
lineares, a qual tem crescido pela malor capacidade de cémputo a baixo

custo.

Paralelamente A descoberta do caocs em diferentes 4areas da
ciéncia, tem-se desenvolvido ferramentas analfticas e compulaclionals
que permitem compreender e descrever o fenémeno. O assunto estd hoje
longe de se esgotar, e apresenta problemas dificeis, tanto nos
aspectos teéricos como nos experimentals. A teoria de sistemas

dingmicos utiliza resultados matemdticos complexos, os quals ainda s8o

incompletos.

Embora as técnicas analiticas apresentem certo grauv de
difiecuidade na sua aplicacfo a problemas reais (principaimente se a
ordem do sistema for malor do que dois), permitem ter uma compreensio
mais profunda do fendémeno, além de quantificéd-lo e relaciona-lo com os
parémetros do sistema. Por outra parte, a experimentagic e as
simulacdes tém sustentado a formulagdo de conjeturas matematicas
baseadas na experiénecia, sendo udtels também em forma complementar as

técnicas analiticas.

0z objetivos, neste trabalho, sdo a caracterizaglo do fendmeno
de cacs e a determinagf8o dos valores dos parémetros para os quals dito
fenédmeno apresenta-se no sistema Pll-dual. Isto é importante para o
projeto do controlador, pois pequenas alteragdes nos parametros do
sistema podem levd-lo a se comportar de forma toltalmente diferente,
N3io sg8c suficientes, entfo, o ajuste empirico do controlader ou o
projeto pelas técnicas cldssicas. E necessdrio identificar as origens

do comporiamento cadtico e descrever a sua influéncla no sistema.

Daf{ decorre a obtengio de critérios para o projeto do
controlador, de forma tal (ue =sejam determinadas regifes de trabalho
seguras, has quais eventuals modificaqbes nas condigdes do sistema ndo

conduzam a um comporiamento qualitativamente diferente.

Uma melhor compreensiio do fendmeno de caos em geral, e das

condigBes para as quals ele apresenta-se no sistema em particular,



contribui para o projeto do controlador em duas formas: por uma parte
traduz-se num aumento da gqualidade do produto e pela outra significa

um aumento de eficiéncia no uso do tempo de engenharia.

0 melhoramento da qualidade ©provém de um aumento na
confiabilidade, desde que sejam consideradas na etapa de projeto
alteracdes que possam Se apresentar no transcurse da vida util de
equipamento - tais come envelhecimento, troca de componentes, mudangas

nas condicdes ambientals, etc.

0 aumento na eficiéncia é consegliéncia da escolha de critérios
mais adegquados ao sistema enm particular, o8 quals levem enm
consideracio sua natureza intrinsecamente nfo-linear. As técnicas de
tentativa e erro, utilizadas até agora no projeto de sistemas PLL de
controle de motores, sfo demasiado dispendiosas em termos de tempo. Unm
exemplo ilustrative é dado em [9], onde menciona-se que a Divisfoc de
Motores PMI da Corporagic Kollmorgen, pioneira na fabricacdo
comercial de sistemas PLL de controle de motores, suspendeu a
comercializagio deste tipo de sistemas por quase uma década, apesar de
ter obtido excelentes resultados e sucesse comercial. 0O metivo
apontado fol o excessivo tempo de engenharia necessario para o projeto
do sistema com diferentes especificacgfes dos clientes, pols para
compensar cada novo sistema wutilizavam-se penosas técnicas de

tentativa e erro.

Este estudo fol dividido em duas partes, atendendo aos
cbjetivos expostos: descrigdo do fendmeno de cacs e determinacglo das

condigBes para as guals este apresenta-se no sistema PLL-dual.

Na parte I intreoduz-se a terminologia utilizada, caracteriza-se
o fendmenc de caos e descreve-se formalmente as condig8es suficientes

para sua existéncia.

Apresenta-se algumas das principais técnicas atualmente
utilizadas no estudo de caos. Escolheu-se aquelas factivels de serem
empregadas na técnica PLL-dual, sem que por isso esta apresentagio
seja exaustiva. H4 outras técnicas possivelmente uteis também para o

problema considerade, as quais pela amplitude do tema nio foram

tratadas aqui. Mais ainda, muito trabalho de pesquisa desenvolve-se

atualmente, com o objetivo de fornecer novas ferramentas de andlise.



Os tecremas incluldos na parte I s3o apresentados de forma tal
que seja possivel compreendé-los e utilizé-los, mas nfo s8c dadas as
demonstragdes formals, as quais pela sua complexidade e extensdo

sobrepassam os cbjetlvos inicialmente propostos,

Na parte II descreve-se o sistema e propde-se um modelo
adequado &5 técnicas de andlise descritas na parte lI. Escolheu-se um
método que permite obter teoricamente uma regifio no espago de
parametros, na qual o sistema comporta-se em forma cadética. Compara-
se os resultados tedricos com os resultados obtidos da simulagBo do
sistema e dlscute-se a utilidade de cada tipo de técnica como

ferramenta de projeto e diagnose.



CAPITULO 1

CONCEITOS GERAIS SOBRE SISTEMAS DINAMICOS E CAOS

Durante muito tempo acreditou-se que a ciéncia, se fosse
suficientemente desenvolvida, teria a capacidade ndc tic somente de
explicar os fendmenos, mas também de prevé-los. Condig8o suficiente,
segundo aquela premisa, teria sido o conhecimento de um modelo exato
da realidade. Assim, conhecendo um modelo matematico que descrevesse o
comportamento do sistema em funcio de wum nimeroe de varidveis
suficlente para especificéd~lc completamente, se o modelo fosse
deterministico e invariante no tempo, as safdas teriam sido previstas
conhecendo o estado inicial e as varidveis externas atuando sobre o
sistema. O comportamento de tipo aleatdério sé podia provir, entio, de
um processo com um modelo estocdstico ou da influédncia de uma varisvel

externa de tipo aleatério.

Esta idéia, valida para sistemas deterministicos lineares
invariantes no tempo, revelou-se, com o decorrer do tempo,
insuficiente para explicar o comportamento de alguns sistemas
deterministicos nfo lineares, os quais, apesar de serem modelados por
equagdes invariantes ne tempo, exibem um comportamento de tipo

pseudo-aleatério.

Considere-se, por exemplo, o sistema de equagdes

>
]

2
k+1 1-1.4 Xt Yy {1.1)

y 0.3 X

k+1

conhecido como transformagio de Hénon [10].



A Fig. 1.1, mostra as duas primeiras iteragdes da

transformagée, aplicada sobre os pontos da elipse R.

Figura 1.1 - Transformagido de Hénon apllicada sobre os pontos de

uma elipse.

Observa~ge, na figura, varios fatos interessantes. O primeiro,
que nem todos os pontos da elipse evoluem da mesma forma. Dois pontos
arbitrariamente préximos na elipse R podem se separar na primeira
iteracio R’ e continuar a se separarem na segunda lteragdo R".
Dependendo da orieniacdo relativa inicial dos dols pontos escolhidos,
o contrdric poderia também ocorrer. A separagio, através de muitas
iteragdes sucessivas, aumenta - em média - em uma diregfo
caracteristica, engquanto que diminui na outra,. A elipse original
alonga-se numa diregdo, comprime-se em outra, e dobra-se sobre ela
mesma, permanecendo a figura resultante sempre dentro da mesma regiso,
As trajetdérias descritas por aqueles dois pontos muito préximos
inicialmente, chegam assim a ser completamente diferentes, para um
mimero suficientemente grande de iteracgfes. Se considerarmos que a

condigdo inicial de um sistema nio pode ser especificada exatamente,
mas que sempre ha uma incerteza nela, esta incerteza val aumentando

progressivamente a medida que o sistema evolui, até o momento em que

ndoc mals pode-se prever em que lugar ficard ¢ préxime ponto da



trajetéria descrita a partir da condigdo Inicial. Ou, em outras
palavras, a regifio de incerteza complicou-se de forma tal que somente
¢ possivel saber gue a k-¢sima iteragBo da transformaglo aplicada
sobre o ponto inicial estd em algum lugar de uma reglfoc do planc X-Y
~uma regifo limitada, certo, mas com limites tHc grandes quanto os

iimites da elipse inicial-.

Este comportamento, sensivel &s condigles inicials, corresponde
com o que ¢é definido come caos, Como é possivel quantificar a
sensibilidade as condigdes iniclals, a partir das equagbes que
descreven a dindmica do sistema, ou também a partir da amostiragen de
uma das varisdvels de estado {em um sistema acoplado}, este conceito de
comportamento cadtice é o mals comumente utilizado hoje [11]. Uma
definico alternativa é a originalmente proposta por L1 e Yorke [12],

a qual serd apresentada mals adlante.

Outra caracteristica deo caocs, gque € possivel observar no
exemplo, € gue a trajetéria descrita pela evolugdo de um ponto da
elipse inicial, dada pela aplicagBo repetida da transformagio, ¢
irregular, ou seja, ndo tem nenhuma periodicidade. Em geral, os
espectros de fregiiéncias dos sinais cadticos sBoc de natureza continua,

de banda larga, similares aos do ruido estocdstico.

O fendmeno de caos, exemplificado pela transformacdo de Hénon,
serd descrito mais formalmente através das definicgdes e tecremas
apresentados nos capitulos 2, 3 e 4. No presente capitule, introduz-se
os sistemas din&micos, classificando-os segundo o tipo de estrutura e
segundo o tipo de comportamento em regime permanente. Apresenta-se os
principais teoremas que justificam a utilizac8o das técnicas que serdo
descritas nos caplitulos seguintes. Paralelamente, define-se a
terminologia que serd usada ao longo do texto, bem como os conceltos
bidszicos para compreender as técnicas de andlise do comportamento

cadtico.



1.1, SisTEMAS DINAMICOS [13]

Definiremos trés tipos de estruturas: sistemas dinamices

auténomos, nidc autdnomos e discretos no tempo.

1.1.41. Sistemas dinSmicos auténomos

Chamam-s¢ auldnomos os sistemas de equagles diferencials
invariantes sob translacgdes do tempo. Sio definidos pela equagio de

egtado

x = f£(x) x(t ) = x, (1.1)

n

com x(t) e °, £ : R' > R, onde f(x) ndo contém o tempo explicita-

mente,

A solugdo de (1.1) é chamada trajetéria (¢t(XO)L

n

0 mapeamente ¢t: R® » R' & chamado o fluxo do sistema, e

representa o conjunte de todas as solugles.

@ (e} /
| /ﬂm"-«-ﬁ'
{b)

Figura 1.2 - a) Trajetdria. b) Fluxo.

{a)



1.1.2. Sistemas dindmicos néoc autdnomos

Sic definidos pela eguacgloc de estado variante no tempo

x = £(x,t) x(t) = x . (1.2)

Como neste caso f depende de t, t ndo pode ser feito lgual a
Q

zerc arbltrariamente.

A solucie de (1.2) ¢ ¢t{xo,tol

Xe s %o

gf {X‘Q?‘G)

Figura 1.3 - Trajetdria de um sistema nioc autdnomo.

Se existir T > 0 tal gue fix,t) = f{x, t+4T} ¥V x,t, o sistema ¢

chamado de periddico no tempo.

Um sistema nfo auténomo de ordem n, periddico no tempo, sempre
pode ser convertido num sistema auténomo de ordem (n+l), definindo o

estado adicional e:=2wt/T. 0 sistema autdnomo ¢ dado por

™.
i}
I

X

£ (x,0T/2m) x(0)
(1.3}

2n/T (0}

@
]

2nt /T .
2]



Ou seja, o espago Euclldeano ﬁn*i é transformado no espago de
estado cilindrico RnxS, onde § ;= [0,2n) ¢ o circulo. A solugdo no

novo espago de estado é

[x(t)} - ¢t{xo'to) (1.4)
e(t) Zrwt ’ '
—-:1:— mod 2n

onde a fungfo médule restringe 0 = ¢ < 2r. Com esta transformagdo, os
resultados para sistemas auténomos podem ser usados no case néo

auténomo periddicoe no tempo,

1.1.3. Propriedades das trajetdrias ¢{

E feita a suposicdo de que para qualguer t finito, ¢t € um

. . . -1 . -1 . o
difeomorfismo, ou seja, ¢t existe e tanto Dét como D¢t existem e s8o

continuas. Por tanto, ¢t apresenta as seguintes propriedades:

i) ¢t(x) = ¢t{y) ey X T Y

8, (x)

@,{y}

Figura 1.4 - Trajetdérias com igual condiglo inicial.

{Sistema auténomo).

10



i1} qbt(x,to) = ¢t(y,ta} oy X Y
(xi U"{Y:to}
2, (x%!
@?(Y:tﬁﬁ

Figura 1.5 - Trajetdrias com igual condigdo iniclal, especificada

nc mesmo instante. (Sistema ndc auténomo).

Se tD # ti, ¢ possivel ¢tﬁx,t0) = ét(y,t}).

(k) e (3,1

@, (x,1) = @, {y,%)

Figura 1.6 - Trajetdrias jguais  para condicdes iniciais

diferentes, especificadas em instantes distintos.

11



111) A derivada da trajetéria com respeito & condigfo iniclal

existe e é nio singular.

1.1.4. Sistemas dinamicos discretos no tempo

S50 definidos pelo  mapeamento f : K oR" na egquagdo de
esgtado

X = f{xk) . {1.5)
X, e R ; £ transforma o estado X no gstado xx+f

o
A aplica¢Bo repetida do mapeamento f gera a seqgiiéncia {xk} ,

chamada 6rbita do sistema discreto no tempo.

Figura 1.7 - Orbita definida por um sistema dinamico discreto.

12



1.2. CONJUNTOS LIMITE

Os sistemas di

solucbes em regime

S

némicos podem ser classificados também segundo as

permanente e o conjuntos limites. Antes de

apresentar os diferentes tipos de comportamento em regime permanente,

define-se os termos utilizados.

Fonto limite:

y é ponto limite de x, se existirem pontos

¢t (%1, ¢t (x}, ..., na orbita de x, tals que
1 2

¢z (x} -y para ti > ». Em outras palavras, ¢t
i

entra repetidamente a uma vizinhanca U de y, para

I 5 m

] iR { ponto limite}

-
U
: - 1
Figura 1.8 - y ¢ um ponto limite de x e X, -
a
1
As flguras 1.7 =~ 1.10 sfo somente ilustrativas e nfo abrangem todos os

cagos possivels,

13



Conjunte limite L(x): Conjunto de todos os pontos limites de x.
Os conjuntos limites s8o fechados e
invariantes em ¢t, isto é, Y x e L eV t,
¢t(x) € L.

Figura 1.9 - Conjunto limite.

Conjunto limite atrater: O conjunto limite ¢ atrator se 3 uma
vizinhanca aberta U de L tal gque
Lix)=L V x € U.

14



Figura 1.10 - Conjunto limite atrator.

Base de atragfo B(L): Unifo de todos os Ui de L talis que
L{x) =LV xe€ Ui.

B(L)=U VU

Figura 1.11 - Base de atracéo.

Atrator estranho: Conjunto limite atrator de um sistema cadtico.

15



Figura 1.12 - Exemplo de atrator estranho [11]. A figura mostra
0 conjunto limite atrator L da transformacio de
Hénon, com os parmetros indicados no sistema de
equagles (1.1). Este conjuntc ¢ mais conhecido
como o "atrater de Hénon". Indicam-se, na figura,
wna vizinhanga U e a transformacic aplicada sobre

a vizinhanga U, f({U).

Num sistema linear estdvel, ha g6 um conjunto limite. Num
sistema n8o linear tipico, hd varios conjuntos limites, cada um com

uma base de atraclo diferente.

1.3. COMPORTAMENTO EM REGIME PERMANENTE

A segulr, apresenta-se quatro tipos diferentes de comportamento

em regime permanente. Eles ser8o descritos no dominioc do tempo, da

freqiiéncia e no espago de estado.
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1.3.1. Pontos de equilibrio

xeq ou ponte de equilibrio num sistema autbnomo, ¢ definido

como uma solucic constante da equagho de estado
X = f(x) com x{t ) = x,
& o
ou seja,

¢ (x ) =x vt (1.6)

e fix} = 0.

0 conjunto limite para um ponto de equilibrio € o prdpric ponto

de eguilibrio.

ﬁt{x}

Xeq

Figura 1.13 - Ponto de eguilibrio.

1.3.2. Solugdes periddicas

*
¢t(x .to) ¢ soluclo periédica se

*

¢t(x*’to} - ¢t+r’(x ’to) (1.7)
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¥t e algum periodo minimo T'> 0.

Bl 0) = By (x, 1)

Figura .14 - Scluc8oc periddica.

A solugBo periddica tem uma freqiiéncia fundamental em £ = 1/7°

e harménicas em k/T", k = 2,3,

Num sistema n8o auténomo, T’ € tipicamente um mutiple inteiro
k=1,2,... do periodo forgante T, e a solucic ¢ chamada solucic de
periodo k (subharménica de k-ésima ordem). Para um sistema 1inear
assintoticamente estdvel, o regime permanente senoidal & uma solugéo

de perfodo 1 ¢ ndoc pode ter subharménicas.

*
No caso autbnomo, uma solucho periddica isolada ¢t{x } {ou
seja, tal que exista uma vizinhanga dela tal que n3c contenha outras

solugbes periddicas), é chamada ciclo limite.

0 conjunto limite correspondente a um ciclo limite & a curva
*
fechada descrita por ¢t€x J num periodc. FEle constitui uma cépla

difeomdérfica do circule (o qual ¢ denotado por S).

1.3.3. Solugbes quase-peritdicas

Uma solugio quase-periscdica é aquela que pode ser escrita como

a soma de fung¢des periddicas h}{t)

x(t) z):hi(t), (1.8)

i
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onde hi tem periodo minimo T1 e freqiiéncia f1=1/T{

Entic existe um conjunto finito de fregliéncias bdsicas {fr

f...f} tais que:
a P

i} O conjunto é linearmente independente, isto ¢, nfo existe
um conjunto de inteiros diferentes de zero {k1’k2’ . kp}
tais gque szx + k2f2 + ...+ kpfp = [,

ii) Forma uma base finita integral para as fiy ou seja, para

cada i,

f=kf + ... +k{f para alguns inteiros {k .k, ... k }.
PP 1 2 =

A base ndo € uUnica mas p estd definido. Uma solugio

guase-periddica com p freqliéncias base é chamada p-periddica.

Uma trajetdéria de periodo 2 fica numa cépla difeomdrfica do
tordide-2 SxS, conde cada S representa uma das freqiléncias basicas.
Como a trajetdria € uma curva e o tordide~2 é uma superificie, nem
todos os pentos do toréide pertencem & trajetdria, mas a trajetdria
passa repetida e arbitrariamente perto de cada ponto do tordide.
Portanto, o tordide ¢ o conjunto limite do comportamento quase

perisdico.

Podem cocorrer trajetérias quase-periddicas de ordem maior, em
sistemas de ordem malor. Em geral, uma scluglo periddica com base de

dimenséo p tem um conjunto limite que é difeomérfico a um toréide-p.

1.3.4. Comportamento caético
Os sistemas cadticos dependem, sensivelmente, das condigdes

inicials: dadas duas condigdes inicials arbitrariamente préximas, as

trajetérias geradas a partir desses pontos divergem com uma razéo
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caracteristica do sistema até que, para fins prédticos, chegam a nfo

ter correlacéo.

Como na realidade, o estado iniclal de um sistema nunca pode
ser especificado exatamente - mas s6 dentro de alguma tolerancia
€ >0 -, se duas condicgdes x e ;o sio tals que | xo-;° I < e isto
implica que elas nfo poedem ser distinguidas. Depois de um tempo fini-

to, ¢t(x0) e ¢tEx°) divergem e chegam a ser nio-correlatas.

x@ @t (xa}
r/“ €.
\\xo /
"
@t (Xo)

Figura 1.15 - Divergéncia das trajetdrias a partir de duas

condig¢des iniciais préximas.

Ent8o, sem importar a precisfio com que a condigfio inicial ¢
conhecida, o comportamento a longo prazo de um sistema caético nunca

pode ser predito.

A sensibilidade as condigdes iniciais pode ser quantificada, e
portanto cabe definir um sistema cadtico como um sistema sensivel as

condigbes iniciais [11].

Um outro conceito, que tem relaglio com o anterior, é o de ganho

ou perda de informagfio. Seja um sistema autdbnomo com um fluxo
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contrativo ¢t’ ou seja, tal gue

i ¢t{xo) - ¢t(x°} I <} X - X Il (1.9)

para gualquer x0¢ x e qualquer t > 0,

G, (xo)

xﬂ‘ /——_"""‘—“\ ®! (ig}

Figura 1.16 - Sistema auténomo com um fludo contrativo.

Suponha-se gque o estado do slslema possa ser medido dentro de
uma resolucldo de £. Ent3o, se o estade observado no instante tl & X1’
o estado ne qual o sistema realmente estid naquele instante fica dentro

de Ee(x), a bola de raleo ¢ centrada em x.

Assuma-se que € observade o estade do sistema também no
instante t2 > ti, e que deseja-se saber quande conhece-se nais sobre o
estado do sistema no instante tz, isto ¢, se a informacglc sobre o

estado do sistema no instante t2 & maior em t1 o en t?

Em t1 sabe-se que o estado em t1 fica em algum lugar dentro de
Be(xl} e, portanto, que o estado em t2 deve ficar dentro de
¢ (Be(xx)]'

t2-t1
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Qtt -t

M@y, -1y (Bglx,) )

Be (x,)

Figura 1.17 - Evolucéo da bola de Iincerteza num sistema

contrative,

Como o sistema estd se contraindo, ¢t2%1{88(x1)) ¢ um
subcon junto préprio de Be(xz} e portanto em t} conhece-se ¢ estado do
sistema enm t2 com malor exatiddo que se este fosse observado mno
instante t2. Deste ponto de vista, o sistema pode ser visto como

destruindo informacéo.

Ao invés do caso anterior, um sistema com fluxo expansivo pode

ser considerado como criando informaco.

Assim, para um sistema contrative ¢ mais exato usar %, para a
predi¢8c do estado no tempo t2, do que observar o estade no tempo tz'
Isto significa que o wvalor preditive da condicio inicial ¢
incrementado com o decorrer do tempo. O oposto ocorre com um sistema

expansivo.

Nos sistemas expansivos, o valor preditivo da condicio inicial
¢ deteriorado com o decorrer: do tempo, pelo que estes sistemas tém uma

dependéncia sensivel &as condicées “iniciais.

Na pratica, um fluxo puramehte expansivo em todas as diregdesg
corresponde a um sistema que continuamente estd ganhando energia, e

que tem um comportamento nfo limitado. Os sistemas que estudaremos

serdo de tipo conservative (Hamilténiano) ou dissipativo. Os sistemas
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conservativos e os dissipativos, mesmo que sejam expansivos em algumas

diregbes, devem ser contrativos em outras.

A expansio e a contragio - e portanto a sensibilidade &s
condicdes inicials - sd@o quantificadas pelos expoentes de Lyapunov,

os quais sfo definidos na secdo 1.5.3.

A  transformacBo de Hénon, ilustrads nas Figuras 1.1 e 1.11,
exemplifica este comportamento tipico dos sitemas cadtlicos: expansio,
contracdo e torg8o. Smale ([14], [15]) analisou uma transformagao
idealizada, a ferradura de Smale, gque tem este comportamento. Ele
provou gque a dita transformagdo € sensivel as condigdes inicials e
egtabelecen condicgfes suficlentes para que um sitema tenha o mesmo

comportamento da ferradura (e portanto seja sensivel &s condigdes

inicials). A ferradura de Smale é discutida na segio 1.8,

1.4. A TRANSFORMACAO DE POINCARE

Um método classico para a andlise de sistemas din&micos €
devido a Poincaré. Ele substitul o fluxo do sistema dinadmico continuo

no tempo, pela chamada transformacdoc de Pelncareé,

1.4.1. DefinicBo de Transformagdo de Poincaré

1.4.1.1. A Transformag8c de Polncaré para sgistemas ndo

auténomos

Como jé& fol mostrade, o sistema nfoc auténomo de ordem n com
perfodo T pode ser transformado num sistema auténomo de ordem (n+1) no

espago de estado cilindrico R"xS.

Seja o hiperplanc de dimensio n, } € R"xS definido por
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¥ = {(x,e) eR"xS: 6= eﬂ} (1.10}

A cada T segundos, a trajetéria (1.4) interseciona }. Assim, o
mapeamento P: T » L (R" » R") ¢ definido por P(x) = ¢ (x,t ). P
¢ chamada a transformacdo de Poincaré. ¢T é um difeomorfismo, e
portanto € um-a-um e diferencidvel.

"~

— b S
!

-
O 4

CL A

Figura 1.18 - Hiperplano } num sistema nic auténomo periédico.

P pode ser entendida de duas formas:

i} P(x) indica onde o fluxo leva X depois de T segundos., Este

¢ chamado mapeamento com avango T.

i1) A érbita { P (x) }:a1 é uma amostragem de somente uma

trajetéria, cada T segundos, ou seja
PPx ) = ¢ (x,t)
0 kT o' o

(1.11)

para k = 0,1,...
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1.4.1.2, A Transformag8o de Poincaré para sistemas autdnomos

Seja o sistema auténomo de ordem n com o «cicloe limite T

indicado na figura.

Figura 1.19 - Hiperplano } num sistema autdnomo.

*
Seja x um ponto no ciclo limite, e T o periodo do ciclo

# *
limite. Entdo x = P(x ) define um pento fixo do sistema. Considere-se
um hiperplanc } de dimensfc (n-1), transversc (n8o tangente) a I' em
*

X .

* *
A trajetéria que sal de x alcangard } em x , em T segundos.

Como ¢t ¢ continua com relacglo & condic8o inicial, as trajetdrias que
' *
comegam em y numa vizinhanga de suficientemente  peqguens,
*

intersetardo } em aproximadamente T segundos, na vizinhanga de x .
Entdo, f e } definem um mapeamentc P de alguma vizinhanga U ¢ §
*

#*
em x em outra vizinhanga V ¢ § de x . P ¢ chamada a transformagdo de

Foincaré ou transformacgdc do primeiro retorno.

Para sistemas autdnomos, a transformagio de Polncaré esta
»*
definida s6 em wuma vizinhanga de x ; a desemelhanga do caso ndo

autdnomo, nfo ¢ garantido que a trajetdéria emergente de qualquer ponto

em } intersetard } novamente.

Como no caso auténome, € possivel mostrar que P é um difeomor-

fismo,

Esta definicdo ¢é freqgiientemente inadequada para fins
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experimentals, pols requer conhecimento da posicio do cicle limite. Na

préatica, & escolhido o hiperplanc de dimens@o (n-1)

= 4% h(x - %)= 0 . €1.12)
)3

onde h ¢ o vetor normal a § e XE é algum ponto no hiperplanc. } divide

o espaco de estado em duas regiles:

]

e frs w0 ) . 19

™~
]

{x: h' (% - XZ) < 0 } {1.14}

Se T ¢ escolhido apropriadamente, a trajetéria observada passa
repetidamente através de }, desde v a E* e daf a ¥, etc. A segiiéncla
de pontos gerada pela intersecfio da trajetdria de Yoa Zf define um

s . - + - M
mapeamentc, assim como também as intersegoes de ¥ a j definem outre.

Estes mapeamentos sdoc chamades transformagdes de Poincaré de
uma face, enquanto que a segliéncia completa de pontos, sem considerar

a direcio, é chamada transformacgio de Poincaré de duas faces.

Figura 1.20 - Pontos de intersegdo com o hiperplano §.
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Na figura, os ©pontos {xi. Xy Xg ...} s8c uma érbita da

transformacio de Poincaré definida por intersegfes na passagem de Zf a
Y

i

A seqiiéncla completa de pontos {Xz’ X_, X_,...} € uma ¢6rbita

2 3

da transformacfo de Poincaré de duas faces.

1.4.2. Comportamento da transformacio de Poincaré em regime

permwanente

A utilidade da transformacio de Poincaré estd no fato de gue ha

uma correspondéncia um-a-um entre os diferentes tipos de comportamento
do sistema dinamico continuc no tempo, em regime permanente, e o

comportamentc de P em regime permanente.

1.4.2.1. Transformagdoc de Polncaré e solugles periddicas

Uma solucBo de periodo~um corresponde a um ponto {ixe no
mapeamento de Poincaré. Para sistemas nio-autdnomos, uma dérbita
fechada com periodo k, corresponde & subharménica de ordem k, do

fluxo,.

1.4.2.2. Transformacdc de Polincaré e quase-periodiclidade

Uma sclugéo de periodo-2 fica numa cépia difeomdrfica do
terdide~2 SxS.

Usando coordenadas {91,92) no tordide, uma trajetdria de

periodo-2 pode ser escrita como

27



ei(t) anit mod 21

6 (t) = 2nf_t mod 2m (1.15)

onde f1 e f2 sic incomensurdvels (fz/f1 nidc ¢ um numerc racional).

No caso nio auténomo, uma das freqiéncias, f}, é a fregliéncia

forcante do sistema.

Uma &érbita da transformac8o de Poincaré corresponde a amestrar

(1.15) a cada iff1 segs. ,

e {k/f 3 2nk mod 2n
i i = (1 163)
e (k/f ) {2nkf _/f )} mod 2w :
2 2 2 1
ei(k/fi) 0
o (k/f) | T | (emkf/f ) mod 2n| k=01, .... (1.16b)

No casc autdnemo de periodo-2, a geomeiria depende da
orientacio de } com relagdo ao tordide-2, e de se ¢ usada uma

transformacio de face dupla ou simples.

1.5. ESTABILIDADE DOS CONJUNTOS LIMITES
1.5.1. Pontos de equilibrie
Seja Xeq ponto de equilibrio da Eq.
x = fx) , x(t)=x . (1.17)

Linearizando f em xeq,

sx = DF (x__) Bx. (1.18)
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A trajetdéria para a condigfo inicial
X =X + 8x (1.19)

é, em aproximacBo de primeira ordem,

8w + 8x ) =x + ax{t). {1.20)
t eq ] &q

Como a Eq. (1.18) define um sistema linear invariante no tempo,

com t =0, 3 solugdc €
o

Bfix )t
eq

dx{t) = e 8x , (1.21)

o

donde

Df(xe it

p(x +8x ) =x + e T sx . (1.22)
t eq o eq o}

Para n autovalores distintos,

Ait At
¢ (x +8x ) =x +Cn e + ... +Cn e” {1.23)
t  eg © eq 11 T

onde { Ai 3"
e os { Cs }

=1 i=1

880 constantes escalares tals que para t=0 seja obtida

e { n ¥ s30 os autovalores e autovetores de Df{xeq)

Lsal T

=1

a condigdo inicial.

A interpretagio dinémica [18] da Eq. (1.23) ¢ ilustrada no
exemplo da Fig. 1.21. Supbe-se que hd trés autovalores reais
distintos Ai, A, Aa’ e um conjunte de autovalores ortonormais

2
correspondentes aqueles autovalores, {ni, nz, na}. Assume-se que

A >0, A <0, A>0.
1 2 3

A origem do "frame" de autovetores ¢ xeq. Entioc a condicdo
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inicial ¢é dada por X, = x&q+C1.n1+C2n2+C3n3. A evolugio de ¢t pode
ser decomposta também, considerando & razéo de expansdo ou contragéo

na diregio de cada autovetor, dada pelos autovalores.

A parte real de Ai da a razdo de expansdo (se ReEA1}>O} ou
contraclo (se Reiki} < 0}, na vizinhanga do ponto de equilibric na

diregio de 7,

Figura 1.21 - Interpretacfo din&mica da Equagdc (1.23].

Para Re[hi} # 0 Vhi, hé trés condigdes possiveis:

i) Re(?ti] <0 Vhi; neste caso X ¢ assintoticamente estdvel.
ii) Re[;\!f >0 \f}\i; corresponde a xeq ingtavel.

i) Reilﬁ > 0 para alguns A: e Re[hi} < 0 para outros Ai; xeq
¢ chamado de ndo-estdvel ou ponto de sela.
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As conclusdes anteriores sfo validas também quando existem

autovalores repetidos.

Se o tempo for revertido, um ponte instdvel transformar-se-ia
num ponto estdvel, enquanto que um ponto ndo-estdvel continuaria sendo

nido estével.

Se algum dos autovalores tém parte real zero, a estabilidade
n&oc pode ser determinada a partir dos autovalores somente. Os pontos
de equilibrico onde todos os autovaleres tém parte real nfo nula séo
chamados hiperbélices. Os pontos hiperbélicos tém a propriedade de
estabilidade estirutural, isto ¢, eles existem ainda para pequenas
perturbagdes de fi{x), e o ponto de eguilibrio perturbado mantém o
mesmo tipo de estabilidade. Tipicamente, os pontes de equilibrio néo
hiperbélicos nfc sfo estruturalmente estdvels, e portanto ndo podem

ser obhservados experimentalmente ou em simulagdes.

1.5.2. Solugdes periddicas

A estabilidade de uma solugdo periddica ¢ determinada pelos
seus multiplicadores caracteristicos. Eles sfo uma generalizaGdo dos

autovalores nup ponte de egquilibrio e serdio definidos seguidamente.

A solucgio periddica corresponde a um ponto fixo da transforma-
cdo de Poincaré, denominada P. A estabilidade da solugdo periddica e
determinada pela estabilidade do ponto fixo. Analogamente ao caso
anterior (ponto de egquilibrio}, a estabilidade de wum ponto fixo x* de

*
P & determinada linearizando P em x .

Linearizando o© slstema discreto no tempo X o = P(xk) na
*
vizinhanca de x ,

*
6xk+1= DP(x )6xk (1.24)

As Figs. 1.22 e 1.23 ilustram o comportamento do sistema na

vizinhanca do ponto fixo, no caso ndo-auténomo periddico e no caso

autdénomo, respectivamente.
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Figura 1.22 - Vizinhanga do ponto fixe, num sistema ndo-

auténomo periddico.

Figura 1.23 - Vizinhanga do ponto fixo num sitema auténomo.
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»
Para um sistema com condigio iniclal x =X +6x°, a aproximagio

de primeira ordem é

X = ¥ + 6xk {1.25)

b4
i

#* *k
¥ + DP(x ) Sxo {1.26)
*
Assumindo que todos os autovalores de DP(x J sejam diferentes,

*x =x +C1q m* 4.+ C nom k (1.27)
111 PP

*
onde {n&}?_l e {TH}?_] =80 o5 autovalores e autovetores de DP(x }, e
‘{{,‘i}l:__1 sdo constantes escalares escolhidas de forma tal que seja

obtida a condigio inicial.

Os autovalores (mi} sfio os multiplicadores caracteristices do

ponto fixo e determinam a contragdo (Im%} < 1)} ou a expansio {}mi[ >1)
*

na vizinhanca de X na direcgdo de n para uma lferagioc da

transformacéo P.

Os multiplicadores caracteristicos da sclucgldoc periddica
independem da seg@c transversa ) escolhida, Eles determinam a
estabilidade da solug8o periddica. Se todos os m ficam dentro do
circulo unitario, entdo a solugBo € periocdicamente estavel. Se todos
0% %mi{ sio maiores do que um, a solugdo periddica é instavel. Se
alguns dos multiplicadores caracteristicos ficam dentro do circulo

unitaric e cutros fora, a soluglc periddica ¢ nio-estavel.

As solugbes gue nfo tém multiplicadores caracteristicog na
circunferéncia unitéria s3o chamadas hiperbdélicas. As solugdes hiper-

bélicas sio estruturalmente estdvels.

Mesmo que ndo seja valida a suposicdc de que todos os

multiplicadores caracterfsticos sdo distintos, os resultados para fins

de estabilidade sfo vdlidos em geral.
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1.5.3. Expoentes de Lyapunov

Se jam {mi(t)}';__1 os autovalores da matriz de transic8c de

estado ét(xo). Os expoentes de Lyapunov sfo definidos por

(1.28)

i
e
o

.1 .
?\i: lim ¢ in }miit)l , i
)

Os expoentes de Lyapunov s8¢ tels para determinar a estabili-
dade de qualquer tlpc de solucio em regime permanenie, aindas as de

tipo quase-periddico ou cadtico,

Um expoente de Lyapunov positivo indica que existe uma direcgio
caracteristica na qual, em mnédia, as tirajetdrias tendem a se
separar. Pelo contrério, um expoente negative indica qgue existe uma

diregic caracteristica na qual, em média, as trajetdrias aproximam-sze.

Num conjunto limite atrator, a contrag¢fo deve ser maior do que

a expansio, de modo que

Z A <0 (1.29)

Q0 que caraclteriza o caocs ¢ a dependéncia das condicBes ini-
clals. Como esta dependéncla estd associada a um fluxo expansivo, a
caracterfstica de um atrator estranho é a existéncia de pelo menos um
expoente de Lyopunov positivo. Entdo, ¢ possivel definir um sistema

cattico baseando-se no valor dos expoentes de Lyapunov.

Definigdo 1.1

Sistema cadtico é aquele que possul peloc menos um expoente de

Lyapunov positivo.

Esta definiglo expressa a sensitividade is condigBes iniciais,
e corresponde ao uso dado atualmente & palavra caos [11]. Uma

definicgso diferente é a proposta por Li e Yorke [12], a qual
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considera, além da sensitividade as condigdes iniciais, o fato de gue
o conjunto limite ¢ um atrator. A definigdo de L1 e Yorke serd dada no

capitulo 2.

E possivel, tambén, classificar os diferentes tipos
de comportamento em regime permanente, baseando-se nos expoentes de
Lyapunov. A tabela 1.1 [13] resume o tipo de conjunto atrator e os
expoentes de Lyapunov que caracterizam cada tipo de comportamento enm

regime permanente,

Conjunto atrater
Regime Expoentes
permanente Fluxo Transf. de de
Poincaré Lyapunov
Ponto de
equilibrie ponto 0> AE z ...z An
Peridgdico curva ponto AJ = 0
Subharménico fechada érbita Q>A =z .., 224
2 n
fechada
Periocdo-2 tordide curva Az = 12 = 0
fechada 0>a =z z A
3 n
Periodo-k tordide tordide Ai = ..., = Ak =0
k-1 0> 2a Z ...z R
K+t
Caodtico egtranho estranho Pelo menocs um Aj > 0
Zz <0
i
i
Tabela 1.1. - Classificacdo dos conjuntos atratores.
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1.6. SUPERFICIES ESTAVEIS E INSTAVES [17]

1.6.1. Comportamento de um sistema auténomo continue na vizinhanca de

um ponto de equilibrio

Se ja

&% = Df(x_ ) 8x {1.30)
eq
a linearizacgio do sistema

x = £(x) , x(t ) = x (1.31)

s}

ne ponto de equilibrio xeq, com x € R.

Entdo, assumindo gue o ponto x ¢ hiperbdélico, define-se o
eq
espago estavel E° comc o espaco gerado pelos n autovetores de Df(x )
s eq
n n

s i s .
iv.,...,v }, onde v,...,v séc os autovelores correspondentes aos
i

n autovalores com parte real negativa.
&

Analogamente, define-se o© espage instdvel E” como o espago
n
gerado pelos n autovetores de Df(xgq) {ul,...,u “} tais que os

autovalores correspondentes tém parte real positiva.

Degde que o ponto de eguilibrio seja hiperbdélico, n = n + n_.

Teorema 1.6.1 (Hartman-Grobman)

Se Df(xeq) ndo tem autovalores zero ou imagindrios puros, entdo

hd um homeomorfismo h definido em alguma wvizinhanga U de X, ¢ R”

levando localmente as trajetdrias do fluxo nfo linear ¢t de {1.31]), a
Df(x )t

aquelas do fluxo linear e 4 de (1.30). O homeomorfisme ({ou

difeomorfismo de classe C°) preserva o sentido das trajetérias.

. = u
Da mesma forma que definem-se E° e E para o sistema
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{4
(x ), as
lec eq

superficies localmente estdvel e instével respectivamente, do sistema

linearizade &x = Df{x )8x, definem-se W (x ) e
eq loc  egq

niio linear x = f(x). A definigdo é dada por

B - ]
Hloc(xeq) = {x € U!qbt(x) + X, para t »w,
{1.32a)
e¢t(x) eUVtZO},
wo(x )={erj¢ (x) > %x para t - -w ,
loc &g t eq
(%.32bh)

eqbt(x)eUVtsO},

onde U ¢ R é a vizinhanca do ponto de equilibrio xeq.

Fig. 1.24 - Ilustragdo do teorema de Hariman-Grobman.

u

As superficies N:oc, W tém superficles andlogas globais W®,

loc
W" obtidas pela evolugdo dos pontos de W:OC em tempo revertido e pela

evolugdo de W‘; . €D tempo positivo, isto é,
G

s _ s
W (xeq) -tge ¢t(W£°c(xcq)), (1.33a)
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u ké §
Wi Yy =U ¢t(wloc(xﬁq)) (1.33b)
20

Teorema 1.6.2 (Teorema da Superficie Estéavel para um Ponto de
Equilibrio)

Asguma-se gue x = f(x) tem um pento de eguilibrio hiperbdélico

X . Entdo existem superficies localmente estdvel e Iinstdvel
eq
u T -
5 (x ), (x ), das mesmas dimensbes n, n gue aguelas dos
loc eq loc egqg [ u

autoespacgos E®, E” do sistema linearizado (1,30), e tangentes a ES,EU

em X .
eq

E‘

%o

Fig. 1.25 - llustragfc do Teorema da Superficie Estdvel.

1.6.2. Comportamento na vizinhanga do pento fixo de um sisiema

discreto
Seja
»*
6xk+1 = DP{x ) Exk (1.34)

a linearizacio do sistema discreto no tempo
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X, = P(xk). (1.35)

onde P: R® 3 R".

Definem~ze oS subespagos estdvel e instdvel de forma andlega ao
caso em que o sistema é continuo:
s *
E: = espago gerado pelos n autovetores de DP(x )} para os

quais os autovalores tém médulo menor do que um.

" ¥
E': = espago gerado pelos n autovetores de DP{x J, para os

guais os autovalores tém mdédulo malor do que um.

* *
Se x ¢ um ponto fixo hiperbélico (ou seja, se DP(x ) n3o tem

autovalores de mddulc um), n = ns + 1
u

Teorema 1.6.3. {(Hartman-Grobman)

Seja P:R" » R um difeomorfismo de classe €1, com um ponte fixe
*
hiperbdlico x . Entlc existe um homeomorfismo h definido em alguma

* »
vizinhanca U de x tal gue h(P(g)) = DP{x lhig) V ¢ € U.

Teorema 1.6.4. {Teorema da Superficie Estdvel para um Ponto Fixo)

Seja P: R° > R um difeomorfismo de classe c' com um ponto
*
fixo hiperbdlice » . Entio existem superficies esidvel e Iinstdvel

s * u * 5 u ¥
W (x ), W {x ), tangenies aos autoespacos E*, E* de DP(x ) em
loc ioc b4 b4

*
% e de dimensdes correspondentes.

As superficies estdvel e instdvel =zdcv definidas de forma

similar as dos sistemas continuos, ou seja
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] k *
W. (x ) =4x eU | P (x) 5 x para k 5 +o,

loe
{1.36a)
e G"(x) € U, ¥k 20 }
o * -% *
W (X ) =4x el | P7(x) > x para k 5 +o ,
-k {1.36b)
e G {x) eV, ¥Yk= G} ,
&
* _ *
Wix)= UPp™* W 00, (1.37a)
k2o ©
u * X u *
Wix )= U P (wloc(x 1), {(1.37b)
KZ&o

com k inteiro.

A Fig., 1.26 ilustra o tecrema da superficie estdvel para um

ponto fixo.

Fig. 1.26 - Teorema da superficie estdvel para um ponto fixo

de uma aplicacidoc F: R > R
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W® tem a propriedade de ser invariante sob P, ou seja se x € i

entdo Pl (x) € W* vj.

De forma similar, W' tem a propriedade de ser Invarlante sob

Se P for a transfermagfio de Polncaré definida a partir de um
sistema continuoc com um ciclo limite I, os teoremas antericres séo
vdlidos para as superficies geradas pela intersegc das trajetdrias

continuas com a secgdo }, como indica a Fig. 1.27.

Figura 1.27 - Superficies estdvel e instdvel no hiperplano ¥

da aplicaglo de Poincaré.

1.7. TRAJETORIAS HOMOCLINICAS E PONTOS HOMOCLINICOS TRANSVERSOS
[15, 171

Considere~se o modelo que descreve o movimento de um péndulo

ndo amortecido:

d e} _ ®
(o) [ (1.38)

A Fig. 1.28 mostra as trajetérias no plano de fase.
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Fig. 1.28 - Trajetdérias do pénduloc nic amortecido.

Os ciclos fechados s&oc trajeidrias periddicas que representanm
as oscilagbes do péndulo. As trajetdrias exteriores correspondem a
solugfes para as quals a velocidade inicial é a suficlente para que o
péndulo continue girande indefinidamente, o que significa que e
aumenta (na trajetéria superior) e diminuil {na trajetédria inferior).
Na fronteira dos dois tipos de comportamento hd um terceiro tipe, gue
fisicamente representa a solucdo para uma condiglo inicial tal que o
péndulc tem a energia suficlente para alcangar a vertical superior,
mas N80 a necessidrias para ultrapassd-la. Esse ponto corresponde ao
ponto de sela U. As solugdes gque convergem a U tém a propriedade de
que convergem tantc em tempo positivo como em tempo reverso. Este tipo

de solugio ¢ chamada homoclinica.

A trajetéria homoclinica forma um ciclo fechado, de forma
gimilar as trajetdrias periddicas, mas a desemelhanca destas, a
trajetoéria homoclinica demora um tempo infinito até chegar ao ponto de

sela.

A Fig. 1.29 mostra uma outra caracteristica das trajetdrias
homoclinicas: elas ndo permanecem para peqguenas perturbacdes nas
equagbes que descrevem o sistema. Um pequenc amortecimento no péndulo

do exemple, transforma a Eq. (1.38) na Eq. {1.39), como ilustra a

Fig. 1.29.
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21 =1 ° (1.39)
=] -£Q — Sen e

Ut
U
Gﬂ
Fig. 1.29 -~ Trajetdrias do  péndulo Com  um  pegueno
amortecimento.

Neste caso, exXistem solugdes convergindo a U em t positiveo e
negativo, mas elas ndo sfc assintéticas em ambas direglSes de tempo

simultaneamente, e portanto nfo sfo homoclinicas.

O tipo de trajetdria homoclinica do exemple sera chamado

trajetéria E~homoclinica. (Homoclinica a um ponto de equiiibriol.

As trajetdérias E-homoclinicas s&o encontradas nas bifurcacgdes,
onde conslituem fronteiras entre sistemas com  compoertamento
gqualitativamente diferente. As bifurcag@es podem ser definidas como
mudancas qualitativas do comportamento ante variagbes dos parémetros

do sistema.

De forma similar, define-se as trajetdérias P-homoclinicas como
agsintdticas a uma trajetdéria periddica. Estas podem existir em trés

ou mais dimensbes somente.

Considere-se novamente a Fig. 1.27, onde I corresponde a
trajetéria periddica. Como esta-se trabalhando com uma aplicagio P,
ndo um fluxe, € possivel que W e W' tenham um ponto de intersecgio

*
diferente de x . Seja q o ponto de interseglo. Se as superficies W oe

W' se intersetam com um &ngulo diferente de zero, o ponto ¢ chamado

ponto hemoclinico transverso.
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0 ponto homoclinico transverso ¢ pertence & superficle
estdvel W°. Entdio todas as iteragdes P'(q) (as anteriores e as
seguintes) devem pertencer também, pois W € invariante. Da mesma
forma, como g pertence a W' os Pj(q) devem pertencer a W' também.
Portanto, se g for um ponto homoclinico transverso, todas as iteragfes

Pjiq) sd0 pontos homoclinicos também (Fig. 1.30).

Figura 1.30 - Grbita formada por pontos homoclinicos transversos,

no hiperplano }.

A existéncia de um ponitoc homoclinico transverse implica entéo
na existéncia de uma infinidade deles, Pj(q}, jJ=0, £, 22,..., os

*
gquals tendem a ¥ para j - % w.

Estes pontos correspondem a uma trajetdria do fluxo, a qual é
assintotica & trajetéria periddica ' para t 2 @ e t » -w Este

tipo de érbita é chamada P-homeclinica.

As 6rbitas P-homoclinicas tém a propriedade de serem robustas.
Isto quer dizer que se a equagdo original é perturbada levemente, W' e
W' tém uma mudanga pequena, de forma que a intersegio transversa é
conservada. (A diferenga das ¢rbitas do tipo E, que existem somente
para determinados valores dos parametros). Quiras caracteristicas das

é6rbitas P-homoclinicas s8o sensitividade &s condicges iniciais e

comportamento complexo.
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1.8. A FERRADURA DE SMALE

A ferradura de Smale ¢ uma iransformagic ldealizada que explica
o comportamento complexe das drbitas P-homoclinicas e a sua

sensitividade &s condigbes iniclals.

Os resultados gerals desenvelvidos por Smale, baseados nesta
aplica¢8o, foram publicados num artigo cléssico em 1967 [14]. As
idéias principals serfo discutidas agul informalmente, na ferma em gue

foram apresentadas por A.I. Mees [18].

Seja a transformagioc idealizada P : (M, NJ) =+ (M N ),
3 3 i22 SN LS

onde P ¢ a itransformagio de Pcincaré de um fluxo € R’.

Suponha-se gue P é uma aplicagfo continua sobre o quadrado
unitdrio, tal gque ele é alongado na diregdc vertical, comprimido na

diregdo horizontal e dobrade na forma indicada na Fig. 1.31,

)

N4

N3
N2 mgm—aw PN *ﬂ‘$
M4

L' ' o]

Fig. 1.31 - Primelra iteraglo da aplicacio da ferradura.
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0 quadrado Iinicial ¢ dividido em cinco ret&ngulos iguais
{NO,...N4}, os quais s3o levados pela aplicacBo a { P{NO},...P(N4)}.

Assuma-se, também, que as 4dreas sombreadas fora do gquadrado
inicial, na Fig. 1.32, s&@o levadas pela aplicacBo P &s duas &reas

sombreadas na ferradura da Fig. 1.32.

W

YA, e =

Fig. 1.32 - Aplicacg8o das dreas exteriores ac gquadrado.

Desta forma, ao iterar P, um ponto qualquer que abandonar o

quadrado nio volta mais a ele.

Comc os pontos pertencentes as falxas NO, N2 e N4 abandonam o
guadrade inicial na primeira iteracic de P, ndc voltam mais nas

iteragbes seguintes,
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MO Mt M2 M3 4

Fig. 1.33 - ldentificacfio dos retangulos do quadrade inicial

¢ primeira iteracdo da transformacidc P.

Na Fig. 1.33, indica-se, além das divisdes do eixe das
ordenadas em cinco falwxas horizontais {ND,...,N4}, as subdivisdes das
faixas N1 e N3, as quals permanecem dentro do quadrado depois de uma

iteragéoc.

Observa-se que os pontos que itém ordenada € N1 sfc levados,
pela aplicagdo P, a pontos com abscissa € M1, enquanio que os pontos
com ordenada € N3 sfo levados a pontos com ordenada € M3. Os pontos
com ordenada € NO U N2 U N4 sfo perdidos. A tabela 1.2 mostra o efeito
da aplicaglo de P sobre os pontos de cada uma das sub-dreas de Ni U
N3.
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X P(x} X P(x)
N10O Ml n NO N30 M3 n NO
N1l M1 n N1 N31 M3 n N1
N12 M1l n N2 N32 M3 N2
N1i3 M1 n N3 N33 M3 N3
N14 M1 n N4 N34 M3 n N4
Tabela 1.2 - Aplicaglc da transformagBoc P sobre os pontos

contidos nas dreas N1 e N3,

Ent&o, como as subdivisfes sio feitas em c¢inco falxas iguals,

gera-se partes decimals em base 5. (0 quadrado inicial € unitério}.

Para um ponto com crdenada comegando com um ou trés, a parte
decimal da ordenada ¢ deslocada a esquerda, e o primeiro digito ¢
tirado. (Ex.: N = 0.3313 == N = 0.313}.

k k+1

A nova abscissa € obtida deslocando a parte decimal de Mk um
lugar a direita (ou seja, dividindo per 5] e somando 0.1 se o ponto
veio de Nl ou 0.3 se o ponto veio de N3, (Ex.: Nk = 0.1331 =
N = 0. 331, Mk = (0.3133 =ee= Mk+1 = (. 13133).

k+

Ou seja, Mk+1 & obtido deslocando a parte decimal & direita e
somando o digito tirado gquando a parte decimal de Nk fel deslocada &

esquerda. Sejam

M = , abcde...,
k
Nk = ,pgqrst. ..,
entdo
M¥+1 = ,pabcd. ..,
Na+1 = .qrst...,
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sempre que p = 1 ou p = 3.

Escrevendo a seqgliéncia M ao invés e colocando-a & esquerda da

segiiéncia N,

edcba . parst ...

— M N —

a agio de P ¢ deslocar o ponto um lugar & direita, até que um 0, 2 ou
4 & alcangado; entdc a seqgiiéncia toda € eliminada. Como € possivel

deslocar o ponto & esquerda também, a aplicagio ¢ inversivel.

Por conseguinte, os pontos que tém parte decimal formada por
digitos um ou trés somente, nunca deixam ¢ gquadrado. Eles s3o chamados
de pontos ndo desviantes. Por exemplo, a aplicagic de P sobre o ponto
(0.13, 0.31) {(onde a linha indica uma sequéncia de digitos repetida ad

infinitum) gera a ¢rbita

{0.13, 0.31) — (0.31, 0.13} — (0.13, 0.31) — ...

Ou seja, o ponto (0.13), 0.31) tem periodo dols.

Da mesma forma, € possivel gerar pontos com gualquer periodo.
Entre os pontos nic desviantes hd um infinito contavel de pontos
periédicos (correspondentes a parte decimal dos numerces racionais em
base cinco) e um infinito ndc contdvel de pontos aperiddicos (corres-

pondente a parte decimal dos numeros irracionaisg).

Os pontos (0.1, 0.1) e (0.3, 0.3) sfo pontos fixos nic estdvels
(selas}, pois o8 pontos préximos convergem a eles na diregdo

horizontal e afastam-se na diregio vertical.

Sejam x e y iguals até a r-ésima casa, onde X tem um 1 e y tem
um 3. Ent3o, P'(x) € Ml e P (y) € M3. Isto implica que pequenas
diferencas nas condi¢fes iniciais sfo magnificadas, e que o sistema €

sensivel As condigBes iniciais.

Smale provou gque se existir uma érbita homoclinica transversa

de um difeomorfismo P, entdoc existe um inteiro m > 0O tal que a
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m-ésima iteraclo da transformagdio P tem ferraduras, o que implica a
existéncia de um numero infinito de pontos periédicos de diferentes
periodos. Um coroldric é que as trajetérias na vizinhanga das drbitas

P-homoclinicas sido sensivels &s condigdes Inlcilais.

Daf que a existéncia de orbitas P-homoclinicas ¢ uma das

possivels formas de geraglo de caos.
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CAPITULO 2

CAOS EM SISTEMAS COM MODELGCS CONTINUOS

Dado um sistema auténome com uma trajetdéria E-homoclinica, ao
gqual ¢é acrescentado um pequeno termo forgante periddico, o ponto de
sela do sistema original transforma-se em uma trajetéria P-
homoclinica. Entdo, € pessivel gque a trajetdéria homoclinica do sistema
nio perturbado origine um ponto homoclinico transverso. Nesse caso, o
comportamento € robusto ante pequenas varlacfes na amplitude do termo
forgante ¢ implica na existéncia de uma ferradura na dindmica do

sigtema.

A existénecia de uma ferradura indica sensiblilidade &s condigbes
iniciais, e porianto comportamento cadtico segundo a definigdo 1.1.
Mas a sensibilidade as condigdes iniciails ndo implica na existéncla de
um conjunto limite atrator. Para que seja pessivel observar um atrator
estranho, ¢ necessario gue exista alguma outra propriedade do sistema
que obrigue as trajetdrias a retornarem repetidamente & vizinhanga da
ferradura. (Estabilidade global, entendida como uma generalizagido da

estabilidade de Lyapunov definida na pdgina 78).

Por outra parte, a existéncia de um ponto homoclinico
transverso ¢ somente uma condigBo suficiente para a sensibilidade as
condigBes iniclais, ficande aberta a possibllidade de cutras causas

de comportamento caético.

Ainda assim, & determinagio da existéncla de um ponto

homoclinico transverso sugere que a dinamica € muito complexa e que o
comportamento caético, se for observado em simulagbes, estd associado

com a homoclinicidade., Desta forma, complementando a an&lise com as
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simulacdes, é possivel estabelecer uma relagdoc causa-efeito.

Neste capitule apresentaremos uma das técnicas uUtels para
sistemas auténomos continuos, o Método de Melnikov. Ela ¢ aplicdvel em
sistemas com uma trajetéria P-homoclinica, e em particular no modelo

continuo do sistema PLL-dual, que sera analisado na parte II.

2.1. METODO DE MELNIKOV PARA UM SISTEMA HAMILTONIANO, AUTONOMO E DE
ORDEM Dols [15]

Seja o sistema autdnomo
x = £(x) , x(t) € R (z.1)

tal que o sistema é Hamiltonianc, ou seja

8H _ 8H
£,= 5 £,= - 5 (2.2)

para alguma funci3oc suave, escalar, H(xl, Xz)'

Substituindo (2.2) em (2.1},

1 _ 8H
gt " Bw (2.3}
dx_z _ .8 (2.4)
at P .
can_on T an (2.5)
TdE T ax dt  ax, dt - .

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.5),
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an _ _ __ 2 PO (2.6}

Entdc, dHs/dt = 0. Isto implica que H(xi, xz) ¢ constante nas
trajetdrias.

Voltandoe ao exemplo do péndulo da segdo 1.7, descrito pela

equagao
d {e) _ &
dt [ . ] - { -sen @] ’ (2.7)
&
temos que
gH(e, ©)
T = gen e N (2.8}
sH(e, o)
— e, (2.9}
de
e portanto
_ 8H(e,8) gH(e,8)
di{e,e) ®* - do 4 —-— de , {z.10}
EE) .
de
dH(e,6) = sen o do + © do . (2.11)
Integrando,
. 1 -2
H{e,e) = ~cos & + —- @ + C . {2.12)

Com C=0, H(e, o) representa os niveis de energia no sistema,
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Como H(e,é} ¢ constante nas trajetdérias, o sistema ¢ conservativo.

Entéo,

2

H(e,6 ) = - cos o + L & (2.13)

2

Para as trajetérias homoclinicas, no exemplo, H(e,e) = 1.

Logo é possivel obter uma expressfio explicita para e(t) na

trajetdéria homoclinica.

De (2.133},

—%~ éz - co8 & = 1 {2.14}

ou

do _ * ¥ 2{l+cos e) , (2.15)

dt
e separandc varidvels,

de

= gt . (z.16}
+ v 2{1+cos &)
Integrande,
¢ = J’ de (2.17)
+ v 2(1+cos o)
donde
e(t) = 2 arctan senh t. (2.18)
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No caso Hamiltoniano geral, ¢é possivel obter alguma fungdo h(t)

(trajetéria homoclinica) -~ se ela existe -, com h(t} -— U para

t — * w para algum ponto de sels U.

0 sistema autdnome ¢ agora perturbado, scmando um termo

pequeno, periodice em t:
x = f(x) + ¢ glx,t) (2.19)
onde gi(x,t)} = g(x,T+t} Y x.

Transformando este sistema n3c autdnome de dimens8oc 2 em um

sistema autdénomo de dimensdc 3,

% = £(x) + ¢ g(xz,w) (2.20a)
com o vetor de estado (xl, x2,W).

Como g ¢ perlddica com periode T, entdoc ¢ € periddica com

perfodo T. Identificande ¢ = 0 com ¢ = T, trabalha~se em RZ ® S?

No exemplo do péndulo, seja g tal que as equagdes perturbadas

ﬂ.lﬁ-
o+

e 1 . e
[ 6 } B [ -sen & — £ sen wt sen o |’ {(2.21)

Como © ¢ periddico também, € possivel trabalhar em R x s'x s,

Para propdsitos ilustrativos, o fluxo serd visualizado em Rs,
considerando que o plano o=0 ¢ identificado com © = 21 e que o plano
Y = 0 & identificade com ¢ = T.

Para £ = 0, as trajetérias permanecem no plano formado por e e

é, como mostra a Fig. 2.1.
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N

Fig. 2.1 - Trajetdéria hemoclinica T no péndule nic perturbado.

Para € # 0, as trajetdrias deslocam-se também na direcgdo

vertical ¢, como indica a Fig. 2.2.

Fig. 2.2 - Trajetéria Y perturbada (e = 0).

56



Seja a ¢rbita E-homoclinica nd@o perturbada bidimensional T dada

por hi{t), ou seja h(~»,®) =T e h(t) 5 U para t 3 t =,

Dado um poento qualguer h{(0) em T , precisa-se determinar como

varia h(0} sob a perturbagéo.

Tipicamente, o efeito da perturbagdo ¢ abrir T en Ts e Tu

(estdvel e instével); por tal razio considera-se ambes casos (t > 0 e

t < 0) separadamente.

~

Para ¢ = ¢ constante (plano ¢ = ¢ na Fig. 2.3), h(0) corres-
ponde a h(t-¥)}. Se a perturbaglio do sistema for peguena, pode-se

gupor que a soluglo h{t-y) é perturbada levando a uma soluglo do tipo

hit-y) + e s(y, t) + 0(e?) (2.22)
para t z ¢ {(solugdo perturbada convergente a U em tempo positivo), e

h(t-y) + € uly, t) + 0(e’) (2.23)
para t = ¢ {scluclo perturbada convergente a U em tenmpo negativo},

onde os termos D(ez} podem ser ignorados.

A  suposi¢io de «que as solugdes perturbadas podem ser
aproximadas como a soma da solugio ndc perturbada mals uma série de
poténcias de &, corresponde 2 aplicag@o de um métode de perturbaglo

para a solug3o de equagdes diferenciais nfo lineares [19].

As funcbes u e s podem ser determinadas das egquagles
variacionais de primeira ordem {16], derivadas das eguagdes (2.1) e
(2.19}.

Substituindo a solugio perturbada

x = h(t-y) + esly, t) E (2.24)

na Eq. (2.19),
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*éf [h(t*w) + es(w,t)] = f[h(t"¢)+ss{w,t)] + sg{h{t—w) + es{y, t), t}.

(2.25)

Considerandoe que em aproximacdo de primeira ordem,
fly+3y) = £{y) + ny 3y, (2.26)

com y = h{t-¢) (solugic nio perturbada) e 8y = es(¥,t} [(perturbacéo da

solucdo), desenvolvende a Egq. (2.25},

N hit-¢} + € "gE s{y,t) = f[h(t“w}] + bf

T es{y-t) + ag[h(t~¢),t]

b4 -1

+ Dg Csly, t) . (2.27)

£
h{t-g)

Para a solucdo ndo perturbada ¢ valida a Eq. (2.1); substi-

tuindo x = hi{t~y) em (2.1),
h{t-g) = Fh(t-y}] , (2.28)

e substituindo em (2.277},

sas{w,t).
(2.29}

es{y,t) = Df es{y,t) + sg{h(t—w},t} + D

hit-yn) gn(auzp)

Eliminando de 2.29 o termo de segundo grau em &£, ¢ obtida a

equacgdo variacional,

s(y,t) = Df sy, t) + g[h(t-w),t]. (2.30)

h{t-if)

A equacgiio variacional para u(y,t}) é obtida de forma andloga.
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0 vetor entre os pontogs h{t-¢) + es(y,t) e h{i-y¢) + euly, t),
para t=y, &

eluly,¥) - sly,¥)l , (2.31)

2 N .
onde os termos 0(e”) nao sio considerados.

Se os dois pontos c¢oincidem, as superficies Invariantes

perturbadas W* e W' intersectanm.

Fig. 2.3 - Separagdo das superficies estdvel e instdvel, enm

uma. seccio com ¢ = constante.

Para obter uma medida da separagdo entre os dois pontos,
projeta~se o vetor (2.31) sobre n, o vetor normal a T em h{(C). Esta
medida permite obter um escalar positive ou negative, de forma dgue

se ja possivel verificar a transversalidade de intersecfo.

A medida, projetando {2.31) scbre n, é:

ed(y) = en [uly, ¥} - sy, )l (2.32)

Se d(y) tem zeros nio degenerados para algum valor de y, hd uma

é6rbita homoclinica transversa na segdo correspondente.
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Para t = ¥, h{t-y) = h{(0), e um vetor normal a T em h{0) ¢ VH

avaliado em h{0), onde VH = (-fz, fl)T, Seja

n = [-f_(n(0)), fi(h(o})}T. (2.33)
Entao

dlg) = n'[uly,¥) - sy, ¥, (2.34)

: ; T
dly) = [“fzﬁh{ﬂ)) % fi(h(ﬂ))] [ui(W,W]-SI($»¢) E uz(w,w}*saiw,w}}

{2.35)
dig; = - fth(O}) u1(¢,w1 + fz{h(O)) sl{w,W)
+ fl(h(O)) uz{w,w} - flih[G}) $2(¢,w3, {2.36)
dlg} = "f1u2~ fzu; - {flsz - fzsil, {2.37)
gy} = {fAu} - (fAS), {2.38)

onde aAb ¢ definido como a1b2_ aab1’ e representa & componente

vertical (eixo ¥) do produto cruzado tri-dimensimnaiz. Definindo

du(w} f(h(0)) A uly,¥), {2.39a)

il

1

ds(¢] £f(h(0)) A sy, y¥)), (2.39b)

entio

2

Algumas propriedades desta operagio entre vetores sfo:

1) wAlusv) = (wAu) + (wAv);

. d du dv
ii) —E:(uAv) =[ m Av] + (uA Y ].
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d{y) = du(w)- ds(w}. (2.40)

Seja
du(w) = Agiw,w)}, (2.41)
As(w,t} = f(h{t-¢)) A sy, t), (2.42)

e similarmente para du(W} e Au (. t).

Para um valor fixoe de ¢, ¢ na Eg. [(2.3%b),

ja ¥

d A (@ t) = (DE) . A Blt-g) A sy, t) + £(h(t-9)) A S(§,t). (2.43)
t s n{t=yn
A Eg. (2.1) ¢é v4lida para x = h {%wi}; substituindo h(tm&) am
(2.1),
h(t-g) = £(h(t-g)). {2.44)
Substituinde (2.44) em {2.43},
d S . o ~ - o
3t As{w,t) = (ijhHAW)f{h(t B} A sy, t) + f(h(t-¢i} A sy, t), {2.45)

Da equacgfic varliacional {2.30) e de Z.45),

d -~ _ R _.l'\- ~
It As(w,t) = (Df)humw)f(h(t ¥il A sy, t)

+ £(h(t-9)) A [(Bf}hﬁyw

S S t) + g(h(t-&},t)]. (2.46)

Em forma abreviada,

61



d 5 = (Df)fAs + FA((Df)s+g).

at s
Desenvolvendo (2.47), com f = (f | fa}T; hit-y) = (x,
or  ar | or ot |
1 S
q ax1 sz f1 8x1 8x2
3t % T | ar. of £ As+ A of, of
&x  Bx_ ax 8%
e 2 4 L 1 2 -
ot of 1 of af
. £y B, *, = 3, s,*, B 5,
3t 8. ° of o _ As+ 1A o 55
fo5 " aw SitEx ®
- 1 2 - L 2
4 ot af o1 of
at As = fisa §§; * f2s2 Y S151 EEZ 5t B
ot af af of
* fxsl = Y fzsi §§; 272 5?;
Como o sistema € Hamiltoniano,
_8H __8H _
£ = ' L5 %
2
porianto,
ax ax 0% ? dx ox 8x
1 1 2 21
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+ fAg ,

+ TAg,

(2.47)

{2.48)

(2.49)

{2.50)

(2.51)

(2.52)



= - ol (2.53)

Substituinde (2.53) em (2.50), e rearranjando,

§¥ as(&,t) = F(R(t-g) A gih{t-¢),t). (2.54)

Integrando,
=0 [31] - -~

As{w,t)] = JA f(hit-g)) A g(h(t-g), t)at, (2.55)
v Y

donde
A (gw) - B (hy) = JA £ih(t-g) A g(h(t-y), t)dt. (2.56)
s S Qp
De (2.423},
By, t) = £(hlt-y) A sty b). (2.57)

Como na trajetéria homoclinica o ponto de sela U é atingldo
para t=w, e em U h{t-y) = 0 = £(h{t-¢)), entdo

lim f(h(t=y)) = O (2.58)

t-e0

e portante

AS(@,w) = 0. (2.59)
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Entdo, de (2.56},

A -~ m -~ Y
-a_($,9) = JA F(h(t-0)) A g(h(t-¢), t)dt. (2.60)
¥
Similarmente,
.. A " A )
8,00, 9) - 8 (G-e) = [ £((t9)) A ght-y), )t (2.61)
COonl
A (4, -w) =0,
.. " A A
B (hy) = J F(h(t-g)) A g(h(t—y), t)dt. (2.62)
-0
Somando (2.60) e (2.62},
() = & (y) - AWy, (2.63)
donde
afy) = wa F(h(t-g)) A g(h(t-g), t)dt. (2.64)

Deslocando a varidvel t, obtém-se

Li1]

a(y) = j_m £(h(t)) A gh(t), t+)dt , (2.65)

chamada integral de Melnikov.
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Teorema 2.1

Se d{a} tem zeros simplesa, entfo para £ > 0 suficientemente
pequeno, existe um ponto homoclinico transverso para a transformagéo
de Poincaré na segdo w Se d€¢) # 0 para w e [0,7T], entdo as superfi-
ciles invariantes W' e W (para a trajetéria homoclinica perturbada)

nic intersectam.

20 METODO DE MELNIKOV PARA UM SISTEMA AUTONOMO DE ORDEM Dols [2]

No caso de um sistema auténomo de ordem dels que ndo ¢

necessariamente Hamiltoniano, a integral de Melnikov é dada por

o0

- t
Mi{g) = wa f{h(t)) A ghi{t), t+t0} exp {“Io trago Df{h(s))ds}dt,

(2.66)

onde hi{t) & a érbita homoclinica do sistema ndoc perturbado.

O teorema 2.2 & uma extensfic do teorema 2.1, para este caso

mais geral.

Teorema 2.2

Se M(;) tem zeros simples, entd3o para ¢ > O suficientemente
pequeno, existe um ponto hamoclinxco transverso para a transformagio
de Poincaré na segdo w Se M(W) # 0 para ¢ e [0,T}, entad as
superficies invariantes Woe W (para a trajetéria homoclinica

perturbada) ndo intersectam.

Se a fungio de Melnikov parametrizada M(y,p), onde p € R', tem

3

Isto 6, para algum \ = T, 4(T) = 0, Dd(T} # 0.
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um zero quadrético

Mlz,u) = S Mz,m) = 0 (2.67)
dy
mas
42
— M(t,yb) # 0 (2.68)
dy
e
2 M(z,p) =0 (2.69)
dp " ’ ’
entdo Hy = pb+0{€) ¢ um valor de bifurcagdo para o gual ocorrem

tangéncias homoclinicas quadraticas.

Corelario 2.1

Se o sistema nio perturbado (2.1) ¢ Hamiltoniano,
trago Df(x) = m;i PR (2.70)
1

substituindo {(2.2) em (2.71),

trago Df(x) =

|
ja sd

(2.71)

e portanto

]
o

trago Df(x)

Entdo, para o caso Hamiltoniano, a integral de Melnikov (2.66)
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reduz-se A expressio (2.65).

Uma exposicio mais detalhada do teorema 2.2 pode ser achada em

2.3. CONCLUSOES

0 métode ¢ adequado para anallisar sistemas Jque possuem uma
érbita homoclinica, a qual ¢ modificada por uma perturbagdo periddica.
Ele estabelece condigfes para as gquals ¢ sistema tem um comporiamento
sensivel &as condigbes inicials, mas ndc garante a permanéncia de
trajetdria dentro de uma determinada reglic (atrator estranhe). Como
estas condigdes nfo sio necessdrias e suficientes, permitem explicar o
cemportamento cadtico de uma forma que nBo € geral. A utilidade do
métode depende do problema em particular, sendo possivel complementd-

lo com simulagles.
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CAPITULO 3

CAOS EM SISTEMAS DISCRETOS

A aplicacio de técnicas de andlise tals como o Método de
Melnikov, em sistemas continuos, pode ser uma tarefa drdua, ainda
para equagbes diferenciais de ordem dois (considere-se, por exemplo,
a andlise do PLL de segunda ordem, feita por Ende e Chua em {21}, Por
outra parte, as técnicas existentes para andlise de sistemas continuos
nic tém a generalidade suficiente para serem aplicadas em qualquer

sistenma.

Lorenz [21], estudando a convecglo de um fluide sendc aquecidoe,
cbteve como aproximacgio do sistema de equagles diferencials

parciais, o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordinarias:

5 .
i}

~-gx  + X
I i 2
¥ o= =X ¥ o+ XX
.2 13 iz
X = ¥ ¥ =~ D
3 172 3

Ele mostrou gue alguns dos aspectos cadticos do fluxo eriginal

podem ser conservados por uma equagio escalar discreta da forma

Xy = f(xk), onde f : R> R,

a qual descreve uma caracteristica escalar relevante do sistenma

original.

Esta foi wuma das motivacBes que levaram a Li e Yorke a

estabelecerem as condigdes para as quais um sistema descrito por uma
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recorréncia comporta-se em forma cadtica [12, 22). Posteriormente,
{23, 24, 25] Marotto obteve condigdes suficlentes para que um sistema
do tipo

= . h
X, o1 f{xk) onde £ : R=» R

seja caético [23, 24].

Shiraiwa e Kurata generalizaram o teorema de Marotte, de forma
que o teorema exposto por eles em {26] pode ser conslderado também
como uma generalizaglo do resultade de Smale sobre o ponto ho-

monoelinico transversal de um difecomorfismo.

Ushic e Hirail (29, 30} aplicaram os teoremas de Marotto e de
Shiraiwa e Kurata em sistemas de controle ndo lineares amostrados, e

obtiveram condigfes suficientes para gque um sistema seja cadtico.

Neste capitulo serd@o descritos os resultados mals relevantes
para a andlise de sisltemas discretos. Uma revisd3o mals detalhada pode
ser achada em i6], enquanto gue as provas dos teoremas enconiram-se

nas referéncias citadas.

3.1, cAOS EM EQUAGOES ESCALARES
Seja a equagio

x o= 1(x] (3.1}
k+1 x

onde f : J > J & continua e J ¢ um intervale € R, a qual descreve em

forma discreta o comportamento de um sistema dinamico.

Entdo definem-se

(%) :=x , {3.2a)

) = £UEN ), (3.2b)
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onde f%(x) denota a composicfio de f sobre si mesma, n vezes, e
n= 0, 1, 2,

Chama-se ponto periédico com perfode n a um ponto p tal que
pelep-~= f2(p), com p # fk(p) para 1 = k < n. Entende-se por ponte
periédico aquele ponto p que é periédico com perfodo n = 1.

]
Diz-se que um ponto g é eventualmente periédico se p = f (g} ¢

periédico para algum inteliro positive m.
Define-se um ponto r € J como assintoticamente periddico se

existe um ponte periédico p tal que

f(r} - £7(p) » 0 para n - ® . {3.3)

Para llustrar estas definigdes, suponha-se que X = f(ka

xi e R, & uma discretizagdo do sistema continuo

z = glz) (3.4)

onde 2z ¥ {x,y}T € RZ, g : Rz > Rz, com & trajetéria mostrada na Fig.

3.1, ne plano de fase X-Yy.

Fig. 3.1 Pontos de perfodo quatro.
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No exemplo, todos os pontos X, gerados pela seqgiiéncia fk(x} tém
periode quatro (para a discretizagic escolheu-se quairo pontos

arbitrédrios).

A Fig. 3.2, similarmente, ilustra um ponto eventualmente

perlddico, q.

p g x

Fig. 3.2 - Um ponto eventualmente periddico. p = fm(q) = fn{p),

com m = 4, n= 3.

A Fig. 3.3 mostra um ponto assintoticamente periddice.

Fig. 3.3 - Um ponto assintoticamente peridédico. Para n 5 =,

£(r) - £(p) = £(r) - p > 0.
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O teorema a seguir descreve uma situagdio na qual as iteragles

de um ponto sfo muito irregulares.

Teorema 3.%1 (Li e Yorke)

Seja J um intervalo € R e seja f : J » J continua. Suponha-se
que existe um ponto a € J para o qual os pontos b = f(a), ¢ = £%(a) e

d = f3(a} satisfazem

d=a<b<c foudza>b>c). {3.5)
Entao
{} para cada k = 1, 2, ... hd um ponto periédico de (3.1) em J tendo
periode k.

Mais ainda,

i1) h4d um conjunto nic contdvel S ¢ J, o qual ndo contém pontos

periédicos, que satisfaz as segulntes condigdes:

a) para cada p, g, € S com p#q,

1im sup 1fn{p) - fn(q)| > 0 (3.6)
N

e
iim inf |£7(p) - £(q)] =0 ; (3.7)
N3

b) para cada p € S e cada ponto periddico q € J,

lim sup | (p) - £ (q)}| > 0. (3.8)
o

Observagdes

(1) Da condigio (b) infere-se que o conjunto S ndo contém pontos as-

sintoticamente periédicos.
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{11) Se existe um ponto periédico de perfodo 3, entdo as hipdteses do

teorema sio satisfeitas.

Defini¢éo 3.1

Umn sistema descrito pela equacgfo (3.1), que satisfaz as Lgs.
(3.6)-(3.8) do teorema 3.1, ¢é chamado de caétice no sentido de LI

e Yorke.

Fsta definicic é diferente da estabelecida no capftulo 1
(definicdo 1.1). Discutiremos este teorema e as diferengas entre ambas

definicles.

A seguir interpreta-se o Teorema de Li e Yorke em forma intui-
tiva, através de dols casos particulares que satisfazem o teorema.
Nestes dois exemplos, ilustrades na Fig. 3.4, a equacgdc (3.1) contém
um ciclo de perfodo 3. Este tipo de grafico, em que representa-se

f(xk) versus x , é conhecido como mapa logistico.

i / 4
tix,) tix,)

|

|

&--...—.._._.......m._a.a
»”

L]

o

”*

| 75 UNEPRES WP

e
5 %o
{a)
Fig. 3.4 - Dois pontos de periodo 3, satisfazendo:

al x =% <X <% ; (b)lx =x > x >xX.
(a) 3 o 1 2 ? (b) 3 o 1 2

*
Examinande a vizinhanca do ponto fixo x da Fig. 3.4 (a),

observa-se que ¢ unico autovalor que caracteriza o sistema lineariza-
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*
do na vizinhanca de x , é malor do que um em médulo. Se o sistema

fosse linear, o comportamento das solugdes seria divergente (Fig.
3.5}.

oy

ol

OIS IR

*
Fig. 3.5 - LinearizagBo do sistema na vizinhanga de x .

No entanto, pels caracteristica nio linear do sistema, a ¢rbita

volta repetidamente & vizinhanga do ponto fixo.

0 tecrema de Li e Yorke estabelece gue para um sistema que
satisfaz a hipétese {3.5), verificam-se as teses (1) e (ii). A tese

(i) é eguivalente a dizer que f(xk), fatxk), f3{xkh ... contém um

ponto fixo (Fig. 3.6].

#x,) *lxy M(x
Xt £

Fig. 3.6 - f(xk) contendo pontos de todos os periodos.
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A tese (11}, (a) estabelece que hd um conjunto incontdvel de
pontos aperitddicos tal que duas O6rbltas geradas a partir de con-
digdes inicials diferentes nfo convergem a uma mesma O6rbita, mas
podem-se aproximar a uma distancia Infinitesimal em alguns dos pontos
(Fig. (3.7)}).

A B e o e e e
['2 ) p——— ]

0 e e

W S A -
PRy T

Fig. 3.7 - Duas ¢rbitas cadticas podem-se aproximar infinitesimalmente
em alguns pontos Epamqs, psqu), mas nac CONVEergem a uma

mesma Srbita.

Frnt3c, & partir de duas condig¢fes iniclais arbitrariamente
préximas  geram-se 6rbitas diferentes {sensitividade &s condigles
iniciais).

A tese (i1), (b}, indica que para cada ponto aperiddico p e
cada ponto periddice g, as 6rbitas geradas a partir desses pontos
nunca convergem, ou em outras palavras, um ponto aperiddico nio ¢é

sequer assintoticamente periddico (Fig. 3.8},
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Fig. 3.8 - A ¢rbita gerada a partir de um ponto aperiddico néo
converge assintoticamente & drbita gerada a partir de um

ponto periddico.

Apesar de gque na majoria des casos as fungbes cadticas no sen-
tido de 1i e Yorke comporiam-se da forma ilustrada na Fig. 3.7, Du
[27] mostrou que existem fungdes cadticas no sentido da definigdo

3.1, as quais nio sic pseudo-aleatdrias no seu comportamento.

Du provou que, para cada inteiro n > 1, existem fungbes conti-
nuas £{x) : [1,n] » [i,n] tais que elas contém pontos periddicos de
periodo 3, mas com a propriedade de que gquase todos os pontos de f1,n}
sdo mapeados no ponto periddico x = 1 de f com perfodo n depois de um
pimero finito de iterages sob f. Ou seja, quase todos os pontos de
[1,n] s3oc eventualmente periddicos, sendo que a érbita eventualmente

periédica € a mesma que a orbita do ponto x = 1, o qual tem periodo n.
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oClewn.

14

[ T —
[ ) e -
[27 ) S
B i i v o o e
F2. ) S —

Fig. 3.9 - Duas ¢érbitas eventualmente periddicas coincidem com uma

¢érbita peridédica apdés um numero finito de iteragdes.

Num caso come o da Fig. 3.9, para efeitos préticos, em auséncls
de ruido, o sistema comporta-se como periddice. Este tipo de comporta-
mento em alguns sistemas cadticos tinha sido observade j& por Li et
al em [22]. Através de um exemplo, no qual existe uma 6rbita de
periodo trés, mostra-se que a <¢rbita aparentemente periddica pode ser
destruida com quantidades de ruifdo t&oc peguenas guanto 0.1%. Du
sugere, entdo, a possibilidade de classificar as f{ungfes cadticas

desde o ponto de vista fisico.

Isto leva-nos a uma questdo importante, a saber, que nem sempre
hd uma correspondéncia entre o comportamento observado a partir de um

numere finito de amostras, e a caoticidade das equagbes.

E o caso na teoria ergédica, na qual deriva-se grandezas que

caracterizam o sistema a partir de dades observados ou simulados.

A caoticidade do sistema pode se revelar no comportamento
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somente sob certas condicgfes, que podem ser o estado inicial dentro da
base de atracfo de algum atrator estranho, ou como no caso discutldo
por L1 et al., uma pequena quantidade de rufdo que faga o papel de
"gatilho". Como ¢é possivel que existam védrios atratores num mesmo
sistema - alguns deles esiranhos e outros ndo - dependendo da base de
atragio na gqual fique a condig8o inicial, a trajetdéria pode evoluir
para um comportamento pseudo-aleatério ou ndo. O ruido, mesmo sendo
desprezivel, pode mudar a trajetdéria o suficiente para colocd-la numa

outra base de atragio.

Uma segunda guestfio € que segundo a definigio de caos bhaseada
no cédlcule dos expoentes de Lyapunov {definigdoc 1.1}, um sistems

instével4 ¢ considerado como cadtico, pols possui pelo menos um

expoente de Lyapunov positivo. Pela definig8c de LI a Yorke, um

gsistema instédvel ndc necegsariamente satisfaz a condigéo
lim inf|fh(p}-fn(q}| = 0 com p, ¢ pontog aperiédices, e entlo néo
i ~Hoo

¢ cadético no sentido de Li e Yorke. Este conira-exemplo € suficiente
para mostrar que ambas definigfes sio diferentes. Contudo, as duas
sdo freqlientemente usadas na literatura, dependendo a sua utllidade

de cada problema em particular.

Feitas estas consideragdes, utilizaremos a definigdo de L1 e
Yorke na exposicic dos teoremas gque seguem neste capftulo. Ditos
teoremas referem-se, precisamente, ao comportamento cadtico no sentide

de Li e Yorke.

Tecrema 3.2 {Cono, [281)

Se existe um ponto periddico com periodo diferente de 1, 2, 4,

8, ... na 6rbita gerada pela Eq. (3.1), entdo ela ¢ cadtica.

4

Entende-se aqui Sistema instivel comoc um sistema tal que nfo possul
pontos de equilfbrio eutiveis segunde a definlgio de Lyapunov: "L
ponte de equilfbric xe é estével se e somente wme para csda ndmero resal
€ >0 existe um ntmero real a(e,to) tal que lp0~xJ| £ 5 ==

- = |e‘
[t @ (x,t) - x]| =& Vieze
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Teorema 3.3 (Li et al, [22])

Suponha-se que existe um ponto inicial x tal que €é vdlida a
hipétese

i x) < x < £(x), (3.9)

para algum n > 1, com n fmpar. EntSc existe um ponto periédico com

periodo k impar onde 1 < k = n e n/k € um intelro.

Corolario 3.1

Se existe um ponto periédico de perfodo Impar, ent8o pelo

tecrerma 3.2 o comportamento de {3.1) é cadtico.

Observa-se que para n=3, a condigdo (3.9) é menos exigente que
a hipétese do tecrema 3.1. A condigdo fM(x) < x < f(x) pode, entdo,
ser usada para verificar a caotlicidade de uma érbita obtida experimen-

talmente ou por simulagdo.

3.0 CAOS NO ESPACGC R

F.R. Marotto generalizou o teorema de Li e Yorke,

estabelecendo condi¢des suficientes para que o sistema descrito por

— . . n k13 =
X, = f(xk) i f: R >R , k=0,1, ..., (3.10}

seja caético [23, 24]. Antes de estabelecer o teorema de Marotto,

apresentaremos algumas definigbes.

Assuma-se que a funclo f ¢ diferencidvel em um conjunto V e que
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z € V é um ponto fixo de f. Se todos os autovalores de Df (z) forem

malores do que um em norma, entfo para algum s > 1 er > 0,
fEx) - £y > s Jx-yf v x, y € B (z), (3.11)

onde Br(z) representa a bola fechada em R", de raio r e centrada em

z, e |x|| denota a norma euclidiana usual € R".

fx)-fy)

4§ {y}

Fig. 3.10 - Se todos os autovalores de Dfl{z) forem malores do
que um em norma, o fluxo é expansivo em todas as dire-

¢Bes, na vizinhanga de z.

Este comportamento ¢ wvélido localmente, na vizinhanga de z, €
significa, em ocutras palavras, que na proximidade do ponto flxo z o
fluxe €& expansivo em todas as diregdes, de forma que qualsquer que

se jam os X,y escolhidos, obtém-se

fix)-fly) > 8, coms > 1. (3.12)
X-y
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Em partlcular, se y=z,
£ (x)-2}| > fIx-z|| Vxe Br(z), {3.13)

ou seja, f "expande" Br(z).

Fig. 3.11 - Qualquer que seja a escolha de x, [[f(x)-z}| > |jx-2| .
indicando que o fluxc € expansive em todas as diregbes

na vizinhanca de um ponto fixo expandido.

Entdc, define~se z € R" como um ponte fixe expandide de f € Br(z), se
f ¢ diferencidvel € Br(z), se z=f(z) e se todos os autovalores de

Df (%) excedem 1 em norma ¥ X € Br(z).

0 ponto fixo expandido z ¢ chamado de snap-back repeller se

existirem x € Br(z), com X ¥z, € um inteiro M tal que:

f“(xo) =z, (3.14)

btk )| = 0, (3.15)
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para algum intelro positivo M, onde }Dfu(xo)[ denota o determinante de
DE"(x ).

Fig. 3.12 - Snap-back repeller. Existe x°¢z € Br(z} tal que fH(xo):z.

Teorema 3.4 (Marotto, [23), [241, [25])

Se f possuir um shap-back repeller, entido (3.10) & cadtica,

isto €, existe

i)

ii)

um inteiro positive N tal que para cada inteiro p z N, f tem um

pontc de periodo p;

um conjunto ndo contdvel s contendo pontos ndo periddicos de

tal que:
a) fIS] ¢ S, {3.163}
b) para cada X,y € S com x # ¥y

lim sup J£(x) - £5(y3]] > O, (3.17)
k-0

¢) para cada x € S e qualguer ponto periddico v de f

lim sup “fk(x) - fk(y)ll >0 ; (3.18)
K->
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111} um subconjunto nfoc contdvel So de S tal que para cada X,y € So:

lim inf JF5(x) - £5(y)] = 0. (3.19)
k-0

E interessante notar a analogla deste tecrema com o resultade
de Smale [14], visto no capitulo 1. O resultado de Smale estabelece
gue a existéncia de uma drbita homoclinica transversa, onde a drbita
converge a um ponto fixo hiperbdlico para t 2 w e t 3 - », implica a
existéncia de um ndmere infinito de pontos periddicos de diferentes
periodos (Fig. 3.13a). Como o ponto fixo x* ¢ hiperbdlico, os
autovalores de DP(x*) sfo maiores ou menores (estritamente) do que 1,

el noTma.

(a)

Fig. 3.13 - (a) Orbita P-homoclinica a um ponto fixo tipo sela
(Smale).

{(b) Orbita homoclinica a um snap-back repeller (Marotto].

No tecrema de Marotto, a dérbita homoclinica converge a um ponto
fixo expandide para k 5 -w, lsto é, na vizinhanga do ponto fixo z
todos os autovalores de Df(x) sfo maiores do que 1 em norma. Da mesma
forma que no caso da ¢rbita P-homoclinica, robusta ante pequenas
perturbacdes de P, a existéncia de um snap-back repeller € uma
propriedade robusta para pequenas perturbagfes de f.
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Como a determinacfo da exlsténcia de um snap-back repeller é
mais simples do que a prova da existéncia de uma ¢rbita homoclinica
transversal, sfo uteis alguns teoremas propostos por Marotto em [24].
Eles permitem determinar, em alguns casos, a caoticidade de um sistema
a partir da prova da existéncla de um snap-back repeller em um sistema

de dimensio menor.

Teorema 3.5

Seja a equagdo

A - (3.20}

X = f(x, b x
k 1 k-1 = k-m

k+1

uma perturbacgdo da equagl8o escalar

X = f(xk, 0, ..., 0 (3.21)

m+1

onde bi e xk el R ef: R -5 R & continuamente diferenciavel.

Entio,

i} Se (3.21) tem um ponto estdvel de perilodo p, entdoc (3.20) tem um

ponte estdvel de periodo p para todo |b1[ < g, para algum £ > 0.

ii) Se (3.21) tem um snap-back repeller, entlo (3.20) tem uma dérbita

homoclinica transversal para todo ibii < g, para algum € > 0.

Teorema 3.6

Seja a dinimica de um sistema do tipo

»
H

ot f(xk.byk} (3.22a)

g
H

oy = Blexy ) (3.22b)
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uma perturbagic do sistema desacoplado

>
]

o1 f{xk,G) (3.23a)

«
u

ol g(o, yk) (3.23b)

onde f,g : R° 5 R sio diferencidveis e b, ¢ pertencem aos reals e séo

aproximadamente iguals a zero.

Entdo s8o vdlidas as afirmacdes seguintes:

i} Se (3.23a) tem um ponto estdvel X de perfodc p, e (3.23b) tem um
ponto estédvel Y, de periodo q, entdo existe € > 0 tal que (3.22)
tem um ponto estavel (x(b,c), y(b,cl)) com periodo igual ao minimo
miltiplo comum de p € q (MCM(p,q)) para todo |b|, |c| < £. Neste
caso, x(b,c) e y{b,c) sfo fungbes continuas de b e c, unicamente

definidas, com (x(0,0), v(C,0)) = (Xo,yoﬁ

i1} Se um dos problemas (3.23a) ou (3.23b} tem um snap-back repeller
e o outro tem um ponto fixo instdvel, entdo (3.22) tem um snap-

back repelier para quaisquer |b|, |c| < ¢ para algum ¢ > 0.

iii) Se um dos problemas (3.23a) ou (3.23b) tem um snap-back repeller
e ¢ outro tem um ponte fixo estédvel, entdo (3.22) tem uma drbita

homoclinica transversal para todo |b}, lc| < e, para algum £ > 0.

Shiraiwa e Kurata [26]} generalizaram o teorema de Marotto; as
conclusdes obtidas por eles podem ser também inierpretadas como uma
generalizaglo do resuliado de Smale f14]. Shiraiwa e Kurata provaram

o tecrema seguinte:

Teorema 3.7

Seja M uma superficie suave de dimensfio n. Seja f : M > M uma

transformacdo de classe CI, se ja z, € M um ponto fixo hiperbdlico de
f, e sejam W;'oc(zo), e W:oc{za} as superficies localmente instdvel e

estivel de f enm z . respectivamente. Se forem satisfeitas as
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condliges seguintes:

1) u=dim W (z) >0 ;
loc o

11) existe um ponto z € H‘;Oc(za) (zlaﬁzo) e um inteiro positivo m tal

‘ .
que f‘(zi) € Wloc(zo},

111) existe um disco de dimenso u, B" ¢ w‘:oc(zo). tal que B” ¢ uma
vizinhanga de z em W _ (z), f|B": B s>mM | B : B M
C W?oc(zo), e (BN tem  uma intersecgic transversa com
W' (z ) em £(z),
loc o 1

entioc f ¢ cadtica no senso de Li e Yorke.

As condicgbes 1), 11} e iii) sBo ilustradas na Fig. 3.14.

{a) {b}

Fig. 3.14 - Condigdes para que f seja cadtica. {a) A dimensdo da
superficie Instdvel deve ser positiva {ou seja, h& pelo
menos um autovalor de Df(zo) maior do que um em norma),
e um ponte homoclinico transversal f'(zz}. {b) H4& um dis-

co B ¢ W (z) tal que £(BY) € W (2}, e a
oc o ioc o

1
interseccio do disco f (BY) com H’:oc(zo) é transversa em

f'(zl}.
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Observagles

1. O tecrema ¢ valldo se f: M > M é de classe ¢* na vizinhanca de 2z
]
e na vizinhanga da orbita de z.

2. Se u = dim M, ou em outras palavras, se a dimensZo da superficle
estdvel é zero, entio f'(zl) =z Z ¢ um snap-back repeller e o

teorema reduz-se ao teorema de Marotto.

3. Se f é um difeomorfismo com f‘(zz) * oz, entio f"(zil é um ponto
homoclinico iransverso, e o teorema generallza o resultado de

Smale,

3.3 CcAOS EM SISTEMAS DE CONTROLE AMOSTRADOS

T. Ushic e K. Hirai [29, 30] wutilizaram uma aplicagio do
teorema de Marotto (M. Hata, [31], para provar a existéncia de caocs
em sistemas de controle amostrados néoc llneares. Eles mosiraram que
existe um periocde de amostragenm T* tal que alguns sisiemas de controle
amostrados com pericode de amostragem T sBo cadticos para todo T 2 T*.
Os teoremas a sepgulr estabelecem as condigdes suficlentes para =

existéncia de caos.

3.3.3. Cavs em sistemas de controle amostrados com realimentaclo de

estado

Seja o sistema de contrele amostrado com realimentacdoc de

estado descrito por

x(t) = Ax(t) + Bult) (3.243)
y(t) = Cx(t) (3.24b)
u{t) = r~f{x{kT)) . kT = t = (k+1)T, k=0,1, ... (3.24c)
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mostrado na Fig. 3.15, onde x(t) € R", y(t) e R®, u(t) e R,
A€ R“xn, B e Rﬁxl, Ce Rnxn, r € Rl, f: R Rl é um mapeamento con-
tinuamente diferenclidvel, e T é o perfodo de amostragem. Assume-se gque
det A#0. {Esta restricfc Iimplica que nic sfo considerados processos

com polos na origem).

r + T M“" :“' _ y x= Ax + By ¥
order: 2am y = Ca
f{x}) jro X

Fig. 3.15 -~ Sistema de controle ameostrado com realimentaclo de estado

Sejam x{k} = x(kT), y(k}) = y(kT} e u(k) = u(kT), entdo da solugdo do

sistema linear x = Ax + Bu (com u degrau de valor u(C)}),

| 14 AL
e

x(t) = e (o) + AV [ef -1 BwO), tzo (3.25)

mais as equagdes (3.24b) e (3.24c), obtém-se o sistema discreto

x(k+1) = e x(k) + a"! [* - I] B ulk) (3.26a)
y(k) = Cx(Kk) (3.26b)
ulk) =1 - fix(k)) , ' {3.26c)
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onde I é a matriz unitéria n x n.

Reescrevendo a equagdo (3.26) na forma

x(k+1) = G(x(k) ;T ) (3.27)
onde

Glx(k) ; T) = x(k) + (" = I} F(x(k)) (3.28)
e

Fix(k)) = x(k) + A" 'B{r-f(x(x)) , (3.29)

I

entdo F R® 5 R e G : R x R+ - Rn, onde R+ representa os reais

PO ar e . : n
positivos, s#o mapeamentos continuamente diferenciavels, porque f: R

n . . .
» R’ é um mapeamento continuamente diferencidvel.

*
Temos entdo que qualquer ponto fixo v da Eq. (3.27) satisfaz
* *
v =G(v ; T), ou

* *

v o=y o+ T o) R (3.30)

e como det{e’’-1) # 0, dai decorre que

F(v') =0 (3.31)

*
é uma condigio satisfeita por qualquer ponto fixo v da Eq. (3.27).
*
Isto significa que qualquer ponto fixo v € independente do periodo de

amostragem.
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Teorema 3.8

Seja f : R > R" um mapeamento continuamente diferenciavel, e
assuma-se que as duas condigBes seguintes sfo satisfeitas:

* *
i} O sistema (3.27) tem dois pontos fixos v e w tals que

¥ *
det DF(v ) # 0, det DF(w } = 0 £3.32)
11) A parte real de todos os autovalores de A ¢ positiva.

*
Ent3o, existe um periodo de amostragem T tal que (3.27) €

#*
cadtica para todo T > T .

Embora o teorema 3.8 estabeleca as condigdes para gue o
sistema seja cadtico, com f sendo qualquer mapeamento continuamente
diferencidvel, ele dificilmente poderia ser aplicado na pratica. A
condicdo ii) estabelece que o processo linear ¢ instdvel, mals ainda,
ele gera energia. A utilidade dele provém do fatoc de ele provar que
existe um snap-back repeller, e da possibilidade de utillzd-lo num
subsistema de dimensio menor. Esta idéia ¢ aplicada no teorema a

seguir, o gual considera o caso com realimentacéo de saida.

3.3.2. Caos em sistema de controle amostrados com realimentaglo de

saida

Considere-se um sistema da forma

. x, (t) A, O x (t) B,
x(t) = . = ! + u{t)
xzﬁt) 0 A2 xz(t) Bz
(3.33a)
y(t) = [C1 C2] x(t) (3.33b)
ult) = r - f{y(kT)), kT =t < (k+1) T, k=0, 1, ...,
{3.33¢c)
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n n X0

onde x (t) €eR' , ult)e R, vyt eR , A eR’'
nixl mXn,
B €R . C €R (i=1, 2) , n +n_=n .
i 1 i 2
£ R > Rl ¢ um mapeamento continuamente diferencidvel e T ¢ o

periodo de amostragem. Suponha-se que a parte real de todos os

autovalores de A1 é positiva, e que a parte real de todos os

autovalores de A, é negativa. Com x(k} = x(kT) e xi(k) = x!(k) para
i=l e i=2, pode-se reescrever a Eg. (3.33) como
% (k+1) g (x (k) , x (k) ; T, C)
x(k+1) = = | o x0T 5 ol (3.34)
xz{k+2) ga(x}(k ;% ; » B, C,

onde
AlT - AiT
gl(xi, X, T, C2) =e X ¢ Ai e "11} Bi{r—f(C1 x. o+ Ca xa}),
{3.35a)
AZT " AZT
ga(xi, X3 T,Bz, Cz) =e " x + Az (e ~12} Bz(r-f(Cix1 + szzl),
(3.35b)
e I1 dencta a matriz unitaria noxn. Com X = {XI xz}r, onde
By
X € R ~ para i=1, 2, define-se
gx,x ;T C)
Gx; T, B, C) = 1 2 . (3.36)
g(x, x,; T, B, C)
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*
x1Ek+1) = gl(xl(k) i T) (3.37a)
-
xa(k+1} = gz(xa(k) s TY (3.37b)
onde
. AT L AT
gi(k+1) = g (x VX T, 0) = e X, * A1 (e *II} 81{r - f(C1x1})
(3.38a)
e
. AT
gz{k+1) = gz(xl,x2 ; T, 0, 0) = e X, (3.38b)

Como a parte real de todos os autovalores de Az é negativa,
n
entio (3.37b)} tem um dnico ponito fixo estdvel 0 € R 2 para qualguer

numero positivo T.

Lema 3.1

n
*
Se o subsistema (3.37a) tem um snap-back repeller v €R !

para algum numero positivo T, entfo o sistema total (3.37) € caético.

Teorema 3.9

Se o subsistema (3.37a) tem um snap-back repeller para algum
nimero positive T, entdo o sistema (3.34) € cadético para toda
"an < ¢ e toda "Czu < € para algum numero positive €, onde |||

denota a norma da matriz, induzida da norma euclideana de um vetor.
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Colorario 3.2

Dos tecremas 3.8 e 3.9, se o subsistema (3.37a} tem dois

* * * »*
pontos fixos v e w tals que det DFliv ) = 0 e det DFi(w ) # 0, onde
Fi{xl) =x +A’'B {r f(Cixi)} , (3.39)

» »
entdo existe um periodo de amostragem T tal que para todo T > T, o
subsistema {3.37a) ¢ casdtico e o sistema (3.34) é também cadtico para
toda nszﬂ < g e toda “Czu < ¢ para algum numero positivo e.

0 tesrema 3.9 e o coreolario 3.2 permitem, para um sistema que
contém uma planta linear que possa ser desacoplada num subsistema
estivel e um subsistema instével, verificar a existéncla de um snap-
back repeller em um subsistema de dimensio menor e dal deduzir a

existéncia de caos no sistema.

Para um sistema no qual o elemento ndo linear ¢ descrito por
uma funclo linear por partes, as condigbes para que © sisiema seja

cadtico sioc menos estritas.

Dadc um sistema de controle discreto no tempo com realimenta-

gido de saida, da forma

[ x1(k*1) } = [ A11 A12 } { Xxik} } + [ 81 } u{k) (3.40a)
x2(k+1} A21 Aza xz(k} 82
y{k) = [C1 Czl x(k} {3.40b)
ulk) = r - f{y(k)) , (3.40c)
It

onde x (k) € R YLoxk) = Ix ()7 xz(k)"l" , yk) € B*, ulk) e R,

n XD n x1
A €R I B €R , C € R

y (i=1, 2), reR e f: RR+R &

uma funcio linear por partes, considere-~se o subsistema de dimensdo

menor

93



xl(k+1) = Aiaxi(k) + Biir - f(Cixlfk))] . (3.41)

Entdo, o teorema seguinte dd as condigBes para que o sistema (3.40)

seja cadtico.

Teorema 3.10

Se (3.41) tem um snap-back repeller e os valcres absolutos de
todos os autovalores de A22 sdo menores do que 1, entdc existe um
nimero positivo £ tal que (3.40) é cadtico para qualsquer Azz e C2

tais que HAIZH <ge “Can < g,

Para um sistema de controle amostrade, linear por partes,

descrito por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.42a)
y{t) = Cx(t) (3.42b)
u(t) =1 - f(y(kT) , kT = t < (k+1) T, kK =0, 1, 2,

(3.42c¢c)

onde x(t) € R°, u(t) e R, y(t) e B, r e R, A, B e C s&o matrizes
de dimensfio apropriada, T é o periodo de amostragem, e assumindo que
nenhuma das partes reais dos autovalores de A seja zero, (3.42) pode

ser reescrito como

x(k+1) = e x{k) + A e*T- 1) Bulk) (3.43a)
yik) = Cx(k) (3.43b)
uk) = r - £(y(k)) , (3.43¢)

onde x(k) := x(kT), y(k) := y(kT), e wu(k) := u(kT}).

Entio o lema 3.2 fornece as condicdes suficientes para que o
sistema (3.43) seja cadtico.
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Lema 3.2

Seja a funglo ndo linear f, de (3.42), tal que f : " 5> R ¢

diferencidvel por partes, e suponham-se as condi¢fes seguintes:

* » * »* *
i) O sistema (3.43) tem dois pontos fixos v e w, v 2w, DG(v } e
#* * *
DG(w ) existem, det DG(v } # 0, e det DG{w )} 2 0, onde

G(x) = x + A 'BIr-f(Cx)] . (3.44)

ii) A parte real de todos os autovalores de A é positiva. Entio,
»

existe um perifodo de amostragem T > O tal que, para qualquer

*
T>T, (3.43) tem um snap-back repeller e portanto é cadtica.

Sem perda de generalidade, é possivel definir

x {k} A1 ]
x{k) 1= , A = .
xztk) 0 A
2
Bl
B = s C = { C C] 3
B
2
ni nixni nlxi
onde x (k) € R, A €R , B, €R . eC e R (i=1, 2).

Assuma-~-se que a parte real de todos os autovalores de Ai ¢ positiva
para A1 e negativa para Az’ e que T : R® + R' & linear por partes. En-

tdo, definindo para i = 1, 2

AT AT

i oot -1, 17 _
gl(xi, X, T, Cz) P x, + A1 {e 11) Bi [r f(Clx1 + sza)}.

onde Ii é¢ a matriz unitaria de dimensdo nxn, a Egq. (3.42) ¢
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reescrita como

xi(k+1} gl(xl{k), xsz) : T,Cz}

1} = = . 3.45
x(k+1) x, (k+1) g,(x, (K), x,(k) ; T,C,) ( )
Com C2 = (0, da Egq. (3.45) obtem-se

*
xl(k+1) P = giixi(k) T, (3.46a)
x (k+1) i= g (x (K), x,(K) ; T) . (3. 46a)

»* *
onde gi(.) e gzi.) s8o definidos como

Aplicando o Teorema 3.10 a Eg. (3.45), deriva-se o Teorema 3.11, que

estabelece ag condigfes para gque o sistema seja cadtico.

Teorema 3.11

*
Se (3.46a) tem um snap~back repeller para T = T , entdo existe

#*
um numero positivo e(T ) tal que o sistema descrito pela Eq. (3.45),
* *
com T=T , é cadtico para qualquer C  tal que HCZH < e(T ).
Corolério 3.3

Seja

- m1 ™
Gl{xl) =X, + A1 B1 [r f(Clxi}},
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E * L E ]
com (3.46a) tendo dois pontos fixes v e w tais que v # w . Suponha-

n, n, * » *
se que G1 : R* 2 R ¢é diferencidvel em v e w , e gue DGi{v Y} o= 0,

*
DGitw ] # Q.

*

Entdo existe um periodo de amostragem T tal que, para teodo

T > T*, h3 um nudmero positivo €(T) de forma que (3.45) € cadético para
qualquer C2 que satisfaga a condigéo “C2“ < g(T).

3.4, CONCLUSOES

Dado um sistema descrito por uma equagio discreta, o8 teoremas
apresentados permitem obter condigdes suficientes para a exisiéncia de
caos, a partir de um caso especial de érbita homoclinica transversal:

o snap-back repeller.

Provar a existéncia de um snap~back repeller & mals simples do
que provar a existéncia de uma érbita homoclinica transversal, mas em
contrapartida as condigbes suficientes s8o mals restritivas que no
caso geral. Através do método de Melnikov, descrito no capftulo 2, ¢
possivel provar a existéncla de caos em um sistema continuo que tem
autovalores positivos e negativos, enquanto que o tecrema de Marotto
exige que o sistema discretizado tenha todos os autovalores maiores do

gue um em norma.

Daf a utilidade dos tecremas anteriores, «que permitem, dadas
certas condigdes, provar a existéncla de um snap-back repeller ou
de uma oOrbita homoclinica transversa, baseando-se na anélise de um
subsistema de dimensio menor. Se for possivel considerar o sistema
total como uma perturbagio do subsistema de dimensBo menor, entdo a
existéncia de um snap-back repeller no subsistema determina

comportamento cadético no sistema todo.

Estas idéias s3o aplicadas no estudo de sistemas de contirole
amostrados, para os quais sdo obtidas as condigdes suficientes com

base na andlise dos autovalores do sistema linear (realimentado
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através de uma funcfo nio linear), e da linearizaglio do sistema nos
pontos fixos. (Isto evita analisar os autovalores do sistema discreti-
zado na vizinhanca dos pontos fixos). As condigSes obtidas para
sistemas com realimentacdo de estado s8o pouco préaticas, engquanto que
para sistemas com realimentaglio de safda obtém-se requisitos menos
estrites, especialmente no casc em que a fungic que descreve a

realimentagioc é linear por partes.

H4a, ent8o, véarias possiblilidades para a andlise de sistemas

discretos:

a) provar a existéncia de um snap-back repeller na equagio discreta,
determinandc os valores dos parmetros para os quals todog os
autovalores sio malores do que um em horma na vizinhanga de um

ponto fixo (Teorema de Marotto);

b} provar a existéncla de um snap-back repeller em um subsistema, e
provar gque o sistema total pode sger considerado como uma

perturbacdsc do subsistema;

c) no caso em que o subsistema € de dimensfo um, pode-se provar a
existéncia de caos pelos teoremas de Li e Yorke, de Oono ou de Li

et al.;

d} se o sigtema discreto puder ser modelado como um processo linear
realimentado por uma fungBoc ndo linear, onde a discretizagdo €
cbtida por amostragem, pode-se utilizar os teoremas desenvolvides

por Shiraiwa e Kurata.

{Obgerva-se gque em todos os teoremas apresentados neste capitulo
sio obtidas condicgbes suficlientes para a existénelia de caos, isto é,
dados determinados valores dos parametros € possivel garantir que o
sistema & cadtico, mas a regidoc do espago de par&metfos para a qual
provou-se que existe caos pode ndo ser a tdnica. A determinagdo de

condicBes necessdrias e suficlientes ¢ atualmente objete de pesquisa.

No caso do sistema PLL-dual, objeto deste estudo, a andlise do
sistema como recorréncia discreta ¢ uma das possiblilidades, porque
existe nele um sinal discreto, interagindo com 3 ndo linearidade do
sistema. Isto pode causar comportamento cadtico, ainda com um modelo
de ordem dois, como ¢ o caso do PLL de segunda ordem, que serd anali-

sado com detalhes em capitulos posteriores. Em sistemas ndo lineares
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discretos, em geral, pode existir caos em uma recorréncia escalar. No
caso de sistemas com modelo continuo, para que exlsta cacs, 4
necessdrio que a dimensfo do sistema auténomo seja pelo menos trés,
Daf que em modelos continuos de ordem dois seja necessdrio procu-
rar a origem do comportamento cadtico em  alguma perturbagio, dque

acrescente mais uma dimensdo ao sistema.

As técnicas estudadas até aqul permitem, entdo, dado um modelo
continuo ou discreto, determinar condigSes suficientes para que o
sistema modelado seja cadtico. A questdo segulinte é: ¢ possivel, dada
uma simulagio - normalmente mals complexa e préxima & realldade do que
o modelc empregado na andlise - ou simplesmente cobservandc o sistema
real, determinar se este ¢ cadético? Pode-se guantificar o caos?
Imagine-se o caso seguinte: da amostragem de uma das varldvels do
processo controlado, observa-se que o sistema comporta-se de forma
aparentemente aleatéria. O sistema depende de um nimerc grande de
varidveis (quatro j& ¢ um numero excessivo para se tentar a andlise
pelas técnicas vistas até aqui), e nem sequer ¢ possivedl amostrar
todas as varidveis. Entdo, para eliminar o comportamento "aleaidrio" €
preciso determinar a origem: ruido estocdstico ou caos? Se for caos,
que parametros afetam a "quantidade" de caos observada? O capfltulo
seguinte estuda o cacs no sistema baseando-se no comperiamento de um

sistema real ou de um modelo,
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CAPITULO 4

TEORIA ERGODICA DE CAOS [11]

Considere-se novamente o exemplo da transformaglo de Hénon,

descrita pela Equagdo 1.1. A Fig. 4.1 lilustra os pontos gerados pela

transformacio a partir de uma condigfo inicial arbitraria.

Fig. 4.1 - O atrator de Hénon.
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Apesar da complexidade geométrica do atrator e da aparente
aleatoriedade da seqiiéncla de pontos {xk,yk) em funcio do tempo, a
figura caracteristica do atrator de Hénon repete-se independentemente
da condig8o inicial escolhida, mostrando uma distribuiclo de pontos

muito particular.

Esta peculiaridade dos atratores gerados por um conjunto de
equacdes deterministicas, sugere que eles podem ser estudados a partir
de um mumero finito de amostras das varidvels de estado do sistema.
Desta forma, € possivel medir as caracteristicas relevantes do

atrator, tratande os pontos de forma estatistica.

0 peso dado & medigio de uma caracterisitca ¢(x) em cada
regifio do espago, e utilizado no cédlculo da média no espaqo,f pldx)}
¢(x), é uma medida p(E), onde p €e R e E ¢ um subconjunto de pontos de

m

R".

Se a medida satisfaz a condigdo
p [£79EN = pE) , t >0, (4.1)

onde Ec R e £ (E) & o conjunto obtido pela evoluglBo de cada ponto

de E em tempo reverso, entfio ela é chamada medida invariante.

| ; o
|
p[f"t(E)] 4
-t

Fig. 4.2 - A medida invariante é a mesma em qualquer instante de

tempo.
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Se p for uma medida em A, onde A € o conjunto dos pontos do
atrator, tal que p descreve a freqiiéncia com que as diferentes
regides do atrator s8o0 visitadas pela trajetdéria do sistema, entdo

diz~se que p é uma medida de probabilidade em A.

Seja p uma medida de probabllidade invariante, se p ndo pode

ger representada por

(4.2)

onde Py #* Py com p e p, medidas de probabilidade invariante, entdo

diz-se que p é ergddica.

Teorema 4.1 (Teorema ergédico}

Se p for ergédica, entdo para qualquer fungio continua p,

1 T
1in 1 J' o [x()] dt = j pldx) ¢(x) . (4.3)

para quase qualquer condigfo inicial x(0).

Entso, interpretande a Eq. (4.3), uma meédia temporal &
equivalente a uma média sobre o espago. Estabelece-se a Iigualdade
(4.3) para "quase qualquer condigdo inicial" porque a medida p ¢
determinada para os pontos do atrator, e entdo x{0) deve pertencer &

base de atracfo do atrator A.

Uma conseqiiéncia de considerar um intervalo de tempo infi-
nito para a média temporal da Eq.(4.3) ¢ que os transitérios ndo
afetam a média. O estudo da geometiria do atrator ¢ simplificado,e
pelo teorema ergédico, suas propriedades podem ser obtidas a partir

dos pontos gerados por uma uUnica trajetdria.

Em termos de um experimento ou de uma simulacgdo, pode-se

escolher um T finito suficientemente grande e uma condig8o inicial

qualquer dentro da base de atragio do atrator, para gerar um conjunto

de pontos que é representativo da geometria do atrater. A simplifica-
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cio ¢ enorme, Jj4 que evita considerar o conjunto de solugdes (com os
seus respectivos transitérios) para as diferentes condigfes Iiniclais

possiveis.

Da teoria ergddica de caos, sdo muito udtels os conceitos de
dimensic e os expoentes de Lyapunov, que s3o discutldos nas segdes
gsepuintes. Um outro ponto de interesse é a reconstrucdo de um atrator
a partir de uma componente do vetor de estadc. A reconstrucgio permite
obter a dimensdoc ou alguns dos expoentes de Lyapunov sem um conheci-
mento prévico do modelo exato do sistema, a partir de um numero finito

de amostras de uma das varidveis de estado.

A tecria ergédica permite, entd8o, uma caracterizaglio do
sistema a partir da observagdo da evolugdo das varldvels. Uma aplica-
cio imediata €é na diagnose: dado um comportamento aparentemente
aleatério em uma das varidvels de estado, determina-se se o sistema ¢

cadtice e quanto.

4.1, DIMENSAO DOS ATRATORES [13,32]

Uma forma de definir a dimensdo de um atrator poderia ser a
seguinte: o atrator ¢ de dimensdo n se, na vizinhanga de qualquer
ponto, localmente for difeomdérfico a um subconjunto aberto de R". Por
exemplo, um ponto de equilibrio ¢ de dimensfo zerc, um ciclo limite

tem dimensdo 1 e um tordide-2 iem dimensic dois (Fig. 4.3).
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(a) {b) (e)

Fig. 4.3 - (a) O ponto de equilibrio, com dimensdo zero. (b) 0 ciclo
limite, na vizinhanga Br(xo) ¢ difeomérfico a um segmento
de reta (dimensdo 1). (c) O tordide-2, na vizinhanga
Br(xi}, ¢ difeomérfico a um subconjunto compacto, aberto,

de R° {dimensido 2}.

Esta definicdo, util para os atratores gerades por
movimentcs periddicos, quase periddicos, o que tendem para um ponto
de equilibrio, ¢ inadequada para sistemas que contém atratores do
tipo cadtico. Os atratores cadticos geralimente possuem uma estrutura
que ndo & simples, que freqientemente ¢ muito desagregada, e qgue em

geral ni@oc ¢ uma superficile,

Existem varias definigbes de dimensio que permitem caracte-
rizar diferentes propriedades dos atratores cadticos, e em geral de
qualquer tipo de atrator. A seguir, definem-se algumas delas: dimen-
sdo de capacidade, dimensido de informag8o, dimensfio de correlacio,

dimensbes generalizadas de Renyi e dimensdo de Lyapunov.
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4.1.1. Dimensfio de capacidade

Este conceito é aplicdvel a conjuntos em espagos métricos,
isto &, espacos nos quais ¢ definida uma métrica (dist&ncia). Seja o
atrator A um subconjunto limitado do espago RD. tal gue o volume ocu-
pado por A é VA. Cobrindo o volume A com cubos de volume Vj e lado g,

para £-0, a soma dos elementos de volume aproxima-se a VA.

Fig. 4.4 - O atrator A coberto com elementos de volume de lado e.

Seja N(¢) o mimero minimo de cubos de dimensioc D necessd-
rios para cobrir o conjunto A. Se D for uma dimensio inteira, entdo

N{e) é inversamente proporcional a e’ para £ pequeno. Da relaciio

-

N(g) = (4.4)

A
V_ ]
H
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com V1 = g,
VA
N(e) ="“5;
€
e
In N(e) = In V, + In(1/¢)".
Com £-0,

lim In N(g) = lim 1n(1/¢)",
£E-»0 £-30

donde

D := D = 1im 1n N(g)

cap .
€39 1n(1/e)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

A expressio (4.8) corresponde & definiglo de dimenséo de

capacidade, originalmente estabelecida por A.N. Kolmogorov

a definicdo acima, as superficies de dimensdo p,

{34]. Com

tém

dimensdo DCap = p, A definigfo, quando aplicada em atratores que ndo

si30 superficies, dd como resultadc uma dimensdo de capacidade que

usualmente & nfo inteira. A dimens8o de capaclidade € um concelto

trico somente, e ndo descreve o comportamento do

no tempo. As definigdes segulntes

sistema.

4.1.2. Dimensfoc de informag2o

A dimensdo de informacgio,

e -

sistema dinémico

consideram também a evolugdc do

originalmente definida por J.

Balatoni e A. Renyi [35], ¢ uma generalizacgio da dimensio de capaci-

dade, que considera a probabilidade relativa de que uma trajetdria

vigite cada um deos cubes usados para cobrir o volume VA.
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B
Ny

kg

Fig. 4.5 - Pi ¢ a freqléncia relativa com que uma trajetéria entra no

i~ésimo elemento de volume.

A dimensdo de informagio ¢ definida por

D .= 1im 28 (4.9)

! e>0 1n(1/¢e)

com

Nig)

S(e) := [ P, n(1/P) , (4.10)
i=1

onde P1 ¢ a freqiéncia relativa com que uma trajetéria entra no i-
ésimo elemento de volume, S(e) € a entropia e N(¢) representa o ndmero
de elementos de volumes.

A entropia ¢ uma medida da quantidade de informacio
necessaria para determinar o estado do sistema; no caso da Fig. 4.5,

representa a quantidade de informagdo necessdria para determinar em

5

0 somatério considerz somente os {ndices | para os quais Fiato.
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gqual dos cubos estd a trajetdéria num determinadc momento.

Considere-se, por exemplo, um registro com dois estados

possivels: 0 e 1, onde os estados sd3o eqgiliprovavels, isto é,
N

p(0)=p(1)=1/2. Definindo § := X P, logZ{I/Pi). {definicéo possivel
121

porque a base do logaritmo nfo altera a razio D na Eq. (4.9)),

entio

8 = log2 2+ 1 log2 2 =1

2

indicando que € necessaric 1 bit de informagic para determinar o
estado do registro. Se o registro estiver com cenexfo a terra, entédo
plC) =1, p{1} =0 e

S = 1t10g2 1+ O.logz =0 ,

indicando que o estado estd pré-determinado e que para conhecé-lo nio

é preciso nenhum bit de informacéo.

No caso geral, com a definigio (4.10), é pogsivel calcular o

valor méximo para a entropia S(e) em um sistema com N{e) estados

possiveiss. Formando ¢ Lagrangiano fiPi,A), temos gue com a
K (E)
restricgéo z Pi =1, #
1=1
N(g) N(E)
£(P A)zwz P, 1npi+a[[3>i-1} : (4.11)
i=1 i=1
P, A =a-(1+1nP)  (4.12a)
BP! i i ' :
6

1
Assumne—ge Pl € {0,1] e portanto nesse intervalo Z l'-‘i]n.l;’i é de classe C .
i
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8¢ _ _
a5 (P, A) = :Zi P - 1. {4.12b)

*
Igualando a zero 62/8?1 e 8L/,

*
A - (1 +1n Pi) = 0, {4.13a)

N{E)

*
P o=1. (4.13b)

i
i=1

De {4.13a) o valor de A que extremaliza S{e) ¢

* * * l Pi ( )
= =1 + = ... =1+ , .
A 1+ 1n P1 1 In P2 1 n N (g 4.14
donde
* *® (4 S
Px = P2 =, ., = PN(S). .158)
Com a restricic {4.13b), obtemos
* * #*
P1 = P2 = ,,, = PH{E) = {/N(g)} , {4.16)
ou
*
P1= 1/N(e) , (4.17)

indicando que sempre que todas as Pi sao iguals, a entroplia é méxima
{como é verificado em (4.21)). O valor que extremaliza a entropia ¢

obtido substituindo (4.17) em {4.10),

N(Ee)
*
s'(e) = L niNee)), (4.18)
i=1 N(e)
e portanto,
»
S (e) = In(N(e)). (4.19)
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Para a matriz Hessiana obtemos, de (4.12a), com P = vetor

formado pelos elementos PV

-1/P, 0

2
9—% = I/Pz , {4.20)
8P :

o e

2
§~§ =- N 1, (4.21)
op? | =

P

*
que ¢ negativa definida, indicando que S (¢) é o valor mdximo e que a
condicio (4.17) € necessdria e suficiente?. Substituindo o valor de

s'(e) (Eq. 4.14) em (4.9),

_ ... 1ln N(e)
Max DI = 1im m . (422)
P 0
e portanto, com a definig8o (4.8),
Max D =D , (4.23)
I cap
P
ou
P =D , (4.24)
1 cap

sendo vélida & igualdade quando todos os elementos de volume tém a

mesma fregliéncia relativa.

Interpretando estes resultados, temos que a entropia ¢
médxima quando tedos os elementos de volume tém a mesma probabilidade

de serem visitados pela trajetdéria. Intuitivamente, entio, ela & uma

7

2
) 8°r .
Com f = Z P ln P, s = wuu. ; portanto f € coéncava e o miximo &
i i i 2 A
or ar

global sobre o intervalo (0,1].
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medida da "desordem", que ¢ mdxima para uma distribuiggdo eqiiprovavel

(a semelhanga da nogdo termodin&mica de entropial.

4.1.3. Dimens3oc de correlagdo

Considere-se agora a probabilidade de gque dols pontos
gqualsquer X xj fiquem dentro de um mesmo elemento de volume do

atrator.

Fig. 4.6 - O elementc de volume escolhide € Bg{xi].

A probabilidade de que dois pontos qualsquer xi,xj es-
tejam contidos dentro de um elemento de volume arbitrdario é a
prebabilidade  conjunta P{xi,xj). Considerando X # x}, P(xi,x}) é
valida como aproximagioc. Como P(xi) independe de P(xj) e vice-versa,
P{xl,xj) = P{xl)P(xj}. onde P(xi) é a probabilidade de gue X, este ja
contido no elemento arbitrdrio e P(x}) é a probabilidade de X, esteja

contido no elemento.

Se ja Be(xa) o elemento de volume arbitrdrio. Entic a

probahilidade de que xi,xj estejam contidos em Be(xi) ¢ Px )P(ij

1
Como P(xl} = P{xj) 1= Pi. a probabilidade P(xi)P{xj) = Pf. Ou,

expresso de outra forma,
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o2
P(xl,x}) £ Be {x})) = Pi . {4.25%)

A probabilidade C(e) de que dois pontos qualsquer X%,

estejam em qualquer uma das esferas Be(xi) usadas para preencher o

volume VA é {(considerando agora todas as esferas),

Cle) = P(x‘,xj € Bs (xz)) + P(xi,xJ £ Bg (xz)) +
+ P(xi,xJ € Bs (xnte)) , {4.26)
_ 2 2
Cle) = P: + P2 + ..., + Pn15) . {4.27)
K(E)
_ 2
Cle) -1; P, (4.28)

onde ¢ possivel também interpretar Cle} como a probabilidade de gue

dols pontos gualsquer X X estejam a uma distancia Hxibxj” < g,

C{c} € a correlacfo, e uma forma alternativa de defini-la &
N2
Cle) := lim E (-—-} , (4.29)

onde M ¢ o numero total de pontos, ni/M € a freqgiéncia relativa (com
¥{g)

lim (ni/M) = Pi} e Z n° é o mimero de pares de pontos XX
M->00 1=1

tais que nxiwxj" < g,

Entio

Cle) = 1im i‘{némero de pares de pontos g X, tais que} .
-0 Ix x| <e
b}
{4.30)
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Mais formalmente,

Cle) := lim * T oele - i, =x 01, (4.31)

-0 1.3

onde e{u) = (1 + sinal (u)}/2 ¢ a funcio degrau unitario. Esta ¢ a
definicio proposta por P. Grassberger e . Procaccla [36], que & util
para calcular Cle) com um nimero finito de pontos. A expressic (4.31)

e equivalente & Eq. (4.30), como ilustra~se na Fig. 4.7.

(a) (b}

Fig. 4.7 - {(a) Se X, estd fora da esfera Be{xi), e ~ | X, "X I <0, e
ele - | Xi—xj |} = 0; portanto o par (xi,xﬁ) nao & contabi-
lizado na soma. (b} Se xj estd dentro da esfera Be{xiL
isto é, se | X~ X, | <&, entio e - | X" X | >0 e
ole - || x - X, f} = 1, donde o par (x,, x,} ¢ contabiliza-

dc na soma dos pontos tals que ﬂ X, - x} " < g.

Com qualquer uma das expressdes (4.28), (4.29) ou {(4.31)

para C(e), define-se a dimensfio de correlagio DC como

113



D_:= lim in Cle) (4.32)

£ In ¢

A dimens3o de correlacBo pode ser calculada diretamente a
partir da definicgfo, utilizando pontes obtidos experimentalmente ou

gerados por uma simulagdo do sistema.

E possivel provar que DC = DI, a partir das definigées
(4.9}, (4.10), (4.28) e (4.32); isto &, que

R{g) N({E£}
2
1n 521 P° EZI P In(1/P)
lim e % lim — . (4.33)
£ In e £+0 in(1/€)
ou
K(g) K(E)
2
1n 121 P° ;Z1 P InP,
lim —mm ———— = 1im —— | (4. 34)
£%0 In & €0 in ¢
A desigualdade (4.34) € satisfeita se o wvalor miximo do
funcional

N{E) NiE)
— 2 -
f£(P,} = In Z P* Z P ln P (4.35)
i=1 i=1
com a restricgio
N{E)
P =1 (4.36)

for igual a zero, o qual prova-se a seguir.

As condigdes necessdrias para o mdximo obtém-se com o

Lagrangeano
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N(E) ¥(g) N{E)

2
8(P, A) = In 1; PY - iZI P InP +A 1; P, ~ 1f,

(4.37)
onde
=
aL(P, A) 2 P, . .
= e - 1ln P; -1+ A =0 (4.38)
3P £z
L P
iw1
e
*
a4(P , A)
— ! =
Y (4.392)
equivalente & restrigio (4.36]}.
Com i = 1, ... N{eg} em (4.38), obtemos Pi = Pz =
P ,donde, com (4.36),
N(E)
=P = P = 1/N(g) (4. 40)
lezu“' My £ ’
ou
P: = 1//N(g) , (4.41)
isto &, o valor de Ps que extremaliza f{Pi) é P: = 1/N(g).
Avaliando o funcional f(P:) em P:,
Ki{e) Hig)
f(P:) = In ! - LI , (4.42)
=1 N(e) t=1 N(e) N{g)
donde
* 1 1
f(Pl) = 1n - 1n = Q. (4.43)
N{e) N{g)

A matriz Hessiana de 3[P1’ A), com P = vetor formado pelos

elementos Pi, é
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a%g 2 1 2 1 2 1
—s = diag|- T -
&p PI P1 Pz Pz PNEE) Pu(e)
(4.44)
*
e com P1 = 1/N(e)
822 2 2 2
— = diag(~2N{e)™ - N{e), -2N(&)” - N(e), ..., =2N{£)” - N{e))
P |, _o*
P=P
(4.45)
ou
622 p
— = -{2N(e}" + N(c))IH{E) , {4.46)
apP *

P=pP

que é uma matriz negativa definida de dimensdoc N{g]).

Entdo f(P:) = 0 ¢ o valor mixime para o funcional (4.42) e
portanto a desigualdade (4.33) com a restrigio (4.36) ¢ vélidag,

donde

D =D . (4.46)

c H

Com a desigualdade (4.24), concluimos que

D 5D =D } {(4.47)

[ I cap

4.1.4. Dimensies de Renyi

Os conceitos de dimensSo de capacidade, dimens3oc de

informagd3c e dimensdo de correlagdo podem ser generalizados. A. Renyi

8
Neste caso também s8co wvdlldas as observagles 5, 6 e 7 da Segfoc 4.1.2,
2 2
1 3% 8t
istec 6, P € (0,1}, T P In P € C e —— = —; portante, o miximo 6
i 1 H i 6p2 3!’2

global ne intervalo (0,1].
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[37] definiu originalmente as dimensdes generalizadas D(q) como

N(E)
in Z p
1 i=1
D(g):= lim —— I , ge€R, g=1, {4.48a)
£%0 4 In e
e
i}
}: P 1n P
i 1
i=]
Dig):= 1im . q=1; {4.48b)
£+ Ine
onde
P = J dpix) , (4.43)
i~ésimo
elemento
de volume

e p ¢ uma medida de probabilidade em um espago de fase d-dimensional,
particionado em elementos de volume e®. 0 somatério considera todos os

indices i para os gquals Pi = 0.

Entéc, com a definigido (4.48), para g = 0 cobtemos

D(0) = 1im - 2BNEE)

£0 In &

D , (4.50)

cap

ou seja, D(0) ¢ a dimensfc de capacidade.

Com g = 1,
¥(E)
z P I1nP
1 i
I=1
p(1) = lim —mm— = D . ‘ (4.51)
o In e

e portanto D(1) & a dimens3o de informagéo.

Finalmente, para g = 2,

117



D(2) = lim . = | (4.52)
€40 In ¢

isto &, D(2) corresponde & dimensfo de correlacio.
Analogamente & expressiio (4.47), temos que para as dimensdes

generalizadas de Renyl
D{g') = D{q), q > q, (4.53)

desigualdade que pode ser considerada como uma limitante superior de

Di{g’) em termos de D{g). Para a limitante inferior,

Dlg'}) = 3 D(q) , (4.54)

qg >q>1 ou C>qg > q

A prova das desigualdades (4.53) e (4.54) ¢é dada por C. Beck
em [38].

As dimensbes limites D{+x} e D(-w) descrevem o comportamento
a escala das regides do atrator onde a medida ¢é mals concentrada
(D(-=}) ou mais rarefeita (D{-w)}). Uma propriedade importante de D(g)

¢ gue usualmente ela ¢ uma fungio suave [38].

4.1.5, Dimensdo de Lyapunov

A dimens8o de Lyapunov, baseada nos expoentes de Lyapunov,
fol definida originalmente por J.L. Kaplan e J.A. Yorke [39].

Se jam A1 ... =z An 0s expoentes de Lyapunov de um sistema
dindmico, e seja j o inteiro maior tal que Al LA lj z 0. Entéoc a

dimens3o de Lyapunov DL ¢ definida por

D = j o+ — i, (4.55)
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A relacio da dimensSo de Lyapunov com as outras dimensdes
definidas anteriormente nfioc é clara ainda, e atualmente é objeto de
pesqulisa. T.S. Parker e L.0O. Chua {13] apresentam a seguinte
interpretacg8o da definicio acima.

Dado um hipercubo C de lado ¢, e considerando as mudangas de

coordenadas apropriadas, o i-ésimo lado do cubo C, evolul, em média,
At
cComo £ e ! . Considere-~se também, um cubc de referéncia R com todos os
At
seus lados se contraindo & razio ¢ k+1, onde k é escolhido de forma

tal que A < 0.
k+1

O numero de cubos R, necessdrios para preencher o cubo C, no

tempo t, é dade por

Alt At
£ e £ e
N(t) V= Wm*}:mm{ ———;:—-*t-' . (4-563)
k+1 K+l
£ e £ e
et M ATk Aper 1t (4. 56b)

onde para i{7w os lades de C gue crescem com taxas Ak+2, ..., A, néo
n
Akgzt Ak+1t
precisam ser considerados (e /e s ..., 0D

Fig. 4.8 - Evolugdo dos hipercubos R e C no espago de fase.
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0 valor aproximado da dimens3o de capacidade é

In N(t)
D (k)= ~lim —— {4.57a)
cap {3 Ak~a~‘.lt
In(e e )
A+, + A
g - 1 x {4.57v)
A
kel

E possivel provar que com K = } obtém-se o minimo valor de Dc(k} i13],

e portanto define-se

D :=D (j) =j -+ 3 (4.58a)

! i (4.58b)

il
e
1

4.1.6. Comportamenio das dimensfes de atratores cadticos

Se o conjunto limite atrator for wuma superficie, as
dimensdeg de capacidade, de informacio, de correlagio e de Lyapunov
sic inteiras. Como os atratores cadtices normalmente nfo séo
superficies, as dimensdes adotam valores que tliplcamente ¢80 ndo

inteiros [13, 321.

0 wvalor da dimensio pode ser, entdo, utilizado para
distingiiir um comportamentoc  quaseperiddico ou subharménico, de um
comportamento cadtico, Isto permite estabelecer comparagbes no
comportamente de um mesmo sistema com diferentes valores dos

parémetros.

Uma outra aplicacdo da dimensfio ¢ a estimacfo do numero de

varidveis de estado de um sistema. A dimensfo ¢ uma limitante inferior

do numero de varidveis indispensdvel para modelar a din&mica [32}.
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A tabela 4.1 [13] indica o wvaler da dimensdoc para os

diferentes tipos de comportamento em regime permanente.

Regime Conjunto Dimenséo
Permanente Atrator
Ponito de ponto 0
equilibrio
Peridédico ou curva fechada 1
gubharmdénico
Periodo 2 tordide 2
Periodo K tordside-kK K
Cadticoe tipicamente néo tipicamente

é uma superficie nao inteira
Tabela 4.1. - Dimensio para diferentes tipos de atrator.

4.2, RECONSTRUCAQ DO ESPACO DE FASE A PARTIR DE UMA SERIE DE AMOSTRAS
DE UMA COMPONENTE DO VETOR DE ESTADO [13]

E possivel reconstruir um atrator caétice a partir de uma
das varidveis de estado, se as varidvels estiverem suficientemente
acopladas, se o perfodo de amostragem for adequadamente selecionado e
se a dimensdSo do sistema for conhecida ou apropriadamente estimada. A
dimensio da reconstrucio ¢ igual & dimens8o do atrator original [40],
e o0g expoentes de Lyapunov também s8o idénticos aos expoentes do

atrator original [41]}.

Isto permite caracterizar o atrator em sistemas onde algumas

das componentes do vetor de estado ndo sdo conhecidas, em sistemas de

ordem infinita ou a partir de dados experimentais em sistemas cuja
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dinamica nfo é bem conhecida.

Seja A um atrator contido em uma superficie compacta M, de

dimensdc N. F, a funclo de reconstrugfo, é definida por F:M = R™'

como

F(x) := {¢~j<x) ¢,i_(x} qbim(x)i’ (4.59)

onde tﬁi(x) é a j-ésima componente da trajetdria (com } arbitrdric} e T

> 0 é o periodo da amostragem, também arbitrério.

Ent3o, F mapea difeomorficamente a superficie M em alguma

guperficie de dimensdc N contida en R*™! Dpada a série de tempo
K : .
P= é - =nte da t té

{yK}kzo’ onde Y, ¢k1’ a Jj-ésima componente da trajetéria no
atrator A, a seqiéncia de pontos

{yo Yy yzu}

[yl F Yane1

[y; Yist Yiian

ny—as YReamer y‘] (4.60)

pertence a uma cépia difeomérfica de A.

Seja, por exemplo, A um atrator num espage de fase de
dimens&o 2, isto ¢, N = 2. Entdo 2N + 1 = 5 e o espago reconstruido

tem dimensdo 5. A Fig. 4.9 ilustra a forma em que s@o geradogs os

pontos do atrator reconstruido A’.
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,,,,,

Espago de fose de dimenslo 2

‘Difeomorfismo

pe= (yo,yt,¥2,¥3 ,y& )

pz =(y1 ,y2,y3,y4 ys ) E>

pp =(y2,y3,y4,y5,y6 )

Espago reconstruido de dimensdo 5

Fig. 4.9 - Reconstrugfo de um atrator a partir de um espaco de fase

de dimensdo 2. A e A’ possuem dimensdes e expoentes de

Lyapunov iguais.

Para a implementagfo, ¢ importante determinar a dimensdo do

espago reconstruifdo e o perfodo de amostragem t.

Uma versdo modificada do teorema de Whitney [40] garante
que 2N + 1, a dimensdo do vetor (4.59), ¢ suficiente para que F seja
um mapeamento difeomdérfico. Entretanto, €& possivel obter uma boa
reconstrucdo com uma dimensdo menor. Por exemplo, A. Wolf [41]
obteve uma estimaglo confidvel dos expoentes de Lyapunov do atrator de

Lorenz (definido por 3 varidveis de estado) com uma reconstrugéio
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de dimens3o 3, bem menor do que 7, a dimensdo requerida para que F

gseja um difeomorfismo.

Para a eleicfio de T, um critério recomendado por A. Wolf
[41] é que T ndo seja t&o pequeno que o atrator reconstruido esteja
préxime a diagonal x =y = 2z ... do espago da reconstrugio
(¢it(x} = ¢§k*1)1), nem t#oc grande que mr (m = dimensfo do espago
reconstruide)} seja multo malor que o “perfodo" da trajetdria.
Recomenda-se verificar que o valor da caracteristica estimada
(dimensdo, expoentes de Lyapunov) ndc mude substancialmente ao

perturbar o valor de T.

4.3, EXPOENTES DE LYAPUNOV

0 conceitoc dos expoentes de Lyapunov como uma medida da
sensitividade as condig¢Bes iniciais fol introduzide na segdo 1.5.3.
Definimos caos como sensibilidade as condigfes iniciais, e portanto a
existéncia de um atrator cadtico pode ser estabelecida se o malor
expoente de Lyapunov for positive. Nesta segdo, analisaremos o

significado da definigdo, ilustrado com alguns exemplos.

Como a sensibilidade as condigdes iniciais define o
comportamento caético, importa analisar a separagdo, no tempo, de dois
pontos inicilais infinitamente préximos. Esta idéia serd 1lustrada

através do exemplo seguinte [11].

Seja a equagdo escalar discreta
x{n + 1) = f{x{(n})}, x{i) e R, (4.61)

onde n € o tempo discreto.
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A separacdo de dois pontos iniclais x(0) e x(0)’ apés um
tempo N é

x(N) - x(N') = £9(x(0)) - £ (x(0)"), (4.62)

come ilusira a Fig. 4.10.

xl /,—»ou-?!“—w-x(n)ﬂ"(xm))

x{0) &

x{0)

.._
-
-
"

v

Fig. 4,10 - Evolugdo de dols pontos iniclalmente proéximos.

Entdo (Fig. 4.11)

N sy
£1(x(0)7) - £ (x(0)) _ d (N0 (4.63)
x{0}' - x(0} dx

125



(x) /

}
Mxio))- Mxion

| t
T
| E
| |
£ o) | !
3 | i

1 L -

x{0} x(0) x
Fig. 4.11 ~ Aproximac3o para M x0)7) - £h(x(0)).

Donde

R

fﬂ{xﬁﬁ)] - f"(x(D)’] - (%§(fﬁ(x(0)}} (x(0) - =(0Y ),
' (4.64)

e substituindo em (4.62),
x(N) - x(N)’ = [g;(fx)(x(O)}} {(x(0) -~ x(0}), (4.65)

onde fu(x) = f{f( ... f{x) ... )), N vezes.
Pela regra da cadeia,

126



d
ax fOEC ... f(x) ... )

d N
a;c-(f ){X)

g{
T odx

_df df

= = (4.66)

%1 (x) £ (x)

Para x = x(0),

d N
a;(f 1(x(0})

i

e portanto

d N
a;(f 1(x{(0))

d_
dx

]

d d
ix f{x{N-1}) . = fx(N-2)}]} f(x(0))

(4.68)

Assumindo que todos os fatores na expressio (4.68) sfo de
tamanhe compardvel, entdo ¢ possivel supor gque dide cresce (ou
decai) exponencialmente com N. Isto ¢ valido também para x(N} - x(N)',

como infere-se de (4.65),

d

Se x € R, [a—g]f ¢ substituida pela matriz Jacobiana D f,

onde os elementos da matriz Dxf sao definidos por dij = Bfifaxj.

A razdo média de crescimento pode ser definida como

A =lin & In o, o, £ dx(@], (4.69)

N-Pmn

onde wa)fN é o Jacobiano de f' com relacic a x, avaliado em x(0), e
ax(0) é o vetor que define a separagido iniclal. Conseglientemente, o
valor da expansBo média depende da diregio da perturbag@o inicial
ax(0}).

No caso continuo no tempo, similarmente ¢ possivel definir
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i t
A =1im ¢ 1n |[(D_  £7)8x(0}] (4.70)
t o0

onde D ﬂnft é o Jacobiano de ' com relacio a x, avaliado no instante
X

inicial e 8x(0) é o vetor que define a separagdo inicial.

N
Dx{ﬁ))f

de transicio de estado @t(XEO}). Se &§x(0) é um autovetor normalizado
Bx(O)i da matriz @t(x(O}), entdc de (4.70)

em (4.69) e D “”ft em (4.70) correspondem a matriz
x

1
A = lim ¢ In [|o (x(0))8x(0) |
t b0 4 t i
= lin ¢ In |n (£)8x(0) |, (4.71)
i i
Lo

onde mltt) sdo os auytovalores de @t(x(o}). Logo

A = lim = In |m ()] , i=1, ..., n, (4.72)
i t i
Lo

sendo {mi(t}}?;1 os autovalores da matriz de transigio de estado

@t(x(o}). Fsta ¢ a definic¢lo (1.28) da segho 1.5.3, onde por convengio
A EZA_Z ... A, (4.73)

onde p = dimensdo do espago de fase.

Em geral, os expoentes dependem da eleiglo da condigdo
inicial. Se eles forem o5 mesmos para qualquer condigio inicial na
base do atrator, eles sio chamados de absolutos (esta propriedade néo
¢ comum, mas existem alguns casos em que os expoentes tem sido

calculados teoricamente e sfc absolutos [39]).

E possivel assumir que quase gqualquer condigdo inicial na
base de um atrator tem os mesmos expoenies de Lyapunov. Esta conjetura

¢ apoiada por simulacbes numéricas [32]. Entdo os expoentes de

Lyapunov podem ser considerados uma propriedade do atrator analisado.

Un exemplo de A. Wolf et al. [41] ilustra a forma em que
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um vetor 3x(0) evolul, dependendo da orientagfio do &x(0) escolhido. O

exemplo corresponde ao conhecido modelo de Lorenz

x = oly - x)
y = x{r - z) -y (4.74)
i=xy-bz,

e mostra a evolugdo temporal da separagio em trés direcbes: uma
0} e

outra contrativa {A3 < 0). A Fig. 4.12 indica como evoluem 6}4{9)1,

H

expansiva (Al > 0), outra nem expansiva nem contrativa ()\2

5x(0]2 e 6x(0}3, como vetores no espago de fase e também em norma, em

diferentes instantes de tempo.

mnmmummmnmmu!!!m;mm

tempo —»

fu:ilmsiltmiiiinsimhzlm
tempg —=

““ihmm..........

tempo—=

Fig. 4.12 - A evoluglo local do vetor separaglo, em trés diregdes

diferentes, no atrator de Lorenz. (a) Al > 0. {b) ?.2 =0
< 0.
(c) A 0
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0 exemplo ilustra, entfo, como cada expoente de Lyapunov
provém da média, com relagdo a trajetéria gerada pela condigdo
inicial, das deformagdes locals nas diferentes diregfes do espago de
fase. Para o célculo dos expoentes de Lyapunov, congidera-se um frame

de p vetores, inicialmente ortonormal.

Un dos algoritmos mais conhecidos para o calculo dos
expoentes de Lyapunov positivos ¢ o apresentado por Wolf et al. (411,
que utiliza dados de uma série de tempo, isto é, amostras discretas de
uma das varidveis de estado. E suficiente calcular o maior expoente
para determinar se o atrator ¢ cadtico {nesse caso, © malor expcente €

positive]).

O algoritmo de Wolf et al. basela-se na técnica desenvolvida
por Bennetin et al. [42], e Shimada e Nagashima [43), a qual
permite calcular o espectro de Lyapunov a partir de um conjunto de

equagfes diferenclais.

Existem, entfo, técnicas que permitem calcular o maler
expoente de Lyapunov a partir de dados experimentais ou a partir do
modelo do sistema. Nio existem - até agora - técnicas que, de forma
geral, permitam calcular analiticamente os expoentes para obter uma

expressio em fungfio dos parametros do sistema.

4.4. cONCLUSOES

A caracterizacic de um atrator através da dimens@o ou dos
expoentes de Lyapunov permite distinguir os casos em que o
comportamento do sistema é cadtico. A dimensdo do atrator cadtico
usualmente & nhio inteira, e o atrator cadético {segundo a definigdo

1.1) possul pelo menos um expoente de Lyapunov positivo.

Existem algoritmos para calcular as dimensdes e os expoentes
de Lyapunov positivos a partir dos pontos do atrator, mas ndo existe
uma forma analitica para determind-los a partir do modelc do sistema,
como uma fungdc dos parametros. As relagBes entre a dimensdo de
Lyapunov e as dimensdes de Renyi, bem como entre os expoentes de

Lyapunov e as dimensdes de Renyi, s&o atualmente objeto de pesquisa.
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CAPITULO &

DESCRICAQ DO SISTEMA E MODELO MATEMATICO. MODELO
PARA SIMULACAO ANALOGICA

0 phase-locked loop (PLL) € um dispositivo que tem como
objetivoe manter o sinal de saida de um oscilador contrelade por
voltagem (VCO) & mesma freqiiéncia e fase do sinal de entrada
(referéncia). Originalmente fol concebido para ser usado na drea de
comunicacdes, especificamente na recepgdo sincrona de sinais de radio,
mas posteriormente as suas aplicagles estenderam-se a outras areas,
tais como sincronizagio de sinals de video, corregdo do efeito Doppler
na cemunicacio com satélites, eliminaglio de ruido em osciladores,
regulacic da freqgiiéncia na geragdio de energila elétrica, e mals

recentemente, controle de meotores.

Como os integrados disponivels comercislmente foram
projetados para serem utilizados principalmente na drea de
comunicacBes, descreveremcs o FLL em geral e a seguir a forma em que

ele é utilizado no controle de motores.

5.1. DESCRICAO DO PLL

O PLL, tal como ele é usado na drea de comunicagdes [44],

apresenta a estrutura indicada na Fig. 5.1:
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Entrade Erro Seide
Yrat DETETOR Yo FILTRO Ye
DE . PASSABAIXA =
FASE
Reclimentaplo
Ye
veo
Fig. 5.1 - Estrutura do PLL utilizado em comunicagdes.

5.1.1. Detetor de Fase

0 detetor de fase indica o erro de fase no sinal y, com

respeito ao sinal Y e Os principais tipos de detetores sdo [9]:

a) Multiplicadores

Se jam Yoo = A cos(wnft + Bref) e y, = B cos(wft + 8{).

Entéo, assumindo wrefs wf, o produto vy ;'Yf pode ser considerado
re

Ccomo

_ AB
Y. = cos{Bref -8, (5.1)

e ref £

se for feita a suposicio de que o filtro elimina do produto a

componente de freqiliéncia Zwr
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b) Comutadores

Se jam Y or Y, sinails quadrados, entdo o produto
Y, =Y 0 Y, serd do tipo
[+ ] o0
y, = kZ;Rk coslk wrcft + eref} % z Fj cos{ 1 wft + GF}
" 1=1
(5.2}
Este produtc contém termos de fregliéncias kwref t 1wf
(k,1 = 1,2,...). Assumindo que o filtro passabaixa elimine as

freqliéncias malores que w o ¢ obtida uma componente continua em Y,
re
para a condicgio kw e xwf = (. Como interessa a deteccBo do erro de
re
fase para @ ;= w, ¢é& preciso utilizar circuitos sintonizados para
re

f

evitar a condic¢io kw,ﬂ~” 1wf = 0 com 1wf =0 com 1, kK ® 1.

0 "modulador duplamente balanceado” e o "OU exclusivo"

correspondem com a descrigdo do deletor tipo comutador.

c) Detetores de fregiiéncia~fase [45, 46]

Este tipo de detetor é exemplificado pelo detetor de fase Il
do integrado CHMOS 4046B. A saida do detetor leva em consideragiio trés

condigbes possiveis para P €W
re

Condigéo Safda do detetor de

frequéncia~fase

w <w 1
f ref
w_ >w 0
f ref
W= o Saida pulsada periddica com

ciclo de trabalho proporcional
a diferenga de fase.

Tabela 5.1, - Safda do detetor de freqliéncia-fase para diferentes

condicgdes de w_e w .
f ref
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Este detetor ¢ baseado em fllp-flops, e portanto a saida
depende dos estados atuals bem como de estados anteriores. Os ciclos
de trabalho dos sinais Yoer € Y néo sfo levados em conslideracio, uma
vez que o clrculto € sensivel somente 4 borda ascendente dos sinais de

entrada. A Fig. 5.2 ilustra a saida do detetor de fase para a condicio

w = W .
ref f
Y
-
T t
= 7]
| |
Yref ! |
! !
! |
! | |t
| |
1 | !
A |
Ye [ | Lo i
| |
rh-
1
Fig. 5.2 - ©Salda do detetor de freqliéncia-fase para W e

Dos trés tipos de detetores de fase descritos, os dols
primeiros (multiplicador e comutador) nfo sfo dteis para o controle

de motores DC, pois para wmf * wf a salida do detetor contém o termo

AB
— cos{{wref - wf)t + (:'imf - 9{] em lugar da componente DC propor-

cional a (£}mf - Qf} indicada na eq. 5.1. Como nfo hd um termo DC
proporcicnal a diferenga de fase (o qual é irrelevante no casc do PLL
utilizado em comunicagbes), este tipo de detetor nfio ¢ usado para o

controle de moiores DC, .Ne¢ casc do detetor tipo comutador, hd ainda
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uma outra diflculdade: a existéncia de uma componente continua para a
condicéo kwru'" lo = 0 com 1, k # 1 leva & possibilidade do motor se
sincronizar com uma velocidade v, #* @ e Isto impossibilita a utili-

zag8o deste tipo de detetor para o controle de midquinas elétricas.

A nossa andlise baseia-se no modelo do detetor de
freqiéncia-fase, o qual, na condigfo uzef = wf pode ser representado
na forma indicada pela Flg. 5.3 [44].

Yref _
et @ [} et

fimitador

Flip—~fiop
5—R

=Y

:n; ‘m

y {
mi_ﬂ_ﬁh /0% b

limitador

Fig. 5.3 - Modelo do detetor de freqgiléncia-fase.

5.1.2. Filiro Passabaixa

0 filtro € linear e invariante no tempo, projetado para
eliminar a componente de ruido do sinal de entrada y . No PLL de
re

segunda ordem, a fungdo de transferéncia do filtro contém um polo.
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5.1.3. VCO

A relagio entre a freqliéncia do sinal de saifda do VCO e a
tensdo Y, ¢ dada pela relacgéo

daf
Tt Koyo(t) , (5.3)

onde @ ¢ a chamada freqiéncla angular livre do VCO ("free-running
frequency”) e Ko ¢ o ganho do VCO (rad/s/V).

Assumindo @ (t) = 6 (t) - w t; 8 (t) =8 (t) - wt,
£ f o ref ref

[+
obtém-se o modelo de fase do PLL, no gqual

de
R = Koyoﬂt) (5.4}

5.2, 0 PLL UTILIZADO COMO SISTEMA DE CONTROLE DE VELOCIDADE DE
MOTORES

A configurag@o propcesta para andlise ¢ representada pela

Fig. 5. 4:
Veloci e
A ongu?g?
Detetor y Ym We
Yref de e Controtador Motor >

¢ groporcional
ose

Detetor ético il

Fig. 5.4 - Configuragdo utilizada para o controle de motores.
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Nesta estrutura, ¢é utilizado somente o detetor de fase do
PLL convenclonal, mas pela similitude das fungdes de transferéncia do
motor e do detetor ético com o filtro passabaixa e o VCO descritos
anteriormente, pode-se considerar a configuragéo como sendo a mesma
apresentada na Fig. 5.1. A segulr, indica-se alguns detalhes do

modelo.

5.2.1. Detetor de Fase

] detetor escolhlido, pelas razbes expostas na secglo
51.1., é€ o detetor de freqgliéncia-fase, modelado pela Fig. 5.3. Na
safida deste, obiém-se um sinal pulsado, com ciclo de trabalho

proporcional 4 diferenga de fase dos sinals Yogr & Ve

5.2.2. Motor

No caso do motor DC, a funcido de transferéncia G (s} do
m

motor é
Yo(s) Kn
Gm(s) Y (s} S I sF 17 (5.5}
in -
onde
Kr
"R KK (5.6)
o e T
JR '
t B e {5.7)

m RK + KK
D e T

e KT é a constante de torque [N.m/A)l, R ¢ a resisténcia de armadura
a1, KD ¢ o coeficiente de atrito viscoso da armadura mais a carga
[N.m/rad/s], Ke é a constante de forga contraeletromotriz {V/rad/s} e

J é o momento de inércia da armadura mais a carga. Neste modelo,

considera-se desprezivel a indutincia.
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5.2.3. Detetor Otico {encoder)

0 detetor 6tico ¢ constituido, basicamente, por uma fonte
Juminosa, um disco ranhurado fixado no eixo do motor e um sensor., A
safda do sensor é uma seqgli®éncia de pulsos, com freqiléncia proporcional

4 velocldade angular do motor, isto €,

L No_(t) (5.8)

onde N ¢é a densidade do disco e wu(t} ¢ a velocidade angular do motor.

A exatiddo do encoder no numero total de revolucgdes
independe do alinhamento do tacbmeiro, mas as imperfelgbes refletem-se
em variacgdes na fregliéncia dos pulsos em relagdo 3 fregiiéncia medida,
durante uma revolugdo. Um dos problemas comuns € a excentricidade do
disco. Se o centro geométrico do disco (iste é, do ranhurado) nio
coincide com o eixo de rotag8o, produz-se modulagio em freqgiiéncia na
salda do detetor. Experimentalmente, observa-se um "jitter" com o
motor a velocidade constante. Em malha fechada, este jitter afeta a

estabilidade do sistema PLL-dual [47].

A Fig. 5.5 mostra a rotagdco do centro geométrico do
ranhurado em relagdc ao ceniro de rotaglo, e as varidvels das quais

depende a variac8o de freqliéncia do tacdmetro.
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Sensor

Fig. 5.5 - A excentricidade do disco produz uma rotacdo do centre do

ranhurado B em redor do centro de rotacgic A.

Como resultado da excentricidade do disco, a distancia entre
¢ eixo de rotagdo A e o sensor varia no tempo. A expressio para a

freqiiéncia de saifda do detetor ético é aproximadamente

dé
t

B

Ar

= Nw {1 - 2 sen w t). (5.9])
o R o

o

A derivaglo da eq. (5.9) é dada em [9]. O termo de erro pode
ser reduzido acrescentando um segundo sensor deslocado em 180° com

relagdo ao sensor original, mas ainda assim existe sempre uma pequena

componente FM,
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5.3. SISTEMA PLL-DUAL. MODELO PARA SIMULACAO ANALOGICA

0 sistema

PlL/proporcional.

proposto para a andlise &

o circuito dual

Este circuito seleciona seu modo de operagdo segundo

a diferenga entre a fregiiéncia de referéncia e a freqiiéncia do detetor

Gtico.
5.4,

diferente da freqiiéncia de referéncia,

permite que a resposta transitéria seja répida.

préxima A

permite obter malor exatidio en regime permanente.

blocos da configuragiic proposta ¢ mostrado na Fig. 5.6,

e 0 modo proporcional.

Se a

freqgiiéncla de referencia seleciona-se o

As duas formas de operagfio sdo o modo PLL, descrito na Fig.

freqliéncia do detetor for muito
é selecionado o mode P, o qual
Para uma freqgliéncia
modo PLL, que

0 diagrama de

onde o modo

PLL corresponde aos bloces no quadro gris.

-—-—-—-’

Circuito
Seletor de modo

Controiador

proporcional

Y ref

Conversor

freqi éncia
-tenslio

Controtodor
proporcronm

Codificador

éfico

R\\\\\\m\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

Fig. 5.6 - Diagrama de blocos do sistema dual PLL/proporcianal,
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O bloco PLL pode ser modelado de trés formas diferentes:
como um sistema de equagdes diferenciais ndo-lineares, como uma
recorréncia nio-~linear (modelo discreto no tempo) ou diretamente como
um circuito, identificande os subsistemas reals com blocos do

simulador analdgico,

0 primeiro modelo serd derivado no capitulo seguinte. Para
propésitos de andlise, o modelo deve ser tdo simples quanto for
possivel; portanto, no modelo a ser tratado analiticamente considera-
se somente o modo PLL com controlador proporcicnal e mostra-se que

nesse regime de operagso € possivel observar comportamento cadtico.

0 modelo para simulagdo pode ser mals complexe e a
configuracdo da Fig. 5.6 pode ser implementada sem malor dificuldade,
sendo possivel ainda alterar a configuragio facilmente (se for
necessario observar o comportamento de outras estruturas semelhantes,
taig como um bloco PLL com controlador PI ou outro tipo de filtro, um
modelo mals exato para o motor, um bloco atuadoer incluinde um

chopper ou uma perturbagdo periédica na saifda).

Mesmoc sendo pogsivel simular um modelco mals complexo, de
ordem maior do que dois, para fins de comparag¢Bc com a andlise do
capftulo seguinte, escolheu~se a configuragdc da Fig. 3.4 para a
simulacdo. O modelo identifica cada um dos blocos com elementos ou

grupos de elementos analdgicos ou digitais, dispeniveis no simulador.

5.3.1. Simulagde do detetor de fase

0 detetor de freqgiiéncia-fase pode ser modelado pela Fig. 5.3

na condicio w=w ; para w *w a saida do detetor €& especificada
ref f ref

£
pela Tabela 5.1. Como o modelo da Fig. 5.3 incluil uma derivada com

relacio a t, foi modificado segundo ilustira a Fig. 5.7.
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Yref
Alraso

Flip—tlop '
R S$—-R

Atroso

Fig. 5.7 - Modelo do detetor de freqliéncia-fase, para a condigio

W =W .
f ref

A saifda do detetor de fase € alterada se a fregiiéncia do

ginal Y, for diferente da freqiiéncia do sinal Yoer Esta condicidoc pode

ser especificada como f -f > ¢ ouf -f < - g, onde f é a
ref f ref f ref

freqiéncia do sinal Yope ff ¢ a freqiiéncia do sinal y. & € € [R'+ ¢ 0

méximo desvio de freqliéncia permitida. RNo primeiro caso, a saida do

detetor ¢ 1 e no segundo a safda & 0. A condigioc f . & ff é
re

especificada como |f - f

ror f] < g, Dada a freqiiéncia de erro

f =1 - f , & examinado o valor de f que determina a saida do
e ref f e

detetor segundo a Tabela 5.2. A implementagio da etapa de saida ¢
ilustrada na Figura 5.8.
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Tabela 5.2 -

freqiéncia de | saida do
erro f detetor vy
] ]

f >e¢

-]
f <-~-¢ 0

[

£, <« v,

Safda do deteter simulade para diferentes

condlicles de f&

Yref

Reldgio

Atraso ~w~3) Ye
/

Atraso Y,

Flip-tiop
$—R

R
. S
Yo —° f ! Yo
o 1o
|
|
'
| S 1]
o
Yg+

Fig. 5.8 - Implementagio da etapa de salda do detetoer de fase.

A posigio de S1 ¢ determinada peloc valor de ygi, segundo a

Tabela 5. 3.

ygi yc

>0

= y’
[

<0 0

Tabela 5.3 - Safida do detetor em fungdoc do valor de ygi.
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A relacgio entre o sinal ygi, que comanda a chave S1' e o

erro de freqgiéncia é dada pela Fig. 5.9.

Yo *

Fig. 5.9 - y _ em fungdc de .
gl e

Este bloco nfc linear, em conjunto com a chave SE, pernite
obter a saids especificada pela Tabela 5.2. A implementag8o deste
bloco & indicada na Fig. 5.10, onde a posigio da chave S2 é dada pela

Tabela 5. 4.

fe

Fig. 5.10 - Implementagdoc da fung8o da Fig. 5.9.
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Yqz Ygl

>0
s0

Tabela 5.4 - Saida ygl em fungio de ygz.

0 sinal de erro de fregléncia, fe, ¢ obtido da comparacido da
fregiiénela do sinal y com a freqiiéncia de referéncia (Fig. 5.8). O
sinal Y, ¢ constituido por uma seqiéncia de pulsos estreitos de,
freqiéncia proporcicnal & velocidade do motor. Fara obter um sinal
continuo proporcional & freqléncia de yr,aumenta~se a largura dos
pulsos e a seguir o sinal ¢ filtrado para obter a componente continua
(Fig. 5.11). Como a freqgléncia de referéncia é fixa, a comparagio €
feita com a tensdo continua Vref. 0 ganho do detetor de erro de

freqiiénecia é K{

Y
‘ Fiip-fiop - fe

SR

4
-
]
3

Atraso Vet

Fig. 5.11 - Detecglo do erro de fregiéncia fe

0 sinal de erro de fase, P, ¢ a componente contfnua do

sinal Y, obtida através de um filtro passa baixa.

0 diagrama de blecos da Fig. 5.12 é a sintese dos blocos que

constituem a simulagio do detetor de fase.
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doyy-du4

$8ip

L+

¥—§
doj}-dijd

osDli Y

OsDIj Y

L ¥1

o80Ji Y

oibojey

%%

s

Fig. 5.12 - Simulagiio do detetor de fase.
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5.3.2. Simulaglo do detetor étice (encoder)

Simula-se uma seqliéncia de pulsos estreitos com fregiléncia
proporcional & velocldade angular do motor, w . A configuracho &
ilustrada na Fig. 5.13.

Veiecidude
angular _
Flip -1 Yy
wg I o Flip-tiop
tipo trigoer
Va Ra
Reset Ve

Fig. 5.13 - Simulag8o do detetor &tico.

C integrador volta & condigle inicial sempre gue o sinal de
reset € menor ou igual que zero. Esta condicdc existe quande ¢ valor
da integral excede um valor constante VC. A saida do integrador é um
sinal dente de serra, onde cada dente tem uma inclinacio de subida
aproxXimadamente igual a w e a inclinagdo da borda de descida € muito
alta. O flip-flop tipo trigger muda o valor da sua saida ldgica sempre
que a entrada passa de um valor menor ou igual que zZero a um valor
positivo, isto ¢, em cada borda de descida (reset) da dente de serra.
0 cicle de trabaltho de yf ¢ de 50%; posteriormente este ciclo de
trabalho é diminufdo na etapa de entrada do detetor de fase (Figs. 5.7
- 5.12),

A freqiéncia do sinal Y, é

f ="2""V'r (5-10)
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ou

f ki
= (5.11)

esta freqliéncia duplica~se 4 entrada do detetor de fase, (Fig. 5.12),
isto &,

dt = v— w » (Sa12)

cnde 8 € a fase de y -
r

A fregliéncia do sinal de referéncia Yot € também duplicada

na entrada do detetor, de forma que

onde Bf ¢ a fase de Y

Pela forma dos sinais vy, eV, (ciclo de trabalho minime),
consideraremocs y, come a referéncia e y_ come o s$inal de realimentacgio
do codificador. De (5.12), comparando com a equagio que define o

compertamento do cedificador

de

r‘—
g =~ Net), - (5.14)

onde N é a densidade do disce, obtemos

N=v‘“ . (5.15)

A Fig. 5.14 mostra o diagrama de blocos para a simulagdo do

sistema completo, incluindo o motor.
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CAPITULO 6

MODELO CONTINUO. ANALISE PELO METODO DE MELNIKOV E
DETERMINACAC DOS VALORES DOS PARAMETROS PARA OS QUAIS
O SISTEMA COMPORTA-SE EM FORMA CAOGTICA

Neste capituleo, deriva-se a equa¢do diferencial que descreve
o slstema no modo PLL, a partir do modelo de fase do PLL, e obtém-se
as condigdes para as quals ¢ comportamento ¢ cadtico. O modelo de fase
descreve ¢ sistema em termos do erro de fase e a fase de referéncia

(Fig. 6.1).

¢ de Velocidade
Contrelodor
.';Qg;‘ ﬁ’_‘ h(@) Yo m Motor anqulernfog

proporcional

Detetor de
fose

Codificodor je—

Fig. 6.1 - Modelo de fase do PLL.
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Este é o modelo normalmente encontrado na literatura para
descrever o comportamento do PLL, e nd3c leva em consideraclo o fate de
que o sinal Y, é¢ uma seqlidncia de pulsos, mas aproxima Y, pelo seu
valor médio. Esta aproximaclc desconslidera entfo a existéncia de um

sinal discreto, como possivel fator causante de comportamento cadético.

0O modelo de fase do PLL, como demodulador de M,
foiutilizado por T.S. Ende e L.O. Chua [2] para mostrar, pele método
de Melnikov, que o sistema pode se comportar de forma cadtica em
condigdes normais de operagic. No PLL utilizado como demodulador de
FMg, existe uma interagfo entre uma ndc-linearidade do sistema e uma
perturbagio periddica, (o sinal modulante), semelhante A de um péndulo

perturbade [15], que origina caos.

No caso do PLL wutilizado nc conirole de motores c.c.,
modelado pela Fig. 6.1, o sinal Bref ¢ uma constante, mas existe uma
interag8io entre a néo-linearidade e wum sinal peridédico, porque o
detetor ético registra uma oscilagido {Jitter) proveniente da excentri-
cidade (Eg. 5.9). O modelo resultante & um caso particular do modelo
estudado por T.S. Endo e L.O. Chua, e o método de Melkinov pode ser

aplicado de forma andloga & descrita em [2].

6.1. DERIVACAO DA EQUACAO DIFERENCIAL A PARTIR DO MODELO DE FASE

Com as variaveis definidas no diagrama de blocos {Fig. 6.1),
considerande a funglo de transferéncia do motoer (Eq. 5.5), e definindo

K come o ganho do controlador proporcional, temos gue:
<

dw

Tm "ﬁ + wo(t) = KCKH yc(t) . {6.1)

A salda médla do detetor de fase, Y, € dada pela equacgio

9

Ver modelo do PLL come demodulader de FM no Apéndice A,
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ye(t) = hi{g(t}) , {6.2)

onde h(¢) é a funcio ndo linear que descreve a caracteristica y, vs ®.

O erro de fase é

¢{t) = Gr&r - 9r , (6.3)

onde er ¢ a fase de referéncia e 9{ é a fase regisirada pelo

ef
encoder.

Parz o encoder, considerando o erro de excentricidade, o

sinal 6, é dado pela Eg. (5.9},

a8

£ _ ., Ar ,
i Nwo[l 2 5 sen wot). (6.4}

Os parémetros considerados nas egs. (6.1)-(6.4}) sio:

T constante de tempo do motor,

K ganho do metor,

K : ganho do controlador,

N densidade de disco de encoder,

Ar : distancia enire o centro geoméirico do ranhuradoc e o eixo de
rotagdo do disco (no encoder),

R : raio do ranhurade do disco (do encoder).

Como a Eg. (6.4) inclui um termo variante e nioc linear na
relimentagio, introduzimos aqui uma supesiclo razodvel: a velocidade
angular do mector, @ ndo desvia-se significativamente do seu valor de
equilibrio. Esta aproximacio ¢ apoiada pelo fatc de que o termo de
erro no encoder afeta mais significativamente a fase do que a

freqiiéncia.

Seja w (t) = @ + 8w (t), onde @ é a freqliégnclia an-
5] ref o ref

gular de referéncia (constante} para o motor e 5w0(t) é o termo
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dependente do

tempo (muito pequeno). Da Eq.

(6.4),

{(6.5)

(6.6}

de

£ _ ™ _ o Ar ~
=% = N{wref + awo(t)} {1 2 R sen(wrer + Swo(t)}t],
a8, NAr -~ ~
=% = Nwo(t) -2 5 {wref + 6w°(t)] sen Ewrcf + awoﬁt)} t,
ag

£ _ ., Nor ~ ~ _
TR_N%R} 2ﬁ$wmfsm{%ﬁ+5%ﬁnt

_, Ner

R

Considerando gue ¢ termo Ar&wo(t) é muito pequeno,

def
T3 & Nwo(t}

e com &w (t) << w
o ref

Swo(t} sen {woit})t.

NAr
R

-2 = W
ref

ref

sen (@ + 8w (L),
ref o

Sen W t .
ref

Derivando (6.3) com relacdo a t,
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onde deref/ét é a fregliéncia angular de referéncia para o encoder.

Seja d8 f/dt a freqliéncia angular de referéncia para o motor, entdo
e

-~ dgraf 1 deref
Crer = dt  °N 4T (6.11)
e substituindo em {6.10),
d¢ a8 a8
ref f :
T = N St " 9 {6.12)
Substituindo (6.9) em {(6.12],
de¢ aref Ar ~ ~
gt = N Tl 2 R Yer sen wreft]. {6.13)
Derivando em relaclo ao tempo, de (6.13) obtemcs
2~
dw de 2
o _ ref 1 d'¢ Ar ~2 ~
T " T8 3 + 2 g W cos wreft. {6.14)

Substituindo na Eq. (6.1) as expressfes para dwo/dt, wo(t) e

ye{t) das Eqs. (6.14), (6.9) e (6.2) respectivamente, temos que

donde,

2”
d’e 2 da
T DY TR I P
m dt dt re ref
+ 280 sen® t=KKh(g(t)) (6.15)
R rer ref ¢ m : )
com (6,11),
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d erei‘ d2¢ 1 def‘ NKcKn _
- "~ Y @t T~ T Rhlet)) =
dt dt " =
ZNAr 2 ~ w £ ~
= [-w COS W t = meee Sen @ t]. (6.16)
R ref ref Tm ref

Da Eq. {6.3), derivando em relagfo a t,

gt = @ ar 617

2
46 o+ d% 1 9%, 1 g KK, -
I A R A T T A
dt dt o m m
Ar z :}r f
~ ~ . ~
2N = { w_ . €as nzﬁft T sen wreft]. {6£.18)
De (&6.111,
de
5 = 1 ref . constante
ref N dt ’
donde
dzercf
- = o ; {(6.19)
dt

com (6.11) e (6.19) em (6.18),
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a¢ NK K

1 de¢ )
e + s w— h(¢(t)) =
dtz Tm dt T‘

@ @
N AT 52 os e e+ 2B T sen G b+ N I
R ref ref R ref
m
{6.20)

A Egq. (6.20) ¢é a equagdo diferencial gque descreve o
comportamento do modelc de fase. A fungdoc h(¢) descreve a relagéo
entre a saida e a entrada do detetor de fase, ou selja, a saida média
em fungio do erro de fase. Para o detetor de freqiéncia-fase descrito

no capitulo 5, a fungBc n3o linear h(¢} € [49]
hig) = -m + {(¢ + 1) médulo Zn} , {6.21)

representada pela Fig. 6.2.

ll!(@}

<Y

Fig. 6.2 - Caracteristica ndo-linear do detetor de freqiiéncia-fase.
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A seguir, a Eq. (6.20) € normalisada. O fator NKcKm,
conhecido como ganho de malha, é denctado por Kg' Definimos também w

e ¢ a partir da linearizag8o de (6.20). Linearizando (6.20) e
introduzindo Kq,

d"¢ K
f b 98 L gty =on AL P cos B toe
4 T dt T R ref ref
dt n )
Ar ;re ;r‘ f
~ L3
+ ZN = gen w”ft + N T {6.22}
3 m
Entdo ¢ possivel definir w ega partir de
Zow = 1/7T {6.23)
n m
e
2 Xg
W= {6,.24)
m
donde
Kq
wn = "_E— (6. 25)
<13
e
1
9 = . {6.26)
2v Kgrm

Definem-se também
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onde

onde 2

onde o

onde m

(6.22),
Seja t

obtemnos

w
ﬁ = 0 = _.__._1_...._
K ! (6.27)
¢ vk
g m
¢ a freqiiéncia natural normalizada;
aref
Q.= raslt {6.28)
n
¢ a freqiiéncia de referéncia normalizada (para o motor);
¢ := NQ , (6.29)

é a fregliéncia de referéncia normalizada (para o encoderl; e

Ar @ £
m:= 2N 5 -iD (6.30)
R w
41
é o maximo desvio de fregliéncia, normalizado.
As definiglBes (6.25)-(6.30), ©baseadas na linearizagao

s8o utilizadas para normalizar a equagio nic linear ({(6.20).

r/wn. Substituindo t em {6.20), e considerando gue

dp _d¢ dt _ 1 d¢

dr dt dr w0 dat (6.31)
2 2 2

a¢ _ {__1__] d ¢ (6.32)

dt® “)  at?
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2 K @
2d ¢ 1 d¢ g _ Ar =2 ref
v =3 * ¢ ”na?*“f"h“""z“_a“’rer“s( v "”]
dt » " n
Ar w T 2 f © f
+ 2N = ——— sen [ - r] + N —°2 {6.33)
R T W k4
-1 n m
ou
2 % @

+2NAI‘ ref sen[ ef }'!'N ref ’
Rt 2 2
" n T W
m R
(6.34)
onde, usando (6.25) e a definicgdo (6.27},
o
i 1 _ o _ .
— =g =g =B {6.35)
ma 9 g
2 n
W
111
com (6.28) e (6.30),
& Nz @ w
Ar ref _ Ar ref ref .
znmw}m[m»ﬁ w} —— =m0 ; (6.36)
n n n
usando (6.30) e (6.35),
@ o
Ar ref AT ref 1
= — = ; 6.37
2N Rt 2 2N R w T W mB ( )
" [ n mn
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de (6.35), (6.28) e (6.29),

Na;ref 1 E;ref
> T T N pramli Bo . {6.38)
T 5 n Ti
BN

Substituindo (6.35)-(6.38) e (6.25) en (6.34), e

substituindo T por t, obtém-se a equacglo normalizada

2

99,89, n(¢) = md cos Ot + Bm sen Ot + Bo . (6.39)
dt? dt

Esta equagio ¢ entfo um caso particular da equacfo normalizada do PLL

utilizado como demodulador de FM [2].
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6.2. ANALISE DO MODELO CONSIDERADO COMO UM SISTEMA HAMILTONIANO
PERTURBADO

Considerando 8 e m como parametros pequenos, entic o sistema

nic perturbado ¢ Hamiltonlano. Seja

y = g%, (6.40)
entdo a equacio (6.39), na forma de equagdc de estado, ¢
d¢ _ (6.41a)
dat =Y
% = - hi¢) - By + Bo + mB sen Qt + ml cos ft (6. 41b)
ou
d
2] [ :
= +
g—{ ~h{¢) ~By + Bo + mB sen 2t + mQ cos Ot
(6.42)
Escolhe-se a parte nfo perturbada de (6.42) como
y
fix) = {6.43a}
~h{¢)
e a parte perturbada como
0
eglx,t) = , (6.43b)

-8By + B + mB sen Ot + mQ cos Nt
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onde %: = (¢,¥) € st x R*. Como a equacio (6.39) é perlidédica em ¢, com
periodo 2m, é possivel usar o sistema de coordenadas cilindricas s' x

r: para (¢,y).

A equacgio do sistema nfio perturbado x = £{x) é

é_g + hi¢) =0, {6.44)
dt

onde, de (6.21)
hig) = -n + {{¢+n} mddulo 2m}.

Uma condicio para que o método de Melnlikov possa ser
aplicado ¢ que tanto T como g em (6.43) sejam de classe c’, com
r 2z 2. Esta condigfic nio ¢ satisfelta por h(¢), mas o método ¢
aplicdvel porque h(¢) pode ser expandida em uma série de Fourier

convergente [2].

0 Hamiltoniano do sistema (6.44) pode ser derivado a partir

das equagdes

d¢ _ 8 (6.45a)
at = "By Hi¢,v)
e
dy _ _ & (6.45b)
onde y é definido por (6.40). De (6.44),
ad... (6. 46a)
dt
e
QY = -hig). (6. 46b)
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Substituindo (6.46) em {(6.45),

8 -
&5 Hi¢,y) = ¥ (6.47a)
e
8 _
T Bi{¢,y) = higd). {6.47b}
Como
dH($,y) = —— H(g,y) dy + —— H{¢,y) d¢ (6.48)
¥ ay ’y a¢ ¥ H ¢
com {6.47)
dH(¢,y) = v dy + hig) d¢ , {6.49)
e integrando
2
H{¢,y)=-§ +C +Jh(¢) d¢ , -m = ¢ = 7w, (6.50)
donde
yo, ¢
Hig, vy} = 5+5 ¢ Cz. {6.51)
Escolhendo a constante de'integraqéo C2 = 0,
2 ¢a
Hi¢,y) = % 5o -t 5 ¢ <= w, (6.52)

e entdo H(¢,y) representa os niveis de energia no sistema.

Comc o sistema ¢ conservativo, cada trajetdria de (6.44) é

definida por um nivel de energia constante, dado por
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Hi{¢,y) = constante.

A Fig. 6.3 mostra as trajetérias definidas pela eq. (6.52)
na superficie (¢,y), onde representou-se o plano R em lugar da

superficie no sistema de coordenadas cllindricas s' x R,

~ " | T~
4R .

WWKKJ

A

Fig. 6.3 ~ Tfajetérias do sistema Hamiltoniano ndo perturbado rno

plano de fase (¢,y). As trajetérias homoclinicas I e r!

passam pelo ponto de sela (0,n).

O sistema possui um ponto de sela X = (0,n) e duas

trajetérias homoclinicas, uma superior (I'") e uma inferior (r'y. As

trajetérias homoclinicas podem ser obtidas explicitamente a partir de

um ponto inicial qualquer pertencente s trajetérias. Sejam (0,m) a
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condicio iniclal para r“ e (0,-x) a condicio inicial para rk.
Substitulndo (¢(0),y(0)) = (0, +n) em (6.52),

2
H(¢,y) = constante = % s (6.53)
donde
2 ,2 2
y,¢-12
5 *5%3 (6.54)
¢ a equacgdo que define as trajetdérias homoclinicas.
De (6.54},
N (6.55)
com y = d¢/dt,
d
pez |, (6.56)
o ¢2
donde
t = % arcsen (%} . - = ¢ S, (6.57)

e, portanto, para a trajetéria homoclinica guperior, com jt] = n/2,

¢({t) = w sen t (6.58a)

y(t) =mcos t . (6.58b)

Para ~o < t = -n/2
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¢{t) = -n (6.59a)
e

y{t) =0 ; (6.59b)
para w2 st <o

(L) = {6.60a)
e

y{t) = 0. (6.60b)

Analogamente, para a trajetéria homoclinica inferior, com
1t} = -n/2,

¢{t) = -w sen t (6.61a)
e

y(t) = - w cos L. (6.61b)
Para - < t = -n/2

¢(t) = =n (6.62a)
e

yit) = 0 ; (6.62b})

para /2 = t < w

$(t) = -n (6.63a)

y(t) = 0. (6.63b)

Seja h(t) o vetor (¢(t)), (y(t))que define a trajetéria
homoclinica. .Entdo, resumindo (6.58)-(6.62),
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w sen t

b A y |t¥ s n/2
n cos t

RES

hit) =4 + — < t S ~M/2 (6.64)

0--
|

+ . a/2 =t <w,

|-

onde o sinal superior corresponde & trajetéria homoclinica superior e

o sinal inferior correspende & trajetéria nhemoclinica inferior.

A integral de Melnikov, no caso em dque o sistema ndo

perturbado € Hamiltoniano, ¢ dada por

{+4]
ay) = [ (R(t)IAg(R(L), £+ ) dt (6.65)

¢
onde h(t) é definida por {6.64) e o produto fag €

{(fAg) = f1g2 - fagl . (6.66)

com £ = (fi'fz) e g = (gi,gz) dados por (6.43).

Entdo
£,=9 (6.67a)
£, = -h(¢) ., (6.67b)
g =0 (6.67c)
e
g, = -By + Bo + mB sen Qt + ml cos Qt. (6.67d)
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Gubstituindo (6.64], (6.66), ¢© (6.67) em {6.65), obtém-se

-R/2
j {0.[-B.0 + Bo * mg sen Q(t+$) + mid cos n(t+;}] + h(%m).0} dt

et *

ay) =

"z
+ E {*n cos t[{+ Bm cos

-%r/2

t + o + mB sen { (t+@) + mQ cos € (t+&)}}dt

o0

+ i {0.[-B.0 + Bo * m8 sen Q(t+;} + ) cos Q{t+@}} + hixw).0} dt
T

/2
(6.68)

donde
1/ 2
aly) = X {rnz B cos® t + wRe cos t * nmB sen Q(t+$) cos t
~1/2
+ mm cos Q{t+yp) cos t] dt . (6.69}
Avaliando esta integral (Apéndice B},
. 3 f2 -2 -
dy) = - Eﬁé + 2n Bo gEELﬂﬁajg_ cos (Qm/2) sen (Qp + @), (6.70a}
1-8
onde
Q
g = arctan [B] , L # 1. {6.70b}

} corresponde com O resultado obtido por

A expresséo (6.70
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T.5. Endo e L.O. Chua [2] para a equagio mais geral

2 '
d¢ , B [} + (2¢-B) h {éf} g% + h(¢) = Bo + Bm sen Ot + mQ cos it

a2 8

{6.71)

com h{¢) sendo uma caracteristica triangular generalizada da forma

indicada na Fig. 6.4.

A nig)

Fig. 6.4 ~ Caracteristica triangular generalizada do detector de fase

A expressdo obtida por T.S. Endo e L.0. Chua € [2]

d(&) = -2apn arcsen va/m - nf V a(m-a) % 2m Bo
+ om ¥ 8%+0% .Q(a,0) sen (Qy+6) (6.72a)
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onde

Qla, ) = ——~£%IEA~—E— fa cos ﬂtiwn Ya(m-a) sen {Qt ]
(1-0°) (b+Q°) t
(6.72b)
a 2
com b :® —— , t = arcsen 4 , =1
n-a 1

Escolhendo 2¢=B, a=u, t1=n/2, bs, a eqg. (6.71} reduz-se
3 eq. (6.39), e de (6.72) deriva-se o resultado {6.70).

As condicBes para existéncia de uma drbita homoclinica

transversa sio (Teorema 2.1)

d{i) =0, {6.73a)

~

para algum conjuntc ndc vazio de valores de ¢, e

2 a0, (6.73b)

dy

para o mesmo conjunto de valores.

Com d(¢) = 0, de (6.70a),

A EEE T 2n Bo
sen ((W+8) = . (6.74)
2
+ Zmm VB 0 cos [Q g}
1-0°
Assumindo que ¥ possa ser qualquer valor, isto é,

Qp + 6 € [0,2n], |sen (¢ + 8)] =1 e portanto
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B(n® ¥ 40) (1-0%)

4mVﬁa+Qz cos[n 5}

2

s 1, L= (6.75)

satisfaz a condig8o (6.73a) para qualquer valor de y.

A condig8o (6.73b}, que exclul a tangéncia homoclinica, leva

a excluir a igualdade

2 .2 -
+ ZTIA VB0 o (@ n/2) cos (@) + 8) = O, (6.76)
1-0°
Como por hipétese m=0, 0, B=0, =1, somente

B + 6 =nm/2 ou QY + 6 = 3n/2 permite que (6.76) seja vdlida, donde
|sen(Qy + 8)| = 1 (6.77)

garante que a drbita seja transversa. Modificando (6.75) para
satisfazer (6.77),

Bin® ¥ 40) (1-0%)

4mvﬁz+ﬂz cos{ﬁ g)

, =1, (6.78)

€ a condigdo necessdria e suficiente para a existéncia de uma drbita

homoclinica transversa.

6.3. ANALISE DO MODELO CONSIDERADO COMO UM SISTEMA NAO HAMILTONIANO
PERTURBADO

Considerando somente m como parametro de ordem pequena , o

sistema nfic perturbado ¢ nio Hamiltoniano. Entio pode-se escrever
(6.41) na forma
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y 0

g 28

- hi¢) - By + 80c * BAc + m8 sen Qt + mR cos Qt

{6.79)

onde o, é o valor critico de ¢ para o gqual existe uma ¢érbita homocli-

nica e Ac é uma pequena desviaclo a partir de v,

A parte nio perturbada pode ser escolhida como

Y
fix) = ' (6.80a)

-h(¢) - By + B0
donde a parte perturbada &

0O
eglx,t) = , {6.80b)
Bir + mf sen Nt + ml cos Qt

com x = (¢, v} € 51 % R,

Sabe-se que o sistema ndo perturbado x = f(x) com f(x)
definida por (6.80a) possui uma ¢rbita homoclinica para ¢ = 0,
ondeoé é a faixa de captura ("pull-in range”), 1isto ¢, a maxima
diferenca inicial entre a freqliéncia do sinal de entrada e a

freqiéncia do VOO, tal que é possivel a captura {50].

No caso nio Hamiltoniano, a integral de Melnikov ¢ definida

por

00 t

d(&} = J [f(h{t))Ag(h(t), t + @)] exp {- trago Df (h(s)) ds} dat ,

-0

{6.81)

onde h{t) ¢é a 6rbita homoclinica do sistema nf#o perturbado.
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Seja

h{t) = ' {6.82)

f1 =y, {6.83a)
f, = ~h(¢) - By + Bo_, (6.83b}
g =0, (6.83¢}
g = BAc + mB sen Qt + mQ cos Qt ; {6.834)

substituindo (6.82) e (6.83) em {(6.81),

o0
d{@) = J yh{t){BAa + mB sen Q(t + @) + mQ cos Q(t + &}} .

-

t
. exp {— { traco Df(h(s)) ds} dt , (6.84)

23

onde, de (6.83a) e (6.83b)

Df(h(sl)) = {(6.85}
5 .
- 'ajéf‘“ h(¢) ”"ﬁ
¢ = ¢h(s)

De (6.85),

trago Df(h(s)} = -8B , (6.86)

e, portanto,
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t

- J trago Df(h(s)) ds {6.87)

it
i
oy
I
™w
o
n
1}
™
o+

o Q

Seja p(t) = Bt. Substitulndo em (6.84), e desenvolvendo,

+i] Lis]
d(yp) = BA«J y, (1) P dt + [ng y, (1) sen ft ALY
- bt +]
(53]
+ mQJ yh{t) cos at eV dt} cos i
- 00
(s H (3]
+ [m,S J yh(t} cos Ot ep(“dt-mﬂ j yh{t) sen Ot P4t sen 271
-0 -0
(6.88)
A expressio (6.88), com p{t} = Bt, € um caso particular da
integral
{r+]
afy) = BAO‘J y, (t) Y gt
-
o o0
+ [mSJ yh(t) sen at ' Vdt+mn J y, (£} cos Qt ep(t)dtji cos Q&f
- bt 1]
[1+] 00
+ {mﬁj yh(t) cos at e*™dt-mn j' yh(t) sen Qt e*}mdt} sen Q,?; ,
- oo
{6.89a)
com
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t
p(t) = J (B + (29 - B) h’(¢h{s}}] ds ; (6.89b)

se 2¢ = B em (6.89), obtém-se (6.88).

Para a integral (6.89) é vdlido o teorema seguinte [2].

Teorema 6.1.

A integral de Melnikov (6.8%9) do sistema nfo Hamiltoniano

tem zeros simples, se sfoc satisfeitas as seguintes condigdes (sob m#0

e =0

a) n, = A_+ B- {2 - Bl a” <0 {6.90a}

b} n =2 *+§8 - (2¢ - B} & >0 (6.90b)
BA¢I3

c} <1,

n V(g%+%) (12(2) + xzfn)i
(6.90c)

onde h(¢) e h' (¢), por hipdtese, sfo fungles de periodo 2m que podem

ser expandidas em uma série de Fourier convergente, onde

b+ vb? + 4a’
)

A = . (6.913)
L
2 N
A= b - 5 *4a (6.91b)
a’ = wh'(¢s) s (6.91c)
=-[B+ (20 -B) I (¢s)] , (6.91d)
¢s = hmlﬁﬁvc) € [0,n) : a malor das duas solugdes em [O,m), (6.91e)
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onde

o
1,(@) m[ y, (t) ) gen qt at {(6.92a)
b 043
00
1,(a) =J y, (t) P cos 0t at (6.92b)
bt + 41
o
(1]
I =J y, (1) A (6.92¢)
-

A prova deste teorema ¢ dada no Apéndice B.

Corolérioc 6.1.

As condicSes (6,90) para que a integral de Melnikov (6.89;
tenha zeros transversals podem ser relaxadas se o filtro contém

somente um polo (em lugar de um polo e um zero), isto €&, se B=Z¢.

Com B = 2¢, a condigio (6.90b) ¢ sempre satisfeita

(nzx Au + B > 0) e, portanto, as condigBes (6.90) modificam-se para

a)l n, = Aﬁ + 8 <0 {6.93a}

BAUIa
b) <1
(m V(g%a®) (12 () + ()

(6.93b)
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CAPITULO 7

COMPARACAO QUALITATIVA DOS RESULTADOS TEORICOS COM
OS RESULTADOS DA SIMULACAO ANALOGICA E COM OS
RESULTADOS DE UM SISTEMA REAL. ANALISE E CONCLUSOES

0 modelc utilizado para a andlise de Melnikov, como fol
observade no inicio de capitulo anterior, aproxima ¢ sinal pulsade de
erro, yep(t). pelec seu valor médio, ye(t}. Desta forma, © modelo
simulado reflete de forma mais realista o comportamentc do sistema
real.

Qualitativamente, as perturbacbdes geradas por ambos modelos
sido do mesmo tipo. A segiléncia de pulsos que constitul o sinal de
erro gera um sinal periddico constituido por segmentos de exponen-
ciais, da mesma fregliéncia fundamental que a do sinal de erro, na

saida wGEi), como ilustra a Fig. 7.1.

Yopt!) (1)
Brot
t K i1
™
Yep't) P Tm S+ wg (1)

Fig. 7.1. Perturbac¢8o na saida wO(t}, produzida pelas descentinuidades

no sinal yep(t).

A saida woit) contém entdo uma perturbagic {ripple), que
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pode ser decomposto como uma soma de subharmdnicas mais uma freqiéncia
fundamental. A fregiiéncia fundamental ¢ um miltiplo da fregléncia de
referéncia, e depende da densidade do codificador ético. A influéncia
do ripple pode, portanto, ser anallsada quantitativamente utilizando
os resultados obtidos teéricamente para a perturbacgdo senoildal

gerada pelo codificador ético.

Ko caso de um sistema real, a complexidade é ainda malor:
misturam-se ambos tipos de perturbacgio (os quais s&o inerentes ac sis-
tema e nfc podem ser reduzidos a zero); o sistema é na realidade de
ordem malor {tanto pelo mimero de polos quante pelo numero de pertur-

bacdes).

A comparag¢dc quantitativa dos resultades obtidos utilizando
ambos modelos, bem como a comparagfo guantitativa com os resultados de
um zistema real, sfo sugeridos como tema para um trabalho posterior.
Limita-se agul a comparagdoc ao aspecto gqualitatlivo, mostrande a depen-
déncia do fendmeno de caos com relagfo & mudanga de um parametro comum

(o ganho de malha).

Finalmente, resumem-ge o contelddo da tese e 0s aspectos nos
guais houve uma contribuicdc original. Discute-se a contribuigio para
o projeto de sistemas reais, em relagdo aos objetivos propestos ini-
cialmente. Indica-se algumas linhas de pesquisa pouco desenvolvidas
ainda, tanto na teoria de estabilidade e caos em sistemas nfo lineares

quantc na aplicag8o ao sistema PLL-dual.

7.1. RESULTADOS DA SIMULACAC ANALOGICA.

A segulr, escolhe-se um parémetro adequade para observar a

transigio do comportamento estdvel ac comportamento cadtico.

Da eq. (6.78), que define a condi¢do suficiente para regime

de caos no caso Hamiltoniano,

B(r® T 40)(1 - 0°)

dm v B2 + Qz cosEﬂ-liJ

2

< 1, Q=1, (6.78)
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podemos comentar, em primeiro lugar, que © parametro m {proporcional &
magnitude da perturbacic), inclde diretamente sobre ¢ aparecimento de
oscilaces cadticas. Com m grande, a razlo definida em (6.78) ¢ peque-
na, sendo possivel {para um m suficlientemente grande} atingir a regido
de caos. Com m muito pequeno (codificador com compensagado do Jitter),
a condicio nfo é atlngida e ¢ comportamento ¢ estdvel ou subharménico.
Com m = 0, a razfio é Infinitamente grande, e como w < 1 € uma condicgéo
impossivel de ser estabelecida, ndc é possivel o comportamento cadtico
com esse valor do parimetro m. Isto é légico, dado que com m = 0 ndo
existe perturbagdo na eq. (6.39); portanto o espago é de dimenséo
dois. Em espagos de dimensfo 2, o comportamento caético nio ¢ possivel

(v., por exemplo, [51]).

Como ndo foi obtido explicitamente o valor de m para a
perturbagéo gerada pelos pulsos do sinal de erro nos casos do sistema
simulado e do sistema real, escolheu-se um parametro comum a todos, ©
ganho de mahla Ki

Substituindo as egs. (6.25), {6.27} - (6.30) em (6.78),

|

e desenvolvendo, obtém-se a condigao

2 Tl T
- -~ ~ m
o QNwref K 1 wref Kg

g
R(Kg) = <1
/T . /T
Ar ~ ™ ~ 2 n o~ ™
SNT wrcf 4 ‘/1 * (wre!‘.rn) CDS{ 5 wref K ]
g q
{7.2)
com @ Kq = 1,

e onde R(Kq) representa o valor da expressdo que deve ser menor do que

1 para comportamento cadtico.

Consliderando Kq comc parametro e os restantes parametros
fixos, analizaremos o comportamento da funcéo R{Kq) para diferentes

valores de Kq.
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Com K + 0,
9

lim R(K ) = lim

X g"o lq"ﬂ
~ T
SN*EE 4 cos[ 2 ]
- ref K

ref

(7.3)

b T e cos|
ZR 1+(wref‘t:} COSZ ref X

Como o valor do coseno estd limitado, com K #+0, RK)*w
g g

e a condigdo de compor tamento cadtico nio existe.

A medida que K aumenta, R(K ) diminul até alcangar o valor

0 dado pela condicgdo que qualquer um dos fatores do

minimo R(Kg) =
a zero. Como existe a restrigédo

numerador de R(Kg} seja igual

W vt /K =# 1, consideramos o fator
q

ref n

[
[u2 - 4N ' ] =0, (7.4)
ref [+

donde para K = (4N w 32 1 /n* & obtido o minimo R{K } = 0.
g ref r <]

Entdo, aumentando K a partir de K = (O sempre & possivel
chegar a um valor de R(K ) tao pequeno quanto seja necessdrio para

alcancar a condigdo de comportamento cadtico.

Finalmente, para Kg muito grande,

180



2
, (7.5)

n
lim R(Kq) =
=0 ~ " P
Kg SNIAR—{” /tI Jl“‘((a) T)z
ref E_ ref »
g9

valor que tende a infinito.

Na préatica, sempre existem limitacbes fisicas para K, e
]

verificaremos a transigdo do regime estavel ao rTegime de <caos

comecando com um ganho pequenoc que sersd aumentado até observar

compor tamento pseudo-aleatério na variavel de saifda.

Os parametros escolhidos para 2 simulagdo foram T = 0.2

fsl, aref = 314 [rad/s] e N = 10, enquanto que Kg foi aumentado grada-

tivamente desde Kg = 5.05 até Kg = 10.

As Figs. 7.2 a 7.6 1ilustram a velocidade wo{t), para dife-
ganho de malha, onde o ganho menor corresponde 2
Obgerva-se correspon-

rentes valores do
Fig. 7.2 e val sendo aumentado em cada grafico.

déncia qualitativa entre as respostas simuladas € © comportamento

da teoria, segundo foi discutido nos paragrafos precedentes.

A4TH [~
3314 ’ Pea o . o
SNV
1574+
| 1 | 1 —
D 10 20 30 40 50
t [s)

Fig. 7.2. Velocidade de saida com Kg = 5.05.
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47—

YV Yy

157

Wo{radass]

Fig. 7.3. Velocidade de saida com Kg = 5. 2.

VY

| | i | i
o 0 20 30 20 N
t{s]

Fig. 7.4 Velocidade de saida com Kq = 6.
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LXAT ond

24

me[rod/s]

478 i { ] {
— |
: SUTLERERAAN |
¢ 314 l
3@

157

! | | | [
) 10 20 30 40 50
t]s

Fig. 7.6. Velocidade de safda com Kg = 10,

7.2. COMPORTAMENTO DE UM SISTEMA REAL

Qualitativamente, © comportamento da velocidade wott} cor-

responde com O observado no sistema real, baseado no integrado

CDA046B. No sistema real, implementado por P. de Campos [52}, os valo-

res dos parametros sdo T = 0.213{s], N = 0.1 e Z)Nf = 200[rad/s]. O
sistema implementado responde também a um aumento no ganho deslocando-

se para a regiio de caos (Figs. 7.7 - 7.11).
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(00 f_rudf’s]

200
{60
120
80
40

u)o[rod/s]
S

t[s]

Fig. 7.7.Velocidade de saida com Kg = 1.5 K’r [52].

200 :"e
160~

120+

ao}-

Fig. 7.8. Velocidade de saida com Kg =2 KT [52].
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Wo {radss |

W, L rad/ s}

Wy | rad /s ]

Fig. 7.11. Velocidade de saida com Kq = 8.5 K'r [52].
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7.3. DIsCUSSAO DOS RESULTADOS TEORICOS E EXPERIMENTAIS

0 método de Melnikov permite obter, a partir de um modelo
contfnuo do PLL de 23 ordem, uma expressic explicita para a regllo de
caos homoclinico, no caso em que o sistema tem poucas perdas. No caso
de perdas grandes, a regifio deve ser obtlda numericamente para cada
conjunto de valores dos parametros. Isto sugere que no caso ndo Hamil-
toniano poderia ser mais simples a determinagdo da regido de caos se
fosse utilizado um outro método, como por exemplo o cdlculo do maior

expoente de Lyapunov para cada conjunto de valores dos parémetros.

A simulagio mostra, qualitativamente, coeréncia com os
resultados tedricos, segundo os quais sempre ¢ possivel atingir uma
regido de comportamento cadtico se o ganho for aumentado a partir de
um valor baixo. O comportamento de um sistema real confirma também a
previsdo teérica. Tanto a simulagao, quanto o sistema implementado,
podem ser utilizados na determinacio experimental das regifes de
comportamento cadtico. Uma sugestdo para trabalho futuro com sistemas
de dimensio maior, submetidos a varios tipos de perturbagéo
cimultaneamente, ¢ utilizar a simulagio em conjuntc com ferramentas da
teoria ergédica, para estes casos mails complexos, como também no caso

n3o Hamiltoniano.

7.4. RESUMO

A parte 1 abordou os conceitos basicos sobre sistemas
dinamicos e os principais teoremas que permitem determinar a

existéncia de caos em sistemas com modelos continuos ou discretos.

Na parte 11 descreveu-se o sistema PLL-dual e escolheu-se um
método adequado para determinar a regifo de comportamento cadético. O
sistema fol modelado como uma equagio diferencial continua de ordem 2,
com uma perturbagiio periédica. Escolheu-se o método de Melnikov. Por
este método fol possivel obter explicitamente a regldo de
comportamento caético para o caso em que O sistema tem poucas perdas.

No caso em que o sistema tem perdas grandes, fol obtida uma expressio

em funcio de integrais que devem ser avalladas numericamente para

cada valor do parametro.
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Os resultados teéricos foram discutidos e comparados quall-
tativamente com o comportamento de uma simulag@o analdglica e com o
comportamento de um sistema real; observou-se uma regifo de
comportamento caético para deterrinados valores do ganho de malha,

segundo o previsto na andlise tedrica.

As contribuicdes da tese, na parte I, sdo as descrigbes das
principais técnicas de andlise de comportamento caético, em forma
orientada & engenharia (especificamente para a drea de controle), em
um nivel matematico intermédio. Os conceitos, teoremas e relagdes
entre eles foram ilustrados através de graficos, exemplos e comenta-
rios. Foi proposta, no capitulo de teoria ergédica, wuma prova
alternativa para as rela¢des de desigualdade entre as dimensbes de
Renyi.

Na parte II, sdo contribuigdes originais o modelo proposto
para o sistema PLL submetido a perturbagdes periddicas provenientes do
encoder 6tico, bem como a simulaglo analdgica do sistema. 0 método de
Melnikov foi aplicado de forma similar & proposta na literatura para
sistemas demoduladores de FM, mas dadas as caracteristicas particula-
res do sistema analisado, foi possivel reduzir o tamanho das

expressdes envolvidas.

7.5. PERSPECTIVAS

Existem ainda muitas questdes ndo resolvidas na teoria de
caog. Alguns aspectos cuja pesquisa ¢ relevante sio: A determinagio
teérica de condigbes necessarias e suficientes para comportamento
cadtico, a partir do modelo de um sistema; a determinacio tedrica dos
expoentes de Lyapunov; as relagdes entre as dimensdes de Renyl e a
dimensio de Lyapunov; o controle robusto de sistemas cadticos; a
determinacio do espago ocupado pelos atralores e a sua base de

atracdo.

No caso especifico do sistema PLL-dual, € de interesse o
estudo de sistemas de dimens3o maior e da interagio entre diferentes

tipos de perturbacdo (considerando perturbagdes geradas por sinals

chaveados). Para esses casos mals complexos, bem como para a

determinacio de condigdes necessdarias e suficientes para comportamento
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caético, existem algumas técnicas que nio tem sido aplicadas ainda e
que poderiam ser utels neste caso. Estas técnicas sfo: o criltério
algébrico de Unal ({(que permite determinar condigdes necessirias e
suficientes); os teoremas que podem ser aplicados a um modelo discreto
do sistema (as quals foram descritas no Cap. 3}; as técnlicas numéricas

(teoria ergédica, descrita no Cap. 4); a teoria da universalidade.

O estudo de estabilidade e bases de atraglo de sistemas néo-
lineares, e especificamente dos sistemas FLL, complementa o estudo de
comportamento cadtico. Um estudo mais abrangente destes tdépicos,
incluindo tanto estabilidade quanto caos, permitiria obter uma visdo
mais completa dos diferentes regimes de comportamento de um sistema

dinimico ndo-linear, e em particular, do sistema PLL-dual.
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APENDICE A

O PLL UTILIZADO COMO DEMODULADOR FM ([2], [44], [48])

A.1. O PLL UTILIZADO COMO DEMODULADOR FM

0 sinal FM (modulado em freqiiéncia), recebido na entrada do

demodulador, tem uma fregiéncia w, da forma
(A.1)

w =w + k f(t),
i c f

onde w ¢ a fregiiéncia angular portadora e f{t) € o sinal em banda
C

basica.
Integrande (A.1),
o =ut+k J' £(t) dt + 0. (A.2)
Se ja
B, () =k I £(1) at + 6, (A.3)
entdo
8 =wt+e (t) (A.4)
i c in
Assumindo yi, o sinal de entrada, da forma
y, ¢ A sen 81 . (A.5)
temos que
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y, = A sen {wct + Bin(t}l R

y = Asen [Z2nf t + 0 (t)], {£.6)
i [ in

onde fc ¢ a freqiiéncia portadora.

0 sinal em banda base é recuperado derivando Bln(t); da eq.

{A. 3},

(A7)

d@in
T = K, F{t).

Seja f(t) um sinal senoidal de fregliéncia f tal que a
desviacBo méxima de freglénecia angular de w ~ COm relagic a w
<

(fregiéncia de portadora)l seja M, isto é,

de

in (A.8)
5 = M sen {2n fm t).
De (A.8],
dein
{ dt ] =M. (A.9)
mAN
e
dein
{"Et—‘] = -M , (A.1C)
min

ou seja, a freqliiéncia angular instantinea de y1 oscila entre (w -~ M)
<

e (wc + M).

A estrutura do PLL, utilizade como demodulador do sinal

descrito pelas equagdes anteriores é indicada na Fig. A.1.
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E’i"m" Detetor E;:’ Filtro S;lido
o
——= de } ™ passa-baixa -
fase
)
Realimentocdo
y¢
VCO

Fig. A.1 - Estrutura do PLL utilizadc como demodulador de FM.

A fregiiéncia angular de oscllagdo do VOO €& dada pela

relacac
]
=1
£ di

[* N

w = KO yﬂ(t) ; {A4.11)

onde gf{t) = ef(t) - wot, 8{ ¢ a fase de Yo KO ¢ o ganhe do VCO e o
3 [s]
é a fregléncia angular central do VCO ("free-running angular

frequency" ).

Se o sinal modulante f(t) tiver mais de uma fregliéncia,
gendo fm a miaxima fregiiéncia do conteude harménico de fi{t), e fm << fc
(onde fc é¢ a fregliéncia da portadeoral, e se M nido for muito grande,
entdo a fase da salda deo VOO segue a fase do sinal de entrada Y, isto
€,

Znft+e (t)=2nf t+8(t), (A.12)
c in ] f

e portanto

g (t) =2n Af t + 0 (t), (A.13)
f in
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onde Af : = £ -f .
c o

0 sinal modulante é recuperadc entdc a partir de Y, de

(A.11), e derivando (A.13) com relagdo a t,

(A.14)

wim
.
| D2
| e
Tl
es]
D—

y {(t} =
O

Como de (A7}, dein/dt é proéprice sinal modulante, entso

y (t) representa o sinal modulante gque deseja-se recuperar, mais um
[}

valor constante. Esta componente c.c. é posteriormente eliminada com

um filtro.

A.2. ANALISE DE ERRO EM REGIME

0 erro médic de fregiéncia € zero em um PLL encravado (em
"lock"):; para cada cicle da entrada existe o ciclo correspondente na
saida. Consideramos, entdo, o erro de fase na malha em lock.

Para utilizar o tecrema do valor final, aplicado sobre a
transformada de Laplace do erru de fase, devemes linearizar o medelo

do PLL, come ilustra a Fig. A 2.

™ F(S) e

Fig. A.2 - Modelo de fase linearizado do PLL.

Na Fig. A.2, Kd é a constante que representa o detetor de

fase linearizado, F(s) ¢ a fungio de transferéncia do filtro,
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91 = el - wot, er = Gf - wot e £ = 61 - ef = e1 - 8{, onde @ € ©

erro de fase.

Entdc o erro de fase, em regime, ¢é dado por

szgi(s)

s + K K F{s)’
o d

lim @(t) = lim {A.15)
-

30 ~30

0 erro em regime resultante de um degrau de magnitude A6 na

fase do sinal de entrada ¢

shB

s+ K K Fis)~ (A.16)
o d

lim 2(t}) = lim
£ 30 S-%o

Como F(s) é um filtro passa baixa, assumimos F(0) # 0, e

portanto

lim @(t) = 0,
L>m (h.16)}

ou seja, nioc existe qualguer erro de fase, em regime, como resultadoe

de uma mudanca na fase de entrada.

0 erro em regime resultante de um degrau de magnitude Aw na

fregiiéncia do sinal de entrada ¢

Aw - L
s + K K Fis}) X K F{0)
o d [+ d

iim 2(t}) = lim (A.17)

S50

Como normalmente a freqiéncia do sinal de entrada, w , nio ¢

<
exatamente igual & freqiiéncia central do VCO, mas existe uma diferenga
Aw entre ambas, hd entdoc um erro de fase resultante, chamado de erro

de velocidade (av) ou erro de fase estatico.

De (A.17), este erro é
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(A.18)

onde K := Ko Kd F(C) é conhecida como constante de velocidade cu
v

ganho de malha c.c.

A.3. DEFINICOES

pull-out frequency (Awpo)‘

pull-in range (Awp)

amplitude méxima do degrau de fregién-
cia no sinal de entrada tal gue a malha
nidc perde nenhum ciclo, mas permanece

sempre em "lock".
maxima diferenga inicial entre a f{regién-

cia do sinal de entrads e a frequéncia do

YC0, tal que € possivel a captura.
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APENDICE B - CALCULO DE INTEGRAIS DE MELNIKOV

B.1 - CASO HAMILTONIANO

n/z
d(&} = J {-nzs cos°t % nBe cos t 2 wmB sen R(t+y) cos t
-1/ 2
+ amQ cosf (t+y) % mmD cos Q(t+y) cos t] dt.
(B.1)
Se jam
n/2
1, = J ~n8 cos’t , (B.2)
-2
w2
22 = j B cos t 4t , {B.3)
-~/ 2
n/2
13 = J trmf sen {{t+y) cos t dt (B.4)
-2
e
/2
14 = J +mmfl cos Q{t+yY) cos t dt. (B.5)
-n/2
Entio
w2 5
P b § t . _T8
I1 n B [4 sen 2t + 2] = - (B.6}
“H/2
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n/2

12 =4+ nfsent =+ 2Z2n Bo , (B.7)
=
n/2
13 mJ smmB[(sen Qt + cos (& + sen (B cos Qt) cos t] dt,
-1s2
{B.8)

n/2 "/2

1 = % mfB cos (W j sen Ot cos t dt £ mmB sen (W { cos R b cos todt.

3
-2 -/ 2

{(B.2)

Considerando que a funcic sen 2 t cos t € impar, a primeira integral

¢ zero. Entdo

.. 9 sen (1+Q)t sen (1-0)t n/z
13 = % 5 mB sen Oy { T + ) ] . {B.10}
~f/2
N - sen ((1+8)n/2) sen ({(1-0)n/2)
13 =+ w mB sen W [ T30 + TTE }
{E.11)
[ = %7 mg sen O [ sen (Q #/2) cos w/2 + cos (Q w/2) sen wm/2
3 1+82
, sen ®/2 cos (0 n/2) - sen (Q w/2) cos w/2 ] , (B.12)
1-0
_ - [ cos (Q n/2) cos (R n/2) (B.13)
13 =+t mB sen [ 158 + 15 ].
I =% nmd sen ﬂ; cos (0 n/2) + 2 . (B.14)
3 102

donde
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1 =% 2n mg cos{fl =/2) sen Q&. (B.15)

Para 14, de {B.5) temos

w2
I4 = J ] (cos Gt cos @y ~ sen Gt sen ) cos t] dt ,
-1/ 2
{(B.1¢&)
2 w2
14 = = mm{l cos P J cos Gt cos t dt + mmQ sen 9. J sen @t cos t dt,
-T2 T2
(B.17)
n - sen (Q+1)t  sen (n-1)t]1|™°
O .
I, =% 5 mi cos [ G+ e } o 1

I + 7 m? cos (W [ sen (Q n/2} cos néil+ sen n/2 cos {2 n/2) .

, sen (0 n/2) cos w/2 - cos (Q n/2) sen n/2 } ' (B.18)
Q-1
- - cos (R n/2) coe (O n/2) {B.19)
I4 * w mQ cos i { T+0 + -6 ,
donde
ne) -
1 =% 2n cos(Q n/2) cos W , 0#1 . (B.20)
4 2
1-0
Entido
dy) =1 + 1 +1 +1
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d(&) = - Eéﬁ 21 B t 2m mBa cos (1 m/2) sen (W
1-Q
* 2r S cos (Q n/2) cos Q @,
1-8
- n3B 2nm - -
d{g) = - 5 + 2n Bo % 5 ©os (Q n/2) (B sen Y + 01 cos W),
1-Q
R 3 fe .2 n
dig) = - EEE * 27 Bo % Zmm ¥B cos (Q n/2; B sen (W
{02 92107
P cos Q@ .
%2+Q2
donde
. 3 2 2 R
a(g) = - %ﬁ + om po + ZMYBME e (0 w/2) sen (G + 8),
1-0°
COm

g = arctan [g) , b=l o

B.2. CASO NAO HAMILTONIANO. PROVA DO TEOREMA 6.1.

A integral de Melnikov (6.89) ¢ equivalente a

(B.21)

(B.22)

{(B.23)

(B.24)

d{&) = Bho 13 +m VQBE + 92}(13{0) + Ii(ﬁ)i.sen {Q@ + 8},

onde
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B II(Q) + { IZ(Q)
& = arctan . (B.25b)
B IZ(Q) -Q II{Q)

Igualando a zero a expressio (B.25a), obtemos

- ~BAc 13
sen(y + @) = ; {B.26)

w/ga?) (1P + 12()
expresséic que € valida se sdoc satlsfeltas as condigbes seguintes:

a) Ii(Q) e 12(9) sdo finitas e nfo s8¢ simultaneamente iguals a zero.

b} 23 é¢ finita.

BAc 13

1A
o

c) {B.27)

wE%e®) (Pl + 12@)

& tangéncia homoclinica (zeros miltiplos) deve ser excluida

da condicgic c), de forma que, com a eq. {(6.73b),

2 4wy 20
ay

cbiém-se, de (6.93a),

nQ V(82+0?) (If{n> + 12(9))‘ cos(Qy + 8) = 0. (B.28)

Por hipétese, m#0, 0#0, B0, If(n) + Iz(n) # 0 (condicdo
a), donde (B.28) ¢ satisfeita se

cos (o + @) # 0, (B.29)

ou, alternativamente,
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| sen {Qi +8)| = 1. (B.30)

Logo, a condigdo c), excluindo a tangéncia homoclinica, é a

desigualdade estrita

-BhAo I3
< 1, (B.31)

w/(B2+0?) (If(m + xicm)‘

A seguir, €& preciso provar que as integrais (6.92) tém
valores finites. Sabe-se que yh{t) ¢ wuma funcBo limitada conm
yh(t) -+ 0 para t - % o, e deve~se provar gue yh(t) exp {p(t)) > 0
para t » * w, com a rapidez necessdria para que as integrais {(6.92)

¥

sejam finitas.

Para t - % «, a razio de aproximagido de yh{t) ac ponto de

sela x €& dada pelos autovalores da linearizacio do campo vetorial do
5

sistema néo perturbado no ponte de sela x = [¢S,O), onde

¢s = hmiiﬁac}, isto ¢, os autovalores de Df(xs), onde
o= Sf(xs} u {B.32)

¢ a linearizaclo do sistema ndo perturbado no ponto de sela. Os auto-
valores correspondem &g duas raizes AS < 0 e xu> 0 da equagio

caracteristica ij(xS) - A2I| = 0, onde

) 1
Df{xs) = . {8.33)
-h’(¢s} -8 - (2¢ - B) h’(¢s)

Se jam
a’ = -h’(¢sJ , (B.34a)
b = ~[B + (2¢p ~ B) h'(¢s)l , (B. 34b)

entdo da equacdo caracteristica
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(B.35)

]
]

Al(A - b) - &’

com solucdo

2
+ H
=22 + 4a (B.36)

obtém-se os autovalores

£z )
A= b+ , t 4a (B.37a)

5 =o 7 ¥b +4a (B.37b)

Para t - w, yh(t) pode ser aproximado por
yh{t} =K e {B.38a)
e para t - =w, a aproximaclo para yh(t} é

Ast
yh(t) = Kz e . (B. 38}

Considerando agora o comportamento de p(t} para t » % «, com

1
p(t) = Bt + (2¢ - B) J h'(¢h(s)) ds, {6.89b)

[«]
para s - o, ¢h(s) & ¢s, donde h'(¢h(s)) & h’(¢s) = ~a'. Como h’{¢h(s}}

t
¢ limitada para todo s, a integral J € h’(¢h(s)) ds tem um valor
]

finito Ka’ onde tc ¢ o tempo tal que ¢s ¢ uma boa aproximagic para

¢h{S) para |s| > t{
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Entdo

p(t) = Bt + (2¢ - B) (K3 -a' {t ~ tc)), (B.29)
plt) = (B~ (2¢ - B) &’} t + K4, {B.40a)
onde K4 = (2¢ - B) K3 +a' (2p - B) tc . (B. 40b)

De (B.38) e (B.40) nota-se que yh{t} exp{p{t}} ¢ da ordem
de exp{As + B -(2¢-B) &) t para t->+e® e ¢é da ordem de
exp{hu + B -(2¢-8)a )t para t - Logo, yh(t) expl{pit))
A+ B (2¢-B)a <0

e n =A + 8- {29 -B8)a >0 para t > %« Entdoc, as integrais
1

tende a zero exponenclalmente se n,

(6.92) convergem a um valor finito se n, <0 e n, > 0.

A seguir, prova-se que as integrais (6.92a) e (6.92b) néo
sic ambas iguals a zero, com a possivel excegio de um conjunto discre-

to de freqiiéncias. Temos que

2e}

IZ{Q) - J Il(Q) = J yh(t} ep(t} (cos @t ~ } sen @t} dt,
bt +4]
{B.41)
o0
1@ -1, =j y, (t) Pt TR gy {B.42)
faat ¢.53
L@ -J1,@ =%y (t) Py, (B.43)
ou seja, Ia(n) -3 II{Q) representa a transformada de Fourier de

pit}

yh(t) e como yh(t) e nic ¢ idéntica a zero, a transformada

de Fourier nfo ¢ zero para algum Iintervalo de £fi. Isto significa que

zl(n) e IZ(Q) nio sfo ambos zero para algum intervalo de Q.

Logo, o teorema 6.1 esta provado.
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