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Resumo

Para projetarmos um sistema de comunicacao digital em espacos hiperbdlicos é
necessario estabelecer um procedimento sistematico de construcao de reticulados
como elemento base para a construcao de constelacoes de sinais. De outra forma, em
codificacao de canal é de fundamental importancia a caracterizacao das estruturas
algébrica e geométrica associadas a canais discretos sem memoria. Neste trabalho,
apresentamos a caracterizacao geométrica de superficies a partir dos possiveis em-
parelhamentos das arestas do poligono fundamental hiperbolico com 3 < n < 8 lados
associado a superficie. Esse tratamento geométrico apresenta propriedades impor-
tantes na determinacao dos reticulados hiperbdlicos a serem utilizados no processo
de construcao de constelagoes de sinais, a partir de grupos fuchsianos aritméticos
e da superficie de Riemann associada. Além disso, apresentamos como exemplo o
desenvolvimento algébrico para a determinacao dos geradores do grupo fuchsiano I'g
associado ao poligono hiperbdlico Fk.

constelacao de sinais, poligonos hiperbdlicos, superficies de Riemann, emparelhamen-
tos, tesselacoes, grupos fuchsianos.
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Abstract

In order to design a digital communication system in hyperbolic spaces is necessary
to establish a systematic procedure of constructing lattices as the basic element for
the construction of the signal constellations. On the other hand, in channel coding
is of fundamental importance to characterize the geometric and algebraic structures
associated with discrete memoryless channels. In this work, we present a geometric
characterization of surfaces from the edges of the possible pairings of fundamental
hyperbolic polygon with 3 < n < 8 sides associated with the surface. This treatment
has geometric properties important in determining the hyperbolic lattices to be used
in the construction of sets of signals derived from arithmetic Fuchsian groups and
the associated Riemann surface.

Key-words: signal constellation, polygons hyperbolic, Riemann surfaces, pairings,
tessellations, Fuchsian groups.
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Capitulo

Introducao Geral

A fundamentacao algébrica e geométrica dos codigos geometricamente uniformes possui es-
truturas topoldgicas na caracterizacao dos processos de geracao e de decodificacao, nao somente
na tradicional estrutura algébrica de corpos, bem como nas estruturas algébricas provenientes
de anéis e de grupos. Este aparato inovador no tratamento de cédigos e modulagoes através
do estudo dos espacos topoldgicos, espacos métricos, espacos hiperbédlicos e das superficies de
Riemann associadas, viabiliza nao sé uma sistematicidade no processo de geragao como também
no de decodificacgao.

Olhando também, sob um outro ponto de vista, dentro do contexto de projeto de um sistema
de comunicacao digital em espacos hiperbdlicos é necessario estabelecer um procedimento sis-
tematico para a construcao de reticulados, como elemento basico para a geracao de constelacoes
de sinais geometricamente uniformes.

E sabido que o surgimento da teoria de codificagao se deu em 1948, com o trabalho de
Shannon. Em (C. Shannon 1948), Shannon mostrou que a partir da utilizacdo de cédigos
corretores de erros, seria possivel a projecao de sistemas de comunicacoes digitais codificados,
com probabilidades de erros tao pequenas quanto se deseje, desde que a taxa de transmissao seja
menor do que a capacidade do canal. A partir deste resultado a procura por bons cédigos vem
sendo realizada. Neste sentido, uma das principais preocupagoes em sistemas de comunicagoes
¢ o controle de erros de tal forma que possa garantir que a informacao seja reproduzida com
confiabilidade. Isto significa que se uma mensagem recebida contém t erros, como detectar e
corrigir esses erros e efetuar a recuperacao de tal mensagem enviada? Dai, a relevancia dos
cédigos corretores de erros desenvolvidos por Shannon.

Sequencialmente, os primeiros cédigos de blocos surgiram devido a Hamming, quando o
mesmo descreveu uma classe de cédigos binarios capazes de corrigir erros simples. Hocquenghem
(1959) e Bose e Ray-Chaudhuri (1960) apresentaram uma classe de c6digos de blocos capazes
de corrigir multiplos erros, os denominados cédigos BCH, definidos sobre corpos finitos GF (p").
Além disso, codigos sobre os anéis quocientes Z,, foram discutidos primeiramente por Blake em
(LF. Blake 1972) e por Spiegel em (E. Spiegel 1977). Em (J. Rifa 1995), Rifa exibe cédigos
sobre o grupo dos invertiveis do anel Z[i] / (2" + i - 2"). Paralelamente, no ano de 1990, Celso
em (Celso de Almeida 1990) generalizou o estudo da teoria da modulagao-codificada para um
corpo qualuger finito de cardinalidade prima para as constelacoes, PAM e QAM, bem como



2 Capitulo 1. Introducao Geral

identificou c6digos Gtimos e seus respectivos desempenhos. Além disso, Huber em (K Huber
1993) apresentou codigos definidos sobre subconjuntos finitos, apropriados, de anéis de inteiros
provenientes de corpos quadraticos.

Até recentemente existiam duas classes gerais de construcao de constelacao de sinais, a saber,
a relacionada aos cédigos de Slepian e a relacionada aos cédigos reticulados. De acordo com
a complexidade e especificidade de cada uma delas, aparentemente nao tinha como relacionar
as mesmas, porém a partir da pesquisa de Forney, (G.D. Forney 1991), essas duas classes
passaram a fazer parte de uma classe mais geral de cédigos denominada codigos geometricamente
uniformes.

Pode-se mencionar que a busca por constelagoes de sinais que apresentem a menor probabil-
idade de erro, esta diretamente relacionada ao problema de projetar sistemas de comunicagoes
digitais eficientes em faixa e poténcia. Desta maneira, se torna importante a fundamentagao
matematica dos cédigos geometricamente uniformes através da utilizacao de estruturas topolog-
icas como mostrado em (R.G. Cavalcante; H. Lazari; J.D. Lima; R. Palazzo Jr. 2005), (S.
Katok 1991) e (A. Garcia; I. Leguain 2002). Este aparato diferenciado de cédigos e modulagoes
através do estudo de espagos topolédgicos relacionados, bem como, das superficies de Riemann
envolvidas, permite um melhor entendimento do processo de geracao de constelagoes de sinais.

Em (H. Lazari 2000), foi estabelecido uma teoria de codigos e conjuntos de sinais geometri-
camente uniformes no plano hiperbdlico, bem como, obteve-se representacoes de subgrupos de
grupos de isometrias de tesselagoes hiperbdlicas. Além disso, foi mostrado que a teoria de uni-
formidade geométrica no plano hiperbdélico subsiste mesmo no contexto de grupos de translagoes
nao abelianos, desde que imposta a condi¢ao que os codigos de rétulos sejam subgrupos normais
do alfabeto (ou de seus produtos diretos). Também foram obtidas representagoes de familias de
subgrupos normais do grupo {8,8}, de isometrias da tessselagao auto dual {8,8}, de modo a
obter como quocientes os grupos Z,, D,, e Z,, X Z,, com m, n inteiros positivos e maiores que
2.

Em (E.D. Carvalho 2001), forneceu-se técnicas para a geragao de alfabetos de cddigos cor-
retores de erros dotados de uma estrutura algébrica, a partir das constelagoes de sinais geo-
metricamente uniformes, cujos sinais sejam rotulados por elementos de um p-grupo Gpm» e por
elementos de um grupo de Galois GF (p™)) em espagos de sinais euclidianos identificados por
elementos de um anel de inteiros e em espacos de sinais no plano hiperbdlico identificados por
elementos de uma ordem de quatérnios.

Em (Edson Agustini 2002), foi abordado dois tépicos em Teoria da Informacao e Codifi-
cagao: (i) Probabilidade de erro associada a constelacoes de sinais em espacos hiperbdlicos; (ii)
Constelacoes de sinais com propriedades geométricas viaveis a aplicagoes em ambientes com com-
portamento hiperbédlico. Em verdade, no primeiro item, foi desenvolvido um limitante superior
para a probabilidade de erro no espaco hiperbédlico n-dimensional, ou seja, foi obtida uma classe
de funcoes densidades de probabilidade para ruido hiperbdlico equivalente ao ruido gaussiano
no espago euclidiano n-dimensional, a qual chamamos de ruido gaussiano hiperbédlico. Desta
forma, a comparagao em termos de desempenho entre constelagoes hiperbélicas de sinais sob a
acao desse tipo de ruido se torna viavel computacionalmente. Ainda, nesse topico, constelagoes
de sinais do tipo M-PSK hiperbdlicas sao analisadas em termos de desempenho quanto a prob-



abilidade de erro. Com relacao ao segundo item, foram construidas familias de constelagoes de
sinais geometricamente uniformes e nao geometricamente uniformes em superficies provenientes
de quocientes de espacos hiperbdlicos por grupos discretos de isometrias. As constelagoes, assim
obtidas, sobre superficies nao-compactas sao infinitas e semelhantes aos reticulados obtidos por
grupos cristalograficos no plano euclidiano. As constelagdes sobre superficies compactas sao
finitas, sendo que as nao geometricamente uniformes se comportam como constelagoes geradas
geradas por auto intersecgao de nds tinicos sobre os g-toros (toros de género g), resultando,
portanto, em constelagoes ciclicas com grupo de rotulamento Z,. Além disso, aqui foi realizada
também a analise de desempenho das constelagoes em termos da probabilidade de erro em canais
com ruido gaussiano hiperbdélico, conforme descrito no item (i).

Em (Joao de Deus Lima 2002), identificou-se as estruturas algébricas e geométricas associ-
adas a canais discretos sem memoria. O procedimento utilizado para alcancar tal fato consistiu
em dois passos. No primeiro passo, através do grafo associado a um canal discreto sem memdria,
determinando o conjunto das superficies no qual este grafo esta mergulhado, e estabelecendo
o conjunto das estruturas algébricas dessas superficies através do primeiro grupo de homolo-
gia. No segundo passo, identificaram-se as tesselagoes regulares que possam ser utilizadas no
processo de moduladores e quantificadores.

Em (Rodrigo Gusmao Cavalcante 2002), foi apresentado que quanto maior for o género da
superficie associada, menor serd a probabilidade de erro em questao.

Em (E. Brandani 2000), foi abordado a construcao de constelagoes de sinais no plano hiper-
bélico, bem como foi realizada uma analise de desempenho de constelacoes PAM, PSK e QAM-
circular no plano hipebdlico em relagao a constelagoes equivalentes do plano euclidiano. Para
tal fato, foi estabelecido diversos conceitos de geometria hiperbdlica, sendo o principal deles,
o conceito de tesselacao do plano. Além disso, para realizar decisoes em relacao a escolha de
quais tesselacoes fornecem constelacoes de interesse, foram obtidas func¢oes enumeradoras, que
permitem contar o nimero de pontos em subconjuntos finitos das tesselagoes. De outro modo,
para determinacao do desempenho de constelacoes de interesse, foi encontrada uma funcao den-
sidade de probabilidade gaussiana para o plano hiperbdlico e apresentadas as suas principais
propriedades, bem como, partindo do conceito de funcao de probabilidade gaussiana hiperbdlica,
foi caracterizado o ruido de um canal gaussiano hiperbdlico, utilizando as isometrias do plano
hiperbdlico.

Em (Vandenberg Lopes Vieira 2007), através de um procedimento sistematico para a con-
strucao de reticulados O, como elemento fundamental para a construcao de constelagoes de
sinais geometricamente uniformes, foi identificado as estruturas algébrica e geométrica a fim de
construir cédigos geometricamente uniformes em espacos homogéneos, especificamente falando
em espacos hiperbdlicos. Foi proposto ainda, a partir desses reticulados, a construcao de grupos
fuchsianos aritméticos I', obtidos de tessela¢oes hiperbdlicas {p, ¢}, derivados de algebras de
divisao dos quatérnios A sobre corpos de numeros K. Além disso, generalizou-se o processo
de identificagao desses grupos em ordens dos quatérnios (reticulados hiperbdlicos), associadas
as constelacoes de sinais geometricamente uniformes, provenientes de grupos discretos. Esse
procedimento é importante, pois permite rotular os sinais das constelagoes construidas por ele-
mentos de uma estrutura algébrica.
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Em (Rodrigo Gusmao Cavalcante 2008), foi abordado que as modulagoes associadas a su-
perficies minimas apresentaram bons desempenhos, pois tais modulagoes sao pontos criticos do
erro quadratico médio. Além disso, foi mostrado também que o espaco de sinais possui métrica
induzida da superficie associada a modulacao. Com isso, foi possivel demonstrar que os espagos
de sinais com curvatura negativa sao os que apresentam melhor desempenho segundo a probabil-
idade média de erro. Dessa forma, alguns exemplos de constelacoes de sinais geometricamente
uniformes foram construidos e analisados em variedades Riemannianas, bem como, foi notado
que na maioria das vezes que o espago hiperbdlico é utilizado nos blocos de um sistema de
comunicagoes, o desempenho desse sistema tende a se aproximar do ponto 6timo de operacao.

Dentro desse contexto e com o objetivo de propor um método de rotulagem de sinais de
constelacoes hiperbodlicas convenientes, é necessario o estabelecimento de um procedimento sis-
tematico de construcao de reticulados. Para tal procedimento ¢é relevante a identificacao dessas
informagoes geométricas via emparelhamento das arestas de poligonos hiperbdlicos regulares de
modo a construir cédigos geometricamente uniformes e, por consequéncia, garantir a eficiéncia
desejada em diversas situacoes envolvendo projetos de sistemas de comunicagoes digitais.

1.1 Descricao do Trabalho

Sendo assim, surge a seguinte questao problema: Como poderiamos caracterizar geomet-
ricamente superficies a partir dos emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbédlicos com
3 < n < 8 arestas, que norteiem a determinagao de reticulados hiperbédlicos a serem utilizados
na construcao de constelacoes de sinais?

Consideremos uma tesselacao hiperbdlica {p, ¢} e P, o poligono hiperbdélico regular com p
arestas associado a essa tesselacao. Seja I', um grupo fuchsiano cujos geradores emparelham as
arestas P, de modo que D?/T, represente uma superficie de Riemann compacta e orientavel de
género g. As arestas do poligono P, constituem a fronteira da regiao de Voronoi de I',. Essa
regiao é constituida dos pontos exteriores dos circulos isométricos fornecidos pelas fungoes de
emparelhamentos.

Considerando Z o grupo dos inteiros e Z, os inteiros moédulo ¢, o homomorfismo natural
¢ : Z — Z, induz um homomorfismo

$: SL(2,Z) — SL(2,Z,)

sendo o kernel desta aplicacao denominado de subgrupo de congruéncia principal de nivel ¢, o
qual denotamos por I';. A importancia de trabalharmos com subgrupos modulares de PSL (2, Z)
e ndo com PSL(2,R), reside no fato de ser o primeiro passo para a caracterizagao das cur-
vas algébricas relacionadas a possiveis alfabetos a serem utilizados via Geometria Hiperbdlica.
Ressaltamos que este aparato tedrico é amplamente discutido em linhas gerais e especificas em
(R.G. Cavalcante; H. Lazari; J.D. Lima; R. Palazzo Jr. 2005) e (E. Brandani 2000). Dai, a partir
de um subgrupo do grupo modular I', de indice finito, encontramos um dominio fundamental
para tal subgrupo,o qual pode ser compactado e produzido sobre uma superficie de Riemann e,
entao a partir da caracteristica de Euler,

X=2—2g
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determinamos o seu género e caracterizamos a mesma de qualquer uma de todas as combinagoes
possiveis das arestas citadas anteriormente de poligonos hiperbdlicos.

Deve ser salientado de que quando falamos em poligonos hiperbdlicos com 3 < n < 8
lados, é de interesse averiguar a possibilidade de construcao de constelagoes de sinais, a partir
de emparelhamentos, com todas as transformagoes sendo hiperbdlicas, cujo género associado é
g = 2, garantindo assim a construcao de constelacoes de sinais geometricamente uniformes a
partir da tesselagao do bitoro por octogonos.

Por outro lado, a partir do emparelhamento do poligono hiperbdlico de n = 8 lados, podemos
tesselar a esfera, o toro ou o bitoro por octégonos, sendo que g = 0 (codigos de Slepian) e
g = 1 (cbdigos reticulados euclidianos) acontece quando trocamos uma ou mais transformagoes
hiperbdlicas por elipticas.

Para atingirmos os nossos objetivos, o trabalho foi dividido da seguinte forma:

No Capitulo 2 revisamos alguns conceitos e resultados matematicos introdutoérios, bem como,
de forma especifica, comentamos sobre as principais propriedades associadas a geometria hiper-
bélica.

No Capitulo 3 destacamos a descricao para a construcao de uma regiao de Voronoi de um
grupo fuchsiano I', bem como de propriedades associadas, regiao esta de fundamental importan-
cia, por exemplo, para a caracterizacao do desempenho de constelacoes de sinais. Além disso,
neste capitulo foi discutido a parte relacionada aos ciclos de um poligono normal, aparato
necessario para a caracterizacao das classes de conjugacao, que em verdade ¢ a contagem das
classes de vértices [-equivalentes associados ao grupo quociente em questao, um dos parametros
descritos nos emparelhamentos tratados.

No Capitulo 4 apresentamos a primeira contribuicao do nosso trabalho, onde foi caracteri-
zado e tabulado algumas informagoes geométricas (género da superficie, niimero de pontos fixos,
nimero de classes de conjugagao) que podem ser utilizadas para o estabelecimento de um pro-
cesso sistematico de construcao de cédigos geometricamente uniformes, bem como garantir a
eficiencia desejada em problemas de se projetar sistemas de comunicagoes eficientes em faixa
e poténcia. Além disso, a classificacao dos emparelhamentos descrita no trabalho nos permite
verificar a possibilidade de construgao de constelagoes de sinais geometricamente uniformes a
partir dos emparelhamentos que possuam grupos fuchsianos aritméticos. Ou ainda, nos permite
a identificacao dos emparelhamentos que podem ser utilizados na proposta de construcao de
constelacoes de sinais através da caracterizacao do género da superficie associada ao mergulho
do grafo correspondente ao canal binario simétrico e suas quantizagoes.

No Capitulo 5 explicitamos algebricamente os geradores do grupo fuchsiano I'y associado ao
poligono hiperbdlico Py, salientando que o processo de identificagao dos grupos I' = I'y, através
da metodologia apresentada é de grande utilidade, ja que nos permite, por exemplo, rotular
sinais de constelacoes Gp (0) = {T'(0) : T € G,} (G-6rbita de 0 obtidas a partir do grupo
I'4y), ou ainda, podemos utilizar as tesselacoes {4g,4g} para obtermos constelacoes de sinais
geometricamente uniformes relacionadas com o grupo fuchsiano aritmético e com a superficie
de Riemann associada.

Concluimos o trabalho com o Capitulo 6, onde realizamos as consideracoes finais e apresen-
tamos sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo

Revisao de Conceitos

Neste capitulo, apresentamos defini¢coes e resultados de algebra e topologia, bem como de
geometria hiperbdlica e grupos fuchsianos, constituindo elementos basicos essenciais para o
desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

Desta forma, em alguns casos, o nosso contexto nao serd baseado em demonstragoes, podendo
estas serem encontradas nas referéncias citadas durante a exposicao dos resultados. Porém, a
nossa abordagem sera bastante detalhada, uma vez que serao utilizados conceitos e resultados
muito especificos destas areas, ja que ambas constituem o alicerce para o nosso estudo. Uma
leitura complementar dos assuntos tratados neste capitulo pode ser feita nas referéncias (J.
Anderson 1999), (S. Katok 1991), (A. Garcia; 1. Leguain 2002), (J. Lehner 1996) e (Adilson
Gongalves 1982).

2.1 Tépicos de Algebra

Nesta secao apresentamos alguns conceitos e resultados relacionados a algebra.

Definicao 2.1 Seja G um conjunto nao-vazio, onde estd definido uma opera¢ao bindria

*x: G xGd — @
(z,y) — xxy

Dizemos que (G, %) é um grupo se satisfaz as sequintes condigoes:
i) ax(bxc)=(axb)xcV abceQG.

iit) e € G; axe=exa, Yac<GqG.

i) Vae G, 3be G tal queaxb=>bxa=e.

Ao longo deste trabalho utilizaremos as operacoes de grupo aditivo e multiplicativo, deno-
tados por (G, +) ¢ (G, ).
Além disso, dizemos que o grupo (G, %) é abeliano (ou comutativo) se axb = bxa, ¥V a,b €

G.

Vejamos alguns exemplos de grupos como segue:

7



8 Capitulo 2. Revisao de Conceitos

1. (Z,+) é um grupo abeliano infinito.

2. (Q,+), (R,+), (C,+) sao grupos abelianos.

3. (Q%,-), (R*,-), (C*, ) s@ao grupos abelianos.

4. (Myxn (R),+) é um grupo abeliano.

5. GL, (R) ={A € Myxn (R) : det (A) # 0} (GL, (R),+) é um grupo.

(=)

. O grupo de Klein, K = {e,a,b,c} é um grupo finito com 4 elementos, cuja operagao
x: K x K — K é definida, conforme a tabela abaixo:

Q O o oo
DL O l0

0O > Q o %
O 92 oo
S0 0 QS

Tabela 2.1: Grupo de Klein.

Se o conjunto G é finito e tem n elementos, dizemos que o grupo (G, *) ¢ finito e que n é a
ordem de GG. Denotaremos tal ordem por |G|.

Definicao 2.2 Consideremos H um subconjunto nao-vazio de G. Dizemos que H ¢ um sub-
grupo de G se satisfaz:

i) ¥ hy,hy € H entao hy * hy € H.

i) ¥V h € H, entio h™' € H.

Denotaremos H, subgrupo de G, por H < G.
Um grupo (G, *) é dito ciclico se 3 g € G tal que G = {¢™; m € Z} = (g).

Observacoes:

1. Se (G, -) é ciclico gerado por g e H # {e}, H < G, entdao H é ciclico e gerado por ¢,
ondem:mm{K €N, ¢* ¢ H}

2. (G, %) ciclico = (G, *) abeliano.

Definicao 2.3 Seja n um inteiro fivo. Dizemos que a,b € 7Z sio céngruos maodulo n se
nla —b. Nota¢ao: a = b(mod n).

A congruéncia médulo n satisfaz as seguintes propriedades:
i) a = a(mod n) (Reflexiva).

ii) se a =b(mod n), entdo b = a (mod n) (Simétrica).
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iii) se a = b(mod n) e b = c(mod n), entao a = ¢ (mod n) (Transitiva).

Definicao 2.4 Seja X um conjunto. Uma relagao ~ é chamada relagcao de equivaléncia,
se sao validas as sequintes propriedades:

i) Para todo x € X, x ~ x (Refleziva).
ii) Sex ~y, entioy ~x, ¥ x,y € X (Simétrica).
i) Sex ~y ey~ z, entao x ~ z, ¥ x,y,z € X (Transitiva).

Observe que a congruéncia é uma relacao de equivaléncia. Sendo assim, podemos definir
um novo objeto. Com efeito, se a € X considere @ = {y € X; y ~ x}; @ é chamado a classe
de equivaléncia médulo ~ determinada pelo elemento a € X. O elemento a, por sua vez, é
chamado representante da classe de equivaléncia @.

Exemplos:

1. Seja S um conjunto nao-vazio e G = {f : S — S, bijetora}. Consideremos * a operagao
composicao de fungoes, isto é, * : G x G — G que associa (g, f) — g* f = go f, entdo
(G, *) é um grupo tendo Ig: S — S como elemento identidade. Esse grupo é conhecido
como grupo de permutagées do conjunto S. Se S = {1,2,...,n} denotaremos este
grupo por S, e sua cardinalidade é n!.

Em particular, S3 é um exemplo de grupo nao-abeliano com 6 elementos. Usualmente,
denota-se um elemento de .S,, por:

f_(fgl) r 7 L f?@)

3)
S5 é formado pelos seguintes 6 elementos:
(1 2 3 L= 1 2 3
““\1 23 ° "7l213
1 3 1 3
f2 — (1 2> i f3 — (3 1>
1 3 1 3
f4 - (2 1) I f5 - (3 2)

2. Seja {1,2,...,n}, n > 3, o conjunto dos vértices de um poligono regular de n lados.
Considerando S, o grupo de todas as permutagoes do conjunto de vértices {1,2,3,...,n},
vamos dar um exemplo de um subgrupo de S,, nao-abeliano, contendo exatamente 2n
elementos.

W N W N
N NN

- . T
Seja 6 € S, a permutacao determinada pelo efeito da rotagao de um angulo de —rad
n

no sentido trigonométrico, isto é,

g (123 .. (n=1) n
234 ... 0 1
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Para os casos n = 5 e n = 6, consideremos a Figura 2.1:

Figura 2.1: Poligonos de 5 e 6 lados, respectivamente.

Consideremos r € S,, a permutacao determinada pelo efeito da reflexao da figura em torno

. N . /7 Ve ~ 7’ 3 n /7
do eixo Ox, isto é, se n é par, entao r fixa os vértices 1 e e, é representado por
n+ 2

1 2 3
2

r =
n—+ 2
1 —1
n n 5

n—1 n

3 2

se n é impar, entao r fixa apenas o vértice 1 e, é representada por
(12 3 ... (n—1) n
" n-1 ... 3 2
Seja D, = (r,0) o menor subgrupo de S,,, contendo r e 6.

Entao, D, = {e,r,0,6% ...,0" 1 r0, r6? ... r6"'} é um grupo nao-abeliano, contendo
exatamente 2n elementos. Este grupo é chamado grupo diedral de ordem 2n ou grupo
de simetrias do poligono regular de n lados.

Proposicao 2.1 (E.D. Carvalho 2001) Seja G um grupo e H < G. Se x,y € G, entao a
relagio x =y (mod H) < xy~' € H define uma relagdo de equivaléncia no conjunto G.
Consideremos agora, a classe de equivaléncia T = {y € G: y =z (mod H)}. Desta forma,

1

yeT < y=x(mod H) < yx~ = h, para algum h € H < y = hx, para algum h € H.

Denotando Hz = {hxz : h € H}, entdo T = Huz, é dita uma classe lateral (a direita) de H

em (G. Chamamos de conjunto quociente e representamos por I ao conjunto {T: x= € H},

G
isto é, T = {Hz: x € G} é o conjunto de todas as classes laterais (& direita) de H em G.

Analogamente, define-se classe lateral a esquerda +H = {zh; h € H}.
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Observacoes:

1. Existe uma correspondéncia biunivoca entre duas quaisquer classes laterais de um grupo

G.

2. Suponha que — possua exatamente n classes laterais, assim sendo — =
{Hzy,Hxs,...,Hz,}, onde x1,xs,...,2, sdo elementos em G. Como o conjunto
Hzxq, ..., Hx, é uma particao de GG, temos que

e G=HzyUHzyU...UHz, (unido disjunta).

3. Sejam G um grupo finito e H < G. Entao, |H|||G|. Em verdade, |G| = |H| - [G : H],
onde [G : H] é o indice de H em G.

Definicao 2.5 Seja N < G. Dizemos que N é um subgrupo mormal de G se gng™' €
N,V ge G eV neN. Denotaremos tal subgrupo por NAG.

Definicao 2.6 Sejam (G, %) e (G', %) grupos e ¢ : G — G’ uma func¢do. Dizemos que ¢ é um
homomorfismo entre G e G' se ¢ (x*xy) = ¢ (x) ¥ ¢ (y), ¥V x,y € G.

Observacgoes:

1. O nicleo do homomorfismo ¢ : G — G’ é caracterizado como sendo o conjunto N (¢) =
{r €eG : ¢(x)=¢€}, onde € é o elemento neutro de G'.

2. Se ¢ : G — G' é um homomorfismo com ntcleo N, entao NAG.
3. Um homomorfismo ¢ : G — G é dito

¢ Um monomorfismo se ¢ injetor;
e Um epimorfismo se é sobrejetor;
e Um isomorfismo se ¢é bijetor.

Definicao 2.7 Dois grupos G e G' sio isomorfos se existe um isomorfismo entre eles. No-
tacao: G~ G

Teorema 2.1 [1° Teorema do Isomorfismo| (Adilson Gongalves 1982) Se ¢ : (G,-) — (G, *)
G

¢ um homomorfismo sobrejetor, entao 3! @ : N — G', onde N = ker (p) tal que po Il = .
Corolario 2.1 (Adilson Gongalves 1982) Seja ¢ um homomorfismo sobrejetor de G em G’

com nicleo N, entao v~ G’

Definicao 2.8 Um grupo G € chamado finitamente gerado se existem gy,gs,...,9, € G,
tal que G = (g1, 92, -, gn) = (g1) +- -+ {gn), onde (g;) = {m - gi,m € Z} = 7Z-g;. Em verdade,
podemos escrever:

G=Z -¢+Z-go+-+Z- -9, ={91,---,0n)
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Observacoes:
1. Se g € (G, +) abeliano e {g} ¢ Z-livrte e m € Z, m > 1, entao

g7

~ L.
mg - 7

2. Se (G, +) é abeliano finitamente gerado e livre, entao quaisquer duas Z-bases livres de G
tém o mesmo numero de elementos. Tal nimero é chamado posto do grupo abeliano livre

G.

3. Dado um grupo abeliano (G, +), definimos o conjunto
T(G)={9€ G, IneN,>1,ng =0} como sendo a tor¢ao de G.

4. Seja (G, +) um grupo abeliano livre de poston > 0e H < G, H # {0}, entao:

i) H é um grupo abeliano de posto m < n.

ii) Existe uma base § = {fi,...,8,} de G e existem inteiros positivos ¢,...,¢, € N
com ¢l Vi=1,...,m—1 tais que {¢151,...,¢nfm} é uma Z-base de H.

5. (G,+) grupo abeliano finitamente gerado, entdo 3 r € N; G ~ T'(G) x Z", mais ainda,
T (G) é um grupo finito e I ¢y,...,¢, € Ncom ¢l Vi=1,2,...,n.

2.2 Toépicos de Topologia

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes e resultados associados a topologia.

Definicao 2.9 Uma métrica num conjunto M ¢é uma aplicacao d : M x M — R tal que
Vx,yz€ M, tem-se:

dy) d(z,z)=0.
dy) se x #y, entio d(x,y) > 0.
d3) d([E,y)Zd(y,I)

dy) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (Desigualdade Triangular).

Definicao 2.10 Um espago métrico é um par (M,d) formado por um conjunto M e uma
métrica d em M.

Definicao 2.11 Uma morma num espaco vetorial E, sobre o corpo dos nimeros reais ou
complexos, € uma fun¢ao que associa a cada vetor x € E um nimero real ||z||, chamado a
norma de x, tal que:

i) 0] =0 e |z|| >0, sex#0.

i) | Azl = |- |lz]|, VA€ R ouC.
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i) |z +yll < llzll +lyll, ¥ zy € E.

Salientamos que todo espaco vetorial normado E, torna-se um espaco métrico considerando
d(z,y) = |lz—yl.

Definigao 2.12 Sejam a um ponto num espago métrico (M,d) e r > 0 um nimero real.
Chama-se:

e Bola aberta: B (a,r) ={x e M : d(z,a) <r}.
e Bola Fechada: Bla,r]={re M : d(z,a) <r}.

e Esfera: B(a,r)={z e M : d(z,a)=r}.

Além disso, Bla,r] = B(a,r) U S (a,r) (unido disjunta).

Definicao 2.13 Um ponto a € M chama-se um ponto isolado quando 3 r > 0 tal que
B (a,r) ={a}. Um espagco métrico é dito discreto quando todos os seus pontos sdo isolados.

Definicao 2.14 Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se limitado quando ex-
iste ¢ > 0 tal que d (z,y) < ¢, ¥V x,y € X. O menor desses niumeros ¢ serd chamado diGmetro
de X.

Definicao 2.15 Sejam (M, dyy)

e (N,dy) dois espagos métricos. Uma aplicagao f: M — N
¢ dita uma isometria se dy (f (x), f (y)) = du (z,y) para quaisquer z,y € M.

Toda translacao é uma isometria, além disso, a composta de duas isometrias e a inversa de
uma isometria sao ainda isometrias.

Definicao 2.16 Sejam (M,dy) e (N,dy) espagos métricos. Diz-se que a aplicagao f: M —
N é continua no ponto a € M quando, ¥ ¢ >0, 36 >0/ d(z,a) <d=d(f(z),f(a)) <e.
Diz-se que f € continua quando ela € continua em todos os pontosa € M. Além disso, define-se
um homeomorfismo de M sobre N quando f: M — N é uma bijecao continua e sua inversa
f~t: M — N também é continua. Neste caso, dizemos que M e N sao homeomorfos.

Observacoes:
1. Seja f: M — N uma funcao. Se M ¢ discreto, entao toda f é continua.

2. Seja f: M — N uma fungao. Se N é discreto, entdao f é continua < Va € M, 3 B (a,r)
tal que f é constante.

3. f: M — Ny x Ny é continua em a € M se, e somente se, suas coordenadas f; : M — N;
e fo: M — Ny sao continuas no ponto a € M.

4. f: M — N homeomorfismo e N ¢é discreto, entao M também ¢é discreto.
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5. S' —{p} =~ R, onde f é definida por

fo8 —{p} — R
(z,y) +— f(z,y) =

6. Projecao Estereografica
fo8"—{p} — R"
r — f(x)= ‘ :< o Cey n )

)
I —2pp1 I —2n I —2pp

7. Seja (E,||-||) um espago normado. Para todo a € E' e X\ # 0 € R temos

te: B — FE (translagao)
r — ty(xr)=x+a

my: E — E (homotetia)

r — my(z) =\

sao homeomorfismos. Além disso, toda bola aberta é homeomorfa a F.

8. R? — {(0,0)} ~ S' x R onde f (p) = (%,log |p|)

Sejam M um espago métrico qualquer e dy, dy duas métricas sobre M. d; é mais fina do que
dy quando id : (M,dy) — (M, ds) é continua. Por outro lado, elas sdo equivalentes quando a
identidade é um homeomorfismo.

Notacao: dy ~ ds.

Definicao 2.17 Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X diz-se
um ponto interior a X quando € centro de uma bola aberta contida em X, isto €, quando
Jr >0 tal que d(z,a) <r =z € X. Chama-se o interior de X em M ao conjunto formado
pelos seus pontos interiores.

Notacao: int X = X°.

Definicao 2.18 A fronteira de X em M € o conjunto denotado por 0X, formado pelos pontos
b e M tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos um ponto de X e um ponto do
complementar M — X.

Definigcao 2.19 Um subconjunto A de um espago métrico M diz-se aberto em M quando
todos os seus pontos sao interiores, isto €, int (A) = A.

Definicao 2.20 Um subconjunto F C M diz-se fechado quando o seu complementar M — F
¢ aberto. Notagdo: F. F ¢ fechado se, e somente se, F = F.
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Definicao 2.21 Seja X um conjunto nao-vazio. Uma colegao T de partes de X € uma topolo-
gia se:

i) XeTelber.

i) se (A;);e; € uma familia qualquer de elementos da colegao T, entdo UAi eT.
icl

iti) se (Bj),c; € uma familia finita de elementos de T (isto €, J conjunto finito), entdo ﬂ B; e

jeJ
T.

Um elemento A € 7 é dito um aberto.

Definicao 2.22 Um espaco topolégico é um par (X, 1) onde X € conjunto e T uma topologia
em X.

Definicao 2.23 Uma aplicacao f: X — Y, de um espago topologico X num espaco topologico
Y, diz-se continua quando a imagem inversa f~1 (B) de todo aberto B C'Y for um aberto em
X.

Definicao 2.24 Sejam 7 e 7' duas topologias no mesmo conjunto X. Diremos que T € mais
fina do que 7' quando T > 7', isto é, quando todo aberto, sequndo T, for necessariamente aberto
sequndo T.

Seja X um espaco topolégico, uma relacao de equivaléncia é a aplicacao quociente

qg: X — X/~
v — qz)=[z]={yeX : y~ua}.

A topologia quociente p em X/ ~ é definida por: U é aberto em X/ ~ se ¢~ (U) é aberto
em X. A topologia quociente é a mais fina entre as que tornam ¢ continua.

Observacgao: Seja f: X — Y uma aplicagao continua e aberta entre os espagos topoldgicos
X e Y. Entao, f é um homeomorfismo, onde

X / Y
\ / T =/ ()
X,

Figura 2.2: Diagrama comutativo de um homomorfismo.




16 Capitulo 2. Revisao de Conceitos

Definicao 2.25 Um espaco topoldgico X ¢ dito conexo quando X e () sdo os tinicos sub-
conjuntos de X, simultaneamente abertos e fechados; ou, em outras palavras, X € conexo se

AACKX tal que A#0 e A# X, A aberto e fechado.

Definicao 2.26 Um caminho num espaco topologico X € uma aplicacao continua f : [ — X,
onde I =[0,1]. Os pontos f(0) =a e f (1) =b sao as extremidades do caminho f; f (0) =a
¢ o ponto inicial ¢ f (1) =b é o ponto final. Diz-se também que os pontos a e b sao ligados
pelo caminho f.

Definicao 2.27 Um espaco topologico X diz-se conexo por caminhos quando, dados dois
pontos quaisquer a,b € X, existe sempre um caminho f: I — X com f(0) =a e f (1) =b.

Todo espago topoldgico conexo por caminhos € conexo. A esfera S* =
{z € R"; |z| = 1} é conexa se n > 1, pois ela é conexa por caminhos. Basta considerar a
aplicacao

p: R {0} — 9"
T —> xr) = —
v () 7
¢ é continua e sobrejetora e como R™™ — {0} é conexo por caminhos segue que S™ é conexo por
caminhos.

Definicao 2.28 Um espaco topologico (X, p) € dito compacto se para qualquer cobertura

k
aberta de X, isto €, X = UAZ-, A; € g, existem iy, 1o, ..., 1, tais que X = UAZ"

iel iel
Observacoes:

i) f: X — Y continua, X compacto e f sobrejetora, entao Y é compacto.

)
ii) f: X — Y continua e X compacto, entao f (X) é compacto.
)

iii) X CY, Y compacto, entao X é compacto.

iv) Xy, Xo,..., X, compactos, entao X = II" ; X; é compacto.

Definicao 2.29 Seja X um espaco de Hausdorff. X € localmente compacto se cada ponto
x € X admite uma vizinhanga compacta.

Desta forma, todo espaco compacto é localmente compacto. Além disso, todo espago discreto
¢ localmente compacto, pois cada um dos seus pontos ¢ uma vizinhanca compacta de si mesmo.
R™ e em particular R sao espacos localmente compactos, pois toda bola fechada é uma vizinhanca
compacta do seu centro.

Definicao 2.30 Seja X Hausdorff e localmente compacto. Uma compactificagao do espago
topoldgico X € uma aplicag¢ao continua ¢ : X — Y tal que Y é compacto, ¢ (X) € denso em Y
e @ € um homeomorfismo sobre ¢ (X).
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Teorema 2.2 [Alexandrov] (M. Armstrong 1983)

a) Qualquer espaco localmente compacto Hausdorff X pode ser mergulhado em um espago
compacto Y, tal que Y — X € um unico ponto e Y é Hausdorff.

b) (Unicidade) Quaisquer dois espacos compactos Yy e Ys, tendo a propriedade (a) sao home-
omorfos, isto €, existe um homeomorfismo entre Y1 e Ys.

Exemplo: A aplicagao ¢ : R™ — S™ inversa da projecao estereografica é a compactificagao
de Alexandrov do espaco euclidiano R”. Em particular, o circulo S* fica caracterizado como a
compactificacao de Alexandrov da reta.

Teorema 2.3 [Borel-Lebesque] (M. Armstrong 1983) Um subconjunto S do espago euclidiano
R™ € compacto se, e somente se, € limitado e fechado.

Uma rede num conjunto X é uma aplicagao f: A — X de um conjunto dirigido de A para
X em vez de escrever f(x) escrevemos .

No caso A = N uma rede é uma sequéncia z,, em X. Em verdade, redes generalizam
sequencias.

Teorema 2.4 [Heine-Borel] (M. Armstrong 1983) Seja F' um conjunto fechado e limitado de
numeros reais, entao cada cobertura aberta de F' possui uma subcobertura finita, isto €, existe

Ay, ..., A, colecao de abertos tal que F C UAl'

=1

2.3 Aspectos Historicos da Geometria Hiperbdlica

A Geometria é uma area da Matemaética estudada desde a antiguidade. Conhecimentos
geométricos complexos ja eram dominados no Egito antigo, na Babilonia e na Grécia. Na
forma como a conhecemos, podemos estabelecer o seu ponto inicial na Grécia, no tempo de
Ptolomeu I, quando Euclides escreveu os Elementos (por volta do ano 300 a.C.). As Geome-
trias Nao-Euclidianas foram descobertas a partir de tentativas de provar o quinto postulado
de Euclides (ou postulado das paralelas) como um teorema a partir dos restantes nove
“axiomas” e “postulados” da Geometria Euclidiana. Uma das consequéncias da busca de uma
prova do quinto postulado foi a producao de um grande niimero de afirmacoes a ele equivalentes,
o que ¢é chamado de substitutos. Dentre os substitutos, o mais usado e conhecido nos tempos
modernos foi o enunciado pelo matemético escocés John Playfair (1748-1819): Por um ponto
fora de uma reta pode-se tragar uma tnica reta paralela a reta dada. Na Geometria Euclidiana
a afirmacao acima pode facilmente ser deduzida.

A primeira investigacao cientifica do quinto postulado de Euclides foi publicada em 1773 cujo
autor foi o jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667-1733). Nesse trabalho, intitulado Euclides
ab omni naevo vindicatus, Saccheri aceita as vinte e oito proposigoes iniciais dos Elementos de
Euclides que nao necessitam do postulado das paralelas para sua prova. Baseado nestes teore-
mas, ele desenvolveu o estudo de um quadrilatero ABC'D no qual os angulos A e B sao retos
e os lados AD e BC' sao congruentes. Tracando as diagonais AC' e BD e usando Teoremas
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de congruéncia (dentre os 28 iniciais), Saccheri mostrou facilmente que os angulos D e C' sao
congruentes. Existem, desta forma, trés possibilidades: os angulos D e (' sao angulos agudos,
retos ou obtusos iguais. Saccheri referiu-se a essas trés possibilidades como hipdtese do angulo
agudo, hipotese do angulo reto e hipotese do angulo obtuso. Todavia, os seus contemporaneos
nao deram muita consideracao a seu trabalho que foi logo esquecido, e somente ressuscitado
por Eugenio Beltrami em 1889. Passados trinta e trés anos, foi escrita a segunda investigagao
cientifica sobre o quinto postulado de Euclides, semelhante a primeira, pelo suico Johann Heir-
inch Lambert intitulada Die Theorie der Parallellinien (A Teoria das Paralelas) que, porém, sé
foi publicada apés a sua morte. Lambert tomou um quadrilatero contendo trés angulos retos
(metade de um quadrilatero de Saccheri) como figura fundamental e ponderou trés hipéteses
conforme o quarto angulo fosse agudo, reto ou obtuso. Da mesma forma que Saccheri, ele
mostrou que para as trés hipéteses a soma dos angulos de um triangulo é menor, igual ou maior
que dois angulos retos, respectivamente; e, portanto, indo além, que a deficiéncia abaixo de dois
angulos retos, na hipotese de angulo agudo, ou o excesso de dois angulos retos, na hipdtese do
angulo obtuso, é proporcional a seu excesso esférico e conjecturou que a geometria decorrente
da hipétese do angulo obtuso é proporcional a area do triangulo.

A hipdtese do angulo obtuso foi descartada a mesma suposicao implicita de Saccheri, porém
suas conclusoes com respeito a hipétese do angulo agudo foram imprecisas e insatisfatorias.

Ja o analista francés do século XVIII Adien-Marie Legendre (1752-1833), iniciou seu estudo
de forma distinta, examinando as hipéteses de a soma dos angulos internos de um triangulo ser
menor, igual ou maior que dois angulos retos. Assumindo de forma silenciosa a infinitude da
reta, foi capaz de abandonar a terceira hipdtese, mas, apesar de varias tentativas, nao conseguiu
eliminar a primeira. Legendre contribuiu de forma clara para popularizar o problema do quinto
postulado, ja que seus esforcos aparecem nas sucessivas edi¢oes de seu Eléments de Géométrie
(Elementos da Geometria).

Nao ¢é de se espantar que nao se tenha achado alguma contradicao sob a hipétese do angulo
agudo, pois sabemos hoje que a geometria desenvolvida a partir de uma colecao de axiomas
compreendendo um conjunto basico de axiomas acrescido da hipdtese do angulo agudo é tao
consistente quanto a geometria euclidiana desenvolvida a partir do mesmo conjunto bésico
acrescido da hipdtese do angulo reto, isto ¢, o quinto postulado de Euclides ¢ independente dos
demais postulados e consequentemente nada mais pode ser deduzido.

O alemao Kade Friedrich Gauss, o hingaro Janos Bolyai (1802-1860) e o russo Nicolai
Ivanovitch Lobatchevsky (1793-1856) foram os primeiros estudiosos a desconfiarem deste fato.
Eles analisaram a questao do quinto postulado sob o ponto de vista de Playfair: Por um ponto
dado pode-se tracar mais do que uma, exatamente uma ou nenhuma paralela a uma reta dada.

Estas situagoes sao equivalentes, respectivamente, as hipoteses do angulo agudo, reto ou
obtuso. O mais plausivel é que tenha sido Gauss o primeiro a alcancar conclusoes pertinentes
relativas a hipotese do angulo agudo, porém, a honra da descoberta dessa Geometria Nao-
Euclidiana é dividida entre Bolyai e Lobachevsky. Em 1832 Bolyai publicou suas primeiras
descobertas num apéndice de um livro de Matemadtica, cujo autor era seu préprio pai. Um
pouco mais tarde, descobriu-se que Lobachevsky havia publicado descobertas parecidas em
1829-1830.
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Mas coube a Beltrami, Arthur Cayley, Felix Klein, Henri Poincaré e outros o estabelecimento
da independéncia do quinto postulado com os demais. O método baseava-se em construir um
modelo Euclidiano para esta geometria, de modo que o desenvolvimento abstrato da hipotese
do angulo agudo pudesse ter uma interpretagao concreta no espaco euclidiano. Desta forma,
qualquer inconsisténcia correspondente na Geometria Euclidiana.

Mas foi Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) que mostrou no ano de 1854, us-
ando simplesmente que a reta seja ilimitada (abandonando a infinitude da reta) e alguns ajustes
nos outros postulados que poderia ser desenvolvida uma outra Geometria nao-Euclidiana con-
sistente a partir da hipdtese do angulo agudo. Sendo assim, as trés geometrias, a de Bolyai e
Lobachevsky, a de Euclides e a de Riemann foram batizadas por Klein em 1871 de Geometria
Hiperbdlica, Geometria Parabolica e Geometria Eliptica, respectivamente.

2.4 Modelos Euclidianos para Geometria Hiperbdlica

Vimos que todos os axiomas da geometria Euclidiana, exceto o axioma das paralelas, sao
validos na geometria hiperbdlica, consequentemente, todos os teoremas nao dependentes do
quinto postulado sao vélidos na geometria hiperbdlica. Por exemplo, uma H-reta que corta
outra H-reta UV ortogonalmente em seu ponto médio é o lugar dos pontos equidistantes de U

eV.

P

0 U R S V T

Figura 2.3: H-retas ortogonais.

Além disso, devemos novamente ressaltar que um dos resultados notaveis que sofre modifi-
cacao ¢é o teorema da soma dos angulos internos de um triangulo, que é sempre menor do que
180° podendo inclusive ser igual a zero.

Os modelos euclidianos tornam a geometria hiperbdlica tao consistente quanto a geome-
tria Euclidiana. Os modelos que trabalharemos sao: o modelo do semiplano superior de
Lobachevsky-H" e o modelo disco de Poincaré-D". Desta forma, seja:

H" = {z = (1, 29,...,2,) € R" : 2, >0}
D" = {x = (x1,29,...,2,) ER" : |2z] < 1}

Teorema 2.5 (S. Katok 1991) O dngulo hiperbdlico entre vy e vy em T,H™ é o mesmo que o
angulo euclidiano entre vy e vy em R™. Em outras palavras a inclusao i : H" — H" é uma
aplicagao conforme.
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Sendo assim, notamos que o Teorema 2.5 nos diz que pode-se visualizar os angulos hiper-
bolicos como angulos euclidianos.

Definicao 2.31 Sejan > 2. As variedades

H" = {(x1,22,...,2,) : x; € Rz, >0},

2 2 2
D" = {(xl,xg,...,xn) cr, eR I Fas+ -+, < 1},
munidas com as métricas riemannianas

_ Jda?4da3 4 -+ da?
Tn

ds

d872-\/dx%+dx%+~~+dx%
Col—(a?+ i+ 4 a2)

sao chamadas de modelo de Lobachevsky-H" do semiplano superior e de modelo de

Poincaré-D" do disco unitdrio, respectivamente.

Definicao 2.32 Os “bordos” dos modelos H" e D™, que sao os conjuntos
OH" = {(z1,22,...,2,) : x; € Ryz" =0} U {oo}

(onde 0o € o ponto adicionado na compactificagcao de Alexandrov) e

D" = {(z1,22,...,@,) + m; €R 2T+ a5+ + 2, =1}

n

respectivamente, sao denominados a fronteira ideal de H" e D".

Observacao: Por conveniéncia, se necessario, utilizaremos a seguinte notacao:
Hr = H" U 0H"
D" = D" U oD"
para denotarmos a uniao do modelo com a sua respectiva fronteira ideal.
Definicao 2.33 Um ponto ideal é um ponto que se encontra na fronteira ideal de um modelo.
Observacoes:
1. Os dois modelos citados anteriormente sao equivalentes e nao sao os unicos.
2. Eles podem ser vistos como “janelas” para o contexto hiperbdlico.

3. Os dois modelos citados anteriormente, sao exemplos de variedades com curvatura con-
stante negativa (-1). Além disso, a esfera unitaria é outro exemplo de variedade com
curvatura constante positiva (1), enquanto que o plano euclidiano também é uma var-
iedade de curvatura constante (nula).
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2.5 Distancia hiperbdlica

Nesta secao, estaremos interessados em determinar a distancia entre dois pontos nos modelos
de Lobachevsky e de Poincaré a partir da métrica riemanniana.

Definicao 2.34 Sejam I =[a,b] CR e

v: I — H" wma curva parametrizada

t — (z1(t),..., 2, (1))

diferencidvel C* por partes em H". Definimos

= | VAT,

t)
como sendo o comprimento hiperbdlico de v em H".

Pode-se definir a distancia entre dois pontos de H" ou D", como segue.

Definicao 2.35 Sejam z,y € H". A distancia hiperbolica entre x e y é definida por

dar (2,y) = inf {7}

Analogamente, podemos definir a distancia hiperbdlica entre z e y, com x,y € D".
E uma tarefa facil mostrar que as fungoes dg» e dp» satisfazem os axiomas da definigao usual
de métrica.

Teorema 2.6 (S. Katok 1991) Para dois pontos quaisquer x,y € H", temos:

|z -y’
2TnYn

)

a) cosh dyn (x,y) =1+

ozl v—yl’ | _lr—ylle—7] 7,
2T, Yn 22, Yn

!
y) lz—yl
)=

b) senh dgn (x,y)

c) Senh( dyn (x N

It |~"U —y*  |z-7
d h dyn — :
) cos ( mr (x 4£Unyn N

e) tanh( dyn ( a:y) z =yl

lz —7]

[z =gl + =~y

f) dgn (z,y) = In = :
) dar (2:9) = In o
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De forma similar, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.7 (S. Katok 1991) Para quaisquer dois pontos x,y € D", temos:

1 _
a) senh (§an (x,y)) = ]

SO ()

JO—12P) - (= P) + e —yP + ]~y

JA=1al?) (=P + e —yP — o —y]

b) dpr (x,y) =1In

Em particular:

L+ x|
L — x|’

c) sey =0, entdo dpn (x,0) =1In

1 =2yl + |z — vl
1 —ay| = |z -y

d) sen =2, entdo dp (z,y) = In (como C estrutura de Corpo esta simpli-

ficagdo € possivel).

et —et e +et
Em ambos os Teoremas 2.6 e 2.7, senht = ——— cosht = ———— e, se

z2=1(21, -y Zn-1,2n); 2= (21, Zn_1, —2n)-
Todas as equivaléncias acima sao facilmente verificadas se levarmos em consideracao as
seguintes relagoes fundamentais:
cos h*t — senh’t = 1,

t t
cos ht = cos h®= + senh’—,
2 2

t t
ht =2 -senh— - cosh—.
sen senfi; - cos g

2.6 Geodésicas em H" e D"

As geodésicas podem ser vistas como curvas que minimizam distancias, isto é, elas podem ser
vistas como “retas” em variedade riemanniana. A partir das métricas riemannianas, é possivel
identificar quais sao suas geodésicas e suas principais propriedades. Além disso, ressaltamos que
qualquer isometria em H" e D™ pode ser obtida por uma composigao de um nimero finito (em
verdade, no maximo trés) de inversoes e/ou reflexoes.

Teorema 2.8 (S. Katok 1991)

a) As semiretas euclidianas de H" ortogonais a OH" e os semicirculos euclidianos de H" com
centro em OH™ sdo as geodésicas de (H",ds).

b) Os diametros de D™ e arcos de circunferéncias euclidianas de D™ ortogonais a OD™ sao
geodésicas de (D", ds).

Algumas consequéncias decorrentes do Teorema 2.8, sao listadas abaixo:
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e Por dois pontos distintos do modelo passa uma tnica geodésica.
e Duas geodésicas se interceptam no maximo em um ponto do modelo.

e Inversoes por hiperesferas e reflexoes por hiperplanos compactificados ortogonais as fron-
teiras ideais dos modelos levam geodésicas em geodésicas.

e Dadas duas geodésicas v; e 72 quaisquer, existe uma aplicagdo ¢ que é composicao de
inversoes e/ou reflexoes do tipo do item anterior com ¢ (71) = 7o.

e Dada uma geodésica v e um ponto p do modelo fora dela, existe uma unica geodésica
ortogonal a v contendo p.

Retornando a questao do 5° postulado de Euclides, que nao é satisfeito na geometria hiper-
bélica, adotamos para uma dada geodésica v e um ponto p fora dela, a seguinte nomenclatura:

a) As geodésicas que passam por p e “encontram” v apenas em um ponto ideal, chamamos
de geodésicas paralelas a 7. Observe que, dada 7, existem exatamente duas geodésicas
satisfazendo esta condicao.

b) As geodésicas que passam por p e nao cruzam com -, nem na fronteira ideal, chamamos de
geodésicas hiperparalelas a . Salientamos que, dada ~, existem infinitas geodésicas
satisfazendo esta condigao.

c) Além disso, as infinitas geodésicas que passam por p e cruzam <, sao denominadas
geodésicas concorrentes a 7.

Vejamos alguns exemplos dessas geodésicas, considerando o caso n = 2.

H

Y Y

LN

paralelas hiperparalelas concorrentes
]D2

s X
=
> :N
=]
U

<

o)

N b

Figura 2.4: Posicao relativa de geodésicas em H e D.

Agora, diante da nocao de geodésicas nos modelos H" e D", é interessante ressaltar uma
expressao analitica para a distancia hiperbdlica em H. Para tal objetivo, chamamos de razao
cruzada dos pontos x1, z9, x3, x4 € R™ como sendo

- |$1 - 5E2| |1133 - $4|

[Z‘l,l’%l‘g,]@] - .
|$2 - $3| |$4 - $1|
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Teorema 2.9 (S. Katok 1991) Sejam z,y € H, x # y e v a geodésica unindo x ay com pontos
ideais x* e y* tais que x se encontra entre x* e y. Portanto,

d]HI ($7y) =1In [y7$*7l'7y*] .

Além disso, podemos observar alguns outros importantes resultados referentes as transfor-
macoes de Mdoebius ¢ : R" — R,

i) ¢ é um transformacao de Mdebius se, e somente se, preserva razoes cruzadas.
ii) Se ¢ (0) =0e ¢ (D") =D, entao ¢ (x) = Mx para alguma matriz ortogonal M.
iii) Se ¢ (D™) = D", entao ¢ (z) = M,, (z) para alguma matriz ortogonal M e alguma inversao
is em hiperesfera ortogonal a oD™.

iv) Se ¢ (00) = o0, entdo ¢ (x) = k.Mx + ¢ para alguma matriz ortogonal M, k > 0e c € R".

v) Se ¢ (00) # oo, entdo ¢ () = k.M;, (x)+c para alguma matriz ortogonal M, k > 0,c € R"
e alguma reflexao em hiperplano compactificado ip.
vi) dpn (7,y) = dgn (Iprgn (2) , Ipegn ()
vii) Definindo:
T, H — C

az+b

= Lk =ooy

onde M = <ZL Z) € SL(2,R), temos que as transformacgoes T, sao isometrias que

preservam orientacao e, portanto, pertencem a I,SO (H), ou seja, as T s sao transformacoes

de Mo6ebius que pertencem especificamente ao grupo de Méebius M (]ﬁP) , ou ainda, temos

que PSLy (R) ~ M <R2>

L*(2,R
viii) Considerando PSL; (R) = S{%ﬂ%})

determinante igual a +1, segue que 15O (H) ~ PS* L,y (R).

, sendo SL*(2,R) o grupo das matrizes 2x2 com

ix) Analogamente, se considerarmos SL (2,C) = {M = (Z Z) ca,b,e,d e Cedet M= 1}
e
T,: D — C
az+0b
— 1, = .
- (2) cz+d

QI

O ponto divergente é impormos que b =

e d = a para termos T, (D) = D. Sendo assim,
se trabalharmos com A = { <Z ) a,b,c,d e Cedet M = 1} C SL(2,C) e

:{:ij}d} segue que IS0 (D) < m (%) —az+cg0(z):—5>,MEB.

cz+a

| ol

N
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x) De forma particular, como a classificacdo dada no Capitulo 3 para as transformagoes de
Méebius, se Ty € 1SOT (H) ou Ty € ISOT (H™), Ty £ Id, temos a seguinte nomen-
clatura:

— isometria eliptica (ou rotagao hiperbdlica) quando 7, (Ty) < 2.
— isometria parabdlica quando T, (1)) = 2.

— translagao hiperbdlica quando 7T, (Th) > 2.

onde T, (Tyy) é o traco de T)y.

Como primeira aplicacao da geometria hiperbdlica temos o seguinte teorema fundamental
a0s Nossos propositos, com relacao a andlise dos emparelhamentos de arestas de poligonos
hiperbdlicos, no que se refere a determinacao das classes de conjugacao.

Teorema 2.10 (S. Katok 1991) Seja I' um grupo discreto. Cada wo € H que nao € ponto fixo
de qualquer elemento pertencente a I' se encontra em um conjunto aberto D contendo pontos
nao I'-equivalentes.

2.7 'Transformacoes Lineares Fracionarias

Definicao 2.36 Uma transformacao linear fraciondria (ou transformacao de Mode-
bius) ¢ uma func¢do racional nao-constante de grau 1, ou seja, uma fungao da forma
az+b

w:T(z):cz+d’ (ad — bc # 0) (2.1)

onde a, b, ¢, d € C e z é uma variavel compleza.

Note que se ad — bc = 0, o segundo membro da Equacao (2.1) se torna uma constante ou
sem sentido.
A transformacao inversa de T', denotada por 77!, é dada por

1 —dw +b
z2=T""(w) = I (2.2)
que ¢ também uma transformacao linear fracionaria.

Além disso, a transformacao T definida acima, faz corresponder a cada ponto do plano-
z, exceto ao ponto z = —d/c quando ¢ # 0, um unico ponto do plano-w. Analogamente, a
forma (2.2), associa cada ponto do plano-w, exceto o plano w = a/c quando ¢ # 0, um unico
ponto do plano-z. Esses pontos particulares para 7 e T~! sao mapeados nos pontos w = oo e
z = 00, respectivamente.

Desta forma, se considerarmos o plano complexo estendido, ou o fecho do plano, que
consiste de todos os pontos complexos finitos mais o ponto infinito, a transformacao T estabelece
uma correspondéncia biunivoca (injetora) entre os pontos do plano-z estendido e os do plano-w.

De acordo com as definigoes (2.1) e (2.2), devemos salientar que a transformacao linear

fracionaria
az+b

cz+d’

T: z2+—
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é uma transformagao conforme injetiva de toda esfera de Riemann Z nela mesma.
Vamos considerar os seguintes conjuntos:

e PSL(2,C) = Q¢ = conjunto de todas as transformacoes lineares com ad — be = 1.

e SL(2,C) = Q¢ = conjunto de todas as matrizes complexas 2x2 unimodulares.

Considerando a operacao composicao de fungoes, denotada por o, podemos verificar de forma
direta que (PSL (2,C),0) ¢ um grupo.

: NN - o az+b ) :
A matriz associada a transformacao linear fracionéria T (z) = it podera ser vista como:
cz

Por outro lado, o produto de duas transformacoes corresponde ao produto de suas matrizes

associadas.

L(2
Teorema 2.11 (S. Katok 1991) PSL (2,C) =~ %—;f), onde I = ((1) (1)>

2.8 Classificacao das Transformacoes Lineares

As transformacoes lineares sao classificadas de acordo com os seus pontos fixos, isto é, as
solugdes da equagao T'(z) = z.
Temos dois casos a considerar:

b
i) se c=0, entdo T (2) = az;— com ad = 1. Logo:

— 00 é sempre um ponto fixo de T', pois T (00) = oc.

b
— sed # a, T é outro ponto fixo.
a

—sed=a, T sereduz a T (z) = z + b (translagao), e arbitrariamente dizemos que oo
é o segundo ponto fixo de T

Os dois pontos fixos sao coincidentes, entao T é dita parabdlica. Além disso, uma
transformacao parabdlica com ponto fixo oo é uma translacao, e vice-versa.

E, por fim, se b =0, T' é a identidade.

az+b _ .
———, daf os pontos fixos sao dados pela equacao cz?+ (d — a) —

ii) se ¢ # 0, entao T (z) = d
cz

b=0.
Temos duas solucoes finitas desta equacgao, dados por:

a—d+vx2—4 a—d— -4
&1 = e &=
2c 2c
onde x = a + d é chamado o trago de T e ad — bc = 1.

Neste trabalho, estaremos interessados nas transformacoes lineares que mapeiam o semi-

plano superior H nele mesmo; em verdade, tais transformagoes correspondem a matrizes com
entradas reais, sendo assim, designaremos:
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e PSL(2,R) = Qg = conjunto de todas as transformagoes com ad—bc = 1ea, b, ¢, d € R.
e SL(2,R) = Qg = conjunto de todas as matrizes reais 2x2 unimodulares.

Um outro fato importante que deve ser salientado é com respeito a comutatividade entre
transformacoes reais, ou seja, duas transformacoes lineares reais, nenhuma das duas sendo a
identidade, sao comutativas se, e somente se, possuem o mesmo conjunto de pontos fixos. Além
disso, pode-se ressaltar que tal fato é verdadeiro para transformagoes lineares que preservam o
disco unitario U.
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Capitulo

Construcao de uma Regiao de Voronoi
Associada a Tesselacoes Regulares

Sabemos que em constelagoes de sinais geometricamente uniformes, o grupo de isometrias
do espago ambiente que deixa o conjunto de sinais {2 invariante, age de maneira transitiva
em (). Consequentemente, as constelacoes de sinais apresentam o mesmo perfil de distancia
independente do sinal escolhido. Sendo assim, ¢ de fundamental importancia levarmos em
consideracao no processo de analise, uma regiao fundamental denominada regiao de Voronoi,
que em verdade é um poligono fundamental que tessela o plano seja ele euclidiano ou hiperbdlico.
A introducao da teoria dos cédigos geometricamente uniformes no plano hiperbdlico advém do
trabalho de Lazari (H. Lazari 2000) com o estabelecimento do processo de construcao de cadeias
de decomposigao do grupo de isometrias de um poligono hiperbdlico (dominio fundamental)
para certas tesselagoes do plano hiperbdlico. Por outro lado, em (E.D. Carvalho 2001), foram
construidas constelacoes de sinais no plano hiperbdlico a partir de baricentros de poligonos

hiperbdlicos regulares de 4g arestas, denotados por P, associados as tesselacoes hiperbdlicas
2

auto-duais {4g,4¢}, onde g é o género da superficie compacta T sendo tais tesselacoes as
4g
escolhidas para o desenvolvimento de nossas aplicagoes. De outra forma, tais tesselagoes auto-

duais {4g,4¢} sao de fundamental relevancia no contexto de codificagdo quantica, ja que permite
emparelhamentos diametralmente opostos. Desta maneira, é de nosso interesse neste capitulo
apresentar um procedimento sistemético de construgao de uma regiao de Voronoi para um grupo
discreto I'. Quando consideramos constelacoes de sinais, as regioes de Voronoi associadas aos
sinais da constelacao na verdade especificam as regioes de tomada de decisao em relacao a
cada sinal. Esse processo de particionamento implica na avaliagdo de desempenho associada a
constelacao de sinais. Chamamos a atencao ao fato de que o processo de conjugacao de lados, a
caracterizagao dos ciclos sobre o semi-plano superior, além da determinacao da area hiperbdlica
de uma regiao de Voronoi sao aspectos importantes direcionados ao estudo dos emparelhamentos
de arestas de poligonos hiperbodlicos para a construcao de constelacoes de sinais geometricamente
uniformes. Tais aspectos também sao investigados neste capitulo.

Em (E. Brandani 2000), foi mostrado que dado um ponto z; de uma constelacao, quando
transmitido, o seu limiar de decisao em relacao a qualquer ponto z, da constelagao é dado pela
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geodésica que contém z;. A partir de tais fatos, averigua-se que a construcao das regioes de de-
cisao tem comportamento similar ao caso euclidiano. Se considerarmos uma constelacao 4-PSK,
temos quatro regides de decisdo. O receptor 6timo amostrara o sinal y (t), y (t = tx) = yi, na
saida do canal e verificara em qual regiao y;, esta contido e decidird pela hipdtese correspondente.

Para a determinacdo da probabilidade de acerto (Pf), deve-se calcular o volume de cada
gaussiana hiperbdlica centrada em cada um dos pontos da constelacao e delimitada pela regiao
de Voronoi. Porém, como é assumido que os sinais sao geometricamente uniformes, basta
calcular a probabilidade de acerto em uma das regioes.

No Capitulo 4, para uma constelagao de sinais com quatro sinais, é descrito o modelo do
receptor de maxima verossimilhanca para o plano hiperbdlico, o qual nos direcione para a ca-
racterizagao do desempenho de constelagoes de sinais com o mesmo numero de sinais. Sendo
assim, a interpretacao de informacoes, tais como: probabilidade de acerto, energia média, ganho
de codificacao assintético (GCA), sao elementos importantes para a construgdo e andlise de
desempenho de constelacoes de sinais.

3.1 Construcao de Regioes Fundamentais

Definicao 3.1 Seja ' um grupo real discreto. Um subconjunto F de H que contém exatamente
um ponto de cada orbita é denominado um conjunto fundamental de I' relativo a H. Em
outras palavras, F' é um conjunto fundamental se, e somente se,

i) Nenhum dos pontos de F' sao I'-equivalentes.

ii) Qualquer ponto z € H ¢é T'-equivalente a um ponto de F.

Pelo Axioma da Escolha, um conjunto fundamental existe independentemente do grupo de
transformacoes de H, porém, nao é unico. Por exemplo, se A C F'e V € I', entao o conjunto
F'=(F —A)UV (A) também ¢é um conjunto fundamental para I'.

Devemos salientar que um conjunto fundamental nao necessita possuir propriedades to-
poldgicas convenientes. Como é de interesse considerar conjuntos abertos ou fechados, iremos
modificar ligeiramente a defini¢ao anterior, ja que um dominio fundamental nao pode ser aberto.

Definicao 3.2 Um subconjunto aberto R de H é uma regiao de Voronoi para I' se, e so-
mente se,

i) Nao ezistem dois pontos distintos de R que sejam I'-equivalentes.

it) Qualquer ponto H é I'-equivalente a um ponto de R.

Observacoes:

1. De uma regiao fundamental podemos facilmente determinar um conjunto fundamental,
pois se R é uma regiao fundamental para I', existe um conjunto fundamental F' tal que
RCFCR.

2. Um subgrupo de Qg que possui uma regiao de Voronoi é descontinuo.
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A principal ferramenta para provar a existéncia de uma regiao de Voronoi para um grupo I’
¢ o modelo do semi-plano superior ou modelo do disco de Poincaré.

Para a construcao de uma regiao de Voronoi para um grupo discreto I' é necessario uma
série de resultados auxiliares, cujas demonstragoes podem ser encontradas em (J. Lehner 1996).
A descricao da construgao é descrita a seguir.

Seja wg um ponto de H que nao é fixado por nenhum elemento de I'. Este ponto wg, uma
vez escolhido, nao podera ser trocado no procedimento de construcao.

Consideremos {V;; i = 0,1,...; Vy # I} uma enumeracao dos elementos de I'. Note que as
imagens V; (wy) = w; sdo todas diferentes, pois se w; = w; implica que Vj_lVZ- fixa wy. Logo, para
1 > 0, wow; ¢ um H-segmento. Vamos denotar por \; a bissetriz H-perpendicular do segmento
wow;. A reta \; divide H em dois “semi-planos”; um contendo wy que denotaremos por L;, e o
complementar por L!. Esses semi-planos sao conjuntos abertos e nao incluem os pontos de ;.

i=1

Dizemos que N é um poligono normal com centro wy.

Agora defina o conjunto

Pela definicao, percebemos que N é um subconjunto de H que nao contém pontos do eixo
real E. Logo, pode-se escrever

N={weH /dw,w) < d(w,w;) Vi>0}

Em outras palavras, N consiste de todos os pontos de H que estao estritamente proximos de
wy. Desta maneira, nossa tarefa sera mostrar que /N constitui uma regiao fundamental para I'.
Inicialmente, note que N é nao-vazio, ja que wy € N. Além disso, N é H-convexo, pois cada

o0

L; é H-convexo e, portanto, ﬂ L; é H-convexo. Como consequéncia, N é conectado.
i=1

Lema 3.1 (J. Lehner 1996) Um subconjunto compacto de H encontra somente um nimero
finito de bissetrizes \;.

Lema 3.2 (J. Lehner 1996) N é um conjunto aberto.

De agora em diante, denotaremos N por Ny e vamos definir
Ni:\/;(wo), V; GF‘

Pela invariancia da distancia hiperbdlica, deduzimos que N; consiste dos pontos de H que
estao estritamente préximos a w;. Da mesma forma que wg, N; é uma regiao H-convexa nao-
vazia. Ela é chamada poligono normal de I' com centro w;.

As regides N; sao permutadas entre elas por transformacoes de I', porém a familia toda
{N,;,i=0,1,...} é invariante sob I". Disso decorre os seguintes resultados:

Lema 3.3 (J. Lehner 1996) Para i # j, temos que N; N N; = ().

Lema 3.4 (J. Lehner 1996) Dois pontos distintos de N, ndao sao I'-equivalentes.
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Lema 3.5 (J. Lehner 1996) Qualquer ponto de z € H estd em exatamente um dos conjuntos
abaizo:

I = {z€eH : d(z,wy) <d(z,w;) Vi#0}
B = {zeH : d(z,wy) <d(z,w;) Vi,d(z,wy) =d(z,wy) para um minimo k # 0}
E = {zeH : d(z,wy) > d(z,wx) para um minimo k # 0}

Além disso: I = Int(Ny), B=0(NyNH), E = Ext(NyNH).

Lema 3.6 (J. Lehner 1996) UE cobre o semi-plano H.

Teorema 3.1 (J. Lehner 1996) Ny (e portanto N;) é uma regidgo de Voronoi para I' relativo a
H. Além disso, cada subconjunto compacto de H € coberto por um niumero finito de poligonos

N;.

3.2 Conjugacao de Lados

A caracterizacao dos possiveis emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbdlicos, esta
relacionada com a conjugacao de lados de tais poligonos. Nesta secao, sera mostrado que
esta conjugacao de lados é realizada aos pares. Tal fato é a primeira justificativa para os
emparelhamentos apresentados no Capitulo 4.

Para identificarmos esta relacao de conjugacao de lados, suponhamos que s seja um lado de
Ny. Ja é sabido, que um ponto z é um ponto interno de s se, e somente se, existir um j # 0 tal
que

d(z,w;) =d(Ny,2) <d(z,w;) parai#0,i # j.

Aplicando Vj_1 = Vi, obtém-se:
d (No, Vi (2)) = d (wg, Vi (2)) < d (Vi (2),w;) para w; # 0,1 # k,

pois Vj leva {w;} nela mesma. Isto quer dizer que Vj (z) é um ponto fronteira de Ny e, de fato,
um ponto interno de um lado s de Ny. Logo, Vj (s) C ¢'.
Os pontos internos w do lado s’ sao caracterizados pela condicao

d (wp,w) = d(w, Ny) < d(w,w;) parai#0,i#n,

onde n é um inteiro maior do que zero.
Como para alguns pontos no lado s’ (a saber, imagens dos pontos em s), temos que n = k,
para todos os pontos sobre s’, a condicao

d (wg,w) = d(w, Ny) < d(w,w;) parai#0,i # k,
¢ verdadeira para todos os pontos internos w de s'. Logo, para z = Vk_1 (w), temos

d(No,2z) =d(z,w;) < d(z,w;) parai#0,i# j.
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Esta relacao nos diz que V,;l (w) é um ponto interno do lado s, e também, concluimos que
V.71 (s') C s. Logo, vemos que V; mapeia o lado s no lado s'.

De outra maneira, verifica-se que pontos internos de s sao levados em pontos internos de s’
e, de modo oposto, pontos finais sao levados em pontos finais. Em outras palavras, Vj, mapeia
o lado inteiro aberto (fechado) s no lado inteiro aberto (fechado) s’. Sendo assim, cada lado s
de um poligono Ny é equivalente a um lado s’ de Ny por uma transformacao V e I', V £ [.

Deve-se salientar ainda que pontos equivalentes estando nos lados de Ny sao pontos equidis-
tantes de wy, de fato: sejam z e V (z) dois desses pontos, logo:

d (No,z) < d(z,w;) <d (Vi (2),No) Vi, (3.1)
em particular, para V;"' =V, temos que
d(Ny,z) <d(No,V (2)).
Intervendo os papéis de z e V' (z), encontramos
d(No,V (2)) < d (N, 2),

portanto, d (Ny, z) = d (Np, V (z)), ou seja, os pontos z e V' (z) s@o equidistantes de Np.

Agora, poderia surgir a seguinte indagacao: O lado s serd equivalente a mais de um lado
de Ny? Para mostrar que a resposta desta indagacao é nao, basta verificar que nenhum ponto
interno de s é equivalente a mais que um ponto da fronteira de Nj.

Para isto, consideremos z um ponto interno de um lado s, satisfazendo

d(No, z) = d(z,w;) para algum j. (3.2)

Seja 2/ = V (z) estando na fronteira de Ny, ou seja, V (z) € 9 (Ny). Entédo, 2’ estd em um
lado s’ e, além disso, 2’ satisfaz a relacao

d(No, 2') = d (2, wy) para algum k.
Seja V' (wy,) = Ny para algum inteiro positivo m, logo
d(z,wy) =d (2, No) =d (2, wp) = d(z,Ny),

pois z e 2z’ sendo pontos equivalentes sao pontos equidistantes de Ny. Usando a relagao (3.2),
segue que
d(z,wy) =d(z,Ny) =d(z,w;).

Donde, conclui-se que z pertence a duas bissetrizes, todas determinadas por w,, e w;. Como
z nao é um vértice, nés devemos ter w,, = Ny ou w,, = w;. A primeira igualdade nao pode
ocorrer, pois w,, = Ny implica V=1 (Ny) = Np.

Portanto, w,, = wj;, ou seja, Y/J-’l‘/_1 (Nog) = Np. Analogamente, temos que V = Vj’1. Os
pontos 2’ é Vj’1 (z) sao tnicos, sendo determinado pelo fato que z é um ponto interno do lado
s.

Desta forma, vemos que um lado s de Ny é equivalente a um unico lado s’ de Ny, ou seja,
os lados do poligono Ny se conjugam aos pares.
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Definicao 3.3 Dois lados s1 e sy de Ny sao ditos congugados, se existir V€ I, V £ 1, tal
que V (s1) = 2.

Com base nesta ultima defini¢ao, a sequéncia de passos descrita anteriormente, nos leva a
justificativa da conjugagao aos pares dos lados do poligono normal Ny, ou seja, acabamos de
provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2 (J. Lehner 1996) Os lados do poligono normal Ny sdo conjugados aos pares.

Ressalta-se que o Teorema 3.2 se aplica somente para lados estando em H; ele é falso se
levarmos em consideracao lados livres. Como ja visto, um ponto interno de um lado livre nao é
equivalente a qualquer ponto de Ny, exceto ele mesmo.

Agora, a nova pergunta que poderia surgir é: Dois lados conjugados podem ser idénticos?
Para esta andlise, sejam V (s) = s, com V # I, e s sendo um H-segmento ab, entdo um dos
dois: a e b sao individualmente fixados por V ou eles sao permutados por V. O primeiro caso é
impossivel, j& que nenhuma transformagao de €2z possui dois pontos fixos em H, nem ela tem
um no eixo real E e outro em H. Se a e b estao ambos em FE, a transformagao V' deve ser
hiperbdlica; veremos mais adiante que o ponto fixo de uma transformacao hiperbdlica.

Desta forma, vamos assumir que V (a) = b e V (b) = a. Logo, a e b sd@o pontos fixos da
transformacao V2. Logo, V2 = I sendo assim a transformacao V é eliptica de ordem 2.

Sejam & um ponto fixo de V em H e a o H-ponto médio do segmento ab. Temos

d(a,a) =d(b,a)

por construcao.
Por outro lado, temos também que

d(a, V() =d(V(a),V?(a)) =d(ba).

A0,V (@) =d(V (b).V?(a)) = d(a,0).

entao,

d(a,V () =d(b,V(a)).

Como V leva s nele mesmo, V («) estd em s e deve, portanto, coincidir com «. Em outras
palavras, a é um ponto fixo de V' e deste modo o = &.

Assim, conclui-se que um lado s de um poligono normal N; coincide com o seu lado conjugado
se, e somente se, existe um elemento eliptico V' € I' de ordem 2 que tem um ponto fixo «
coincidindo com o H-ponto médio de s.

Desta forma, o divide s em dois segmentos de igual comprimento e a transformacao V' leva
um segmento no outro, dai o é um vértice.

O ponto fixo a de um elemento eliptico V' de ordem 2 sera considerado um vértice, e os dois
segmentos do lado original s contendo o que sao permutados por V' serao considerados lados
distintos encontrando em «.

De acordo com esta convengao um lado de um poligono s6 pode ser mapeado nele mesmo
somente pela transformacao identidade.



3.3. Ciclos 35

3.3 Ciclos

No aparato geométrico tratado com relacao aos possiveis emparelhamentos de arestas de
poligonos normais, é de fundamental importancia a caracterizacao das classes de conjugacao,
que em verdade é a contagem das classes de vértices ['-equivalentes associados ao grupo quociente
em questao.

Definicao 3.4 Chamamos a relacao de particoes I'-equivalentes dos vértices ordindrios de Ny
em classes equivalentes de Ciclos ordindrios.

Em outras palavras, caracteriza-se um ciclo ordinario de um poligono Ny como sendo um
conjunto consistindo de um vértice ordinario de Ny, juntamente com os outros vértices de Ny
que sao I'-equivalentes a ele. Claramente, note que um ciclo ordinédrio é um subconjunto de H.

Teorema 3.3 (J. Lehner 1996) Um ciclo ordindrio de Ny contém somente um nimero finito
de vértices.

Observe que o Teorema 3.3 é trivial para o caso em que o poligono normal Ny possua um
nimero finito de lados. Se um vértice pertencente ao ciclo ordinario C' for um ponto fixo de uma
transformagao de I', o mesmo aconteceré para qualquer outro vértice, pois TVT ! fixa T (z) se
V fixa z. Além disso, uma transformacao fixando um ponto ordinario é necessariamente eliptica.

Desta forma, os ciclos ordinérios sao classificados como:

ciclo eliptico: quando todos os seus vértices sao pontos fixos;
ciclo acidental: quando nenhum de seus vértices é ponto fixo.
Os correspondentes vértices sao chamados vértices elipticos ou vértices acidentais.

Definicao 3.5 A ordem de um vértice eliptico v é definida como sendo a ordem do estabi-
lizador T',,.

Note que a ordem de todos os vértices de um ciclo eliptico é a mesma, ja que I'pq) =
Tr,T-', VT €T. Este ntimero inteiro que representa a ordem do vértice é também a ordem
do ciclo.

Definicao 3.6 Seja v um vértice ordindrio. Os lados do poligono que se encontram em v sao
arcos circulares e formam dois angulos. A medida de cada angulo ligada a uma porcao de Ny
serd chamada o angulo em v sobre Ny. Quando v € E, diremos que o angulo € zero, se v é
a interse¢ao de dois lados, ou w/2, se v é a intersegio de um lado e um lado livre.

Por defini¢ao, cada ciclo eliptico é produzido sobre pontos fixos de elementos elipticos de T,
inversamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4 (J. Lehner 1996) Cada ponto fixo eliptico € um ponto de um ciclo eliptico de
algum poligono normal.

Teorema 3.5 (J. Lehner 1996)
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i) A soma dos angulos nos vértices de um ciclo ordindrio de Ny é —

] se, e somente se, 0

ciclo € eliptico de ordem .

i1) A soma dos angulos nos vértices de um ciclo ordindrio é 2w se, e somente se, o ciclo €
acidental.

Agora, vamos considerar o caso em que o ciclo ordinario esta sobre o eixo real E. Se um
ponto do ciclo pertence a E, entao todo o ciclo esta em F.

Consideremos p; € E um vértice onde dois lados do poligono Ny se encontram e {py, pa, ...}
o conjunto por todos os pontos de N, que sdo equivalentes a p;. Dois lados de N, se encontram
em cada p;. Se pensarmos na fronteira do poligono Ny descrita no sentido positivo, entao cada
lado possui um ponto inicial e um ponto final. Quando um lado s é mapeado no seu lado
conjugado s’ por uma transformacao em V', o ponto inicial de s é levado no ponto final do lado
s, pois V mapeia N, fora de sua fronteira e a orientacao é preservada numa transformacao
conforme. Logo, o ponto inicial de s e o ponto final de s’ sdo equivalentes; analogamente o
ponto final de s e o ponto inicial de s’ sdo equivalentes.

Vamos apresentar agora, um procedimento pratico para a determinacao de um ciclo, a partir
de um ponto conhecido do ciclo. Este método engloba todos os ciclos, desde aqueles estando
em H, bem como estes estando em F.

Suponhamos que s; seja um lado comegando no ponto p;. O conjugado de sy é o lado §)
terminando em um ponto equivalente a p; e, portanto, pertencendo ao ciclo; digamos o ponto
D2.

Se existe um lado sy estando em p,, seu lado conjugado s, termina num ponto, digamos ps.
Isto pode ocorrer sempre que ¢ passa o lado s, terminando em p;. Desta forma, definimos:

Defini¢ao 3.7 O conjunto {p1,pa,...,p:} € chamado ciclo parabdlico de Ny e cada p; é dito
um vértice parabolico.

No Capitulo 4, é analisada as sequéncias de lados, via a conjugacao de lados, para cada
superficie (esfera, toro e bitoro), pois o procedimento de caracterizagao para os demais casos é
similar.

Teorema 3.6 (J. Lehner 1996) Um vértice de Ny estando em E ndo pode ser um ponto fizo
de uma transformacao hiperbolica de T.

Em verdade, o Teorema 3.6 nos mostra que a transformacao P = W, W,_y ... WyW; nao é
hiperbdlica. Para mostrar que ela nao ¢ a identidade, consideramos o arranjo desses poligonos
normais tendo um vértice no ponto p;. Agora W; leva p; em p; e mapeia Ny em um poligono
normal N; tendo um vértice em p;. Como W, leva s; em s;, N; deve ter o lado s, em comum
com Nj.

Seja s;_, o outro lado de [V, saindo de p;:

/ ok
Wi (St—l) =St

Agora W;W;_{ leva p;_; em p; e mapeia Ny no poligono normal N;_ ;. Como
WiW,_1 (s4-1) = Wy (52_1) = s;_,, fica evidente que N;_; limita N; sobre sy ;. Continuando
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este raciocinio, podemos obter as regioes Ny, Ny, Ny_1, ..., N1 no sentido anti-horario em volta
de p;.

Como N; = P(Ny), P nao é identidade. Logo, a transformagao P = W, W, ;... Wyl
é parabdlica. Entao, p; é o ponto fixo de um elemento parabdlico de I'. Além disso, como
p; ¢ fixado pela transformacdo T;PT; ' onde T} = Wi_y...WoWy, i = 1,2,...,t, cada vértice
parabdlico é oponto fixo de uma transformacao parabdlica de T'.

A transformacao P conjuga os lados extremos do bloco de t poligonos mencionados anteri-
ormente. A Figura 3.1 abaixo ilustra o nosso raciocinio.

7

Figura 3.1: Poligono Normal de um Grupo Ciclico.

Definicao 3.8 A intersecao dos fechos desses poligonos normais com o interior K de um
circulo fizo de P é chamado setor parabdlico T, .

E fécil ver que K = U P™T,,.

Se considerarmos Ny com um numero finito de lados e nenhum lado livre, Ny é um poligono
onde cada um de seus vértices, real ou ordinario, é o ponto final comum de dois lados.
Se o é um vértice real, ele necessariamente determina um ciclo finito. Portanto, o é um

vértice parabdlico.

Figura 3.2: Setor parabdlico T'p.
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Teorema 3.7 (J. Lehner 1996) Cada vértice p de um ciclo finito parabdlico de Ny € o ponto
fixo de uma transformacgao parabolica P de I' dada por P = W W,_1...WoWi, e P mapeia
um dos lados do setor parabdlico em p num outro. Se Ny possui um numero finito de lados e
nenhum lado livre, N, intercepta E em um nimero finito de vértices parabdlicos. Além disso,
P gera o estabilizador I',,.

Agora vamos indagar a questao contraria: o ponto fixo de uma transformagao parabdlica do
grupo [ é sempre um vértice parabdlico?

Se p é um ponto fixo, determinamos uma transformacao linear real que leva p em oo e Ny
em ¢. O grupo transformado, o qual denotamos também por I', possui um poligono normal
com centro em ¢ e, além disso, contém elementos parabélicos que fixam oo (translagoes). O que
queremos determinar é se oo é um vértice parabdlico de I'.

O subgrupo I'y, é um grupo ciclico parabdlico com gerador dado por:

1 A
T:(O 1), A>0.

Logo, se V' = (CCL 2) é uma transformacao de I' que fixa oo, entao V = T™ para algum

inteiro m.
Nos grupos que nos sao familiares (como por exemplo, grupos ciclicos e o grupo modular)
as transformacoes que conjugam os lados da regiao de Voronoi geram o proprio grupo.

3.4 A Area Hiperbdlica da Regiao de Voronoi

Pode-se classificar grupos reais discretos pela area hiperbdlica de um poligono normal. Além
disso, sabe-se que a area é a mesma para todos os poligonos normais de uma dada tesselacao,
sendo que esta area nao depende do centro usado na construcao da tesselacao. No espaco
hiperbdlico infinitas sdo as possibilidades de reticulados regulares (tesselagdes) as quais sao
chamadas de tesselagoes hiperbdlicas. Desse modo, por exemplo, o projetista de um sistema de
comunicagoes terd a seu dispor uma infinidade de tesselacoes hiperbdlicas, de onde este podera
selecionar a constelacao de sinais mais apropriada para a aplicacao considerada, a partir de
informacoes coletadas com relacao ao volume associado, probabilidade de erro e drea hiperbdlica.
Nesta segao, alguns resultados sao apresentados sem as suas respectivas demonstragoes, para
maiores detalhes averiguar as referéncias (J. Anderson 1999) e (S. Katok 1991).

Definicao 3.9 Seja A C H. Definimos a drea hiperbélica de A como sendo

1
|A| :/—2 dxdy
AY

se a integral estiver bem definida.

Analogamente, se A C D? definimos

4
A= | T

Note que as dreas hiperbélicas sdao invariantes por isometrias de 150 (H) e IS0 (D?).
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Teorema 3.8 [Gauss-Bonnet| (S. Katok 1991) A drea hiperbélica de um triangulo hiperbdlico
A com angulos o, 5 ey € finita e igual a

Al =T (a+ B +7)
considerando H ou D?.

Duas consequéncias bastante interessantes do Teorema de Gauss-Bonnet sao:

a) asoma das medidas dos angulos internos de um triangulo hiperbdlico é estritamente menor
do que 180°;

b) a medida maxima da drea de um triangulo hiperbdlico é 7.
A figura abaixo nos mostra triangulos A cuja area hiperbdlica é méxima.

A

D’ H’

< -

Figura 3.3: Triangulos com area hiperbdlica maxima.

»
»

Teorema 3.9 (S. Katok 1991) Sejam Ry e Ry duas regides fundamentais satisfazendo a ex-

igéncia de que suas fronteiras em (em ﬁ) possuam medida nula no plano de Lebesque. FEntao
|Ra| = |Ra|.

Corolario 3.1 (S. Katok 1991) Dois poligonos normais Ny e Ny quaisquer na tesselag¢ao do
grupo I' (em geral, com diferentes centros) possuem igual drea hiperbélica.

Teorema 3.10 (S. Katok 1991) Um poligono normal possui drea hiperbdlica finita se, e so-
mente se, tem um numero finito de lados e nenhum lado livre.

Corolario 3.2 (S. Katok 1991) Se |N| < oo, entao I' possui um sistema de geradores com no

N

maximo + 6 elementos.
Teorema 3.11 (S. Katok 1991) A drea hiperbdlica de uma Regiao de Voronoi satisfaz a de-
siqualdade

m
Rl > ~
LS

sob a condi¢ao de que a fronteira de R (OR) possui medida nula plana.
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Exemplo 01 (O Grupo Modular): O grupo modular I" (1) é o grupo formado por matrizes
2x2 cujo determinante é igual a 1 e as entradas sao todas nimeros inteiros. O estabilizador de

oo o grupo ciclico gerado por
11
U= <O 1) '

T,

N~

T,

27

Figura 3.4: A disposicao de angulos %, % e -
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: : . : 1 :
Vejamos a Figura 3.5 a seguir, vamos tomar R,, como sendo a faixa |z| < 5 Os maiores

circulos isométricos sao os de raio 1 e centros em inteiros. Somente os de centro em 0,1,-1

1 3 1 V3

interceptam R, em p = e = —3 —H’T ouem —p =e6 = 5 + 72 Além disso, a Figura 3.5

1
nos mostra que os circulos isométricos restantes tem raios menores ou iguais a 3 e, portanto,

nao penetram na regiao R descrita. Assim,
2, .2 1
R: z*+y~>1, |x\<§,y>0

¢ uma regiao de Voronoi para o grupo modular.

R
S, s’
i _
p -P
-1/2 0 1/2

Figura 3.5: A Regiao de Voronoi para I" (1).

Além disso, R é um poligono normal. Vamos escolher para centro o ponto Ny = 2i. Observe
que o ponto 2¢ nao é um ponto fixo. De fato, o ponto fixado de um elemento eliptico tem parte
imagindaria dada por

Como o trago é estritamente menor do que 2 e é um niumero inteiro, temos

< : <1
I

1
Agora, os pontos 2i+1 e 2i—1 sao imagens de Ny = 2i, logo as retas © = iﬁ sao H-bissetrizes.

0
1

um segmento do eixo imaginario - é o circulo unitario. Relembrando a construgao do poligono

Além disso, S = _01) el'(1) eT (26) = % A H-bissetriz da H-reta conectando 2i e % -

normal, descrita no decorrer do capitulo, vemos que N, o poligono normal com centro Ny = 21
é conectado em R. R— N é nao-vazio se R — N é ndo-vazio também. Sejam 2 € R—N e 2 € N
dois pontos equivalentes a z. Entdo z # 2/. Agora 2/ € R. Porém, como z € R devemos ter
z € R, pois um elemento de I nunca mapeia um ponto interior de R em um ponto fronteira.

Os pontos z e 2’ sao distintos e equivalentes; sendo que ambos pertencem a Regidao de Voronoi
(absurdo) e, portanto, N = R.
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A parte da tesselagao de H (“figura modular”) determinada por R é mostrada na Figura,
neste mesmo capitulo.

1
01 1 0
Desta forma, U e T geram o grupo modular. 7" é uma transformacao eliptica de ordem 2

Os lados de R sao s1, ) conjugados por 1" = (1 e Sy, Sy, conjugados por T' = (O _1> .

que fixa o ponto i. Sendo assim, i deve ser considerado um vértice. Os ciclos sao {p, —p}, {i}

N ;L . . . , 4T ~ ,
e {oo}. Como a soma dos angulos nos vértices do primeiro ciclo é 3 entao p é o ponto fixo de

um elemento eliptico de ordem 3, sendo este elemento W = (1) _11
Da mesma forma, o ponto —p é fixado pela transformagao S = (0 — 1|1 —1). Estas

transformacoes podem ser encontradas observando que TU fixa p, ao mesmo tempo que 7TU !
fixa —p.

Exemplo 02 (Subgrupos do Grupo Modular) Os subgrupos bésicos do grupo modular
sao os subgrupos de congruéncia principal de nivel ¢ (definidos no Capitulo 5) e denotados por
I'(n).

Vamos considerar o caso n = 2, isto é, o conjunto formado por transformacoes (a b | ¢ d)
com a e b impares, b e ¢ pares.

O estabilizador de oo é gerado por U? = (1 2|0 1) como foi mostrado na Figura 3.5:

Para R, tome a faixa |z| < 1. Existem dois circulos isométricos

A: |2z—1|=1eB: [2z+1]|=1

cortando a regiao R mostrada na figura fora de R.

O circulo isométrico geral é |cz + d| = 1, onde ¢ é par, d impar e podemos assumir sem perda
de generalidade ¢ > 0.

Se ¢ = 2, o circulo isométrico nao encontra R a menos que d = £1, que neste caso é A ou B.

Se ¢ > 3, necessitamos considerar somente |d| < ¢. Os circulos com d = —1, d = — (¢ — 1)
sao tangentes internamente a A; os circulos com d = 1, d = ¢ — 1 sao tangentes internamente a
B; e os circulos com outros valores de d estao inteiramente no complementar de R.

Portanto, R é uma regiao de Voronoi para I' (2). Os lados sy, s| sao conjugados por U? =

10
2 1)
Desta forma, I' (2) = {U? Y}. Os ciclos sdao {0}, {—1,1} e {0}, sendo todos parabdlicos.

é % enquanto que os lados ss, s}, sdo conjugados por Y =



Capitulo

Estudo dos Emparelhamentos das Arestas de
Poligonos Hiperbolicos para a Construcao de
Constelacao de Sinais

A busca por constelagoes de sinais que apresentem a menor probabilidade de erro, esta
diretamente relacionada ao problema de projetar sistemas de comunicagoes digitais eficientes em
faixa e poténcia. Desta maneira, se torna importante a fundamentacao matematica dos codigos
geometricamente uniformes através da utilizagao de estruturas topologicas como mostrado em
(J. Anderson 1999), (J.D. de Lima; R. Palazzo Jr. 2002) e (R.G. Cavalcante; H. Lazari; J.D.
Lima; R. Palazzo Jr. 2005). Este aparato diferenciado de c6digos e modulagoes através do
estudo de espacos topoldgicos relacionados, bem como, das superficies de Riemann envolvidas,
permite um melhor entendimento do processo de geracao de constelagoes de sinais.

Em (E.D. Carvalho 2001), forneceu-se técnicas para a geragao de alfabetos de cdédigos cor-
retores de erros dotados de uma estrutura algébrica, a partir das constelagoes de sinais geo-
metricamente uniformes, cujos sinais sejam rotulados por elementos de um p-grupo Gpm» e por
elementos de um grupo de Galois GF (p™)) em espacos de sinais euclidianos identificados por
elementos de um anel de inteiros e em espacos de sinais no plano hiperbdlico identificados por
elementos de uma ordem de quatérnios.

Em (Edson Agustini 2002), foi abordado dois tépicos em Teoria da Informacao e Codifi-
cagao: (i) Probabilidade de erro associada a constelagoes de sinais em espagos hiperbdlicos; (ii)
Constelacoes de sinais com propriedades geométricas vidveis a aplicagdoes em ambientes com com-
portamento hiperbdlico. Em verdade, no primeiro item, foi desenvolvido um limitante superior
para a probabilidade de erro no espago hiperbélico n-dimensional, ou seja, foi obtida uma classe
de fungoes densidades de probabilidade para ruido hiperbdlico equivalente ao ruido gaussiano
no espaco euclidiano n-dimensional, a qual chamamos de ruido gaussiano hiperbélico. Desta
forma, a comparacao em termos de desempenho entre constelacoes hiperbdlicas de sinais sob a
acao desse tipo de ruido se torna viavel computacionalmente. Ainda, nesse topico, constelacoes
de sinais do tipo M-PSK hiperbdlicas sao analisadas em termos de desempenho quanto a prob-
abilidade de erro. Com relacao ao segundo item, foram construidas familias de constelacoes de
sinais geometricamente uniformes e nao geometricamente uniformes em superficies provenientes

43
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de quocientes de espacos hiperbdlicos por grupos discretos de isometrias. As constelagoes, assim
obtidas, sobre superficies nao-compactas sao infinitas e semelhantes aos reticulados obtidos por
grupos cristalograficos no plano euclidiano. As constelagdes sobre superficies compactas sao
finitas, sendo que as nao geometricamente uniformes se comportam como constelacoes geradas
geradas por auto intersecgao de nés tinicos sobre os g-toros (toros de género g), resultando,
portanto, em constelacoes ciclicas com grupo de rotulamento Z,,. Além disso, aqui foi realizada
também a analise de desempenho das constelagoes em termos da probabilidade de erro em canais
com ruido gaussiano hiperbdlico, conforme descrito no item (i).

Em (Joao de Deus Lima 2002), identificou-se as estruturas algébricas e geométricas associ-
adas a canais discretos sem memoria. O procedimento utilizado para alcangar tal fato consistiu
em dois passos. No primeiro passo, através do grafo associado a um canal discreto sem meméria,
determinando o conjunto das superficies no qual este grafo esta mergulhado, e estabelecendo
o conjunto das estruturas algébricas dessas superficies através do primeiro grupo de homolo-
gia. No segundo passo, identificaram-se as tesselacoes regulares que possam ser utilizadas no
processo de moduladores e quantificadores.

Em (Rodrigo Gusmao Cavalcante 2002), foi apresentado que quanto maior for o género da
superficie associada, menor serd a probabilidade de erro em questao.

Em (E. Brandani 2000), foi abordado a construcao de constelac¢oes de sinais no plano hiper-
bolico, bem como foi realizada uma anélise de desempenho de constelagoes PAM, PSK e QAM-
circular no plano hipebdlico em relagao a constelagoes equivalentes do plano euclidiano. Para
tal fato, foi estabelecido diversos conceitos de geometria hiperbdlica, sendo o principal deles,
o conceito de tesselacao do plano. Além disso, para realizar decisoes em relacao a escolha de
quais tesselagoes fornecem constelacoes de interesse, foram obtidas fungoes enumeradoras, que
permitem contar o nimero de pontos em subconjuntos finitos das tesselacoes. De outro modo,
para determinacao do desempenho de constelacoes de interesse, foi encontrada uma funcao den-
sidade de probabilidade gaussiana para o plano hiperbdlico e apresentadas as suas principais
propriedades, bem como, partindo do conceito de funcao de probabilidade gaussiana hiperbdlica,
foi caracterizado o ruido de um canal gaussiano hiperbdlico, utilizando as isometrias do plano
hiperbélico.

Em (Vandenberg Lopes Vieira 2007), através de um procedimento sistematico para a con-
strucao de reticulados O, como elemento fundamental para a construcao de constelagoes de
sinais geometricamente uniformes, foi identificado as estruturas algébrica e geométrica a fim de
construir cédigos geometricamente uniformes em espacos homogéneos, especificamente falando
em espacos hiperbodlicos. Foi proposto ainda, a partir desses reticulados, a construcao de grupos
fuchsianos aritméticos I', obtidos de tesselacoes hiperbdlicas {p, ¢}, derivados de algebras de
divisao dos quatérnios A sobre corpos de numeros K. Além disso, generalizou-se o processo
de identificagao desses grupos em ordens dos quatérnios (reticulados hiperbdlicos), associadas
as constelacoes de sinais geometricamente uniformes, provenientes de grupos discretos. Esse
procedimento é importante, pois permite rotular os sinais das constelagoes construidas por ele-
mentos de uma estrutura algébrica.

Em (Rodrigo Gusmao Cavalcante 2008), foi abordado que as modulagoes associadas a su-
perficies minimas apresentaram bons desempenhos, pois tais modulagoes sao pontos criticos do
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erro quadratico médio. Além disso, foi mostrado também que o espago de sinais possui métrica
induzida da superficie associada a modulacao. Com isso, foi possivel demonstrar que os espagos
de sinais com curvatura negativa sao os que apresentam melhor desempenho segundo a probabil-
idade média de erro. Dessa forma, alguns exemplos de constelagoes de sinais geometricamente
uniformes foram construidos e analisados em variedades Riemannianas, bem como, foi notado
que na maioria das vezes que o espaco hiperbdlico é utilizado nos blocos de um sistema de
comunicagoes, o desempenho desse sistema tende a se aproximar do ponto 6timo de operacao.

Além disso, em (Clarice Dias Albuquerque 2002), associado a codificacdo quantica, foram
propostos novos codigos quanticos téricos, bem como foi caracterizada uma relagao entre tais
cédigos, com conhecidos reticulados e formas quadréticas, permitindo assim, a geracao de um
novo método de obtencao de cddigos toricos por meio da tesselacao do reticulado quadrado do
toro por translacoes de polimind.

Dentro desse contexto e com o objetivo de propor um método de rotulagem de sinais de
constelacoes hiperbodlicas convenientes, é necessario o estabelecimento de um procedimento sis-
tematico de construcao de reticulados. Para tal procedimento ¢é relevante a identificacao dessas
informacgoes geométricas via emparelhamento das arestas de poligonos hiperbdlicos regulares de
modo a construir cédigos geometricamente uniformes e, por consequéncia, garantir a eficién-
cia desejada em diversas situacoes envolvendo projetos de sistemas de comunicacoes digitais.
Associado a este tratamento, analisaremos os possiveis emparelhamentos das arestas de poli-
gonos hiperbodlicos de n = 3,4,5,6,7 e 8 lados com o objetivo de determinacao de reticulados
hiperbdlicos a serem usados na construcao de constelagoes de sinais.

4.1 O Grupo Modular Nao Homogéneo

Nesta secao, apresentamos o grupo modular nao-homogéneo I', bem como, algumas pro-
priedades e resultados importantes a fim de caracterizarmos um dominio fundamental para o
mesmo.

Definicao 4.1 O grupo modular é o grupo de transformacoes fraciondrias lineares

L: z»—)m——i_b, ad —bc=1, a,b,c,d € Z.
cz+d

Usaremos a seguinte nomenclatura:

o I"=SL(2,Z) = grupo modular homogéneo

/
o ['= {i—l} = grupo modular nao-homogéneo
Observacao: Salientamos, de acordo com o critério de classificacao das transformacoes lineares,
ver Capitulo 3, vemos que uma transformacao eliptica de I' ocorre quando a+d =0oua+d =
+1.
Nossa primeira tarefa aqui, é encontrar um dominio fundamental para o grupo modular
nao-homogéneo I'.
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Lema 4.1 (J. Lehner 1996) Para um ponto fizo z € H existem somente um nimero finito de

pares de inteiros (c,d) tais que |cz +d| < 1.
Definicao 4.2 Dado o ponto z = x + 1y € H, dizemos que y = Im z é a altura do ponto z.

Lema 4.2 (J. Lehner 1996) Entre as transformagoes {T (2)},z € H, existem somente um

numero finito com alturas tao grande quanto a altura de z.

Note que o lema anterior nos sugere que selecionaremos de cada classe de equivaléncia um
elemento de altura maxima, isto é, um ponto z € H tal que |cz + d| > 1, para todos os pares

de inteiros (c, d).
Teorema 4.1 (J. Lehner 1996) Um dominio fundamental para T" é o conjunto

D={zeH/ |Rez| <1/2¢ |z| > 1}.

A Figura 4.1 ilustra o dominio fundamental para I'.

i
T'D D T|D
i 1
/p J/ p\
T'|SD /;D T/SD
2 5 3 -4 -1 2 -1 -1 0 1 1 2 1 4 3 35 2
3 2 3 32 3 3 2 3 3 2 3

Figura 4.1: O dominio fundamental para I'.
Note que os tnicos pares de pontos da fronteira de D (regiao hachurada), os quais sao

equivalentes sob I' sao os pares de pontos da fronteira de D a qual coincide com uma reflexao
sobre areta z = 0 (veja Figura 4.1); estes pontos sao identificados pelas seguintes transformagoes

—1
T: z—2+1 S oz —
z

Geometricamente, S e T' correspondem a inversao e translacao no plano, respectivamente.
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Desta forma, temos que
Tl 20— 2—1

TS:((l) D(g —01>:G _01>,istoé,T(S(z)):Z;1

-0 33 - 3) e s

Suponhamos que z,2' € D e z ~p 2/, digamos 2’ = L(2); entao, Im 2z’ = Im L(z), além
disso,

l=lez+d = (cx+d)° + P>+ d* —cd > 1,
entao, um dos dois c =0,d = +1oud=0,c = +1.

Caso 1: c=0,d=+1=L=T.
Caso 2: c=+41,d=0=L=275,

estas sao as identificagoes ja mencionadas.

Note que os tnicos pontos fixos das transformacoes de I', os quais estao em D, sao os pontos

s ~ ~ , . - ]_
i,pe p?, onde p = e3?. Estes pontos sao pontos fixos sob as transformacoes elipticas S : z — —
z

—1
(de ordem 3) e ST : z+— 1 (de ordem 3), respectivamente.
z

(de ordem 2), T'S : sy S

z
De fato:
-1 ¢ —i —1
.S(Z)—Tg 7,_2 _—1—Z S(Z)—’l
(1 -1 2 (1 -1 1 -1\ (0 -1
oTS—(1 0>:>(TS)—<1 o) 1 o —(1 _1),10g0,

(TS)? = (TS)*(TS) = ((1) j) - G _01> — (_11 _01) (TSP = 1.
o ST = (2 '11) = (ST)* = (? '11)- (? ‘11) = (‘11 '61>,1ogo,(5733 = (ST)*-
1

sn=(35) ()= L) emr=m

Além disso, temos que:

1 V3 V31 3

o) - oL _cosmf3risenn/3 -1 3ty L Tptiy 57y
[ J = — — ' _

’ p cos /3 +i-senm/3 1 3 1+.\/§ 1 3

V3 V3 2" "2 2 T 27"

1 3 3 1 3
ottty Tty

T 3 =S =r TS =p

271



48 Capitulo 4. Estudo dos Emparelhamentos das Arestas de Poligonos Hiperbdlicos

~1 -1 -1 -1 —1
o ST (p*) = 2 = "o, = ST (p*) = - '
e 2 2
PP+l 41 cosl+i.86nl+1 —l—l—i@-f-l l‘f'@\/_g
3 3 2 2 2 2
V31 V3 1 V3
——f— —=4i— ——+i—
/3 I 3 1 2 2 . '
9 9 4 4

Proposicao 4.1 (J. Lehner 1996) As transformacgées S e T geram o grupo modular nao-
homogéneo T, isto €, T' = (S, T).

Ao introduzir uma estrutura topoldgica ao grupo quociente,

H

T = conjunto de classes equivalentes de pontos de H sobre o grupo modular I'.

H ,
faz com que o mapeamento 7 : H — T seja continuo.

Disso decorre o seguinte resultado.

H
Teorema 4.2 (J. Lehner 1996) O espaco identifica¢ao T quando compactificado acrescen-

tando o ponto i, pode ser dado uma estrutura analitica natural sobre a qual ele € uma superficie
compacta de Riemann de género zero.

4.2 Os Subgrupos de Congruéncia Principal

Nesta secao consideramos uma classe importante de subgrupos do grupo modular. Trata-se
de grupos que aparecem naturalmente em aplicagoes envolvendo, por exemplo, formas quadrati-
cas.

Definicao 4.3 Sejam Z o grupo dos inteiros e Z, os inteiros modulo q. O homomorfismo
natural ¢ : Z — Zq induz um homomorfismo

p: SL(2,Z) — SL(2,Z,)

(e 0) = ()~ (G 2a)

O ntcleo desta aplicagao é denominado subgrupo de congruéncia principal de nivel g
que denotaremos por I',.

/

r
Teorema 4.3 (J. Lehner 1996) T, € um subgrupo normal de T" e o = SL(2,Z,).
q

Nossa tarefa agora sera a de calcular o indice [F’ : F;} que denotaremos por v/ (q), ou
seja, queremos encontrar a ordem do grupo SL (2,Z,). A fim de obtermos esta ordem, vamos
introduzir um novo conceito.

Definicao 4.4 Um par de inteiros ¢, d é chamado primitivo mod q se mdc(c,d,q) = 1.
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Observagao: Para o célculo do mdec (¢, d, q), podemos lan¢ar mao do seguinte resultado:
mde (¢,d, q) = mde (mdc (¢, d) ,q) = mde (¢, mde (d, q))

Denotaremos o nimero de pares primitivos incongruentes mod g por A (q).

a b
d

primitivos mod q. Em outras palavras, as sequndas linhas das matrizes representando elementos

Lema 4.3 (J. Lehner 1996) Uma matriz A = € SL(2,Z,) < ¢,d € um par de inteiros

de SL(2,Z,) sao precisamente os pares primitivos mod q.

Observe que para um par de inteiros primitivos mod q c,d existem ¢ pares de inteiros
incongruentes mod ¢ a,b tais que ad — bc = 1 (mod q); ou seja, equivalentemente significa

dizer que existem ¢ elementos distintos da forma (OCL 2) em SL(2,Z,).

Lema 4.4 (J. Lehner 1996) A (q) ¢ uma fun¢ao multiplicativa de q, isto €, se mdc (q1,q2) = 1,
entao

Ma-a2) =Maq) - Ma), @1, € Z.

Lema 4.5 (J. Lehner 1996) Se p é um nimero primo, entdao

A(pk):p%.@_i).

2
p
Desta forma, levando em consideragao os lemas anteriores, concluimos que o indice v’ (¢) de
[, em I é dado pela expressao:

V'(Q)—q?’]:[(l—]%).

Vejamos um exemplo de calculo para v/ (q).

Exemplo: Consideremos o subgrupo:

r;:{(Z 2)er’: <‘CL Z)Ei[ (modq)}.

Entéao, I'; ¢ um subgrupo normal de T'.

Sejam I', = o subgrupo normal correspondente do grupo modular nao-homogéneo I"

9
{+1}
ev (¢)=[I : T',] oindice de I'; em I'. Assim, temos trés casos a considerar:

1
i)seq=2=1T;=1%jdquel =~I (mod 2). Logo,v(2):V'(2)223-H(1——> =

p2
1

1 1
i) seq>2= [T : I} =2, alémdisso,v(q)zéy/(q): ~q3~H<1——2>.

p

N | —

iii) se ¢ = 1 entao v/ (1) = 1.
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4.3 Superficies de Riemann Associadas a Subgrupos do
Grupo Modular

Nesta secao, consideramos G um subgrupo do grupo modular I' de indice finito u, isto é,
[ : G] = pu < 0. O objetivo é mostrar um dominio fundamental para G, e, consequentemente
determinarmos o género da superficie.

Teorema 4.4 (J.Lehner 1996) Seja G um subgrupo de indice finito p emI'. Sejam Ty, Ty, ..., T,
classes laterais representativas. Desta forma, I' = GT' UGT, U ...UGT,. Se D é um dominio
fundamental para T", entao

De=T1DUT,DU...UT,D,

¢ um dominio fundamental para G.

H
Agora, para o espago quociente G pode ser dado uma estrutura analitica, como no caso

: H , : e e :
do grupo quociente T Além do mais, para a compactificagao poderao existir vértices reais
parabdlicos, assim como vértices parabdlicos infinitos, porém todos sao tratados como anterior-
mente.

Como mencionamos anteriormente, existe uma triangularizacao natural de — (veja Figura 4.1),

na qual os pontos fixos sao os vértices e cada 1-simplex conectados sao pontos fixos. Esta tri-
H

L H . : o
angularizacao natural de T induz uma triangularizacao sobre rek

Além disso, a é uma superficie de Riemann compacta. Para calcularmos o seu género,

utilizamos a caracteristica de Euler
X =2—2g=09— 01+ 09, (4.1)
onde:
e \ ¢ a caracteristica de Euler,
e ¢ ¢é o género da superficie,

e 04 é 0 numero de k-simplex (0-simplex é um vértice, 1-simplex é uma aresta e 2-simplex
é um triangulo) na triangularizagao (ver (I.N. Herstein 1975)).

Na triangularizagao natural de rel 0o ¢ o numero de imagens de pontos elipticos e parabdlicos

de I'. Desta forma, é conveniente escrevermos op = A; + A, + A, onde:
e )\; é 0o numero de vértices equivalentes a i,
e )\, ¢ o numero de vértices equivalentes a p,

e )\, é o numero de vértices equivalentes a oo.
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Teorema 4.5 (J. Lehner 1996) Seja G um subgrupo de I', com [I' : G] = p < oo. Entdo o

H
género da superficie — € dado pela relacao:

G

1

g=1+5(u—0) (12)

Lema 4.6 (J. Lehner 1996) %ﬁja G um subgrupo normal de I'. Entao I' age como um grupo de

. H ‘ . .
transformacoes conforme em el sobre o qual todos os pontos equivalentes a i (respectivamente

a p,00) sdo equivalentes.
L — H
Além disso, I' age conformemente em H, logo I age conformemente em —. Por fim, I" leva

qualquer ponto equivalente a ¢ em qualquer outro tal ponto, (e analogamente para p e 00).

Segue do Lema 4.6, que todos os vértices de % equivalentes a ¢ possuem 0 mesmo nimero
de 1-simplex (e similarmente para p e 00).

Desta forma, sejam 2n;, 2n, e 2n o nimero de 1-simplex se encontrando em pontos equiv-
alentes tipicos, respectivamente a 7, p e 0.

Definigao 4.5 A tripla (n;,n,,ns) € chamada ramificagcdo esquema do subgrupo G.
Desta forma, com relacao a ramificagao esquema de GG, tem-se as seguintes relacoes:

n; =1 ou 2
n,=1ou3 (4.3)
Ne = Um inteiro positivo

Teorema 4.6 (J. Lehner 1996) Seja G um subgrupo normal de indice finito p em I'. Entdo
H
el é

uma superficie de Riemann de género dado por:

O Teorema 4.6 nos diz que para determinarmos o género da superficie de Riemann el devemos

caracterizar a ramificacdo esquema de G. A relacao (4.3) nos mostra que existem quatro tipos
de ramificacoes esquema, que sao:

(1,1,n), (1,3,n), (2,1,n) e (2,3,n).

Teorema 4.7 (J. Lehner 1996) T' possui tinicos subgrupos de indices p = 1,2,3 os quais de-
notamos por I', Gy, G3. Suas ramificacoes esquema sao respectivamente:

(1,1,1), (2,1,2) e (1,3,3). (4.4)
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Se GG é um subgrupo normal, G nao é nenhum destes trés entao, a ramificacao esquema de G

¢ (2,3, n) para algum inteiro positivo. Além disso, G nao contém S (z) = — enem T (2) = 2+1.
z

Corolério 4.1 (J. Lehner 1996) Se G ¢é um subgrupo normal de indice y > 4 em T', entdo

w=0 (mod 6) e o género da superficie de Riemann a é dado por

Teorema 4.8 (J. Lehner 1996) O género de I'; é:

i) g=0seq=2.

2
y q° (¢ —6) 1
zz)gzl—kT-”(l—E , seq > 2.

P

q

Note que os tnicos subgrupos normais de género zero, além dos subgrupos I', G5, G3 men-

cionados anteriormente, sao I', para ¢ = 2,3,4 e 5. O grupo quociente T age sobre o espaco
q

H r
quociente —, o qual é simplesmente a esfera. Os grupos iR para ¢ = 2,3,4 e 5 agem como o

q
grupo diedral de ordem 6, o grupo do tetraedro, o grupo do octaedro e o grupo do icosaedro,

respectivamente.

r
Exemplo 1: O primeiro grupo é I's. Temos que T = SL(2,Zy). Tomemos as seguintes classes
2

laterais representativas, como segue:

T:((l) 1)2—)2—1—1
S:<(1) _01)2—>_71
TSz(i _01>z—>Z;1
TST:G ?)Z—)Zil
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Um dominio fundamental para 'y é dado na Figura 4.2 a seguir.

T2

L — 1

ST’S TSTST"

Figura 4.2: Dominio fundamental de I';.

4.4 Caracterizacao da Superficie de Riemann Associada
aos Emparelhamentos dos Lados de Poligonos Hiper-
bélicos

Antes de apresentarmos todos os possiveis emparelhamentos das arestas de poligonos hiper-
bélicos com 3 < n < 8, é necessario algumas definicbes para analises a posteriori.

Definicao 4.6 Uma tesselacao regular do plano hiperbolico é uma particao consistindo
de poligonos, todos congruentes, sujeitos a restri¢cao de se interceptarem somente em arestas
ou vértices, de modo a ter o mesmo numero de poligonos compartilhando um mesmo vértice,
independente do vértice. Portanto, existem infinitas tesselacoes requlares em H2.

Considere P um poligono e A o conjunto de arestas de P. Um emparelhamento de arestas
é definido da seguinte forma.

Definicao 4.7 Um emparelhamento de arestas de P é um conjunto ¢ = {T, | 7 € A} de
isometrias que, para toda aresta T € A: 1) existe aresta 7' € A com T, (17') = 7; 2) as isometrias
T, e T satisfazem a relagio T = T-'; 8) se T for aresta de P entao 7' = PNT ! (P).

As superficies hiperbélicas H?/T' obtidas como espacos de identificagao de poligonos sao
aquelas para os quais ' é finitamente gerado. Como I' é gerado por transformacoes de empar-
elhamento de lados e um poligono P’ tem apenas uma quantidade finita de lados, entao I' é
finitamente gerado se P’ é uma regidao fundamental para I'. Desta forma, uma superficie hiper-
bélica compacta H?/T' é o espago de identificagao de um poligono se o poligono é uma regiao
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fundamental para I'. Uma condicao necessaria e suficiente para um poligono ser uma regiao
fundamental é o seguinte.

Condigao de Lado e Angulo (J. Lehner 1996) Se um poligono compacto P’ é uma regiao
fundamental para um grupo de isometrias que preserva orientacao I' de S? (Superficie esférica),
R? (Plano euclidiano), ou H? (plano hiperbélico), entao:

i) Para cada lado s de P’ existe um tnico lado s’ de P’ tal que s’ = 7 (s), para v € I';

ii) Dado um emparelhamento de lados P’, para cada conjunto de vértices identificados, a
soma dos angulos tem que ser igual a 27. Esse conjunto é um ciclo de vértices.

Teorema 4.9 [Poincaré] (J. Anderson 1999) Um poligono compacto P' satisfazendo as condigoes
de lado e angulo € uma regidgo fundamental para o grupo I' gerado pelas transformacoes de em-
parelhamento de lados de P’ e I' € um grupo fuchsiano.

A seguir, apresentamos todos os possiveis emparelhamentos das arestas de poligonos hiper-
bolicos com n = 3,4,5,6,7 e 8 lados, donde tabulamos algumas propriedades importantes que
visam o direcionamento para construcao de constelacoes de sinais geometricamente uniformes.
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e Caso 01: n = 3 lados, neste caso temos
apenas um possivel emparelhamento.

3
2 2
X=2-29 = oo—o01+02
4
2-29 = 3-,+1
2-29 = 2 - .g=0
Esfera

e Caso 02: n = 4 lados, neste caso temos dois
possiveis emparelhamentos.

X=2—29g = o9g—o01+o02
2—-2g = 1—%4—1
2—-2g = 0 .. .g=1
Toro

X=2-29 = o09—o01+02
4
2-29 = 3-+1
2.9 = 2 - g=0

Esfera
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e Caso 03: n = 5 lados, neste caso temos
trés possiveis emparelhamentos.

2
3 4
2 2
X=2-29 = o9—0o1+02
6
2—2g9g = 4—§+1
2—2g = 2 .g=0
Esfera
2
2 2
2 2
X=2-29 = o9g—o1+02
6
2—-2g = 2—§+1
2—2g = 0. g=1
Toro
4
3 3
2 2
X=2-29 = o09—o01+02
2—2g = 4—%4—1

2-29 = 2 - .g=0

Esfera
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e Caso 04: n = 6 lados, neste caso temos
quinze possiveis emparelhamentos.

X=2—-29g = o9g—o01+02 X=2-2g 0g — 01+ 02
6
2-29 = 2_g+1 2—-2g 4—§+1
2—2g = 0 .. .g=1 2—2g 2 .g=0
Toro Esfera

X=2—-29g = o9g—o01+02 X=2-2g 0p — 01+ 02
6 6
2-29g = 0 .. .g=1 2—-2g 0 .g=1
Toro Toro
2 2 4 2
2 2 2 3
1 2 1 2
X=2—-29g = o9g—o1+o02 X=2-—2g oo — 01+ 02
6 6
2-29g = 0 .. .g=1 2—2g 2 .g=0
Toro Esfera
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X=2-2g
2—2g
2—2g

Esfera

o9 — 01+ 02

6
4—-—-+41
2+

2 .g=0

X=2-2g
2 —2g
2—-2g

Toro

X=2-2g
2—2g
2—2g

Toro

o9 — 01+ 02

6
2——-+1
2—|—

0 ..g=1

o9 — 01 + 09

6
2——-+1
2+

0 .g=1

X=2-2g
2—2g
2—2g

Toro

o9 — 01+ 02

6
2—-—+1
2+

0 .g=1

X=2-2g
2 —2g
2—-2g

Toro

2

X=2-2g
2—2g
2—2g

Toro

o9 — 01+ 02

6
2—-+41
2—|—

0 ..g=1

og — 01 + 09

6
2——-+1
2+

0 .g=1
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X=2-2g
2—2g
2—2g

Esfera

o9 — 01+ 02

6
4——+1
2+

2 .g=0

X=2-12g
2—2g
2—2g

Toro

o9 — 01+ 02

6
2—-+1
2+

0 .g=1

X=2-12g
2—2g
2 —2g

Esfera

o9 — 01+ 02

6
4—-——-+41
2+

2 -.g=0
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e Caso 05: n = 7 lados, temos quinze pos-

siveis emparelhamentos.

2
2
2
2
2—-29g =
2—2g =
Toro
2
2
3
2
2—-2g =
2—-2g =
Toro
3
3
3
2
2—-2g =
2—2g =
Toro

2

o9 — 01+ 02

8
— 241
3-5+

0 .. g=1

w

w

o9 — 01 + 09

8
3—=-+1
2+

0 .g=1

4

3
2
X=2-2g
2—-2g
2—2g
Esfera

3

2
2
X=2-2g
2—2g
2—2g
Toro

4

3
2
X=2-2g
2—2g
2—2g

Esfera

0'()—0'1+UQ

8
5——-+1
2+
2 .g=0
2
2
2

og — 01 + 09

8
o——+1
2+

2 .g=0
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5
4 4
3 3
2 2
X=2—-29g = o9—o01+02
8
2—-29 = 5—54—1
2—-2g = 2 .. .g=0

Esfera

Toro
2
3 3
3 3
2 2
X=2—-29g = o00—01+02
8
2—-2g = 3—54-1

2—-2g = 0 .. .g=1

Toro

2
2
2
X=2-2g
2—2g
2—2g
Toro
3
2
2
X=2-2g
2—2g
2—2g
Toro
2
2
2
X=2-2g
2—2g
2—2g
Toro

oo — 01+ 09

8
3—=-+1
2+
0 ..g=1
2
3

8
3——+1
2+
0 .. g=
3
2

o9 — 01+ 02

8
3—=-+1
2+

0 . g=1
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2
3
2
X=2-2g
2—-2g
2—2g
Esfera
2
3
2
X=2-2g
2—2g
2—2g
Toro
2
3
2
X=2-2g
2—2g
2—2g

Esfera

o9 — 01+ 02

8
5——+1
2+
2 .g=0
2
2
2

8
3—=—+1
2+
0 ..g=1
5
4
2

o9 — 01+ 02

8
o——+1
2+

2 .g=0
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e Caso 06: n = 8 lados, temos cento e
cinco possiveis emparelhamentos.

3 5 2 3
4 3 1 2
3 2 2 2
2 1 2 2
X=2—29g = o09g—01+02 X=2—-29g = o00—01+02
8
2-2g = 5-_+1 99y — 3—§+1
2-29 = 2 .g=0 2-29g = 0 .. g=
Esfera Toro
2 4 2 3
3 2 1 3
2 5 2 2
1 2 3 3
X=2—-29g = o09g—01+02 X=2—-29g = o00—01+02
8
2—-2g = 5—§—|-1 2—-2g = 3—%—#—1
2-2g = 2 -.g=0 2—-2g = 0 ..g=1
Esfera Toro
2 2 2 2
3 2 3 2
2 2 2 2
1 2 2 1
X=2—-29g = o9g—o1+o02 X=2—-29g = o9g—o1+o02
8 8
2-2 = 0 -~ g=1 2-29 = 0 . g=1
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4.5 Consequéncias Imediatas dos Emparelhamentos

Inicialmente, note que quando superficies compactas orientaveis sao construidas usando a
forma normal, qualquer superficie de género 0 torna-se uma esfera (eliptica), qualquer superficie
de género 1 torna-se um toro (euclidiano) e superficies de género > 2 tornam-se um g-toro
(hiperbdlica). Reciprocamente, toda superficie hiperbdlica compacta orientavel é de género > 2,
ou equivalentemente, sua caracteristica de Fuler é um nimero par negativo. Desta maneira,
quando mudamos o tipo de tesselacao mudamos também as transformacoes de emparelhamentos
de lados, e consequentemente o nimero dessas transformacoes e o nimero de ciclos de vértices.

Agora, vamos tabular os dados obtidos nos possiveis emparelhamentos descritos na secao an-
terior, a fim de caracterizarmos algumas propriedades importantes, com o objetivo de padronizar
(generalizar) os resultados obtidos. Sendo assim, temos a seguinte Tabela 5.2 abaixo:

N° de N° de Pon- N° de Classes Género Superficie N° de

Lados tos Fixos de Conjugagao Associada Casos
3 2 3 0 Esfera 1
4 0 1 1 Toro 1
4 2 3 0 Esfera 1
5 2 ou 3 4 0 Esfera 2
5 1 2 1 Toro 1
6 Ooul 2 1 Toro 10
6 2 ou 3 4 0 Esfera 5
7 1 ou 2 3 1 Toro 10
7 2,3 ou4 5 0 Esfera 5
8 2,3 ou 4 5 0 Esfera 14
8 0,1 ou 2 3 1 Toro 70
8 0 1 2 Bitoro 21

Tabela 4.1: Propriedades associadas aos Emparelhamentos.

Desta maneira, relacionando o nimero de lados com os parametros da Tabela 5.2 acima,
concluimos que:

e para n = 3, temos um unico possivel emparelhamento, com um ponto fixo e trés classes
de conjugacao, sendo assim, a superficie associada é uma esfera;

e para n = 4, temos dois possiveis emparelhamentos, sendo que um deles nao possui pontos
fixos e tem uma classe de conjugacao, logo a superficie associada é um toro; ja o outro,
possui dois pontos fixos e trés classes de conjugacao, dai a associada é uma esfera;

e para n = b5, temos trés possiveis casos de emparelhamentos, sendo que as superficies
associadas que aparecem sao esfera (emparelhamento com 2 ou 3 pontos fixos e 4 classes
de conjugagao) e o toro (emparelhamento com 1 ponto fixo e 2 classes de conjugacao);

e para n = 6, temos quinze possiveis emparelhamentos; aqui, as superficies resultantes sao
dadas pela esfera (com 2 ou 3 pontos fixos e 4 classes de conjugacao) e o toro (com 0 ou
1 ponto fixo e 2 classes de conjugagao);
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e para n = 7, temos também quinze possiveis emparelhamentos, sendo as superficies asso-
ciadas dadas pela esfera (2, 3 ou 4 pontos fixos e 5 classes de conjugagao) e o toro (1 ou
2 pontos fixos e 3 classes de conjugagao);

e para n = §, temos um nimero muito grande de emparelhamentos, totalizando 105, sendo
que neste caso aparecem tanto a esfera, o toro e o bitoro; desta maneira, temos a esfera
(2, 3 ou 4 pontos fixos e 5 classes de conjugacao), o toro (0, 1 ou 2 pontos fixos e 3 classes
de conjugagao) e o bitoro (com 0 pontos fixos e 1 classe de conjugacao).

Para finalizarmos esta secao, vamos analisar as sequéncias de lados via a conjugacao de
lados. Devido ao grande ntimero de possibilidades, caracterizamos apenas um exemplo de cada
superficie (esfera, toro e bitoro), pois o procedimento de caracterizagao é idéntico para os demais
casos.

Exemplo 1: Neste exemplo, vamos analisar o 12° caso para o poligono normal com n = 8
lados. Desta forma, temos a seguinte disposi¢ao geométrica:

Figura 4.3: (12° caso para a conjugacao de lados para um poligono com n = 8 lados).

Vimos que neste emparelhamento, temos: 2 pontos fixos (transformagoes elipticas), 3 classes
de conjugacao e género igual a 1 sendo assim a superficie associada ¢ um toro. Fazendo a tomada
de lados como descrito na Figura 4.3, obtemos a sequéncia dada por:

al-ag-ag-agl-al-a4-a2 Ay =€
N—— N —
e e

Fazendo a = a; e b = ay, segue que, a~' =a;* e b™' = a; ' e, entdo, temos:

a-b-a b t=e.

Na verdade, percebemos que temos dois geradores (ou duas transformacgoes) que geram o sub-
grupo em questao, sendo que, neste caso os pontos fixos se “anulam”
-1 _ -1 _
(a3-a3 =eeay-ay —e).
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Exemplo 2: Neste exemplo, vamos analisar o 13° caso para o poligono normal com n = 8
lados. Sendo assim, temos a seguinte disposi¢cao geométrica:

Figura 4.4: (13° caso para a conjugacao de lados para um poligono com n = 8 lados).

Vimos que neste emparelhamento, temos: 3 pontos fixos (transformagoes elipticas), 5 classes
de conjugacao e género igual a 0, logo a superficie associada é uma esfera. Fazendo a tomada
de lados como descrito na Figura 4.4, obtemos a sequéncia dada por:

alal_l a2a2_1 as a4azl agl =e
N N~

e e e
Na verdade, a transformacao identidade gera o subgrupo em questao.

Exemplo 3: Neste exemplo, vamos analisar o 17° caso para o poligono normal com n = 8
lados. Desta maneira, temos a seguinte disposicao geométrica:

Figura 4.5: (17° caso para a conjugacao de lados para um poligono com n = 8 lados).

Aqui, temos 0 pontos fixos, 1 classe de conjugacao e género igual a 2, dai a superficie
associada é um bitoro. Fazendo a tomada de lados como descrito na Figura 4.5, obtemos a
sequéncia dada por:

a1~a2~af1~a3~a4'a§1~af~a51:e
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Fazendo a = a1, b =as, ¢ = ag e d = a4, segue que:
a-b-at-codct-dlbt=e

Na verdade, percebemos que temos quatro geradores (ou quatro transformagoes) que geram
o subgrupo Fuchsiano associado em questao, ja que, neste emparelhamento nao temos nenhum
ponto fixo.

A partir da andlise relacionada aos possiveis emparelhamentos de arestas dos poligonos hi-
perbdlicos de n = 3,4,5,6,7 e 8 arestas, caracterizamos e tabulamos informacoes geométricas
(género da superficie, numero de pontos fixos, nimero de classes de conjugacao) que podem
ser utilizadas para o estabelecimento de um processo sistematico de construcao de reticulados.
Além disso, via esta analise geométrica, identificamos os emparelhamentos que podem ser usados
na proposta de construcao de constelacoes de sinais, através da caracterizagao do género da
superficie associada ao grafo do canal binario e suas quantizagoes.

4.6 Construcao de Constelacoes de Sinais

Sabe-se que os reticulados tém sido bastante utilizados na teoria de telecomunicagoes, sendo
que sua principal aplicagao esta relacionada ao problema de codificagao de canal, que é equiv-
alente ao problema de empacotamento de esfera. Geralmente, reticulados podem ser usados
para a construcao de codigos em n dimensoes para o problema de codificagao de canal ou para
quantificacao de vetores n-dimensionais.

Por outro lado, tém-se que as palavras-codigo de um codigo sao sequéncias finitas de sim-
bolos pertinentes a um alfabeto, desta maneira o procedimento mais eficiente de composigao
na formagao dessas sequéncias é aquele em que os simbolos do alfabeto sao identificados por
elementos de uma estrutura algébrica.

Um procedimento natural de se realizar esta identificacao é por meio de uma aplicacao
injetora de um subconjunto finito de pontos (constelagdo de sinais) de um espago de sinais
em uma estrutura algébrica, ou equivalentemente, a determinacao da representacao geométrica
associada a estrutura algébrica resultando com isso na caracterizagao geométrica e algébrica do
alfabeto do codigo.

Com o objetivo de redugao da complexidade de demodulagao / decodificacao a representacao
geométrica mais adequada é aquela decorrente da acao transitiva de um grupo no conjunto de
sinais. Quando tal situacao ocorre dizemos que a constelacao de sinais ¢ geometricamente
uniforme. Estes conjuntos de sinais, cujos elementos sao representantes de classes laterais de
energia maxima no espago de sinais, dao origem aos alfabetos dos codigos geometricamente
uniformes, Forney (G.D. Forney 1991).

Definicao 4.8 Um conjunto de sinais K € uma constelagao de sinais geometricamente
uniforme se para quaisquer dois pontos ki, ko € IC, existe uma isometria T € U (K) tal que
T (k1) = ko. Neste caso, dizemos que a ac¢ao de U (KC) em K € transitiva.

Em sistemas de comunicagoes digitais, as figuras geométricas de interesse sao conjuntos S de
pontos discretos de R, ou seja, dado s € S, existe r > 0 tal que B, (s) NS = {s}, onde B, (s)
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denota uma bola aberta em R™ de centro s e raio r. Nesse caso, o conjunto S é denominado
conjunto de sinais. Geralmente, podemos considerar S como um conjunto de pontos discretos
de um espaco métrico qualquer (E,d), desde que se tenha uma identificacdo dos pontos de F
por sinais.

Teorema 4.10 (J. Anderson 1999) Se K ¢é uma constelacao de sinais geometricamente uni-
forme entdao todas as regioes de Voronoi sao da mesma forma, ou seja, possuem a mesma
caracterizacdao geométrica.

De acordo com (Clarice Dias Albuquerque 2002), todas as possiveis tesselagoes {p,q} do
poligono P’, sdo solucoes da equacao:

p(P)=mng-p(P), (4.5)

onde tais tesselacoes hiperbodlicas devem satisfazer a desigualdade

(P—2)-(¢—2)>4 (4.6)

Na equagao acima, u (P’) denota a drea do poligono normal P’ associado a regiao de Voronoi
da tesselacao {p’,¢'}, p (P) denota a drea do poligono normal associado a regiao de Voronoi da
tesselagao {p,q} e ny (nimero de faces da tesselacdo) é um inteiro positivo calculado pela
expressao:

_ 4q-(g=1)
T pa—2p—2
Por exemplo, na Figura 4.6 abaixo, é mostrado o grupo de Klein, que em verdade é um 14-gon

(4.7)

e pode ser tesselado por um conjunto de 24 heptagonos regulares idénticos, ou alternativamente,
com um conjunto de 56 triangulos equilateros.

dhy

A ||‘|l:l£|‘ %ﬁ

z
,

Figura 4.6: Grupo de Klein - um 14-gon com tesselacao {7, 3} dentro.

Deve-se salientar ainda, que quando se fala em tesselagoes regulares com sua regiao de
Voronoi associada, com o objetivo de construcao de constelacoes de sinais, temos um grupo
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quociente no contexto, ou seja, temos uma dificuldade natural na caracterizacao das classes
laterais do quociente de grupos em questao.

Em (Clarice Dias Albuquerque 2002), foi mostrado com relagao as distancias dos cédigos
de interesse, em superficies de género g > 2, que se faz necessario a procura do menor ciclo
homologicamente nao-trivial da tesselacdo ou da tesselacdo dual. Tais ciclos em um p’-gon
sao dados pelas geodésicas de menor comprimento que ligam os lados identificados de P'. Em
termos, de arestas da tesselacao de P’, o menor ciclo homologicamente nao-trivial é o caminho
sobre as arestas que mais se aproxima das geodésicas de menor comprimento. Sendo assim, a
distancia do c6digo serd o minimo entre o nimero de arestas do menor ciclo homologicamente
nao-trivial da tesselacao e da tesselacao dual.

Além disso, em (Clarice Dias Albuquerque 2002), mostrou-se como a distancia entre os lados
emparelhados de P’. Esta distancia, denotada por d,, é o comprimento hiperbélico da geodésica
ortogonal a estes dois lados é dada por:

dy, =2a =2-arccosh [%] . (4.8)

Como a distancia do cédigo, denotada aqui por d., deve ser dada em funcao das arestas
da tesselagao {p,q} de P, obtém-se um limitante inferior para tal distancia dividindo o valor
de d, pelo comprimento da aresta [ (p, ¢), da regiao fundamental da tesselacao {p, ¢}, ou seja,
d. > d,/l(p,q), onde o comprimento da aresta da tesselagao é dado por:

cos® (m/q) + cos (27T/p)} . (4.9)

l(p,q) = arccos h { sen (7 /p)
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A partir de (Clarice Dias Albuquerque 2002) e com um aparato computacional, sdo apre-

sentados na Tabela 4.2 abaixo com relagao a algumas tesselacoes para g = 2 os parametros

apresentados anteriormente.

dg

{p.a} ny dy L(p,q) [(0.0)
3,77 28 0,5662563034 1,090549663 0,52
{73} 12 1,090549662 0,5662563066 1,93
{3,8} 16 0,7270398392 1,528570902 0,48
{8,3} 6 1,528570019 0,7270398394 2,10
{3,9} 12 0,8191909972 1,638381994 0,50
{9,3) 4 1855077136 0,8191909974 2,26
{3,10} 10 0,8791792808 2,122550124 0,41
{10,3} 3 2122550124 0,8791792810 2,41
{4,8} 4 1,528570018  2,448452446 0,62
8,4} 2 2448452446  1,528570919 1,60
3,12} 8 0,9516430646 2,553373738 0,37
{12,3} 2 2553373738  0,9516430648 2,68
{4,5} 10 1,061275061  1,253739325 0,85
(5,4} 8 1253739325 1,061275061 1,18
{4,6}) 6 1,316957897  1,762747174 0,75
(6,4} 4 1,762747174  1,316957897 1,34
{55} 4 1,684964162 1,684964162 1,00
{6,6} 2 2292431670  2,292431670 1,00
(8,8} 2 3,05714183  3,05714183 0,52
(18,3} 3 3438214244 1,035886139  3,319104402

Tabela 4.2: Parametros para g = 2 de algumas tesselagdes hiperbdlicas {p, q}.

Portanto, pode-se observar que distancias pequenas nos levam a probabilidade de erro alta,
bem como apesar de tesselagoes auto-duais apresentarem boa taxa, téem um dos menores valores
para a distancia. De outro modo, os codigos definidos em tesselagoes auto-duais tem menor
complexidade computacional. A fim de uma possivel aplicacao para os codigos caracterizados
em tesselagoes que nao sao auto-duais, é que os mesmos podem ser usados quando ha necessidade
de protecao desigual.

4.7 Receptor de Maxima Verossimilhanca

Em (E. Brandani 2000) foi apresentado o receptor de méxima verossimilhanga para um
sistema de modulacao no plano hiperbdlico, sendo que este apresenta semelhancas com o do
caso euclidiano, bem como é mais simples a nivel de complexidade.

Além disso, em (E. Brandani 2000), foi realizada uma andlise comparativa em relacao ao
desempenho, entre algumas constelagoes de sinais euclidianas com as suas equivalentes conste-
lagoes hiperbdlicas.

Nosso objetivo aqui, é exemplificar para uma constelagao de sinais (com quatro sinais, isto é,
ny = 4) a descricao do modelo do receptor de maxima verossimilhanca para o plano hiperbdlico,
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o qual nos direcione para a caracterizacao do desempenho de constelacoes de sinais com mesmo
nimero de sinais, citadas na Tabela 4.2 da secao anterior.

A fim de descrevermos tal modelagem, considere inicialmente a Figura 4.7 abaixo, que nos
mostra a interpretagao geométrica de uma constela¢ao 4-PSK dentro de uma tesselagao {8, 8}.
Salientamos, que de acordo com a Tabela 4.2 da secao anterior, esta tesselacao possui ny = 4.

Figura 4.7: Interpretagao geométrica de uma constelagao 4-PSK dentro de uma tesselagao {8, 8}.

Para a descricao do modelo do Receptor de Maxima Verossimilhanga para este caso, con-
sideremos {s;,1 < j < 4}, uma constelacao de sinais no plano hiperbdlico. Assumimos que o
sinal recebido é dado de forma:

y=y9(sj)
para algum 1 < j <4 e g é uma isometria hiperbdlica que age como ruido gaussiano.

De (E. Brandani 2000), segue que temos o seguinte teste de hipdteses, ou temos quatro
hipéteses associadas, que sao:

Agora, assumindo que o canal é caracterizado por uma densidade de probabilidade gaussiana
circular hiperbdlica, e que os sinais sao igualmente provaveis, entao o critério de decisao a ser
utilizado ¢ o de maxima verossimilhanca, isto ¢, o receptor decide pela hipdtese H;, se

fity) = fe (), YV k#j (4.10)
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De (E. Brandani 2000), temos que, f; (y) é dada por:
fi(y) = B -exp (=Ad; (y,5,)) = B - exp (=Adj, (g (s5) , 5,)) (4.11)

Substituindo 4.10 em 4.11 chegamos a desigualdade,

di, (9 (s5),85) < dis (g(s;) , se)

Em termos geométricos, o receptor escolhera o sinal dentre os elementos de constelacao
{s;,1 < j < 4}, aquele que minimiza dj, (y, s;). Porém, minimizar d, (y,s;) é o mesmo que
minimizar cos h (dy, (y, s;)).

Sendo assim, como

|z — wl’
2-Tm(2) - Im (w)

cosh (dp (z,w)) =1+

resulta que,
v — 33‘12
2-Im(y) - Im (s;)

cosh (dy (y,s;)) =1+

Ou seja,
lyl* + Is;* — 2Re ({y, 5;))
2T (y) - Im (s,)

cosh (dp (y,s;)) =1+

Ou ainda podemos escrever,

cosh (dp, (y,s;)) =1+ L ( ol + 5 _ Rell, 8j>)>

Im(y) \2-Im(s;) 2-Imf(s) Im (s;)

onde (-, -) representa o produto interno euclidiano entre duas varidveis complexas.
Desta maneira, minimizar cos h (dj, (y, s;)) é o mesmo que minimizar,

lyl* 5i°  Re((y,s,))
{Q-Im(sj) i 2-Im(s;) Im (s;) }

que de outra forma, é andlogo a maximizar,

Re({ys;)  lyl> syl
{Im<sj) 2-Tm (s;) 2'Im(5j)} (4.12)

2 , 2 ~ :

Note, que os termos |s;|” e Im (s;) podem ser pré-calculados, e |y|” e Im (y) sao conhecidos

quando o sinal é recebido. Sendo assim, o receptor calcula um conjunto de quatro variaveis
decisao:
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e as utiliza para encontrar o méximo em (4.12). Chamamos a atengao ao fato que utilizamos as
expressoes em H? ao invés de em D?, todavia, como estes modelos sao isométricos, nao existe
diferenca aonde a decisao é tomada. De outra forma, como as expressoes em D? sao mais
complexas, implica em uma maior complexidade na construcao do receptor. Este fato reforca
a grande liberdade de manipulagao e possibilidades que temos pelo fato de existirem vérios
modelos do espaco hiperbdlico.

4.8 Comparacao de Desempenho entre Constelacoes

Nesta secao, apresentamos a comparacao de constelacoes de sinais no espaco hiperbélico, com
a correspondente constelacao de sinais no espaco euclidiano. Ressalta-se, que em verdade, para
maiores detalhes sobre este aparato comparativo o leitor deve averiguar em (E. Brandani 2000).

Quando se fala no calculo da probabilidade de acerto (Pg), é necessario o calculo do volume
de cada gaussiana hiperbdlica centrada em cada um dos pontos da constelacao e delimitada
pela regiao de Voronoi. Porém, como os sinais apresentam as mesmas regioes de Voronoi, basta
o calculo em uma delas. Além disso, como a probabilidade de acerto é invariante por rotagao,
pode-se posicionar os sinais da forma mais conveniente sobre a regiao de Voronoi para um
sinal transmitido. Note que a probabilidade de erro é dada pela diferenca da unidade por esta
probabilidade de acerto.

Inicialmente, temos que a constelacao de sinais M-PSK no espaco hiperbdlico oferece ganho
de codificacao assintético, quando comparado com a constelagao de sinais M-PSK no caso
euclidiano.

Na Tabela 4.3, apresentamos os ganhos de codificagao associado com as constelagoes de
sinais 4-PSK, 8-PSK, 16-PSK e 64-PSK. Para um valor fixo da probabilidade de acerto (P"),

&
¢ mostrada a energia média necessaria e o valor ao quadrado da distancia minima entre sinais
nas correspondentes constelacoes de sinais.

O ganho de codificagao assintético (GCA) é definido pela expressao:

d? B
G = 10log {—h : M} (4.13)
B
onde d2 e d?> denotam a distancia minima ao quadrado entre pontos da constelagio e E%, e E%,
denotam a energia média nos planos hiperbdlico e euclidiano, respectivamente. Aqui, define-se
a energia média como sendo a média do quadrado das distancias dos pontos da constelacao até

a origem do sistema.

Modulagao P = P&  EY, E%, ds d? Gan.(dB)
4-PSK 0.999995 16.00 42.25 53.4069  84.50 2.2245
8-PSK 0.99999  25.00 169.00  65.2703 98.9979 6.4908
16-PSK 0.999999 36.00 625.00 76.2443 95.1506  11.4337
64-PSK 0.8548313 16.00 > 676.00 4.984 > 6.510 15.049

Tabela 4.3: Desempenho de constelacoes M-PSK mantendo a mesma probabilidade de acerto.
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Desta maneira, a partir dos valores apresentados na Tabela 4.3, pode-se averiguar que os
ganhos de codificacao assintoticos obtidos pelo uso das constelagoes de sinais no plano hiper-
bélico, sao de 2,2245 dB para o 4-PSK, 6,4908 para 8-PSK, 11,4387 dB para o 16-PSK, e 15,049
para o 64-PSK quando comparados com os correspondentes no plano euclidiano.

A seguir, na Tabela 4.4, apresentamos as probabilidades de acerto associadas com as con-
stelagoes de sinais quando a energia média dos sinais ¢é fixada.

Modulagio E$, = EY, Pt P,
4-PSK 16.00 0.999995 0.995328
8-PSK 36.00 0.999999  0.97833
16-PSK 36.00 0.999999 0.758217
64-PSK 36.00 0.999843 0.231552

Tabela 4.4: Desempenho de constelagoes M-PSK mantendo a mesma energia média.

Logo, pode-se observar claramente na Tabela 4.4, que as constelagoes de sinais no plano
hiperbdlico melhoram consideravelmente o desempenho do sistema de comunicacao.

Agora, vamos analisar o desempenho das constelacoes QAM-circulares no plano hiperbdlico.
Sabemos que as constelacoes QAM euclidianas sao subconjuntos finitos das tesselacoes euclid-
ianas {4,4}, e esses subconjuntos nao podem ser reproduzidos em H?, pois uma tesselagao
{p, q} existe no plano hiperbdlico se (p — 2) - (¢ — 2) > 4. Como nao podemos realizar no plano
hiperbdlico as constelacoes QAM euclidianas, para realizarmos as comparacoes, consideremos
a seguinte situacao: fixado o ntimero de pontos da constelacao de R?, escolhemos de uma tes-
selacao hiperbdlica um subconjunto com o mesmo nimero de pontos, para realizar o papel de
constelacao euclidiana.

Deve-se salientar, que essa é uma escolha complexa, pois devemos ter em mente o seguinte
fato: existem infinitas tesselagoes no plano hiperbdlico, mas fixado p e ¢, de forma automatica
fixamos a distancia entre os pontos de constelagao, pois a menos de movimentos rigidos, nao
existe em H? o conceito de semelhanca, sendo assim uma tesselagao {p, ¢} no plano hiperbdlico
¢ essencialmente unica.
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Na Tabela 4.5 apresentamos os resultados obtidos para as constelacoes 16-QAM e 64-QAM,
bem como os desempenhos em relagao aos casos euclidianos. Nesta tabela, temos as seguintes
notagoes: distancia origem nos fornece a distancia dos pontos da constelacao hiperbdlica até a
origem, no caso das tesselagoes {p, 3} essa distancia é a mesma da distancia entre dois pontos
consecutivos da constelacao; novo lado e nova probabilidade média, que se referem aos valores
da constelagao euclidiana construida para alcancar a probabilidade hiperbdlica.

n=16 n=064

dist. origem 3.04861 5.99265
dist. entre sinais 3.04861 5.99265
energia média hip. 8.71317 35.3507
area poligono princ. 3T 197

prob. poligono princ. 0.76301 0.99625
prob. regiao infinita  0.82165 0.99980

prob. média hip. 0.81799 0.99975
lado euclidiano 1.86688 1.83486
prob. média euclid. 0.54325 0.47050
area cuclidiana 3.48527  3.3667
novo lado =~ 3.02 =~ 6.6
nova prob. média 0.81309 0.99833
Ganho (dB) 4.26 10.28

Tabela 4.5: Desempenho das constelacoes 16 e 64-QAM circulares.

Desta forma, interpretando a Tabela 4.5 verifica-se que as constelagoes de sinais {15,3} e
{63, 3} no plano hiperbdlico possuem ganhos de codificacao 4,26 dB e 10,28 dB, respectivamente,
quando comparadas com as constelacoes de sinais 16-QAM e 64-QAM no plano euclidiano. De
acordo, com (E. Brandani 2000), estes ganhos de codificacao também podem ser obtidos no
espaco euclidiano pelo uso de cédigos de Ungerboeck com memorias = 5 e u = 6, respecti-
vamente. A complexidade envolvida para a utilizagao dos codigos de Ungerboeck é superior a
complexidade de um sistema que utiliza somente a constelacao hiperbdlica, justificando deste
modo, a troca de constelagoes euclidianas por hiperbdlicas, quando tal fato for possivel.

Além das constelagoes listadas anteriormente, isto €, das constelacoes PSK e QAM-circulares,
qualquer subconjunto finito de uma tesselacao hiperbdlica pode ser utilizado como tesselagao
de sinais em um sistema de comunicacoes.

Pode-se averiguar que quando o nimero de lados p do poligono inicial cresce, também au-
menta a probabilidade de acerto, sendo que isto decorre do fato de que a area dos poligonos em
uma tesselacao {p, ¢} ser func¢ao direta de p e crescerd com o aumento deste, ou pensando de
outra forma conclui-se que a probabilidade de erro diminui.

Neste momento, deve-se ressaltar que as tesselacoes euclidianas e hiperbdlicas estao rela-
cionadas com a teoria de superficies no seguinte sentido: as tesselacoes euclidianas podem ser
orientadas de forma a gerarem um toro. As tesselagoes hiperbdlicas nao podem ser orientadas
de forma a gerarem um toro, mas podem gerar bitoros, tritoros etc.

Portanto, existe uma relagao entre as tesselacoes e o género da superficie associada, ficando
evidenciado a importancia da caracterizagao da superficie de Riemann encontrada via os pos-
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siveis emparelhamentos de poligonos hiperbdlicos com 3 < n < 8 lados. Sendo assim, tem-se
um melhor entendimento do processo de geracao das constelacoes de sinais a partir das super-
ficies de Riemann envolvidas, bem como através das classes laterais caracteristicas dos grupos
quocientes em questao. De outra forma, o problema de se projetar sistemas de comunicagoes
digitais eficientes em faixa e poténcia pode ser resolvido, j4 que este aparato geométrico apre-
sentado no trabalho, nos direciona para constelacoes de sinais com menor probabilidade de erro
associada, a partir dos parametros tabulados anteriormente.
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Capitulo

Identificacao Algébrica dos Geradores de I'g

Inicialmente, ressaltamos que em (H. Lazari 2000) os sinais pertencentes as constelagdes
de sinais no plano hiperbdlico sao identificados com os baricentros de poligonos hiperbélicos
regulares com 8 e 12 arestas, denotados por Py e Pjo, relacionados as tesselacoes hiperbdlicas
{8,8} e {12,12}.

Desta forma, cada sinal v de uma constelacao é imagem de outro sinal w da constelacao
via uma isometria hiperbdlica 7" € I'yy, ou seja, w = T (v). Se essas isometrias atuam transi-
tivamente na constelagao de sinais entao a constelacao de sinais é geometricamente uniforme a
menos do efeito de bordo.

Em (J. Lehner 1996), é apresentada uma maneira aritmética de obter grupos fuchsianos
aritméticos, comentado no Capitulo 4.

Johansson em (S. Johansson n.d.) mostra que um grupo fuchsiano aritmético esta rela-
cionado a uma ordem O em uma algebra dos quatérnios A sobre uma extensao quadratica K
dos racionais, isto é, [K : Q] = 2, onde os geradores de T" tém a forma:

1 a+b-\/t r- (c+d- V)

Tl_2'<r2~(c—d~ﬁ) a—b-t ) (5:1)

onde a, b, c,d € Z[f], o anel dos inteiros de Q [\/m], m > 0,7 = —ry € Z, t € Z[0] e \V/t & Z[0).

A partir desta identificagao, foi apresentado em (E.D. Carvalho 2001) um algoritmo de
rotulamento algébrico dos sinais pertencentes a uma constelacao de sinais no plano hiperbdlico
por elementos de um p-grupo denotado por G,». Como consequéncia, obtém-se os reticulados
hiperbdlicos associados a essas constelagoes de sinais.

Desta maneira, percebemos que a caracterizagao de um grupo fuchsiano I' com uma ordem
dos quatérnios O é importante neste rotulamento algébrico de sinais. Em (E.D. Carvalho 2001)
sao considerados dois casos particulares de identificacao, a saber:

e 1° Caso: g = 2, grupo fuchsiano aritmético I's, associado com a tesselacao {8,8} é
identificado com os elementos da ordem Ogy).

e 2° Caso: g = 3, grupo fuchsiano aritmético I'15, associado com a tesselagao {12,12} é
identificado com os elementos da ordem Og3).

95
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Devemos salientar, que nao é uma tarefa muito simples averiguar se determinado subgrupo
discreto de PSL (2,R) é ou nao aritmético. Para maiores detalhes, referimos o leitor para (J.
Anderson 1999).

De outra forma, em (E.D. Carvalho 2001) foi realizado um estudo sobre os grupos fuchsianos
I' ~T'y,, que correspondem as tesselagoes {4¢,4¢g}, onde I' é um subgrupo de PSL (2,R), com
o intuito de caracterizacao com relagao a propriedade da aritmeticidade. Além disso, em (E.D.
Carvalho 2001) estendeu-se os resultados obtidos em (B. Silva; M. Firer; S.R. Costa and R.
Palazzo Jr. 2006) e (I.N. Herstein 1975) para os casos em que g = m - 2", m = 1,3,5 e n um
natural qualquer, sendo que foi mostrado que esses grupos sao derivados de uma &algebra dos
quatérnios A sobre um corpo de nimeros K, tal que [K : Q] = 2™, onde 2™ denota o grau da
extensao do corpo dos racionais.

Este capitulo tem como objetivo derivar os geradores do grupo fuchsiano I's, que em verdade
constitui uma particularidade para n = 1, para o caso g = 2" onde I'y, foi discutido em (E.D.
Carvalho 2001). A priori, ndo nos ateremos em justificar todos os detalhes com relac¢ao ao caso
geral, para maiores detalhes referimos o leitor para (E.D. Carvalho 2001). Desta maneira, a
descricao algébrica de tais geradores é relevante para a area de codificacao de canal, ja que,
por exemplo, é de extrema importancia a fundamentagao algébrica e geométrica dos codigos
geometricamente uniformes através da utilizacao de estruturas topoldgicas na caracterizagao
dos processos de geragao e de decodificacao.

5.1 Revisitando o Grupo Iy,

Considerando o modelo do disco de Poincaré D? para o plano hiperbdlico, é de nosso interesse
nesta secao apresentar de forma bastante sucinta o processo de construcao do grupo fuchsiano
L.

Ressaltando, mais uma vez, que a partir deste grupo para os nossos propésitos iremos con-
siderar g = 2", com n = 1.

Uma abordagem completa com todas as formalizagoes sobre este processo de construgao
pode ser encontrada em (Vandenberg Lopes Vieira 2007).

De forma resumida, temos a seguinte construcao: consideremos inicialmente uma tesselacao
auto-dual,

{4g,4g},9 > 2.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperbélico é menor que m, {p,q} é uma
tesselacao hiperbdlica se, e somente se,

27 27
— + — <,
p q

ou seja, se e somente se,
(p—2)-(¢—2) >4
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Seja Py, o poligono hiperbdlico regular com 4g arestas associado a esta tessela¢ao, como
mostrado Figura 5.1.

Figura 5.1: Poligono Hiperbolico regular P, .

Este poligono tessela o plano hiperbélico D?, de tal forma que cada vértice é compartilhado
por 4g poligonos. Assim, para cada g, I'yy serd um grupo que possui P, como dominio funda-
mental. Em termos algébricos, podemos dizer que I'y; >~ 7 (7,) é o grupo fundamental de um
g-toro 7.

Além disso, suponhamos sem perda de generalidade, que Pj, esteja centrado na origem de
D? e que as arestas desde poligono estejam dispostas na seguinte ordem ciclica fixa no sentido
anti-hordrio:

/ !/ / /
T1 €1, Ty €15+ v Tgy €0y Ty €gy -
e as isometrias hiperbdlicas 17, Sy, ..., Ty, S, (os geradores de I'y,), tais que:
Ti(m) =1, e Sjlg)=¢), kj=12,....9 (5.2)

Em (S. Katok 1991) é mostrado que estes emparelhamentos geram uma superficie compacta
e orientdvel D?/Ty, de género g. Logo, a partir de uma tesselagao auto-dual {4g,4g} temos
um poligono hiperbdlico regular Py, de 4g arestas que por sua vez esta associado a um grupo
fuchsiano I'y,, cuja assinatura é dada por (g,-). Consequentemente, a area hiperbdlica de Py, é
dada por:

p(Pg) = p (D?/Tyg) = 4m - (g —1). (5.3)

A justificativa para o calculo desta drea pode ser visto em (S. Katok 1991).

De acordo com (5.3), conclui-se a inexisténcia de elementos elipticos no grupo I'y,, o que é
suficiente para que tenhamos um quociente D?/T'y, localmente isométrico a D?.

Agora, com o objetivo de explicitar os geradores de I'y,, consideremos 7= como sendo uma
transformacao eliptica de ordem 4¢ cuja matriz associada é dada por:

e% 0
O — i y 54
( 0 et > (5.4)
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onde, T (11) = 7{ e 1, é a poténcia de Ty tal que
(Te)™ =Tem (1) € {mh, e Ths €11,k =1,...,¢. (5.5)

Logo, pode-se escrever os geradores de I'y, como conjugacoes de T por meio de poténcias
de Tc.

Por exemplo, é de interesse uma transformacao 75 de modo que Ty (19) = 75; de T} (11) = 79,
segue que To-1 (12) = 71 e, portanto:

Ty (To-1 (1)) = 7 <= Tou (Th (T4 (1)) = Ton (1)) = 7o,

ou seja,
Tc4 ®) Tl o T0—4 (TQ) = Té.

Sendo assim, basta tomarmos Ty = Tips 0 Th 0 T—4. Para os demais casos, de (5.2) e (5.5),
obtemos:

Ay =Cr*ED g kDo B =03 A 0TI (5.6)

com Ay e B; matrizes correspondentes as transformacoes Ty e S;, respectivamente, onde k, j =
1,...,9.

Desta forma, a partir de algumas manipulacoes de ordem algébrica podemos escrever os
geradores do grupo I'y, em (5.6) da seguinte forma:

(5.7)

o C*U=1. A, . C~20=D para [ fmpar
I C@=3) . A, . C—@=3) para | par

Entao, podemos observar que a partir da caracterizagao do gerador T estamos, diretamente,
caracterizando os demais geradores do grupo I'y,.
Considerando Py, o poligono hiperbdlico regular de 4¢g arestas, cujo grupo fuchsiano associado
-m  —(g—-1) -
G-D-7 7

é I'y, com assinatura (g,_), bem como 7 a aresta entre os argumentos > e 5

a transformacao hiperbdlica que emparelha as arestas 7 e 7{ do poligono Pj,, entao de (E.D.
Carvalho 2001) temos que:

az+b
T (2) = =—,
&) =53
onde a e b sao dados por:
(g-1).r B (29 —1)-m
g (o) = L5 ol = tan U
¢ 1/2
—(29+1) .7 (29 —1)-7\"
b)=——"— |b = tan ——— | —1
g (0) = — LT bl = ( (tan

As demais transformagoes hiperbdlicas T} (1) = 75, € S; (€¢;) = €}, geradoras do grupo fuch-
siano I'y, que realizam os outros emparelhamentos de arestas sao obtidas pelas conjugacoes:

Tk‘ frd TCTk: (@] Tl (@] Tct—'r‘k, SJ = Tc’l‘J (@) Tl O TC—'rj .
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5.2 Caracterizacao Algébrica dos Geradores de I'g

Nesta segao, estamos interessados na identificacao algébrica dos geradores do grupo I'y,, com
g =2" paran = 1.
Sendo assim, consideremos n = 1, logo g = 2™ = 2. Disso segue que,

e‘% 0 a b
C_<o eliz"> ¢ Al_(l_’ 5)’

onde ( ) ( )
g-1)r 2-1)7
wgle) = "5 =T T
2 1 2-2—-1
]a|:tan(g )W: n( )W: an S
4 4.2
=2+ —(2-24+1)7  —5m
arg (b) = —— 4.2 8
1/2 ) 1/2
(29 —1)7\> 37
— -1 — 20 1
|b] ((tan 1 tan 3 :
ou seja,

arg (a) =

|

T arg (b) = _75” g = tan (%”) b = <(tam (%”))2—1>

Para os nossos propésitos, temos que:

s
2 cos ()
COS 3

) 7T+. ™ 0
e 0 CcoS — + 1 - sen—
C= ( —m) = 8 8 s o

0 cosg—i-sen—

8

I
N
+
)

Como

podemos escrever

C_(x—iry-z 0 >’
0 T—1Y-1
com
T
r=CcoS— e y=sen—,
8
ou ainda,
2.0 =1/24+2,
e
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Temos, também que,

2+V2
2

2- .2+f +V2 (V2 V2 ’

Ty 52 \ 2 '

2+vV2 (V2 . V2

2_\/§- 7+2-7 ,

2+v2 (V2

2-v2 \ 2

Em
T

i

&

ja que:

Considere a isometrias:

[ B — D
z-1+1
2414

2 — f(2) =
Desta forma, podemos escrever que I' = f~!- T, - f é um subgrupo de PSL (2,R), j4 que a
funcao:
E: T — Ty

T — &M=f"-T-f

¢ um isomorfismo de grupos, ou seja, I' > I'y,.
Sendo assim, se considerarmos G; = f~!- A; - f os geradores de I', para [ =1,...,2" ! e as
igualdades descritas em (5.7), podemos caracterizar os geradores G; do grupo fuch51ano I' ~ T,

como segue:
1 x+y - V0 Zz—i-wz'\/@)

G =~ - d=1,...,2" 5.8

: <_Zl+wl'\/§ r —y Vo (5:8)

2
onde x;,y;, 2, w; € Z[0] e 6 descrito anteriormente.
Portanto, usando esta sequéncia de resultados e o fato de que para os nossos objetivos

=f A
[ =1,2,3,4, obtemos os seguintes geradores do grupo fuchsiano aritmético I' ~ I':
= f~1. A, f, com A; descrito anteriormente
=f1 Ay - f,com Ay =C-A-C!
=f 1. A5 f, com A3 =C*- A, -C*

:f_l'A4'f,COII’IA4:CB'A1'C_5
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ou, mais precisamente, podemos escrever:

T -y V2+HV2 s w2+ V2

2 -2 2 -2
Gy = :
2w V242 m g V22
2 -2 2—+/2
T —wi o V24V2 sty V242
2 -2 2 -2
Gy = ;
—2n+y V2+HV2 it w - V2+V2
2 -2 2 -2
x1+y1-42+\/§ z1+w1-42+\/§
2 -2 2 -2
Gy = :
—ztw - V2+ V2 m —wi V242
2 -2 2 -2
4w V2HV2 oz —w - V2+V2
2 -2 2 -2
Gy = ,
2 —w V24 V2 o —w V212

2—+/2 2 -2

onde

24+4/2

"
22 +/2
Yy = 2+Wa
(1+\/§)-(2+\/2+\/§)
21 = 2_\/§ )
o V2

22

Para finalizarmos, salientamos que o processo de identificacao dos grupos I' ~ I'y, ¢ 1til
em como projetar e rotular os sinais de uma constelacao de sinais através de G, (0) = {7"(0) :
T € G,} G-6rbita de 0 obtidas a partir do grupo I'y,. Em outras palavras, podemos utilizar as
tesselagoes {4¢g, 49} para obtermos constelagdes de sinais geometricamente uniformes. Algebrica-
mente, tais tesselagoes estao relacionadas com grupos fuchsianos aritméticos e consequentemente
com superficies de Riemann associadas aos emparelhamentos descritos anteriormente, que ap-
resentem menor probabilidade de erro, com o objetivo de projetar sistemas de comunicagoes
digitais eficientes em faixa e poténcia.
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Pode-se mencionar que a busca por constelacoes de sinais que apresentem a menor probabil-
idade de erro, esta relacionada ao problema de projetar sistemas de comunicacoes digitais efi-
cientes em faixa e poténcia. Desta maneira, se torna importante a fundamentacao matematica
dos cédigos geometricamente uniformes através da utilizacao de estruturas topologicas como
mostrado em (J. Anderson 1999), (J.D. de Lima; R. Palazzo Jr. 2002) e (R.G. Cavalcante; H.
Lazari; J.D. Lima; R. Palazzo Jr. 2005). Este aparato diferenciado de cédigos e modulagoes
através do estudo de espacos topologicos relacionados, bem como, das superficies de Riemann
envolvidas, permite um melhor entendimento do processo de geracao de constelagoes de sinais.
Em (Edson Agustini 2002), foi abordado aspectos relacionados a forma de lidar com a proba-
bilidade de erro em ambientes hiperbdlicos, apresentando a funcao densidade de probabilidade
de erro associada a constelagoes de sinais em espacos hiperbélicos de dimensao qualquer. Em
(H. Lazari 2000) foi proposto pela primeira vez um sistema de comunicagao hiperbdlico con-
siderando as tesselagoes auto-duais {p,p}, um importante subconjunto das tesselacoes {p, ¢}
com p # ¢, onde {p,q} denota um poligono regular de p arestas, de tal forma que em cada
vértice, ¢ desses poligonos regulares se encontram tendo em comum somente as arestas. Em
(H. Lazari 2000), foi proposta a construcao de cadeias de partigdes geometricamente uniformes
a partir do grupo de isometrias do octdgono, regiao fundamental da tesselacao {8,8}, e do
grupo de isometrias do p-dgono da tesselacao {p,3}. Em (E.D. Carvalho 2001), as tessela¢oes
{8,8} e {12,12}, associadas as tesselagoes {4¢,4g} foram consideradas de modo a obter con-
stelacao de sinais geometricamente uniformes a partir de grupos fuchsianos aritméticos. Em
(E. Brandani 2000), foi realizada a andlise de desempenho de constelagoes de sinais geometri-
camente uniformes provenientes de tesselacoes hiperbodlicas, onde mostra-se que quanto maior
for o género da superficie menor serd o valor da probabilidade de erro associada. Por outro
lado, em (Joao de Deus Lima 2002) caracterizou-se as estruturas algébricas e geométricas asso-
ciadas a canais discretos sem meméria (DMC), determinando o conjunto das superficies no qual
o correspondente grafo associado ao canal discreto sem memoria possa ser mergulhado. Em
(Rodrigo Gusmao Cavalcante 2002), foi realizada a andlise de desempenho de constelagoes de
sinais geometricamente uniformes provenientes de tesselagoes hiperbodlicas, onde mostrou-se que
quanto maior for o género da superficie menor sera o valor da probabilidade de erro associada.
De outra forma, em (Vandenberg Lopes Vieira 2007) construiu-se grupos fuchsianos aritméticos,
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associados as tesselagoes hiperbdlicas {p, ¢} e identificou-se os mesmos em ordem dos quatérnios,
de modo a obter uma relagao entre esses grupos e as constelagoes geometricamente uniformes.
Além disso, em (Clarice Dias Albuquerque 2002), associado a codificagdo quantica, foi gerado
uma série de novos cédigos quanticos toricos, bem como foi caracterizada uma relagao entre tais
codigos, com conhecidos reticulados e formas quadraticas, permitindo assim, a geracao de um
novo método de obtencao de cddigos toricos por meio da tesselacao do reticulado quadrado do
toro por translacoes de polimind.

Dentro desse contexto e com o objetivo de propor um método de rotulagem de sinais de
constelagoes hiperbodlicas convenientes, é necessario o estabelecimento de um procedimento sis-
tematico de construcao de reticulados. Para tal procedimento é relevante a identificacao dessas
informacoes geométricas via emparelhamento das arestas de poligonos hiperbélicos regulares de
modo a construir codigos geometricamente uniformes e, por consequéncia, garantir a eficiéncia
desejada em diversas situacoes envolvendo projetos de sistemas de comunicagoes digitais.

Desta maneira, surge a seguinte questao: Como poderiamos caracterizar geometricamente
superficies a partir dos emparelhamentos de arestas de poligonos hiperbélicos com 3 < n < 8
arestas, que norteiem a determinacao de reticulados hiperbdlicos a serem utilizados na con-
strucao de constelagoes de sinais?

Quando falamos em poligonos hiperbdlicos com 3 < n < 8 lados, é de interesse averiguar a
possibilidade de construcao de constelagoes de sinais, a partir de emparelhamentos, com todas
as transformacoes sendo hiperbdlicas, cujo género associado é g = 2, garantindo assim a con-
strugao de constelacoes de sinais geometricamente uniformes a partir da tesselacao do bitoro
por octégonos. Além disso, podemos salientar que dados dois emparelhamentos distintos do
poligono hiperbélico com n = 8 lados resultando em g = 2, os grupos fuchsianos associados sao
isomorfos, ou seja, I's = I'i. De outra forma, especificamente falando a nivel de grupos fuch-
sianos aritméticos, que decorrem naturalmente dos grupos modulares ou dos grupos fuchsianos
derivados da algebra dos quatérnios (S. Katok 1991), sendo as duas formas de se obter grupos
fuchsianos aritméticos, poderfamos escrever que I's (A, O) = I'; (A, O). De outra forma, a par-
tir do emparelhamento do poligono hiperbdlico de n = 8 lados, podemos tesselar a esfera, o toro
ou o bitoro por octégonos, sendo que g = 0 (cédigos de Slepian) e g = 1 (cddigos reticulados
euclidianos) acontece quando trocamos uma ou mais transformagoes hiperbdlicas por elipticas.

A fim de alcancarmos os objetivos propostos no trabalho, no Capitulo 2 foram apresentados
os conceitos e resultados introdutoérios, em particular, relacionados a geometria hiperbdlica. A
seguir, no Capitulo 3, apresentou-se a descrigao para a construcao de uma regiao de Voronoi
de um grupo fuchsiano I', bem como de propriedades associadas, regiao esta de fundamental
importancia, por exemplo, para a caracterizacao do desempenho de constelacoes de sinais. Nos
capitulos subsequentes, Capitulos 4 e 5, apresentamos as nossas contribuigoes.

Desta forma, este trabalho foi dividido em duas partes principais onde sao descritas as
contribuigoes: na primeira parte do trabalho é realizado o estudo dos possiveis emparelhamentos
das arestas de poligonos de n = 3,4,5,6,7 e 8 arestas objetivando caracterizar geometricamente
as superficies a partir destes emparelhamentos do poligono fundamental associado a superficie
e identificar novos parametros que norteiem a determinacao de reticulados hiperbédlicos para a
construcao de constelagoes de sinais; e na segunda parte do trabalho é apresentado em detalhes
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o desenvolvimento algébrico na identificacao dos geradores do grupo fuchsiano associado ao
poligono hiperbdlico P.

Portanto, no Capitulo 4, apresentamos a primeira contribuicao do nosso trabalho, onde foi
caracterizado e tabulado algumas informacges geométricas (género da superficie, nimero de
pontos fixos, nimero de classes de conjugagao) que podem ser utilizadas para o estabelecimento
de um processo sistematico de construgao de codigos geometricamente uniformes, bem como
garantir a eficiencia desejada em problemas de se projetar sistemas de comunicagoes eficientes
em faixa e poténcia. Além disso, a classificacao dos emparelhamentos descrita no trabalho
nos permite verificar a possibilidade de construgao de constelagoes de sinais geometricamente
uniformes a partir dos emparelhamentos que possuam grupos fuchsianos aritméticos. Ou ainda,
nos permite a identificacao dos emparelhamentos que podem ser utilizados na proposta de
construcao de constelacoes de sinais através da caracterizacao do género da superficie associada
ao mergulho do grafo correspondente ao canal bindrio simétrico e suas quantizagoes.

De outra forma, a segunda contribuicao do trabalho é mostrada no Capitulo 5, onde explici-
tamos algebricamente os geradores do grupo fuchsiano I's associado ao poligono hiperbélico P,
salientando que o processo de identificacao dos grupos I' = Ty, através da metodologia apre-
sentada é de grande utilidade, ja que nos permite, por exemplo, rotular sinais de constelacoes
G,(0) ={T(0): T € G,} (G-6rbita de 0 obtidas a partir do grupo I'y,), ou ainda, podemos
utilizar as tesselagoes {4¢g,4¢g} para obtermos constelagoes de sinais geometricamente uniformes
relacionadas com o grupo fuchsiano aritmético e com a superficie de Riemann associada.

6.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Para finalizar gostariamos de relacionar alguns tépicos que poderiam dar prosseguimentos a
este trabalho:

e Utilizagao deste processo em concatenacao generalizada.

e Rotulamento de constelacoes de sinais provenientes de algebra dos quatérnios para tesse-
lacoes nao auto-duais.

e Identificacao e caracterizacao das formas modulares associadas para a utilizacao em MIMO
(Multiplas Entradas/Multiplas Saidas).

e O desenvolvimento de programas capazes de mostrar geometricamente as constelacoes e
codigos obtidos, bem como as tabulacoes obtidas via andlise dos emparelhamentos.

e A construcao de codigos geometricamente uniformes sobre os quocientes de ordem dos
quatérnios provenientes de outras tessela¢oes que foram identificadas em (Vandenberg
Lopes Vieira 2007).
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